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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a fatoracdo em fatores irredutiveis de
Dy(x,a) sobre IF;, onde g denota a poténcia de um primo p, IF; é um corpo fi-
nito de q elementos e D, (x,a) € FF4[x] é um polindmio de Dickson do primeiro
tipo de grau n na indeterminada x e com parametro a.

Impondo condig¢des sobre 1 e g determinamos expressdes explicitas para os fa-
tores irredutiveis desta familia de polindmios. Calculamos a fatoracdo seguindo
as mesmas técnicas usadas no artigo [3], onde sdo encontrados explicitamente os
fatores irredutiveis do polindmio x" — 1 sobre o corpo IF,. Este resultado genera-

liza os resultados encontrados nos artigos [5],[7] e [12].
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Abstract

The objective of this work is to study the factorization in irreducible factors
of Dy(x,a) over qu, where g denotes the power of a prime p, qu is a finite field
with g elements and D, (x,a) € IF4[x] is a Dickson polynomial of the first type of
degree 1 in the indeterminate x and with parameter a.

Imposing conditions on 7 and g we determine explicit expressions for the ir-
reducible factors of this family of polynomials. We calculate the factorization by
following the same techniques used in article [3], where are found explicitly the
irreducible factors of the polynomial x" — 1 over the field IF;. This result genera-
lizes the results find in [5],[7] e [12].
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Introducao

O estudo de corpos finitos teve seu inicio no século 19 com os trabalhos de
Gauss e Hermite, e o interesse era essencialmente teérico. A propriedade de per-
mutagdo em corpos finitos é uma das propriedades que atraem muita atengéo,
com o avango da era digital, seu estudo teve aplica¢des préticas em criptogra-
fia, desenhos combinatérios, cédigos corretores de erros, assim como na imple-
mentacdo em hardware de turbo decoders, feedback shift-register, linear-feedback shift
register, etc, além de interesses puramente tedricos.

Os polindmios de Dickson sobre corpos finitos foram introduzidos por Leo-
nard Eugene Dickson (1874-1954) hd mais de cem anos como parte da sua tese de
doutorado [6] em 1897 na Universidade de Chicago. Os polindmios de Dickson
tém vdrias aplica¢des e propriedades interessantes, sendo principalmente exem-
plos de familias de polindmios de permutagdo. Estes sdo agora chamados de
polinémios de Dickson do primeiro tipo D,(x;a) € Fy[x], para distingui-los de
suas variagdes introduzidas por Schur em 1923 [11], que agora sdo chamados de
polinémios Dickson do segundo tipo E; (x;a) € F,[x].

Quando a = 0, D, (x,0) = x", que induz uma permutagao de FF,, isto é, é um
polinomio de permutacio (PP) em IF;, se e somente se (1,4 —1) = 1. Quando 0 #
a € [F,, sabe-se que o polindmio de Dickson D, (x,a) induz uma permutagao de
IF; se e somente se (1, g> — 1) = 1; veja [10, Teorema 7.16] ou [9, Teorema 3.2]. Esta
condigdo simples fornece um teste muito eficaz para determinar quais polindmios
Dy, (x; a) induzem permutacdes de IF,, e além disso, uma vez satisfeita a condigao,
obtemos q — 1 permutagdes diferentes, uma para cada um dos elementos a € IFy.

Sobre os nimeros complexos, os polindmios de Dickson sdo essencialmente
equivalentes aos polindmios cléssicos de Chebyshev, Ty, (x), com uma mudanga
simples de variavel e, de fato, os polindmios de Dickson as vezes sdo referidos
como polindmios de Chebyshev na literatura.

Nos ultimos anos, esses polindmios receberam um estudo intenso. Em par-
ticular o problema de fatoragdo destes polindmios tem sido estudado por vérios
autores. Eles foram redescobertos por Brewer (1961), fatoracdes explicitas de cer-
tos polindmios de Dickson do primeiro tipo tém sido usadas para calcular somas

de Brewer e as vezes, embora raramente, foram referidos como polindmios de
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Brewer. Por exemplo Chou [5] e logo de forma simplificada Bhargava e Zieve
[2] estudam uma fatoragdo dos polindmios de Dickson do primeiro tipo sobre IF;
usando métodos muito mais longos do que usamos aqui, embora as fatoracdes
sdo feitas sobre IFy, os fatores contém elementos fora de IF,. Fitzgerald e Yucas [7]
obtém fatoragdes explicitas como produto de polindmios irredutiveis de polino-
mios ciclotomicos de ordem 2™ e generaliza esses resultados para obter fatoragdes
explicitas como produto de polindmios irredutiveis de polinomios de Dickson do
primeiro tipo de ordem 2" sobre IF;. Tosun [12] amplia o anterior obtendo fato-
ragdes explicitas de polindmios de Dickson do primeiro tipo de ordem 3 - 2" e de
polindmios de Dickson do segundo tipo de ordem 3 - 2" — 1 sobre IF,.

Neste trabalho estudamos o problema de encontrar a fatoracdo em fatores ir-
redutiveis de Dy (x,a) e E;(x,a) sobre IF;, onde g denota a potencia de um primo
p, [F; é um corpo finito de g elementos e Dy, (x,a), E,(x,a) € IF4[x] sdo polindmios
de Dickson do primeiro e segundo tipo respectivamente de grau n na indetermi-
nada x e com parametro 4.

O primeiro capitulo consiste numa introdugdo a Algebra e Teoria dos Nu-
meros, fazemos um breve estudo sobre corpos finitos, polindmios ciclotdmicos e
fatores irredutiveis.

No segundo capitulo introduzimos a nogdo de polindmios de Dickson do pri-
meiro e segundo tipo sobre corpos finitos IF; e estudamos propriedades basicas
de tipo algébricas, aritméticas e algumas analiticas desta familia de polindmios.
Também sdo introduzidos e caracterizados os polindmios a-auto-reciprocos e sua
relagcdo com a fatora¢do dos polindmios de Dickson. Referimos o leitor a mono-
grafia [9] de Lidl, Mullen e Turnwald para uma pesquisa de muitas propriedades
aritméticas e algébricas dos polindmios de Dickson sobre corpos finitos e sobre
os anéis comutativos finitos. Veja também Lidl e Niederreiter [10] para uma série
de resultados em polindmios Dickson sobre corpos finitos.

Por fim, no capitulo 3, para completar o estudo dos polindmios de Dickson
do primeiro e segundo tipo damos novas fatora¢des em polindmios irredutiveis
sobre IF;[x], exibimos uma abordagem mais simples seguindo as mesmas técnicas
usadas no artigo [3], onde sdo encontrados explicitamente os fatores irredutiveis
de x" — 1 no caso que todo fator primo de n divide g — 1. De interesse, é como
essas fatoragdes demonstram que os polindmios de Dickson do primeiro tipo apa-
recem na fatoragdo dos polindmios do primeiro tipo quanto aqueles do segundo
tipo. Os resultados ainda inéditos a serem exibidos neste texto generalizam de
forma mais simples aqueles apresentados em [5],[7] e [12].

O texto termina com algumas consideragdes, onde apresentamos perspectivas

de continuidade do tema estudado e trabalhos relacionados a esta area.



Capitulo 1

Preliminares

Incluimos neste capitulo conceitos e resultados basicos para o desenvolvi-
mento de nosso trabalho, muitos dos quais consagrados pelo constante uso em
trabalhos nesta drea. Apesar de quase todos estes resultados serem enunciados

sem prova, o leitor pode consultar [4] e [10] para mais informagdes.

1.1 Corpos

Um corpo é um anel unitério e comutativo (K, +, -) tal que (K, +) (K*,) séo
grupos abelianos, onde K* = K\ {0} e 0 € K é o elemento neutro com relacdo
a primeira operacdo + e - é distributiva respeito a operagdo +. No que segue
(K, +, -) serd um corpo, e 1 o elemento neutro com relagdo a segunda operacao -.

Se L um subconjunto ndo vazio de K tal que é um corpo com as operagdes
induzidas de (K, +, -), dizemos que L é um subcorpo de K. Neste contexto K é dito
um corpo extensdo de L e essa extensdo de corpos é notada por K/L. A dimensao

do L-espago vetorial K é chamada de grau da extensdo e denotada por [K : L.

Exemplo 1.1. O conjunto R dos niimeros reais é um corpo com relagdo a soma e produto

usuais e Q o conjunto dos niimeros racionais, é um subcorpo de IR.

Exemplo 1.2. Se p é primo, entido todo inteiro positivo menor que p é relativamente
primo com p e assim Zy, = Z, \ {0}, onde Z,, = Z./pZ = {0,1,...,p — 1} o anel
de inteiros médulo p. Em particular Z., é um corpo com a suma e produto induzido dos
inteiros.

Sendo 1 € K o elemento neutro de K com relagdo ao produto, por abuso de
notagdo, escreveremos n = 1+ --- 4+ 1 onde a soma possui n > 0 parcelas. Se
existe n > O tal queasoman =1+ ---+1¢igual a0 € K o elemento neutro
da adicdo, e se n é o menor inteiro positivo com esta propriedade, dizemos que
K possui caracteristica n. Entretanto, se ndo houver tal 1, dizemos que K possui

caracteristica 0.
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Exemplo 1.3. O corpo Z,, possui caracteristica p para cada primo p e os corpos Q, R e
C possuem caracteristica 0.

Se K é um corpo que possui caracteristica zero, é necessariamente infinito,
pois os elementos 1,1+ 1,14+ 1+1, ... devem ser todos distintos. Os corpos de

caracteristica prima podem ser finitos ou infinitos.
Teorema 1.4. A caracteristica de um corpo K é 0 ou um niimero primo p.

Observacao 1.5. Em particular, se K ¢é finito, entdo existe p > 0 primo tal que K possui
caracteristica p.

E fécil verificar que a interseccio de qualquer familia de subcorpos de um
corpo K é ainda um subcorpo de K. Em particular a interseccdo de todos os

subcorpos de K é um subcorpo P de K.

Definicdo 1.6. Seja K um corpo. Chamamos subcorpo primo de K a intersegio de todos
os subcorpos de K.

Teorema 1.7. O subcorpo primo de um corpo K é isomorfo a Z,, ou a Q, consoante a
caracteristica de K seja p ou 0.

Apresentamos uma identidade especial que se satisfaz em qualquer corpo de

caracteristica p.

Definicao 1.8 (Aplicacdo de Frobenius). Seja K um corpo de caracteristica p. Defini-
mos a aplicagdo de Frobenius do corpo K como sendo a fungio

Tp:K — K

a — af.

O teorema a seguir é basicamente uma generalizagdo do Teorema de Fermat

para corpos de caracteristica ndo nula.

Teorema 1.9. Se K é um corpo de caracteristica p, entdo para quaisquer a, b € K temos
que Ty é aditiva, isto é,
(a+ b)Y =al +bP.

Ainda mais, podemos provar que a aplicagdo 7, ¢ um homomorfismo injetivo
de corpos.

Coroldrio 1.10. Seja K um corpo de caracteristica p. Entdo todo elemento de K é uma
potencia p-ésima de um elemento de K. Ou bem, a aplicagio de Frobenius é um automor-

fismo.
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1.1.1 Polinémios sobre um corpo

Dado K um corpo e uma varidvel x, consideramos o conjunto S de todas as
expressOes da forma ag + a;x + - - - + a,x" onde a; € K e n é um inteiro ndo ne-
gativo. Cada elemento de S é chamado de polindmio em uma varidvel. Podemos
induzir naturalmente as operagdes de K em S e, com estas operagdes, vemos que
o conjunto S é um anel. Dizemos que S é o anel de polindmios em uma variavel so-
bre K e escrevemos S = K[x]. Por inducao, podemos definir o anel de polindmios
em k variaveis sobre K do modo seguinte: K[x1, ..., x] = (K[x1,..., xx_1])[x]-

Seja f(x) = ag+ayx+ - - - + a,x" um polindmio sobre K que néo é o polindmio
zero, isto é, podemos supor que a, # 0. Entdo dizemos que os elementos a; sdo os
coeficientes de f(x), a, € o coeficiente lider de f(x) e ag o termo constante, enquanto n
é o grau de f(x); denotamos por deg f(x), o grau de f(x). Se o coeficiente lider de
f(x) é1, entdo f(x) é dito polindmio monico. Temos f = 0 o polindmio identicamente
nulo se, e somente se, a; = 0, parai = 0,1,...,n, nesse caso, convencionamos que
o seu grau é —oo. Polindmios de grau < 0 sdo chamados de polindmios constantes.
Se identificamos os polindmios constantes com elementos de K, entdo podemos

ver K como um subanel de K|x].

Exemplo 1.11. Se K = Zs, entio os elementos de K[x] s possuem coeficientes 0,1,2,3
ou 4. Por exemplo, g(x) = 3x*> +1e f(x) = 2x° + x* + 4x + 3 sdo elementos de K[x]
de graus 2 e 5 respectivamente.

Se K é corpo, o anel K[x] apresenta importantes semelhancas algébricas com
o anel Z dos ntmeros inteiros. Assim, temos uma nog¢ado de divisibilidade em
K[x]: dizemos que f(x) divide g(x) se existe h(x) € K[x] tal que g(x) = f(x)h(x),
isto é, ¢(x) é um multiplo de f(x) em K[x]. Os polinémios f(x) e h(x) sdo ditos
divisores de f(x). Por exemplo, em Z;[x] temos que x + 1 divide x> + 1 pois
(x+1D)(x+1)=x>+2x+1=x>+1.

Os polindmios irredutiveis sobre um corpo K satisfazem certas propriedades
semelhantes aos niimeros primos nos nimeros inteiros. Apresentamos a seguir
um conceito bastante simples, mas muito poderoso e que contribui para o foco

do presente trabalho.

Defini¢do 1.12 (Irredutibilidade). Seja f(x) € K|[x]| tal que deg f(x) > 1. Dizemos
que f(x) é um polindmio irredutivel sobre K se toda vez que f(x) = g(x) - h(x), onde
g(x), h(x) € K[x] entdo temos g(x) = a constante em K ou h(x) = b constante em K.
Se f(x) for nio irredutivel sobre K dizemos que f é redutivel sobre K. De forma andloga,

podemos definir um polindmiof (x4, ..., xy) em k varidveis irredutivel sobre K.

Exemplo 1.13. Todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K é irredutivel.
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Exemplo 1.14. Se K = Z,, entio o tinico polindmio irredutivel em K[x| de grau 2
é f(x) = x>+ x + 1, e os polindmios irredutiveis em K[x] de grau 3 sio fi(x) =
P+x+lefolx) =23 +22+1.

Observacao 1.15. Se um polindmio é irredutivel sobre um corpo, entdo é irredutivel
sobre todos os subcorpos deste corpo, ou seja, se L é um subcorpo de K e f(x) € L[x] é

irredutivel sobre K, entdo f(x) é irredutivel sobre L.

1.1.2 Polindmios simétricos

Uma ferramenta bastante ttil emerge naturalmente quando estudamos a re-
solucdo de problemas de fatoracdo sobre um corpo, uma classe especial de po-

lindbmios em k varidveis, os polindmios simétricos.

Defini¢do 1.16 (Polindmio Simétrico). Um polindmio p(x1,...,xx) € Klx1, ..., x]
é chamado de polinomio simétrico se ele é invariante quando as varidveis X1, . . ., Xy per-

mutam arbitrariamente entre si, isto é, se para qualquer 7T € Sy,

p(xn’(l)/ o ’xﬂ'(k)) — p(X1, N ,.Xk).

Observagido 1.17. O conjunto dos polindmios simétricos é um subanel de K[x1, ..., xy]
que contem ao corpo K.

En especial, entre os polindmios simétricos, temos 0s mais simples possiveis.

Exemplo 1.18. Os seguintes polindmios e, somas de todos os produtos de m varidveis,

Sdo simétricos.

k
er =ey(Xy,..., %) = x1+x2+-+x= in,
i=1
ep=ex(x1,...,x) = Xpo+xX+ X Xe= Y, XiXj,
1<i<j<<n
e3 =e3(X1,...,Xk) = X1X2X3 4 X1X0X4 + - -+ X X1 X = Z XiXiX1,
1<i<j<I<n
e = ex(X1,..., X)) = X1Xp- -+ Xg.
Em geral o polindmio simétrico
em = em(x1, ..., xX) = Z XiyXjy ** Xi,

1<ig < <ipy <k

onde m = 1,2,...,k é chamado de m-ésimo polindmio simétrico elementar nas va-

ridveis x1,...,x; sobre K. Notemos que g = 1, ep(x1,...,x¢) = Osem > k
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e o numero de termos em ey, (xq,...,x;) € (51) Além disso, deg(ey,,) = m para
1<m<k.

Observacao 1.19. Se K é um corpo de caracteristica zero, os polindmios simétricos ele-
mentares em k varidveis sio elementos do subanel Z[xq,- -+ ,x;] C K[xq,- -+, xk].

Exemplo 1.20. Termos que o polindmio x3 + - - - + x2 € Q[x1, ..., x| é simétrico, e pode

ser expresso como e — 2ey.

De fato os polindmios simétricos elementares fornecem uma estrutura basica,
sdo os blocos na construgdo de todos os polindmios simétricos e geram um suba-
nel do anel dos polindmios simétricos.

O principal resultado sobre polindmios simétricos diz que todo polinémio si-
métrico em k varidveis sobre um corpo, é, de modo tinico, um polindmio em
polindmios elementares simétricos sobre essas k varidveis. Exibimos, sem de-

monstracdo, o seguinte.

Teorema 1.21 (Teorema fundamental dos polindmios simétricos ([10], Teorema
6.25)). Todo polindmio simétrico p(x1, ..., xx) pode ser escrito como um polindmio em
termos dos polindmios simétricos elementares ey, (x1, ..., Xx).

Para cada n > 1 a n-ésima soma de potencias é

Sp=Sn(x1,..., %) = fo

A férmula a seguir expressa explicitamente S, em termos de fungdes simétri-

cas elementares ey;,.

Teorema 1.22 (Férmula de Waring ([10], Teorema 1.76)). Sejam ey, . . ., ex polindmios
simétricos elementares nas varidveis x1, . . . , Xy sobre umanel Re S, = Sp(x1,...,x;) =

X} +---+x} € R[xy,...,x;] para n > 1. Entio temos

Sy = Y (=1 tiatiot (htia+---+i—1'n ol o2 ... ik
" i lip! - - ! 172 k”
paran > 1, onde estendemos a somatdria sobre todas as tuplas (i1, . . ., in) de inteiros nio

negativos com iy + 2ip + - - - + ki, = n. Os coeficientes de e €2 - - - e/* sdo inteiros.

No caso particular em que temos duas indeterminadas, i.e. k = 2, a férmula

de Waring nos diz que

(i1 +i—1)n ; ,
x’f+x§ = Z (—1)12( ! 2' ' ) (x1+x2)11(x1x2)12,
i1 +2i=n l1:12:
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e fazendo a substituicdo de variavel i1 = n — 2ip, obtemos

[n/2]

Mrag= ) (1)
i=0

° (” N i) (x1+ x2)" 2 (x32)".

n—i 1

1.2 Corpos finitos

Iniciaremos o nosso estudo sobre polindmios com coeficientes em corpos fini-
tos conhecendo um pouco da estrutura destes corpos. Agora traremos algumas
defini¢des e teoremas importantes da teoria de corpos finitos que nos serdo muito
tteis nos capitulos subsequentes.

Um corpo finito é um corpo com um ntmero finito de elementos, o ntimero de

elementos de um corpo finito é dito de ordem do corpo.
Lema 1.23. Seja p primo. Todos 0s corpos de ordem p siio isomorfos a Z..
No seguinte teorema temos uma descri¢do da estrutura de um corpo finito.

Teorema 1.24. Seja K um corpo finito de caracteristica p para algum primo p. Entdo

existe n > 1 tal que |K| = p™.

Demonstracdo.

Note que K possui um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular podemos en-
carar K como um Z-espago vetorial de dimenséao finita, pois Z, é finito. De-
notemos esta dimenséo por 7, entdo K tem uma base sobre Z, consistente de n
elementos, digamos {v1,...,v,}. Cada elemento de K pode ser unicamente re-
presentado na forma vy + - - - + ¢y, Onde ¢y, ..., ¢y € Zp. Como cada ¢; € Z,
pode tomar p valores, K deve ter exatamente p" elementos. |

O préximo teorema caracteriza os corpos finitos, garantindo a existéncia e

unicidade de tais corpos.

Teorema 1.25 (Existéncia e unicidade de corpos finitos ([10], Teorema 2.5)). Para
todo primo p e todo inteiro positivo n existe um corpo finito com p" elementos. Qualquer
corpo finito com q = p" elementos é isomorfo ao corpo de decomposigio de x1 — x sobre
F,.

p

Observacao 1.26. Em virtude da parte da unicidade do Teorema 1.25, podemos falar do
corpo finito com q elementos, ou do corpo finito de ordem q. De agora em diante, vamos

denotar este corpo por Iy, onde q = p"* é uma potencia da caracteristica prima p de IF.

Teorema 1.27 (Critério para Subcorpos ([10], Teorema 2.6)). Seja IF; um corpo finito
com q = p" elementos. Entdo todo subcorpo de Iy tem ordem p™ onde m é um divisor
positivo de n. Reciprocamente, se m é um divisor positivo de n, entdo existe exatamente

um subcorpo de IF; com p™ elementos.
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Exemplo 1.28. Os subcorpos do corpo finito IF,z0 podem ser determinados, apds listarmos
todos os divisores positivos de 30. Pelo Teorema 1.27, as relacdes de inclusdo sio equiva-
lentes as relagdes de divisibilidade entre os divisores positivos de 30. Assim os subcorpos
de IFyz0 sdo:

IFy, Fy2, o3, IFys, IFo6, IF510, IF 515, IFH30.

Observacao 1.29. Os corpos intermedidrios de IF 7" sobre IF; siio linearmente ordenados
por inclusdo, isto é, se F e K sdo corpos tais que F, CFCF g e F, CKCF " entdo
FCKouKCF.

O teorema seguinte nos serd muito ttil na préxima se¢do para demostrarmos

diversas propriedades acerca de polindmios ciclotomicos.

Teorema 1.30. ([10], Teorema 2.8) Para todo corpo finito K = ¥4, 0 grupo multiplicativo
IE; de elementos diferentes de zero de IFg, é ciclico.

Demonstragdo.

No caso 4 = 2 o resultado é trivial, assim assumiremos que g > 3 e seja

1P+ pm a decomposicdo em fatores primos da ordem & = g —1 do

grupo IF;. Para todo i, 1 < i < m, o polindmio x"/Pi — 1 tem no maximo g raizes
1

h=p

em F,. Como g < h, segue que existem elementos diferentes de zero em IF; que
1

. A . : h/p;
nao sdo raizes desse polindmio. Seja a; um desses elementos e defina b; = a; Pi,

i

Temos que bf =1, onde segue que a ordem de b; é um divisor de p.’ e além
disso é da forma p' com 0 < s; < 7.

Por outro lado i

i h/pi
b =a’'"#1,

entdo a ordem de b; é p;i. Afirmamos que o elemento b = byb; - - - by, tem ordem
h. De fato, se denotamos por k a ordem de b, e k fosse um divisor préprio de A,
para algum inteiro 1 < i < m terfamos que k divide %, podemos supor sem perda

de generalidade que i = 1. Entdo

1—ph/p — bil/plbg/pl o bﬁ/pl.

. h
I o assim b"/P!
P1 ]

= 1, de onde temos que a ordem de b; deve dividir %, 0 que ndo é possivel

Agora, se 2 < j < m, entdo p;j divide = 1. Isso implica

bil/ P1
uma vez que a ordem de b; é p|'. Portanto, IF; € um grupo ciclico com gerador

b. |

Defini¢ao 1.31. Um gerador de um grupo ciclico IF; é chamado um elemento primitivo
de FF,.
q
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Observacao 1.32. Temos provado que qualquer corpo finito tem um elemento primitivo.
A questdo de achar um elemento primitivo, é importante para a construgio do corpo fi-
nito. Segue da definicdo que um elemento primitivo x de um corpo I, tem ordem q — 1.

Portanto a1 = a0 = 1, e vemos que o exponente é calculado médulo g — 1.

1.2.1 Raizes de Polindmios Irredutiveis

Nesta secdo vamos listar algumas informacgdes acerca do conjunto das raizes

de um polinémio irredutivel sobre um corpo finito.

Lema 1.33 ([10], Lema 2.12). Sejam f € IF;[x] um polindmio irredutivel sobre um
corpo finito IF; e a uma raiz de f em uma extensdo de IF,. Entdo, para um polindmio
h € Fylx], h(a) = 0, se, e somente se, f | h.

Lema 1.34 ([10], Lema 2.13). Sejam f € IF;[x] um polindmio irredutivel sobre IF, de
grau m. Entdo, f divide xT" — x se, e somente se, m divide n.

O préximo teorema nos fala sobre as raizes de polindmios em IF[x].

Teorema 1.35 ([10], Teorema 2.14). Se f é um polindmio irredutivel em IF,[x] de grau
m, entdo f tem uma raiz & em Fgm. Além disso, todas as raizes de f sdo simples e dadas

. 2 -1
por m elementos distintos a, a1, a7, ..., T de Fgm.

Demonstragdo.

Seja « uma raiz de f no corpo de decomposicio de f sobre F,. Entdo [IF,(a) :
F,;] = m, e dai F,;(a) = F n e, em particular, & € Fym.

Devemos mostrar agora, que se € [Fyn € uma raiz de f, entdo p7 também é

uma raiz de f. Seja f = ayx™ + -+ - +a1x +ag, coma; € Fy para0 < i < m. Entdo

f(B) = amp™ + -+ mpl +ao
= appM + - +alpl + a
= (amp" + -+ ap+ao)l
= f(B)
= 0.

m—1 ,
Portanto, os elementos «, a9, ..., a7 = sdo raizes de f. Falta agora mostrar que
estes elementos sdo todos distintos. Para tanto, vamos supor o contrério, isto é,
i k
ol =aft, (1)

para alguns inteiros j e k com 0 < j < k < m — 1. Elevando ambos os membros

da identidade (1) a potencia g™, obtemos

j+m—k m
a =al =a.
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Segue do Lema 1.33, que f divide 7 x e isto 56 é possivel se m divide
j+ m —k, de acordo com o Lema 1.34. Mas isto é uma contradic¢do, pois temos

que0 < j+m—k <m,umavezquej < k <mimplicaj—k <m—k. [

Corolario 1.36 ([10], Corolario 2.15). Seja f € IFy[x| um polindmio irredutivel de grau

m, entdo o corpo de decomposicio de f sobre IFg é Fgm.

Corolario 1.37 ([10], Corolario 2.16). Quaisquer dois polindmios irredutiveis en IFq|x]

de mesmo grau, tém corpos de decomposigdo isomorfos.

Vamos agora introduzir uma terminologia conveniente para os elementos que
aparecem no Teorema 1.35 independentemente de « € Fyn ser uma raiz de um

polindmio irredutivel de grau m em IF;[x] ou néo.

Definicao 1.38. Sejam Fym uma extensdo de IF; e « € Fgm. Entdo chamamos conjugados
m—1

~ 2
de o em relagio a Fy aos elementos w, a9, a7, ..., a1

Observagao 1.39. Os conjugados de a € Fgm em relagdo a ¥ sdo distintos se, e somente
se, 0 polindmio minimal de o sobre IF; tem grau m. Caso contrdrio, o grau d deste polind-
mio minimal é um divisor proprio de m, e entdo os conjugados distintos de x em relagdo a
IF, so os d elementos distintos a, a1, . . ., och_l, cada um repetido % vezes.

Teorema 1.40 ([10], Teorema 2.18). Os conjugados de « € IF; com respeito a qualquer
subcorpo de Iy tém a mesma ordem no grupo .

Corolario 1.41 ([10], Corolério 2.19). Se a é um elemento primitivo de IF,, entdo tam-
bém sdo elementos primitivos, todos os conjugados de « em relacio a qualquer subcorpo
de IF,.

q

Exemplo 1.42. Seja « € F1g uma raizde f(x) = x* + x +1 € Fa[x]. Vamos encontrar
0s conjugados de a em relagio a Fp. Como q" = 16 = 2%, temos, g = 2 em = 4;

. . ~ 2 4—1 3 . ,
portanto, pela Defini¢io 1.38, os conjugados de a sdo «, a2, 0% e = a%,istoé, os

conjugados sio, a, o%, a*, a8,
Uma vez que « é uma raiz de f, temos que a* = a +1ea® = (a*)? = (a +1)? =
w2 + 1. E ficil verificar que os conjugados de «, tém todos a mesma ordem 15 no grupo

IF}4. Consequentemente, todos eles sio elementos primitivos de FF1e.

Observacao 1.43. Existe uma relacio muito forte entre elementos conjugados e certos
automorfismos de um corpo finito. Seja IFym uma extensdo de IF,. Por um automorfismo

o de Fgm sobre IF; queremos dizer um automorfismo de Fgm que fixa os elementos de IF,.

Teorema 1.44 ([10], Teorema 2.21). Os automorfismo distintos de Fqn sobre IF; sio
exatamente as fungodes 0y, 0y, . ..,0,—1, definidas por Uj(oc) = af, para &« € Fgm e
0<j<m—-1.

Observagao 1.45. Com base no Teorema 1.44, os conjugados de o € Fym em relagio a

IF, sdo obtidos pela aplicagdo de todos os automorfismos de IFgm sobre IF; com a operagdo

usual de composigio de fungdes, formam um grupo ciclico de ordem m gerado por 07.
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1.2.2 Polindmios e Extensdes Ciclotomicas

O principal objeto algébrico de estudo neste trabalho sdo os corpos finitos e,
sobretudo, polindmios sobre esses corpos. E se tratando de corpos finitos, temos
uma classe interessante de polindmios, os polindmios ciclotomicos.

Um conceito que precisaremos introduzir y que serd decorrente nos préximos

capitulos é o de fungio de Euler.

Definicdo 1.46. Para m € IN definimos a fungio de Euler, ¢(m), como o niimero de
inteiros k tal que 1 < k < me mdc(k,m) = 1.

Exemplo 1.47. Por exemplo, ¢(1) =1, ¢(p) = p — 1 se p é primo e @(2F) = 2k-1,

Proposicao 1.48. Sejam m,n,s € IN e p um nmiimero primo. Sdo vdlidas as sequintes
propriedades sobre a fungio de Euler.

1
Q) ¢(p°) = 5(1——>,
p(p°) =vp ;

(i) @(mn) = @(m)p(n) se mdc(m,n) =1,

1 1 . -
(i) @(m)=m (1 - P_> e <1 — p—), onde m = pi' - - - py é a decomposigio de m
1 T
em primos.
Vamos analisar o corpo de decomposi¢do do polindmio x" — 1 sobre um corpo
arbitrério K, onde n é um inteiro positivo. Também obteremos uma generaliza¢do

do conceito de raiz da unidade, ja bem conhecido para os nimeros complexos.

Definicao 1.49. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposigio de x" — 1 sobre o
corpo K é chamado o n-ésimo corpo ciclotomico sobre K e denotado por K", As raizes de
x" — 1 em K" sio chamadas as raizes n-ésimas da unidade sobre K e o conjunto dessas

raizes é denotado por E),
O caso que mais nos interessa, é quando K é um corpo finito.

Definic¢ao 1.50. Sejam K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo tal que
p 1 n. Entdo, um gerador do grupo ciclico E) é chamado de raiz n-ésima primitiva da
unidade sobre K.

Observacao 1.51. Notemos que sob as condigdes da Definicdo 1.50, existem exatamente
¢(n) raizes n-ésimas primitivas da unidade diferentes sobre K. Seja { uma delas, entdo
todas as raizes n-ésimas primitivas da unidade sio dadas por (°, com1 < s < ne
mdc(s,n) = 1.

A seguir definiremos um polindmio cujas raizes sdo exatamente as raizes n-
ésimas primitivas da unidade. Este polindmio serd fundamental para os nossos

propdsitos neste trabalho.
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Definicao 1.52. Sejam K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo tal que
ptn, e uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K. O polindmio

n

Qu(x)= JI (=29

s=1
mdc(s,n)=1

é chamado o n-ésimo polindmio ciclotémico sobre K.

Observacgao 1.53. O polindmio Q, é independente da escolha de (. Notemos que deg
Qn(x) = @(n) e seus coeficientes sio elementos do n-ésimo corpo ciclotomico sobre K.

Para provarmos o préximo teorema precisaremos de um lema bastante conhe-

cido, o qual enunciaremos sem demonstracao.

Lema 1.54 (Lema de Gauss). Seja f(x) € Z[x]| um polindémio primitivo ndo constante.
Entdo f(x) é irredutivel em Q|x] se, e somente se, f(x) é irredutivel em Z[x] (isto é, ndo

podemos escrever f(x) = g(x)h(x) com g(x), h(x) € Z|x] nido constantes).

Teorema 1.55 ([10], Teorema 2.45). Sejam K um corpo de caracteristica p e n um inteiro

positivo tal que p 1 n. Entdo

M x" —1=[]Qix),
d|n
(i) os coeficientes de Qn(x) pertencem ao subcorpo primo de K, e a Z se o subcorpo

primo de K é o corpo Q dos niimeros racionais.
Demonstracdo.

(i) Cada raiz n-ésima da unidade sobre K é uma raiz d-ésima da unidade sobre
K para exatamente um divisor positivo d de n. En detalhe, se { é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade sobre K e {* uma raiz n-ésima da unidade

arbitraria sobre K, entdo d = % ;isto é, d é a ordem de {° em EM. Uma

mdc(s,n

vez que
n

M =1=]]x-0),

s=1
a férmula em (i) é obtida coletando os fatores (x — {°) para os quais {° é

uma raiz d-ésima primitiva da unidade sobre K.

(ii) Este item serd provado por indu¢do em n, notemos que Q,(x) é um polind-

mio monico.

(a) Paran =1 temos que Qq(x) = x — 1.



12 1.2. Corpos finitos

(b) Passo indutivo: Seja n > 1 e suponha a proposi¢do vélida para todo

Qu(x) com 1 < d < n. Entdo segue do item (i),

x"—1

@)=

onde

flx) = !ﬂ_[ Qu(x).
d<n

A hipétese de indugdo implica que f(x) é um polindmio com coeficien-
tes no subcorpo primo de K ou em Z no caso da caracteristica de K ser
0. Fazendo uma longa divisdo com x" — 1 é o polindmio ménico f(x),
vemos que os coeficientes de Q,(x) pertencem ao subcorpo primo de
K se os coeficientes de f(x) estdo em K. J4 se estes coeficientes estdo

em Q pelo Lema 1.54 segue que os coeficientes de Q,(x) estardo sobre
Z.

Exemplo 1.56. Sejam p um niimero primo e m € IN. Entdo

- Pt
x—ll — Y X" g
o
xP -1 j=0

Qpr(x) =

desde que

m—1

m m—1
" —1=T1Qu =Qm [1Qy = """ =1)Qp,
j=0 j=0

pelo item (i) do Teorema 1.55.
Para m = 1 simplesmente temos

Qp(x):1+x+x2—|----+x”_1.

As propriedades sobre polindmios ciclotomicos da préxima proposigdo serdo

de extrema importancia nos capitulos subsequentes.

Proposicao 1.57. Sao vdlidas as sequintes propriedades sobre polindmios ciclotomicos.

_ Qum(xP)

(G Qup(x) = se p é primo e m € IN ndo é divistvel por p,

Qum(x)
(i) Qump(x) = Qu(xP) para todom € N tal que p | m,

(iii) Qmpk(x) = Qmp(xpkfl) se p é um primo e m, k € IN sdo arbitrdrios,

(iv) Qon(x) = Qu(—x) sen > 3 en é impar,
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) Qu(0)=1sen>2,

(vi) Qu(x Hx?W) = Q,(x)sen >2,

0 sen=1,

(vii) Qu(1) = p sen éuma poténcia de um primo p,

(viii) Qu(—1) =

1 se m tem pelo menos dois fatores primos distintos,

—2 sen=1,
0 sen =2,
p  sen éduas vezes uma poténcia de um primo p,

1 em outro caso.

Demonstracdo.

(i) Provaremos por indugdo sobre m.

(a) Param =1 temos

Qp(x)Q1(x) = xP =1 = Qq(xP).

(b) Passo indutivo: Seja m € IN tal que m > 1 e m nao é divisivel por p. A

afirmacdo é valida para todo s tal que 1 < s < m e s ndo é divisivel por
p. Devemos mostrar que a afirmacao é valida para s = m.

Se s | mp, entdo mdc(s,p) = 1 ou mdc(s,p) = p. Logo,s | mous = Ip
para algum ! € IN. No caso de que s = Ip, entdo [ | m. Por outro lado,
tp | mp para todo t € N que divida a m.

Do anterior temos que

H Qs(x) = HQS(X)Hle(x)' )

s|mp s|m I|m
Como
[TQ:x) =" —1 ©
s|mp
e
HQS(X) =x"—1 4)
s|m

Substituindo (3) e (4) em (2) obtemos

1= (" =) Q). ©)

I|m



14 1.2. Corpos finitos

Mas

Hle(x) = H le(x) Qmp(x)' (6)
Rt
Como mdc(m, p) = 1 entdo, sel | m, mdc(l,p) = 1.

Pela Hipotese de Indugdo temos que

_ Qi (xP)
%_m[ Qyplx) = H Qi(x)
I£m l#£m
[TQi(xP)
I|m ‘ Qm(x)
HQl(x) Qm(xp)
I|m
() -1 Qu(x)
xm—1  Qum(xP)

(7)

Substituindo (7) em (6) e (6) em (5), obtemos

Assim

Qm(xP)
Qm(x)

Qump(x) =

(ii) Da definicdo podemos escrever

On() = [ (-7

em que y é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e { é uma raiz mp-ésima
primitiva da unidade.

Para provar que esses dois polindmios sdo iguais mostraremos que eles tem
0 mesmo grau e as mesmas raizes.

Como p | m segue ¢(mp) = p - ¢(m), assim o grau de Qyup(x) é igual a
p - ¢(m) e portanto o grau de Q,,(x7) é igual ao grau de Qp(x).

Seja 0 raiz de xP — v, assim 67 — ¢ = 0, desse modo 67 = <, mas y é uma

raiz m-ésima primitiva da unidade, entdo (67)™ = 9™ = 1 o que nos da
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" = 1.

Por outro lado, denotemos por n a ordem de 6. Desse modo 6" = 1, assim
Y = (6P)" = (6") = 1,logo v" = 1 donde segue que m | n. Como 0™ =1
temos que n | mp e consequentemente m = n ou n = mp.

Suponhamos que n = m. Como p | m segue que y"/? = (8P)"/P = g™ =
8" = 1, o que é absurdo, pois % < m. Entdo s6 pode ser n = mp e assim a

ordem de 0 é mp.

(iii) Aplicando p*~! vezes o item (ii) temos

2 k—1

Qmpk(x) = Qmpk*1 (xP) = Qmpkfz(xp ) == Qmp(xp )

(iv) Provaremos por indugao sobre n.

(a) Paran = 3 temos
Qan(x) = Qs(¥) = x* —x +1 = Q3(—x).

(b) Passo indutivo: Sejan € IN tal que n > 3 e n é impar. A afirmacao é
valida para todo m fmpar com 3 < m < n. Devemos mostrar que a
afirmacdo é valida para m = n.

Como

=1 =TTQu(x) = JTQu(x) [ TQan(x),

d|2n m|n min

entao

P —1=("-1) | J] Qun(x) | Qa(x)Qau(x). 8)

min
l<m<n

Mas pela hipétese de indugao

[T Qux)= T] Qu(—x). 9)

l<m<n l<m<n
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Substituindo (9) em (8), obtemos

@1 = (=1 | [T Qul=%) | Q(x)Qu(x)

m|n
l<m<n

— (x" — x QZ(x)QZn(x)
- ( 1) HQm( )) Ql(_x)Qn(_x)

m|n
+ 1)Q2n(x)
= (xX"=1)((—x)"—1 (x .
N LT
Simplificando e lembrando que (—1)" = —1 pois n é impar, obtemos

que

Q2n(x) = Qu(—x).
(v) Vamos dividir em dois casos.

(@) n=2.

entdo Q,(0) = 1.
(b) n>2.

entao

Qu(0)= (-1 T =1,
mdc?:rlz):l

uma vez que ¢(n) é sempre par para todo n > 2.

(vi) Como

Qu(x™) = [ '-0)
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uma vez que ¢(n) é sempre par para todo n > 2, entdo
Qn (x_l)xq)(n) = Qn(x).

(vii) Paran =1, é facil ver que Q1(x) = x —1,logo Q1(1) = 0.

Para n = pX com k > 1, temos

0u() = L w1
pk N H Qd(x) B Qp(x)sz(x) e ka72 (x)kaq (X)
d|pk
d?i*
-1

k—1 k—1
= = (P=1) 4y P 4,
xPm =1 ~~ d

p somandos

por conseguinte, Q,(1) = p.
Para n = mp* com mdc(m, p) = 1, utilizando os itens (iii) e (i) na primeira

e segunda igualdade, respectivamente, temos

k—1 Qm(xpk_lp) Qm(xpk)
Q k - Qm P - -
mp (x) P(x ) Q (xpk—l) Q (xpk—l)

/ (10)

assim, Qmpk(l) =1.
(viii) Para n =1 é simples ver que Q1(x) = x — 1,logo Q1(—1) = —2.
Para n = 2 é claro que Q»(x) = x +1,logo Q2(—1) = 0.

Observemos que

1 sep#2,

Qp(=1) = (=) (1P 2 ()P () 1 = {
0 sep=2.

No cason = pk com k > 2, pelo item (iii) temos que

Qu(~1) = Q((—1)P ) = {1 ek

2 sep=2.

Assim falta considerar o caso que 1 tem pelo menos dois divisores primos

distintos. Suponhamos que n = mp* com mdc(m, p) = 1.

Se m = 2, pelo item (iv) temos que

szk(x) = ka(—x),
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entao

Qo (—1) = Que(1) = p.

No caso m # 2, de (10) segue que

Visando algumas aplica¢des em corpos finitos, serd muito ttil conhecermos
algumas propriedades dos corpos ciclotomicos.

Existe um resultado interessante que determina o niimero de fatores irredu-
tiveis de qualquer polindmio ciclotomico Q,(x) sobre qualquer corpo finito K.
Usamos novamente ¢ para denotar a fungdo de Euler introduzida na Definigdo
1.46.

Teorema 1.58 ([10], Teorema 2.47). O corpo ciclotomico K\") é uma extensio algébrica
simples de K. Além disso

(i) se K = Q, entiio o polinomio ciclotomico Q,, é irredutivel sobre K e [K™) : K] =
¢(n),

(ii) se K = F,; com mdc(q,n) = 1, entdo Q, se fatora em %”) polindmios monicos
irredutiveis distintos em K[x] de mesmo grau d, K" é o corpo de decomposicio de
qualquer um desses fatores irredutiveis sobre K, e [K\") : K] = d, sendo que d é o

menor inteiro positivo tal que g¢* =1 (mod n).

Exemplo 1.59. Sejam K = F1q e Q1a(x) = x* — x2 +1 € Fyq[x]. Vamos usar o item
(ii) do Teorema 1.58, para mostrar que Qq»(x) se fatora em d = 2 polindmios monicos
distintos de mesmo grau 2 em Fq1[x].

Primeiramente, deg Qq2(x) = @(12) = 4 e como devemos ter 11¥ = 1 (mod 12),
encontramos que o menor inteiro positivo que satisfaz a congruéncia é k = 2; portanto,
temos d = 2. Assim, @ = 2 e vemos que Quz(x) = x* — x% + 1 se fatora em 2

polindmios monicos distintos de mesmo grau d = 2.

Uma conexdo adicional entre corpos ciclotdmicos e corpos finitos é dada pelo

teorema seguinte.

Teorema 1.60 ([10], Teorema 2.49). O corpo finito I, é 0 (q — 1)-ésimo corpo cicloto-

mico sobre qualquer um dos seus subcorpos.

Demonstracdo.
O polinémio x7~1 — 1 ¢ fatorado em F,, ja que suas raizes sdo todos os ele-

mentos de ;. Notando que x1 ~! — 1 ndo pode ser fatora en nenhum subcorpo
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roprio de IF,, concluimos que [F, é o corpo de decomposicdo de x7-1 — 1 sobre
prop q q q P posig

qualquer um dos seus subcorpos. |

Como [F; é um grupo ciclico de ordem g — 1 pelo Teorema 1.30, existira, para

. . .l . s 1: n—1 *
qualquer divisor positivo n de 4 — 1 um subgrupo ciclico {La,...,a" "} de qu de
ordem 1. Todos os elementos desse subgrupo sdo raizes n-ésimas da unidade so-
bre qualquer subcorpo de IF; e o elemento gerador a é uma raiz n-ésima primitiva

da unidade sobre qualquer subcorpo de IF,.

Lema 1.61 ([10], Lema 2.50). Se n é um inteiro positivo tal que Q,(x) estd definido e d

x"—-1
x4—1"

é um divisor de n com 1 < d < n, entido Q,(x)

Demonstracdo.

Pelo item (i) do Teorema 1.55, sabemos que Qy(x) | (x* —1). Como

x" —1

1’1_1: d—l—,
X (x )xd—l

obtemos Q,(x) | (x4 —1) ou Q,(x) | =L

xd—1°
Mas, uma vez que d é um divisor préprio de 1, os polindmios Q,(x) e x4 — 1
ndo possuem raizes comuns, dai, mdc(Q,(x),x? —1) = 1. Assim Q,(x) | f{;j
[

1.2.3 Construcao de Polindmios Irredutiveis

Definigao 1.62. Seja f € IF,[x] um polindmio nio nulo. Se f(0) # 0, entdo o menor
inteiro positivo «, tal que f(x) divide x* — 1 é chamada a ordem de f, que denotamos por
ord(f) = ord(f(x)). Se f(0) = 0, entio f(x) = x""g(x), onde h € N e g € F,[x] com

2(0) # 0 sdo unicamente determinados; neste caso a ord(f) é definida como sendo ord(g).

A ordem de um polindmio irredutivel f pode ser caracterizada da seguinte

maneira alternativa.

Teorema 1.63 ([10], Teorema 3.3). Seja f(x) € Fy[x] um polindmio irredutivel sobre
IF; de grau m e com f(0) # 0. Entdo a ordem de f é igual a ordem de alguma raiz de f
no grupo multiplicativo IF

O Teorema 1.64 a seguir, mostra uma férmula para o ndmero de polindémios
monicos irredutiveis de grau e ordem dados. A seguinte terminologia serd con-
veniente: se 1 e b, inteiros positivos relativamente primos entdo o menor inteiro
positivo k para o qual b = 1 (mod n) é chamado de ordem multiplicativa de b

mo&dulo n.

Teorema 1.64 ([10], Teorema 3.5). O niimero de polindmios monicos irredutiveis em

IF,[x] de grau m e ordem o é igual a
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@ q” ) sea >2eméaordem multiplicativa de q (mod ),
(i) 2sem=a =1,
(iii) 0 em todos os outros casos.

Demonstracdo.

Seja f um polindmio irredutivel em IF,[x] com f(0) # 0. Entdo de acordo com
o Teorema 1.63, temos que ord(f) = « se, e somente se todas as raizes de f sdo
raizes a-ésimas primitivas da unidade sobre IF,. Em outras palavras, ord(f) = a
se, e somente se f divide o polindmio ciclotdémico Q,. Pela condigdo (ii) do Teo-
rema 1.58 , qualquer polindmio monico irredutivel de Q, tem o mesmo grau m, o
menor inteiro positivo tal que g =1 (mod «), e o nimero desses fatores é dado

( )

por . Param = a = 1, também temos que considerar em nossa contagem, o

pohnom1o monico irredutivel f(x) = x. [

Agora descrevemos um principio geral para obtermos novos polindmios irre-
dutiveis de outros ja conhecidos. Isso depende de um resultado técnico auxiliar
de teoria dos niimeros. Observamos que a ordem multiplicativa divide qualquer

outro inteiro positivo & para o qual b =1 (mod n).

Lema 1.65 ([10], Lema 3.34). Sejas > 2 e a > 2 inteiros relativamente primos, e m a
ordem multiplicativa de s médulo «. Seja t > 2 um inteiro tal que seus fatores primos
dividem « mas ndo dividem @ Assuma também que s = 1 (mod 4) set = 0
(mod 4). Entio a ordem multiplicativa de s (mod at) é igual a mt.

Teorema 1.66 ([10], Teorema 3.35). Sejam f1(x), f2(x), ..., fn(x) todos os polindmios
monicos irredutiveis e distintos em F, [x], de grau m e ordem a, e seja t > 2 um inteiro
cujos fatores primos dividem a mas nio dividem L‘jl) Assuma também que " = 1
(mod 4) se t = 0 (mod 4). Entdo fi(x'), fa(x'),..., fn(x") sdo todos os polinomios
monicos irredutiveis distintos em IF; (x| de grau mt e ordem at.

Demonstracdo.

A condigdo sobre « implica que & > 2. De acordo com o Teorema 1.64, polino-
mios monicos irredutiveis em FF,[x] de grau m e ordem & > 2 existem, somente
se m é a ordem multiplicativa de g (mod «), e entdo o nimero de tais polindmios
éN = q’( %) Pelo Lema 1.65 a ordem multiplicativa de g (mod «t) é igual a mt, e
desde que ( ) pela férmula no item (iii) da Proposi¢do 1.48 e usando o fato que
todo primo que divide ¢t também divide «, segue que o nimero de polindmios

monicos irredutiveis em IF,[x] de grau mt e ordem at é

pat) _tola) _o@) _
mt mt m
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Além disso, isso nos mostra que cada um dos polindmios f;(x'), 1 < j < N,
é irredutivel em [Fy[x] e de ordem at. Uma vez que, as raizes de cada f;(x)
sdo rafzes a-ésimas primitivas da unidade sobre IF; pelo Teorema 1.63, segue
que f;(x) divide o polindmio ciclotomico Qu(x) sobre F,. Entdo fj(x') divide
Qu(x!), e usando repetidamente o item (i) da Proposicdo 1.57 mostramos que
Qu(xt) = Qui(x). Desse modo f;j(x") divide Qq(x). De acordo com o item (ii) do
Teorema 1.58, o grau de cada fator irredutivel de Qq¢(x) em IF,[x] é igual a ordem
multiplicativa de g (mod at), que pelo Lema 1.65 é mt. Portanto, f;(x') tem grau
mt, segue que f;(x') é irredutivel em Fy[x]. Além disso, desde que fj(x") divide
Qut(x), a ordem de fj(x") é at. [ ]

Exemplo 1.67. Os polinomios irredutiveis em Fy[x] de grau 4 e ordem 15 sdo x* +
x +1ex*+ x3+ 1. Entdo os polindmios irredutiveis em Fp[x] de grau 12 e ordem
multiplicativa 45 sio x'? + x3 + 1 e x'% + x” + 1. Os polinomios irredutiveis em TFy|x]
de grau 60 e ordem 225 sio x + x'° + 1 e x%9 + x* + 1. Os polindmios irredutiveis
em Fp[x] de grau 100 e ordem 375 sdo x'% + x2 + 1 e x100 + x7 + 1.

O préoximo teorema nos diz a quantidade desses polindmios irredutiveis que

encontramos.

Teorema 1.68 ([10], Teorema 3.37). Sejam f1(x), f2(x), ..., fn(x) todos os polindmios
monicos irredutiveis, distintos em F,[x] de grau impar m e ordem . Seja q = 2"u — 1,

t = 2bv com a,b > 2, onde u,v sdo impares e todos os fatores primos de t dividem
"1
o
de 251 polindmios monicos irredutiveis g;j(x) em Fy[x] de grau mt21=%. Os 28-IN

mas nao . Se k = min{a, b} entdo cada polinémio fj(xt) se fatora como um produto

polindmios g;j(x) sdo todos distintos e irredutiveis em Fy[x] de grau mt2'=* e ordem at.

1.2.4 Fatores Irredutiveis

No que segue, estudaremos polindmios irredutiveis com algumas caracteris-
tica especiais.

Um binémio é um polindmio com dois coeficientes diferentes de zero, onde um
deles é o termo constante. Um trindmio é um polindmio com trés coeficientes dife-
rentes de zero, onde um deles é o termo constante. Bindmios irredutiveis podem
ser caracterizados explicitamente. Para esse propdsito é suficiente considerarmos
bindmios monicos nédo lineares.

O teorema a seguir trata da irredutibilidade de tais polindmios.

Teorema 1.69 ([10], Teorema 3.75). Sejat > 2 um inteiro e a € IF; Entdio o bindomio
x! — a é irredutivel em Fy[x] se, e somente se as seguintes duas condicdes sio satisfeitas.

() cada fator primo de t divide a ordem « de a € F,, mas nio q;—l,
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(ii) set for divistvel por 4 entido g =1 (mod 4).

Demonstracdo.
Suponha que os itens (i) e (ii) sdo satisfeitos. Notamos que f(x) = x —a é um

t_ g4 é irredutivel

polindémio irredutivel em Fy[x] de ordem «, e assim f(x) = x
em IF;[x], pelo Teorema 1.66.
Suponha que o item (i) seja violado. Entdo existe um fator primo r de t que
g—1

g1 o i o
divide 2= ou ndo divide a. No primeiro caso temos que rs = 1= para algum

s € IN. O subgrupo de IF; consistindo de todas as r-ésimas poténcias, tem ordem

% = rs desse modo, contém um subgrupo de [F; de ordem « gerado por 4. Em

t_g = xti" — b" tem um fator

particular, a = b" para algum b € FF}, e assim x
x' — b. No outro caso, r ndo divide % nem « e assim r ndo divide g — 1. Entdo
rir =1 (mod g — 1) para algum r; € N, e assim x* —a = x1" — g tem um fator
xtt — g,

Finalmente suponha que o item (i) seja satisfeito e o item (ii) violado. Entao
t = 4t; paraalgum t € Neg # 1 (mod 4). Mas o item (i) implica que « é par, e
como « divide g — 1 devemos ter g impar. Assim, g =3 (mod 4). O fato de x —a

ser redutivel em IF,[x] é entdo consequéncia do Teorema 1.68. |

Agora vamos descrever explicitamente os fatores irredutiveis de x* — 1 sobre
IF, quando n = pi'py?- - - pi* e q é poténcia de um primo tal que mdc(n,q) = 1.
Para cada primo p e cada inteiro m, v,(m) denotard a maxima poténcia de p que

divide m e rad(m) denota o radical de m, i.e., se m = p]'py?--- p}’ é a fatoragdo
de m em fatores primos, entdo rad(m) = p1p> - - - p;. Nos baseamos parcialmente

em [3]. O proximo teorema nos auxilia nessa descricao.

Teorema 1.70 ([3], Teorema 1). Seja IF; um corpo finito e n € IN com
(@ g=1 (mod4)ou8in,
(i) rad(n) divide g — 1.

Entdo todo fator irredutivel de x" — 1 é da forma xt — a onde, t divide m, a €,
e ordy(a) divide mdc(%,q — 1).

Demonstracdo.

Provaremos esse teorema por indugdo sobre 2(n), o nimero total de fatores
oy

primos de n (i.e.,, Q(n) = a; +ap + - - - + &g, onde n = pi'p,

-+ pF). Temos dois

casos a considerar.

1l.n|(g—1).
Pelo Teorema 1.30 sabemos que existe 6 elemento gerador do grupo multi-
plicativo IF;. Como (619~1)/m)" = 6171 = 1 segue que, {, = 61-1/" é raiz
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n-ésima primitiva da unidade que pertence a IF; e portanto temos que

n—1

x”—lzl—[(x—dq)

j=0

é a fatoracdo do polindmio x” — 1 no anel de polindmios [F,[x]|. Em particu-
lar, se Q2(n) = 1 entdo n = rad(n) é um primo que divide g — 1, portanto o

primeiro passo da indugao é verdadeiro.

. n1(g—1)mas, rad(n) | (g —1).

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para todo n tal que rad(n) |
(g—1)eQ(n) < N €N, paraalgum N > 1.

Consideremos n um inteiro tal que rad(n) | (3 —1) e Q(n) = N + 1. Assim

" —1= IT[Qd(x) = Qu(x) - H Qa(x),
d|n d|n
d#n

massed # ned | nentio Q(d) < N. Como Qu(x) | (x¥ —1) segue

t

da hipétese de indugdo que todo fator de Q,(x) é da forma x" — a, onde ¢

divide W. Observe que, para todo primo p, v,(d) < vp(n), assim

dg—1

vp(d) —vp(mde(d,qg —1)) = vp(d) —min{v,(d),vp(g—1)}
< vp(n) —min{vy(n),vy(g —1)},
desse modo W,q—l) divide Wﬂ_l). Donde segue que t divide Wﬂ—l)'

Além disso p
ordy(a) | mdc(?,q —-1) mdc(?,q —1).

Portanto é suficiente verificar o resultado para os fatores de Q,(x). Como
o teorema é vélido quando 7 | (g — 1), podemos supor sem perda de gene-
ralidade n 1 (g — 1), entdo existe um namero primo p divisor de 7, tal que
vp(n) > vy(q — 1) > vp(rad(n)) = 1. Logo, podemos assumir que n = pm
com vy(m) > vy(q—1) > 1.

Neste ponto dividiremos a demostra¢do em dois casos.

21. p#2o0ug=1 (mod 4).

Pelo item (i) da Proposicdo 1.57 segue que
Qn(x) = Qup(x) = Qu(xP).

Como Q(m) = N < N+1 = Q(n), pela hipétese de indugéo, todo
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2.2.

fator irredutivel de Q,,(x) é da forma x' — a. Logo Qy,(xF) é fatorado

como produto de fatores da forma x? — g, onde t divide m =

o . mp . A
—mdc(m";/qfl). Portanto, tp divide dcmpa=T) — mdc(:,q—l)' Assim rad(t)
divide ord,(a) e mdc <tp, —Org(la)> =1oup.

Se mdc (tp,%) = 1 entdo vp(ordy(a)) = vp(q—1) > 1. Desse
modo p divide ord,(a) e rad(tp) divide ord,(a), assim, a condicao (i)
do Teorema 1.69 é satisfeita. Além disso, se § = 3 (mod 4) segue que
p # 2. Como por hipétese de indugdo sabemos que 4 1 t, segue que
4 1 tp, consequentemente a condicdo (ii) do Teorema 1.69 é também
satisfeita e daf temos que x'? — g é irredutivel.

Caso contrario, mdc <tp, %) = p, temos que v, (g — 1) > vy(ordy(a))

e ptt. Como [F; = (¢) temos que a = 0° para algum s € N e ordg(a) =

q—1
mdc(g—1,s)
{p € [F; € uma raiz p-ésima primitiva da unidade, segue que

donde p | s. Desse modo, existe b € Fj tal que a = bF e como

p—1 ,
2P —a=x" - = T](x' = Chb)
j=0

é uma fatoracao em IF,[x]. Note que

mdc <t, L) = mdc (t, 1 _.1 ) ,
ordy(Zpb) mme(ordy(Z}), ordy (b))

mas sabemos que
qg—1
=1
mdc (t, ordq(a))

q—1 1\ _
e (57 ) =

portanto ¢ ndo tem fator p e assim

mdc | t, 1= 1 =1
mmc(orquL,ordqb)

e novamente pelo Teorema 1.69 segue que cada fator da forma x! — d,b
é um fator irredutivel de x" — 1. Isso completa o primeiro caso.
p=2,4=3(mod4)e vp/(n) S vy (g — 1) para todo p’ fator primo
impar de 7.

Como 8 1 n temos que n = 2m ou n = 4m com m impar. Das hip6teses

do teorema segue que g —1 =2 (mod 4), umavez queq =3 (mod 4).



25 1.2. Corpos finitos

Observe que n # 2m, desde que n t (g —1)em | (g —1). Assim,

n = 4m. Pelos itens (i) e (iv) da Proposi¢do 1.57 temos que
Qn(x) = Qum(x) = Q2m(x2) = Qm(_xz)-

Como m | (¢ — 1) podemos escrever

Desse modo

Qn(x) = Qm(_xz)

mdc(m,j)=1
= P T (2 (gh)
mdc(m,j)=1
- (2~ (~Th)
mdc(m,j)=1

Sabemos que
ord, (=) = mmc(ordy(—1),0rdy(Th)) = mme (2, ordg(Z)) = 2m.

Portanto, t = 2 divide ordq(—dﬂ) e assim rad(t) | ordq(—dﬂ). Por outro

g—1 sz N _7ly
lado, g é impar uma vez que, 2 | (7 — 1) e ordy(—y,) = 2m.

Entéo pelo Teorema 1.69 temos que x* + dn é irredutivel sobre IF,[x].

No préximo coroldrio, analisamos a fatoracdo de x” — 1 no caso que 8 | n e
g =3 (mod 4).

Teorema 1.71 ([3], Teorema 2). Se q =3 (mod 4), 8 | nerad(n) | (g — 1), entdo os
fatores irredutiveis de x" — 1 em Fy[x] sdo dos seguintes tipos

i) xt—a,seace F, C ]qu e ordqza divide mdc(%,q — 1),
(i) ¥ — (b4 b7)x"' + b7, se b € B \ Fy e ord b divide mdce (Y, g% — 1).

Demonstracio.

Seja f(x) um fator irredutivel de x" — 1 sobre IF,[x]. Entdo temos dois casos.
1. f(x) é um bindémio.

O Teorema 1.70 garante o resultado.
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2. f(x) ndo é um binémio.

Primeiramente observemos que se ¢ = 3 (mod 4) entdo g> = 1 (mod 4),

assim pelo Teorema 1.70 segue que os fatores irredutiveis de x" — 1 sobre

t

F,»[x] sdo da forma x* — 4, onde

q

n
mdc(n,q?> — 1)’

(a) t divide
(b) a € Fp,
(c) ordg(a) divide mde(},q* —1).

Desse modo, f(x) é redutivel sobre F,». Assim existe b € FF» \ IF; tal que o
bindmio x! — b divide f(x).

Considerando a transformacado de Frobenius

b — b1,

Observamos que, T, restrita a IF; € o homomorfismo identidade. Como, por
hipétese, x' — b divide f(x) segue que 7,(x' — b) divide 7,(f(x)) e desse
modo x' — 7, (b) divide f(x). Assim, x — b7 também divide f(x), mas b #
b1, e portanto, (x' — b)(x! — b7) divide f(x). Logo, x** — (b + b7)x! + p9+!
divide f(x).

Mas note que, 7,(x* — (b + b7)x! + b7t1) = x* — (b + b7)x! + b7+ entdo
x? — (b +b7)xt + b7t € F,[x], como f(x) é irredutivel sobre F,[x], segue
que f(x) = x? — (b +b7)xt + b7HL.



Capitulo 2

Polinomios de Dickson

Apresentamos agora uma classe especial de polindmios chamados polindmios
de Dickson. Esses polindmios sdo tteis em aspectos tanto tedricos como aplica-
dos, e tém sido amplamente estudados, pois geram polindmios de permutacao,
isto é, sob algumas condig¢des, os polindmios de Dickson podem ser vistas como
fungdes bijetivas IF; em IF; que possuem inverso de mesmo tipo. Uma excelente
referéncia para os polindmios de Dickson é [9]. Desta referéncia se baseiam os

resultados das se¢des 2.1 e 2.2 deste capitulo.

2.1 Polindémios de Dickson do primeiro tipo

2.1.1 Definicao dos polinémios de Dickson do primeiro tipo

Para cadan > 1, seja S;, = x{ + x; a soma de n-poténcias em duas variaveis.
Temos que S, é um polindmio simétrico, e pelo teorema fundamental dos polino-
mios simétricos elementares (Teorema 1.21), pode ser escrito como um polind-
mio em termos dos polindmios simétricos elementares e; = x1 + xp e e2 = x1X2.
Essa representacdo pode ser obtida pela Férmula de Waring (Teorema 1.22) da

seguinte forma

[n/2]

n n
Sn:xl —|—x2 = Z
i=0

n .(n'_i)(_ez)i(el)nzi.

n—1 1

Do anterior temos que S; = e; e Sy = e% — 2ey. Logo, em Z[x1, x3] a equagdo
quadrética
22 —e1z+e=0 (1)

tem raizes x1 e x».

27
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Multiplicando (1) por z"~2, encontramos, substituindo z por x e x,, que

X = el — epx 72 (2)

Xy = epxd 1 —exl 2, 3)

logo, somando as equagdes (2) e (3), temos que S, satisfaz a relagdo de recorréncia

Sy =e15,-1 —ex2Su—2,

o~ o e e . o _ 2 o 2
= 7 .
para todo n > 3, com condigOes iniciais 51 = e1 e Sp = e] — 2ep. Segue que S, é

um polindmio em e; e e; com coeficientes inteiros.

Defini¢do 2.1. Seja n > 1 um inteiro. Os polindmios Dy (x,w) sobre Z[x,w] sdo

definidos como
[n/2]

Du(x,w) =)

i=0

n (Tl _ i) (_w)ixn—Zi. (4)

n—i\ i
Onde |c| denota o maior inteiro < c.
A abordagem original para definir os polindmios D,(x,w) era fazer uso de
uma relagdo entre somas de n potencias e fun¢des simétricas elementares
x} + x5 = Dp(x1 + x2, X1X2).
Agora, podemos definir os polindmios D, (x, a) sobre IF; com a € FF,.

Definigdo 2.2. Seja n > 1 um inteiro e a € F,. Os polindmios Dy(x,a) € Fylx]

definidos como

W (n—i i n—2i
Dy(x,a) = Z ( . )(—a)x (5)

=on—i\ i

sdo chamados polinémios de Dickson do primeiro tipo de grau n na indeterminada

X e com pardmetro a.
Observagao 2.3.
1. Os polinémios de Dickson Dy, (x,a) sdo monicos.

2. Notemos que se a = 0, D (x,0) = x". Logo os polindmios de Dickson Dy (x,a)

podem se olhar como uma generalizagio dos polindmios de poténcias x".

Exemplo 2.4. Seja IF7 o corpo finito com 7 elementos. Abaixo apresentamos os polino-
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mios de Dickson de grau n, com 0 < n < 10.

Dyo(x,a) = 2

Di(x,a) = «x

Dy(x,a) = x*+5

Ds(x,a) = x°+4x

Dy(x,a) = x*+3x2+2

Ds(x,a) = x°+2x%+5x

De(x,a) = x®+x*+24%+5
Ds(x,a) = x’

Dg(x,a) = x®+6x°46x*+5x2+2
Dy(x,a) = x°+5x" +6x° +5x°+9
Dio(x,a) = x'044x® +6x* + 4x% + 5.

2.1.2 Propriedades dos polindmios de Dickson do primeiro tipo

Agora, para descrever algumas propriedades dos polindémios de Dickson, pri-

meiro provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.5. Os polindmios de Dickson do primeiro tipo satisfazem a equagdo funcional

o (v v+ (2)

onde a € By ey # 0 ¢ uma indeterminada.

Demonstracgdo.
Seja y # 0 uma indeterminada tal que x = y + }% Entao temos a equagao
quadrética P(y) = y* — xy + a = 0, logo F,[y] é uma extensdo algébrica de F,[x]

de grau 2. Formalmente

X+ Vx2—4a X —Vx2—4a
e © V2=

sdo raizes da equacdo P(y) = 0. A regra de Vieta implica que x é a soma das
raizes dessa equagdo quadrética e o termo constante a é produto das raizes.
Sejam x; e x; indeterminadas. Lembremos que os polindmios de Dickson do

primeiro tipo surgem da Férmula de Waring (Teorema 1.22) que garante:

[n/2]

4= )
i=0

" (" R i) (—x1%2) (31 + 32)" %

n—i 1
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a

y

o - B G (6)

- e )

a a\"
D, (x,a) = D, —i——,a) = ”—i—(—) )
n(x,a) (y y y y

Observacao 2.6. Temos a representacio alternativa formal dos polindémios de Dickson

eassim,sex; =Y, xp =7 ex =Y+ %, obtemos

Portanto,

do primeiro tipo como

Dy(x,a) =

X+ Vx%—4a " X —Vx%2—4a "
R

A equagdo funcional do Teorema 2.5 é a propriedade mais importante dos
polindmios de Dickson do primeiro tipo e é frequentemente usada para obter
propriedades de D,(x,a). Uma forma fécil de gerar polindmios de Dickson é

através de relacdes de recorréncia.

Lema 2.7 ([9], Lema 2.3). Dy (x, a) satisfaz a relagio de recorréncia de segunda ordem
Dy(x,a) = xD,_1(x,a) —aD,,_(x,a), (7)

para n > 2 com valores iniciais Do(x,a) = 2 e D1(x,a) = x.

Demonstracdo.

. . ~ . a
Segue imediatamente da representagédo em (6) para Dy, (x,a) e para x =y + v

an—l(xz El) - ﬂanz(X, El) = (]/ + ]E/) D, 1 <]/ + ;, ﬂ) —aD,,_» (y + g, a)

Al SONE 0N

B an—l a n B an—l

= yi’l —|— (g) == Dn <y+ ]E/,ﬂ) = D”(x’a)'

Temos algumas outras propriedades.
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Lema 2.8 ([9], Lema 2.6). Os polinémios de Dickson Dy, (x,a) satisfazem o sequinte

(i) Dun(x,a) = Dy(Dy(x,a),a™) param > 0en >0,

(ii) Dypr(x,a) = [Dn(x,a)]pr paran > 0,r > 0 e onde p é a caracteristica de I,

(iii) b"D,(x,a) = D, (bx,b%a) paran > 0,

(iv) b"Dy(b~'x,a) = Dy(x,b%a) paran > 0eb # 0.

Demonstragdio.

(iv) Do item (iii)

b"D,(b"'x,a) = D, (bb~'x,b%a) = D, (x,b%a).

Observagao 2.9.
1. Em particular, quando a = 0 ou 1, da condigdo (i) do lema anterior temos que o

polinémio de Dickson Dy(x,a) do primeiro tipo satisfaz
Dyn(x,a) = Dy (Dy(x,a),a) = Dy(x,a) o Dy(x,a),

onde o denota a composicio de polindmios, logo a comutatividade dos inteiros m, n

implica a propriedade comutativa baixo a composigio

Dy (x,a) o Dy(x,a) = Dyu(x,a) = Dy (x,a) = Dyp(x,a) o Dy(x,a).
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2. Se q é par, entdo podemos expressar cada polinomio de Dickson Dy(x,a), a € Fy,
em termos de Dy, (x, 1), pois como a caracteristica de I, é2, para todoa € IF; existe

b e ]F; tal que b? = g, entdo pela condigdo (iv) do lema anterior, temos

Dy(x,a) = Dy(x,b*) = b"D, (b x,1).

Se q é impar, entdo podemos expressar cada polindmio de Dickson Dy (x, a), a € Fy,
em termos de Dy (x,1) ou Dy(x,c) onde c é fixo e ndo é um quadrado em IF,. Para
isso temos 2 casos:

(a) Se existirb € ]F; tal que b? = a, entdo pela condi¢io (iv) do lema anterior
temos
Dy(x,a) = Dy(x,b*) = b"D, (b 'x,1).

(b) Quando ndo existir b € I3 tal que b? = a, entio existem b,c € I tais que
a = b*c, onde ¢ nio é um quadrado em I, (Notemos que se 6 é um gerador
de IF; e ndo existir b € I tal que b? = a, entdo a = 0" com n impar. Isto ¢,
a = (0")%0 onde t € N). Portanto

Dy(x,a) = Dy(x, b2c) = b”Dn(b_lx,c).
Apenas como curiosidade apresentamos o seguinte lema.
Lema 2.10 ([9], Teorema 2.15). D, (x, a) satisfaz a equagio diferencial
(x*> — 4a)D!(x,a) + xD),(x,a) — n*Dy,(x,a) = 0.

Demonstracgdo.

Comecamos derivando

a a\"
or3)-r+(§
(y Y / y

e multiplicando o resultado por y temos

- -aly- ()]

Fazendo o mesmo processo de novo temos

-3 s o) - e )]

Comox:y—i—fentéoyz—Za—k;—i:x2—4a. [ |
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2.2 Polindémios de Dickson do segundo tipo

2.2.1 Defini¢ao dos polinémios de Dickson do segundo tipo

Seja n > 1 um inteiro, pela regra de Pascal temos que o coeficiente binomial

("l._i) é um inteiro no caso que 0 < 7 < [%J et e Z.

Defini¢do 2.11. Seja n > 1 um inteiro. Os polinémios E,(x,w) sobre Z[x,w] sdo

definidos como

B i i\ n—2i
Eq(x,w)=)_ ( . )(—w)x . (8)

i=0 \ 1
Portanto, isso justifica definir os polindmios E,(x, a) sobre IF; com a € F,.

Definicdo 2.12. Seja n > 1 um inteiro e a € F;. Os polindmios E,(x,a) € Fylx]

definidos como

B i i\ n—2i
Era = L (") ©)

i=0 \ !
sdo chamados polinémios de Dickson do segundo tipo de grau n na indeterminada

X e com pardmetro a.

Observagao 2.13.

1. Os polinémios de Dickson E,(x,a) sido monicos.

2. Notemos que se a = 0, E,(x,0) = x". Logo os polindomios de Dickson E,(x,a)
podem se olhar como uma generalizagio dos polindmios de poténcias x".

2.2.2 Propriedades dos polindmios de Dickson do segundo tipo

Os polindmios de Dickson do segundo tipo E,(x,a) de grau n ndo tem sido
estudados tanto quanto aqueles do primeiro tipo. Para descrever algumas pro-
priedades dos polindmios de Dickson do segundo tipo, primeiro provamos os

seguintes dois resultados.

Lema 2.14. Os polinomios de Dickson do primeiro e segundo tipo satisfazem a relagio de
recorréncia mutua
E.(x,a) = aE,_»(x,a) + Dy(x,a), (10)

paran = 2.

Demonstracdo.
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Pela defini¢do do polindmio de Dickson do segundo tipo

E,(x,a) —aE,_»(x,a)

2 i 2 ) n—2—j i n—2-2j
=Z(i)( 1”’—2( )(u)fx" Lo

i=0 =

Fazemos a mudanga de varidvel j =i — 1, entdo

2 o , , ln/2) , S
4 Z (" ]2 ])(—g)]x”22l -y (“i_lll)(_a)lxnzl. (12)

i=1
Substituindo (12) em (11), obtemos

E,(x,a) —aE,_»(x,a)
n/2] s |n/2] i1 _ '
:xn+2<nil) zn21+z( L ) a)zxn721
i=1
[n/2]

:xi’l+ Z

|
|

Teorema 2.15. Os polindmios de Dickson do segundo tipo satisfazem a equagdo funcional

n+1
4 yn+1 _ (]%)
Ed(v+ g,a) - (13)

a 7

Y=y
ondea € Fyey ¢ {0,++/a} é uma indeterminada. Paray = \/aey = —+/a, temos
En(2v/a,a) = (n+1)(v/a)" e E,(—2+/a,a) = (n+1)(—+/a)", respectivamente.

Demonstracdo.
Seja y # 0 uma indeterminada tal que y — 5 #0,i.e. y # ++/a. Vamos fazer
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uma prova por indugao sobre 1 o grau de E,(x, a).

(a) Paran = 0 temos

Paran = 1 temos

Ei(x,a) = E4 (y+§,a> =y+

(b) Passo indutivo: Seja n € IN tal que n > 0. A afirmagdo é valida para todo m

tal que 0 < m < n. Devemos mostrar que a afirmacao é véalida para m = n.

Da relagdo de recorréncia (10) temos que
a a a
En(x,a) = Ex <y+ gza) = aky2 (y + g,ﬂ) + Dy (y+ ?'a)

a a\"
= aE,_ +—,a)+ ”+<—) . (14)
z(y y Sy

Mas pela hipétese de indugao

B 4 n—1
Erva (v 500) - - <Z) . (15)
Y y

Substituindo (15) em (14), obtemos

yn—l_ (g)?’ll' ;
Eq(x,a) = E, <y+§,a) =aq Z Lyt (g)
y

Agora falta considerar o caso em que y = /4, dai que x = y + ]ﬂ/ = 24/a.

Vamos fazer uma prova por indugdo sobre n o grau de E, (x,a) para mostrar que
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Ey(2v/a,0) = (n+1)(Va)"

(a) Paran = 0 temos
Eo(2v/a,a) = 1= (0+1)(va)".
Paran =1 temos

E1(2v/a,a) = 2v/a = (1+1)(Va)".

(b) Passo indutivo: Seja n € IN tal que n > 0. A atirmacdo é valida para todo m

tal que 0 < m < n. Devemos mostrar que a afirmacdo é vélida para m = n.

Da relagdo de recorréncia (10) temos que

E.(2v/a,a) = aE,_,(2v/a,a) + Dy (2v/a,a)

= aE,_5 (2va,a) + (Va)" + (%)n (16)

Mas pela hipétese de indugao

En2 (2V/a,a) = (n—1)(Va)" a7
Substituindo (17) em (16), obtemos
Ei(2vVa,a) = a(n—1)(Va)" 2+ (Va)" + (Va)"

— (n—1)(Va)" +2(~/a)"
— (n+1)(Va)"

n

Procedemos de forma similar para mostrar que E, (—2+/a,a) = (n+1)(—+/a)".
|

Temos um resultado similar aquele apresentado no Lema 2.7.

Lema 2.16 ([9], Lema 2.3). E,(x, a) satisfaz a relagio de recorréncia de sequnda ordem
E,(x,a) = xE,_1(x,a) —aE,_»(x,a),

para n > 2 com valores iniciais Eg(x,a) = 1e E1(x,a) = x.

Demonstracdo.
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Segue imediatamente da representacdo em (13) e para x = y + %

xE,_1(x,a) —aE,_»(x,a) = (y + ;) E,_1 (y + g,a) —aE,_» (y +

= (s+9) =) [0

y y—y y—y

Temos algumas outras propriedades.
Lema 2.17. Os polindmios de Dickson E,(x,a) satisfazem o seguinte

() En(x,a) = [En(x,a)]P (x* — 4a)pTil paran = 0er > 0, onde p é a caracteristica
deFgen+1= (m+1)p,

(i) b"E,(x,a) = E,(bx,b%a) paran > 0,
(iii) b"E,(b~'x,a) = E,(x,b%a) paran > 0eb # 0.

Demonstragio.

— [En(x,a)]" (x* — 4a) 7.

)n—H b”byn—H B (bnban-H )

yn+1

a
(i1) bnEn(X,a) = bnEn <y+ E/a> =Db" Z - b ba
y y Yy — v

n+1
by — (5 .
— <by> — En (by+ b_a’bza) — En (by+ b?a’bza)

b2
_ b_ya by

:a<b@+§)m%>=EAMﬁ%)
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(iii) Do item (ii)
V"E,(b~'x,a) = E,(bb~'x,b%a) = E,(x, b%a).

Assim como no caso dos polindmios de Dickson do primeiro tipo, apenas

como curiosidade apresentamos o seguinte lema.

Lema 2.18 ([9], Teorema 2.15). E,(x, a) satisfaz a equagdo diferencial

(x*> —4a)E}(x,a) + 3xE. (x,a) — n(n +2)E,(x,a) = 0.

Demonstracdo.
Procedemos de forma similar & prova do Lema 2.10 comegando com a deri-

vada da equagdo funcional (13). |

2.3 a-reciprocos de Polindmios

Esta se¢do e a proxima se baseiam nos resultados de [8].

Defini¢do 2.19. Seja a € Fj. Para todo polinomio monico f sobre ¥y de grau n, com

£(0) # 0, definimos o a-reciproco de f como sendo o polindmio

o) — X (A
i) = s/ (3):
Isto é, se f(x) = Yo bix! entdo f;(x) = blzl”_o bia x" .
0

Dizemos que o polindmio f é a-autorreciproco se f(x) = fi(x).

Observacao 2.20. Notemos que a nogdo de polindmio 1-autorreciproco é a nogio usual

de polindmio autorreciproco.
Lema 2.21.
() f; é monico e se a é uma raiz de f entdo { é uma raiz de f;,

(ii) o a-reciproco do produto de dois polindmios é o produto dos a-reciprocos dos polind-
mios dados,

(iii) o polinomio f(x) é irredutivel sobre IF, se, e somente se f; ¢ irredutivel sobre IF,.

Demonstracdo.

oy @ (e @
mﬁ(ﬁ‘f@fQ9>‘ﬂmﬂ)‘a
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(ii) Sejam r(x) e t(x) dois polindmios mdnicos de graus n e m respectivamente
e tais que r(0) # 0 e £(0) # 0. Entao

xn—|—m

(ra(®) = iy () (%)eroy(%)'fi—of (3) =@ ).

(iii) Vamos provar que se f(x) é redutivel, entdo f, (x) é redutivel. Suponhamos

que f(x) = r(x)t(x) com deg r(x), deg t(x) > 1, usando o item (ii) temos
que f¥(x) = ri(x)ti(x) com deg ri(x) = deg r(x) > 1edegt;(x) = deg
t(x) > 1, portanto f;(x) é redutivel.

Seja h(x) = f;(x). Notemos que h(0) = f(0) = %, entao

xn

o ay _ X" ocay _f(0) ()" (e _
ha(x)—mh (;) = J%fa (;) - X f(O)f(7> = f(x),

x
assim o a-reciproco de f;(x) é f(x). Consequentemente, f,*(x) é irredutivel
sobre [F, se, e somente se f(x) é irredutivel sobre IF,.

Observagao 2.22. Pode acontecer f;(x) = f(x) para elementos distintos a,a’ €
IF (x). Por exemplo, se f(x) = x? +c € Fs[x], ¢ # 0, entito f5(x) = f5(x).

Lema 2.23. Seja g é um polindmio a-autorreciproco de grau par n = 2m sobre IF,. Entio

g tem a forma

m—1 ) o
g(x) = byx™ + 2 me,i(xzm*Z +a"xt),

i=0
onde b]- € Fyparatodoj=0,1,...,m.
Demonstracdo.
Note que g(x) = Y, b;jx' é a-auto-reciproco se, e somente se, b, _;by = b;a’.

24 Asaplicacdes P, e ¥,

Definicao 2.24. Seja Py, a colegdo de todos os polindmios monicos sobre IFy de grau m
e seja Som,q a familia de todos os polindmios monicos a-auto-reciprocos sobre IF; de grau
2m.

Para cada inteiro positivo m, definimos as aplicagoes

@a . Pm — SZm/a
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por
m 4
o(f(x)) = x"f (x+ )
e
Tu : SZm,a — Pm
por

m—1
Y,(g(x)) = Y, <bmxm + Z me,i(xzm*i —l—amixi)>

i=0
m—1
= by + Z byy—iDy_i(x,a).
i=0

Teorema 2.25 ([8], Teorema 3.1). As aplicagdes P, e Y, estido bem definidas e satisfazem

as relacoes
(i) (bu o Ta = idSZm,a e Ta o (ba = idpm,
(ii) &, e Y, sido multiplicativas,

(iii) sedeg f1(x) = dy edeg f2(x) = dp com di > d entio
Po(fi+ f2) = Palfr) + 21 EDa(f2),

(iv) e seg(x) éum polindmio a-autorreciproco irredutivel de grau 2m entio ¥ ,(g(x))

é irredutivel,

e se h(x) é um polindmio irredutivel de grau m e ndo a-autorreciproco entio
Y, (h(x)h}(x)) éirredutivel.

Demonstragdo.
Primeiro vamos provar que os contradominios sdo corretos.
Para f(x) = x" 4+ a,_1x™ 1+ - -, temos

@u(f(0) =" | (x4 2) s (x4 )" ]

que é monico de grau 2m. Como o termo constante de ®,(f(x)) é a™, temos que

o a-reciproco de ®,(f(x)) é

2m

S B) G x) = (v D) = @),

X
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Assim @, (Py) C Soyq- E

m_l . . .
Y.(g(x)) = Y, <bmxm + Y bop—i (22 —l—am1x1)>
i=0

= meDm(x/ a) + me—le—l(xra) + -

¢ monico de grau m pois by, = 1 e D;(x,a) é monico de grau j. Logo ¥, (S2ma) C
Py,.

(i) Escrevamos g(x) = by x™ + Z:.”:Bl oy i (x¥"71 4 g™~ ixt),

m—1
i=0
ot B b (x4,
= x"|b, + byy—iDpm—i x4+ —,a
= m—im—i x

[ m—1 . a\ m—i
= oo B (2 ()]

m—1 ) o
= bux"+ ) bo—i(x¥ 71+ 2" xt) = ¢(x),
i=0

onde temos usado a identidade de Waring na terceira linha. Assim &, 0¥,
é a identidade.

Agora, em Py, o coeficiente de x™ é 1 e os outros sdo arbitrdrios, logo |P,| =
g". E para g(x) € Soma, bom—1,...,bm sdo arbitrarios, segue |Sop | = g™.
Assim ¥, o &, também é a identidade.

(ii) Sejam f1(x) e f2(x) dois polindmios monicos de graus r e s respectivamente.

Entao

u(AL)E) = ¥R (x+7)
= “h(ery) A ()
= @A) ()

Agora suponha que g1 (x) e g2(x) sdo polindmios monicos a-autorreciprocos

de grau par. De (i) temos

Do (¥a(g1(x)82(x))) = &1(x)g2(x)
= (Pao¥a)(g1(x)) - (Pg0o¥a)(g2(x))
= Pu(Ya(g1(x))¥a(82(x))),



42 2.4. As aplicagdes ®, e ¥,
pois jad mostramos que @, é multiplicativa.
Consequentemente
Fa(81(x)82(x)) = Ya(g1(x))¥a(82(x)),
pois @, é injetiva pelo item (i).
(iii) Notemos que
— a
Cul(fi +f)(x) = x(fi+fo) (x+73)
_ 4 a di—dy ,d> a
= (o) e (e )
= @u(fi(x)) + xR P(f()).
(iv) Vamos fazer uma prova usando as transformacdes ®, e ¥,,.

Seja g(x) € Sy q irredutivel. Suponha ¥,(g(x)) = r(x)s(x), com deg r(x),

deg s(x) > 1. Entdo usando os itens (i) e (ii)

8(x) = (Pa o ¥a)(g(x)) = Pu(r(x))Pals(x)),

o que é contraditorio.

Em seguida, suponhamos que /(x) é um polindmio irredutivel de grau m
e ndo a-autorreciproco tal que ¥, (h(x)h}(x)) = u(x)v(x), com deg u(x),
deg v(x) > 1. Entdo, aplicando a transformagdo ®,, temos h(x)h;(x) =
Dy (u(x) ) Pa(v(x))-

Dado que h(x) é irredutivel, h(x) divide ®,(u(x)) ou ®4(v(x)). Assim po-
demos supor sem perda de generalidade que h(x) divide ®,(u(x)), como
®,(u(x)) é a-autorreciproco, h(x) também divide ®, (u(x)).

Além disso, ja que I (x) é irredutivel e h(x) # h}(x) temos que h(x)h}(x)
divide ®,(u(x)). Mas entdo deg ®,(v(x)) é menor do que 1, o que é contra-
ditério.



Capitulo 3

Fatoracao dos Polinémios de Dickson

O problema de fatoragdo dos polindmios de Dickson tem sido estudado por
varios autores (ver [5], [7], [12]). O nosso objetivo é exibir uma abordagem mais
simples. Ao longo deste capitulo estamos seguindo as mesmas técnicas usadas no
artigo [3], onde sdo encontrados explicitamente os fatores irredutiveis de x"* — 1
sobre F,[x], para isso assumimos que cada divisor primo de n é um divisor de
g—1,isto é, rad(n) | (g —1). De interesse, é como essas fatoragdes demons-
tram que os polindmios de Dickson do primeiro tipo aparecem na fatoragdo dos

polindmios do primeiro tipo quanto aqueles do segundo tipo.

3.1 Fatoracao dos polindmios de Dickson do primeiro
tipo

Para a = 0, a fatoragdo de Dy (x,a) = x™ é trivial; assim vamos considerar

somente polindmios de Dickson Dy (x,a) onde a # 0.

Lema 3.1. Seja ®, a fungio definida em 2.4. Entdo
®,(Dy(x,a)) = x*" +a".
Demonstragdo.
n a n|.n a\’ 2n n
®,(Dy(x,a)) = x"Dy, <x+;,a) =x [x + (;) } = x" 44",
onde temos usado a identidade de Waring. |

Do lema anterior é possivel mostrar que para fatorar D, (x, a) é suficiente fa-

torar x2" + a".

43
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3.1.1 Caracteristica impar

Aqui assumamos p impar. Pelo item (ii) do Lema 2.8 temos que se n = mp”
com r > 0, entdo D, (x,a) = [Dy(x, a)]f’r, logo, para fatorar D, (x,a), s6 precisa-
mos fatorar D, (x,a) com mdc(m,p) = 1. Consequentemente, assumamos que

mdc(n, p) = 1 no decorrer dessa se¢do.

Teorema 3.2. Seja a € IF,; um quadrado em IF; com q =1 (mod 4) ou n impar. Entio
todo fator irredutivel de Dy (x,a) sobre Fy é da forma Dy(x,a) — b'(x + a™1), onde
bV’ =aac IF; e t é um divisor de 2n satisfazendo as seguintes condiges

@ a¥ =1,
(ii) rad(t) | ordg(w),

(iii) mdc (t Ll)) —1.

7 ordy(a

Demonstragdo.

Pelo item (iv) do Lema 2.8 sabemos que D, (x,a) = b"D,(b~'x,1) paran > 0
eb # 0. Assim a fatoracdo de Dy (x,a) se obtém direitamente da fatoracdo de
Dy(y,1) ondey = b~ x.

Dado que y*" —1 = (y** — 1)(y*" + 1), temos (y** +1) | (y*" —1). Entdo
conhecendo os fatores irredutiveis de y*"* — 1, é possivel determinar os fatores
irredutiveis de y*" + 1.

Pelo Teorema 1.70 sabemos que todo fator irredutivel de y*" — 1 é da forma
y' — a. Destes fatores para y' — a ser fator de y*" + 1 devemos ter que y*" =
m implica t | 2n. Logo y*" = (yt)ZTn = -1
(mod y' — &) e portanto a * = —1.

—1 (mod y' — a) mas ¢ |

Seja f(y) fator irredutivel de D, (y,1) e h(y) a imagem de f(y) pela aplicagdo
®1. Logo h(y) é um fator de y*" + 1. Observemos que h(y) néo é necessariamente
um fator irredutivel de y*" + 1 em IF, [y].

Como estamos nas condi¢des do Teorema 1.70 sabemos que existe um fator
irredutivel de y*" + 1 da forma y* — a que divide h(y). Tirando recfprocos temos
que (vt —a~1) | h*(y), isto &, (y' —a~1) | h(y), pois h(y) é autorreciproco por ser
imagem de ®;.

Neste ponto apresentamos dois casos:

(a) Suponhamos que & # a™:

Entdo (y' —a) (y' —a™') | h(y) e porisso (y* — (x+a~ 1)y  +1) | h(y).
Istoé, y! (yt + % — (a+ zx_l)> | h(y), assim, v (Dt (y - %,1) — (a+ oc_l)> |
h(y). Logo, pela aplicagdo Y7 obtemos (D; (y,1) — (a +a~ 1)) | f(y).
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Como f(y) é monico irredutivel, entdo f(y) = D; (y,1) — (¢ + a7 1). Agora
voltando a varidvel original, obtemos f(b~'x) = Dy (b~!x,1) — (a + a7 1) =
b~'Di (x,a) — (a+a™1).

Dai que, b'f(b~1x) = Dy (x,a) — b' (« + 1) é fator irredutivel de D, (x, a)
sobre IF,.

(b) Suponhamos que & = a~!:

Entdo a®> = lea = +1. Logo y' —a = y' + 1. Mas y’ — 1 é irredutivel
somente no caso t = 1. De igual forma y’ + 1 é irredutivel no caso t = 1,
pois y? + 1 é redutivel no caso que g = 1 (mod 4), isto é, —1 é um quadrado
em IF,.

Segue que se y + 1 divide y*" + 1 temos y*" +1 = (F1)*"+1 =2 =0
(mod y & 1) o que implica que char(FF;) = 2, mas estamos considerando
caracteristica impar, o que é contraditorio.

No teorema anterior consideramos o caso em que a € F; € um quadrado em
F,eq =1 (mod 4) ou n é impar. Nos seguintes teoremas, usaremos o teorema

anterior para resolver os casos complementares a estas condicdes.

Teorema 3.3. Seja a € F,; um quadrado em F,; com q = 3 (mod 4) e n par. Sejam
b2 =a,ua € IF;2 e t um divisor de 2n, como satisfazendo as condigoes (i), (ii) e (iii) do
teorema anterior sobre lFé. Entao todo fator irredutivel de D, (x, a) sobre IF; é de uma das

seguintes formas
(@) Di(x,a) —b'(a+a~1) no caso que a € 7 ou witl =1,

(b) (Di(x,a) — b (a+a™1)) (De(x,a) — b' (a7 + a™1)) caso a nio satisfazer nenhuma
das condigbes do item anterior.

Demonstracdo.

Consideremos Dy (x,a) como um polindmio em F,»[x]. Como g =3 (mod 4)
entdo > = 1 (mod 4), e segue pelo teorema anterior que todo fator irredutivel
em F2[x] de Dy (x,a) é da forma Dy (x,a) —b' (a +a™") € Fpalx].

Precisamos verificar quais destes fatores estdao em F,[x], como Di(x,a) €
IF,[x], isso acontece no caso que a + a1 € F,. Temos que a + 2~ € F, se, e
somente se & + a1 = (a+ [x_l)q. Fazendo algumas manipulagdes algébricas
temos que a anterior equagdo é equivalente a (a7t! —1)(a7"! — 1) = 0. Logo
« € Fyoualt! =1.
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Caso ndo se tenha nenhuma destas condigdes temos que Dy (x,a) —b! (a +a71) €

IF2[x] \ [Fg[x] é um fator de Dy (x,a). Usando a aplicagdo de Frobenius

T: ]qu — ]qu

B — B

como Dy, (x,a) é deixado fixo por esta aplicagdo, temos que Dy (x,a) — b' (a1 + a~1)
também é um fator de Dy (x,a). Mas a +a~! # a7+ a9, portanto segue que
(Di(x,a) — b (a +a~1)) (De(x,a) — b' (a7 4+ a~7)) é um fator de D, (x, a).

Por fim, notemos que (D;(x,a) — b'(a +a™1)) (D¢(x,a) — b' (a7 + a™1)) é in-
variante por 7, daf que (Dy(x,a) — b'(a +a™1)) (Di(x,a) — b (a7 +a~7)) é um
fator de Dy (x,a) que estd em F,[x] e é irredutivel neste anel. [

Teorema 3.4. Seja a € ¥, que ndo é um quadrado em F,. Sejam V> =abec IF > \ Fy,
S 113;2 e t um divisor de 2n, como satisfazendo as condigdes (i), (ii) e (iii) do Teorema
3.2 sobre IF o. Entdo todo fator irredutivel de Dy (x,a) sobre [Fy é de uma das seguintes

formas

(@) Di(x,a) — b'(a + a~1) nos casos que t par e « € IF7 ou Wit =1, ou t impar e
a1 1= —Touait!l =—1,

(b) (Di(x,a) —b'(a+a~1)) (De(x,a) — b% (a7 + a~1)) caso a e t ndo satisfazer ne-

nhuma das condigdes do item anterior.

Demonstracdo.

Igual que no teorema anterior consideramos D, (x,a) como um polindmio em
IF2[x]. Neste caso g* =1 (mod 4) e a é um quadrado em F . tal que a = b% onde
b € Fp \ Fy. Pelo Teorema 3.2 todo fator irredutivel em FF 2 [x] de Dy (x,a) é da
forma Dy (x,a) — b' (« +a~") € Fp[x].

Precisamos verificar quais destes fatores estio em IF4[x|, como D;(x,a) €
IF, [x], isso acontece no caso que b' (« +a~ 1) € F,. Temos que b' (x +a~!) € F,
se, e somente se b (& +a~1) = b7 (a +a~1)7 se, e somente se b'(T-1) (a7 + a~7) =
a+al.

q-1
Como a ndo é quadrado, b7~! = (b?) 2

q—1
2

=a 7 = —1. Vamos separar em dois

casos.

1. No caso que t é par, segue que pta-1) (0 +a™7) =a+ a1 se, e somente se
0l +a7=ua+a"!, elogoa € Fjoual™ =1.

2. No caso que t é impar, segue que b1 (a7 4 a~7) = a + a~ ! se, e somente
se —af —a~7=a+a"! se, e somente se (¢97!1 + 1) (a7t +1) = 0.
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Caso ndo se tenha nenhuma destas condigdes temos que Dy (x,a) —b! (a +a71) €
Fp2[x] \ Fg[x] € um fator de Dy(x,a). De maneira andloga ao teorema anterior,
usando a aplicacdo de Frobenius, temos que Dy (x,a) — b7 (a7 + a~1) é um fator
de Dy (x,a) e por conseguinte (Dj(x,a) — b'(a +a™1)) (Di(x,a) — b7 (a9 + a~17))

é um fator de Dy, (x,a) que estd em [F;[x] e é irredutivel neste anel. [

3.1.2 Caracteristica 2

Aqui assumamos p = 2. Sen = 2"m com r > 0, entdo Dy (x,1) = [Dp(x, 1)]7,

logo, para fatorar D, (x,1), s6 precisamos fatorar D, (x,1) com m impar. Conse-

quentemente, assumamos # impar no decorrer dessa secéo.
Lema 3.5. Sejan = 2m + 1.
() Dy(x,1) = xF,(x)?, para algum polindmio F,(x) de grau m tal que F,(0) # 0,

() (x+1)P1(Fy(x)) = x" +1.

Demonstracdo.
(i) Seja
on (n—1i\ ,_;
Fn(x):;n_i e
i=0
Entao
Xon (n—i ' 2on (n—i ;
)a 2 _ m—i — 2m—2i
xF,(x) x[,;’)”—l( ; )x ] xg’)n—z< ; )x
_ i n (n_i)x2m+12izz n (n_i)(_l)ixn2i
Zn—i\ i Zn—i\ i
/2l , .
= Z n—z( ; )(—1)1x”21—Dn(x,1)
i=0

(ii) Usamos o item (i), o Lema 3.1 e o Teorema 2.25:

X" 41 = P (Dy(x,1)) = O (x)D1 (Fu(x)?) = (x* + 1)1 (F,(x))>.

Logo (x" + 1) = [(x + 1)®1(F,(x))]?, obtemos (ii).
[

Assim, neste ponto é suficiente determinar a fatoragdo de F,(x). Pelo item (ii)
do lema anterior basta encontrar a fatoracdo de x” — 1 e como estamos nas con-
di¢des do Teorema 1.70 obtemos um resultado com prova essencialmente igual a

prova do Teorema 3.2, a qual omitiremos.
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Teorema 3.6. Seja a € IF,; com char(IF;) = 2 e n impar. Entio todo fator irredutivel de
Fu(x) sobre F, é da forma Dy(x,a) — b'(a + oY) onde b* = a, u € IF et é um divisor

de n satisfazendo as seguintes condigdes

(ii) rad(t) | ordg(a),
q—1 o
(iii) mdc (t, —ordq(a)> =1,

(v) (a,t) # (1,1).

3.2 Fatoracao dos polindmios de Dickson do segundo
tipo

Para a = 0, a fatoracdo de E,(x,a) = x" é trivial; assim vamos considerar

somente polindmios de Dickson E,(x,a) onde a # 0.

Lema 3.7. Seja ®, a fungdo definida em 2.4. Entdo

x2(n+1) _ gn+l

®,(En(x,a)) =

x2—a
Demonstracdo.
. a1
n+
, a 1 s x2(n+1) _ g+l
&y (En(x,a)) =x"Ey (x+—,a) =x" | ——F— | = 5 ,
X x2—a
x JE—
X
onde temos usado a identidade de Waring. n

3.2.1 Caracteristica impar

Aqui assumamos p impar. Pelo item (i) do Lema 2.17 temos que se n +1 =
(m+41)p" comr > 0, entdo E, (x,a) = [En(x,a)]? (x> — 4a)p771, logo, para fatorar
E,(x,a), s6 precisamos fatorar E,,(x,a) com mdc(m +1,p) = 1. Consequente-

mente, assumamos que mdc(n + 1, p) = 1 no decorrer dessa secao.

Teorema 3.8. Seja a € FF, um quadradoem F;comq =1 (mod 4) ou n par. Entdo todo
fator irredutivel de Ey,(x,a) sobre Fy é da forma Dy(x,a) — b'(a + a™1), onde b* = a,

a € [Fy et éum divisor de 2(n + 1) satisfazendo as seguintes condigoes

2(n+1)

G a7 =1,
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(ii) rad(t) | ordg(a),

(iii) mdc (t L) —1,

7 ordg(a)
@) (a,) & {(1,1),(1,~1)}.

Usando o lema anterior, esse resultado tem prova essencialmente igual a prova

do Teorema 3.2, a qual omitiremos.

Teorema 3.9. Seja a € F; um quadrado em IF; com ¢ = 3 (mod 4) e n impar. Sejam
b =uauac le;z e t um divisor de 2(n + 1), como satisfazendo as condigdes (i), (ii), (iii)
e (iv) do teorema anterior sobre IF%. Entio todo fator irredutivel de E, (x,a) sobre IF, é de

uma das sequintes formas
(@) Di(x,a) —b'(a+a~') no caso que a € 7 ou witl =1,

(b) (D¢(x,a) — b'(ax+a~1)) (D(x,a) — b (a7 + a™1)) caso a nio satisfazer nenhuma
das condigdes do item anterior.

Usando o Lema 3.7, esse resultado tem prova essencialmente igual a prova do

Teorema 3.3, a qual omitiremos.

Teorema 3.10. Seja a € F, que nio é um quadrado em Fy. Sejam b*> = a,b € Fp \ [y,
= IF:;2 e t um divisor de 2(n + 1), como satisfazendo as condicdes (i), (ii), (iii) e (iv)
do Teorema 3.8 sobre I 2. Entdo todo fator irredutivel de E,(x,a) sobre IF, é de uma das
seguintes formas

(@) Di(x,a) — b'(a + a~1) nos casos que t par e « € IF; ou w1t =1, ou t impar e
it = —Touait! = —1.

() (Di(x,a) — b (a+a™t)) (De(x,a) — b (a® + a™1)) caso a e t ndo satisfazer ne-
nhuma das condigbes do item anterior.

Usando o Lema 3.7, esse resultado tem prova essencialmente igual a prova do

Teorema 3.4, a qual omitiremos.

3.2.2 Caracteristica 2

Aqui assumamos p = 2. Sen+1 = 2"(m+1) com r > 0, entdo E,(x,1) =
[Em(x, 1)]2rx2r’1, logo, para fatorar E,(x,1), s6 precisamos fatorar E,;,(x,1) com
m + 1 impar. Consequentemente, assumamos 7 + 1 impar, isto é, n par.

Observemos que quando a caracteristica é 2

Y - (—) Dyi1 (y+ —,1)
_ 1Y _ y _ y" ) _ Dunua(x1)

- — +_
y]/ y}/
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Entdo usando o item (1) do Lema 3.5 chegamos em E,(x,1) = F,;1(x)?, logo

a fatoracdo segue do Teorema 3.6.



Consideracoes Finais

Nesse trabalho caracterizamos explicitamente os fatores irredutiveis de D, (x, a)
e E,(x,a) sobre IF;[x]| seguindo as mesmas técnicas usadas no artigo [3], onde sdo
encontrados explicitamente os fatores irredutiveis de x" — 1 sobre IF;[x] no caso
que todo fator primo de n divide g — 1, isto é, rad(n)|(g — 1).

Uma perspectiva de continuidade natural do tema estudado e seguindo a
mesma linha desta dissertacdo seria considerarmos estudar a fatoracdo em fa-
tores irredutiveis de D, (x,a) e E,(x, a) sobre IF;[x] quando rad(n) { (9 — 1).

Uma boa opgao seria tentar trabalhar com os resultados obtidos em [13], onde
é fatorado explicitamente x" — 1 em fatores irredutiveis sobre [F,[x]| e sdo con-
tados o ntumero dos seus fatores irredutiveis supondo que rad(n) 1 (g —1) e
rad(n)|(g¥ —1), com w é primo. Além disso, outro caminho a seguir seria substi-

tuir w por um ntiimero composto, isto pode ser feito num trabalho futuro.
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