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Resumo

Neste trabalho, estudaremos o resultado obtido por Ezequiel Barbosa que afirma que se
B é uma bola em um espaco Euclidiano R"™, com dimensao n > 3, entao a hipersuperficie
CMC estavel com fronteira livre ¥ C B satisfaz

14+ /1+4(n+ 1)H2)
2 ?

nA <L <nA (
onde L denota o comprimento da fronteira de X, A denota a area de X e H denota a
curvatura média de Y. Consequentemente, se a fronteira de X é mergulhada, entao X é

totalmente geodésica, ou estrelada com respeito ao centro da bola. Esse resultado é uma

melhoria de um Teorema mostrado por Ros e Vergasta em [4].

Palavras-Chaves: Estabilidade, Hipersuperfies CMC , fronteira livre.
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Abstract

In this work, we will study the result obtained by Ezequiel Barbosa which states
that if B is a ball in a Euclidean space R",with dimension n > 3, then the stable CMC
hypersurface free boundary ¥ C B suit

1 1+4 1)H?
nAﬁLSnA( —i—\/+2(n+) ),

where L denotes the border length of 3, A denotes the area of 773 and H denotes the
mean curvature of ¥. Consequently, if the 3 border is dipped, then X is fully geodesic, or
starred with respect to the center of the ball. This result is an improvement of a Theorem

shown by Ros and Vergasta in [4].

Key-Words: Estability, Hypersurfaces CMC, Free boundary.
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Introducao

Em 1958, Aleksandrov mostrou que a esfera é a tinica hipersuperficie conexa, compacta
e mergulhada com curvatura média constante no espaco Euclidiano. Em 1984, J. Lucas
Barbosa e Manfredo do Carmo forneceram uma nocao de estabilidade para hipersuperficies
de Curvatura Media Constante (CMC) no espago R"™! e foi provado que as esferas
redondas (esferas com métrica Euclidiana) sdo as tnicas hipersuperficies compactas CMC
em R"™! que sdo estdveis. Com uma definicao similar a deles, em 1995, Ros-Vergasta
provaram que uma superficie CMC compacta orientavel imersa > com fronteira livre em
uma bola fechada B C R? deve de ser ou um disco plano, ou uma calota esférica, ou uma
superficie de género 1, cuja fronteira tem duas componentes.

Daqui em diante, consideraremos um dominio suave, compacto e convexo B em R"*!,

e denotaremos por 0B e intB a fronteira e o interior de B, respectivamente.

Definicao 0.1. Uma hipersuperficie de fronteira livre CMC em B é uma hipersuperficie

de curvatura media constante tal que 3 C B intersecta OB ortogonalmente ao longo de

0x.

Estes tipos de hipersuperficies sao pontos criticos do funcional area dentre todas as
hipersuperficies compactas 3 C B com 0% C 0B as quais dividem B em dois subconjun-
tos de volumes prescritos. Se uma hipersuperficie ¥ C B com fronteira livie CMC tem
segunda variacao de area nao-negativa, para toda variacao que preserva volume, dizemos
que ela é uma hipersuperficie CMC estdvel com fronteira livre.

Em Maio de 2016, Ivaldo Nunes mostrou um caso particular do teorema acima, usando
um resultado de estabilidade estendido, e um argumento modificado de balanceamento do
tipo Hersch, tendo assim um melhor controle sobre o género. No mesmo ano, Junho de
2016, Ezequiel Barbosa usa o Lema de Estabilidade tipo Nunes e um importante resultado

de Ros-Vergasta [4] para obter o seguinte resultado.

Teorema 0.2 (E. Barbosa). Seja B C R", n > 3, uma bola fechada. Seja ¥ C B uma

hipersuperficie CMC' estdvel com fronteira livre tal que a fronteira estd mergulhada em B.
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Entao L > nA. Em particular, ¥ € totalmente geodésica, ou € estrelada em rela¢do ao

centro da bola. Sen = 2, entao ¥ € um disco totalmente geodésico ou uma calota esférica.

O presente trabalho tem como objetivo mostrar o resultado obtido por Ezequiel Bar-
bosa usando como ferramenta a técnica utilizada na demonstracao do Lema de Estabili-
dade do tipo Nunes.

O trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, introduzimos alguns
conceitos basicos de Variedades Diferenciaveis e Variedades Riemannianas. Em seguida,
dedicamos o segundo capitulo ao estudo dos conceitos de variacao de area, e demonstramos
as formulas de primeira e segunda variagao de area, com a finalidade de introduzir de
maneira natural a definicao de estabilidade de uma Hipersuperficie. Por fim, no terceiro
capitulo, faremos a demonstracao do Lema de Estabilidade tipo Nunes para finalmente

mostrarmos o teorema de Ezequiel Barbosa.



Capitulo

1

Preliminares

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados conhecidos no am-
biente da Geometria Riemanniana com o objetivo de fixar a notagao que utilizaremos
ao longo desta dissertacao. Por esse motivo, algumas demonstragoes serao simplesmente

referenciadas.

1.1 Definicoes e resultados de Geometria Riemanniana

Inicialmente, vamos definir o conceito de variedade diferencidvel.
Seja M um espago topologico de Hausdorff com base enumeravel. Um atlas de dimensao
n para M é uma familia
{60 Us = M}acs

de aplicagbes continuas tais que para cada o € L, ¢ : Uy — ¢ (U, ) € um homeomorfismo
de um aberto U, C R™ sobre um aberto ¢, (U, ) de M satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Os abertos ¢, (U,) formam uma cobertura de M, isto é,
U ¢a(Ua) =M

(ii) Para todos indices «a, 8 € L, tais que Vo5 = ¢o(Uas) () ¢3(Us), as aplicacoes

bap = Gt 00505 (Vap) = 03" (Vag),
Gpa = G5 0000y (Vag) = 05" (Vag),
sao diferenciaveis de classe C*°.

Cada aplicagao ¢, é chamada uma parametrizagao ou carta local de uma vizinhanga
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de M e ¢o(U,) ¢ chamada uma vizinhan¢a coordenada.

Se p = ¢ol21,- -+ ,xy,), entao ,- -+ ,x, sdo chamadas as coordenadas de p na para-
metrizagao @,.

Por este motivo, a aplicacao ¢, também é chamada de um sistema de coordenadas
locais, e o atlas {¢, : Uy — M }aer € também chamado de um sistema de coordenadas
para M.

Uma estrutura diferencidvel para M é um atlas maximal.

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um espago topoldgico de

Hausdorff com base enumerdvel munido de uma estrutura diferencidvel.

Dados dois sistemas de coordenadas locais x : U — M ey : V — M no espaco
topologico M, tais que W = x(U) Nxz(V) # 0, cada p € 2(U) Nx(V) tem coordenadas

r* = 2%(p) no sistema x e coordenadas y° = y'(p) no sistema y. A correspondéncia

(' (p), ..., x™(p)) — (y*(p),...,y™(p)) estabelece um homeomorfismo
Goy =y 0z (W) =y (W)

chamado mudanca de coordenadas.

Um atlas A sobre um espaco topologico M diz-se diferenciavel, de classe C*, (k > 1),
se todas as mudancas de coordenadas ¢, x,y € A sao aplicagoes de classe C*. Escreve-
se entdo A € C*. Como ¢, = (¢,)"", segue-se que as aplicagdes ¢,, sao, de fato,
difeomorfismos de classe C*. Em particular, se escrevemos ¢, : (z!,...,2™) = (y', ..., y™),

Oz
Dado um atlas A € C* de dimensdao m em um espaco topologico M, dizemos que um

entdo o determinante jacobiano det <8i> ¢ nado-nulo em todo ponto de z(U N'V).

sistema de coordenadas z : W — M ¢é admissivel relativamente ao atlas A, se AU {z}
ainda é um atlas de classe C* em M. Um atlas A de dimensdo m e classe C* sobre M se
diz mazrimal quando contém todos os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis
em relacdo a A. Todo atlas de classe C* sobre M pode ser estendido, de modo tinico, até
se tornar um atlas maximal de classe C*, para isso basta acrescentar-lhe todos os sistemas

de coordenadas admissiveis.

Exemplo 1.1. O espag¢o R" € uma variedade diferencidvel de classe C™° e dimensdo n.

Exemplo 1.2. 4 esfera S" = {x € R""'; /2% + ... + 22, = 1} € uma variedade diferen-

ciavel de classe C* e dimensao n.

Exemplo 1.3. O espago projetivo real P"(R), isto €, o espago quociente de R™ — {0}

pela relagao de equivaléncia:

(.1'1, ...,$n+1) ~ ()\.1'1, ...,)\xn+1) A E R, A 75 0
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¢ uma variedade diferencidvel de classe C* e dimensao n.

Definicao 1.1.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicag¢ao
F: M — N é diferenciavel em p € M se existem parametrizacoes ¢ : U — M de uma
vizinhanga de p e 1V — N de uma vizinhanga de F(p) tais que (F(o(U)) C (V) e

v loFogp:UCR™—R"

€ uma aplicagcao diferencidvel de classe C*°. Se f for diferencidvel em todo ponto p € M,
diremos simplesmente que F' € uma aplicacao diferencidvel. Uma aplicacao diferencidvel

F : M — N € chamada um difeomorfismo se F € bijetiva e F'=' também € diferencidvel.

Agora introduziremos o conceito de Espaco Tangente.

Definigao 1.1.3. Seja v : I — M wuma curva diferencidvel com (tg) = p. Denotemos

por

D,(M)={f: M — R: fé diferencidvel em p}

o espaco vetorial das fungoes reats em M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva

v emp € a fungao ' (ty) : Dp(M) — R definida por v/ (to) f = (f o) (to).
Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—€,€) — M

com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Observacgao 1.1.1. Pode-se mostrar que se M é uma variedade diferencidvel de dimensao

n, entao T,M ¢ um espago vetorial n-dimensional.

Uma base para T,,M pode ser dada escolhendo uma carta local z : U — z(U) em p e

(p) : C*(M) — R definidas por,

considerando as aplicagoes 5
1

0
5’:1;1-

(p)f =

—fous ()

0
Assim, as aplicagoes 8—(p) de acordo com a defini¢ao, sao vetores tangentes a M em p
Z;

0 0
e o0 conjunto {a—xl(p), o a—xn(p)} forma uma base para T,M.

Proposicao 1.1.1. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e seja ¢ : M — N uma
aplicagao diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha uma curva dife-
rencidvel « : (—€, ) — M com «(0) = p, /(0) = v. Faga B = ¢poa. A aplicagio
dop : T,M — Ty N definida por dé,(v) = £'(0) nao depende da escolha de o
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Definicao 1.1.4. A aplicagao linear d¢, dada pela proposicao anterior é chamada dife-

rencial de ¢ em p.
Podemos ver os vetores tangentes a M em p de outro modo:

Definicao 1.1.5. Seja M uma variedade suave e p € M. A aplicagao linear X, :
C>®(M) — R, definida no conjunto de todas as fun¢oes infinitamente diferencidveis em

uma vizinhanca de p € chamada de derivacdo em p se satisfaz a regra do produto,

Xp(fg) = f(p)Xp(9) + 9(p) Xp(f)

para toda f, g € C®°(M) e X, € chamado um vetor tangente a M em p.

O conjunto de todas as derivagoes de em p possui estrutura de espago vetorial, e pode
ser mostrado que este conjunto coincide com 7,M chamado espago tangente a M em p,
denotado por T, M.

O fibrado tangente T'M ¢é definido por T'M := UpeM T,M. E possivel mostrar que T'M

possui estrutura de variedade diferenciavel de dimensao 2n.

Definicao 1.1.6. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M €é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M, em termos de
aplicagoes, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo X € diferencidvel

se a aplicagao X : M — T M ¢€ diferencidvel.
O conjunto de todos os campos diferenciaveis sobre M sera denotado por T (M).

Definicao 1.1.7. Dadas duas variedades diferencidveis M e N, um ponto p € M, e uma
aplicagao diferencidvel f : M — N, a deriwada de f em p, denotada por df,, € a aplicagao
linear de T,M em Ty, N que, para cada X, € T,M e g € D) (N) € definida por

(dfy - Xp)(9) = Xp(g o f).

Também podemos denotar a derivada de f em p por f'.

Definicao 1.1.8. Um ponto p € M é chamado um ponto reqular de f : M — N quando
a derivada f'(p) : T,M — Ty N € injetiva. Caso contrdrio, p € chamado um ponto

singular ou critico de f.

Definicao 1.1.9. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicagao diferencidvel
[+ M — N € uma imersao se f'(p) : T,M — T,y N € injetiva para todo p € M.
Se, além disto, f € um homeomorfismo sobre f(M) C N, donde f(M) tem a topologia

induzida por N, diz-se que f € um merqgulho.



1.1 Definig¢oes e resultados de Geometria Riemanniana 7

Exemplo 1.1.1. A curva a(t) = (12 — 4t,t> — 4) € uma imersio o : R — R? que possui

uma auto-interseccao para t = 0. Portanto o nao é um mergulho.

Na maior parte das questoes puramente locais de Geometria é indiferente tratar com
imersoes ou mergulhos. Isto provém da seguinte proposi¢ao que mostra ser toda imersao

localmente um mergulho.

Proposicao 1.1.2. Sejam f : My — My, n < m, uma imersao da variedade M, na
variedade Ms. Para todo ponto p € My, existe uma vizinhanca V' C M, de p tal que a

restricao f |y— My € um mergulho.

Defini¢ao 1.1.10. Dados dois campos X,Y € T (M), o campo vetorial [X,Y] definido
por,

(X, Ypf = (XY =Y X)f = X,(Y(f) = Yp(X(f))
€ chamado colchete.
Agora vamos definir a nocao de métrica em uma variedade diferenciavel.

Definicao 1.1.11. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto de p de M um produto interno (, )p no espacgo
tangente T,M . Por conveniéncia denotaremos algumas vezes como g{,) = g{(,), para a

métrica Riemanniana.

A definigao acima exige que a métrica (, )p varie diferenciavelmente no seguinte sen-
tido: Se x : U — x(U) é um sistema de coordenadas locais em p € z(U), para cada ¢ =

z(x1, ..., Ty) € x(U), devemos ter que a fungao g;; : (U) — R dada por g;j(x1,...,2Ty) =

< 0 (9), i(q)> seja uma fun¢ao diferenciavel para todo i,j = {1,...,m}.
81’2‘ 893j q

Definig¢ao 1.1.12. As fungées g;j(x1, ..., Tpm) = <%(;337 ?)(_5;>q sao chamadas expressao da
métrica Riemanniana no sistema de coordenadas x. Uma variedade diferencidvel com

uma métrica Riemanniana € chamada variedade Riemanniana .

Proposicao 1.1.3. Toda variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

possui uma métrica Riemanniana.
Demonstragao. Veja 9], p. 47. ]

Definigao 1.1.13. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma apli-
cacao

YV T(M) x T(M) — T(M)

denotada por V(X,Y) = VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
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1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
2. Vx(Y+ Z) =VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

em que X,Y,Z € T(M), f,g € C®°(M). O simbolo VY lé-se: derivada covariante de Y’
na direcao de X.

Definicao 1.1.14. Quando a conexao afim satisfaz as propriedades:
(1) XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
(i) VxY —VyX = [X,Y],
dizemos que a conexao V € uma conexdo de Levi-Civita (ou Rimanniana,).

Teorema 1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica

conexao de Levi-Civita em M.
Demonstracao. Veja [9] p. 61. O

Observacao 1.1.2. Dado um sistema de coordenadas (U,x), o item (ii) da defini¢ao

1.1.14 wmplica que para V ser simétrica implica que para todo 1,7 = 1,...,n temos,

0

Definicao 1.1.15. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspon-
déncia que associa a cada par X,Y € T(M) uma aplicagio R(X,Y) : T(M) — T (M)
dada por,

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ Vixy|Z, ZeT(M)

onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observagao 1.1.3. Se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € T(R"). De
fato, consideremos {ey, ...,e,} a base canénica do R"™, dados X,Y,7Z € T(R™), podemos

X = iXiei,Y = i}{ieiaz = iziei’
i=1 i=1 =1

ESCrever

entao

VyvZ = Vy <Z Ziei> - Z ZVye; + Z Y(Z)ei=> [Y(Z)]e;

=1
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onde usamos que a dertwada covariante de um campo constante na direccao de qualquer

campo € nula. Segue que,

VxVyZ = VX{Zn:[Y(Zi)]Gz}
= Y Y(Z)Vxeit Y XY (Z)e
= ZX[Y(ZZ-)]@.

Analogamente,
VyVxZ =Y Y[X(Z)e:.
i=1

Portanto,

VxVyZ —VyVxZ = iX[Y(Zi)]ei =) Y[X(Z)le:

= D XM (@)] - YIX(Z)e

= D {X.YI(Z)}e

=1
n

= Z{[X, YI(Z;)}e; + Z ZiV[x,y|€i

= V<.

Seque que,

0=VxVyZ—-VyVxZ - VixyZ = R(X,Y)Z.

Esta observacao ilustra que, intuitivamente a curvatura R mede o quanto uma varie-

dade Riemanniana M deixa de ser euclidiana.

Proposicao 1.1.4. A curvatura R em M tem as sequintes propriedades;

1. R € tensorial em T (M) x T (M), isto €,

R(fX1+49X2,Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X5, Y1)
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R(X1, fY1+gYa) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y2)
para todo f?g € 0007 € X17X27}/1)}/2 € T(M>

2. Para todo par X,Y € T(M), o operador curvatura R(X,Y) : T(M) — T(M) €

tensorial, isto €,
RX,)Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W
RX,Y)fZ = fR(X,Y)Z
com feC®M), ZWeT(M)

3. (Primeira identidade de Bianchi)

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

Demonstracao. Veja [9] pag. 100 e 101 O

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) com uma curvatura R, usaremos a notagao
(X,)Y,Z,T) =g(R(X,Y)Z,T), além disso se p € M e {ey,...,e,} uma base ortonormal
de T,M denotaremos R;;ji; = g(R(e;, e;)ex, )

Proposicao 1.1.5. Para quaisquer campos X,Y,Z,T € T(M) temos as sequintes pro-

priedades:
1. (X, Y, Z,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T)=0
2. (X,Y,2,T) = —(Y, X, Z,T)
3. (X.Y,Z.T) = —(X,Y,T, Z)
4. (X,Y,Z,T) = (Z,T,X,Y)
Demonstragao. Veja |9] pag. 102 ]

Proposicao 1.1.6. Seja o C T,M um subespago bi-dimensional do espago T,M e sejam

X,Y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(XY, X.Y)

onde | X ANy|> = /| X]2Y ]2 — g(X,Y)?2, € independente da escolha dos vetores X,Y € o
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Demonstragao. Veja [9] pag. 104. O

Definicao 1.1.16. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M
o numero real K(X,Y) = K(o), onde {X,Y} é uma base qualquer de o € chamado

curvatura seccional de o em p.

Definicao 1.1.17. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Ricci
de M (ou tensor de Ricci) denotado por Ric, € o campo tensorial covariante de ordem 2
definido como o traco em relagao a métrica do tensor curvatura no seu primeiro e ultimo

indices. Portanto, as componentes da curvatura de Ricct sao dadas por

n
km
R;; = E 9" Riijm
k,m=1
Note que, pelas simetrias de tensor curvatura, mudancas de tragos s6 alteram o sinal

da curvatura de Ricci.

Definigao 1.1.18. Seja M uma variedade Riemanniana. A curvatura escalar de M,
denotada por S, € a fung¢ao real S : M — R definida como o traco em relagao a métrica
do tensor de Ricci: .
S =tryRic = Z 97 Ry
ij=1
Definicao 1.1.19. Sejam M" e et (k > 1) variedades Riemannianas. Uma imersao

¢: M" — M ¢ dita isométrica se (do,(v), dpp(w)) 3 = (v, w)r, Yo, w € T, M.

Dada uma imersao isométrica ¢ : M™ — MnJrk, podemos estabelecer relagoes entre
objetos definidos em ambas as variedades. Recordemos que, se ¢ : M™ — M ¢ uma
imersao, entao ¢ é localmente um mergulho. Nestas condigoes, podemos identificar um
aberto U de M com ¢(U), e dizer que ¢ é localmente a aplicagao de inclusao. Mais
ainda, podemos considerar U como uma subvariedade de M. Em particular, estamos
identificando p € U com ¢(p) € ¢(U).

Consequentemente, para cada p € M, o espaco tangente T,M ¢é considerado um su-
bespaco vetorial de TpM de dimensao n, como acima.

Assim, se considerarmos o espago k-dimensional T,M* = {v € T,M : (u,v) = 0, Yu €
T,M}, podemos escrever

T,M =T,M & T,M*.

O espago T, M+ ¢ chamado de espago normal & M em p. assim, podemos definir, o fibrado
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normal como segue

TM* = {(p,Np)|[pe M, N, € TpMJ_} = U TPMJ_'

peEM

Um campo de vetores normal N é uma correspondéncia que a cada p € M associa um
vetor em T, M*. Dizemos que N € T M= ¢ diferenciével se ele for localmente a restrigao a
TM+* de algum campo de vetores diferencidvel em M. Indicaremos por T (M)* os campos
de vetores diferenciéveis normais a M.

Se ¢|y ¢ um mergulho, sejam X e Y campos de vetores tangentes em U C M, como
¢|v € mergulho tomemos extensdes locais X e Y de X e Y em M, respectivamente, numa
vizinhanca de U C M . Assim, se V é a conexdo de Levi-Civita de M, faz sentido
calcularmos VY. Pode-se mostrar que VY nao depende das extensoes X, Y de X
e Y respectivamente, portanto, por simplicidade denotaremos Vy? por VyY. Assim,

podemos escrever

VxY = (V)" + (Vi)

No entanto, ¢ possivel verificar que (V..)T ¢ a propria conexao de Levi-Civita de M (que
denotaremos por V), isto é, (VxY)"T = VY.
Denotemos por T (M™)* o espago dos campos de vetores diferenciaveis normais a M™. A
sequnda forma fundamental da imersio ¢ é a aplicagdo I : T(M™) x T(M™) — T(M™)*,
definida por

II(X,Y)=VxY —VyY, VXY T(M").

Uma vez que, para todo p € M", Il é uma aplicacao bilinear simétrica, entao, para
cada vetor unitario N normal a M"™ em p, podemos associd-la a uma aplicagao linear
auto-adjunta Sy : T, M"™ — T,M", dada por

(SN(X),Y)=(II(X,Y),N), VXY e T,M".
Dai, vamos definir a curvatura média H da imersao ¢ : M™ — R por
1
H = Etr(SN)

Aqui tr(Sy) significa o trago da matriz da aplicagdo Sy.
Sejam N € T(M™)*t e X, Y € T(M™). Entao (N,Y) = 0. Isto implica que

(VxY,N) = (=VxN,Y).
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Dai
(Sn(X),Y) = (II(X,Y),N) = (VxY,N) = (-VxN,Y), (1.1)

pois (II(X,Y),N) = (VxY —VxY,N) = (VxY — (VxY)T,N) = (VxY,N).
Agora, sabendo que nH = tr(Sy) e que cada entrada da matriz Sy é dada por

(Sn(ei),e5) = (I1(ei €;), N) = (Ve,e;, N),

podemos escrever nH da seguinte forma:

n

nH = (Sy(e:),ei) = > (Veen, N). (1.2)

i=1 i=1

Apresentaremos agora uma ferramenta muito importante para o estudo das hiper-
superficies estéveis com curvatura média constante conhecido por Primeira formula de

Minkowski. Antes, porém, fixemos algumas notacgoes.

Proposigao 1.1.7. Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma conexao V. En-

tao existe uma unica conexao
V:T(M) x TFHM) — THM)

em cada TF(M) tal que:

1. Em T{(M) =T (M) coincide com a conezxdo dada.

2. Em To(M) = C=(M),
Vxf= X(f)

3. V satisfaz a regra do produto com rela¢do a produtos temsoriais :
Vx(FRG)=(VxF)®G+ F® (VxG)

4. ¥V comuta com todos os tragos: se tr denota o trago com relagdo a qualquer par de
indices, entao

Vx(trF) =tr(VxF)

Além disso, esta conexao satisfaz também as propriedades adicionais:

(a) Para todoY € T(M) e T'(M) vale

Vx[wY)] = (Vxw)(Y) +w(VxY)
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(b) Para todo T € TF(M), X; € T(M) ew’ € TY(M) vale

(VxT) (X1, ..., Xp,w', . w') = X(T(Xy, .., Xp,w', .., w'))

k
— > T((Xy, ... VxXi,. . Xpw', o wh))
=1

l
— ) T((Xy, . X w' L V)
j=1

Definicao 1.1.20. Seja M uma variedade diferencidvel munida de wma conexao V. Dado
um campo (k,1)-tensorial T € T,*(M), a derivada covariante total de T' € o campo (k +

1,1) — tensorial

VT Ti(M) x ... x Ti(M) x TH(M) x ... x T"(M) = C*(M)
(k+1)tvezes l—;)gzes

definido por
VT(Yy, ...,V w, . wh) = VxT(Yq, .., Y, w', .. wh).

Definicao 1.1.21. Seja f € C*°(M). O campo tensorial (ou tensor) covariante de ordem
2, V(Vf) = V2f em M, dado por V(Vf)(X,Y) = Y((VF)(Y)) = Vf(VyX), VXY €
T (M) é chamado de Hessiana de f.

Defini¢ao 1.1.22. Seja f € C>*°(M). O laplaciano de f é a funcao real definida por:
Af =tr,V*f.

Proposigao 1.1.8. Seja M uma variedade riemanniana e V a sua conexao de Levi- Civita

(riemanniana). Entao

onde V [ do lado direito da equacao é o campo vetorial identificado com a 1-forma V f.

Defini¢ao 1.1.23. Seja ¢ : M™ — M ©(M) C M € entio denominada uma hipersu-

perficie.

Dada uma hipersuperficie ¢ : M — R™"! vamos denotar por V e V a conexdo Ri-

emanniana de M e R™"! respectivamente. Do mesmo modo, denotaremos a diferencial
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covariante de uma fungao (ou gradiente) definida em M por V e para uma fungao definida
em R por V. Nestas condicdes, também sera denotado por V2 e V7 0 hessiano e por A
e A o laplaciano de uma funcao. O gradiente V de uma funcao diferenciavel f denotara
tanto a 1-forma como o campo de vetores identificado a V f, e o significado de V f ficaré
claro no contexto.

Seja F' uma funcao diferenciavel definida sobre um aberto U C R*™' e M C U uma
hipersuperficie de R"*!. Associe a p € M, uma base ortonormal {ey, ...,e,, N} de R"*1,
de modo que N seja normal a M em p. Se considerarmos f = F|y;, entao f € C®(M) e
assim V f coincide com a componente tangencial do campo V f, ou seja, para cada ponto

p € M temos
Vf(p) = VF(p)— (F(p), N(p))N(p), (1.4)

e assim pela equacao (1.1) para quaisquer X, Y € T, M, obtemos

VIA(X,Y) = (VxV/[,Y)
= (VxVEY) - (Vx(VF,N)
= V'F(X,Y) - (X((VF,N))
= V'F(X,Y)+ (VF,N)(Sy(X),Y

N,Y)
N +(VF,N)VxN,Y)
). (1.5)

Na penultima igualdade usamos que X, Y sao normais a N.

Exemplo 1.1.2. Dado ¢ € R™"! considere a funcio F : R"* — R dada por

1
Ply) = 5lly — el

note que

VE(y) =y —c

YV F(w,v) = v(VF(w)) = V(V,w) = (w,v), Yy,v,weR"™,

Dada hipersuperficie ¢ : M — R"™! considere f : M — R dada por f(p) = F|u(p) =
1

5“]9 — c|>. Aqui estamos identificando M com ¢(M) e p com ¢(p) € R™™ isto ¢,
f(p) = F(¢p(p)). As equagoes (1.4) e (1.5)implicam :

Vi=@p-c—(p—cN)N=(p—0)'
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VI(X,Y) = (X,Y) + (Sy(X),Y)p—¢,N), VX, Y € T,M.

Teorema 1.1.1 (Primeira Formula de Minkowski). Seja ¢ : M — R™" uma hipersuper-
ficie mergulhada, compacta e orientada. Entao

1 af

1+ H({p,N))dS = — -

| arnapas -+ [ A

onde p = ¢(p) e H € a curvatura média de ¢.

Demonstragao. Considere f : M — R dada por f(p) = 3||¢(p)||* ¢ uma base de T,M

formada por diregoes principais {es, ..., e, }, . Entdo, pelo Exemplo 1.1.2, temos que

V2f (e e:) = (e, ei) — (Sn(ei), e)(p, N) = 1+ ki{x, N) (1.6)

onde k; sdo as curvaturas principais de M em p. Mostremos que Af = n(1 + H(p, N)).

Somando em i = 1,...,n na equagao (1.6) temos

n

Af = Z(l—l—k‘i@aN))
= 4 Y0 kilp, N)
= n+nH(p,N)
= n(1+ H(p,N)).

agora integrando ambos os lados,

/ Af - 1dvolgn+1 = n/ (1+ H(p,N)) dvolgn+1
M M

e usando a Férmula de Green

—/ Vf-Vidvolgnt + of _ n/ (14 H(p, N))dvolgn+1
M om Ov M

entao,

o _ n/ (14 H(p, N))dvolgn+1
anr OV M

L[ of_

= 1+ H{p, N))dvolgnt1
n aMaV M( + (p, >) VOlpn+

O

Definicao 1.1.24. Seja M uma hipersuperficie do R"™! e p € M, dizemos que p é um

ponto umbilico de M se toda as curvaturas principais em p sao 1guais.
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Definicao 1.1.25. Seja M uma hipersuperficie do R"*1, dizemos que M ¢é uma hipersu-

perficie umbilica se todo ponto p € M for um ponto umbilico.

Teorema 1.1.2. Seja ¢ : M™ — R™ ! uma imersao isométrica umbilica de uma variedade
Riemanniana coneza M™ em R"*. Entao, (M) esta contida em um hiperplano ou, ¢(M)
esta contida em uma esfera. Além disso, se a hipersuperficie for compacta, ela € igual a

esfera .



Capitulo

2

Variacoes de area e estabilidade

Neste capitulo, expressaremos as féormulas de primeira e segunda variagao de area.
Nosso objetivo é obter, a partir destas formulas, consequéncias geométricas e assim definir
de maneira natural a nocao de estabilidade de uma hipersuperficie.

Seja ¥ C B C R"™"!' uma hipersuperficie orientavel e ¢ : ¥ — B uma imersao.

A segunda forma fundamental A de X, é o endomorfismo A(X,Y) = —(VxY)¥, com
1

X,Y € TX. O vetor curvatura média de X é definida por H = —TrA.
n

Defini¢ao 2.0.26. Uma variacio de X C B € uma familia de imersées ¢ : X x [0,€¢) — B
tal que ¢(z,0) = x para todo x € ¥ satisfazendo ¢p(0%, ) = ¢(3,-) N IB. Dizemos que a
variagao € propria (ou de bordo fixo ) se ¢(x,-) = x para todo x € OX.

Um campo X € (TY) dado por X (z) = d(p(x,o)a ¢ chamado campo variacional da varia-
¢ao ¢.

Se ¢(x,-) = = para todo v € K¢ onde, K CC ¥ € um conjunto compacto, dizemos que a

vartacao tem suporte compacto.

Uma variagao é dita normal quando o campo variacional é da forma & = f(p)N(p),
para alguma fungao f : ¥ — R suave, onde N(p) é o vetor normal a 3 em ¢(p,0). Entao

é natural considerar as seguinte fungoes:

A(t) = /dVOlEt
b

V(i) = / &*dvolgnin
2x[0,¢t]

onde dvoly, é o elemento volume de ¥; na métrica inducida por ¢; e dvolgn+1 € 0 elemento

volume canénico de R™™. V(¢) representa o volume com sinal delimitado pelas hiper-
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superficies ¢(-,0) e ¢(-,t). Dizemos que a variagdo ¢ preserva volume se V(t) = V(0),
vt € (0,¢).

2.1 Primeira Variacao de Area

Teorema 2.1 (Primeira Variagio de Area). Seja ¢ : ¥ x (0,¢) — M uma variagdo de
¥ C M cujo campo variacional serd denotado por X. Suponhamos que Y € orientdvel e

compacta Entao

A(t) = — /E g(X, H)dvoly, + / g(X, v)ds,

dt 0%

t=0

em que v € o campo normal exterior ao bordo de X e tangente a X, caso 9% # (; dvoly,

€ o elemento de volume de X e ds € o elemento de drea de 0.

Demonstragao. Seja (r;) uma carta local sobre X e nesta carta definamos g;;(t) = g(¢s,, ¢x,),

) 88 ~. Denote o elemento de volume de ¢(X,¢) por dvoly, := \/det(g;(t))dx.

Ly
Faga vy = +/det(gi;(t))+/det (g7 (0)) , se g;; sao os coeficientes da métrica de ¥ induzidas

pela carta z;, entao pelo lema A.7 temos que .

det(g;;(t)) det(g"(0)) = det(gy;(t)) det (g7 (0))

Dali,

Alt) = /EdVOIEt
N /2 \/det(gn(t))\/ det(g7(0)) det(gi;(0))dx

= viy/det(g:;(0))dx
[ vfaetias0)
= /z/tdvolg0

b

A(t), basta calcular %

V¢, poOis
t=0

d d _
GA® = [ S/det(gT0))da.

d
Assim para calcular —
dt],—

Agora, para calcular | vem algum ponto x € X, escolhemos uma carta em ¥ de
t=0

modo que, em z, tenha-se g;;(0) = &;; e portanto /det(g;;(0)) = /det(g%(0)) = 1; temos
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que, Vg, ¢z, — Vg, ¢r = [¢1, ¢z;] = 0. Com isso obtemos, em z, que

dt

t=0

\/det gij(t))v/det(g%(

d

L d t

> oo 92] dt S (gw( )
1d

§d_ det(gw( )

1

§tr<g]<o>>

1< d

5 2_: % ¢xzv¢xz)

=1

1 k
52 20(Vo s, 6r.)

=1

k
Z g(v(bzz Qboct ) ¢azl)
=1

k
vy = Z g(v@ciX? ¢x7,)

t=0 i=1

k

k
i=1

= dive X" + divg XN

=1

= divs X" — g(X, H)

Pelo Teorema A.4 no apéndice , temos

Onde usamos que g(v, XT) =
g(v, XN) =0.

/ d’i’UzXT
by

/dingTdvolgo—/g(X, H)dvoly,
5 5

/ g(u,XT)ds—/g(X,H)dvolgo
% 5

/ g(y,X)d:s—/g(X,H')dvolg0
% 5

— g(X, H)dvoly,

g(v, X) pois, v ¢ um campo tangente a ¥ e portanto

]
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Corolario 2.1. Se ¥ é compacta (se ela tiver bordo, suponha que a variagdo seja propria)

ou se a vartacao tem suporte compacto, entao

At) = — / g(X, H)dvoly,
it g

Definicao 2.1. Uma subvariedade imersa, ¥ C M™, é dita de minima, se seu campo de
curvatura média € identicamente nulo. De outro modo, ¥ € minima se, e somente se, ela

for um ponto critico do funcional volume, para qualquer variagao de suporte compacto.

Observagao 2.1. Se X¥ C M™ é uma subvariedade imersa e orientada, entdo fz divs X =
0 para todo campo vetorial, X, ao longo de X, com suporte compacto ou tal que X |ox= 0

(caso O # () se, e somente se, 3 € subvariedade minima.

Demonstracao. Tem-se

/ divg Xdvoly, = / divg X" dvoly, + / divg XN dvoly,
¥ ¥ Y

= / g(XT,I/)dVOIZt—/g(X,H)dVOth
ox >

= — / g(X, H)dvols,.
)
Portanto, fz divs X dvoly, = 0 para todo X nas hipoteses se, somente se, H = 0. O

Observagao 2.2. Suponha que X¥ C M™ esteja imersa e seja X um campo vetorial sobre

M, entao

d’iUzX = diUZXT + diUZXN
= divg X" — g(X, H).

Portanto, divs X = divs XT para todos os campos vetoriais sobre M se, e somente se, ¥

€ minima.

Corolario 2.2 (Harmonicidade das fungoes coordenadas). % C R™ serd minima se, e
somente se, as restri¢oes das funcoes coordenadas de R™ sobre 3 forem funcoes harmoni-

cas.

Demonstragao. Seja n € C5°(X), entdo ne; ¢ um campo sobre ¥ com suporte compacto



2.2 Segunda variagao de area 22

2.1, temos

0 - /Z divs(mes)
_ /Z (Ven, &) + ndivse;
= [ (vsne)
_ /Z (Vsil, Vant,)
_ /Z (Vs (Vanzi)T + (Vanas) V)
_ / (Vs, (Vanzs)")
_ /E (Vs Vsszs).

Pela primeira férmula de Green,

Como 7 é qualquer, Ayz; = 0. H

2.2 Segunda variacao de area

Teorema 2.2 (Segunda Variacdo de Area). Suponha que ¥* C M™ seja uma subvari-
edade minima. Seja ¢ uma variacao normal de X com suporte compacto e cujo campo

variacional seja X, entao

d2
dt?

Al = =Y /E G(AD,;), X)2dvols,

=0 i,j=1

+ / |VJEVX|2dvolg0
b

k
-3 / g(Ry (X, 8;)0;, X )dvols, .
i=1 V2
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Demonstragio. Como antes, sejam (z;) coordenadas locais sobre X, g;(t) = g(¢q,;, ¢;) €

vy = +/det(gi;(t))/det(g%(0)). Entdo,

d2
dt?

d2
At) = /_
t:0(> ZdtQ

d2

Pelo lema (A.1.1)do apéndice e a regra da cadeia, temos

vey/det(g;;(0))dx

t=0

vidvoly, (2.1)
=0

1 1 d
pr detg(t) = §Tg(t)£detg(t)
1 1 / lm
= §mtr[9q<t>9 (t)]

Dai, multiplicando os dois lados por /det(g%(0)) temos

2il/t = tr(g};(t)g"™ ().

dt
Com isso,
d? d m
2@’4& = a{tr[ggj(t)gl (t)]ve}
d d
= Al (g™ O v + trlgi; (D™ ()] v
d
= trlgi(1)g™ (8) + i (1) (g") (B)]vn + trlgl; (H)g™ (1)) v
1 d
= trlgls(1)g™ (8) + gi; (1) (g™ (O)ve + trlg; (g™ (D)) 5trlgl; (g™ (B)] v
1
= trlgf(t)g"™ (1) + g (t) (") ()]ve + §{t7“[9§j(t)glm(t)]}2vt (2.2)
d2
Para avaliar p7el v, em algum ponto x € 3, pode-se escolher o sistema de coordena-
t=0

das (z;) ortonormal em z. Diferenciando g% (t)grm(t) = i, obtém-se (g'%) () grm (t) +
g*(t)g,,.(t) = 0, dai, (¢"*)'(0) = —dg,,,(0) e portanto, (¢"*)(0) = —dyng),,(0). Usando
(2.2). tem-se

d2

22—

| =gy (O)] = el (0)gh, 0)] + 5 {1rlgl, 001 (2.3

t=0

Por outro lado, usando que
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V¢t¢wi - v¢xi¢t = [¢ta Qb:cz] =0, (24)

que a variacao ¢ normal e que a segunda forma fundamental é simétrica, encontra-se

d

dt|,_,
= 019(ba ¢xj)
= 9(Vyuis Ou;) + 9(Puis Vi 02;)
(Ve 00 60,) + 9(00, Vo )
= 00,9(0t, a;) — 9(01, Vo, Oa;) + 02,9(0ai, &) — (Vo Guis O1)
460 Ve 00) — 9(T G )
= —g(¢r, (v¢xi C%-)N) - 9((V¢zj C%-)Na oy
= —9(¢t, A(bz;s 92;)) — 9(A(Pa;, Da,), 1)
= —29(dt, APz, Ox;))-

(2.5)
Com isso,
ol = 360
= Z _29(¢t7 A(¢$17 ¢m]))
= 2 (% > A6, ¢>xi)>
= _29(¢ta H)
= 0,
pois ¥ é minima. Usando isso em (2.3) obtém-se
d2
205| ve=trlg(0)] — tr(gi;(0)91, (0)] (2.6)
t=0

Note que, em z, tem-se
k
trlgh(0)] = ) gii(0)
i=1

k
= Z Qg(gbxitta qsz) + 29(¢$it7 ¢z,t> (27)
=1
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Usando (2.4), tem-se

k

k
Zg(¢witt7¢$i) = Zg<v¢tv¢t¢$i7¢$i)

i=1 i=1

k
= > 9(V4, Ve, b1 06x)
=1

k

k
= D 9(Ve Ve, 0t — Vi, Vbt = Vigep 106 02) + Y 9(Ve, Vi, b1, 62,)

i=1 =1

k
= > 9(Rar(6r, 62,) 1, ba,) + divs(y)-
=1
Substituindo em (2.7),
k k
i=1 i=1
k
= 2> g(Rur(¢t, ba,) b1, 6s,) + 2divs(re)
i=1

k k
+229< fitv Z;t) +229(¢£;\2t> Zt) (2.8)
i=1 i=1
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Usando (2.4) e que a variagao é normal, em z, tem-se

k

Z g<¢£t7 ¢£Zt) =

=1

k
Z g((v¢t¢$i)T’ (v¢t¢wi)T)

k

29V, 00", (Vo 0)")
1;1
>
=1

k
Z g(vqﬁxl th, ¢m])g(v¢xl ¢t7 ¢$z )g(¢$] ) QSJCZ)

i,7,l=1
k
Z g(vqﬁzl ¢t7 ¢xj)9(v¢zl qbtv ¢CI21 )5]l
3,5,0=1
k

Z g(v(ﬁzl ¢ta ¢x]~ )2

ij=1

k k
g (Z g(v@c, )¢ta ¢$j)¢3?j’ Z g(v(ﬁx, ¢ta ¢$Z)¢$l>

j=1 i=1

k
> A609(d1,02,) — 9(1, Vi, 02,) )

ij=1

k
Z {g(¢t> V%«i ¢Ij)}2
i,5=1
Jk
> 96, (Vg 62)N)
i,j=1
Jk
> 9( A, bs,), 01) (2.9)

ij=1

Também note, usando (2.4), que

k
:]c\iﬁ i\:t) = Zg<(v¢t¢1i)N7(v¢t¢wi)N)
=1

k
= D 9((Vou, 00", (Vo 00™)

k
= D (Vo )"
i=1

= |(_V§¢t)NI2 (2.10)
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Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8), tem-se

k
trlgi(0)] = 2divs(¢u) +2>  g(Ry(dr, ¢a,) . bs,)
i=1

k

+ ) 9(A(Sui ba,), 00) + 2\ V.

1,j=1

Usando (2.5)

tr(g5;(0)g1,(0) = Y gi;(0)g5(0)

ij=1

k
= Z gz/'j(O)Q
ij=1

k

= Z [—2g(14<¢x1; (sz)a ¢t]2

z’jl

= Z waw Qb:v] (bt)

4,7=1
Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.6) encontra-se

42 b

@ g(A(¢mi, ¢mj >¢t)2 + |V12V¢t|2

Vy = —
t=0 i

> )
=
k
Z g(RM(¢t7 ¢%)¢9Ew ¢t> + divE(tht)
i=1
Substituindo (2.13) em (2.1) e usando a observagao 2.1,

d2
dt?|,_

= - Z/ ¢xza¢xj ¢t> dVOlEo

4,7=1

+ [ 1980 Pavols,
b

k
- ZZI /E g(RM(¢t7 gban)gbm“ d)t)dVOlgO.

Denotando por ¢, = X e ¢,, = 0; em t = 0 concluimos o Teorema.

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Definigao 2.2 (Estabilidade). Dizemos que uma hipersuperficie minima, ¥, C B™, €
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estdvel se, para todas as variagoes proprias ¢ de ¥, tem-se A”(0) > 0.



Capitulo

3

Hipersuperficies estaveis CMC com
fronteira livre sobre uma bola

euclidiana

Seja B um dominio compacto convexo com R"*! com fronteira B nao vazia. Seja X
uma hipersuperficie compacta com fronteira 0¥ nao vazia. Seja ¢ : 3" — B uma imersao
de uma variedade orientével suave X tal que ¢(9%) = ¢(X) N IB.

Fixando um campo de vetores unitarios normais da hipersuperficie > por N, e denotando
por A como a segunda forma fundamental de ¥ sendo o endomorfismo A(X) = —VxN
donde X € TX. Além disso, vamos denotar por v como o vetor normal exterior de 0%

1
em Yque aponta para fora de X. A curvatura media de X é dada por H = —TrA.
n

Definicao 3.0.1. Uma hipersuperficie ¥ C B € de fronteira livre se ¥ intersecta 0B

ortogonalmente ao longo de 0.

A seguir alguns exemplos de hipersuperficies de curvatura media constante (CMC),
com fronteira livre, (aqui escrever os EXEMPLOS....)

Agora apresentaremos as nocoes de estabilidade para hipersuperficies de curvatura
media constante (CMC) com fronteira livre. Lembrando a definigdo 2.0.26 consideramos
a variagao suave ¢ : X x [0,¢€) — B tal que ¢(z,0) = x para todo x € 3, podemos definir

a seguintes fungoes:

A(t) = / dvols,
by

V(t) = / ¢" dvolgn+1
2x[0,t)
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onde V (t) representa o volume delimitado pelas hipersuperficies ¢ e ¢;. Além disso, vamos
dizer que ¢ é de volume preservado quando V' (t) = V(0), para todo t.

Seja

0

_ 99 _ 9
., ot

() = S(a)

(,0)

t=

como o vetor variagao de ¢ e definamos a fungao f por

f0) = (o 0.Nw) . e

Denotando v como a norma exterior ao longo de 9% e por ds como o elemento volume de
0% induzido por . Fixando um campo de vetores unitarios normais da hipersuperficies ¥
por N, e denotando por A como a segunda forma fundamental de ¥ sendo o endomorfismo
A(r) = =VxN, X € TY, e a curvatura media de 3 é dada por H = %TTA.

Entao como foi feito no capituo 2 e em [4], as formulas de primeira variacao podem ser

escritas como segue:

A'(0) = —n/EHfdvolg + 8Zf(N, v)ds

V’(O):/Efdvolg

onde dvols = dvols, em R""'. Segue que a imersio ¢ ¢ ponto critico do funcional
area A(t) para variagoes que preservam volume constante, serao as hipersuperficies 3 de
curvatura media constante com fronteira livre. Para cada funcao f € C*(X) sob ¥ com
fz fdvols, = 0. Fazendo como no capitulo anterior e em [4] para qualquer variacdo de

volume preservado, temos que a formula da segunda variacao de area é dada por :

I(f, f) = /E IVf|? — |As |2 f2dvols, — /82 TI(N, N) f2ds > 0.

Em [4], Ros e Vergasta estudaram hipersuperficies CMC estaveis com fronteira livre

quando B é uma bola, e mostraram o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Ros - Vergasta). Seja B C R™ uma bola fechada, com n > 3. Seja ¥ C B
uma hipersuperficie estavel de fronteira livre CMC' cuja fronteira estd mergulhada em B.
Se L denota o comprimento da fronteira de 0%, A € a drea de X3 e vale L > nA, entdo X

€ totalmente geodésica ou estrelada com respeito ao centro da bola.

Para melhorar o resultado acima, E. Barbosa usou um lema de estabilidade tipo Nunes

para mostrar que a desigualdade L > nA é sempre satisfeita. Mais precisamente, ele
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obteve o seguinte resultado:

Teorema 3.2 (Ezequiel Barbosa). Seja B C R", n > 3, uma bola fechada. Seja ¥ C B

uma hipersuperficie estdavel de fronteira livre CMC em B, entao

1 1+4 1)H?
nASLﬁnA( +\/ +2(n—|—) )
Em particular, se 0% estd mergulhado, temos que Y € totalmente geodésica ou estrelada

com respeito ao centro da bola.
Como uma consequéncia direta deste teorema, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.1. Seja B C R", n > 3, uma bola fechada. Se ¥ € B € uma hipersuperficie

estavel CMC' com fronteira livre mergulhada em B e 0 € X, entao X € totalmente geodésica.

Note que para n = 3 obtemos uma classificacao topologica completa para superficies

de fronteira livre cuja fronteira estd mergulhada (ver teorema 11 em [4]).

Corolario 3.2. Seja B C R® uma bola fechada. Se X € B ¢é uma superficie estdvel de

fronteira livre CMC, entdao X € um disco totalmente geodésico ou uma calota esférica.

E importante mencionar que o corolario 3.2 foi mostrado por 1. Nunes [5] usando
um importante resultado de estabilidade e um argumento de balanceamento tipo Hersch
modificado para obter um melhor controle sobre o género e o nimero de componentes
conexas da fronteira da superficie. De fato, I. Nunes provou um resultado mais geral que,

junto com o teorema 11 em [4], n6s d4 o resultado acima como corolario.

Teorema 3.3 (I. Nunes). Seja Q € R um dominio convexo, compacto e suave. Suponha

que a sequnda forma fundamental 119¢ de 0% satisfazendo a condigio de pinzada
o0 3
kh > 119 > (§> kh,

para alguma constante k > 0, onde h denota a métrica de R? induzida sobre 0Q. Se X C Q
€ uma superficie estavel CMC' compacta orientdvel, e mergulhada de fronteira livre, entao

Yl tem género zero e X tem no mdximo duas componentes conexas.

A fim de provar o teorema 3.2, E. Barbosa usou a mesma ideia que foi aplicada por
I. Nunes na prova do resultado principal para o caso de superficies com fronteira livre
em [5]. I. Nunes mostrou que a estabilidade de uma superficie CMC de fronteira livre

implica que a forma quadratica dada pela segunda variacao de area é nao-negativa para
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toda funcao f tal que f = 0 sobre 0% independentemente de ser satisfeita a condigao
fz fdvoly; = 0 ou nao. E esse resultado que chamamos o Lema de Estabilidade de tipo
Nunes.

Entao I. Nunes foi capaz de aplicar o argumento de balanceamento tipo Herch para obter
um melhor controle sobre o género de . E. Barbosa usa essa mesma ideia para dimensao

maior ou igual a 3, combinada com alguns resultados de Ros-Vergasta.

3.1 Lema de Estabilidade do tipo Nunes

Lema 3.4 (Lema de Estabilidade tipo Nunes). Seja ¥ uma hipersuperficie estdvel
imersa em B, com uma curvatura média constante e com fronteira livre.
Se f € C®(X) € tal que f(x) =0, Y x € J%, entdo

_ 2 2 2 1 fgfd’le)Q

Em particular, se f € C>®(X) € tal que f(x) =0, entao

100 = [[9F P |As P fduols > 0
2
Demonstrac¢ao. Seja f; uma funcao teste, tal que f; = (e;, N) donde {e;} é a base canonica
de R+,
Afi+1AsPfi=0 (3.1)

Como X é estavel, sustituir em

10/, ) = /E [VF 2= | As 2 fodvols — /8 (N, V) f2ds

>

entao, temos
I(fi, [7) :/ | V fi \2 — | As |2 ffdvolg —/ II(N, N)ffds
by )

dai somando em ¢

n+1 n+1 n+1

i i) = 12 2 £2 B 2
S 1o g = [ S IVAR < A5 ol = [ S W) s
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Por outro lado, usando a afirmacao 3.1

- / (LA + | As|? f2)dvoly

Dai usando a férmula de Green

—/ \Vfi|2dvolz+/ fiafids—i—/ | As|? fZdvols,
by oy Ov by

entao,temos

/‘Vfi|2d?)0lg—/ |AE|2fi2dUOZE: flafz
by b

logo somando em ¢ e somando ambos os lados — [, Z”+1 II(N, N)f2ds

/RZHWJCZP | As| f2dvolg—/ RZHHNNﬁdS_/ nzﬂ(flﬁfz

entao

n+1 n+1

> 1nf) = / Zfz (N, N) f2ds
como M2 = N2 =1, (fi = (e, N) se e somente se N = fie, + -

n+1
%1 " o <Zf >

n+l n+1 n+1
(Zf) Za () = Z2fl /i

1n+1 a n+1
:>§; Zfz z

dai 3.2 fica como segue

n+1

n+1
> o1 f) = n ;%(ﬁ)%— [ nemzas

+ frs1€nt1),
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n+1 n+1
STI(ff) = / >onw, mts
i=1 =1

= / II(N,N) f;ds

Afirmamos que dado f € C*(X) tal que f(z) = 0, Vo € 0% entdo existe i € {1,--- ,n+1}
tal que

I(fi, fi) < — II(N,N)d i 3.3
ef) € =g [ TN.N)s e fi f 3.3)
De fato, suponhamos que a afirmacao é falsa , isto é Vi € {1,--- ,n+ 1} temos
I(f;, f; II(N, N ;= 4
(o f) > =g [ TN Nyds e fi= ] (3.4)

Somando I(f;, f;) de 1 até n + 1
n+1

Zj(f“fz) =I(f1, fi) + -+ I(fat1, frs1)

Suponhamos, sem perda de generalidade que a condic¢ao 3.4 é valida para m elementos,

onde m sao os m primeiros

n+1
Z[fzafz - f17f1> I(fm;fm)+[(fm+17fm+l)+"'+[(fn+17fn+1>
n+1 m
> I(fi fi) II(N,N)ds , m<n+1
: n+1 Jos
=1
eos I(f;, fi) comi=m+1,--- ,n+ 1 sdo zero, por calculos feitos anteriormente

n+1

m
_/aEH(N,N)dS—;I(fiafi) nt1

II(N, N)ds

1)

—/ (N, N)ds > —— /H(N,N)ds
ox n+1/ox

< m —1)/ II(N, N)ds > 0
n+]. on

m
1 > 1 implica m > n + 1 o que é uma contradi¢ao poi m < n + 1.

n
Portanto, seja f; satisfazendo a condigao 3.3. Note-se que a estabilidade de ¥ implica que
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fZ fidUOlz 7é 0.
Caso contrario teriamos que fz fidvols, =0 dai I(f;, f;) > 0.

Suponha que fz fdvols, # 0 e considere a funcdo f = c¢- f donde

s, fidvols,
fz fdvols,

C =

- f fz)
) =2I(f. fi) + I(fi. f3)
fif) =2I(F, fi) + I(fi, f) (3.5)

IA A

I(f
I(f,
c*I(

I(f’fl
/Vf Vfi— A% f- deUOlz—/

[)))

(
( (Afi)f + (%’;)f—/ 22'f'fidelz—/BEH(NaN)f'fidS)
(-
(-

|
o

I
o

(N, N)f~fz-ds)

I
o

I
o

dfi
(Af)f+ A% f- fz)dvoler/E(ay)f—/BZH(N,N)f.fids)

0fi
f (Af;) + AZ - fz)dvolg%—/z(6y)f—/aEH(N,N)f.fids>

E

= c-
by
= 0

= I(f?fi)

Usando em 3.5 tem-se

o
IA

CI(f, f) +1(fi, f)
1
< CQI(faf)_n+1 o5,

II(N, N)ds

Entao

<I(f.f) (3.6)
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reemplazando o valor de ¢ em 3.6
1
n——|—1f82 H(N, N)dS ](f f)
[y, fidvols\? ’
s, fdvols,
dai )
. fidvols, 1
1 z II(N,N)d 3.7
0> () s v s 5.7)
Usando a Desigualdade de Holder com p =2 =g e S f2 = |N|? = 1, temos
2 2 2
</ fidvolz) = / fidvoly| < (/ ]fi]dvolg)
b 2 b
1/2 1/27 2
< </ ]fiIZdvolg) (/ 12dv0l2)
) b
_ (/ ]fz-]2dvolg) A
)
< A-A
entao
2
(/ fid’UOlE) S A2
)
reemplazando a desigualdade em 3.7, obtemos
1 5. fdvols, 2
1 > z II(N,N)d
10z o (B [ s
o que finaliza a prova.
]

3.2 Demonstracao do teorema principal

Teorema 3.5 (Ezequiel Barbosa). Seja B C R™, n > 3, uma bola fechada. Seja 3 C B

uma hipersuperficie estdavel com fronteira livre CMC em B, entao

2
nASLgnA<1+\/1+4(n+1)H)

2
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Em particular, se 0% estd mergulhado, entdo . é totalmente geodésica ou estrelada com

respeito ao centro da bola.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¥ C B é uma hipersuperficie estavel de fronteira livre,
e seja u = (¢, N) a funcio suporte de 3, onde ¢ ¢ uma imersao de ¥ em B, |o]? é o
quadrado da norma da segunda forma fundamental de > com respeito a NV o que satisfaz

a seguinte equagao,

Au+lol>u = —nH, X ‘ (3.8)
u = 0, o0
Além disso, tomando a divergéncia da componente tangente ¢ — ulN
div(yp —uN) =n+nHu (3.9)

integrando ambos os lados temos

/ div(v — uN)ds = /(n + nHu)dvols,
0%

by

/ (1 —uN,v)ds = n/(l + Hu)dvols,
ox

3

v € a normal a 0%

/ <¢>V>d5 = n/(l‘i‘HU)dUOlz
ox »

= n(A+/Hudvolg)
b

segue do teorema da divergéncia A.4, que

L=n <A + / Hudv0l2> (3.10)
2

Desde que u = 0 em 0Y e pela estabilidade de 3. Primeiro , multiplicando por u &
primeira equacao de 3.8

—nHu = ulu + |o|*u?
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agora integrando e usando Green

—/nHudvolg = /uAu+|a|2u2dvolg
> s

= — uds—/|Vu| dvol2+/ |lo|*u?dvols,
% 81/

/nHudvolg = /|Vu|2dvolg—/\a]2u2dvolg
o 2 b

e pelo Lema de estabilidade de tipo Nunes
I(u,u) >0

1sto é

nH - / udvoly, :/ Vsul? — |o]*u*dvols, > 0
s s

Note que se H = 0 entao L = nA.

Primeiro como foi feito por Ros- Vergasta em [4] mostraremos que u > 0 ou u < 0 sobre
3.

Suponhamos por contradi¢ao que u muda de sinal. Consideremos X% e ¥~ subconjuntos

de ¥ onde u ¢ positivo e definimos u™, u~ € H'(X) por

u(p) se pe Xt
)= "W .
0 se peX\X

u_(p):{ u(p) se p € 3~
0 se pe X\ X~
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Assim, temos
It ut) = / (Vsu®, Vst — |of2(u*)2dvols
>
- /(Vzu, Vsu®) — |o*u - utdvols,
>
= —/Au-u+dv0l2+ —u+ds /|a|2u utdvoly,
b os OV
= —/ (Au+ |o|*u) uTdvols
>
= —/(—nH) ut dvols,
>

= nH / utdvols,
2

entao, tem-se

I(ut,ut) = nH/ ut dvols,
s

e analogamente

Iu",u™) = nH/ u” dvoly,
>

Agora definamos @ = u* + au~, onde a é uma constante positiva tal que fz udvoly, =0 e

além disso @ nao é identicamente nula e

I(u,a) = I(u"+au",u" +au”)
= I(whu") +al(u,u") +al(ut,u™) +a®I(u",u)
= I(u",u") +2al(u",u") +a* I(u u”)
= nH/qurdvolg - 2a/< ut) — |AgPu"ut dvols + aQnH/Eu_dvolg

1

= a(—nH/u*dvolg#—nH/aU_dvolg)
a b s
1

= a(—nH/u+dvolg—nH/u+dvolg>
a b )

= a(—nH/udvolg—nH/u+dvolg>

> o

= —anH/u_+u+dv0lg
b

= —anH/udvolg
b

Como em Ros-Vergasta em [4], obtemos isso ou v > 0 ou u < 0 sobre ¥. Podemos escolher
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a orientacao em X tal que u > 0.

Desde que H # 0 e fz HudA > 0 nés conseguimos que H > 0. Portanto, u satisfaz:
u>0,u=0em d¥ e Au = |o]>u — nH < 0. Pelo principio do maximo para fungoes
subarmoénicas, obtemos que u é estrictamente positiva no intd. Entao fz udvols, # 0.
Resulta do Lema de Estabilidade de Nunes, que

N)ds

1
/ Vsul? = |As|*u’dvols, > >
) +
_ L 2 udvolg
n+1

L dvol
n/Hudvolg > (fzu Vo
N n+

desde que n [, Hudvoly, = [, |Vsul|* — |[As*u*dvols. De (3.10) temos que

Daqui obtemos

(3.11)

fz udvols, L —nA

A  nHA

Entao, de (3.10) e (3.11), concluimos que

L fudvolg 2 L L—nA\?
L =nA+nH > nA z =nA
nA-+n /Zudvolg_n +n+1( 1 ) n +n—|—1<nHA>

Isto implica que,

L (L-—nA\"
L —nA>
" _n—i-l(nHA)

Portanto
L? —nAL —n*A*(n+1)H* <0

O que implica

2
LS”A(1+\/1+;1(7L+1)H)
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Apéndice

A.1 A derivada do determinante

Lema A.1. Seja X(t) = (a;;(t)) com, t € I, uma familia suave de matrizes n X n, tais
que X (0) = Id. Entao

LV det(x (1)) = tr(X'(0)

Demonstracao. Seja

IH(t) I‘u(t) l’ln(t)
O R
Tp1(t) Xpa(t) -+ Xpa(t)

) 10 - 0)

01 0

xXO=| |
0 0 1

Usando o desenvolvimento de Laplace para o determinante, temos

n

det(X(t)) = Z(—l)HjIlj (t) Xp5(t)

J=1

onde z;; sao os cofactores da matriz X(t), e X} ; a matriz cofactor, para j = 1,...,n.
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Logo,

prosseguindo indutivamente

= 21,(0) + 255 (0) + ... + 27,,(0)
= Tr(X'(0))

Segue deste Lema o seguinte resultado.

Corolario A.1.1. Seja B(t) = (b;;(t)) uma familia suave de matrizes invertiveis n x n.

Entao para todo s € (—¢,¢€),

Z| - det(B() = tr(B/(s)B7!(5)) det(B(s))

t=s
Demonstragao. Seja X (t) = B(t)B~'(s), e com X(s) = Id. Pelo lema de acima temos

que

det(X (1)) = %

d

dt

det(B(t)B~\(s))

t=s

det(B(t)) det(B~'(s))

t=s

= det Bl(s)% det(B(t))

t=s

— [det B(s)] " %

det(B(t))

t=s

Tr(X'(s) = [det B(s)] " L

= det(B()

t=s

Entao

% det(B(t)) = Tr(B'(s)B~Y(s) det B(s))

t=s
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A.2 Resultados Auxiliares

Definigao A.1. Dizemos que o conjunto limitado X C R™ é J-mensurdvel (mensurdvel
sequndo Jordan) quando, tomando um bloco A C R"™ que contenha X, a fung¢do caracte-
ristica xx : A — R € integravel. Quando X € J-mensurdvel, seu volume (vol X) é, por

definicao, a integral de sua func¢ao caracteristica:

volX:/XX(x)dx.
A

Uma importante caracterizacao dos conjuntos J-mensuraveis é dada por:

Teorema A.2. Um conjunto limitado X C R™ é J-mensurdvel se, e somente se, sua

fronteira 0X tem medida nula.
Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [11] p.364.

Teorema A.3 (Formula de Mudanga de variaveis). Sejam h: U — V um difeomorfismo
de classe C' entre abertos U,V C R™, X C U um compacto J-mensurdvel e f : h(X) — R

uma funcgao integrdavel. Entao foh : X — R € integrdvel e
[ fwdy= [ s |decrt(a)ids
h(X) X

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrado em [11], p.386.

Teorema A.4 (Teorema de Stokes). Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional

orientada, com fronteira OM, e seja w uma (n — 1)-forma suave sobre M com suporte

/dw:/ W.
M oM

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [10], p.359. Os dois Teo-

compacto. Entao:

remas abaixo sao casos particulares do Teorema de Stokes.

Seja ¢ : M — R™™! uma hipersuperficie compacta. Seja € uma regiao limitada de
R™*! cuja fronteira é M.

O elemento volume de R™*! serd denotado por dvolgn+: e o elemento de volume de M

serd denotado por ds.
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Teorema A.5 (Teorema da Divergéncia). Seja X um campo de vetores diferencidvel no
dominio compacto 2 C R e considere M = 0Q a hipersuperficie compacta formada

pela fronteira de ). Entdao:

/ (X, V>d8:/diUXdUOan+1
o0 Q

Onde N ¢é o campo normal exterior de M.

Teorema A.6 (Formulas de Green). Sejam f,g € C%(Q), entdo:

: 0
(i) [o Afdvolgni = [, 8—5(13

0
(i) Jy 99+ 9 fdvolpes = = fo FAgdvolnes + [ 52 - fds

(11i) [, fAg — gAfdvolgnin = [o f@ —95

Lema A.7. Sejam (p,U) e (¢, V) cartas locais sobre X3, com U NV # ).

ds

Escreva 1 o o (z) = (2 (), ... ,:fk(x)) Da regra da cadeia, temos
_ ozt
(Wop ) xe; = 97iC
Disso,

g = g(@*0;,¢%0)
= glo*(p ) xej,0x (971 xe)
= g(¢* (1/1’1) * (1 o'gofl) *ej, ¢ * (1/1*1) x (1o 90*1) * €)

oz’ oz*

_ —1 , -1y, 9
= (0r 0 Gheon ) S
loka _ _ oz*
= 3790 Doxendx (¥ 1)*€k)@

o' A NN
= g0 G
ozt 0z*

01T 9at



A .2 Resultados Auxiliares

45

Com 1isso,

det(g;1)

o (05, 03
N\ 027 T 9
det(J€) det(guy ) det(J€)
det(J€)* det(gin)-
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