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Resumo

TACURI, Margoth Simon, M.Sc., Universidade Federal de Minas Gerais, março
de 2018. O teorema de Eberlein-Šmulian e algumas aplicações. Orientador:
Remy de Paiva Sanchis. Co-orientador: Hamilton Prado Bueno

O principal objetivo desta dissertação é estudar a compacidade e compacidade
sequencial nas topologias fraca e fraca-estrela e detalhar a demostração do Te-
orema de Eberlein-Šmulian. Iniciamos este trabalho recapitulando resultados
que serão úteis no desenvolvimento da dissertação. No Capítulo 2, apresenta-
mos vários resultados sobre as topologias fracas e fraca-estrela. Em particular,
estudamos a compacidade e compacidade sequencial de conjuntos nestas to-
pologias. No Capítulo 3, são estudadas a metrizabilidade das topologias fraca
e fraca-estrela e é apresentada a demostração do Teorema de Eberlein-Šmulian.
Finalizamos este trabalho apresentando duas aplicações deste resultado; o Te-
orema de Dunford-Pettis e o Teorema de Krein-Šmulian.
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Abstract

TACURI, Margoth Simon, M.Sc., Universidade Federal de Minas Gerais, March,
2018. The Eberlein-Šmulian theorem and some applications. Adiviser: Remy
de Paiva Sanchis. Co-adiviser: Hamilton Prado Bueno

The main objective of this dissertation is to detail the proof of the Eberlein-
Šmulian Theorem and present some applications. We begin this work by re-
calling results that will be useful in the development of the dissertation. In
Chapter 2, we present several results on weak and weak star topologies. In
particular, we study the compactness and sequential compactness of sets in
these topologies. In Chapter 3, the metrizability of the weak and weak-star
topologies is studied and the proof of the Eberlein-Šmulian Theorem is pre-
sented. We conclude this work by presenting two applications of this result;
the Dunford-Pettis Theorem and the Krein-Šmulian Theorem.
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Introdução

A área do conhecimento na qual este trabalho se insere é a Análise Funcio-
nal. A Análise Funcional, é o estudo dos espaços vetoriais normados (espaços
de Banach), dos operadores lineares contínuos entre eles e também das propri-
edades topológicas de subconjuntos dos espaços de Banach, em particular os
subconjuntos compactos.

A compacidade é uma propriedade poderosa, e é usada de muitas maneiras
em diferentes áreas da matemática. Um dos usos mais populares de compaci-
dade é localizar o máximo ou minimo de uma função. Outro uso de compaci-
dade é recuperar parcialmente a noção de um limite ao lidar com sequências
não convergentes, passando ao limite de uma subsequência da sequência ori-
ginal (embora diferentes subsequências possam convergir para diferentes limi-
tes, a compacidade garante a existência de uma ponto limite, mas não singu-
laridade). O termo “compacto” foi introduzido em 1904 por Maurice Fréchet
para descrever aqueles espaços em que cada sequência tem uma subsequência
convergente. Esses espaços agora são chamados sequencialmente compactos.

Em espaços normados de dimensão infinita, o fecho de conjuntos limitados
não necessariamente é compacto: o número infinito de dimensões torna esses
conjuntos muito “grandes”. Com isso, nossa esperança de obtermos uma sub-
sequência convergente partindo de uma sequência limitada torna-se, em geral,
fútil.

Esse fato nos motiva a procurar uma nova topologia no espaço normado E,
de modo a aumentar a chance do fecho de um conjunto limitado ser um com-
pacto ou, mais precisamente, obtermos uma subsequência convergente par-
tindo de uma sequência limitada. No entanto, isso nos coloca diante de um
dilema: a abundância de funcionais lineares em E′ é decisiva em muitos re-
sultados da Análise Funcional, de modo que não podemos correr o risco de
termos menos funcionais lineares contínuos ao tentar criar essa nova topolo-
gia.

Assim, a topologia procurada em E deve estar intimamente relacionada
com a manutenção da continuidade dos funcionais em E′. A menor topologia
que mantém os funcionais de E′ contínuos é chamada topologia fraca no espaço
E.

Uma outra topologia será introduzida no espaço E′: a topologia fraca-estrela,
produzida por meio do mergulho canônico JE : E → E′′. Ou, em outras pala-
vras, ao mantermos a continuidade apenas dos funcionais Φ ∈ E′′ que estão na
imagem de JE. (Como E′ é um espaço normado, podemos repetir a construção
feita em E o obter a topologia fraca no espaço E′).

Um dos objetivos desta dissertação é o estudo da compacidade de con-
juntos nos espaços E e E′, considerados com a topologia fraca e fraca-estrela,
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2 Introdução

respectivamente. O objetivo principal é detalhar a demonstração do Teorema
de Eberlein-Šmulian descrito a seguir.

Šmulian em 1940 mostrou que os subconjuntos compactos na topologia
fraca de um espaço de Banach são sequencialmente compactos na topologia
fraca. Ele também tentou provar a recíproca deste resultado, assim como Phil-
lips (1943). No entanto, essa prova só foi obtida por Eberlein em 1947. Em 1967,
Whitley apresentou uma prova “elementar” do Teorema de Eberlein- Šmulian
em [17].

Devido ao resultado de Eberlein-Šmulian, existem vários estudos sobre
conjuntos fracamente compactos em espaços de Banach. Nesta dissertação
apresentamos algumas aplicações deste teorema: o Teorema de Dunford-Pettis
[2] e o Teorema de Krein-Šmulian [15], [18].

Passamos agora a descrever a organização da dissertação.
No Capítulo 1, apresentaremos alguns conceitos que serão usados no de-

senvolvimento de nosso trabalho. Este capítulo é dividido em sete seções. As
duas primeiras são dedicadas às definições e resultados básicos da Topologia
Geral e espaços localmente convexos, os quais serão muito importantes no de-
correr deste trabalho; as seções três, quatro e cinco versam sobre definições
e resultados básicos de Análise Funcional; a sexta seção estabelece definições
e resultados básicos sobre as medidas de Radon e na última seção apresenta-
remos, concisamente, definições e resultados sobre redes. A maior parte dos
resultados estão apenas enunciados, com suas demostrações dirigidas a outros
textos. Em determinados casos, especialmente quando considerarmos que tais
demostrações são importantes para uma melhor compreensão desta disserta-
ção, elas serão apresentadas detalhadamente.

No Capítulo 2, definiremos as topologias fraca e fraca-estrela, mostrando
que elas produzem espaços localmente convexos. Alguns resultados impor-
tantes serão apresentados: o Teorema de Mazur, que garante que o fecho de
um conjunto convexo na topologia fraca coincide com seu fecho na topologia
da norma do espaço E; o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, que prova que
a bola unitária fechada no espaço E′ é compacta na topologia fraca-estrela; o
Teorema de Goldstine, que mostra que a imagem da bola unitária fechada no
espaço E pelo mergulho canônico é densa na bola unitária fechada do espaço
E′′, quando esse é considerado com a topologia fraca-estrela; o Teorema de Ka-
kutani, que apresenta uma caracterização de espaços de Banach reflexivos. Na
última seção desse capítulo estudaremos a compacidade na topologia fraca e
fraca-estrela.

No Capítulo 3, estudaremos a relação da compacidade e compacidade se-
quencial nas topologias fraca e fraca-estrela. Na primeira seção, consideramos
a metrizabilidade destas topologias; nas seções dos e três temos como objetivo
detalhar a demostração do Teorema de Eberlein-Šmulian.

No Capítulo 4, mostramos duas aplicações do Teorema de Eberlein-Šmulian.
Na primeira seção apresentamos uma demostração detalhada do Teorema de
Dunford-Pettis, que garante que, em L1(X, ∑, µ), subconjuntos relativamente
compactos na topologia fraca são uniformemente integráveis e vice-versa; na
segunda seção mostraremos o Teorema de Krein-Šmulian, que prova que a
envoltória convexa de subconjuntos fracamente compactos de um espaço de
Banach são relativamente fracamente compactas.



Capítulo 1

Preliminares

Nosso objetivo neste capítulo é apresentar alguns resultados que serão úteis
para o desenvolvimento desta dissertação.

Não temos a pretensão de sermos completos ou autossuficientes. Assim,
algumas definições serão dadas, outras serão omitidas, principalmente aquelas
que julgamos serem de conhecimento usual.

Assuntos relativamente pouco frequentes terão uma exposição um pouco
mais detalhada, com a apresentação de exemplos e demonstrações; os mais fre-
quentes serão tratados concisamente, apenas compilando resultados que pos-
teriormente serão utilizados.

1.1 Topologia

Enunciaremos, a seguir, algumas noções elementares da topologia geral
que serão indispensáveis para a apresentação posterior das topologias fraca
e fraca-estrela.

Definição 1.1. Sejam X um conjunto qualquer e τ uma família de subconjuntos de
X. A família τ é uma topologia em X se

(i) ∅, X ∈ τ;

(ii) qualquer união de elementos de τ for um elemento de τ;

(ii) qualquer interseção de um número finito de elementos de τ for um elemento de
τ.

Se τ for uma topologia em X, o par (X, τ) é um espaço topológico. Os elementos de
τ são chamados conjuntos abertos de X. Um subconjunto F ⊂ X é fechado em X
se seu complementar Fc = X \ F for aberto (isto é, se Fc ∈ τ).

Muitas vezes denotaremos o espaço topológico (X, τ) simplesmente por
X, subentendendo a topologia τ definida em X. Ao tratarmos de diferentes
topologias no mesmo espaço X, explicitaremos a topologia considerada.

Observe que os conjuntos X e ∅ são, simultaneamente, abertos e fechados
em qualquer topologia definida em X.

Dado um subconjunto B ⊂ X, temos naturalmente uma topologia definida
em B, ao considerarmos abertos os conjuntos B ∩ A, em que A ∈ τ. Essa é a
topologia induzida no conjunto B pela topologia τ.

3



4 1.1. Topologia

Definição 1.2. Sejam τ1 e τ2 duas topologias em um conjunto X. Dizemos que τ1 é
menos fina do que τ2 se τ1 ⊂ τ2.

Definição 1.3. Seja (X, τ) um espaço topológico não vazio. Dizemos que B ⊂ τ é
uma base da topologia τ se todo aberto U ∈ τ for uma união (arbitrária) de elementos
de B.

Definição 1.4. Dados um espaço topológico (X, τ) e x ∈ X, uma vizinhança de x é
um conjunto V para o qual existe U ∈ τ com x ∈ U ⊂ V. Se B for uma base de τ,
uma base de vizinhanças de x é formada por todos os conjuntos em B que contêm o
ponto x.

Definição 1.5. Um conjunto X é um espaço métrico se nele estiver definida uma
métrica d, isto é, uma função distância d : X× X → [0, ∞) satisfazendo, para quais-
quer x, y, z ∈ X,

(i) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Algumas vezes explicitaremos a métrica em X, ao denotar (X, d) no lugar de simples-
mente X. A métrica d em X pode ser chamada, simplesmente, de distância em X.

Definição 1.6. Um par (X, ‖ · ‖), com X sendo um espaço vetorial, é um espaço
normado se estiver definida em X uma função ‖ · ‖ : X → [0, ∞) satisfazendo, para
quaisquer x, y ∈ X,

(i) ‖x‖ = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ para qualquer λ ∈ R;

(iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Uma norma ‖ · ‖ em X define uma distância em X ao considerarmos

d(x, y) = ‖x− y‖.

Em geral, denotaremos o espaço normado (X, ‖ · ‖) simplesmente por X.

Exemplo 1.7. Seja M um espaço métrico. Dizemos que A ⊂ M é um conjunto
aberto quando todo ponto a ∈ A for o centro de uma bola aberta B(a, r) intei-
ramente contida em A. Mais precisamente, existe um r > 0 tal que

B(a, r) = {x ∈ M : d(x, a) < r} ⊂ A.

É fácil verificar que, desse modo, está definida uma topologia τ em M, sendo
que

B = {B(a; r) : a ∈ M e r > 0},
é uma base para essa topologia.

Assim, os abertos de um espaço métrico são uniões arbitrárias de bolas
abertas. C



5 1.1. Topologia

Nesta dissertação estamos interessados em considerar os conjuntos X (em
geral, espaços normados) com diversas topologias, a fim de estudarmos as
noções de continuidade e compacidade com relação às mesmas.

Definição 1.8. Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. O fecho de A,
denotado por Ā, é a interseção de todos os subconjuntos fechados em X que contêm
A. O subconjunto A é denso se Ā = X. O espaço X é separável se ele possuir
um subconjunto enumerável e denso. O interior do conjunto A é a união de todos os
abertos contidos em A.

Caracterizamos a seguir a continuidade de uma aplicação entre espaços
topológicos.

Proposição 1.9. Sejam X e Y espaços topológicos. Então, as seguintes condições são
equivalentes:

(a) A aplicação f : X → Y é contínua, isto é, f−1(B) = {x ∈ X : f (x) ∈ B} é
um conjunto aberto em X para todo aberto B ⊂ Y.

(b) Para todo x ∈ X e toda vizinhança U de f (x) em Y existe uma vizinhança V de
x em X tal que f (V) ⊆ U.

(c) Para cada S ⊂ X tem-se f (S) ⊆ f (S).

Demonstração. [4, Proposição B23].

Para podermos definir as topologias fraca e fraca-estrela no espaço nor-
mado X, começamos recapitulando um resultado fundamental:

Proposição 1.10. Sejam X um conjunto não vazio, {(Yi, τi)}i∈I uma família de es-
paços topológicos e

{ fi : X → Yi}i∈I

uma família de aplicações. Consideremos

B =

⋂
j∈J

f−1
j (Uj) ⊂ X : J ⊆ I é finito e Uj é aberto em τj para cada j ∈ J

 .

São válidas as seguintes afirmativas:

(a) A família { fi : X → Yi}i∈I define uma topologia τw em X, da qual B é uma
base.

(b) τw é a topologia menos fina em X tal que fi : (X, τw)→ (Yi, τi) é contínua para
todo i ∈ I.

(c) Dado um espaço topológico (Y, τ), uma aplicação g : (Y, τ)→ (X, τw) é conti-
nua se, e somente se,

( fi ◦ g) : (Y, τ)→ (Yi, τi)

for contínua para cada i ∈ I.

A topologia τw é a topologia inicial em X definida pela família { fi : X → Yi}i∈I .



6 1.1. Topologia

Demonstração. [5, Capítulo I, ,§2, n◦ 3].

Enunciaremos a seguir distintas noções de compacidade que trabalharemos
ao longo da dissertação.

Definição 1.11. Um subconjunto K do espaço topológico X é compacto se, para cada
{Ui : i ∈ I} família de abertos em X tal que

K ⊂
⋃
i∈I

Ui,

existir um subconjunto finito J ⊂ I de maneira que

K ⊂
⋃
i∈J

Ui.

Proposição 1.12. Todo subconjunto fechado F de um espaço topológico compacto X é
compacto.

Demonstração. [19, Teorema 17.5]

Proposição 1.13. Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma aplicação contí-
nua. Então, se K ⊂ X for compacto, f (K) é um subconjunto compacto de Y.

Demonstração. [19, Proposição 17.7]

Definição 1.14. Um espaço topológico X é de Hausdorff se, para para quaisquer
x1, x2 ∈ X, com x1 6= x2, existirem vizinhanças U de x1 e V de x2 tais que U ∩V =
∅.

Teorema 1.15. Cada subconjunto compacto de um espaço de Hausdorff é fechado.

Demonstração. [6, Teorema 6.4]

Definição 1.16. Um subconjunto A de um espaço métrico X é totalmente limitado
se, para todo ε > 0, existirem pontos x1, . . . , xk ∈ A, com

A ⊂
k⋃

i=1

B(xi, ε).

Definição 1.17. Sejam X um espaço topológico e A ⊂ X um subconjunto.

(i) A é relativamente compacto em X se seu fecho A for compacto.

(ii) A é sequencialmente compacto se cada sequência em A possuir uma sub-
sequência que converge para algum ponto de A.

(iii) A é relativamente sequencialmente compacto em X se cada sequência em A
possuir uma subsequência que é convergente para algum ponto de X.

O próximo resultado caracteriza compacidade em espaços métricos.

Teorema 1.18. Sejam X um espaço métrico e A ⊂ X. As seguintes afirmações são
equivalentes:



7 1.2. Espaços vetoriais topológicos

(a) A é compacto.

(b) A é sequencialmente compacto.

(c) A é completo e totalmente limitado.

Demonstração. [7, Teorema P.25]

Estamos especialmente interessados na compacidade sequencial. Se o es-
paço X não for métrico, as equivalências dadas pelo Teorema 1.18 não serão
válidas. Como a topologia fraca, que introduziremos posteriormente, não pro-
duz (em geral) um espaço métrico, precisaremos de um conceito mais abran-
gente de sequência: a rede, que será apresentada na Seção 1.6.

1.2 Espaços vetoriais topológicos

Nesta seção estudaremos os espaços vetoriais munidos de uma topologia
em relação à qual as operações de adição e de multiplicação por escalar são
contínuas. Tais espaços incluem os espaços normados.

Começamos recapitulando algumas definições básicas que dependem uni-
camente da estrutura vetorial de um espaço:

Definição 1.19. Seja A um subconjunto qualquer do espaço vetorial E sobre o corpo
K. Então:

(i) A é convexo se (1− λ)x + λy ∈ A para todos x, y ∈ A e 0 ≤ λ ≤ 1.

(ii) A é equilibrado se λx ∈ A para todos x ∈ A e |λ| ≤ 1.

(iii) A é absorvente se, dado x ∈ E, existir δ > 0 tal que λx ∈ A para todo |λ| ≤ δ.

Proposição 1.20. Sejam E um espaço vetorial sobre K e A ⊂ E. Definimos a envol-
tória convexa de A, denotada por co(A), por

co(A) =

{
n

∑
j=1

λjxj : n ∈N, xj ∈ A, λj ≥ 0,
n

∑
j=1

λj = 1

}
.

Então co(A) é menor subconjunto convexo de E que contém A.

Demonstração. [14, Proposição 1.5]

A envoltória convexa do subconjunto A também é chamada de fecho convexo
do conjunto A.

Definição 1.21. Um espaço vetorial topológico E sobre o corpo K é um espaço
vetorial no qual está definida uma topologia de modo que sejam contínuas as aplicações:

(i) (x, y) ∈ E× E 7→ x + y ∈ E;

(ii) (λ, x) ∈ K× E 7→ λx ∈ E.
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Exemplo 1.22. É fácil ver que cada vizinhança de zero U em um espaço vetorial
topológico E é um conjunto absorvente. Para isso, basta usar a continuidade
da aplicação ν : K→ E, ν(λ) = λx, em que x ∈ U está fixo. C

Definição 1.23. Sejam E um espaço normado e C um subconjunto convexo, aberto e
que contém a origem. A aplicação

pC : E→ R, pC(x) = inf
{

a > 0 :
x
a
∈ C

}
é chamada funcional de Minkowski de C.

Definição 1.24. Um espaço vetorial topológico no qual cada vizinhança de zero con-
tém uma vizinhança convexa de zero é chamado espaço localmente convexo. Neste
caso, diremos que a topologia de E é uma topologia localmente convexa.

Exemplo 1.25. Espaços normados são espaços localmente convexos, uma vez
que as bolas abertas B(0, ε)ε>0 formam uma base de vizinhanças convexas da
origem. Veja [4, exemplo 8.2.3]. C

Proposição 1.26. Seja E um espaço localmente convexo. Então cada vizinhança de
zero contém uma vizinhança convexa e equilibrada de zero.

Demonstração. [14, Proposição 1.8]

Definição 1.27. Uma função p : E → R é uma seminorma no espaço vetorial E se
satisfizer as seguintes condições:

(i) p(x) ≥ 0 para todo x ∈ E;

(ii) p(λx) = |λ|p(x) para todo x ∈ E e λ ∈ K;

(iii) p(x + y) ≤ p(x) + p(y) para todo x, y ∈ E.

Note que uma seminorma p é uma norma em E se, e somente se, p(x) = 0
implicar x = 0.

Teorema 1.28 (Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach para espaços
localmente convexos).

Sejam E um espaço real localmente convexo e A um subconjunto convexo, equili-
brado e fechado de E, com 0 ∈ A. Então, para todos b ∈ E \ A e c > 0, existe um
funcional linear contínuo φ : E→ R tal que

φ(b) = c > sup{|φ(x)| : x ∈ A}.

Demonstração. [4, Teorema 8.4.6]

Em palavras, existe um funcional linear φ que “separa” os pontos de A do
ponto b ∈ E \ A.

Teorema 1.29. Sejam E um espaço vetorial e B uma família de subconjuntos conve-
xos, equilibrados e absorventes de E com as seguintes propriedades:

(i) Dados U, V ∈ B, existe W ∈ B tal que W ⊂ U ∩V.
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(ii) ρU ∈ B para todos U ∈ B e 0 < ρ < 1.

(iii) Dados U ∈ B e a ∈ U, existe V ∈ B tal que a + V ⊂ U.

Seja

τ = {A ⊂ E : para cada a ∈ A existe U ∈ B tal que a + U ⊂ A}.

Então:

(a) τ é uma topologia em E.

(b) Para cada a ∈ E, a família Ba = {a + U : U ∈ B} é uma base de vizinhança
abertas de a em (E, τ). Em particular, B é uma base de vizinhanças abertas da
origem em (E, τ).

(c) (E, τ) é um espaço vetorial topológico.

(d) (E, τ) é um espaço localmente convexo.

Demonstração. (a) Decorre imediatamente de (i).
(b) Seja a ∈ A com A ∈ τ. Pela definição de τ, existe U ∈ B tal que a +U ⊂

A. Como U é equilibrado (pois U ∈ B), temos 0 ∈ U. Assim, a ∈ a + U. Além
disso, de (iii) decorre que cada U ∈ B pertence a τ. Logo, {a + U : U ∈ B} é
uma base de vizinhanças abertas de a.

(c) Provaremos inicialmente que a aplicação

f : (E, τ)× (E, τ)→ (E, τ), f ((x, y)) = x + y

é contínua em um ponto arbitrário (x0, y0) ∈ E× E.
Pela Proposição 1.9 temos que provar que, para cada V vizinhança de f (x0, y0)

existe U vizinhança de (x0, y0) tal que f (U) ⊂ V.
De fato, se V ∈ B, decorre de (ii) que 1

2V ∈ B. Logo, por (iii), (x0 +
1
2V) é

uma vizinhança de x0 e (y0 +
1
2V) uma vizinhança de y0. Afirmamos que

U =

(
x0 +

1
2

V
)
×
(

y0 +
1
2

V
)

é uma vizinhança de (x0, y0) com f (U) ⊂ f (x0, y0) + V. De fato, sejam x, y ∈
1
2V arbitrários, então

f ((x0 + x), (y0 + y)) = (x0 + x) + (y0 + y)
= f (x0 + y0) + (x + y)

∈ f (x0, y0) +
1
2

V +
1
2

V ⊂ f (x0, y0) + V.

Agora provaremos que que a aplicação

g : K× (E, τ)→ (E, τ), g(λ, x) = λx,

é contínua em um ponto arbitrário (λ0, x0) ∈ K× E. De fato, dado V ∈ B,
decorre de (ii) que

U =
1

3(|λ0|+ 1)
V ∈ B,
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pois 1
3(|λ0|+1) < 1.

Como V é equilibrado (pois V ∈ B), temos que λ0U = 1
3

λ0
|λ0|+1V ⊆ 1

3V.
Como U é absorvente, existe δ, 0 < δ < 1, tal que µx0 ∈ U sempre que |µ| < δ.
Afirmamos que

g(B(λ0, δ)× (x0 + U)) ⊂ g(λ0, x0) + V.

De fato, sejam λ ∈ B(λ0, δ) e y ∈ (x0 + U), então

g(λ, y) = λy = λy− λ0x0 + λ0x0

= (λ− λ0)(y− x0) + (λ− λ0)x0 + λ0(y− x0) + λ0x0

∈ U + U +
1
3

V + λ0x0.

Uma vez que U +U + 1
3V + λ0x0 ⊂ 1

3V + 1
3V + 1

3V + λ0x0 ⊂ V + g(λ0, y0),
temos o afirmado.

(d) U ∈ B é convexo por hipótese

Teorema 1.30. Seja E um espaço localmente convexo de Hausdorff. Então as seguintes
condições são equivalentes:

(a) E é metrizável.

(b) Existe uma base enumerável de vizinhanças da origem em E.

(c) Existe uma sequência de seminormas que define a topologia de E.

Se essas condições são verificadas, então existe uma métrica em E, invariante sob trans-
lações, que define a topologia de E.

Demonstração. [14, Teorema 5.4], [9, Cap 2,Proposição 2]

1.3 Análise Funcional

As letras E e F designarão espaços normados sobre o mesmo corpo K, com
K denotando o corpo dos números reais R ou o dos números complexos C.

A bola unitária fechada no espaço E e a esfera unitária serão denotadas,
respectivamente, por

BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} e SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}.

Relembramos que a bola aberta de centro em x ∈ E e raio r > 0 é denotada por
B(x; r).

Relembramos o resultado básico que caracteriza aplicações lineares contí-
nuas entre espaços normados E e F.

Proposição 1.31. Sejam E, F espaços normados e T : E → F linear. As seguintes
afirmações são equivalentes:

(a) T é lipschitziana.
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(b) T é contínua na origem.

(c) sup {‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} < ∞.

(d) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖Tx‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [4, Proposição 2.1.1].

Exemplo 1.32. Sejam E, F espaços normados. A aplicação linear T : E → F é
contínua se, e somente se, T(A) for limitado em F sempre que A for limitado
em E. C

O espaço vetorial das aplicações lineares contínuas T : E→ F entre os espa-
ços normados E e F será denotado por L(E, F). Nesse espaço consideramos a
norma

‖T‖ = sup
x∈SE

‖T(x)‖ = sup
x∈BE

‖T(x)‖.

Quando F for o conjunto dos escalares K, denotaremos E′ ao invés de
L(E, K). Esse é o dual topológico de E, isto é, o espaço de todas os funcionais
lineares contínuos em E.

O próximo resultado apresenta algumas propriedades importantes das apli-
cações em L(E, F). Essas serão utilizadas livremente nesta dissertação.

Proposição 1.33. Sejam E, F espaços normados.

(a) A expressão dada para ‖T‖ realmente define uma norma no espaço L(E, F).

(b) ‖T(x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖ para todos T ∈ L(E, F) e x ∈ E.

(c) Se F for um espaço de Banach, então L(E, F) também é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [4, Proposição 2.1.4].

Corolário 1.34. O dual E′ de qualquer espaço normado E é um espaço de Banach.

Exemplo 1.35. Subespaços próprios de espaços normados têm interior vazio.
De fato, seja G um subespaço do espaço normado E, com G 6= E. Suponha

que o interior int G 6= ∅ e tome x ∈ int G. Por hipótese, existe r > 0 tal que
B(x, r) ⊂ G. Tome então z ∈ E \ G e considere y = x + r

2
z
‖z‖ . Uma vez que

‖y − x‖ = r
2 , temos y ∈ B(x, r). Mas, como x, y ∈ G e G é um subespaço

vetorial, temos que

(y− x)2
‖z‖

r
= z ∈ G,

o que é uma contradição. C

Teorema 1.36. Todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Banach. Con-
sequentemente, todo subespaço de dimensão finita de um espaço normado E é fechado.

Demonstração. [4, Teorema 1.1.6]

Proposição 1.37. Se E for um espaço vetorial normado de dimensão finita, então os
compactos em E são precisamente os conjuntos limitados e fechados.
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Demonstração. [4, Proposição 1.5.1]

Teorema 1.38. Um espaço normado E tem dimensão finita se, e somente se, a bola
unitária fechada BE for compacta.

Demonstração. [4, Teorema 1.5.4]

Dado um subconjunto D de um espaço vetorial normado E, denotaremos
por [D] o subespaço vetorial de E gerado por D, isto é, o conjunto de todas as
combinações lineares (finitas) de elementos de D.

Lema 1.39. Um espaço normado E é separável se, e somente se, existir um subconjunto
enumerável A ⊂ E tal que [A] seja denso em E.

Demonstração. [4, Lema 1.6.3]

Teorema 1.40. Seja E um espaço de Banach. Se E′ for separável, então E também é
separável.

Demonstração. [1, Teorema 3.26]

Teorema 1.41 (de Baire).
Sejam (M, d) um espaço métrico completo e (Fn)∞

n=1 uma sequência de subconjun-
tos fechados de M tais que

M =
∞⋃

n=1

Fn.

Então existe n0 ∈N tal que Fn0 tem interior não vazio.

Demonstração. [4, Teorema 2.3.1]

Um dos principais resultados desta seção é o Teorema de Banach-Steinhaus,
que garante que uma família de aplicações lineares contínuas é uniformemente
limitada sempre que for pontualmente limitada. Mais precisamente:

Teorema 1.42 (de Banach-Steinhaus).
Sejam E um espaço de Banach, F um espaco normado e (Ti)i∈I uma família de

aplicações lineares em L(E; F) satisfazendo a condição de que, para cada x ∈ E, existe
Cx < ∞ tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < Cx.

Então supi∈I ‖Ti‖ < ∞.

Demonstração. [4, Teorema 2.3.2]

Corolário 1.43. Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e (Tn)∞
n=1 uma

sequência em L(E; F) tal que (Tn(x))∞
n=1 é convergente em F para todo x em E. Se

definirmos
T : E→ F, T(x) = lim

n→∞
Tn(x),

então T é uma aplicação linear contínua.

Demonstração. [4, Corolário 2.3.3]
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Enunciaremos agora um dos resultados mais importantes da Análise Fun-
cional; observe que esse enunciado abrange os funcionais lineares tomando
valores em C:

Teorema 1.44 (de Hahn-Banach).
Sejam G um subespaço do espaço normado E e φ : G → K um funcional linear

contínuo. Então existe um funcional linear contínuo φ̃ : E → K, com ‖φ̃‖ = ‖φ‖,
cuja restrição a G coincide com φ.

Demonstração. [1, Corolário 1.2]

Apresentaremos algumas consequências do Teorema de Hahn-Banach, vá-
lidas para K = R ou K = C.

Teorema 1.45. Seja E um espaço normado. Para todo x0 ∈ E, x0 6= 0, existe um
funcional linear φ ∈ E′ tal que ‖φ‖ = 1 e φ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração. [4, Corolário 3.1.4]

Corolário 1.46. Sejam E um espaço normado, E 6= {0}, e x ∈ E. Então

‖x‖ = sup{|φ(x)| : φ ∈ E′ e ‖φ‖ ≤ 1}.

Demonstração. [1, Corolário 1.4]

Se D for um subconjunto de um espaço normado E e x ∈ E, então definimos

dist(x, D) = inf{‖x− y‖ : y ∈ D}.

Proposição 1.47. Sejam M um subespaço fechado do espaço normado E, y0 ∈ E \M
e d = dist(y0, M). Então existe um funcional linear φ ∈ E′ tal que ‖φ‖ = 1,
φ(y0) = d e φ(x) = 0 para todo x ∈ M.

Demonstração. [4, Proposição 3.3.1]

Nesta dissertação usaremos os seguintes resultados de separação, também
conhecidos como primeira e segunda formas geométricas do Teorema de Hahn-
Banach.

Definição 1.48. Seja E um espaço vetorial real não nulo. Um hiperplano afim é um
conjunto da forma

H = φ−1(α) = {x ∈ E : φ(x) = α} = [φ = α],

em que φ : E→ R é um funcional linear não nulo e α ∈ R.

Nos próximos resultados chamaremos os hiperplanos afins simplesmente
de hiperplanos.

Teorema 1.49 (Primeira forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach).
Sejam A e B subconjuntos convexos, não vazios e disjuntos do espaço normado

real E. Se A for aberto, então existem um funcional φ ∈ E′ e um número a ∈ R tais
que

φ(x) < a ≤ φ(y) para todos x ∈ A e y ∈ B.

Neste caso diz-se que o hiperplano fechado [φ = a] separa A e B.
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Demonstração. [4, Teorema 3.4.8]

Teorema 1.50 (Segunda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach).
Sejam A e B subconjuntos convexos, não vazios e disjuntos do espaço normado E.

Se A for fechado e B compacto, então existem um funcional φ ∈ E′ e a, b ∈ R tais que

φ(x) ≤ a < b ≤ φ(y) para todos x ∈ A e y ∈ B.

Demonstração. [4, Teorema 3.4.9]

Tomando c ∈ (a, b), dizemos que o hiperplano fechado [φ = c] separa A e
B estritamente.

Corolário 1.51. Seja M um subespaço fechado do espaço normado E. Então, para todo
x0 ∈ E \ M, existe um funcional φ ∈ E′ tal que φ(x0) = 1 e φ(x) = 0 para todo
x ∈ M.

Demonstração. [4, Corolário 3.4.10]

1.4 Espaços de sequências

Nesta seção apresentaremos resultados relacionados a alguns espaços de
sequências.

O espaço c0 denota o conjunto de todas as sequências de escalares que con-
vergem para zero, ou seja,

c0 = {(xn) : xn ∈ K e xn → 0} .

Denotaremos por c00 o subespaço de c0 com apenas finitos termos não nu-
los, isto é,

c00 = {(xn) ∈ c0 : existe n0 ∈N tal que xn = 0 para todo n ≥ n0} .

Para cada 1 ≤ p < ∞, denotaremos por `p o espaço das sequências absolu-
tamente p-somáveis, isto é,

`p =

{
(xk) : xk ∈ K e

∞

∑
n=1
|xn|p < ∞

}
.

Para cada 1 ≤ p < ∞, os espaços `p são espaços de Banach com a norma
dada por

‖(xn)‖ =
(

∞

∑
n=1
|xn|p

) 1
p

.

O espaço de sequências limitadas é denotado por `∞ e definido por

`∞ =

{
(xn) : xn ∈ K e sup

n
{|xn|} < ∞

}
.
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Também esse é um espaço de Banach, com a norma dada por

‖(xn)‖ = sup
n
{|xn|}.

Os espaços `p, 1 ≤ p < ∞ e `∞ são genericamente chamados de espaços `p.
Observe que co é um um subespaço fechado de `∞ e, consequentemente, é um
espaço de Banach com a norma definida em `∞, também chamada de norma
do sup.

Exemplo 1.52. Seja en = (0, 0, . . . , 1, 0, 0, . . .) a sequência formada por 1 na n-
ésima coordenada e 0 nas demais coordenadas. Os espaços c0 e `p, 1 ≤ p < ∞,
são separáveis. De fato, o subconjunto S = (en)∞

n=1 é enumerável e [S ] é denso
nos espaços c0 e `p. Para detalhes, veja [4, Exemplo 1.6.4]. C

1.5 Isomorfismos e dualidade

Definição 1.53. Um isomorfismo entre os espaços normados E e F é uma aplicação
linear contínua e bijetora T : E → F tal que T−1 : F → E também é contínua. Se
existir um isomorfismo entre E e F, dizemos que esses espaços são topologicamente
isomorfos ou, simplesmente, isomorfos.

Uma aplicação linear T : E → F tal que ‖T(x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E
é chamada de imersão isométrica. Um isomorfismo que é também uma imersão
isométrica é um isomorfismo isométrico, e nesse caso dizemos que os espaços são
isometricamente isomorfos.

Observe que toda imersão isométrica T : E → F é injetora e contínua. Se
essa imersão isométrica T for um isomorfismo (e, portanto, uma bijeção), é
natural a identificação E = F.

Vejamos agora alguns exemplos de espaços isometricamente isomorfos.

Proposição 1.54. Os espaços `1 e (c0)
′ são isometricamente isomorfos por meio da

relação de dualidade

b = (bj)
∞
j=1 ∈ `1 ↔ φb ∈ (c0)

′,

φb

(
(aj)

∞
j=1

)
=

∞

∑
j=1

ajbj

para (aj)
∞
j=1 ∈ c0.

Demonstração. [4, Proposição 4.2.3]

Proposição 1.55. Sejam 1 ≤ p < ∞ e 1 ≤ p′ ≤ ∞ tais que 1
p + 1

p′ = 1. Então a
correspondência

b = (b)j ∈ `p′ ↔ ϕb ∈ (`p)
′

ϕb

(
(aj)

∞
j=1

)
=

∞

∑
j=1

ajbj
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para todo (aj)
∞
j=1 ∈ `p, estabelece um isomorfismo isométrico entre `p′ e (`p)′. No

caso em p = 1 tomamos p′ = ∞.

Demonstração. [4, Teorema 4.2]

Como E′ sempre é um espaço de Banach, podemos considerar o dual de E′,
chamado de bidual de E e denotado por E′′. Ou seja, E′′ = (E′)′.

Proposição 1.56. Para todo espaço normado E, a aplicação linear

JE : E→ E′′,
x 7→ JE(x) : E′ → K

φ → φ(x)

para todos x ∈ E e φ ∈ E′, é uma isometria linear, chamado de mergulho canônico
de E em E′′.

Demonstração. [4, Proposição 4.3.1]

Definição 1.57. Um espaço normado E é reflexivo se a aplicação linear JE : E→ E′′

for sobrejetora, ou seja, se JE(E) = E′′.

Observe que, sendo E reflexivo, JE é um isomorfismo isométrico, e o abuso
de notação E = JE(E) permite a identificação E = E′′.

Proposição 1.58. Todo espaço normado reflexivo é um espaço de Banach.

Demonstração. [4, Proposição 4.3.5]

Proposição 1.59. Se E for separável e reflexivo, então E′ é separável.

Demonstração. [4, Proposição 4.3.7]

Definição 1.60. Sejam E, F espaços vetoriais normados e T ∈ L(E, F) uma aplicação
linear contínua. Definimos, para todos φ ∈ F′ e x ∈ E, a aplicação linear T′ : F′ → E′

por
T′(φ)(x) = φ(T(x)).

A aplicação T′ é a adjunta de T.

Proposição 1.61. Seja T ∈ L(E, F). Então T′ ∈ L(F′, E′) e ‖T′‖ = ‖T‖. Mais
ainda, se T é um isomorfismo (isométrico), então T′ também é um isomorfismo (isomé-
trico).

Demonstração. [4, Proposição 4.3.11]

Teorema 1.62. Um espaço de Banach E é reflexivo se, e somente se, seu dual E′ tam-
bém for reflexivo.

Demonstração. [4, Teorema 4.3.13]



17 1.6. Redes

1.6 Redes

Ao contrário do que ocorre em espaços métricos, sequências convergentes
não descrevem topologias em geral. Assim, nesta dissertação trabalharemos
com o conceito de rede, que é uma generalização do conceito de sequência. As
redes foram introduzidas por E. Moore e H. Smith em 1922.

Definição 1.63. Um conjunto dirigido é um par (Λ,≤) em que ≤ é uma relação
em Λ satisfazendo

(i) λ ≤ λ para todo λ ∈ Λ.

(ii) Se λ1, λ2, λ3 ∈ Λ, λ1 ≤ λ2 e λ2 ≤ λ3, então λ1 ≤ λ3

(iii) para todos λ1, λ2 ∈ Λ existe λ3 ∈ Λ tal que λ1 ≤ λ3 e λ2 ≤ λ3.

Definição 1.64. Uma rede em um conjunto X é uma função P : Λ→ X, em que Λ é
um conjunto dirigido.

Usualmente denotaremos o ponto P(λ) por xλ, e neste caso nos referimos à rede
(xλ)λ∈Λ.

Uma sub-rede de uma rede P : Λ → X é a composição P ◦ ψ : M → X, em que
M e Λ conjuntos dirigidos e ψ : M→ Λ é uma aplicação que satisfaz:

(i) µ1 ≤ µ2 ⇒ ψ(µ1) ≤ ψ(µ2); ou seja, ψ é crescente.

(ii) Para cada λ ∈ Λ, existe µ ∈ M tal que λ ≤ ψ(µ); dizemos então que ψ(M) é
cofinal em Λ.

Para cada µ ∈ M, indicaremos o ponto P(ψ(µ)) por xψ(µ), e denotaremos a sub-
rede por (xψ(µ))µ∈M.

Exemplo 1.65. O conjunto N de inteiros positivos é um conjunto dirigido
quando considerado com seu ordenamento usual. Como consequência, cada
sequência (xn)∞

n=1 é uma rede. Note que cada subsequência de uma sequência
(xn)∞

n=1 é um sub-rede da rede (xn)∞
n=1. A recíproca não é verdadeira, pois não

há garantia de que uma sub-rede de (xn)∞
n=1 seja uma subsequência.(*) C

Designaremos por Ux o conjunto formado por todos as vizinhanças de um
ponto x de um espaço topológico.

Definição 1.66. Dizemos que a rede (xλ)λ∈Λ no espaço topológico X converge para
x ∈ X e, neste caso, escrevemos xλ → x se, para cada vizinhança U de x existir
λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ U para todo λ ≥ λ0.

Um ponto de acumulação de (xλ)λ∈Λ é um ponto x ∈ X tal que, dados U ∈ Ux
e λ0 ∈ Λ, existe λ ∈ Λ, com λ ≥ λ0, tal que xλ ∈ U.

Teorema 1.67. Um espaço X é de Hausdorff se, e somente se, toda rede em X convergir
para, no máximo, um elemento de X.

Demonstração. [12, Cap 2, Teorema 3]
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Exemplo 1.68. Sejam X um espaço topológico, x ∈ X e Bx uma base de vizi-
nhança de x. A relação de continência invertida

U1 ≤ U2 ⇔ U2 ⊆ U1

torna Bx um conjunto dirigido. Neste caso, escolhendo XU ∈ U para cada
U ∈ Bx, temos uma rede (xU)U∈Bx em X que converge para x. C

O próximo resultado mostra que redes possuem propriedades semelhantes
às de sequências em espaços métricos:

Teorema 1.69. Sejam X, Y espaços topológicos, A ⊆ X e x ∈ X.

(a) x ∈ A se, e somente se, existir uma rede (xλ)λ∈Λ em A tal que xλ → x.

(b) A é fechado se, e somente se, para toda rede (xλ)λ∈Λ em A com xλ → x, tiver-
mos x ∈ A.

(c) Uma função f : X → Y é contínua se, e somente se, f (xλ) → f (x) para toda
rede (xλ)λ∈Λ em X tal que xλ → x ∈ X.

Demonstração. (a) Suponha x ∈ A. Então para cada U ∈ Ux podemos tomar
xU ∈ U ∩ A. Usando a direção dada pela relação de continência invertida no
Exemplo 1.68, (xU)U∈Ux é uma rede que converge para x. Por construção , essa
rede esta inteiramente contida em A.

Reciprocamente, suponha que exista uma rede (xλ)λ∈Λ em A tal que xλ →
x. provemos que qualquer vizinhança de x contem algum elemento de A. Seja
U ∈ Ux, então existe λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ U para todo λ ≥ λ0. Em particular
xλ0 ∈ U ∩ A, logo U ∩ A 6= ∅. Segue que x ∈ A.

(b) Segue imediatamente de (a) e do fato que se A é fechado se, e somente
se, A = A.

(c) Suponha que f seja contínua e que (xλ)λ∈Λ seja uma rede em X tal que
xλ −→ x. provemos que f (xλ) −→ f (x). Dado U ∈ U f (x),pela Proposição
1.9 existe V ∈ Ux tal que f (V) ⊆ U. Da convergência xλ −→ x, para esta
vizinhança V de x existe λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ V sempre que λ ≥ λ0. Assim
f (xλ) ∈ f (V) ⊆ U sempre que λ0 ≤ λ.

Reciprocamente, suponha que f (xλ) → f (x) para toda rede (xλ)λ∈Λ em X
tal que xλ → x ∈ X. Sejam A ⊆ X e x ∈ A. Por (a), existe uma rede (xλ)λ∈Λ
em A tal que xλ −→ x ∈ X. Então ( f (xλ))λ∈Λ é uma rede em f (A) e, por
hipótese, f (xλ) −→ f (x). Novamente por (a) concluímos que f (x) ∈ f (A),
isto prova que f (A) ⊆ f (A) para todo A ⊆ X, logo da Proposição 1.9 temos
que f é contínua.

Teorema 1.70. Uma rede em X possui um ponto de acumulação y se, e somente se,
possui uma sub-rede convergindo para y.

Demonstração. Seja y um ponto de acumulação da rede (xλ)λ∈Λ. Definimos

∆ = {(λ, U) : λ ∈ Λ, U vizinhanca de y tal que xλ ∈ U}
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e ordenamos ∆ da seguinte forma:

(λ1, U1) ≤ (λ2, U2) ⇔ λ1 ≤ λ2 e U2 ⊂ U1.

Dessa forma, ∆ é um conjunto dirigido. Isso resulta ser uma direção em ∆.
Definimos então ψ : ∆ → Λ por ψ(λ, U) = λ. Então ψ é crescente e cofinal

em Λ. Portanto, ψ define uma sub-rede (xψ(µ))µ∈∆ da rede (xλ)λ∈Λ.
Provemos que a sub-rede converge para y. Dada uma vizinhança U0 de

y, como y é ponto de acumulação da rede (xλ)λ∈Λ, encontramos um λ0 ∈ Λ
tal que xλ0 ∈ U0. Então (λ0, U0) ∈ ∆ e, portanto, (λ, U) ≥ (λ0, U0) implica
U ⊂ U0. Logo, xϕ(λ,U) = xλ ∈ U ⊂ U0.

Reciprocamente, suponha que ϕ : ∆ → Λ defina uma sub-rede de (xλ)λ∈Λ
que converge para y. Então, para cada vizinhança U de y, existe µU tal que
µ ≥ µU implica xϕ(µ) ∈ U.

Provemos que y é um ponto de acumulação de (xλ)λ∈Λ. De fato, sejam U
uma vizinhança de y e λ0 ∈ Λ. Como ϕ(∆) é cofinal em Λ, existe µ0 ∈ ∆
tal que ϕ(µ0) ≥ λ0. Por outro lado, também existe µU ∈ ∆ tal que µ ≥ µU
implica xϕ(µ) ∈ U. Escolha µ∗ ∈ ∆ tal que µ∗ ≥ µ0 e µ∗ ≥ µU. Como ϕ é
crescente, temos ϕ(µ∗) = λ∗ ≥ λ0 e ϕ(µ∗) ≥ ϕ(µ0). Logo xλ∗ = xϕ(µ∗) ∈ U,
pois µ∗ ≥ µU. Assim, para qualquer vizinhança U de y e algum λ0 ∈ Λ
existe λ∗ ≥ λ0 com xλ∗ ∈ U, mostrando que y é ponto de acumulação de
(xλ)λ∈Λ.

Apenas enunciaremos o próximo resultado. Para sua demonstração, veja
[19, Teorema 17.4].

Teorema 1.71. Seja X um espaço topológico. As seguintes afirmações são equivalen-
tes:

(a) X é compacto.

(b) Cada rede em X tem um ponto de acumulação. Em particular, toda rede possui
uma sub-rede convergente.

1.7 Medida e Integração

Nesta seção revemos alguns resultados básicos da teoria de medida e inte-
gração. Esses resultados também serão livremente utilizados nesta dissertação.

Definição 1.72. Uma medida no espaço mensurável (X, ∑) é uma função

µ : ∑→ [0, ∞]

que satisfaz as seguintes condições:

(i) µ(∅) = 0.

(ii) Se (An)∞
n=1 é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois de ∑, então

µ

(
∞⋃

n=1

An

)
=

∞

∑
n=1

µ(An).
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A medida µ é finita se µ(X) < ∞, e σ-finita se existem conjuntos (An)∞
n=1

em ∑ tais que X =
∞⋃

n=1

An, com µ(An) < ∞ para todo n. A tripla (X, ∑, µ) é

chamada de espaço de medida.

Definição 1.73. Se P é uma medida em (X, ∑) tal que P(X) = 1, então P é deno-
minada de medida de probabilidade. Nesse caso a tripla (X, ∑, P) é denominada de
espaço de probabilidade.

Note que toda medida de probabilidade é finita.

Teorema 1.74 (da convergência dominada). Sejam (X, ∑, µ) um espaço de medida
e ( fn)∞

n=1 uma sequência de funções Lebesgue-integráveis que converge µ-qtp para
uma função mensurável f : X → K. Se existir uma função g : X → K, Lebesgue-
integrável, tal que | fn| ≤ |g| para todo n, então f é Lebesgue-integrável e∫

X
f dµ = lim

n→∞

∫
X

fndµ.

As medidas podem tomar valores R+ ∪ {∞}, R ou C. Medidas tomando
valores em R são chamadas medidas com sinal e, tomando valores em C, me-
didas complexas. Quando definidas na σ-álgebra de Borel de um espaço to-
pológico X, elas são chamadas medidas de Borel em X.

Definição 1.75. Sejam X um espaço topológico de Hausdorff, µ uma medida de Borel
em X e A um boreliano de X.

(i) A medida µ é externamente regular sobre A se

µ(A) = inf{µ(U) : U ⊃ A, U aberto em X}

(ii) A medida µ é internamente regular sobre A se

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A, K compacto em X}

(iii) A medida µ é regular se for externamente e internamente regular sobre todos os
borelianos de X.

Definição 1.76. Seja X um espaço topológico de Hausdorff. Uma medida de Radon
em X é uma medida de Borel em X que é finita sobre todos subconjuntos compactos
de X, externamente regular sobre todos os borelianos e internamente regular sobre os
conjuntos abertos.

Uma medida de Radon com sinal em X é uma medida de Borel µ com sinal cujas
partes positiva µ+ e negativa µ− são medidas de Radon. Uma medida de Radon
complexa µ é uma medida de Borel complexa cujas partes real µr e imaginária µi são
medidas de Radon com sinal.

Observe que toda medida de Radon em um espaço topológico compacto
de Hausdorff é finita.

Denotaremos por MK(X) o conjunto de todas as medidas de Radon com-
plexas em X.
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Claramente MK(X) é um espaço vetorial em K, equipado com a soma pon-
tual e multiplicação escalar: (µ + ν)(B) = µ(B) + ν(B), (αµ)(B) = αµ(B),
B ∈ Bor(X). Além disso, MK(X) se torna um espaço de Banach, com a norma
‖µ‖ = |µ|(X).

Enunciaremos a seguir uma versão do teorema da representação de Riesz
que descreve os funcionais lineares contínuos no espaço (C(X), ‖ · ‖∞) em que
X é um espaço topológico de Hausdorff compacto1, como medidas de Radon
nos borelianos de X.

Teorema 1.77 (da representação de Riesz).
Sejam X um espaço de Hausdorff compacto, µ ∈ MK(X) e f ∈ C(X). Defina

Iµ( f ) =
∫

f dµ.

Então a aplicação µ→ Iµ é um isomorfismo isométrico de MK(X) sobre (C(X))′.

Demonstração. [7, Teorema 7.17, Corolário 7.18].

Para finalizar esta seção definiremos os espaços Lp(X, ∑, µ) para 1 ≤ p < ∞
e L∞(X, ∑, µ) com o objetivo de apresentar um teorema importante onde mos-
tra que os espaços L1(X, ∑, µ)′ e L∞(X, ∑, µ) sejam isometricamente isomorfos.

Definição 1.78. Sejam (X, ∑, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. O conjunto de
todas as funções mesuráveis de X em K tais que

‖ f ‖p =

(∫
X
| f |pdµ

) 1
p
< ∞

será denotada por Lp(X, ∑, µ).

Duas funções f , g em Lp(X, ∑, µ) são equivalentes se f = g µ-quase sem-
pre, isto é, se existe um conjunto A ∈ ∑ tal que µ(A) = 0 e f (x) = g(x) para
todo x /∈ A. A classe de equivalência determinada por f em Lp(X, ∑, µ) é
denotada por [ f ].

No conjunto quociente Lp(X, ∑, µ) definido por

Lp(X, ∑, µ) =
{
[ f ] : f ∈ Lp(X, ∑, µ)

}
com as operações

[ f ] + [g] = [ f + g] e [c f ] = c[ f ],

estão bem definidas e tornam Lp(X, ∑, µ) um espaço vetorial. Alem disso,
definindo

‖[ f ]‖p = ‖ f ‖p

corrigimos o que faltava para ‖.‖p ser uma norma. Assim (Lp(X, ∑, µ), ‖.‖p) é
um espaço vetorial normado. Em particular para p = 1 o espaço L1(X, ∑, µ) é
chamado de espaço de Lebesgue.

Omitiremos as classes de equivalência nos espaços (Lp(X, ∑, µ), ‖.‖p), es-
crevendo simplesmente f no lugar de [ f ].

1X é um espaço topológico de Hausdorff se, para quaisquer x, y ∈ X, com x 6= y, existem
vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩V = ∅
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Definição 1.79. Seja (X, ∑, µ) um espaço de medida. O espaço L∞(X, ∑, µ) con-
siste de todas as classes de equivalência das funções mesuráveis f : X → K que são
limitadas µ-quase sempre. Para f ∈ L∞(X, ∑, µ) e N ∈ ∑ com µ(N) = 0, definimos

S f (N) = sup{| f (x)| : x ∈ N}

e
‖ f ‖ = inf

{
S f (N) : N ∈ ∑ e µ(N) = 0

}
.

Teorema 1.80. Seja (X, ∑, µ) um espaço de medida. Suponhamos que µ seja uma me-
dida σ-finita. Então a correspondência g 7−→ ϕg estabelece un isomorfismo isométrico
entre L∞(x, ∑, µ) e L1((x, ∑, µ))′ em que a relação de dualidade é dada por

ϕg( f ) =
∫

X
f gdµ para toda f ∈ L1((x, ∑, µ)).

Demonstração. [4, Teorema 4.1.2]



Capítulo 2

As Topologia Fraca e Fraca-Estrela

Em espaços normados de dimensão infinita, o fecho de conjuntos limita-
dos não precisa ser compacto: o número infinito de dimensões torna esses
conjuntos muito “grandes”. Com isso, nossa esperança de obtermos uma sub-
sequência convergente partindo de uma sequência limitada torna-se, em geral,
fútil. Precisamos definir uma nova topologia no espaço normado E, de modo
a aumentar a chance do fecho de um conjunto limitado ser um compacto. Mas
isso nos coloca diante de um dilema: a abundância de funcionais lineares em
E′ é decisiva em muitos resultados da Análise Funcional, de modo que não po-
demos correr o risco de termos menos funcionais lineares contínuos ao tentar
criar essa nova topologia.

Assim, a topologia procurada em E deve estar intimamente relacionada
com a manutenção da continuidade dos funcionais em E′. Nessa construção,
utilizaremos fundamentalmente a Proposição 1.10, com X = E e Yi = R para
todo i ∈ I. Essa topologia, chamada topologia fraca no espaço E, mantém como
contínuos os funcionais φ ∈ E′.

Essa construção não garante, pelo menos a priori, que nosso objetivo de ter-
mos mais conjuntos compactos será alcançado. Resultados de compacidade
também estão associados à construção de novas topologias no espaço dual:
uma vez que E′ também é um espaço normado, podemos repetir a construção
feita em E e produzir uma topologia em E′ ao mantermos contínuos os funci-
onais Φ ∈ E′′. Essa é a topologia fraca no espaço E′. Mas uma terceira topologia
(uma vez que a norma em E′ já gera uma topologia) será introduzida no es-
paço E′: a topologia fraca-estrela, produzida por meio do mergulho canônico
JE : E → E′′. Ou, em outras palavras, ao mantermos a continuidade apenas
dos funcionais Φ ∈ E′′ que estão na imagem de JE.

As relações entre essas três topologias produzem alguns dos resultados
mais importantes da Análise Funcional. Elas nos ajudarão a compreender a
importância de termos espaços reflexivos e terão um papel fundamental no
desenvolvimento desta dissertação.

2.1 A topologia fraca

A topologia induzida pela norma de E será denotada por τE e denominada
topologia forte. Uma base (aberta) dessa topologia é dada pelas bolas abertas
B(x; r) com x ∈ E e r > 0 (veja o Exemplo 1.7). Quando uma sequência (xn)∞

n=1

23
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em E convergir para x ∈ E na topologia forte, escreveremos simplesmente
xn → x.

Definição 2.1. A topologia fraca no espaço normado E, denotada por σ(E, E′), é a
topologia produzida pelos funcionais lineares em E′, utilizando a Proposição 1.10 com
X = E e Yi = K.

Enunciamos, na forma de uma proposição, a caracterização dos abertos na
topologia fraca:

Proposição 2.2. Dados ε > 0 e um conjunto finito {φ1, φ2, . . . , φk} em E′, considere

V(x0, φ1, φ2, . . . , φk; ε) = {x ∈ E : |φi(x)− φi(x0)| < ε, ∀ i = 1, 2, . . . , k} ,

para x0 ∈ E.
Então uma base da topologia σ(E, E′) é obtida ao variarmos x0 ∈ E, k ∈N, ε > 0

e φi ∈ E′ para i ∈ {1, . . . , k}.
Fixado x0 ∈ E, o conjunto V(x0, φ1, φ2, . . . , φk; ε) define uma vizinhança aberta

de x0 na topologia σ(E, E′) e, ao variarmos ε, k e os φi em E, obtemos uma base de
vizinhanças abertas de x0 em σ(E, E′).

Demonstração. [1, Proposição 3.4]

Proposição 2.3. A topologia (E, σ(E, E′)) no espaço normado E é localmente con-
vexa.

Demonstração. Verifica-se imediatamente que as vizinhanças da origem

V(0, φ1, . . . , φk; ε)

(com k ∈ N e φi ∈ E′ arbitrários, para i ∈ {1, . . . , k}) satisfazem as condições
do Teorema 1.29.

Proposição 2.4. A topologia fraca no espaço normado E é de Hausdorff .

Demonstração. Dados pontos distintos x0, y0 ∈ E, a aplicação do Teorema 1.45
ao ponto z0 = x0 − y0 6= 0 garante a existência de φ ∈ E′ tal que φ(x0 − y0) =
‖x0 − y0‖ 6= 0.

Tomando ε = ‖x0 − y0‖/2 e considerando as vizinhanças

U(x0, φ; ε) = {x ∈ E : |φ(x− x0)| < ε}
V(y0, φ; ε) = {x ∈ E : |φ(x− y0)| < ε},

temos vizinhanças disjuntas de x0 e y0. De fato, se existisse

z ∈ U(x0, φ, ε) ∩V(y0, φ, ε),

então teríamos |φ(z− x0)| < ε e |φ(z− y0)| < ε. Daí

2ε = |φ(x0 − y0)| ≤ |φ(x0 − z)|+ |φ(z− y0)| < 2ε,

o que é uma contradição.
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Definição 2.5. Seja E um espaço normado. Uma sequência (xn)∞
n=1 em E é fraca-

mente de Cauchy se, para cada vizinhança fraca U de zero, existir n0 ∈ N tal que
xi − xj ∈ U para todo i, j ≥ n0.

A sequência (xn)∞
n=1 é fracamente convergente se existir x0 ∈ E tal que, para

cada vizinhança fraca U de x0, existir n0 ∈ N tal que xm ∈ U para todo m ≥ n0.
Dizemos então que (xn)∞

n=1 converge fracamente para x0 ∈ E e que x0 é o seu limite
fraco. Denotaremos então xn

w→ x0.

Observe que o limite fraco de uma sequência convergente é único, pois a
topologia σ(E, E′) é de Hausdorff.

Proposição 2.6. Sejam E um espaço normado e (xn)∞
n=1 uma sequência em E. Então:

(a) xn
w→ x se, e somente se, φ(xn)→ φ(x) para todo φ ∈ E′. A sequência (xn)∞

n=1
é fracamente de Cauchy se, e somente se, para cada φ ∈ E′, a sequência φ(xn) é
de Cauchy em K.

(b) σ(E, E′) ⊂ τE. Em particular, se xn → x, então xn
w→ x em σ(E, E′).

(c) Se xn
w→ x em σ(E, E′) e se φn → φ em E′, então φ(xn)→ φ(x) em K.

(d) Se xn
w→ x, então a sequência (‖xn‖)∞

n=1 é limitada e ‖x‖ ≤ lim
n→∞

inf ‖xn‖.

(e) Sejam Z um espaço topológico e f : Z → (E, σ(E, E′)) uma função. Então f é
contínua se, e somente se, φ ◦ f : Z → K for contínua para todo φ ∈ E′.

Demonstração. [4, Proposição 6.2.2], [1, Proposição 3.5].

Exemplo 2.7. Considere em c0 a sequência (xn)∞
n=1, em que

xn =
n

∑
j=1

ej = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . .), n ∈N.

Afirmamos que (xn)∞
n=1 é uma sequência fracamente de Cauchy em c0 que

não é fracamente convergente.
De fato, se φ ∈ (c0)

′, então φ = (bj)
∞
j=1 ∈ `1, de acordo com a Proposição

1.54. Portanto,

φ(xn) =
n

∑
j=1

bj e lim
n→∞

φ(xn) =
∞

∑
j=1

bj < ∞,

pois (bj)
∞
j=1 ∈ `1. Como essa sequência é convergente, ela é de Cauchy em R.

Logo, pela Proposição 2.6(a), (xn)∞
n=1 é uma sequência fracamente de Cau-

chy. Por outro lado (xn)∞
n=1 não é fracamente convergente, pois

(xn)→ (1, 1, . . .) /∈ c0. C

Analisaremos a convergência fraca da sequência (en)∞
n=1 - veja o Exemplo

1.52 - nos espaços c00 e `1.
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Exemplo 2.8. Considere a sequência (en)∞
n=1 ⊂ c00. Pela Proposição 1.54, φ ∈

(c0)
′ pode ser identificado com (bi)

∞
i=1 ∈ `1, de modo que temos

φ(en) =
∞

∑
i=1

bien = bn → 0 = φ(0) quando n→ ∞,

pois ∑∞
i=1 |bi| < ∞. Decorre então da Proposição 2.6(a) que en

w→ 0 em c00 (pois
c00 ⊂ c0 e (en)∞

n=1 ∈ c0). C

Exemplo 2.9. Considere novamente a sequência (en)∞
n=1, agora no espaço `1.

De acordo com a Proposição 1.55, φ ∈ (`1)
′ pode ser identificado com b =

(bi)
∞
i=1 ∈ `∞, de modo que

φ(en) = bn ≤ |bn| ≤ sup |bn| < ∞.

Como a sequência (bi)
∞
i=1 nem sempre é convergente (por exemplo, consi-

dere b = (−1, 1,−1, . . .) ∈ `∞, o que produz φ(en) = (−1)n), deduzimos da
Proposição 2.6(a) que a sequência (en)∞

n=1 não converge fracamente em `1. C

Observação 2.10. Da Proposição 2.6 sabemos que a convergência forte implica
a convergência fraca. Mas, em um espaço de dimensão infinita, podem existir
sequências que convergem fracamente mas não convergem fortemente. De
fato, no Exemplo 2.8 vimos que (en)∞

n=1 ∈ c00 converge fracamente a zero.
Como ‖en‖ = 1 para todo n ∈N, (en)∞

n=1 não converge a zero em norma. C

Podemos dar um exemplo mais geral mostrando que convergência fraca
não implica em convergência forte. Para isso, precisaremos de alguns resulta-
dos auxiliares da Álgebra Linear.

Lema 2.11. Sejam V um espaço vetorial e φ, φ1, φ2, . . . , φn funcionais lineares em V

tais que
n⋂

i=1

ker(φi) ⊂ ker(φ). Então existem escalares a1, a2, . . . , an tais que

φ =
n

∑
i=1

aiφi.

Demonstração. [4, Lema 6.3.5].

Lema 2.12. Sejam V um espaço vetorial de dimensão infinita e φ1, φ2, . . . , φn funcio-
nais lineares em V. Então existe 0 6= x0 ∈ V tal que φi(x0) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração. De fato, se fosse
n⋂

i=1

ker φi = 0, então para todo funcional linear

φ em V,

{0} =
n⋂

i=1

ker φi ⊆ ker φ.

Assim, de acordo com o Lema 2.11, teríamos φ = α1φ1 + α2φ2 . . . + αnφn, o
que significa que a dimensão do espaço dual V′ é finita. Mas isso implica que
dim V < ∞, uma contradição.
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Exemplo 2.13. Seja E um espaço de Banach de dimensão infinita tal que E′

é separável. Então se pode construir uma sequência {xn} ⊂ E fracamente
convergente para zero com ‖xn‖ = 1.

De fato, seja Φ = {φn : n ∈ N} um conjunto enumerável, denso em E′

para a topologia da norma. Fixado n ∈ N, de acordo com o Lema 2.12, existe
yn 6= 0 tal que

yn ∈
n⋂

i=1

ker φi =: Fn.

Como Fn é um subespaço, temos xn := yn/‖yn‖ ∈ Fn. Claramente ‖xn‖ = 1
para todo n ∈N.

Afirmamos que xn
w→ 0.

De fato, dados ε > 0 e φ ∈ E′, existe φk ∈ Φ tal que ‖φ− φk‖ ≤ ε, pois Φ é
denso em E′.

Logo

|φ(xn)| = |(φ− φk)(xn) + φk(xn)| ≤ |(φ− φk)(xn)|+ |φk(xn)|
≤ ‖φ− φk‖‖xn‖+ |φk(xn)|
< ε + |φk(xn)|.

Ao tomarmos n > k, vemos que φk(xn) → 0 para cada k ∈ N. Assim,
φ(xn)→ 0 para todo φ ∈ E′, mostrando o afirmado. C

Dado um subconjunto K de um espaço normado E, denotaremos por K o

fecho de K na topologia da norma, por Kw ou Kσ(E,E′) o fecho de K na topologia
fraca.

O seguinte resultado é conhecido como Teorema de Mazur:

Teorema 2.14 (Mazur).
Sejam E um espaço normado e K um subconjunto convexo de E, então K = Kw.

Demonstração. [4, Teorema 6.2.11].

Teorema 2.15. Seja E um espaço normado. As topologias forte e fraca coincidem se, e
somente se, E tiver dimensão finita.

Demonstração. [1, Proposição 3.6]

De acordo com a Proposição 2.6(b), todo conjunto aberto (respectivamente,
fechado) na topologia σ(E, E′) também é aberto (respectivamente, fechado) na
topologia forte.

A recíproca, em geral, é falsa. Isto é, existem conjuntos abertos na topologia
forte que não são abertos na topologia fraca. Apresentaremos alguns exemplos
em que isso ocorre.

Exemplo 2.16. Seja E um espaço de dimensão infinita. Então a esfera unitária

S = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}

nunca é fechada na topologia fraca σ(E, E′). Mais precisamente, mostraremos
que

Sσ(E,E′)
= BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1}.
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Primeiro provemos que BE ⊂ Sσ(E.E′)
. Tome x0 ∈ E com ‖x0‖ < 1. Mostra-

remos que, para qualquer vizinhança V de x0 em σ(E, E′), temos que V ∩ S 6=
∅. Daí decorre a primeira inclusão.

Tendo em vista a Proposição 2.2, podemos supor que V tenha a forma

V = V(x0, φ1, φ2, . . . , φk, ε) = {x ∈ E : |φi(x− x0)| < ε, ∀ i = 1, 2, . . . , k.},

em que ε > 0 e φ1, φ2, . . . , φk ∈ E′ e k ∈N.
Do Lema 2.12 decorre a existência de y0 ∈ E, y0 6= 0, tal que

φi(y0) = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ k.

Consideremos então a função g(t) = ‖x0 + ty0‖.
Observe que g é continua em [0, ∞], satisfazendo

g(0) = ‖x0‖ < 1 e lim
n→∞

g(t) = +∞.

Logo, existe t̄ > 0 tal que ‖x0 + t̄y0‖ = 1, isto é, x0 + t̄y0 ∈ S. Além disso,
para 1 ≤ i ≤ n vale

|φi(x0 + ty0 − x0)| = |tφi(y0)| = 0 < ∞,

de modo que x0 + ty0 ∈ V para todo t ∈ R. Portanto, x0 + ty0 ∈ V ∩ S.
Para provar a inclusão contrária, observe que BE é um conjunto convexo.

Logo, pelo Teorema de Mazur 2.14, BE = BE = BE
σ(E,E′).

Além disso, como S ⊂ BE, temos Sσ(E.E′) ⊂ BE
σ(E,E′)

= BE. C

Exemplo 2.17. Seja E um espaço de dimensão infinita. A bola unitária

B(0, 1) = {x ∈ E : ‖x‖ < 1}

nunca é aberta na topologia σ(E, E′).
De fato, suponha, por contradição, que B(0, 1) seja aberta na topologia fraca

de E, o que implica que o complementar B(0, 1)c = {x ∈ E : ‖x‖ ≥ 1} é
fechado na topologia fraca.

Decorre então que S = BE ∩ B(0, 1)c também é fechado na topologia fraca,
o que contradiz o exemplo anterior. C

Definição 2.18. Um espaço de Banach E possui a propriedade de Schur, se todas
as sequências fracamente convergentes em E forem convergentes em norma. Isto é, se
(xn)∞

n=1 em E, tivermos

xn
w→ x ⇒ xn → x.

No Exemplo 2.13 provamos que, se E for um espaço de Banach de dimensão
infinita tal que E′ seja separável, então se pode construir uma sequência {xn}
que é fracamente convergente para zero, com ‖xn‖ = 1. (Isto significa que todo
espaço de Banach de dimensão infinita E tal que E′ é separável não possui a
propriedade de Schur.) Essa construção pode ser generalizada para qualquer
espaço que não possui a propriedade de Schur:
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Lema 2.19. Se o espaço normado E não possui a propriedade de Schur, então existe
(xn)∞

n=1 em E tal que ‖xn‖ = 1 para toda n ∈N, xn
w→ 0, mas (xn)∞

n=1 não converge
a zero na topologia forte.

Demonstração. Como E não possui a propriedade de Schur, existe uma sequên-
cia (xn)∞

n=1 ⊂ E tal que xn
w→ x, mas (xn)∞

n=1 não converge na topologia forte.
Consideremos então yn = xn − x para todo n ∈ N. Assim, (yn)∞

n=1 é uma
sequência que converge fracamente a zero e, passando a uma subsequência se
necessário, existe ε > 0 tal que ‖yn‖ ≥ ε para todo n ∈ N, já que (yn) não
converge a zero em norma.

Defina

kn =

(
yn

‖yn‖

)
⊂ E.

(Observe que cada kn está bem definido, pois ‖yn‖ > 0 para todo n ∈N.)
Os elementos da sequência (kn)∞

n=1 têm norma unitária e essa sequência
converge fracamente a zero.

De fato, seja φ ∈ E′. Então,∣∣∣∣φ( yn

‖yn‖

)∣∣∣∣ =
|φ(yn)|
‖yn‖

≤ |φ(yn)|
ε

.

A última desigualdade implica que φ (yn/‖yn‖) → 0 = φ(0) e portanto,
(yn/‖yn‖)∞

n=1 converge fracamente a zero.

Teorema 2.20 (de Schur).
Em `1, uma sequência converge fracamente se, e somente se, convergir na topologia

da norma.

Demonstração. [4, Teorema 6.2.12]

Observação 2.21. O resultado anterior permanece válido se trocarmos sequên-
cias por redes? Isto é, se (xδ)δ∈Λ ⊂ `1, então

xδ
w→ 0 ⇒ xδ → 0?

A resposta é não. De fato, pelo Exemplo 2.16 temos que BE = Sw
. Como

0 ∈ BE = Sw
, da definição do fecho em espaços topológicos segue que existe

uma rede (xδ)δ∈Λ ⊆ E tal que ‖xδ‖ = 1 para todo δ ∈ Λ tal que xδ
w→ 0

Ao passar da topologia da norma à topologia fraca, não perdemos funcio-
nais lineares contínuos e tampouco ganhamos pela Proposição 2.6(b). Denote-
mos por (E, σ(E, E′))′ o conjunto formado pelos funcionais lineares em E que
são contínuos quando E está munido da topologia fraca.

Proposição 2.22. E′ = (E, σ(E, E′))′ para todo espaço normado E.

Demonstração. [4, Corolario 6.2.7]

Proposição 2.23. Sejam E, F espaços de Banach. Um operador linear T : E → F é
contínuo se, e somente se, T : (E, σ(E, E′))→ (F, σ(F, F′)) for contínuo.
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Demonstração. [4, Proposição 6.2.9]

O próximo resultado será importante futuramente.

Proposição 2.24. Seja F um subespaço do espaço normado E. Então a topologia fraca
σ(F, F′) de F é a topologia induzida em F pela topologia fraca σ(E, E′) de E. Isto é,

(F, σ(E, E′)) = {U ∩ F : U ∈ σ(E, E′)} = (F, σ(F, F′)).

Demonstração. Primeiro provemos que

σ(F, F′) ⊂ (F, σ(E, E′)) = {U ∩ F : U ∈ σ(E, E′)}.

De fato, para W ∈ σ(F, F′) arbitrário, tome x0 ∈ W. De acordo com a
Proposição 2.2, existem um conjunto finito {φ1, φ2, . . . , φk} em F′ e ε > 0 tais
que

V(x0; φ1, φ2, . . . , φk; ε) ⊂W.

Para cada i ∈ {1, . . . , k}, o Teorema de Hahn-Banach 1.44 garante a existên-
cia de um funcional linear contínuo φ̃i : E→ K tal que φ̃i(z) = φi(z) para todo
z ∈ F.

Consideremos então a vizinhança de x0 na topologia fraca σ(E, E′) dada
por

V(x0; φ̃1, φ̃2, . . . , φ̃k; ε).

Então

V(x0; φ̃1, φ̃2, . . . , φ̃k; ε) ∩ F = V(x0; φ1, φ2, . . . , φk; ε) ⊂W,

o que significa que W ∈ (F, σ(E, E′)).
Agora provemos que

(F, σ(E, E′)) ⊂ σ(F, F′).

Tome, arbitrariamente, V ∈ (F, σ(E, E′)) e x0 ∈ V. Então existe U ∈
σ(E, E′) tal que V = U ∩ F. Como U é aberto e x0 ∈ U, decorre da Propo-
sição 2.2 a existência de ε > 0 e de um conjunto finito {φ1, φ2, . . . , φk} em E′

tais que
V(x0; φ1, φ2, . . . , φk; ε) ⊂ U.

Como φi|F ∈ F′ para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}, vale

V(x0; φ1|F, φ2|F, . . . , φk|F; ε) = V(x0; φ1, φ2, . . . , φk; ε) ∩ F ⊂ U ∩ F = V,

mostrando que V ∈ σ(F, F′).

2.2 A topologia fraca-estrela

Denotaremos a topologia forte em E′, induzida pela norma de E′, por τE′ .
Assim, repetindo a construção da topologia fraca, como feita no espaço

normado E, para o espaço normado E′, obtemos a topologia fraca em E′, que
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será denotada por σ(E′, E′′). Sendo mais precisos, aplicamos a Proposição 1.10
ao espaço X = E′ e mantemos contínuos os funcionais Φ ∈ E′′.

Assim, uma base de vizinhanças de φ0 ∈ E′ é obtida ao considerarmos

V(φ0, Φ1, . . . , Φn, ε) = {φ ∈ E′ : |Φi(φ− φ0)| < ε, ∀i = 1, 2, . . . , n.}

e variarmos {Φ1, Φ2, . . . , Φn} ∈ E′′, n ∈N e ε > 0.
Note que, mutatis mutandis, os resultados das Proposições 2.3, 2.4 e 2.6 per-

manecem válidos, já que o espaço normado em questão foi tomado arbitraria-
mente.

Vamos agora introduzir uma terceira topologia no espaço E′, denotada por
σ(E′, E) e denominada topologia fraca-estrela. Para isso, consideremos o mergu-
lho canônico

JE : E→ E′′,
x 7→ JE(x) : E′ → K

φ → φ(x)

Quando x percorre E obtemos uma família de aplicações (JE(x))x∈E de E′

em K.

Definição 2.25. A topologia fraca-estrela , σ(E′, E), é a topologia no espaço E′

produzida de acordo com a Proposição 1.10 ao se manter contínuos os funcionais per-
tencentes à imagem do conjunto JE(E) = (JE(x))x∈E.

Dito de outra forma, consideramos a subfamília de funcionais Φ : E′ → K

formada por todos os funcionais que estão na imagem de JE. Asseguramos, ao
aplicar a Proposição 1.10, a continuidade desses funcionais e não de todos os
funcionais que estão em E′′. Assim, por construção, teremos

σ(E′, E) ⊂ σ(E′, E′′).

A topologia σ(E′, E) terá um papel fundamental no desenvolvimento desta
dissertação.

No próximo resultado caracterizamos a base de vizinhanças na topologia
fraca-estrela:

Proposição 2.26. Dados φ0 ∈ E′, ε > 0 e um conjunto finito {x1, x2, . . . , xk} em E,
considere o conjunto

V(φ0, x1, x2, . . . , xk; ε) = {φ ∈ E′ : |φ(xi)− φ0(xi)| < ε, ∀ i = 1, 2, . . . , k}.

Então V(φ0; x1, x2, . . . , xk; ε) é uma vizinhança de φ0 para a topologia σ(E′, E).
Uma base de vizinhanças de φ0 em σ(E′, E) é obtida ao variarmos k ∈ N, ε > 0 e
xi ∈ E, para i ∈ {1, . . . , k}.

Demonstração. [1, Proposição 3.12].

Proposição 2.27. A topologia fraca-estrela (E′, σ(E′, E)) no espaço normado E′ é
localmente convexa.
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Demonstração. Verifica-se imediatamente que as vizinhanças da origem

V(0; , x1, x2, . . . , xk; ε)

(com k ∈ N e xi ∈ E arbitrários, para i ∈ {1, . . . , k}) satisfazem as condições
do Teorema 1.29.

Na demostração da seguinte proposição procederemos como na demostra-
ção da Proposição 2.4 .

Proposição 2.28. A topologia fraca-estrela no espaço normado E′ é de Hausdorff .

Demonstração. Sejam φ1, φ2 ∈ E′ com φ1 6= φ2. Então existe um x ∈ E tal que
φ1(x) 6= φ2(x). Consideremos

ε = ‖(φ1 − φ2)(x)‖/2 > 0,

assim

U(φ1; x; ε) = {φ ∈ E′ : |(φ− φ1)(x)| < ε}
V(φ2; x; ε) = {φ ∈ E′ : |(φ− φ2)(x)| < ε},

são vizinhanças de φ1 e φ2 respectivamente na topologia fraca-estrela de E′

com U(φ1; x; ε)∩V(φ2; x; ε) 6= 0. Por tanto (E′, σ(E′, E)) é um espaço de Haus-
dorff.

Definição 2.29. Seja E um espaço normado. Uma sequência (φn)∞
n=1 ⊂ E′ é uma

sequência fraca-estrela de Cauchy se, para cada vizinhança V da origem na topo-
logia fraca-estrela, existir um n0 ∈N tal que φm − φn ∈ V para todos m, n ≥ n0.

A sequência (φn)∞
n=1 ⊂ E converge para φ0 ∈ E na topologia fraca-estrela, deno-

tado por

φn
w∗→ φ0,

se, para cada vizinhança fraca-estrela V de φ0, existir n0 ∈ N tal que φn ∈ V para
todo n ≥ n0.

Como veremos no próximo resultado, o limite de uma sequência conver-
gente na topologia fraca-estrela é único, pois σ(E′, E) define uma topologia de
Hausdorff.

Observe que muitos resultados válidos para a topologia fraca em E′ conti-
nuam verdadeiros na topologia fraca-estrela. A diminuição da quantidade de
funcionais lineares contínuos em E′′ torna, contudo, algumas demonstrações
mais elaboradas.

Proposição 2.30. Sejam E um espaço normado e (φn)∞
n=1 uma sequência em E′. En-

tão:

(a) Para todo x ∈ E, JE(x) : (E′, σ(E′, E))→ K é contínuo.

(b) φn
w∗→ φ se, e somente se, φn(x) → φ(x) para todo x ∈ E. A sequência

(φn)∞
n=1 é fraca-estrela de Cauchy se, e somente se, para cada x ∈ E, a sequência

(φn(x))∞
n=1 for de Cauchy em K.
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(c) Se φn
w∗→ φ, então a sequência (‖φn‖)∞

n=1 é limitada e ‖φ‖ ≤ lim
n→∞

inf ‖φn‖.

(d) Se E for de espaço de Banach, então φn
w∗→ em E′ e xn → x em E implicam

φn(xn)→ φ(x) em K.

(e) Sejam Z um espaço topológico e f : Z → (E′, σ(E′, E)). Então f é contínua se,
e somente se, JE(x) ◦ f : Z → K for contínua para todo x ∈ E.

Demonstração. [1, Proposição 3.13], [4, Proposição 6.3.2].

Iniciamos agora a comparação das topologias σ(E, E′), σ(E′, E′′) e σ(E′, E).
Uma diferença entre σ(E, E′) e σ(E′, E) concerne a completude sequencial,

isto é, o fato das sequências de Cauchy serem convergentes.
Se E for um espaço de Banach, como consequência do teorema de Banach-

Steinhaus, temos o seguinte resultado fundamental:

Proposição 2.31. O dual de qualquer espaço de Banach é sequencialmente completo
na topologia fraca-estrela, isto é, se (φn)∞

n=1 for uma sequência fraca-estrela de Cauchy

em E′, então existe φ ∈ E′ tal que φn
w∗→ φ.

Demonstração. Seja (φn)∞
n=1 uma sequência fraca-estrela de Cauchy em E′ =

L(E, K). Então, pela Proposição 2.30(b), (φn(x))∞
n=1 é uma sequência conver-

gente para cada x ∈ E. O Corolário 1.43 (do Teorema de Banach-Steinhaus)
nos garante que, definindo

φ(x) = lim
n→∞

φn(x),

temos φ ∈ L(E, K). Pela Proposição 2.30(b), temos φn
w∗→ φ.

Observação 2.32. Um resultado análogo ao anterior não é verdadeiro para a
topologia fraca σ(E, E′). De fato, no Exemplo 2.7, consideramos a sequência
(xn)∞

n=1 ⊂ c0 definida, para cada n ∈N, por

xn =
n

∑
k=1

ek = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . .),

e provamos que (xn)∞
n=1 é fracamente de Cauchy, mas não é convergente na

topologia fraca. Note que c0 é um espaço de Banach. C

Ao criarmos a topologia fraca-estrela, os funcionais Φ : E′ → K oriundos
de x ∈ E por meio do mergulho canônico JE : E→ E′′ são mantidos contínuos.
Mas e os funcionais que não estão na imagem de JE(E)? Alguns deles podem
continuar sendo contínuos? O próximo resultado esclarece a situação.

Proposição 2.33. Sejam E um espaço normado e φ : (E′, σ(E′, E)) → K um funci-
onal linear contínuo. Então existe x ∈ E tal que φ = JE(x). Em outras palavras,
(E′, σ(E′, E))′ = JE(E).

Demonstração. [4, Proposição 6.3.6].

Corolário 2.34. (E′′, σ(E′′, E′))′ = JE′(E′) para todo espaço normado E.
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Demonstração. [4, Corolario 6.3.7].

Proposição 2.35. Vale σ(E′, E) = σ(E′, E′′) se, e somente se, E for reflexivo.

Demonstração. Suponha que E não seja reflexivo. Neste caso existe Φ ∈ E′′,
Φ /∈ JE(E). Por definição, Φ é contínuo na topologia fraca σ(E′, E′′). Mas
pela Proposição 2.33 sabemos que φ não é contínuo na topologia fraca-estrela
σ(E′, E), o que prova que as duas topologias não coincidem.

Por outro lado, se E for reflexivo, a aplicação JE : E → E′′ é sobrejetora e as
topologias σ(E′, E′′) e σ(E′, E) coincidem.

Observação 2.36. Note que, se E tiver dimensão finita, então

σ(E′, E) = σ(E′, E′′) = τE′ .

De fato, como E tem dimensão finita, segue o mesmo para E′. Portanto a pri-
meira igualdade acima vem da Proposição 2.35 pois todo espaço de dimensão
finita é reflexivo, enquanto a segunda segue do Teorema 2.15.

O próximo resultado esclarece o que obtemos ao considerar a topologia
fraca-estrela no espaço E′′:

Lema 2.37. Seja E um espaço de Banach. O mergulho canônico JE é um homeomor-
fismo de (E, σ(E, E′)) sobre sua imagem JE(E) com a topologia induzida pela topologia
fraca-estrela de E′′. Isto é, a aplicação

JE : (E, σ(E, E′))→ JE(E) ⊆ (E′′, σ(E′′, E′))

é um homeomorfismo.

Demonstração. [4, Lema 6.4.1].

2.3 Compacidade nas topologias fraca e fraca-estrela

Nesta seção consideraremos questões de compacidade nas topologias fraca
dos espaços normados E e E′, assim como na topologia fraca-estrela.

Enunciamos com um resultado fundamental:

Teorema 2.38 (de Banach-Alaoglu-Bourbaki).
Seja E um espaço normado. A bola unitária fechada

BE′ = {φ ∈ E′ : ‖φ‖ ≤ 1}

é compacta na topologia fraca-estrela σ(E′, E).

Demonstração. [1, Teorema 3.16].

Uma vez que não estamos supondo que o espaço E seja reflexivo, não pode-
mos garantir que o resultado anterior seja válido na topologia fraca σ(E′, E′′).

Ao mesmo tempo, podemos nos perguntar se a bola fechada BE (de centro
na origem e raio 1) é compacta na topologia fraca. A resposta a essa questão
será dada em um resultado conhecido como Teorema de Kakutani, cuja prova
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utiliza o Teorema 2.38 e resultados demonstrados por Helly e Goldstine, que
passaremos a expor. Mais uma vez, a reflexividade do espaço normado E será
importante para essa resposta.

Para chegarmos ao Teorema de Kakutani, começamos enunciando o se-
guinte resultado técnico:

Lema 2.39 (de Helly).
Sejam E um espaço de Banach real, φ1, φ2, . . . , φn ∈ E′ funcionais fixados e

a1, a2, . . . , an ∈ R escalares fixados. As seguintes afirmativas são equivalentes:

(a) Para todo ε > 0, existe x ∈ BE tal que, para todo 1 ≤ i ≤ n,

|φi(x)− ai| < ε.

(b) Para todos escalares b1, b2, . . . , bn,∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

biai

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥ n

∑
i=1

biφi

∥∥∥∥∥ .

Demonstração. [4, Lema 6.4.3].

Teorema 2.40 (de Goldstine).
Seja E um espaço normado. Então JE(BE) é denso em BE′′ na topologia fraca-

estrela, isto é,
JE(BE)

σ(E′′,E′)
= BE′′ .

Demonstração. Veja [4, Teorema 8.4.7], [14, Teorema 4.6].

Faremos algumas observações sobre o Teorema de Goldstine:

(a) Suponha que E seja um espaço de Banach. Se E não é reflexivo, então
JE(BE) não é denso em BE′′ na topologia forte.

De fato, afirmamos que JE(BE) é fechado em BE′′ na topologia forte.

Dado Φ ∈ JE(BE), existe uma sequência (xn)∞
n=1 ∈ BE tal que

JE(xn)→ Φ.

Como JE é uma isometria, então (xn)∞
n=1 é de Cauchy em BE. Assim,

existe x ∈ BE tal que xn → x. Logo, JE(xn) → JE(x). Pela unicidade de
limite, temos Φ = JE(x) ∈ JE(BE).

Concluímos então que JE(BE) = JE(BE) $ BE′′ , isto é, JE(BE) não é denso
em BE′′ , pois estamos supondo que E não seja reflexivo.

(b) Temos

JE(E)
σ(E′′,E′)

= E′′.
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De fato, provemos que E′′ ⊆ JE(E)
σ(E′′,E′)

. Dado 0 6= Φ ∈ E′′, temos
Φ
‖Φ‖ ∈ BE′′ . O Teorema de Goldstine e o Teorema 1.69 garantem a existên-
cia de uma rede (xλ)λ∈Λ ⊂ BE tal que

JE((xλ)λ∈Λ)
w∗→ Φ
‖Φ‖ .

Portanto,
JE(‖Φ‖(xλ)λ∈Λ)

w∗→ Φ.

Assim, provamos que cada elemento de E′′ é o limite fraca-estrela de
uma rede JE(‖Φ‖(xλ)λ∈Λ) ⊆ JE(E). Pelo Teorema 1.69, temos Φ ∈
JE(E)

σ(E′′,E′)
.

A outra inclusão é imediata.

Teorema 2.41 (Teorema de Kakutani). Um espaço de Banach E é reflexivo se, e
somente se, a bola unitária fechada BE for compacta na topologia fraca σ(E, E′).

Demonstração. Suponhamos que E seja reflexivo, isto é, JE(E) = E′′. Aplicando
o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki ao espaço E′, obtemos que

BE′′ = {Φ ∈ E′′ : ‖Φ‖ ≤ 1}

é compacta na topologia fraca-estrela σ(E′′, E′) do espaço E′′. Mas, de acordo
com o Lema 2.37,

JE : (E, σ(E, E′))→ JE(E) ⊆ (E′′, σ(E′′, E′))

é um homeomorfismo. Disso decorre que BE = J−1
E (BE′′) é compacta na topo-

logia fraca σ(E, E′).
Reciprocamente, suponhamos que BE seja compacta na topologia fraca do

espaço E. Do Lema 2.37 decorre que JE(BE) é compacta na topologia fraca-
estrela σ(E′′, E′). Como a topologia fraca-estrela é de Hausdorff, a aplicação
do Teorema 1.15 garante que JE(BE) é fechado na topologia fraca-estrela de

E′′. Isso quer dizer que JE(BE) = JE(BE)
σ(E′′,E′)

e, ao aplicarmos o Teorema
de Goldstine, concluímos que JE(BE) = BE′′ . Da linearidade de JE concluímos
que JE(E) = E′′.

Corolário 2.42. Se E for reflexivo, então todo subespaço fechado de E é reflexivo.

Demonstração. [4, Corolario 6.4.6]



Capítulo 3

O Teorema de Eberlein-Smulian

É um fato conhecido que, em espaços métricos, os conceitos de compaci-
dade e compacidade sequencial são equivalentes veja Teorema 1.18. Assim,
em espaços normados, esses termos também são equivalentes. A questão é,
se E for um espaço normado, o que acontece com as topologias fracas e fra-
cas estrelas de E e E′ respectivamente?. Neste capítulo, iniciaremos mostrando
que se E é um espaço vetorial normado de dimensão infinita, então a topologia
σ(E, E′) não é metrizável. No entanto, o Teorema de Eberlein-Smulian afirma
que cada subconjunto de um espaço de Banach é compacto na topologia fraca
se, e somente se, for sequencialmente compacta na topologia fraca.

Falemos agora da topologia fraca-estrela σ(E′, E). Se E é um espaço de Ba-
nach de dimensão infinita, então σ(E′, E) não é metrizável, mas nem sempre
é verdade se E não for completo. Além disso, de acordo com o Teorema 3.21
temos que: se E é um espaço de Banach e K ⊂ E′ for sequencialmente com-
pacto na topologia fraca-estrela então K é relativamente compacta na topologia
fraca-estrela. Com um exemplo mostraremos que o inverso não é verdadeiro
em geral.

3.1 Metrizabilidade da topologia fraca e fraca-estrela

Nesta seção mostraremos que se E é um espaço vetorial normado de di-
mensão infinita, então a topologia fraca σ(E, E′) não é metrizável, mas isso
nem sempre é verdade para a topologia fraca-estrela. O objetivo deste seção é
mostrar que a possibilidade da metrizabilidade está intimamente relacionada
com a separabilidade do espaço.

Lembremos que um espaço topológico (X, τ) é dito ser metrizável se hou-
ver uma métrica d sobre X tal que τd = τ, onde τd denota a topologia induzida
pela métrica d.

Proposição 3.1. Seja E um espaço normado. Então a topologia fraca σ(E, E′) em E é
metrizável se, e somente se, E tem dimensão finita.

Demonstração. Suponha que E tem dimensão finita, então pelo Teorema 2.15
tem-se σ(E, E′) = τE e como a topologia induzida pela norma de E é metrizá-
vel, segue que a topologia σ(E, E′) é metrizável.

Reciprocamente, seja Vk uma base enumerável decrescente de vizinhanças
da origem para a topologia σ(E, E′). Da Proposição 2.2 podemos supor que
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Vk = V(0, φ1, φ2, ..., φnk , εk),

onde φi ∈ E′ para todo i = 1, 2, . . . , nk e (εk)
∞
k=1 uma sequência decrescente de

números estritamente positivos. Denotemos por Nk o subespaço vetorial de E′

gerado pelo conjunto {φ1, φ2, ..., φnk}, isto é, Nk = [φ1, φ2, ..., φnk ]. Afirmamos

que E′ =
∞⋃

k=1

Nk. De fato, seja φ ∈ E′ e considere

W = V(0, φ, 1) = {x ∈ E : |φ(x)| < 1},

uma vizinhança fraca de 0, então existe um k suficientemente grande tal que
Vk ⊂W. Assim

nk⋂
j=1

ker(φj) ⊂ ker(φ). (3.1)

De fato, seja x ∈
nk⋂

j=1

ker(φj) então

0 = |φj(λx)| < εk,

para todo λ ∈ R e qualquer j = 1, 2, ..., nk. Logo λx ∈ Vk para todo λ ∈ R e
como Vk ⊂W, decorre então da definição de W que

|φ(λx)| < 1 para todo λ ∈ R,

logo |φ(x)| < 1/|λ| para todo λ ∈ R\{0}. Por tanto φ(x) = 0, ou seja x ∈
ker(φ).

Logo, de acordo com o Lema 2.11, teríamos φ = a1φ1 + a1φ1, ...,+ank φnk ,
logo φ ∈ Nk, o que significa que φ ∈ Nk. Provamos então

E′ ⊆
∞⋃

k=1

Nk

A outra inclusão é óbvia, logo temos a igualdade

E′ =
∞⋃

k=1

Nk.

Como cada Nk é um subespaço de dimensão finita, então pelo Teorema 1.36
temos que Nk é fechado em E′, logo de acordo com o Teorema de Baire 1.41,
existe k0 ∈ N tal que Nk0 tem interior não vazio. No entanto isso implica que
E′ = Nk0 , de acordo com o Exemplo 1.35 todo subespaço próprio de um espaço
normado tem interior vazio. Como Nko tem dimensão finita, então a dimensão
de E é finita, pois dim E = dim E′.

Proposição 3.2. Seja E um espaço de Banach. Então a topologia σ(E′, E) em E′ é
metrizável se, e somente se E tem dimensão finita.
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Demonstração. Suponha que E tenha dimensão finita, então pela Observação
2.36 sabemos que σ(E′, E) = τE′ e como a topologia da norma τE′ é metrizável
então σ(E′, E) é metrizável.

Reciprocamente, seja (Vk) uma base enumerável decrescente de vizinhan-
ças de zero para a topologia σ(E′, E). Da Proposição 2.26 podemos supor que

Vk = V(0, x1, x2, ..., xnk , εk),

onde xi ∈ E para todo i = 1, 2, . . . , nk e (εk)
∞
k=1 é uma sequência decrescente de

números estritamente positivos. Seja x ∈ E e considere

W = {φ ∈ E′ : |φ(x)| < 1},

pela Proposição 2.2 temos que W uma vizinhança fraca-estrela do origem, en-
tão existe um k suficientemente grande tal que Vk ⊂W. Afirmamos que

nk⋂
j=1

ker JE(xi) ⊂ ker JE(x).

De fato, seja φ ∈
nk⋂

j=1

ker JE(xi), então

φ(xi) = JE(xi)(φ) = 0 para todo i = 1, . . . , nk.

Segue que, para todo λ ∈ R temos que 0 = |λφ(xi)| < εk para todo i =
1, 2, ..., nk . Logo pela definição de Vk temos que λφ ∈ Vk ⊂ W, agora pela
definição de W temos que

|λφ(x)| < 1 para todo λ ∈ R.

logo, JE(x)(φ) = φ(x) = 0. Assim φ ∈ ker JE(x), provando assim a inclu-
são ∩nk

j=1ker JE(xi) ⊂ ker JE(x). Assim, de acordo com o Lema 2.11, existem
escalares α1, α2. . . . , αn tais que

JE(x) = α1 JE(x1) + α2 JE(x2) + . . . + αnk JE(xnk),
= JE(α1x1 + α2x2 + . . . + αnk xnk).

Consequentemente JE(x− α1x1 + α2x2 + . . . + αnxn) = 0, como JE é isometria
então x = α1x1 + α2x2, . . . ,+αnxnk . Assim se denotamos por Mk o subespaço
de E gerado por x1, x2, . . . , xnk , isto é, Mk = [x1, x2, . . . , xnk ] então x ∈ Mk.
Então provamos que para qualquer x ∈ E existe um inteiro k > 0 tal que
x ∈ Mk, logo temos a inclusão

E ⊆
∞⋃

k=1

Mk.

A outra inclusão é obvia, logo E =
∞⋃

k=1

Mk. Como cada subespaço Mk tem
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dimensão finita, então pelo Teorema 1.36 temos que Mk é fechado em E. De
acordo com o Teorema Baire 1.41, existe k0 ∈ N tal que Mk0 tem interior não
vazio. Logo E = Mk0 tem dimensão finita.

Observação 3.3. A proposição anterior não é verdadeira se E não for completo.
Um exemplo deste fato é o subespaço c00 de c0 que é um espaço normado de
dimensão infinita e não completo, mas a topologia fraca-estrela σ(c′00, c00) de
c′00 é metrizável, onde c′00 = c′0 = `1.

Já vimos que em dimensão infinita as topologias fraca e fraca-estrela nunca
coincidem com a topologia da norma. Além disso, se E é um espaço de Banach,
então as topologias σ(E, E′) e σ(E′, E) não são metrizáveis. Nos próximos teo-
remas veremos que a possibilidade da metrizabilidade esta intimamente rela-
cionada com a separabilidade do espaço

Teorema 3.4. Seja E um espaço normado. Então (BE′ , σ(E′, E)) é metrizável se, e
somente se, E é separável.

Demonstração. (⇐) Suponha que E seja separável, então BE é separável. Logo
existe X = {xn : xn ∈ BE} um subconjunto enumerável e denso em BE, consi-
deremos a aplicação

d : BE′ × BE′ −→ [0, ∞), d(ϕ, φ) =
∞

∑
n=1

1
2n |ϕ(xn)− φ(xn)|. (3.2)

Está bem definida pois

d(ϕ, φ) =
∞

∑
n=1

1
2n |ϕ(xn)− φ(xn)| ≤

∞

∑
n=1

1
2n ‖ϕ− φ‖‖xn‖ ≤

∞

∑
n=1

1
2n−1 < ∞.

Afirmamos que a topologia em BE′ induzida pela métrica d coincide com a
topologia fraca-estrela, isto é, (BE′ , τd) = (BE′ , σ(E, E′)).

De fato, provemos que (BE′ , σ(E′, E)) ⊆ (BE′ , τd). Sejam φ0 ∈ BE′ e U um
aberto na topologia fraca-estrela com φ0 ∈ U, então existe uma vizinhança
fraca-estrela V de φ0 tal que V ⊆ U, isto é, existem ε > 0 e y1, y2, . . . yn ∈ E tais
que

V = V(φ0, y1, y2, . . . , yn, ε)

= {φ ∈ BE′ : |φ(yi)− φ0(yi)| < ε, i = 1, 2, . . . , n}
⊆ U.

Podemos supor que os vetores xi são não nulos.
Chame M = max{‖yi‖, ‖y2‖, . . . ‖yn‖}, δ = ε

M , zi =
yi
‖yi‖

para i = 1, 2, . . . , n.
Então

V′ = {ϕ ∈ BE′ : |φ(zi)− φ0(zi)| < δ, i = 1, 2, . . . , n} ⊆ V ⊆ U, (3.3)

é também uma vizinhança de φ0 na topologia fraca-estrela. Como zi ∈ BE, da
densidade de X em BE existem ni ∈ N tal que ‖xni − zi‖ < δ/4. Escolha r > 0
tal que 2ni .r < δ/2 para todo i = 1, 2, . . . n.



41 3.1. Metrizabilidade da topologia fraca e fraca-estrela

Afirmamos que

B(φ0, r) = {φ ∈ BE : d(φ, φ0) < r} ⊆ V′.

De fato, se φ ∈ B(φ0, r) então d(φ, φ0) < r, então por (3.2) temos

1
2ni
|φ(xni)− φ0(xni)| < r para todo 1 ≤ i ≤ n.

Logo,

|φ(zi)− φ0(zi)| = |φ(zi − xni)− φ0(zi − xni) + φ(xni)− φ0(xni)|
≤ ‖φ− φ0‖.‖(zi − xni)‖+ |φ(xni)− φ0(xni)|

≤ 2
δ

2
+ r2ni

<
δ

2
+

δ

2
= δ.

Assim encontramos um aberto B(φ0, r) da topologia induzida pela métrica tal
que B(φ0, r) ⊆ V′, logo de (3.3) temos que B(φ0, r) ⊆ U. Assim, U é um aberto
na topologia da métrica.

Reciprocamente, provemos que (BE′ , τd) ⊆ (BE′ , σ(E, E′)). De fato, consi-
deremos a bola aberta

B(φ0, r) = {φ ∈ BE′ : d(φ, φ0) < r},

temos que encontrar alguma vizinhança fraca-estrela V de φ0 tal que V ⊆
B(φ0, r). Consideremos

V = {ϕ ∈ BE′ : |φ(xi)− φ0(xi)| < ε ∀i = 1, 2, . . . , k.},

com ε e k a determinar de tal maneira que V ⊆ B(φ0, r). Para φ ∈ V temos

d(φ, φ0) =
k

∑
n=1

1
2n |(φ− φ0)(xn)|+

∞

∑
n=k+1

1
2n |(φ− φ0)(xn)|

≤ ε

(
k

∑
n=1

1
2n

)
+

∞

∑
n=k+1

1
2n ‖φ− φ0‖‖xn‖

< ε + ‖φ− φ0‖
(

∞

∑
n=k+1

1
2n

)

= ε + 2

(
∞

∑
n=k+1

1
2n

)
.

Como a série
∞

∑
n=1

1
2n converge, podemos tomar k ∈ N suficientemente grande

a ponto de

2

(
∞

∑
n=k+1

1
2n

)
<

r
2
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e escolha 0 < ε < r/2. Assim provamos que a topologia induzida pela métrica
esta contida na topologia fraca-estrela.

(⇒) Suponha que BE′ seja metrizável em σ(E′, E). Consideremos o con-
junto

Un = {φ ∈ BE′ : d(φ, 0) < 1/n},
onde d é uma métrica que induz a topologia fraca-estrela sobre BE′ , como Un é
um aberto na topologia fraca-estrela então existe uma vizinhança fraca-estrela
Vn de 0 tal que Vn ⊂ Un, digamos.

Vn = {φ ∈ BE′ : |φ(x)| < εn, ∀x ∈ An}

com εn > 0 e An é um subconjunto finito de E. Consideremos D =
∞⋃

n=1

An e

M = [D] o subespaço de E gerado por D. Para provar que E é separável, basta
mostrar que M é denso em E pois M é enumerável. De fato, suponha que M
não seja denso em E, então existe y ∈ E\M, e pelo Teorema de Hahn-Banach
existe ψ ∈ SE′ tal que

ψ(y) 6= 0 e ψ(x) = 0 ∀x ∈ M. (3.4)

logo ψ ∈ Vn para cada n ∈ N, e assim ψ ∈ Un para cada n ∈ N, assim ψ = 0
isso contradiz (3.4) , então M é denso em E, logo E é separável.

Teorema 3.5. Seja E um espaço normado. Então (BE, σ(E, E′)) é metrizável se, e
somente se, E′ é separável.

Demonstração. (⇐) Suponha que E′ seja separável. De acordo com o teorema
3.4, temos que (BE′′ , σ(E′′, E′)) é metrizável. Como JE(BE) ⊂ BE′′ , então

(JE(BE), σ(E′′, E′)) = {JE(BE) ∩U : U ∈ σ(E′′, E′)},

é um subespaço topológico de (BE′′ , σ(E′′, E′)), segue que (JE(BE), σ(E′′, E′)) é
metrizável também. Do Lema 2.37 sabemos que

JE : (E, σ(E, E′))→ JE(E) ⊆ (E′′, σ(E′′, E′))

é um homeomorfismo. Logo (BE, σ(E, E′)) é metrizável.
(⇒) Suponha que (BE, σ(E, E′)) seja metrizável. Para cada inteiro n, defina

Un = {x ∈ BE : d(x, 0) < 1/n},

onde d é a métrica que induz a topologia fraca sobre BE. Como Un é um aberto
na topologia da métrica é portanto um aberto na topologia fraca contendo o
0 ∈ E, então existem um conjunto finito An ⊂ E′ e εn > 0, tais que

Vn = {x ∈ BE : |φ(x)| < εn, ∀φ ∈ An} ⊂ Un.

Denotemos por A =
∞⋃

n=1

An, e seja N = [A] o subespaço de E′ gerado por

A. Para provar que E′ é separável basta provar que N é denso em E′. Supo-
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nhamos que N não seja denso em E′ ou seja N 6= E′, então existe φ0 ∈ E′\N.
Consideremos d′ = dist(φ0, N), pelo Teorema de Hahn-Banach existe Φ ∈ SE′′

tal que
Φ(φ0) = d′ e Φ(φ) = 0 ∀φ ∈ N. (3.5)

Seja
U = {x ∈ BE : |φ0(x)| < d′/2},

um aberto na topologia fraca em BE. Então existe n ∈ N tal que Vn ⊂ U. De

acordo com o Teorema de Goldstine 2.40 sabemos que JE(BE)
σ(E′′,E′)

= BE′′ ,
e dado que Φ ∈ SE′′ ⊆ BE′′ , então cada vizinhança fraca-estrela de Φ em
BE′′ contém algum elemento de JE(BE). Em particular, para as vizinhanças
V(Φ, An, εn) e V(Φ, φ0, d′/2) existe um x ∈ BE tal que:

|(Φ− JE(x))(ϕ)| < εk ∀ φ ∈ An, (3.6)

|(Φ− JE(x))(φ0)| <
d′

2
. (3.7)

Como Φ se anula em N e An ⊂ N então de (3.5) e (3.6) tem-se que

|φ(x)| < εK para todo φ ∈ An,

portanto x ∈ Vn ⊂ U, isso significa que |φ0(x)| < d′/2. Por outro lado, de
(3.7) e do fato que Φ(φ0) = d′ temos que |φ0(x)| > d′/2, contradição. Isso
prova que N = E′, e completa a demostração.

O seguinte resultado é bastante útil, apresentaremos sua recíproca na úl-
tima seção deste capítulo. Para sua demostração, veja [4, Teorema 6.5.4]

Teorema 3.6. Em um espaço reflexivo, toda sequência limitada tem subsequência fra-
camente convergente.

Exemplo 3.7. Sejam E um espaço de Banach e K ⊆ E um subconjunto com-
pacto na topologia fraca. Mostremos que K é fechado na topologia fraca e
limitado em norma.

De fato, dado φ ∈ E′, pelo Corolário 2.22 temos que φ : (E, σ(E, E′)) −→
(K, |.|) é continua. Como K ⊆ E é fracamente compacto, então temos que
φ(K) é um conjunto compacto em K. De acordo com o Teorema de Heine-
Borel, φ(K) é limitada. Então para cada φ ∈ E′ existe cφ tal que |φ(x)| ≤ cφ

para todo x ∈ K. Então

sup
x∈K
|JE(x)(φ)| = sup

x∈K
|φ(x)| ≤ cφ.

Agora pelo Teorema de Banach-Steinhaus 1.42, e do fato que JE é uma imersão
isométrica temos que

sup
x∈K
‖JE(x)‖ = sup

x∈K
‖x‖ < ∞,

isto é, existe um c ≥ 0 tal que ‖x‖ ≤ c para todo x ∈ K, logo K é limitado em
norma.
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Como K ⊆ E é fracamente compacto e pela Proposição 2.4 a topologia fraca
σ(E, E′) é de Hausdorff, então K é fechado na topologia fraca. C

Observação 3.8. Suponha que E′ seja separável. Então qualquer subconjunto
compacto A ⊆ E na topologia fraca é metrizável. De fato, seja A um subcon-
junto de E fracamente compacto então, pelo exemplo anterior, A é limitado
em norma, logo existe um n > 0 tal que A ⊂ n.BE′ . Da separabilidade de E′,
temos pelo Teorema 3.5 que (BE, σ(E, E′)) é metrizável, logo n.BE é metrizável
na topologia fraca σ(E, E′). Assim A é metrizável.

No próximo exemplo mostramos que a recíproca do exemplo anterior nem
sempre é verdadeira, isto é, existem subconjuntos de um espaço normado E
que são fechados e limitados mas não são fracamente compactos.

Exemplo 3.9. Bc0 ⊆ c0 é fechado e limitado em norma mas não é fracamente
compacto. De fato, obviamente

Bc0 = {(ak)
∞
k=1 ∈ c0 : ‖(ak)

∞
k=1‖ ≤ 1},

é fechado e limitado em norma. Suponhamos que Bc0 seja fracamente com-
pacta e consideremos a sequência (υn)∞

n=1 ⊆ Bc0 da forma

υn = e1 + e2 + . . . + en = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . .),

para todo n ∈ N, onde (en)∞
n=1 é formada pelos vetores unitários canônicos

de c0. Como cada sequência é vista como uma rede, de acordo com o Teorema
1.71 existe uma sub-rede (υϕ(δ))δ∈∆ de (υn)∞

n=1 e υ ∈ Bc0 tal que υϕ(δ)
w−→

υ. Então, para qualquer n ∈ N, temos pn(υϕ(δ))
w−→ pn(υ), onde pn ∈ c′0,

pn(x1, x2, . . .) = xn.
Pela definição de sub-rede, ϕ : ∆ −→ N (pois (υn)∞

n=1 é uma sequência)
tem a seguinte propriedade:

para todo n ∈N, existe δ0 ∈ ∆ tal que n ≤ ϕ(δ0).

Assim, para todo n ∈ N existe δ0 ∈ ∆ tal que para todo δ ≥ δ0 tem-
se ϕ(δ) ≥ ϕ(δ0) ≥ n (ϕ é crescente), logo pn(υϕ(δ)) = 1 para todo δ ≥ δ0.
Tomando o limite em relação a δ ∈ ∆ com δ ≥ δ0, obtemos que pn(υ) = 1 para
todo n ∈N. Portanto υ = (1, 1, . . .). Assim υ /∈ c0, é uma contradição. C

3.2 O Teorema de Šmulian

Nesta seção mostraremos que se A é um subconjunto fracamente compacto
do espaço normado E, então A é sequencialmente compacto na topologia fraca,
isto é, cada sequência em A admite uma subsequência fracamente conver-
gente. A compreensão de que a topologia fraca goza dessa propriedade foi ob-
tida por V.L. Šmulian em 1940. Para provar este resultado provaremos alguns
teoremas importantes fazendo uso da metrizabilidade de espaços localmente
convexos e espaços normados separáveis.
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Teorema 3.10. Seja E um espaço normado separável, e seja {xn : n ∈ N} um sub-
conjunto enumerável e denso de E. Então:

(a) Existe {φn : n ∈ N} ⊂ E′ tal que ‖φn‖ = 1 e φn(xn) = ‖xn‖ para todo
n ∈N.

(b) A aplicação

T : E −→ `∞

x −→ T(x) = (φn(x))∞
n=1

é um isomorfismo isométrico entre E e um subespaço de `∞.

(c) {φn : n ∈ N} separa os pontos de E, isto é, dados x, y ∈ E tais que x 6= y,
existe n ∈N tal que φn(x) 6= φn(y).

Demonstração. (a) Seja n ∈ N fixo e xn ∈ E. Pelo Teorema 1.45, existe um φn
em SE′ tal que

φn(xn) = ‖xn‖.
Daí temos (a).

(b) Claramente T está bem definido e é linear, mostremos que T é contínua.

‖T(x)‖ = ‖(φn(x))∞
n=1‖∞ = sup{|φn(x)| : n ∈N}

≤ sup{‖φn‖‖x‖ : n ∈N}
= ‖x‖,

(3.8)

para todo x ∈ E. Logo, de acordo com a Proposição 1.31, T é contínua. Como
φn(xn) = ‖xn‖ para cada n ∈N, então

‖xk‖ ≤ sup{|φn(xk)| : n ∈N} = ‖T(xk)‖. (3.9)

Logo de (3.8) e (3.9) tem-se que

‖T(xk)‖ = ‖xk‖ para cada k ∈N.

Por fim, usando o fato de {xn : n ∈ N} é denso em E , concluímos que dado
x ∈ E, existe (xnk)k∈N tal que xnk −→ x, segue que

‖T(x)‖ = lim
k−→∞

‖T(xnk)‖ = lim
k−→∞

‖xnk‖ = ‖x‖.

Portanto ‖T(x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E. Assim, T é um isomorfismo isomé-
trico entre E e o subespaço T(E) de `∞.
(c) Temos ‖x‖ = ‖T(x)‖ = sup{|φn(x)| : n ∈ N} para todo x ∈ E. Assim se
φn(x) = 0 para todo n ∈ N, então ‖x‖ = 0, logo x = 0. Portanto {φn : n ∈ N}
separa os pontos de E.

Na Observação 3.8 provamos que se E′ é separável, então qualquer subcon-
junto fracamente compacto em E é metrizável. No seguinte teorema provare-
mos que se E for separável, então também teremos que qualquer subconjunto
fracamente compacto de E é metrizável. Observe que esta prova não decorre
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imediatamente da observação, pois a separabilidade de E não implica neces-
sariamente a separabilidade de E′.

Teorema 3.11. Seja E um espaço normado separável, e seja K um subconjunto fraca-
mente compacto de E. Então (K, σ(E, E′)) é metrizável.

Demonstração. Dado que E é um espaço separável, pelo Teorema 3.10 existe um
conjunto enumerável D = {φn : n ∈N} em E′ que separa os pontos de E. Seja
σ(E, D) a topologia em E gerada pelos funcionais lineares contínuos φ ∈ D, de
acordo com a Proposição 2.3 a topologia σ(E, D) é localmente convexa em E e
admite como base de vizinhanças da origem os conjuntos da forma

V(0; φ1, φ2, . . . , φk; 1/k) = {x ∈ E : |φj(x)| ≤ 1/n, ∀j = 1, 2, . . . , n},

então pelo Teorema 1.30, σ(E, D) é metrizável. Afirmamos que as topologias
σ(E, D) e σ(E, E′) coincidem em K. De fato, como D ⊂ E′ então σ(E, D) ⊆
σ(E, E′). Notemos que, no caso de K ser um subconjunto compacto na topolo-
gia fraca σ(E, E′), então as topologias σ(E, D) e σ(E, E′) coincidem em K. Com
efeito, considere a aplicação contínua

i : (K, σ(E, E′)) −→ (E, σ(E, D))

x 7−→ x.

Como K é compacto, então i−1 : (K, σ(E, D)) −→ (K, σ(E, E′)) é contínua,
logo i é um homeomorfismo sobre K, então é uma aplicação aberta. Assim
qualquer conjunto aberto do espaço topológico (K, σ(E, E′)) é um aberto do
espaço topológico (K, σ(E, D)).

Agora temos condições para demostrar o Teorema de Šmulian devido a R.J
Whitley Essa prova pode ser encontrada em [17] e [14].

Teorema 3.12. (Teorema de Šmulian) Seja E um espaço normado, e seja K um
subconjunto fracamente compacto de E. Então cada sequência em K admite uma sub-
sequência que converge fracamente a um ponto de K.

Demonstração. Suponhamos primeiro que E seja um espaço normado separá-
vel e K um subconjunto fracamente compacto. Segue do Teorema 3.11 que
(K, σ(E, E′)) é metrizável. Logo, cada sequência em K admite uma subsequên-
cia que converge fracamente a um ponto de K. No caso de E ser um espaço
normado qualquer, sejam (xn)∞

n=1 uma sequência em K e E0 = [xn : n ∈N]
o fecho em norma do subespaço de E gerado por (xn)∞

n=1. De acordo com o
Lema 1.39, E0 é separável. Pelo caso anterior (xn)∞

n=1 admite uma subsequên-
cia que converge fracamente a um ponto de K na topologia σ(E0, E′0) restrita a
K. De acordo com a Proposição 2.24 sabemos que

σ(E0, E′0) = {E0 ∩U : U ∈ σ(E, E′)} = (E0, σ(E, E′)),

logo a subsequência converge na topologia σ(E, E′).
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3.3 O Teorema de Eberlein

Nesta seção mostraremos que se cada sequência em A admite uma sub-
sequência que converge fracamente a um ponto de E, então A é relativamente
fracamente compacto, esta prova nos ajuda a garantir a recíproca do Teorema
de Šmulian. A compreensão de que a topologia fraca goza dessa propriedade
foi obtida por W. F. Eberlein em 1947. Para provar este resultado, necessitare-
mos de um lema auxiliar.

Lema 3.13. Sejam E um espaço normado e M um subespaço de dimensão finita de E′′.
Então existe um conjunto finito A ⊂ SE′ tal que

1
2
‖Φ‖ ≤ max{|Φ(ϕ)‖ : ϕ ∈ A} para todo Φ ∈ M.

Demonstração. Como M tem dimensão finita e BM = {Φ ∈ M : ‖Φ‖ ≤ 1} é
fechado e limitado então é compacto na topologia da norma. Como

BM ⊂
⋃

Φ∈BM

B(Φ, 1/4),

então existem Φ1, Φ2, . . . , Φk ∈ SM tais que

SM ⊂
k⋃

j=1

B(Φj; 1/4). (3.10)

Escolha A = {φ1, φ2, . . . , φk} ∈ SE′ tal que

Φj(φj) > 3/4, j = 1, . . . , k. (3.11)

Então para qualquer Φ ∈ BM, por (3.10) e (3.11) existe um j ∈ {1, 2, . . . , k} tal
que Φ ∈ B(Φj, 1/4). Então

Φ(φj) = Φj(φj)− (Φj −Φ)(φj)

≥ Φj(φj)− |(Φj −Φ)(φj)|

>
3
4
− ‖Φj −Φ‖‖φj‖

≥ 3
4
− 1

4
=

1
2

.

Logo,
1
2
‖Φ‖ ≤ 1

2
≤ |Φ(φj)| ≤ max{|Φ(ϕ)| : ϕ ∈ A}.

Assim, para todo Φ ∈ M temos que

1
2
‖Φ‖ ≤ max{|Φ(ϕ)| : ϕ ∈ A}.

Proposição 3.14. Seja E um espaço de Banach. Se K ⊆ E é compacto na topologia
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fraca ou relativamente sequencialmente compacto na topologia fraca (cada sequência
em K admite uma subsequência que converge fracamente a um ponto de E), então K é
limitado.

Demonstração. No caso de K ser compacto na topologia fraca, já foi provado no
Exemplo 3.7.
No caso de K ser relativamente sequencialmente compacta na topologia fraca,
suponhamos que K não seja limitado, então existe uma sequência (xn)∞

n=1 em
K tal que

‖xn‖ ≥ n para todo n.

Por hipótese (xn)∞
n=1 admite uma subsequência (xnk)

∞
k=1 e x ∈ E tal que

xnk
w−→ x.

De acordo com a Proposição 2.6(a) temos que φ(xnk) −→ φ(x) para todo φ ∈
E′. Assim φ(xnk)

∞
k=1 é limitada para todo φ ∈ E. Portanto pelo Teorema de

Banach-Steinhaus 1.42, (xnk)
∞
k=1 é limitado, isto é uma contradição, logo K é

limitado.

Agora temos condições para demostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.15 (Eberlein).
Seja E um espaço Banach, e seja K um subconjunto de E tal que cada sequência em

K admite uma subsequência que converge fracamente a um ponto de E. Então:

1. Kσ(E,E′) é compacto na topologia fraca de E.

2. Cada x ∈ Kσ(E,E′) é o limite fraco de uma sequência de pontos de K.

Demonstração. Dado que K é relativamente sequencialmente compacto, de acordo
com a Proposição 3.14, K é limitado. Como a aplicação canônica JE : E −→ E′′

é um isomorfismo isométrico de E sobre JE(E), então o conjunto JE(K) é limi-
tado, então existe k > 0 tal que JE(K) ⊂ k.BE′′ . Pelo Teorema Banach-Alaoglu-
Bourbaki 2.38 temos que BE′′ é compacto na topologia fraca-estrela de E′′, e
como a aplicação

T : (E′′, σ(E′′, E′)) −→ (E′′, σ(E′′, E′)),

definida por T(x) = k.x é continua, então k.BE′′ é compacto na topologia fraca-
estrela e como

JE(K)
σ(E′′,E′) ⊂ k.BE′′

σ(E′′,E′)
= k.BE′′ ,

então JE(K)
σ(E′′,E′)

é compacto na topologia fraca-estrela de E′′. A seguir pro-

varemos que JE(K)
σ(E′′,E′) ⊂ JE(E).

De fato, seja

Φ0 ∈ JE(K)
σ(E′′,E′)

.
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Consideremos o subespaço M0 = [Φ0]. Como M0 ⊂ E′′ tem dimensão finita,
de acordo com o Lema 3.13 existe um conjunto finito A0 ⊂ SE′ tal que

1
2
‖ Φ‖ ≤ max

ϕ∈A0
|Φ(ϕ)| ∀Φ ∈ M0.

Como Φ0 ∈ JE(K)
σ(E′′,E′)

, então cada vizinhança fraca-estrela de Φ0 contém
algum elemento de JE(K), em particular para a vizinhança

V(Φ0, A0, 1) = {Φ ∈ E′′ : |(Φ−Φ0)(ϕ)| ≤ 1, ∀ϕ ∈ A0},

temos que V(Φ0, A0, 1) ∩ JE(K) 6= ∅, isto é, existe x1 ∈ K tal que

|(JE(x1)−Φ0)(ϕ)| ≤ 1, para todo ϕ ∈ A0.

Seja M1 = [Φ0, Φ0 − JE(x1)]. De novo, como M1 é um subespaço de dimensão
finita de E′′ então de acordo o Lema 3.13 existe um conjunto finito A1 ⊂ SE′

com A0 ⊂ A1 tal que

1
2
‖ Φ‖ ≤ max

ϕ∈A1
|Φ(ϕ)| ∀Φ ∈ M1.

Como Φ0 ∈ JE(K)
σ(E′′,E′)

, então para a vizinhança fraca-estrela

V(Φ0, A1, 1/2) = {Φ ∈ E′′ : |(Φ−Φ0)(ϕ)| ≤ 1/2, ∀ϕ ∈ A1},

temos que V(Φ0, A1, 1) ∩ JE(K) 6= ∅, isto é, existe x2 ∈ K tal que

|(JE(x2)−Φ0)(ϕ)| ≤ 1
2

, para todo ϕ ∈ A1.

Procedendo por indução obtemos uma sequência crescente (An)∞
n=1 de sub-

conjuntos finitos de SE′ é uma sequência (xn)∞
n=1 em K tais que, se denotamos

por Mn o subespaço

Mn = [Φ0, Φ0 − JE(x1), Φ0 − JE(x2), . . . , Φ0 − JE(xn)],

então
1
2
‖ Φ‖ ≤ max

ϕ∈An
|Φ(ϕ)| ∀Φ ∈ Mn

e
|(JE(xn+1)−Φ0)(ϕ)| ≤ 1

n + 1
, para todo ϕ ∈ An. (3.12)

Como (xn)∞
n=1 ∈ K então por hipótese existe uma subsequência (xnk)

∞
k=1 de

(xn)∞
n=1 tal que xnk

w−→ x com x ∈ E. Afirmamos que Φ0 = JE(x).
De fato, seja M = [Φ0, Φ0− JE(x1), Φ0− JE(x2), . . .]. Do Lema 2.37 sabemos

que
JE : (E, σ(E, E′)) −→ JE(E) ⊆ (E′′, σ(E′′, E′)),



50 3.3. O Teorema de Eberlein

é continua e como xnk
w−→ x, então

JE(xnk)
w∗−→ JE(x). (3.13)

logo

Φ0 − JE(xnk)
w∗−→ Φ0 − JE(x),

ou seja , Φ0 − JE(x) ∈ Mσ(E′′,E′). Tomando A =
∞⋃

n=1

An, então da construção

das sequências (xn)∞
n=1 em K e (Ai)

∞
i=1 em BE′ temos:

1
2
‖ Φ‖ ≤ max

ϕ∈A
|Φ(ϕ)| para todo Φ ∈ M. (3.14)

Mostremos que (3.14) é válido para todo Φ ∈ Mσ(E′′,E′). Seja Φ ∈ Mσ(E′′,E′).
Então existe uma rede (Φλ)λ∈Λ ⊂ M tal que

Φλ
w∗−→ Φ o que é equivalente a Φλ(φ) −→ Φ(φ) ∀φ ∈ E′.

Como Φλ ∈ M para todo λ ∈ Λ, temos por 3.14 que

1
2
|Φλ(φ)| ≤

1
2
‖ Φλ‖ ≤ max

ϕ∈A
|Φλ(ϕ)| ∀λ ∈ Λ e ∀φ ∈ BE′ .

Portanto, como Φλ(φ) −→ Φ(φ) ∀φ ∈ E′, temos:

1
2
|Φ(φ)| ≤ max

ϕ∈A
|Φ(ϕ)| ∀φ ∈ BE′ .

Logo
1
2
‖ Φ‖ ≤ max

ϕ∈A
|Φ(ϕ)| para todo Φ ∈ Mσ(E′′,E′).

Em particular a desigualdade vale para Φ0 − JE(x) ∈ Mσ(E′′,E′), ou seja

1
2
‖ Φ0 − JE(x)‖ ≤ max

ϕ∈A
|(Φ0 − JE(x))(ϕ)|. (3.15)

Assim, para provar que Φ0 = JE(x), basta mostrar que

(Φ0 − JE(x))(ϕ) = 0 para todo ϕ ∈ A.

De fato, de (3.13) sabemos que

lim
k−→∞

JE(xnk − x)(φ) = 0 para todo φ ∈ E′.

Em particular para todo ϕ ∈ A. Dados ϕ ∈ A e ε > 0, existe n0 ∈ N tal que
ϕ ∈ An0 . Seja k tal que nk > n0, 1/(nk + 1) < ε e

|(JE(xnk − x)(ϕ)| < ε.
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Então

|(Φ0 − JE(x))(ϕ)| ≤ |(Φ0 − JE(xnk))(ϕ)|+ |JE(xnk − JE(x))(ϕ|

<
1

nk + 1
+ ε

< 2ε.

Assim como ε foi arbitrário, então maxϕ∈A |(Φ0 − JE(x))(ϕ)| = 0. Portanto de
(3.15) resulta que ‖ Φ0 − JE(x)‖ = 0, então Φ0 = JE(x).

Fazendo um resumo de nossa demostração, até agora provamos que

a) JE(K)
σ(E′′,E′)

é compacto,

b) JE(K)
σ(E′′,E′) ⊂ JE(E).

De acordo com o Lema 2.37 sabemos que

JE : (E, σ(E, E′)) −→ JE(E) ⊆ (E′′, σ(E′′, E′)),

é um homeomorfismo entre E com a topologia fraca e JE(E) com a topologia
fraca-estrela de E′′. Decorre então da Proposição 1.9 que

Kσ(E,E′) ⊂ J−1
E (JE(K)

σ(E′′,E′)
).

Segue-se da Proposição 1.13 e da Proposição 1.12 que Kσ(E,E′) é fracamente

compacto, e da construção feita na demostração temos que cada x ∈ Kσ(E,E′) é
o limite fraco de uma sequência em K.

Corolário 3.16. Seja E um espaço Banach, e seja K um subconjunto de E fracamente
sequencialmente compacto. Então K é um conjunto fracamente compacto.

Demonstração. Dado que K é fracamente sequencialmente compacto, de acordo
com o Teorema de Eberlein temos que:

(a) Kσ(E,E′) é fracamente compacto.

(b) Cada x ∈ Kσ(E,E′) é o limite fraco de uma sequência de pontos de K.

Afirmamos que K é fracamente fechado. De fato, seja x ∈ Kσ(E,E′) então de
(b) existe uma sequência (xn)∞

n=1 tal que xn
w−→ x. Observe que o limite fraco

da sequencia xn
w−→ x é único, pois σ(E, E′) é de Hausdorff. Logo, cada sub-

sequência (xnk)
∞
k=1 de (xn)∞

n=1converge fracamente para x, logo x ∈ K. Assim,

Kσ(E,E′)
= K e de (a) temos que K é fracamente compacta.

De acordo com os Teoremas de Šmulian, Eberlein e do corolário anterior,
temos o seguinte teorema chamado o Teorema de Eberlein-Šmulian.
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Teorema 3.17 (Eberlein-Šmulian).
Seja E um espaço de Banach, e seja K ⊂ E. Então K é relativamente fracamente

compacto se, e somente se, K é relativamente sequencialmente compacta na topologia
fraca de E. Em particular, um subconjunto de um espaço de Banach é fracamente
compacto se, e somente se, ele é fracamente sequencialmente compacto .

Agora temos condições para demostrar a recíproca do Teorema 3.6

Teorema 3.18. Seja E um espaço de Banach tal que cada sequência limitada em E
admite uma subsequencia fracamente convergente. Então E é reflexivo.

Demonstração. De acordo com o Teorema de Kakutani 2.41 basta provar que
BE é compacta na topologia fraca. De fato, cada sequência (xn)∞

n ∈ BE é limi-
tada, de acordo com a hipótese e do Teorema de Eberlein, BE é compacta na
topologia fraca.

Observação 3.19. Se K ⊂ E é sequencialmente compacto na topologia da
norma de E, então obviamente K é sequencialmente compacto na topologia
fraca. Note que a recíproca não é verdadeira em geral.

De fato, consideremos um espaço de Banach reflexivo de dimensão infi-
nita. Então BE é compacto na topologia fraca, de acordo com o Teorema 2.41.
Portanto, BE é sequencialmente compacto na topologia fraca. Mas de acordo
com o Teorema 1.38 o conjunto BE não é compacto na norma, pelo que não é
sequencialmente compacto.

3.4 Compacidade e compacidade sequencial na to-
pologia fraca-estrela

Uma vez provado o Teorema de Eberlein-Šmulian, vale a pena perguntar se
este teorema ainda é valida para a topologia fraca-estrela. Nesta seção prova-
remos que compacidade não garante a compacidade sequencial na topologia
fraca estrela.

Proposição 3.20. Seja E um espaço de Banach sobre K. Se K ⊆ E′ for compacto na
topologia fraca-estrela ou relativamente sequencialmente compacto na topologia fraca-
estrela, então K é limitado.

Demonstração. No caso em que K for compacto na topologia fraca estrela de E′.
Seja Φ ∈ JE(E), então pela Proposição 2.33

Φ : (E′, σ(E′, E)) −→ (K, |.|),

é continua. Como K ⊆ E′ é compacta na topologia fraca-estrela, então temos
que Φ(K) é um conjunto compacto em K. Agora basta proceder como na de-
mostração do Exemplo 3.7.
No caso em que K for relativamente sequencialmente compacto. Suponhamos
que K não seja limitado, então existe uma sequência (φn)∞

n=1 em K tal que

‖φn‖ ≥ n para todo n ∈N.
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Por hipótese existem uma subsequência (φnk)
∞
k=1 de (φn)∞

n=1 e φ ∈ E′ tais que

φnk
w∗−→ φ, então φnk(x) −→ φ(x) para cada x ∈ E, de acordo com o Teorema

2.6(a). Portanto, (φ(xnk))
∞
k=1 é limitada para cada φ ∈ E′, logo pelo Teorema

de Banach-Steinhaus 1.42, (xnk)
∞
k=1 é limitado, isto é uma contradição, logo K

é limitado.

Teorema 3.21. Seja E um espaço de Banach. Se K ⊂ E é sequencialmente compacto
na topologia fraca-estrela então Kw∗ é compacto.

Demonstração. Em vista da Proposição 3.20, K é limitado, então existe um n > 0
tal que K ⊂ n.BE′ . De acordo com o Teorema de Banach-Alaoglu BE′ é fraca-
estrela compacto, logo n.BE′ é fraca-estrela compacto.

Como a topologia fraca-estrela é de Hausdorff então n.BE′ é fraca-estrela
fechado, daí temos que

Kw∗ ⊂ n.BE′
w∗

= n.BE′ .

Assim Kw∗ é compacto na topologia fraca-estrela de E′.

O seguinte exemplo mostra que a recíproca do teorema anterior não é ver-
dadeira em geral.

Exemplo 3.22. Seja E = `∞. De acordo com o Teorema de Banach-Alaoglu BE′

é compacta na topologia fraca-estrela . Provaremos que a bola unitária B`′∞ não
é sequencialmente compacta na topologia fraca-estrela .

De fato, consideremos a sequência ( fn)∞
n=1 em `∞ da forma

fn(x) = xn, ∀x = (xk)
∞
k=1 ∈ `∞.

Então para cada n ∈N temos

| fn(x)| = |xn| ≤ sup
k∈N

|xk| = ‖x‖

segue-se que ‖ fn‖ ≤ 1. Assim fn ∈ B`′∞ para cada n ∈N.
Afirmamos que ( fn)∞

n=1 não tem nenhuma subsequência convergente na
topologia fraca-estrela. De fato, suponhamos que existe uma subsequência

{ fnk}k∈N de { fn}n∈N tal que fnk
w∗−→ f ∈ `′∞. Então fnk(x) k→∞−→ f (x) para todo

x ∈ `∞. Consideremos x = (xn)∞
n=1 onde

xn =

{
1 se n ∈ {n1, n3, n5, ...}
2 se n /∈ {n1, n3, n5, ...}

podemos observar que x ∈ `∞, e portanto a sequência { fnk(x)}k∈N converge.
Mas como

fnk(x) =
{

1 se k ∈ {1, 3, 5, ...}
2 se k ∈ {2, 4, , ...}

obtemos uma contradição ao fato que { fnk(x)}k∈N é convergente, pois fn2k−1(x) k→∞−→
1 e fn2k(x) k→∞−→ 2. Isto conclui a prova da afirmação.
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Concluímos esta seção dando algumas condições necessárias para que os
compactos sejam sequencialmente compactos na topologia fraca-estrela.

Teorema 3.23. Seja E um espaço normado separável. Se K ⊂ E é fraca-estrela com-
pacto, então (K, σ(E′, E)) é metrizável, logo sequencialmente compacta na topologia
fraca-estrela.

Demonstração. Suponha que K seja fracamente compacto, pela Proposição 3.20
temos que K é limitado, assim existe um n > 0 tal que K ⊂ n.BE′ . Dado
que E é separável e de acordo com a Proposição 3.4 temos que (BE′ , σ(E′, E))
é metrizável, logo n.BE é metrizável na topologia σ(E, E′). Assim, temos a
metrizabilidade de K na topologia fraca-estrela de E′.



Capítulo 4

Aplicações do Teorema de
Eberlein-Šmulian

Conforme descrito no Capítulo 3, o Teorema Eberlein-Šmulian é indiscu-
tivelmente o principal objetivo desta dissertação. Finalmente neste capítulo
apresentaremos duas aplicações deste teorema.

Quando se trata de funções continuas entre espaços topológicos, na maior
parte das vezes as topologias envolvidas estão claras, e por isso não precisam
ser explicitadas a todo momento. Neste capítulo quando houver necessidade
de explicar as topologias, adotaremos a seguinte terminologia: sejam (X, τ1) e
(X, τ2) espaços topológicos, uma função contínua f : (X, τ1) −→ (X, τ2) será
dita τ1-τ2 contínua.

4.1 O Teorema de Dunford-Pettis

Nesta seção mostraremos que qualquer subconjunto de L1(X, ∑, µ) relati-
vamente compacto na topologia fraca é uniformemente integrável e vice-versa.
Para provar este resultado, necessitaremos os conceitos e a terminologia da Te-
oria da Medida, descritos nas preliminares. Além disso, definiremos a integra-
bilidade uniforme e alguns teoremas importantes desta.

Dado um conjunto X, uma σ-álgebra ∑ de subconjuntos de X e uma me-
dida de probabilidade µ : ∑ −→ R, consideremos o espaço de medida de
probabilidade (X, ∑, µ). Lembre-se que o conjunto L1(X, ∑, µ) é o espaço de
Lebesque constituído por aquelas funções mensuráveis f : X −→ R (ou C)
tais que ∫

X
| f |dµ < ∞.

Denotaremos o espaço L1(X, ∑, µ) simplesmente por L1(µ).
Se (X, ∑, µ) é um espaço de medida σ-finito, para g ∈ L∞(µ) defina φg ∈

(L1(µ))
′ por

φg( f ) =
∫

X
f gdµ. (4.1)

A aplicação φ : L∞(µ) −→ (L1(µ))
′ definida para por (4.1) é um isomor-

fismo isométrico de acordo com o Teorema 1.80, e portanto o adjunto φ′ :
(L1(µ))

′′ −→ (L∞(µ))′ é um isomorfismo isométrico, de acordo com a Pro-
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posição 1.61. Assim, para E = L1(µ) temos

φ′ ◦ JE : L1(µ) −→ (L∞(µ))′ (4.2)

é uma aplicação linear isométrica. Para f ∈ L1(µ) e g ∈ L∞(µ),

(φ′ ◦ JE)( f )(g) = (φ′ ◦ JE( f ))(g)
= (JE( f ) ◦ φ)(g)
= (JE( f ))(φg)

= φg( f )

=
∫

X
f gdµ.

Definição 4.1. Seja (X, ∑, µ) um espaço de probabilidade. Um subconjunto K de
L1(X, ∑, µ) é uniformemente integrável se

lim
c−→∞

(
sup
f∈K

{∫
| f |>c
| f |dµ

})
= 0. (4.3)

Ou seja, K é uniformemente integrável se, dado um ε > 0, existe um numero real
c = cε > 0 tal que para t > c tem-se que∫

| f |>t
| f |dµ < ε,

para todo f ∈ K.

Teorema 4.2. Um subconjunto K de L1(X, ∑, µ) é uniformemente integrável se, e
somente se, K é limitado e dado um ε > 0 existe δ > 0 tal que para qualquer A ∈ ∑
com µ(A) ≤ δ tem-se ∫

A
| f |dµ ≤ ε, ∀ f ∈ K.

Demonstração. [3, Proposição 4.5.3]

Teorema 4.3. Seja (X, ∑, µ) é um espaço de probabilidade e suponhamos que ψ ∈
(L∞(µ))′, e que para cada ε > 0 existe um δ > 0 tal que para qualquer A ∈ ∑ com
µ(A) ≤ δ implica que |ψ(χA)| ≤ ε. Então existe algum f ∈ L1(X, ∑, µ) tal que

ψ(g) =
∫

X
g f dµ, g ∈ L∞(µ).

Demonstração. [3, Teorema 4.5.6]

Teorema 4.4 (Lebesgue-Vitali).
Seja { fn}∞

n=1 uma sequência limitada em L1(µ) tal que para cada A ∈ ∑ temos
que

lim
n−→∞

∫
A

fndµ = 0.

Então { fn : n ≥ 1} é uniformemente integrável.

Demonstração. [3, Teorema 4.5.4]
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Agora temos as condições para demostrar o seguinte teorema.

Teorema 4.5 (Dunford-Pettis).
Suponha que (X, ∑, µ) seja um espaço de probabilidade e que K seja um subcon-

junto limitado de L1(µ). Então K é uniformemente integrável se, e somente se, K é um
subconjunto relativamente compacto de L1(µ) com a topologia fraca.

Demonstração. (⇒) Suponha que K seja uniformemente integrável, e seja

T = φ′ ◦ JE : L1(µ) −→ (L∞(µ))′

a aplicação linear isométrica definida em (4.2), por

T( f )(g) =
∫

X
f gdµ, f ∈ L1(µ), g ∈ L∞(µ).

Como K é um subconjunto limitado de L1(µ), existe um r > 0 tal que

K ⊂ BL1(µ)
(0, r) = { f ∈ L1(µ) : ‖ f ‖ ≤ r},

e como T é uma isometria, segue que T(K) é limitado em (L∞(µ))′, isto é,

T(K) ⊂ BL∞(µ)′(0, r) = { f ∈ (L∞(µ))′ : ‖ f ‖ ≤ r}.

Assim, de acordo com o Teorema de Banach-Alaoglu 2.38 sabemos que a bola
fechada B(L∞(µ))′(0, r) é compacta na topologia fraca-estrela, e portanto T(K)

w∗

é compacto na topologia fraca-estrela de (L∞(µ))′, de acordo com o Teorema
1.12.

No que segue provaremos que T(K)
w∗ ⊂ T(L1(µ)). De fato, dado F ∈

T(K)
w∗

, de acordo com o Teorema 1.69(a) existe uma rede ( fλ)λ∈Λ em K tal
que

T( fλ)
w∗−→ F,

isto é, ∫
X

fλgdµ = T( fλ)(g) −→ F(g),

para cada g ∈ L∞(µ). Por outro lado, dado que K é uniformemente integrável,
para um ε > 0 existe δ > 0 tal que

sup
{∫

A
| fλ|dµ : λ ∈ Λ

}
≤
∫

A
| fλ|dµ ≤ ε

sempre que A ∈ ∑ e µ(A) ≤ δ. Além disso,

|F(χA)| =
∣∣∣∣lim ∫

X
fλχAdµ

∣∣∣∣ = lim
∣∣∣∣∫X

fλχAdµ

∣∣∣∣
≤ sup

{∣∣∣∣∫A
fλdµ

∣∣∣∣ : λ ∈ Λ
}

≤ sup
{∫

A
| fλ|dµ : λ ∈ Λ

}
≤ ε.

(4.4)
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Logo, pelo Teorema 4.3, existe uma f ∈ L1(u) tal que

F(g) =
∫

X
g f dµ,

para cada g ∈ L∞(µ), isto significa que F = T( f ). Assim se mostrou que
T(K)

w∗ ⊂ T(L1(µ)). Por outro lado, vejamos que

T : (L1, σ(L1, L∞))→ T(L1) ⊆
(

L′∞, σ(L′∞, L∞
)
)

é um homeomorfismo. É claro que a função é bijetora. O fato de ser contínua
e ter inversa contínua segue do fato de que, para toda rede ( fλ)λ em L1(µ),

fλ
w−→ f ⇐⇒ φg( fλ) −→ φg( f ) para todo funcional g ∈ L∞(µ)

⇐⇒ (φ′ ◦ JE)( fλ)(g) −→ (φ′ ◦ JE)( f )(g) para todo funcional g ∈ L∞(µ)

⇐⇒ T( fλ)(g) −→ T( f )(g) para todo funcional g ∈ L∞(µ)

⇐⇒ T( fλ)
w∗−→ T( f ) em L′∞

⇐⇒ T( fλ)
w∗−→ T( f ) em T(L1).

Logo, T−1(T(K)
w∗
) é fracamente compacto em L1(µ). Tendo em vista o Teo-

rema 1.9(c), temos que
Kw ⊂ T−1(T(K)

w∗
).

Segue que Kw é fracamente compacto, ou seja, K é relativamente compacto de
L1(µ) na topologia fraca.

(⇐) Suponha que K seja um subconjunto fracamente compacto de L1(µ) e
suponha por contradição que K não seja uniformemente integrável. Então por
(4.3) existe algum ε > 0 tal que para todo δ0 > 0 existe algum δ > δ0 tal que

sup
f∈K

∫
{ f>δ}

| f |dµ > ε,

de onde, para cada n, existe alguma fn ∈ K com,∫
{| fn>n|}

| fn|dµ ≥ ε. (4.5)

Por outro lado, como K é relativamente compacto na topologia fraca, segue en-
tão pelo Teorema de Eberlein-Šmulian que K é relativamente sequencialmente
compacto na topologia fraca. Da Definição 1.17(b) decorre a existência de uma
subsequência ( fnk)

∞
k=1 de ( fn)∞

n=1 e alguma f ∈ L1(µ) tal que fnk
w−→ f , segue-

se que {gk}∞
k=1 é fracamente convergente a zero onde gk = fnk − f para todo

k ∈ N. De acordo com a Proposição 2.6(d), {gk}∞
k=1 é limitada em L1(µ). Em

particular para cada A ∈ ∑,

lim
k−→∞

∫
A

gkdµ = 0.
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Logo, pelo Teorema de Lebesgue-Vitali, a coleção {gk : k ≥ 1} é uniforme-
mente integrável, logo { fnk = gk + f : k ≥ 1} também é uniformemente inte-
grável, isso contradiz (4.5). Portanto K é uniformemente integrável.

4.2 O Teorema de Krein-Šmulian

Nesta seção provaremos que a envoltura convexa de um subconjunto fra-
camente compacto de um espaço de Banach é relativamente fracamente com-
pacto. A compreensão de que a topologia fraca goza dessa propriedade foi
obtida por M. Krein e V. Šmulian. Para provar este resultado, necessitaremos
alguns resultados importantes.

Proposição 4.6. Seja E um espaço vetorial normado. Para qualquer A ⊂ E, as
seguintes condições são equivalentes:

(a) A é compacto na topologia fraca σ(E, E′).

(b) Para cada subespaço linear separável fechado na topologia da norma Y ⊂ E, o
conjunto A ∩Y é compacto na topologia σ(Y, Y′).

Demonstração. Sabemos que cada subespaço linear é convexo, logo pelo Teo-
rema de Mazur 2.14, cada subespaço convexo fechado em norma é fechado na
topologia fraca.

(a)⇒ (b) Suponhamos que A seja fracamente compacto e Y um subespaço
linear separável fechado em norma. De acordo com o Exemplo 3.7, A é fechado
na topologia fraca. Portanto, A ∩ Y é fechado na topologia fraca de E. Assim
de A ∩ Y ⊆ A deduzimos que A ∩ Y é compacto na topologia fraca σ(E, E′).
Da Proposição 2.24 sabemos que

(Y, σ(E, E′)) = {U ∩Y : U ∈ σ(E, E′)} = σ(Y, Y′).

Logo, A ∩Y é fracamente compacto na topologia fraca σ(Y, Y′).
(a) ⇐ (b) Provemos que A é compacto na topologia σ(E, E′). Do Teorema

de Eberlein-Šmulian é suficiente provar que A é sequencialmente compacto.
Seja (ai)i∈N ⊂ A e considere o subespaço linear Y = [ai : i ∈N], de acordo
com o Lema 1.39, Y é separável. Assim, da hipótese A ∩ Y é fracamente com-
pacto na topologia σ(Y, Y′). Observe que (ai)i∈N ⊂ A ∩ Y, novamente do
Teorema de Eberlein-Smulin existe uma subsequência (aik)k∈N que converge
fracamente em σ(Y, Y′) para algum a ∈ A ∩ Y e de acordo com a Proposição
2.24, aik

w−→ a em σ(E, E′). Logo A é sequencialmente compacto.

Lema 4.7. Seja E um espaço de Banach separável e Φ ∈ E′′. Suponhamos que para
todo φ ∈ E′ e toda sequência {φn} em E′ que converge para φ na topologia fraca-
estrela, tenhamos que Φ(φn)

n→∞−→ Φ(φ). Então Φ = JE(x) para algum x ∈ E.

Demonstração. Dado que E é separável, existe um subconjunto {xi}i∈N denso
de E. Suponhamos que Φ /∈ JE(E); isto é, que d(Φ, JE(E)) = d > 0. Pelo
Teorema de Hahn-Banach (Proposição 1.47) existe T ∈ E′′′ tal que ‖T‖ = 1,
T(JE(x)) = 0 para todo x ∈ E e T(Φ) = d.
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Seja
Wn = {φ ∈ E′ : |φ(xi)| < 1 para i = 1, ..., n}.

De acordo com o Teorema de Goldstine 2.40, sabemos que

JE′(BE′)
σ(E′′′,E′′)

= BE′′′ ,

como T ∈ BE′′′ , então qualquer vizinhança fraca-estrela de T contém pontos de
JE′(BE′). Em particular, para a vizinhança fraca-estrela

V(T; J(x1), Φ; ε) = {L ∈ E′′′ : |(L− T)(Ψ)| < ε, Ψ ∈ {J(x1), Φ}},

temos que
V(T; J(x1), Φ; ε) ∩ JE′(BE′) 6= 0.

Logo, existe um φ1 ∈ BE′ tal que

|φ1(x1)| = |φ(x1)− T(JE(x1))| = |(JE′(φ)− T)(JE(x1))| < ε, (4.6)

e

|Φ(φ1)− T(Φ)| = |(JE′(φ1)(Φ)− T(Φ)| = |(JE′(φ1)− T)(Φ)| < ε. (4.7)

De (4.6) temos que φ1 ∈W1 e de (4.7) temos que

|T(Φ)| − |Φ(φ1)| ≤ |T(Φ)−Φ(φ1)| < ε.

Como T(Φ) = d, então |Φ(φ1)| > d− ε. Assim,

φ1 ∈ BE′ ∩ {φ ∈ E′ : |Φ(φ)| ≥ d/2} ∩W1.

Agora, para a vizinhança V(T; JE(x2), J(x1), Φ; ε) também temos que

V(T; JE(x2), J(x1), Φ; ε) ∩ JE′(BE′) 6= 0,

logo, existe φ2 ∈ BE′ tal que

|φ2(x1)| = |φ2(x1)− T(JE(x1))| = |(JE′(φ2)− T)(JE(x1))| < ε,

|φ2(x2)| = |φ2(x2)− T(JE(x2))| = |(JE′(φ2)− T)(JE(x2))| < ε,

|Φ(φ2)− T(Φ)| = |(JE′(φ2)− T)(Φ)| < ε.

Da mesma forma feita acima, temos que

φ2 ∈ BE′ ∩ {ϕ ∈ E′ : |Φ(ϕ)| ≥ d/2} ∩W2.

Assim, sucessivamente para a vizinhança V(T; JE(x1), J(x2), . . . , JE(xn), Φ; ε),
temos que

V(T, JE(x1), J(x2), . . . , JE(xn), Φ, ε) ∩ JE′(BE′) 6= 0,
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isto é, existe φn ∈ BE′ tal que

|φn(x1)| = |φn(x1)− T(JE(x1))| = |(JE′(φn)− T)(JE(x1))| < ε,
·
·
·

|φn(xn)| = |φn(xn)− T(JE(xn))| = |(JE′(φn)− T)(JE(xn))| < ε

|Φ(φn)− T(Φ)| = |(JE′(φn)− T)(Φ)| < ε.

Logo, existe um funcional

φn ∈ BE′(0) ∩ {ϕ ∈ E′ : |Φ(ϕ)| ≥ d/2} ∩Wn. (4.8)

Afirmamos que a sequência (φn)∞
n=1 converge para zero na topologia fraca-

estrela de E′, isto é, φn(x) −→ 0 para todo x ∈ E. De fato, dados x ∈ E e ε > 0,
uma vez que E = {xi : i ∈N}, existe xj tal que ‖(x/ε)− xj‖ < 1. Assim, para
todo n ≥ j, temos

|φn(x/ε)| ≤ |φn(x/ε− xj)|+ |φn(xj)|
≤ ‖φn‖‖(x/ε− xj)‖+ 1
< 2.

Portanto |φn(x)| < 2ε e (φn)∞
n=0 converge para zero na topologia fraca-estrela.

Logo a partir da hipóteses temos que Φ(φn) −→ 0, mas (4.8) implica que
|Φ(φn)| ≥ d/2 > 0, isto nos dá uma contradição, provando o lema.

Agora temos condições para provar o seguinte teorema.

Teorema 4.8 (Krein-Šmulian).
Se E for um espaço de Banach e K ⊂ E um conjunto fracamente compacto, então a

envoltória convexa fechada co(K) de K é fracamente compacta.

Demonstração. Suponhamos primeiro que E seja um espaço de Banach separá-
vel e K um subconjunto fracamente compacto. De acordo com o Exemplo 3.7
existe c > 0 tal que ‖a‖ ≤ c para todo a ∈ K. Denotemos por Kw o subconjunto
K com a topologia fraca, isto é K = (K, σ(E, E′)), e considere o espaço de Ba-
nach de todas as funções continuas (C(Kw), ‖.‖∞), munido com a topologia da
norma do supremo. Considere T : E′ −→ C(Kw) definida por Tφ(k) = φ(k),
k ∈ K . Observe que T está bem definida e a linearidade de T é imediata. De

‖T(φ)‖ = sup{|T(φ)(a)| : a ∈ K}
≤ sup{‖φ‖‖a‖ : a ∈ K}
≤ c‖φ‖.

para todo φ ∈ E′, segue a continuidade de T, logo consideremos seu adjuntoT′ :
C(K)′ −→ E′′. Do Teorema de Representação de Riesz 1.77 sabemos que a apli-
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cação

I : M(K) −→ C(K)′

µ −→ Iµ

definida por

Iµ(g) =
∫

K
g(x)dµ(x) para todo g ∈ C(K),

é um isomorfismo isométrico. Escolha qualquer elemento Iµ de C(K)′, e seja
(φi)

∞
i=1 uma sequência limitada que converge na topologia fraca-estrela de E′

para φ. Então, do Teorema da Convergência Dominada 1.74,

lim
n−→∞

T′(Iµ)(ϕn) = lim
n−→∞

Iµ(T(ϕn))

= lim
n−→∞

∫
K

T(ϕn)(x)dµ(x)

= lim
n−→∞

∫
K

ϕn(x)dµ(x)

=
∫

K
lim

n−→∞
ϕn(x)dµ(x)

=
∫

K
ϕ(x)dµ(x)

= Iµ(ϕ)

= T′(Iµ)(ϕ).

Pelo Lema 4.7, T′(Iµ) ∈ JE(E). Afirmamos que T′ : C(K)′ −→ T′(C(k)) ⊂
JE(E) é w∗-w∗-continua. De fato, seja (Iµλ

)λ∈∆ uma rede em C(K)′ tal que

Iµλ

w∗−→ Iµ. Para cada ϕ ∈ E,

T′(Iµλ
)(ϕ) = Iµλ

(T(ϕ)) −→ Iµ(T(ϕ)) = T′(Iµ)(ϕ),

assim T′(Iµλ
)

w∗−→ T′(Iµ). Isso prova que T′ é w∗-w-continua. Pelo Lema 2.37
temos que

JE : (E, σ(E, E′)) −→ JE(E) ⊆ (E′′, σ(E′′, E′))

é um homeomorfismo. Logo J−1 ◦T′ : C(K)′ −→ (E, σ(E, E′)) é w∗-w-continua.
Do Teorema 2.38 sabemos que o conjunto

B = {Iµ ∈ C(K)′ : ‖Iµ‖ ≤ 1}

é um conjunto convexo e compacto na topologia fraca-estrela que é levado por
J−1 ◦ T′ em um conjunto convexo e fracamente compacto. Afirmamos que K ⊆
J−1 ◦ T′(B). De fato, para cada x ∈ K, seja δx a medida de Dirac concentrada
em x, isto é

δx(A) =

{
1 se x ∈ A
o se x /∈ A,

para todo A que pertence aos borelianos de (K, σ(E, E′)). Assim, Iδx ∈ C(K)′ e
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Iδx ∈ B. Além disso,

T′(Iδx)(g) = Iδx(T(g))
= Iδx(g)
= g(x)
= JE(x)(g)

para todo g ∈ E′, e da injectividade de JE temos que T′(Iδx) = JE(x). Logo
K ⊆ J−1 ◦ T′(B), mas co(K) é o menor subconjunto convexo que contém K.
Assim, co(K) ⊆ J−1 ◦ T′(B), então

co(K) = co(K)
w ⊆ J−1 ◦ T′(B)

w
= J−1 ◦ T′(B).

Assim co(K) é fracamente compacto.

No caso de E ser espaço de Banach qualquer, provemos que cada sequência
de co(K) possui uma subsequência que é convergente para algum ponto de
E. Seja (xn)∞

n=1 uma sequência em co(K). Então cada xn é uma combinação

lineal convexa (finita) de elementos de K, digamos xk =
Ik

∑
j=1

λjk xk
j com Ik ∈ N,

Ik

∑
j=1

λjk = 1 e xk
j ∈ K para cada j ∈ {1, 2, . . . , Ik}. Definamos o conjunto

A = [A0], com A0 = {xk
j : k ∈N, j ∈ {1, 2, . . . , Ik}}.

De acordo com o Lema 1.39, A é separável, e além disso

{xn : n ∈N} ⊆ co(A0) ⊆ co(K ∩ A) ⊆ A.

Agora, de acordo com a Proposição 4.6 temos que K ∩ A é um subconjunto
fracamente compacto na topologia σ(A, A′), logo da Proposição 2.24, K ∩ A
é fracamente compacto na topologia σ(E, E′). Pelo caso anterior, co(K) ∩ A é
fracamente compacto, logo do Teorema de Eberlein-Šmulian co(K)∩ A é relati-
vamente sequencialmente compacto. Assim (xn)∞

n=1 possui uma subsequência
(xnk)

∞
k=1 tal que xnk

w−→ x. Portanto, co(K) é relativamente sequencialmente
compacto na topologia fraca de E, logo co(K) é fracamente compacto.
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