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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns problemas associados aos operadores elipticos laplaciano (—A)
e poli-harménico ((—A)™, m € N). No caso dos operadores poli-harmonico estamos interessados em
problemas do tipo ndo homogéneos, cuja existéncia de solugdes serd provada mediante o estudo de
suas respectivas funcdes de Green e argumentos de ponto fixo. Algumas caracteristicas especificas
destes problemas também serdo exploradas.

No caso do operador laplaciano, estamos interessados em generalizacdes da desigualdade de
Faber-Krahn com condi¢des de fronteira do tipo Neumann. Esta desigualdade é bem conhecida
no caso em que as condicdes de fronteira sdo do tipo Dirichlet. Mais precisamente, para qualquer
dominio limitado de volume fixado, o menor autovalor possivel para o problema de Dirichlet ocorre
quando o dominio for uma bola.

Para proble_>mas envolvendo o operador poli-harmdnico, encontraremos uma solucio no espago
anisotrépico L0 (RV) e mostraremos como o espago muda segundo as mudangas das funcdes envol-
vidas no problema. Além disso, iremos falar de algumas propriedades qualitativas da solu¢ao, entre
elas a positividade e simetria.

No caso do sistema de duas (resp. de n) equacdes iremos estudar a existéncia de uma solugao
no espaco E = L0 (RN) x L' (RN) (resp. E = L"(RY) x --- x L (R") e algumas propriedades des-

n—vezes
sas solucdes, como o fato das componentes da solu¢do serem funcdes pares, positivas ou radiais,

dependendo do comportamento das func¢des envolvidas no problema.
Palavras-chave: Func¢des de Green, Teorema do ponto fixo, espagos anisotropicos.



Abstract

In this work we have studied some problems associated with the laplacian (—A), and poly-harmonic
elliptic operators ((—A)™, m € N). In the case of the poly-harmonic operators we are interested in
problems of the non-homogeneous type, whose existence of solutions will be proved by the study of
their respective Green functions and fixed-point arguments. Some specific characteristics of these
problems will also be explored.

In the case of the Laplacian operator, we are interested in generalizations of the Faber-Krahn
inequality with Neumann-type boundary conditions. This inequality is well known in the case where
the boundary conditions are of the Dirichlet type. More precisely, for any bounded domain with fixed
volume, the smallest possible eigenvalue for the Dirichlet problem occurs when the domain is a ball.

. In the case of the poly-harmonic equation we will find a solution in the anisotropic space
L0 (RM) and show how the space changes according to the changes of the functions involved in
the problem, besides we will speak of some qualitative properties of the solution between them the
positivity and symmetry.

For the case of system of two (resp. of n) equations we will study the existence of a solution
in space E = L'0(RY) x L'0(RV) (resp. E = E =L"(R") x--- x L"(R") and some properties of

n—times
these solutions as the fact that the components of the solution are even, positive or radial functions

depending on the behavior of the functions involved in the problem.
Keywords: Green functions, fixed-point theorem, anisotropic spaces.



Sumario

Preliminares

1.1 Andlise funcional . . . . . . . . .. ..
1.2 Equagdes diferenciais . . . . . . . . . . . ...
13 Oespagco DV'P(RY) . .. o
1.4 Outrasdefinigdes . . . . . . . . . o . it e e e e e

Desigualdades de Faber-Krahn para problemas de Neumann

2.1 Introdug@o . . . . . . .. e e

2.2 Estimativas para o autovalor do problemade Zaremba . . . . . . . ... ... ...
2.2.1 O-casodeumdominio cCONVEXO . . . . . . . . . .. ...
222 Ocasodeumdominioqualquer . . ... ... ...............

2.3 Condigdes necessdrias para existénciade solugdes . . . . . . . . . ... ... L.
2.3.1 Relacdocomonicleodocalor . . . . ... ... ... ... ...

24 Aplicagdodoresultado . . . . . . . . ...

Equacao poli-harmonica com condicao de Robin no semi-espaco Rﬁ

3.1 Preliminares . . . . . . . . .. e e e e e e e e e e e
3.2 Contragldes . . . . . . i e e e e e e e e e e
3.3 Situagdes mais GeraiS . . . . . . ... i e e e e e e e e e
34 Sobreasolucdodoproblema . . . .. ... ... ... ... ... ...

Operadores poli-harmonicos em espacos anisotrépicos

4.1 Espacos anisotrOpiCoS . . . . . . v v v it i e e e e e e e e e e e e e
4.2 Estimativas . . . . . . . oo e e e e e e
4.3 Sobre a solucio da equagdo em espacos anisotropicos . . . . . . . ... ... ...
4.4 Propriedades qualitativas . . . . . . ... ..o

Sobre uma classe de sistemas elipticos com pesos

5.1 Introdugdo . . . . . . . . . e e
5.2 BEstimativas para os operadores B; . . . . . . ... ..o
5.3 Existénciadasolucdo . . . . . . . . ...
5.4 Propriedades qualitativas . . . . . . . ... Lo
5.5 Uma generalizacdo para o caso de um sistema de n equagdes . . . . . .. ... ..

Notacoes

A solu¢ao fundamental do operador poli-harmoénico e estimativas.

vii

—
N — 00 ON &

13

14
16
17
21
24
26

29
30
39
42
47

51
53
55
61
65

69
69
72
75
78
80

82

83



Introducao

Um dos problemas cldssicos na teoria das equagdes diferenciais parciais é o estudo do problema
de autovalor para o operador Laplaciano. Neste tipo de problemas existem alguns tipos de condicdes
de fronteira, uma das mais conhecidas sendo a condi¢do de Neumann

) —Au=Au, x€Q,
VY ou X € 0Q,

an
sendo Q C RV(N > 2) um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave,n o vetor normal exterior
unitirio na fronteira dQ.
Na primeira parte deste trabalho iremos abordar o seguinte problema

—Au=V(x)u, xe€Q,
M) 2 —o IQ
ﬁ — Y X € )

com Qe n comoem (N))eV € L*(Q).
O problema (N,) é uma generalizacdo do problema de autovalor (N;). Quando € for aberto,
limitado e convexo Bebendorf estabeleceu em [31, Teorema 3.2] que o primeiro autovalor ndo nulo

do problema (N}) satisfaz
T

diam(Q))Z'

Iremos mostrar que (V,) possui solu¢do ndo trivial desde que

ANQ) > (

V]l > ((ﬁaéfm))zc(zv,g).

Em alguns casos, obteremos o valor explicito da constante C(N, Q). Faremos também uma aplica¢do
deste resultado no estudo da existéncia e nao existéncia de solugdes do seguinte problema

eEAwW—w+wP =0, xeQ,
%;;:07 x€0Q,

em que € > 0, Q é um subconjunto aberto e limitado em RN(N > 2), e com fronteira suave dQ e
p>1seN:2ou1<p<%paraN23.

Na segunda parte do trabalho estudaremos a func¢do de Green associada ao operador poli-harmonico
((=A)™, m € N), bem como como suas propriedades, e faremos uso disto para resolver problemas

no semi-espago RY e no espago R".



Introducao 2

Lembramos que uma fungio de Green G(x,y) de um operador diferencial linear L = L, (depen-
dendo apenas de x), € qualquer solucdo de

LG(x,s) =6(x—s), (1

onde & é a fungdo delta de Dirac. Esta propriedade da fung¢do de Green pode ser utilizada para
resolver equacdes diferenciais da forma

Lu(x) = f(x). (2

Se o nicleo de L for ndo-trivial, entdo a fungdo de Green nio é tinica. No entanto, se L for simétrico,
uma combinag¢do de condicdes de contorno e, ou outros critérios impostos a priori produzird uma
funcdo de Green dnica. Se o operador € invariante por translagdes, o que ocorre quando L tem
coeficientes constantes em relacdo a x, entdo a funcdo de Green pode ser considerada como um
operador de convolucdo, ou seja,

G(x,s) =G(x—ys).

A grosso modo, se tal funcdo G puder ser encontrada para o operador L, entdo se multiplicarmos a
equagdo (1) por f(s) e em seguida realizarmos uma integrac@o na variavel s, obtemos;

/ LG(x,s) f(s)ds — / 8(x—s)f(s)ds = f(x).

Dai, pela equacdo (2), tem-se
Lu(x) = /LG(x,s)f(s)ds.

Assim como L € linear e age somente sobre a varidvel x, obtemos

Lu(x) :L(/G(x,s)f(s)ds),

de onde concluimos que
u(x) = /G(x,s)f(s)ds. 3)

Em outras palavras, a solu¢do u(x) da equago (2), pode ser determinada pela integral dada na
equacdo (3). Assim, procuramos encontrar a fun¢do de Green G solucdo da equagdo (1). Por esta
razdo, a funcdo de Green é chamada, as vezes, de solucdo fundamental associada ao operador L.

Nem todo operador L admite uma fun¢do de Green. Uma funcio de Green também pode ser
pensada como sendo um inverso a direita de L. Além das dificuldades de encontrar-se uma fungio
de Green para um determinado operador, a integral na equacdo (3) pode ser bastante dificil de se
calcular. No entanto, o método fornece um resultado teoricamente exato.

Neste trabalho vamos fazer uso das funcdes de Green associadas aos operadores

J? 02
L=4= 8x1 Jr”‘jLa)CN
ou
L=A"=Ao0---0cA meN,

m—vezes

no espago RV, com N > 2m. Nesses casos, as expressdes para as fungdes de Green associadas a
esses problemas sdo bem conhecidas. Vamos usé-las para estudar os seguintes problemas:
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Problema 1.

(-A)"u=0, xecRY
/'L(—A)ju—i—%(—A)ju:u\u]”’l+fj, x€JRY, j=0,1,--,m—1,

em que, m € N, N >2m, A >0, p > 1, N é o vetor normal unitdrio apontando para fora do semi-
espago e f; Z 0.

O Problema 1 € uma generalizagdo daquele estudado por Ferreira, Montenegro e Medeiros em
[14]. Além disso, apds apresentar o nosso resultado de existéncia, seremos capazes de expor uma
generalizacdo natural da condi¢@o de fronteira. Os resultados que conseguimos para esse problema
coincidem com os j4 estabelecidos por esses autores no caso m = 1. Utilizamos uma condi¢do
de fronteira que € uma generalizacdo natural da condi¢cdo de Robin. Estas condicdes de fronteira
sugerem um espaco natural para trabalharmos, o qual denotaremos por EX7:

Definiciio 1. Seja 1 < p <N ek > 1. Os espacos EXP sdo definidos por

* N
E*P = {ue L7 (RY) : |D%| € LP(RY) para 1 < |a| <ke p* = Ni—i}’
com a norma || - || g, dada por
el ger = Nl vy + X (1D%ull gy
1<|a|<k
Mostraremos:
Teorema 1. Seja N > 2m, % <p<owerk= %, seja E definido por
E = Emm(l) mEm,rg’
com a norma dada por
lulle = llull o3 gy + IDPull o+ el e oy + IDPull 1 vy
LR e PORD TR ED T g R
(N=1)rg

Suponha que 0 % f,,—x € L% (RV-1) nL% (R¥=1), em que E,{ =

N+ (20m—k)+1-(B[) )
—l —
Definindo X; = L% (RN 1) NL% (R¥=1) com a norma associada
T = - Dl + - Nl
Entdo, as seguintes afirmacées sdo vdlidas:

1. Existe um € > 0 de modo que, se Y, || fu—t||x, < % entdo a equagdo integral associada ao
Problema 1 tem uma unica solugcdo u € E satisfazendo ||u||g < 2&.

2. Sejam uy e up solugcbes como aquelas do item anterior correspondentes as condi¢coes iniciais
(fos s fm—1,€1) € (80, - ,&m—1,€2) € € = & = €, respetivamente. Entdo,
L n

|ur —uz||E < W}; | fie — 8l

Xm—k (4)
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Problema 2.
A"u+V (x)u+b(x)h(u)+g(x) =0, xRN,
ANu—0, |x| =00, j=0,--- ,m—1,

em que m € N, N >2m, p > max{25,2}. V € L?(RN) eb EL7(RN) para s = (s1,--- ,sy) e
7: (qlv"' 7¢IN) taisque

N1 N1
— e — =0 <2m,
;S ,;qz'
— F ~ 1
rg = (ro, - ,ron) € 0 = (81, -, 8y) satisfazendo
— N1 2m—0
I <o <, — =0 = , 5)
0 i:Z]r01 p_l

e h é uma fungdo real de varidvel real com as seguintes propriedades:
hl) h(0) =0,
h2) |h(u) —h(v)| < Clu—v|(lulP~t +|v[P~Y) parap > 1.

O Problema 2 € uma generalizacdo daquele estudado por Ferreira, Montenegro e Medeiros em
[15]. Os resultados que apresentaremos para este problema generalizam em algum sentido, inclusive
os jé estabelecidos no caso m = 1. Por exemplo, a fungdo A(«) é um pouco mais geral. Com essas
consideracdes mostraremos o seguinte resultado:

%
Teorema2 Se]am0<9<2m<N, <p<oo esejam70, 71, 72, <?<3, 1 <
q <3, 5 el satisfazendo:

N1 N1
Z—:2m e Z——6<2m
i=15i i=14i
— N1 2m—0
T<8<m, 7<=, S ="
i=1 70, p_l
N Noq
Y c=o=a+2m, e Y ——=ay+k parak=1
i=1 9 =171,
1 p—-1 1 1 P 1 =
AR A S TR | )
e
- = 1 1 1
1<l<72<3talque ?2:?—?. (7

-
Entdo, se V € L?(]RN) . belLd (RV), g € LO (RY) e h satisfaz as propriedades (h1) e (h2), as
seguintes afirmacodes sdo verdadeiras
1. Existe € > 0 tal que se 1 = Ci[|V||y < 1e [|h]3 < &, entdo a equagdo integml associada
ao Problema 2 tem uma tinica solugcdo u € L?O(RN ) satlsfazendo lullz, < =5 Além disso,
Vhu e L7 1(RY), parak=1,---.m

_>
173 b,sea; <b;paratodoi=1,--- N.
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2. Sejam T < l < 7 < oo satisfazendo (7). Assumindo que g € LQ(RN) ﬂL (RM) e =
Gs||V|s < L.Existe 0 <€ < € tal que se |[g||3 < &, entdo u € L7 o(RM) ﬂL?Z(RN)

3. Sejam uy e uy duas solugées associadas com as condi¢oes (Vi,g1) e (Va,g2) respetivamente.
Sejam (g1,Mm1) e (82, T)z) os seus pardmetros. Denotando por € =max{€;, &} e N =max{n;, M2}
tais que N + K, (ﬁ bl <1, entdo a seguinte estimativa é vdlida

|1 — w2y <

1 (28C1

“zmayy (1ol s ~gll3)-

Problema 3.

—Au+Vi(x)u+ oK, (x)up = a(x)h(u) + f(x), xRV,

—AQ +Va(x)9 + 0K (x)ug = b(x)h(¢) +g(x), xRV,
em que a,b € L*(RY), @ uma constante positiva, f,g € L°(RY) sdo ndo nulas e Ky,K, € L4(R")
para

N(p—1 N(p—1
p_N=-1 _Ne=-1)
2p 2p—4
sendo f e g fun¢des com norma || - ||g suficientemente pequena, pesos V; com norma || - H% pequena.

e h uma funcdo real de varidvel real satisfazendo

h1) h(0) =0,

h2) ‘h(u) —h(v)

< Clu—v|(Julp~ + pfet).

O problema 3 € inspirado naquele estudado por Ferreira, Montenegro e Medeiros no artigo [16].
Aqui, novamente conseguimos obter resultados um pouco melhores. De fato, no nosso problema
iremos trocar a restricdo do peso V;, (i = 1,2), ser nao negativo pela condi¢@o dele ter norma sufici-
entemente pequena no espago L> (RM). Obteremos o seguinte resultado:

Teorema 3. Seja N > 2, p > N v P > 2 e sejam k = p S5 ro:%:N(pz_l) er :%‘11), Se
f,8 € LY(RN) sdo ndo nulas, V1,V» € LY(RY) e Ky,K, € LY(RY), onde
-1 -1
p_N-1 _Np-1)
2p 2p—4

Entdo, se a,b € L*(RY) e h satisfaz as propriedades (h1) e (h2), as seguintes afirmagdes sdo ver-
dadeiras

€
1. Existe € > 0 tal que se ||fllo < 3¢, < ic
integral associado ao Problema 3 possui uma tinica solugdo.

< Ee|W << 1 entdo o sistema

(u,@) € E=L"(RY) x L (RY),
satisfazendo ||(u, @)||g < €.
2. O par (u,®) é uma solugdo no sentido das distribuicdes e satisfaz

IVu| € L' (RY) e |Vo| € L (RY).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos falar dos conceitos e resultados basicos mais relevantes que serao uteis na
elaboracdo deste trabalho. As provas dos resultados enunciados neste capitulo sdo bem conhecidas.
Porém, para os mais relevantes serdo indicadas algumas referéncias onde é possivel encontrar as
demonstragdes.

Analise funcional

Definicao 2. Seja E um espago vetorial, um funcional || - || : E — R é uma norma sobre o espago
vetorial E, se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

* |lx[|=0 <= x=0,
o [[Ax] = |A]x]l
* le+yll < i+ [1v1l-
O par (E,|| - ||) é chamado de espaco normado.
Observacao 1. Toda norma gera uma métrica, ao tomar d(x,y) = |[[x—y||.

Definicao 3. Seja o espago normado (E, || - ||g). Uma sequéncia (x,)uen C E, é uma sequéncia de
Cauchy se, V& > 0, existe Ny € N tal que ||x, — x| < € sempre que m,n > Ny.

Definicio 4. Seja o espagco normado (E, || - ||g). Uma sequéncia (x,)nen C E, converge para x € E
se, Ve > 0, existe um Ny € N tal que ||x, —x||g < € para todo n > N.

Definicao 5. Um espago normado (E, |- ||g) € completo, se toda sequéncia de Cauchy em E con-
verge para algum elemento de E.

Definicdo 6. Um espaco normado (E,|| - ||g) é chamado de espago de Banach, se ele é completo
com a norma || - ||g.

Observacao 2. Se (E,||-||g) e (F,| - ||r) forem espagos de Banach, entdo o espago produto E x F
é um espacgo de Banach com as seguintes trés normas:

* (e, Nllexr = llellz + /1
* (e Nlexr = Vllelle +11£1F

F>
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* (e, Nllexr = max{|le|le, [|f]lr}-

Definicdo 7. Um espagco normado (E,| -||g) é separdvel, se E possui um subconjunto denso e
enumerdvel.

Definicao 8. Seja (E,|| - ||g) um espago vetorial normado, e seja E* = {f : f:E — R} o dual de
E. Defina-se o operador candnico de injecdo J por

J:E—SE*™
x—=Jx:E* =R

= Ux, g e = (f,X)E E-

Definicao 9. Seja (E,|| - ||g) um espagco de Banach e seja J : E — E** o operador candnico de
injecdo. Entdo, o espaco E é reflexivo, se o operador candnico J é sobrejetivo, isto e, J(E) = E**.

Defini¢ao 10. Sejam (E,|| - ||g),(F,| - ||F) espacos de Banach. Uma aplicacdo T : E — F é uma
contragdo se satisfazer a seguinte desigualdade

ITx—Ty|| < A||x—yl||, para quaisquer x,y € E, com0 <A < 1.

Definicao 11. Seja T : E — E. Um ponto x € E é um ponto fixo de T se for invariante por T, isto é,
se Tx =x.

Teorema 4 (Teorema do Ponto fixo de Banach). Seja (E,d) um espago métrico completo e seja
T : E — E uma contracdo em E. Entdo T possui um tinico ponto fixo x*. Além disso, para qualquer
x € E, a sequéncia (x,Tx, T%x,-- -) converge para o ponto fixo x*.

Demonstracdo. Veja Brezis[4, Teorema 5.7]. O

Definicdo 12. Seja Q C RN um conjunto mensurdvel. Seja 1 < p < oo. Definimos o espago LP(Q)
como sendo o espaco das (classes de equivaléncia de) funcoes reais p-integrdveis no sentido de
Lebesgue, isto é,

Q)= {u:QCRY SR: /|u(x)ypdx < oo},
Q

dotado da norma 1
iy = ([ lutolax)”.
Q

e o espagco L= (Q) como sendo o espago das (classes de equivaléncia de) fungées reais men-
surdveis limitadas, isto é,

L7(Q) = {u:QC RN = R:ué mensurdvel e :sup |u(x)| < oo},
Q
dotado da norma

lull = supu} =inf{c = |f(x)] < ¢ gLp.}.

Teorema 5. Seja 1 < p < o, entdo o espago L (RY) é um espago de Banach.

Teorema 6 (Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia de fungédes integrdveis, tais que f, —
f q.t.p. Se existir uma fungdo integrdvel g tal que | f,| < g para todo n, entdo f € integrdvel e

[ fan=lim [ fuan.
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Teorema 7 (Holder). Seja f € LP(Q)ege LI(Q) comp > 1e %4—5 = 1. Entdo fg € L'(Q) e

1felli@) < Ifllr@llgllzaq)-

Teorema 8 (Desigualdade de interpolagdo). Sejam 1 < p<r<gq<e, QCRN e f € LP(Q)NLI(Q).
Entdo f € L"(Q). Além disso, a seguinte estimativa é vdlida

1l < 1Al 1 iy

Teorema 9 (Desigualdade Integral de Minkoswski). Sejam (X,M,u) e (Y,N,v) dois espagos de
medida. Se p > 1e f:X xY — R é mensurdvel, entdo:

(/}/f(xvy)du(X)’pdv(y)y </(/If(x,y)|”dv(y))'l’dy(x),

Demonstra¢do. Veja Hardy, Littlewood and Polya [7, Teorema 202]. 0

Teorema 10 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Seja f € LP(RY) com 0 < a« <N e 1 < p < oo. Entdo o
potencial de Riesz, definido por

(Taf) (x) = Cl / ,x_f;y,]l_ady,
RN

satisfaz
Haf Nl awry < Cllfll o @y

para C = C(p) uma constante e g = Nlilch'
Demonstracdo. Veja Stein [5, Capitulo 5, §1.3]. O

Equacoes diferenciais
Um equacio diferencial parcial de segunda ordem tem a forma

Lu(x) = f(x), x€Q, (1.1)
em que L é um operador diferencial dado por

N e v
L:i7§1ai’jm+;bl~a—m +ec. (1.2)
Em (1.1) u € uma funcdo a ser determinada e f € dada.
Observacao 3.

* O exemplo mais conhecido de operador L é dado pelo operador laplaciano, A, definido por

0%u 2%u

Ap— =g 20
" 8x%+ +8x]2v
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* Partindo desse operador é possivel definir o seguinte operador poli-harménico (—A)" dado

por

m—vezes

e No caso m = 0, teremos (—A)O =1, em que I é o operador identidade.

Definicao 13. Dado o inteiro m > 1, a solugcdo poli-harmoénica (ou fundamental) do operador

(—A)™ é definida por

Cpln—— N =2m.

CNmlx =y, N >2m,
¢mw={ "
=yl

Observacao 4. As constantes Cy ,, e Cy, sdo escolhidas de modo que

[ A teo)as =1,

P)
o)
isto €,
Cym = ! __ AG-m N> 2m
m = - 3 )
2t I (Y =met i) m— 1)ty 2 (m=DIT(3)ow
e
1
Cn= 5 , N =2m.
(2m—1(m— 1)!) Com
Veja Futoshi[13].

1.3)

1.4)

(1.5)

(1.6)

Definicao 14. Seja L dado por (1.2). L é eliptico num ponto x € Q se a matriz de coeficientes
(a(x)) € positiva, isto é, se A(x) e A(x) sd@o o minimo e mdximo dos autovalores de (a'/(x)), entdo

0 < A(0)|EP? <da(x)EE; < Ax)|E?

para todo & = (&,--+ &) € RN —{0}. Se X > 0 em Q, entdo L é chamado de eliptico, e estrita-
mente eliptico se A > Ay > 0 para alguma constante Ay. Se o quociente % é limitado, entdo dizemos

que L ¢é uniformemente eliptico.

Teorema 11 (Principio do méaximo fraco). Seja L eliptico num dominio limitado Q. Suponha que

Lu>0, ¢c=0,
com u € C*(Q)NC(Q). Entdo o mdximo de u em Q € atingido no bordo, isto é,

supu = supu.
Q 9Q

Demonstracdo. Veja Trudinger [3, Teorema 3.1].

O

Teorema 12 (Lema de Hopf). Seja L uniformemente eliptico, c =0 e Lu > 0 em Q. Seja xo € dQ

tal que

1. u é continua em xy,
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2. u(xp) > u(x) para todo x € Q,

3. dQ satisfaz a condi¢do da esfera interior em xy.

Entdo, a derivada normal exterior de u em x( se existir satisfaz a seguinte desigualdade estrita

Demonstra¢do. Veja Trudinger [3, Lema 3.4]. 0

Teorema 13 (Identidades de Green). Sejam u,v € C*(Q) NC(Q), entdo as seguintes identidades
sdo vdlidas.

d
/Au — [ s, (1.7)
an
Q aQ
dv
/Vu-Vvdx: —/uAvdx—l—/ua—de, (1.8)
Q Q 2Q 1
d d
/uAv—vAudx: u—v —v—ude. (1.9)
an  dn
Q aIQ
Definicao 15. Seja u uma fungdo localmente integrdvel em Q , a = (0, - -+, 0y) um multi-indice,

isto é, a; € N para cadai=1,--- N e seja |a| = |a|+ -+ |ow]|. Entdo uma fungdo localmente
integrdvel v é chamada da o-ésima derivada fraca de u se satisfazer

/(pvdx: (—1)|“|/uDa(pdx,
Q Q
para toda @ € C(l)al(Q).
Definicdo 16. Seja Q C RN. Os espacos de Sobolev sdo dados por
WhP(Q) = {u € LP(Q) : D% € LP(Q),|a| < k em que D%u é dada no sentido fraco},

com a norma definida por

1
P
[ullwer @) = (Zo<a|<k||Dau||5> ;

[[ullwreo () = maxo< o< [|1D¥ [
Além disso, defina-se
whe (@) =) ",

Observacao 5.

* Os espacos WP (Q) sdo Banach para 1 < p < oo,

* Os espagos WEP(Q) sdo separdveis para 1 < p < oo,

* Os espagcos WP (Q) sdo reflexivos para 1 < p < oo.
Observacao 6.

s No caso p =2 é comum denotar por H*(Q) o espaco Wr*(Q).

* Lembrando que uma identidade vdlida para funcoes suficientemente suaves pode ser esten-

dida a espacos de Sobolev desde que ambos lados sejam continuos com respeito a norma do
espago Sobolev, entdo as identidades no Teorema 13 séo vdlidas para fungcoes em H' (Q).
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O espaco D'/ (RY)

As provas dos resultados expostos nesta se¢do podem-se ver no artigo Naoum, Troestler e
Willem [17].

Definiciio 17. Seja 1 < p < N. O espago D'"P(RY) ¢é definido por

. N
DYP(RY) = {ue P (RY):|vu| € LP(RY) sendo p* = ri)},
com da norma
[l pro @y = [ Vuel| Lo gy -
Também definimos

17 - DL]}(RN)
Dy*(RY) =Cy®RY)" "

Teorema 14. Seja 1 < p <N, os espagos D' (RY) e D(l)’p (RY) sd@o espagos de Banach e reflexivos.
Teorema 15. A seguinte afirmagdo é vdlida

W) ¢ DU(RY).
Observagdo 7. W!'P(RY) é um subespago prépio de DV (RY). Para ver isto basta notar que a

Sfungdo
1 N N

ux)=-———35, 0€(—,—
) (1+x?)2 (P p

pertence a DV (RY )N WP (RY).

);

Teorema 16. Seja Q1 C Q dois subconjuntos de RY. Se u € D'"P(Q), entdo u|q, € D' (Q) e
di(ule,) = (du)loy-

Além disso, a imersdo D'"P(Q) < D'P(Qy) : u — u|q, é continua.

Teorema 17. Sejal < p <N el < p, <oocom

N-1_N_|
P« p

entdo
D'P(RY) s LP (RN71).

Demonstragdo. Vamos provar no caso que u > 0.
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Assim
/u”*(dex<C // (p= lﬁ‘dsdx—i—//‘as‘dsdx
RN-1 RN-1 0 RN-1 0
SC(p){/up*dz+/|Vu|pdz}.
RY RY
Daf segue-se o resultado. 0

Outras definicoes

Definicao 18. Seja GL(N,R) o grupo linear geral de grau N, ou seja, o grupo formado pelas
matrizes N X N inversiveis sobre R, com a operacdo de multiplicacdo de matrizes. Definamos o
grupo das matrizes ortogonais por

O(N)={Q€eGL(N,R) : Q0" =Q"0=1}
sendo QF a matriz transposta de Q e I a matriz identidade.
Definicdo 19. Seja G C O(N) e uma fungdo u: RN — R, dizemos que
1. u é simétrica pela agdo de G, se u(x) = u(Ax) para qualquer A € G,
2. u é antissimétrica pela agdo de G, se u(x) = —u(A~'x) para qualquer A € G.
3. u é radial pela a¢do de G, se u(x) = u(Ax) para qualquer A € G.

Definicao 20. Seja Q um espaco dotado da uma métrica d e seja U C Q definimos o didmetro de U
por
diam(U) = sup{d(x,y) : x,y € U}.

Além disso, definimos

RS

HY(U)=27" 1nf{2d1am UU DU, diam(U;) < 6.},

T
F(% i=1

e finalmente a medida de Hausdorff N-dimensional por

AN (U) :=supHY (U) = lim H (U)
S 6—0



Capitulo 2

Desigualdades de Faber-Krahn para
problemas de Neumann

Introducao

Em 2012, S. M. Hudson e L. De Carli estabeleceram condi¢gdes necessdrias para a existéncia de
solugdes do problema de autovalor com peso e condicdo de fronteira do tipo Dirichlet dado por

—Au=V(x)u, xe€Q,
u=0, x€dQ.
Utilizando solucdes radiais e fungdes de Morse, conseguiram estabelecer que se a equagdo men-
cionada tem solug¢do nio trivial, entdo o peso V tem uma certa estimativa inferior que, no caso

particular V = A, oferece uma cota inferior para o primeiro autovalor do problema de Dirichlet (o
qual denotaremos por A) generalizando a famosa desigualdade de Faber-Krahn (veja [18]):

Teorema 18 (Desigualdade de Faber-Krahn). Seja ¢ > 0 e B a bola de RN com volume |B| = c.
Entdo,
AP (B) = min{AP(Q) : QC RY com' |Q| =c}.

Demonstragdo. Veja Henrot [6, Teorema 3.2.1]. U

Neste trabalho vamos considerar o problema de autovalor com peso e condicao de fronteira do
tipo Neumann dado por

Problema 4 (Problema de autovalor com peso).
—Au=V(x)u, xeQ,
% =0, x€0Q,

para Q C RY aberto, limitado e com fronteira suave,n o vetor normal exterior unitdrio na fronteira
dQeV e L*(Q).

Nosso objetivo € estabelecer, no caso N > 2, uma estimativa inferior para a norma L™ do peso V,
a qual dependa do conjunto €2 e de constantes dependendo da fronteira ou parte dela, obtendo assim

13
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condicdes necessdrias para a existéncia de solu¢des do problema de autovalor com peso e condi¢ao
de fronteira do tipo Neumann, em fungdo desses valores.

Para conseguir alcangar esse objetivo vamos comegar com uma estimativa inferior para A (I'y),
o primeiro autovalor do problema misto (também chamado de problema de Dirichlet-Neumann ou
problema de Zaremba) dado por

Problema 5 (Problema de Zaremba).

—Au=2Au, x€Q,
u=0, xelyCaQ,
e =0, x€9dQ—T,

em que a medida de Lebesgue |T'g| > 0.

Em [25, Cor. 7.11] Yehuda e Tiferet estabeleceram que A} (Q) < AM(Q) < AP(Q), indepen-
dentemente da fronteira de Q para 1) (Q), A/ (Q) e AP(Q) denotando respetivamente o primeiro
autovalor do problema de tipo Neumann, Zaremba e Dirichlet. Vamos mostrar no Lema 1, mediante
o argumento do mini-max, a seguinte generalizacdo desse resultado

A71(Q) < 27"(To) < 2A7(Q),

para todo j > 1. Posteriormente vamos aplicar esse resultado e as estimativas relacionando os pri-
meiros autovalores do problema de Zaremba feitas por Ashbaugh (baseadas nos argumentos de
a-simetrizacdo, veja [20]) além das estimativas integrais de Kovatik (veja [26]) para conseguir
uma cota inferior para a norma L™ do peso V. Como consequéncia desses resultados, obteremos
condicdes necessarias para a existéncia de solugdo do problema de autovalor com peso dado no Pro-
blema 4. Ao fim deste capitulo vamos aplicar os resultados enunciados nos Teoremas 20 e 21, no
estudo da existéncia e ndo existéncia de solu¢des positivas nao constantes para o seguinte problema:

Problema 6.
{SAW—W—i—wp =0, xeQ,

g—;;' =0, x€0Q,
para € >0, p > 1 e Q um subconjunto aberto e limitado em RN (N > 2) com fronteira suave dQ.

Esta aplicacdo, além de teoricamente interessante, tem grande importincia principalmente por-
que as solucdes do Problema 6 estido diretamente relacionadas com as solugdes do sistema esta-
ciondrio de Keller-Segel, o qual descreve a locomog¢do orientada e unidirecional ao longo de um
gradiente quimico, causado pela diferenca de concentra¢do de determinadas substincias denomina-
das quimioatratores ou agentes quimiotéticos, que podem ser liberadas por tecidos lesados, geradas
por sistemas enzimaticos presentes no plasma. Por exemplo, o modelo sugere que é possivel para
as amebas formarem quimioatratores se € estiver préximo de 0, mas nio € possivel se € for grande;
conforme o bem conhecido artigo de Lin, Ni e Takagi (veja [28]).

Estimativas para o autovalor do problema de Zaremba

Nesta secdo estabeleceremos alguma estimativas para os autovalores dos problemas de Neumann
e Zaremba. O Objetivo desta secio é produzir uma cota nio nula por baixo para AM, o primeiro
autovalor do problema de Zaremba, a qual serd utilizada nas se¢des posteriores como ferramenta
para conseguir estabelecer condi¢cdes necessarias para a existéncia de solucdes do Problema 4.
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Lema 1. Seja Q um aberto limitado com fronteira suave. Sejam
0<APQ) < AP(@Q) < <AP@Q) <,
os autovalores do laplaciano com condicdo de Dirichlet,
0 < AY(To) < 3"(To) < - <A (To) < -+,
os autovalores do problema de Zaremba, sendo I'o = {x € dQ : u(x) =0} e
0=2(Q) <A@ < <A@ <

os autovalores do laplaciano com condigdo Neumann. Entdo
AN (Q) < A/ (To) < AP(Q), 2.1)
para todo j > 1.

Demonstragdo. Denotando por er(;z(Q) o espago de Hilbert naturalmente associado ao problema
de autovalor misto dado por:

W2 (Q) = {u e W"(Q) : u=0, x € T}

com o produto interno associado

(u,v) :/Vu-Vvdx,
Q

€ 0s seguintes conjuntos

.ZJ(WOI ’Z(Q)) = {H C WO1 2(Q) : H é um subespago vetorial de dimensdo j },

Z; (WFIOZ(Q)) = {H C WFI(;Z(Q) : H é um subespaco vetorial de dimensao j},
Z; (Wl’z(Q)) = {H C W'2(Q) : H é um subespaco vetorial de dimensio j},
como WOI’Z(Q) C er(f(Q) C W2(Q), teremos
12 12 ﬂ
Zi(Wo " (Q) € Zi(Wyy () € £ (WH(Q)).
Em particular, o minimo sobre .Z; (WO1 ’Z(Q)) ndo pode ser menor que o minimo sobre .Z; (WFIOZ(Q))

e este por vez ndo pode ser menor que 0 minimo sobre .Z; (Wl’2 (Q)) . Assim, utilizando as caracterizacdes
dos autovalores e repetindo os raciocinios de Bieznur em [11, Teorema 1.16 e Corolario 1.17] segue

Z.jN_l(Q): min max (Vu,Vu) | < min max (Vu,Vu)
Leg;(wi2(@)) \ #eL =1 Lez(wi2e)) \ ek lul=1

=AM(1y) < min max  (Vu,Vu) | =AP(Q).
(o) Le.z,(wo‘*z(g)) (HGL HMH:1< >) 7 (&)
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O caso de um dominio convexo

No caso convexo, € bem conhecido que o primeiro autovalor ndo nulo do Laplaciano com condi¢do
de Neumann sobre um dominio aberto e limitado, satisfaz a seguinte desigualdade

2
(@) > <dian7:(§2)> ‘

De (2.1) concluimos que

2
M N T
o) >A"(Q) > —~+ | .
Definicdo 21. Seja Q C RY aberto, limitado e conexo com fronteira Lipschitz dada como a unido
dQ=TyUT',, TyNI'1 =0, el abertos, em que 'y tem medida de Hausdorff (N — 1)—dimensional
positiva, entdo denotando por |E| a medida de Lebesgue de um conjunto E C RY, definimos a cons-
tante isoperimétrica de Q com respeito a I'y por

0r1.9) — sup 1
1,Q) = sup ,
Ecé& PQ(E)

em que
& ={E CQ : paratodo A C 0E NI tem-se* #N~1(A) =0},

Pa() =sup{ [aivy - y e (@) 1vi<1}.
E

Po(E) é o perimetro de De Giorgi de E em . (veja De Giorgi [22]).

Observacao 8. Pacella e Tricarico em [24, Se¢do 3] calcularam explicitamente o valor de Q(T'1,Q)
para um setor circular, um retdngulo e um anel no R>.

Definicdo 22. Seja X C RN e I'y C 0X com medida de Hausdorff positiva. Definiremos a seguinte
constante

i -
C(N,T'1,X) = <1+(Z§(’)N(”—1)> 2.2)
‘N

.N
JN_11

para o = (N . Q(Fl,X))fN, wy o volume da bola unitdria e jyj o k-ésimo zero da fungdo de
Bessel J,.

Observacdo 9. Seja X C RN com fronteira 0X =T \UT| (como acima) e sejaY C RN um conjunto
tal que X C Y com a parte I da fronteira sendo mantida. Entdo,

O(T'1,X) <Q(T'y,Y).

Consequentemente,
C(N,I';,X) > C(N,T'1,Y).

2 #N-1 ¢ a medida de Hausdorff (N-1)-dimensional
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Lema 2. Consideremos o problema de Zaremba dado no Problema 5, com Q aberto, limitado,
convexo e com fronteira Lipschitz dQ = TyUTy, com N1 (Ty) > 0 e sV 1(T')) > 0 e sejam
oy = |B1| 0 volume da bola unitdria no R, e oy} = (N - Q(Fl,Q))fN. Entdo temos a seguinte
estimativa

T

2

A (To) > (

Demonstracdo. Dado Q aberto, limitado e convexo. Pelo Lema 1, tem-se

T

M(To) > AN (Q) > (diam(Q))z'

Além disso, ja que o dominio tem fronteira Lipschitz, das ideias de Ashbaugh tem-se a seguinte
desigualdade (veja [20, Equagao 1.2]).

2

A (To) - <1+(Q)N)’2V<jilzv’l—1)) > 25" (o).

o
N J-11

Consequentemente, obtém-se o resultado. O

O caso de um dominio qualquer

Para o nosso conhecimento, em dominios ndo convexos, os resultados apresentados a seguir sao
novos e nos mostram claramente o impacto da falta de convexidade nos resultados.

Teorema 19. Seja Q C RN, N > 2 aberto e limitado, Ty C dQ um subconjunto de medida positiva.
A seguinte desigualdade é vdlida para o primeiro autovalor do problema de Zaremba 5:

llM(Fo) > <2N—3>2_ 22N—3

2
4d (d+dp) et lZ2 9011y 24

onde uy é a primeira autofungdo normalizada® do problema de Zaremba, d = diam(Q) e dy =

d(z,T1) onde z€ Ty ={x€dQ : u(x) =0}

Demonstragdo. Sejam «,c > 0 as serem fixados posteriormente, e sejam u,v € H'(Q). Tem-se

o aocu)’|Wf*  _«
0§/|Vu— ou Vv]zdx:/]Vu2+( OuWIVVE 5 0t G Vvar, 2.5)
v+ o (v+o)? v+ o
Q

Aplicando a 2* identidade de Green?, tem-se

/ng'Vhdx:—/th~ngx—/thgdx+/fhsgdsx.
Q Q Q 2Q n

a2 =1
*JqVa-Vbdx = — [qaAbdx+ [,oa§bdS; coma=hfeb=g.
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Assim, para f = -, g =veh=u, tem-se

2 2 0
/ u Vu-Vvdx:—/uV “ -Vy+ “ Avdx—l—/ “ —vdsx
v+ a v+ a v+ a v+adn
Q Q oQ
2
:—/ ! Vu-Vvdx—i—/uin]de
v+ o (v+a)?
Q Q

2 2
—/” Ava’x—l—/ o
v+ao J v+adn
Q 2Q

Dai,

ZV 2 2A 2 a
2/ u Vu-Vvdx:/de—/u de+/ Y s, (2.6)
Q )

v+o (v+a)? v+o vraon
Q Q Q

Logo, substituindo (2.6) em (2.5), tem-se

Vu-V 2.2 ZV 2
/|Vu\2dx22a6/u ! vdx/mdx
) v+a (v+o)?

Q
ZV 2 2A
2056/“' d dxfom/u vdx
(v+o)? v+ o
Q Q
2 ) 2622
+ac/7u —vdsxf/iu |Vv|2dx
v+adn (v+o)?
0Q Q
2|92 2
\Y
> ao(l— o—)/”’ LA /” " dx
(v+o)? v
oo u> v
—AdSy.
+adn
Portanto,
ZV 2 2A 2 P
/|Vu|2dx2a6(1—oc6)/ w |V dx—occr/u de+ozcr/ i @
) ) (v+o)? Jvta ; v+aodn
Q

Agora considere a fungdo vy (x) = ‘x_% sendo d = diam(Q) e z € I'g. Definimos dyp = d(z,I') <
|z—s| para s € T';. Entéo temos:

—(x—2)

Y

VV] =

|x—z|(|x—z\—|—d>
|x—z\(|x—z\+d)((3—N)|x—z\+(1—N)d)
AV[Z 4 .
e =z (e —z2[+d)
Dai,
1
Vv > = e Avi <0 paraxeQ, N>2, (2.8)

(k—z/+a)*
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%@):— (S_Z)'n(s)

an ls—z|(|s—z|+d)
Logo, substituindo u; a primeira autofuncdo (normalizada, ||u;||, = 1) associada ao problema de
Zaremba e v; dada acima, de (2.8) e (2.9) e a caracterizacdo variacional de lf"’ (To)

5 paras € (dQ—TY). (2.9)

)wa(l—‘o) > ac(l—ac)/mdx_ac/wdx+a6/ uj ldsx
2 (V1+a)2 vi+o Qvl+a on

up
> ao(l—ao)/ (bl

2
1
Q (\x—z|+d+a>
(N=3)|x—z|+(N=1)d |x—z|+d
+a6/ 2 d
“ x—zl(x—z|+d)? 14+ald+|x—z|) *

B (s=2) 0 (s)

— Qo 1 ds,
ag/ro (1+O‘(’S—Z’+d)>\5—z\(\s—z\+d)
Zaa(l—ao)/ i . dx

Q (1+oc(|x—z]+d>> (|x—z| +d)?
2 (N=3)[x—z|+(N—1)d
Hm/"l e 2| (Jx — 2 + d)? (1 + e(d + |x —2]))
—%0 / M%(S_Z)‘n(S) ds,

99T, (1+O‘(|S—z|+d))|s—z|(\s_z| +d)

ao(l—ao) (N=2)(d+|x—z])
= 4d2(1+2da)2!u%dx+acg/u%d(\x—z|+d!)2(1+oc(2d))

_ (0402
(1 + a(d+do)) (do+d)q 1.

oo(l —ao) ) (N-2) / ’
FOV ) [ lax+ac——n— ) [l
= 4c12(1+2doc)2/“l * 021 20a) )
Q Q

ulds,

— @o / ulds,
(1 n a(d+d0)) (do+d) 0

_ [ ao(1—ac)  ac(N-2) \ ao /uzds
-\ 4d2(1+2ad)? * 2d%(1+20d) <1+Ol(d+d0)>(d0+d)gg_r0 o

isto é

M ac(l—ao) ao(N-2) | _ g
A7 (To) > <4d2(1 —i—206d)2 + 2d2(1+206d)> (1 _|-(x(d—|—d())) (d0+d)39/r0

Certamente até aqui ¢ e o foram quaisquer niimeros positivos. Assim, maximizando a fun¢do

fa) = ( ac(1-ao)  ao(N-2) >

ulds,. (2.10)

4d2(1+2ad)? " 24%(1+2ad)
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obteremos
2N -3

T 20+10d—4Nd"

O = Omax (0)
Dai, observando que

N-3
2

2
Olmax((f) "0 — , € arnax(G) — O, quando o — +°°’

de (2.10) tem-se:

1 2N-3/ 2N-3\ 2N-3 (N-2) 2N-3
M) > (1— ) : - / 2
M) 2 35— > )T T T alavdy) )
20Q-Ty

| 2N—3/5-2N 2N -3
L —2)—7 / 2
282 2 ( ;N 2(d +do) uids

QT
IN—-3)2 2N-—
(2N —3) N-3 /M%S’

164>  2(d+dy)
Q-1

isto é

2N-3)2 2N-3
AT > - / 2ds.
V) 2 e T 5y s
QT

O

Observacao 10. Quando |T'y| — O, temos dy — 0 e como consequéncia de (2.4), observando que
1
nesse caso, u; = Jar teremos

12

(2N —3)?2 2N —-39Q
0> — ,
—  16d? 2d |Q|
ou equivalentemente
8diam(Q2)

Q| <
2] < 2N -3

109

Corolario 1. Considere o problema de autovalor do tipo Zaremba em Q C RN (N > 2), definido no
Problema 5. Entdo vale

2.11)

2N—3>2 28(d + do)

AM(T ><
(o) = (=3 2N —3+28,(d +do)’

sendo Sy a constante otima na desigualdade de Friedrichs (veja [12], Teorema 1.9)

2 2 ) 5
S, = i ||VMHL2(Q)+”M||L2(FO) _ ||Vu||L2(Q)+||”HL2(rO)

uew2(Q)\{0} 172 50 - leell 72 50

)

a qual satisfaz Sy < % (utilize a fun¢do u = 1) e d = diam(Q) é o didmetro de Q.
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Demonstra¢do. Da desigualdade de Friedrichs, com a primeira autofung@o (||u|| 2(@) = 1) do pro-
blema de autovalor misto, tem-se

2N —3\2 2N -3 2N —3\2 2N —3
AM(Ip) > ( ) - 2, oy > ( ) - M),
1 ( 0) - 4d 2(d+d0)”ulHL2(aQ) - 4d 2SQ(d+d()) 1 ( )
Dai,
28,(d+d 2N —3 2N —3\2
L P R
2S2(d+d0) 4d
Em consequéncia,
2N —3\2 28>(d + d,
7th(F0)Z< ) 20d+do)
4d 2N —3+28,(d +dp)
O
Observacao 11.
7 . M =3\% 25 (d+do) o
* Se a porgdo Ty reduz-se, entdo Sy — 0. Logo A" (I'g) > ( Y ) 2N_312S2 (d" oy — 0, isto é
o caso Neumann.
2
» Se a por¢do Ty aumenta, entdo Sy < % <1. Logo (21253) 2N33Si(£lst€l;)+d0) < % < % <

AP(Q), isto é o caso Dirichlet.

* Em geral, neste tipo de problema pede-se que o dominio Q seja convexo. Esta hipdtese ndo
foi necessdria nestas estimativas.

Condicoes necessarias para existéncia de solucoes

Agora vamos aplicar as estimativas feitas na se¢ao anterior no estudo do problema de autovalor com
peso e assim estabelecer condi¢des necessdrias para a existéncia de solugdes do Problema 4.

Teorema 20. Seja Q C RN, N > 2 um dominio limitado e com fronteira Lipschitz. Sejam u € H'(Q)
uma solugdo ndo trivial® do Problema 4 e V € L(Q), com'V # 0. Entdo a seguinte desigualdade é
vdlida

’ C(N,T1,Q). 2.12)

Wles2 (Gama))

Demonstracdo. Sobre a solug@o u temos as seguintes possibilidades:

1) u(x)>0, VxeQ,
2) {ulx)=0,x€Q} CCQ,
3) {u(x)=0,x€Q}NIQ#0.

Caso 1) Seja ¢ a primeira autofunc¢do nio constante do problema de Neumann em . Desde
que u € H'(Q), temos o seguinte:

Vu? Vul? . Vw2 Vo, |
HVHL”(Q) > fQ _ fQ‘ | > inf fQ‘ ’ _ fQ‘ (Pl‘ :A«lN(Q)

Jou? Jou? T wen'(@) Jow? Joof

Sdizemos que u & ndo trivial se u # 0 quando V #£Oeu #Oouu#1seV =0.
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Agora, se Q ndo for convexo, entdo tome a envoltéria convexa de €, a qual denotaremos por co(€2).
Dai,

Vw|? Vo> + | Vw2
AWo(@)= inf Jeo(e)| 2| . Jo Ve ‘2 Jeotonal 2 ’
weH!(co(Q)) fco(Q) w weH" (co(Q)) fQ W+ fco(Q)\Q w
2 i Vw|?

< inf fQ ‘VW’ + inf LO(Q)\Q ’ 2’

weH!(co(Q)) jQ w weH! (co(Q)) fw(g)\g w

2 ‘ Vw|?

< wr do \Vv;! Lo Jonel 2|

weH (Q)  JoW weH! (co(Q)\Q) fw(m\g w
< 2Y(Q) + A (co()\Q).

Pelos resultados de Weinberg [32], Payne e Weinberg [33] (veja também- [21], secdo 3); para um
dominio simplesmente conexo % C R", temos

v @\
W s (i) Ri=aban)

onde @, representa a bola unitaria em dimensao N, e ju ; denota o primeiro zero positivo da de-

rivada da fungdo de Bessel 1'~"/2], /2(t), e %™ denota a simetrizagio de %, isto €, a bola cujo
volume |%Z*| = |%|. Tomando a bola (co(Q)\Q)* (simetrizacdo de (co(Q)\Q)), cujo volume
[(co(2)\Q)*| = [(co(22)\Q)|, obteremos

N N N * N || 2N 2
A (co(Q)) <A1 (Q) + A1 ((co(R)\Q)") <A1 (Q) + <|(C0(§2)\§2)*|> Jig

relacionada a bola (co(Q)\Q)*. Portanto,

2/N

[SIEY )

2N
, R T ),
W@ 2w ot - () g lon

|(co(Q)\Q - (diam(w(ﬂ)))z_ <\(CO(Q)\Q)*I> !

Em qualquer situagdo, temos
IVIl=() = A1 ().

Antes de prosseguir necessitamos

Definicdo 23. Seja Q C RN aberto e u € H'(Q) solucdo ndo trivial do Problema 4, a qual muda de
sinal em €. Defina a parte positiva de £ com respeito a u por:

Q. ={xeQ : ux) >0},
e entdao
I ={xeQndQ; : ulx)=0}CQ
I =0Q, T CoQ.
Caso 2) (Q, C Q tal que dQ, C Q):
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Neste caso u = 0 para cada x € Q.. Considere ¢ a autofuncéo associada ao primeiro autovalor
do problema de Dirichlet em Q. Multiplicando a equacdo —Au = Vu por ¢ e integrando em Q.

tem-se
Bu
/V(x)u(])dx— /(])Audx—/V(]) Vudx — / o—
Q Q, Q,
:/V(j) Vudx = — /qu)dx—i— / u—dsx
Qp Qp 0Q
_ / AP (. uddx
Qy
Dai,

Em consequéncia,
IVleg, > A7(Q1).

Portanto, da monotonicidade com respeito ao dominio para o primeiro autovalor do problema de
Dirichlet, tem-se
D D
Vleo = [[Vlea, = A7 (Q4) 2 A7(Q).

Logo, para Iy C 9Q, do Lema 1 e Pélya [34](AP(Q) > A (Q)) segue que:

Vieg > [Vllea, >2AP(Q1) > A7(Q) > min {4(Q), A (Q)}.

Como acima, caso Q ndo seja convexo, podemos obter uma estimativa em fun¢@o da envoltdria
convexa.

Caso 3 (Q; C Q, tal que dQ; NIQ # 0):

Nesse caso entdo 0Q =T J UT, onde I§ =0Q. NQel] =0Q, —TI}. Seja ¢ autofungdo
associada ao primeiro autovalor do problema de Zaremba sobre Q.

—Av=Av, x€Q,,
v=20, xel"g,
dv __ +
ﬁ 0, xely.

Entao multiplicando ¢ na equacdo —Au = Vu sobre Q. e integrando com ajuda da segunda identi-
dade de Green, obtém-se:

/V(x)u(bdxz —/(bAudx: /V¢-Vudx—/¢3:;dsx—/¢aazdsx

Q, Q,

:/V(P-Vudx— /uA(de—{—/ an dsx—l—/ an ——dsy
o

o

= / AT ugpdx.
Q.
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Portanto,
Vw02, > A(T5). (2.13)
Por outro lado, dada a funcio ¢ definida sobre €, podemos construir a seguinte extensiao
o ¢7 X e 'Q'—‘r?
0, X € ﬁ — Q+.

A fungdo ® € ero (Q) sendoTp =dQ—T'| jaque ¢ €W, (Q+) além disso

2
A(Co) = inf fQ,W“'zdx < fg|vq’|2dx _ Ja, V9] dx,
wewir@) Jouldx T [oPdx Jo, $2dx

em consequéncia,
A (To) < AM(TY). (2.14)

Daf juntando (2.13) e (2.14) ao Lema 1, tem-se

T

2
(Q)> C(N,T'1,Q).

M M
[Vlieg > [Vllwg, > M) > 4(To) > (diam

Relacao com o nucleo do calor
Iremos supor em toda esta subsecdo que a solucao do Problema 4 muda de sinal em Q.

Teorema 21. Sejam Q C RN, N > 3 um dominio convexo, limitado e con fronteira Lipschitz e
u € H'(Q) uma solugdo ndo trivial do Problema 4. Entédo para R =

N—

||V||m,gzmm{cz(g)R|g,;(diag(g))z}. 2.15)

—Iro

Demonstracdo. Pelas estimativas anteriores temos:
[V [0, = A1 (T)- (2.16)
Por outro lado, para E(x,y,t) o nicleo de calor, o qual é solugdo de:

%E(x,y,t) = AE(x,y,t) paraquaisquert >0ex,y € Q,,
9 (x,y,t) =0, parax € 0Q ouy € dQ,,

eE:=E— ﬁ o ntcleo reduzido e seja W dado por

|F+|2 143
W (&) +/ //E x,y,1)dS,dS,dt (2.17)
ClQ+]

De Denzler [19, Teorema 1] temos que ;, o primeiro zero de W ({), é uma cota inferior para o
primeiro autovalor do problema de Zaremba. Isto é

M(Ty) = & (2.18)
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Dai, decorre de Denzler [19, Equa¢d 13] a seguir

T oo
1'*+2
< / o / / E(x,y,1)dSdSydt + |Tg |e1 (T / e
+ 1+ T

Cl1Q4]

Consequentemente, utilizando as equagdes 13, 14, 15 e 16 de Denzler (veja [19]) tem-se

(4
(g g ) <er /Ct//f e asas
0T

p({(x,y) €Ty x F(Jﬂe > h})dhdt

(2.19)

0 1
0/ o/
Ty 2
— ()T [1F [ S e u({(wy) € TG x T x| < )ddr
0 0
- = 2
/ / ¢ 5 (D) min(l, I )V~ dldt
0 0

IN
vl

co(T)eM Ty, /t’%’l/l srdldz+/t F-1N- l/le Srdldt}
0 112_
5

MT 2 MT NI
co(T)e™" hy_icrlr = gco(T)e ! crghN71|F0 l,

IN
RN

em que hy_; é a drea da metade da bola unitdria de R e I € definido para satisfazer
N-1 _ 1+
hN,lng =y

Vamos obter uma estimativa inferior para ;. Para isso vamos supor que §; < % (pois em outro
caso ja terfamos uma estimativa por baixo para §;) tomando 7 suficientemente grande de modo que

MT
ci(T)e 5 < 2|Q 3] tem-se
N=2
5|0 |V
Cl Z | 0 |

S (2.20)
deo(T)eM T epahy | 1Q4 |

Logo, de (2.16), (2.18), (2.20) e Q. C Q segue-se

RN AfV(Q+)}

IVllog > IV]iwg, > 2 (To) = min {e2(€) 70—
Q4 2

=

-2

a2 (@) -

=|

> min {cz (Q)

emque 2(Q) = —>——.

deo(TYeMTerh ]
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Aplicacao do resultado

No que segue aplicaremos os Teoremas 20 e 21 no estudo da nio existéncia de solugdes (u € H' (Q))
positivas nao constantes para o Problema 6, descrito no inicio deste capitulo. Alguns resultados ja
estabelecidos nesta direcdo foram mostrados por Lin, Ni e Takagi em [28] e [29]. Dentre esses
resultados o mais relevante que eles estabeleceram foi o seguinte:

Proposiciio 1. Seja p>1, se N=1ou N =2, esejal < p < N2 se N> 3, entdo a seguintes

N-2
afirmagées sdo verdadeiras:

1. Existe um & > 0 tal que, para € € (0,&), Problema 6 tem uma solugdo positiva ndo constante
w.

2. Existe uma constante C independente de € tal que sup,.qw(x) < C para qualquer solugédo
positiva do Problema 6.

Quando mencionarmos o Problema 6 , vamos fazer referéncia a seguinte, dada no formato do
problema 4, isto é:

—Aw=Vew, x€Q,
{ = vew A 2.21)

%’:0, x€0Q,

wP—1—1

emque€>0eV, =

Lema 3. Suponha que w é limitada e ndo negativa, ndo necessariamente solucdo do Problema
(2.21). Entdo

W= 1|00 = max{[|w[|eoo — 1,1 — inf w} = {HWH.M’Q e ||W||°°’Q+l.nfxegw =2

x€Q 1 —infycqw, se |[W||w o +infreqw < 2.
Demonstragdo. Se ||w — 1|l o = a entdo sup,.qo |w(x) — 1| = a. Ou seja para todo € > 0 existe
xo € Qtal que a — & < |w(xg) —1].

Caso 1 (se w(xg) > 1): Temos a — & < w(xg) — 1 portanto a+ 1 — & < w(xg), isto &, sup,.q |w| =
a+ 1. Em consequéncia, a = |w||w0 — 1.

Caso 2 (se w(xg) < 1): Temos que a —& < 1 —w(xp), portanto w(xp) < I —a+ €, isto &,
infyegw = 1 —a. Em consequéncia @ = 1 — inf,cq w.

Decorre que ||w — 1|l = max{||[w|wq — 1,1 —inf,cqow}. Finalmente, para mostrar a outra
igualdade, basta perceber que ||w||e o + infycqw > 2 implica em ||w||wq — 1 > 1 —infycqw, isto €,
max{||wllwgq—1,1 —infreqw} = ||W[|w o — 1. Em forma andloga, se |w/||« o +infieqw < 2 tem-se
max{||w||eq— 1,1 —infycqw} =1 —infycqw

O

Lema 4. Seja w uma solugdo positiva ndo constante do Problema 6, temos que inf,cqw e sup,cqw
sdo atingidos no interior de Q.

Demonstracdo. De Lin, Ni e Takagi em [28, Observacéo 1.3], suponha que exista um xy € dQ que
atinge o supremo de w em Q e definamos v = sup,.o w — w, segue que v > 0 e v(xp) = 0. Além disso,
para alguma bola B(y,r) C Q satisfazendo B(y,r) N (RM\Q) = {x¢}, tem-se Av = —Aw = Vew >0
em B(y,r), (onde V; = W%_]); portanto, do lema de Hopf, segue-se %(xo) = —g—:]”(x()) < 05 isto
contradiz a condi¢do de fronteira. De forma andloga, definindo v = w — inf,co w monstra-se que o
inf,cq w € atingido no interior.

O]
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Lema 5. Dada w, uma solugdo positiva e ndo constante do Problema 6, tem-se inf,cow < 1 <
SUPcq W, a menos que w = 1.

Demonstragdo. De fato, seja xo € Q tal que w(xg) = infq w. Entao,

(WP~ (x0) — 1)

0> —Aw(xg) = :

w(xp).

Dai, w(xg)P~! < 1, isto &, w(xg) < 1. Se w(xp) = 1, entdo defina a fun¢io v = w — 1. Segue-se que

0
—Av=—-Aw=w—w>0, em Q, e ﬁzO, sobre Q.

Portanto,
/Av =— ﬂ =0.
an
Q 2Q

De onde concluimos que v é harmonica, v > 0 e v(xg) = 0. Pelo principio do méaximo para fung¢des
harmonicas temos que v = 1. Contradi¢do. Assim, inf,cgw < 1. Analogamente, se w tem maximo
em xo € Q. Entdo sup,cqw > 1. t

Lema 6. Seja w > 0 uma solugdo positiva ndo constante do Problema 6 e g > 0. Entdo
1. infycqow? = (infxeg w) 1,
2. sup,eqw? = (supeqw)”.

Demonstracdo. Pelo Lema 4 temos que o infimo e o supremo de w s@o atingidos no interior de
Q. Logo, para demonstrar a primeira afirmagdo tomaremos xo € Q for tal que inf,cow = w(xg) =
a > 0, entdo w?(xg) = a4, portanto, inf,cqw? < a?. Por outro lado, w(x) > a implica w?(x) > a? e,
consequentemente, infycq w? > a?. Dai segue-se que inf,cqw? = a? = (infyeqw)?.

Para demonstrar a segunda afirmagéo bastaria tomar x; € Q tal que sup,.ow = w(x1) = b, entdo
wi(x1) = b4, portanto, sup,.ow? > b%. Por outro lado, w(x) < b implica w?(x) < b? e, consequen-
temente sup,.o w? < b?. Dai, segue-se que sup,.qw? = b? = (sup,.qw)?.

O

Observacao 12.

* Dos Lemas 3 e 6 podemos concluir

WP~ —1]|wq = [wll2~" —1,se ||W||f<,_1 + (infreqw)? ! > 2,
= 1 — (infeqw)?~ 1 se [|w]|2 g + (infucqw)? ! <2,

para p >'1

p—1_ 2
* Se € for suficientemente grande, entdo L GIH"“’Q < (diarﬁ(Q)) -C(N,T'1,Q). Dai o Teo-

rema 20 mostra que, para € > €* suficientemente grande, o problema ndo tem solucdo ndo
constante. Esta observacdo é importante, jd que em [28] tal resultado é obtido apds contas.
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No préximo teorema vamos estabelecer uma melhor cota para €* em fungfo de Q e p. Definamos
M = max{A,B} > 0 onde A e B sdo dados por

A= (diar;r(g)>2'c(N’Fl’Q)’

N%
B= min{cZ(Q)ITm] ’;(dial;r(ﬂ))z}'
N+2

Teorema 22. Seja Q C RN, N > 3 um dominio convexo, limitado e Lipschitz, com 1 < p < N5
Seja €* dado por

[N]

crt—1 1
T

Entdo, se w for uma solucdo positiva ndo constante do Problema 6, tem-se que € < £*, sendo C uma

constante independente de € dada na Proposicdo 1.

€" = max{

Observacao 13. O resultado é valido para o caso N =2 com p > 1, trocando €* do teorema por
crl-11
A A

Jjd que a desigualdade com B é so vdlida para N > 3.

€" = max{

}7

Demonstracao do teorema: Seja a funcdo w uma solucdo ndo trivial do Problema 6 no formato

(2.21), entdo Ve = Wp;l” satisfaz

P! — oo max{||w||Z"! — 1,1 —infw}
€ €

1
B {W"_l,se lw|2=! + (infreqw)?P ! > 2,

Vel 2 =

€
Iolinbean” e w2+ (infucaw) ! <2,

Caso 1: (Se ||w||?~! + (infyeqw)P~! > 2) Pelo Teorema 20, tem-se

Iwilz! —1
Vel = 05— = 1.

Consequentemente,

cr-1-1
€

>M.

. -1_ ~ . ~
Dai, para € > £ = €=, ndo existe solucdo para o Problema 6.

Caso 2: (Se ||w||P~! + (infreqw)?~! < 2) Tem-se

1 — (infcqw)?P™!

£

>M.

Ve =

Consequentemente,

1
~>M.
S

Dai, para € > & = ﬁ ndo existe solucdo para o Problema 6. Portanto bastaria pegar £* =
max{€;,&} . Assim, para € > £* o Problema 6 ndo possui solug@o.
O



Capitulo 3

Equacao poli-harmonica com condicao
de Robin no semi-espago R

Neste capitulo iremos estudar o seguinte problema:
Problema 7.

AV, — N
{( Ay"u=0, xeRY A

A(—=A)u+ %(—A)J'u: ululP~t+ £, xe€dRY, j=0,1,---,m—1,

em que N >2m, L >0, p>1 f;#0en é o vetor normal unitdrio apontando para fora do
semi-espaco Rfﬂ.

Esse problema foi motivado por:

(—=A)u=0, xeRY (32)
A(=Au+ g (—ANu=uluf +f,  xeIRY, '
emque N >2,4>0,p >1en ¢éo vetor normal unitario apontando para fora do semi-espaco.

Ferreira, Montenegro e Medeiros, no artigo [14], mostraram que para f # 0 o problema citado
na equacgao (3.2) possui uma Unica solugdo u no espaco DI*P(Rﬁ) a qual possui a propriedade de
ficar dentro da bola de raio 2¢€ do espago. A técnica deles estd baseada na construcio da funcdo de
Green associada com esse problema e conseguir estimativas a seguir de aplicagdes da desigualdade
de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Iremos mostrar que tais resultados sdo possiveis de ser estendidos para o caso de trocar o La-
placiano, pelo operador poli-harmdnico, e considerando uma generalizacio da condi¢ao de fronteira
dada na segunda equagdo de (3.1).

Vamos dividir o capitulo em quatro se¢des. Na primeira iremos colocar os conceitos prelimi-
nares e algumas estimativas envolvendo a fungdo de Green do problema acima. Na segunda se¢do
iremos utilizar as contas feitas na primeira se¢ao para mediante argumentos de ponto fixo expor
os resultados de existéncia da solugdo para o Problema 7 sendo o mais relevante deles o Teorema
23,enunciado como Teorema 1 na introducfo, posteriormente, falaremos de algumas situacdes mais
gerais, e finalmente, faremos uma secao na qual iremos expor algumas propriedades qualitativas da
solugdo.

29
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Preliminares

Nesta secdo vamos introduzir resultados importantes com o intuito de conseguir uma expressao
para a funcdo de Green do operador poli-harmoénico. Assim, comecaremos a estudar a fungdo de
Green para o problema seguinte:

(—A)"u=f, XGRﬁ,

sendo m > 1, N >2m, m,N € Ne (—A)" = (—A)o---o0(—A).

m vezes
Observacao 14. No caso m = 0, teremos (—A)O =1, sendo I ¢ o operador identidade.

Posteriormente vamos fazer uso da funcdo de Green para construir uma solucdo do Problema
7. Comecaremos utilizando as condi¢des de fronteira associadas ao problema para conseguir uma
Unica expressao para a funcdo de Green do problema e com isto conseguiremos uma expressao para
a solugdo. Logo enunciaremos nos Lemas 7 e 8 abaixo algumas estimativas desta funcio de Green,
as quais irdo ser uteis na préxima se¢do para estabelecer o resultado principal deste capitulo.

Definicao 24. Dado o inteiro m > 1 a solucdo poli-harmonica (ou fundamental) para o operador
(—=A)™, é definida por

Cn mlx —y[> N, N >2m,
¢(x—y) = { (3.3)

1 _
lenW’ N =2m.

Observaciao 15. A solucdo fundamental para o operador (—A)™ dada por (3.3), coincide com a
solucdo fundamental do operador de Laplace quando m = 1.

Observacao 16. As constantes Cy ,, e C,, sdo escolhidas de modo que:
m a m—1
(—1) / SAT19(x,0)dS, = 1,
2B,(0) 1
isto é,
_ 1 B 20(% —m)
2t (S —mti) (m—1)toy 2" (m=DIT(3)on’

N >2m, (3.4)

= 5 , N =2m.
(2m—1(m— 1)!) Com

Definicao 25. Seja ¢ a solucdo fundamental do problema poli-harménico, e seja H(x,y) uma fun¢do
tal que ATH(-,y) = 0, entdo definimos a fungdo de Green por:

G(x,y) = ¢(x—y) —H(x,y). (3.5)

Definicao 26. Para j =0, --- ,m— 1, defina a funcdo

G(x,y) = (—A)/G(x,y) ,j=0,--+,m—1. (3.6)
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Claramente, no Problema 7, as fungdes G; precisam satisfazer as seguintes equagdes:

—A,Ejzéjﬂ, xeR’X,j:O,---,m—Z
—AGp_1 = 8y, xeRY, 3.7)
)LEij%éj:O, XERN_],]':O,“-,WL*I.

Logo, substituindo as fungdes G, associadas ao Problema 7 na equagdo (B.18) no apéndice B,
temos

mn el _ mfku .
)= =% [ arhu) 23t ) - A G s s

' RN-1
m o m—ku . 3

3 [ T G ) = () P s,
:RN—I
m _ m—ku

=3 [ Grton (G 0+ A2 )as,
TRN-1

Portanto, podemos expressar u da seguinte forma
m
u) =Y [ G o) (el ™+ k) ) a8
k:]'RN—I

No espirito do artigo de Ferreira, Montenegro e Medeiros [14], isto sugere considerarmos os
operadores Hy(h), definidos a continuag@o.

Definicdo 27. Se h € LP?(RV~1). Entdo, para cada k = 1,--- ,m definimos os operadores

)@ = [ Gerley)h()dy
RN-1

em que Gy, é dada pela equagdo (3.6).

Observacao 17. Na sequéncia, comentaremos mais detalhadamente esta defini¢do, além de mencio-
nar quais sdo os valores adequados de p para que (por causa da desigualdade de Hardy-Littlewood-
Sobolev) a definicdo acima faga sentido.

Dai, a equagdo (3.8) poderia ser escrita como

Hy(u|ulP™" + fini) (x). (3.9)

(agE

u(x) =

k=1

Para continuar nesta linha, precisamos de encontrar a expressao para a funcio de Green do problema
poli-harmonico dado por (3.1) e, posteriormente, encontrar o espaco adequado onde as funcdes Hy
estejam bem definidas.

Pela defini¢do da func¢do de Green temos que G(x,y) = ¢(x —y) — H(x,y). Além disso, da

terceira equagdo em (3.7) temos que a igualdade AG; + %G 7 = 0; deve ser satisfeita. Assim,
denotando por ey ao N—é&simo vetor candnico no RV, isto é, ey = (0,---,0,1), tem-se para cada
x¢€ 8]1@[ ey=(y1,""*,IN)

w(x,y>+jnH<x,y> :x¢<x—y>+£,¢<x—y> :z¢<x—y>—jn¢<x—y>,
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isto é 5 5
lH ——H = A, —y R —v).
(63) = 5 HE) = A0 =5) + 50 (x =)
Por outro lado, considerando a fun¢do H (x,s,y) por

H(X,S,y) :H(X+S€N7Y)a

temos que
d —As — J = — J
dS( H(xsy)) ‘70—)~H(X,O,y)—aH(x,0,y)—AH(X,y) EH(-X’.V)
d
=29 (=) + 5 -9(x~7) G109

_ d _
:A‘P(X‘FS@N—)’)‘FE(P(X‘H@N—)’) o

Suponha que a desigualdade (3.10) seja vélida para cada s > 0. Entao, tem-se

H(x,y) = H(x,0,y) /5 MSH(x,s ,y))ds
0
— —As = —As 8(]) —
—/Ae O(x+sey—7y)+e W(x—l—sezv—y)ds
N

0
:/), ‘o (x+sey—y ds+/ ¢ = (x+sey —Y)ds
0

XN
—As N r —As 8(]) [
=—e¢ ¢(x+seN—y)‘O+/e a—(x—kseN y)ds+ / x+seN y)ds
0
o(x—y +2/ x—l—seN y)ds.

Como consequéncia, a expressao para a funcdo de Green seria
Gx,y)=¢(x—y)—o(x—y) 2/ x+seN y)ds. (3.11)
Na sequéncia, vamos usar a seguintes notagdes'

Q) (x,y) = —Z/e’“aq)(x—i—se/v —y)ds
8)61\/

G(x,y) = 9 (x—y) = 9 (x—3) + Qi (x,).
Evidentemente, a funcdo de Green deveria ser denotada por G, ; mas, dado que vamos precisar das
iteracdes dela, vamos omitir esse pardmetro assumindo que ele ja foi fixado desde o inicio para nao
sobrecarregar a notagdo. No entanto, vamos manter esse parametro na notagao de ;.

o0 713 3(1)(

1A justificativa da integrabilidade de oo (X sey — ¥)ds serd exposta na Observacdo 19 abaixo.



CAPITULO 3. EQUACAO POLI-HARMONICA COM CONDICAO DE ROBIN NO
SEMI-ESPACO RY 33

Observacio 18. Observe que G(x,y) = Q; (x,y) sey € RN -1,

Daqui em diante vamos assumir que N > 2m. Vamos comegar por simplificar algumas ex-
pressdes dadas acima

Seja & = ‘x y| Tem-se
¢ 0 om—N xy+yv+s
E (x+sey—y) =Cnm E |x+sey — | =Cym(2m—N) P T
Portanto, se denotamos por Cy ,, = —2Cn n(2m — N), substituindo a expressdo da N-ésima derivada
parcial na definicio de Q, ja que |& + sey|N 20"V = (£ . & 4+ 2sey - & + s%ey - eN)N%(szw =1+
25Ey +5%) 2 tem-se
- —ls XN +YN T+
xy 2/ X+S6N y)ds—CNmO/ ’x+seN_y’N—2(m—l)ds

:CNm/efofﬂ (oy oy + P =ylw)lx =y
’ / |x —y+ |x — y|wey |N-20m=1)

oo

_ —Alx—ylw (§N+W>‘x_y’2
= CN,m/e Jx—3] - T
0 |[x = 1(& +wew)|

_ Cym [ eMIl(Ey )
ey ) |8+ sen|N20m=l)

Com /°° e MGy +5)
(

) (s e)
Observacao 19. Dado que il +SN72(m71) é limitada em qualquer intervalo compacto [0,a] e
(1+2sEy+s%) 2
além disso,
1
lim St — lim -5 =0,

9% (1 4 25Ey +52) s s

temos que essa funcdo é limitada para s > 0. Dai é facil ver que, pelo teorema da convergencia
dominada e estimativas no apéndice B, tem-se

k
|V5Q (x,y)] < ey ok

Observacdo 20. Dado que |x—y| < |x—3| para x,y € RY, entdo temos as seguintes estimativas:

0<Gxy) < e [V(xy) <

|X y|N 2m - ‘x_y‘N72m+1'

Observacio 21. Seja B = (B1,---,Bn), observe que DPH(h) = 0 para |B| > 2(m — k+ 1) pois
(=A)"Q, = 0. De fato
DPHy(h) = DP / AYG(x,y)h(y)dy = (=1)! / DPFH2G(x,y)h(y)dy
-1 RN-1

e | DP20, (k) dy.
RN-1
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Dai, DPH, =0 <= |B|+2k—2>2misto é |B| > 2(m—k+1).

Na sequéncia enunciaremos alguns lemas apresentando estimativas para os operadores Hy e suas
derivadas.

Observacao 21 serd utilizada para afirmar trivialmente as desigualdades nos lemas a continuacao
no caso 2(m —k+1) < |B| < m para o qual ndo é possivel aplicar a desigualdade de Hardy-
Littlewood-Sobolev.

Lema 7. Seja N > 2m, 8 = (B1,---,Bv), entdo existem constantes CK(N,m,q) e C5(N,m,q) tais
que

1.
[1Fi (1) |20 (RY) < CF[[Al| s 1), (3.12)
N . — (N=1)q
para N-2((m-k)+1) Sa<ees= N+ (20m—k)+1) g
2.
1P E () o (RY ) < Gl vy (3.13)
N _ (N—1)q
ara <g<ooely= .
P N ) SR CYRRESRETT)
Demonstracdo.

Prova de 1: Se 2(m—k+ 1) < |B| < m, entdo a desigualdade ¢ trivial e segue da Observacao
21. Por outro lado, se 1 < |B]| <2(m—k+1), tem-se

1

HHk<h>||Lq(M)=< AR |qu) ( [ [ Gerten (y)dy\"dx>"

RIX RN RN-1
- / / ‘ / kal(xay)h(y)dy‘ dx dxy
0 RN-1 RN-1

(3.14)

B ( / 7 ‘ / Gk—l(X,y)h(y)dy‘quNdx’>q
R

(/ ((/HHk )| v )dx)l—HHHk (W)lsstan

Por outro lado, pela desigualdade integral de Minkowsky (veja Preliminares: Teorema 9), tem-se

La(dx')

/ 6k_1(x',xN,y)h(

RN-1

V() o) = < [ G o) L)
Li(dxy) RN-1 (315)

:RN/] Hék_](XI’xN’y)HL‘i(de)|h(y)|dy-
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Além disso,

— q 7 dxy
Gk,l(x/,XN,y) SC/ — N
H L4(dxy) J (‘xl —y +XN) (N=2(m—k)—2)q
o (3.16)
_c / dw - C
B wiN=2(m—k)=2)q (N—2(m—k)-2)g-1

[x'—y] ’xl _y’

Portanto, substituindo (3.15) e (3.16) em (3.14), tem-se

1) sy, = (12 g

[ 1IGA G 503 gy 1)
RN-1

La(dx')

|h(y)|dy
N-2(m—k)-2)

<C

<clj
La(dx")

L% (dx')"

RN-1 ’xl—)’|( e

Essa ultima desigualdade € valida como consequéncia da desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev
para o =2(m—k) + é + 1. Além disso g e s; mantém a seguinte relagdo

(N—1Dr
(N=1) = (2m—2k+1+ 1)’

q:

a qual implica em
(N—1)q
N+ Q2(m—k)+1)q’

Sk =

e, jdque s; > 1, tem-se
N

N-2((m—k)+1)

<g< o

Prova de 2: Se 2(m —k+ 1) < |B| < m, entdo a desigualdade € trivial e segue da Observacao 21.
Por outro lado, se 1 < |B| <2(m—k+1), tem-se

D)) = | DEGe1(xy)h(y)dy.

RN-1
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Dai,

1

rwmwmmﬂ=<ﬂwmwwwm>=(/L/M@1mwmem>
RY

RY RN
1

</°°/ ’ /DﬁGk_l(x,y)h(y)dy’qu’dxjv>q

0 RN-1 RN-I

( / 7 ‘ / DBGkl(x,y)h(y)dy‘quNdx'>q
R

N-1 (0 RN-I

“( /(1 formn]a

N—1

1

1\ 1 4
q>M>:MWWWMww

La(dx')
(3.17)

Por outro lado, pela desigualdade integral de Minkowsky, tem-se

IDPHLB) sian = || [ DPGica (¥, )h()dy

RN-1
< / HDﬁék_l(x’,xN,y)h(y)
RN—I

— [ 107Gkt (¥xs9) s [
RNfl

La(dxy)

dy (3.18)

L4 (dx N )

Assim,

de
y’+xN)(N—2m+2(k—1)+|ﬁ\)q

HDBékfl(x/’xN’y)”Zq(de) = C/ (‘x/_
J (3.19)

_C /oo dw B C
= g wN=2m+2(k—1)+[B)g — ]x’—y|(N*2’"+2(k71)+|ﬁ\)q71'

Portanto, substituindo (3.18) e (3.19) em (3.17), tem-se

1DP He () gy = || IDPH (1) s vy

La(dx')

[ IDPGi (4w 9) s 1)
RN-1 La(dx'")
() ldy

N-2m+2(k—1)+]B]) - L

<C

=< CHhHL[k(dx’)'
La(dx")

FarEl
Essa ultima desigualdade € valida como consequéncia da desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev
para oy =2(m—k)+1—|B|+ é Além disso g e [; mantém a seguinte relagio

(N—1)l
(N—1)— 2m—k)+1— B[+ D)l

q:
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a qual implica em
- (N—1)q
k — y
N+ (Z(m—k)—l-l— |B|)q
e,jaque [y > 1, tem-se
N <qg<
N-1-Q2m-k+1-1p) =7
O
Lema 8. Seja N >2m, 1 <k <m, % <p <werk:%esejam
N N
<bp<Ne <by <oo
N—1—(2m—k)+1—-[g]) " N=2(m—k+1)
tais que
1 1 1
- = 3.20
bp by N (3-20)
Entdo, existem constantes M{‘ e M§ tais que
1.
1DP H(ulul*~") = DPH(v]v]P ") | y) < M3 | Dt = Dv | g
< (IpullP;" +1IDv]Ps! )
(e Ly
(3.21)
2.
1H(ualualP ™) = He V[P 1 gy < M (|1 Dut— D[ g ey
1 _1 (3.22)
S (T T
L'o(RY) LO(RY)
Demonstragado.
Prova de 1: Seja 1 < [} < by satisfazendo
L1 (z(m—k>+1—|m)bo+1
— == , (3.23)
by I bo(N—1)
a qual € verdadeira pela restricdo de by. Logo, de (3.23) pode-se obter
L1 (2D B)ht by ot (2im-R) 41 (Bl
Ik bo bo(N —1) (N —1)bo bo(N —1) (3.24)
1 -1
=+ P ,
<1 22
para z; e z; satisfazendo
N—-1 N N—1 N
=1, =<1 (3.25)
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Note que ?—kl e ﬁ s@o expoentes conjugados. Assim, fazendo uso da seguinte desigualdade
lalalP™! —b|b|P~Y < Mla—b(Ja]?~" +[p|P7"), (3.26)
a qual € valida para quaisquer a,b € R. Aplicando (3.13) com by = g e usando (3.26), tem-se
1DP Hi(ululP~") = DP Hi(v[v [P~ oo )y = 11DP HiCulual =" = v[vlP | o ey

< M|jululP~t —v|vP~! ”L’k(RN*l) < M|(u _V)(’”VFI + |V|p71) ||le(lRN*1)

1
I
=M( / (u—v|<|up-‘+v|f’-‘>)”dy>
RN-1
e p-1
_M< ' ‘ lk%l )lek< p—1 p—1 P%l 2
—m( [eiay) ([ () ay
R R

N—-1 N—-1

(3.27)

< Ml =il vy (1] o1y + V1155 vy )-
Logo, pela desigualdade (3.25), podemos aplicar o Teorema 17 com p, = z; € p = by. Assim
o= vl ) < M| Du— Doy . (3.28)
e novamente pelo Teorema 17 com p, =z e p = r’6 obtém-se
p— p—1
il ey + Iy < M (WD NDYIE ). (3.29)

Substituindo (3.28) € (3.29) em (3.27) obtém-se
108 Hy uful? ") = D H 1yl ™) o ) < MENDu — DV oy

< (|Dul”"  +|Dv|P! )
(1Dl o, 1PV

Prova de 2: Agora seja 1 < s; < by satisfazendo ;- = & — LHEm k) 22 B)by 1 090, por (3.20) e

s (N—1)b
(3.24) podemos escrever ‘ :

1 1 14b2m—k)+2—|Bl) N—1+(2(m—k) +2—|B)b

Sk b1 (N 1)b (N— 1)[71
_N+2(m—kbo _ 1 p—1
 (N=1)by 2

para z; e zp satisfazendo (3.25). Decorre de (3.12) com b = g e a desigualdade em (3.26) o seguinte

1
21

[ (aea] P =) = H(vlv1P ™) | gy = (1l = v [P = oy

< Mjaaful?=" = v[vlP 7| -1y < M e =) (JulP =+ 1P ey
1

:M( / (\u—vmu\"1+\v|f’1>)‘“dy)sk

N—-1

(3.30)

p—1
2

.Tk
z 215k 72 Z
=M( / |u_v,wy> ( (et )’ ldy>
R R

N-1 N-1

< Ml = vll gz vy (1l gaovor) + V1155 vy )-
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Assim, de (3.28) e (3.29) em (3.30) obtém-se

- - k
1 (aalulPY) = Hi V[P ™) | 1 ey < MY |[Dut— D] oo ey

< (|Dul?,"  +]|Dv|P, )
(e Ly

O
Observacao 22. Denotando por @y = " (2( niv—k)+1f[3) temos que:
me"'§w1<7”(1)§"'§”81-
Consequentemente, podemos escolher r’é e aplicar o Lema 8 para cadak=1,--- ,m.
Contracoes
Agora chamando de ¢ (1) = Hy (u|u|P~! + f,,_«) e substituindo em (3.9) tem-se:
m
u(x) =Y e(u)(x).
k=1
Na sequéncia construiremos um espaco E com uma norma associada || - ||z e mostraremos que

® =Y7" | ¢ € uma contragdo com ponto fixo @ = Y[ | ¢ (u).

As estimativas feitas na secio anterior serdo aplicadas na prova dos resultados desta se¢do. Apli-
cando argumento de ponto fixo, provaremos a existéncia da solu¢do para a equacao poli-harmonica.
Definiciio 28. Seja 1 < p <N, e k > 1. Definiremos os espacos E*P por

* N
E*P = {ue L7 (RY) : |D%| € LP(RY) para 1 < |a| <ke p* = Nip},
—p

com a norma || - || gr.», dada por

H“HEW:H””LP*(M)+ Z ”Da“HU(R’iy
1<|a|<k

Observacao 23.

e Pela norma definida para os espacos E*P fica evidente que esses espagos sdo espacos de
Banach.

 Em particular, fixado p > 1, quando ndo existir confusdo vamos denotar EXP somente por EX.

* Se fixamos k = 1, temos o espago de Banach E' = D'P(RY).

N+2(m—1)

Teorema 23. Sejam N >2m, —5—— <p <ooe r’é (p—1)N

= Wk))ﬂ—lﬁ\ , seja E definido por

m

1
E — EmJ’O mEm,rO
com a norma dada por:

_ B - Bull m
lalle = Nl g+ 3 10PNl g+ % WDl

()* (N
LU (R
(RY) 1<|B|<m 1<|BI<m
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=1 —m — J
ha que 0% f,_i € L% (RN=1) N L4 (RV-1), d=——Wn
Suponha que 0 % f,_ € L%( )N L% ( ), em que d o1 A0

—l —m
Definindo X; = L% (RN 1Y N L% (RN=1) com a norma associada
I = - Dl + - Nl

Entdo, as seguintes afirmacdes sdo vdlidas:
1. Existe um & > 0 de modo que, se Y| || fn—k||x, < %» entdo a equagdo integral (3.9) tem uma
tinica solugdo u € E satisfazendo ||u||g < 2¢, em que® L= C* +X1<|Bl<m C%.

2. Sejam uy e up solucdes como aquelas do item anterior correspondentes as condicdes iniciais
(fos s fm—1,€1) € (80, - ,&m—1,€2) € € = & = €, respetivamente. Entdo,

L
lur — || < T2 Mmer T 4 Z | fon—tc — 8m—ilx, (3.31)

Demonstragado.
Prova de 1: Sejaabola Bye = {u € E : |lu||g <2¢e} com a métrica Z(-,-) dada por

Z (u,v) = [lu—=vl|e.

Para algum € > 0, mostraremos que a aplicagdo ® : By — B dada por

@)= 3 [ Gorley) ™+ )y = Y Hlull ™+ o)

kRNl

é uma contracdo em (Bae #) sempre que 2P MmeP~! < 1.
Tome L = C]f +Yi<ipl<m Clz‘, entio

Z fm k Z ||Hk Jm—k ||E
ZOmmku + Y IDPH )l + IH o)
k=1 1<|ﬁ\£m
+ ) ||DBHk(fm—k)||rg’) (3.32)
1<|Bl<m
<X (Cllnslg+ X Al + sz + E - CHlfneilzr)
Py <|Bl<m 1<|Bl<m

m m
Z (Hfm kHLd]\ RN 1 Hfm—kHLEZ'(RN—I)) :LZ Hfm—kHXk S €.
k=1

k=1

Por outro lado, denotando M = M{‘ +¥Y, <|B|<m Mé‘, decorre do Lema 8, para quaisquer u,v € By,

2C’1‘ e C’z‘ sdo aquelas dadas no Lema 7.
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|P(u) =@ (v)|[e = Z (ulu =" =y PTD < Y || Hic(uulP ™ = vly]P )
= g k=1 E
m
Z(HHk ululP =t = vy P7H)] ) 1DP Hi (ulu =t = vIvP~ )]
k=1 g\mg
| He (el = vy P Z 1DP Hy (ululP~" = v]v[P~ ‘)IIrm)

m
1 1 -1 —1
g( KD =v)y (I10uly +10v15 )+ X MEIDG =)l (10wl + [0v] )

1<[B|<m

—1 -1 -1 -1
M0 =)l (1wl + 1DV )+ Y MEID@ =) o (1Dl + 1Dy ))

1<[B|<m

I
(ngE

M((\\D(M—V)Hr(ﬁHD(M—V)Hr{)")(HDMH%1+\DVH,’%1)>

~
I
—_

m
—1 —1 _
sZM(Hu—qu(Huuz +IvI2 )>:2Pep Mol
(3.33)

Nessa estimativa a dltima desigualdade decorre da desigualdade de interpolacdo para espacos L”
(veja Preliminares: Teorema 8)

1Dull 5 < (1Dl [ D] g < o[l ™" = |-
Consequentemente, para u,v € Byg, tem-se

—1 —1
() = @) |2 < Mm(|Jull™ + [VIE )llu—vle

: (3.34)
<2PeP" Mml|ju—v|g < |lu—vlE-

Portanto, & é uma contragdo. Dai para aplicar o Teorema do ponto fixo de Banach estaria faltando
mostrar que | ®(u)||g < 2€. De fato, por (3.34) com v = 0, tem-se

m

Z Ol

< Mm||u||, = Mm(2€)P = 2P MmeP.
E

Juntando isto com (3.32) obtém-se:

m

@)z < || Y HilululP ™" + fus)] |, <Hsz (e ™)+ X i)
k=1

= _ 3.35
< HZHk(M|u|p I)H +H2Hk(fm—k)H (3:3)
k=1 E 3 E
< 2PMmeP + & = e(14+2°PMmeP™") < 2e.

Prova de 2: Sejam u; e u, dadas por

m m
wy =Y H(um|P™ + fuk) e w=Y H(ua|uz|P" +gm)-
=1 =1
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Dai,
m m
lur —wolle = || Y Hie(wr [P~ + fn k) = Y Hi(ua|ua [P~ + g i)
k=1 k=1 E
m m
= | Y He(urur [P = wa|ualP )+ Y Hi(fonk — 8m—i) (3.36)
k=1 k=1 E
m m
<Y He(urm P —wa|uoP )|+ || Y He(fonk — mt)
k=1 E k=1 E
Na primeira parcela, por (3.33), obtém-se:
m
1Y He(uiur P~ = wa|ua] P~ | £ < 2P MmeP ™ |uy — s
k=1
Na segunda parcela, de (3.32), obtém-se:
m m—1
1Y Hi(fnk—gm-)lle <L Y Ifi—jlix-
k=1 j=0
Substituindo essas duas desigualdades em (3.36), tem-se:
m—1
s —ualle <L Y (17— gjllx +2PMmeP ™ |luy —ua |
j=0
Daf, desde que 2°MmeP~! < 1, obtem-se (3.31), o que conclui a prova do Teorema 23. O
Situacoes mais gerais
Vamos considerar um problema mais geral do tipo
~A)"u=0, xcRY,
{( ) " (3.37)

A=AV u+ (=AY u = c(x)h(u)+ fj, x€ORY, j=0,1,--- ,m—1,

em que ¢ € L™ e h uma fungao real de varidvel real com as seguintes propriedades:
hl) h(0) =0,

h2) [2(u) —h(v)| < Clu—v|(|lulP~" +[v[P~).

Nesta se¢do vamos estabelecer a existéncia de uma tnica solugdo para este problema. Os re-
sultados que iremos expor nesta secdo sdo andlogos com aqueles que foram apresentados nas duas

secdes anteriores.
De (B.18) e (3.8) podemos escrever a solugdo integral (3.37) da seguinte forma:

m

u(x) = ,;R/ G o) (0 + e 0

ou, fazendo uso da definicdo das fungdes Hy:

(ngE

u(x) =Y Hi(ch(u)+ fm—i)(x).

k=1

Vamos refazer as contas da se¢do anterior para estas novas condi¢des de fronteira.

(3.38)

(3.39)
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Lema9. Sejam e N, N >2m, 1 <k <m, N+§,(1"fl) < p < oo, ¢ € L” e h uma funcdo satisfazendo
; k _ (p—)N N N .
(hl) e (h2). Sejam ry = P m—B)11=F © N717(2(m7k)+17[3) <bg<Ne N2kt 1) < by < o tais
que
1 1 1
——— = 3.40
by by ~N ( )
Entdo, existem constantes M{‘ e Mé‘ tais que
1
10 B () — (i (9) ) ) < Ml iy 1D — DV ooy,
ool ool (3.41)
S (T T
L'0(RY) LO (RY)
2.
I (xat) = G ) )1 sy < MENel oy 1D = DV
poi i (3.42)
S (s T
L'0(R (R Ny
Demonstragdo.
Prova de 1: Sejam 1 < [} < by satisfazendo
L (2(m—k)+1— |B|)bo+l
=—— . (3.43)

by bo(N—1)
Logo, por (3.43) pode-se obter

U1 (=0 1=1Bbo+T N _py b+ (2(m—k)+ 1= |B])bo

=—+ - +
I bo bo(N —1) (N —1)bo bo(N —1) (3.44)
1 p—1

I

<1 22

para z; e z; satisfazendo
N—1 N N—-1 N
— =——1. (3.45)

21 bo 22 r’é

Note que % = = ik sdo expoentes conjugados. Decorre de (3.13) com by = g e a desigualdade

(3.26) o seguinte

[PPH (et = cnm) |, ) =[PP H(c@ G0 -00)) |,
< M () = ) ety < Moy | =) (P 1) e

-1 Y i
=Ml ([ (=it~ o) ay e

RN-1

/ —
L ﬁ 1 1 721 pTZI
= Mlelly | [ we=vEay) ([ (et pet)
! R

RN- N-1

< Mllel| gyl = vl vy (el oty + IV vy ) -

LPo(RY)
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Logo, pela desigualdade (3.45), podemos aplicar o Teorema 17 com p, = z; € p = by. Assim
[l =Vl 21 )y < Mi||Dut—Dvl| g gy, (3.47)

e também aplicando o Teorema 17 com p, = z; € p = rp obtém-se
p— p—1
vy + My < Mo (D20 D). (3.48)

Substituindo (3.47) e (3.48) em (3.46) obtém-se
108 Hy(ulul? ") = DB 0[P~ o ) < MLl o oy 1Dt = Dl o

x (||Du|P;! + pt )
(1Dl + 1DV,

0(RY)

Prova de 2: Agora seja 1 < s; < b; satisfazendo % = % — H(z(”(’;,]i)f)if‘ﬁ')bl . Logo por (3.40) e
(3.44) podemos escrever

11 146 2m—k)+2—|B)  N—1+Q2m—k)+2—|B|)bi

sc b (N —1)by B (N —1)b;
_ N+2(m—k)by _ p—1
( — l)b() 22

para z; e zp satisfazendo (3.45). Aplicando (3.12) com b; = ¢, além da desigualdade (3.26) obtemos

[Hi(c(x)h(u) = ()W) o1 gy = [1Hk (e () () = h())) || o1 (g
< Mlle(h(u) = h(v)) | 1) < Ml =y = v) (P~ 4+ P70 ey

1
=MHCHL°°<R¢>< [ (u=slup= ) dy)

1
21

RN—1 (3.49)
Sk p-l
sksk e p—1 p—1 P%l *
= Mleley | [ vy ) ([ ()
RN—I RN—]
< Mllel| gyl = vl vy (el oty + IV vy ) -
Assim de (3.47) e (3.48) em (3.49) obtém-se
-1 )
1F el P=1) = He 0y~ 1 vy < M lle | =) D1 = D] gy
1 1
< (IoulPy! oyt ).
L'0(RY) Lo(RY)
O
Teorema 24. Seja N > 2m, % <p<ooe ré = % Seja E definido por
E=E™nE"™S
com a norma dada por
Julle =l g+ X 1DPul g+l = E 108l

1<|B|<m 1<|BI<m
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(N=1)rg
N+ (20m—k)+1-1B]) )

—l —m
Definindo X; = L% (RN 1Y N L% (RN=1) com a norma associada

Suponha que 0 # f,,—x € L% (RNV-1) nL% (R¥=1), em que EZ =

I = - Dl + - Nl
Entao,

1. Existe um € > 0 de modo que, se Y| || fn—k|x, < % entdo a equagdo integral (3.38) tem
uma tinica solugdo u € E satisfazendo |lu||g < 2€, sendo L = C* + Yi<al<m Cs.

Demonstracdo. SejaabolaBye ={u € E : ||u|lg < 2¢e} com a métrica Z(-,-) dada por
Z(u,v) = [lu=vlE,

para algum € > 0. Mostraremos que a aplicacdo @ : Bo, — By dada por

k=1

Y [ o) (elhu) + o)y = 3. Hy () + fon i)
k=lpN 1

¢ uma contragdo em (Bye %), sempre que, 2PMchHLm(M)8P*1 < 1.
{ —Ck k .
Dat, para L = Cf + Y1 <|q|<m C3, tem-se:

m
Z | Hi(fn—t)|IE

[k (fon—] 1y + 1DP He(fon-i) g + Wl + X HDBHk(fmfk)Hrf)")
1<Bl<m 1<IBT<m

sl + 3 sl +CAltailiz + 3 CHlnslz)
<|Bl<m 1<|B|<m

I
Ms

~
Il
—_

Ms

~
Il
—_

Ms

m
(sl oy Wl ey ) = L X Wil <2

~
Il

(3.50)

Assim para qualquer u,v € By, pegando M = M{‘ +X1<|Bl<m M’;, tem-se
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|®() ~ B() 1 = | kflﬂk@(x)h(u) — () < kz 1 ) (b)) — () )

= Y 1 (e ()~ 1) g+ X, IDPH (e ()~ h(0) ) g

k=1 1<|Bl<m
1 () () = h() )l gy + Y 1D (e () = () )11
1<|B|<m

m
-1 -1
< Y. M el 100 =) g (1Dl + 1015

—1 —1
+ X Mblel e IDG =) g (IDull + 101

1<|BI<m

VL -1 -1
Wl 1D =) |y (10l + 1DV

=k -1 -1
+ Y Mllel e 1D =)l (I10ul "+ 1DvIE )
1<[Bl<m ‘ ’

m
-1 -1
< Y. Mllell - (11D =)l + D@ =)l ) (I10ully" + 1100115
k=1

—1 —1
< Mimell =) (lullz + IVIE ) Ju—vile-
3.51)

Essa dltima desigualdade segue do lema de interpolagdo para as normas LP, ja que g1 < r’é < gm
implica em [[Dull ¢ < [[Dullf, - [[Dullppr" < flullcJull ™ = [lu]
Consequentemente para u,v € By, tem-se:

-1 -1
12(u) = @(W)lle < Mmllel| =y (lullz™ + IVIE)llu—vle
+

. (3.52)
< 2P~ Mim|cl] g 11— vl < [lu—v]le-

Portanto & é uma contragdo, sempre que, 2° Mml||c|| L=(V)EP ~! < 1. Finalmente de (3.52) com v=0
tem-se

m
1Y Hi(ululP =)z < Mmllc]| =g llully = Mm|lc|| =gy, (2€)° =20 Mm]c]| = gy,
k=1

juntando isto com (3.50) obtem-se:
I @Gu) e < || Y Helulul® ™+ fun)]| < | X HilalP™ )+ Y He(foni)|
k=1 k=1 k=1

< HéHk(Mu\P—l)HE—l-Hk’ilHk(fm_k)HE (3.53)

S ZpMmHCHL“’(R]X)Ep + &€= 8(1 —|—2pMm||c||Lw(Rzi)8p_l) < 2€.
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Sobre a solucao do problema

J4 na sec¢do anterior encontramos uma soluc¢ao para o problema (3.1), mostrando com ajuda das
funcdes de Green que o problema mencionado tem um ponto fixo, isto €, uma solucdo do tipo integral
no sentido de (3.8). Mostraremos que a solucao encontrada na sec¢do anterior possui algum tipo de
comportamento como ser uma solugdo fraca ou muito fraca; para isto vamos considerar algumas
restricdes do problema anterior. Para nio ficar atrapalhados com detalhes técnicos na ordem do
problema vamos considerar que m = 2k, o caso m = 2k + 1 é andlogo com a diferencia de ter que
colocar mais um gradiente dentro da expressao para a solucao fraca do problema.

Considere o problema

(—=A)"u=0, xeRY,
A=AV u+ (A u=0xeRV =1, .m—2, (3.54)
A=A ut S (A" tu=ululp~ 4+ f, xeIRY,

emque N >2m, A >0,p > 1, f 0 e n é o vetor normal unitdrio apontando para fora do semi-

espaco Rd Dado o problema acima para uma fungao ¢ € CS"(IR{N ), fazendo o produto com (—A)"u
e 1ntegrand0 sobre ]RN teremos

[ ot (g
i

=§R IR A (-8 g+ A4 g

+/ (ulut "+ 1) = (~8)" (5= + A ) dx
RN*I

=i / —<—A>m"u(a"n<—A>"1<p+z<—A>“qo)dx+ [ ol ) ax
i=lpn RN-1

Assim, pelas condi¢des de fronteira, tem-se

k
[ayoafur= [ o(ulf+7)dx-Y A A (-8 p)ds
RY RA-1 =lpi-
isto sugere definir uma solugdo fraca do problema como una func¢io u € E satisfazendo essa tltima
igualdade acima.
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Definicao 29. Uma solugdo fraca do problema (3.54) é uma funcdo u € E que satisfaz a seguinte
igualdade

[aro-sfua= [ (p(u|u\p_1—|—f)dx—i / (—A)”"’ﬁ(jn(—A)i_l(p+7t(—A)i_l<p>dx,

RY RN-1 =lpy
(3.55)
para toda ¢ € C (RN).

Agora, para nossa solu¢do encontrada no capitulo anterior, tem-se:

/ 8(x—y)u / (—8)"Glx, )y
:/(—A”)( )" 1G+ / )" 1Gu—uaa (A" Gay,
RN 1 n
repetindo o argumento m vezes
w0 =[Gyt Y [ Ay ) e (-Af e (a) Gy
k=1 an an
R’X RN-1
m . P B - .
= Z ( A) kGT(—A)k 1M—(—A)k 1MT(—A) kGdy
k=lgi ) n
S m—k ) k—1 k—1 0 m—k
=Y [ A A () (-A) Gy
= n n
J m—1 m—1 i
+RN/_] G%(—A) (—A) “ Gdy
= Z ( A)mka< l(_A)kflu) ( A)kilu%( )m kde
kZIRN—l

+ / GufulP ™+ f = 2(-a)" M) (—A)m_lu;nGdy

R
m—1 B pa) . .
- / () (5 (A A1 G)
+ / G(ulufP~' +£) - (—A)m_lu((;;?G—HLG)dy
RA

= / G(ululP~" + f)dy

RN-1
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Assim,

[ u-arpax= [(-8) [ Glulul~ + f)dy(-a) pdx

RY RY RN~
:/ / (—A)kG(uMp*l—l—f)(—A)k(pdydx
RY RV~
(3.56)
= [ (P 1)) ( / <—A>kG<—A>k<pdx> dy
RN-1 RY
= [ (w4 1)0) ( / <—A>kG<—A>k<pdx> dy
RN*I RIJ\FI

Observe que fazendo uso das identidades de Green k vezes, obtém-se

/ (—AYG(—A) @dx = / (—A)"Godx

RY RY
+ gR N/ | <—A)ki¢£7(—A)"*”G— (—A)"*"lc;aan(—A)ki<pdx
) / ~ 1.0 |
=) +§IRN/1 (Ao (= A(-A)IG) - (—A)k+l*1G%(_A)kfl(pdx
3 (9 | |
=o(y) - ;}R N/ | (a6 (an(—A)""rp + A(—A)’H(p) dx.

Substituindo em (3.56)

[afu-a)odr= [ (Wl +£)0)o)dy

RY RN-1

k

Z}R / (ululP~" + £) () / (A)k+i_1G<88n(A)k_i(er?L(A)k_i(p)dxdy
P w (3.57)

= [ (ul~ +f))eW)dy

RN-1
k

_Z / <aan(_A)ki(P+)~(_A)ki(P>< / (—A)kHlG(u‘u‘pl—i-f)(y)dy)dx.
i:]]RN*I RN-1

Agora, lembrando que
u(x) = / G(ululP~ + f)dy
RN-1
implica em
(8 = [ (Gl + £) ().
RN-1
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Substituindo em (3.57), tem-se

[ afut-a)odr= [ (ulul~'+ £) )9y

RY RY
k , d . .

- Z / (—A)kalu(%(—A)kil(p—i—ﬁ,(—A)kil(p)dx.

i:LRN—l

Logo, fazendo a mudanca de variaveis j = k —i+ 1 obtem-se (3.55). Dai, conclui-se que a solucio
do ponto fixo é uma solugdo no sentido fraco.



Capitulo 4

Operadores poli-harmonicos em espacos
anisotropicos

Neste capitulo vamos estudar o seguinte problema:

Problema 8.
A"u+V(x)u+b(x)h(u) +g(x) =0, xecRN
Nu—0, |x| o0, j=0,--- m—1,

em que m €N, N > 2m, p > max{y23,2}. V € LY(RY) ebe LY(RY) para 3 = (s1,--- ,sn) e
7:(%7‘“7611\/) tais que:

N1 N
Z—zZm e Z—:9<2m,
=15 i=14i
%
70 =(ro1, -, ron) € & = (81, ,8) tal que'
N
1 2m— 0
<6 <7, — == , (4.1)
’ l;rm p—1

—
e sejam 0% g € L? (RN) e h é uma funcdo real de varidvel real com as seguintes propriedades:
hl) h(0) =0,
h2) |h(u) = h(v)| < Clu—v[(lu[P~" +[v[P~T).

Ferreira, Montenegro e Medeiros em [15] estudaram o caso m = 1 e h(u) = u|u|P~!. Nesse caso
eles estabeleceram a existéncia de uma Unica solucdo via Teorema do Ponto Fixo de Banach, a qual
possui propriedades de simetria e positividade desde que algumas funcdes envolvidas no problema
possuam essas propriedades.

O caso particular m = 1 aparece de maneira natural no estudo de solugdes de ondas estaciondrias
da equacao de Klein-Gordon, no estudo de ondas na equagdo de Schrodinger e na mecanica quintica.

%
lﬁg b,sea; <bjparatodoi=1,---,N.

51
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Essas equacgoes tém sido usadas para descrever muitos fenomenos fisicos, que apresentam, em ge-
ral, uma caracteristica anisotrépica, devido a ndo homogeneidade da midia, bem como a comple-
xidade dos pesos envolvidos. Nossa generalizagdo apresenta uma ordem maior na equagao dife-
rencial e toma uma fungdo /(u) mais geral do que aquela apresentada no artigo antes mencio-
nado. Assim, apresentaremos a solucdo do caso poli-harmonico, o qual pretendemos abordar em
espacos anisotropicos fazendo uso da funcdo de Green (associadas ao operador poli-harmdnico en-
volvido no Problema 8) e algumas desigualdades entre elas, sendo a mais relevante a desigualdade
de Hardy-Littlewood-Sobolev, para posteriormente, mediante argumentos de ponto fixo estabelecer
a existéncia de uma unica solu¢do em uma bola de raio suficientemente pequeno com as mesmas
propriedades que aquela do caso estudado em [15].

Iremos dividir o estudo deste capitulo em quatro se¢des. Na primeira se¢do vamos comecar fa-
zendo uma pequena introducao aos conceitos basicos dos espagos anisotrépicos e o abordagem do
problema. Na segunda se¢do vamos aproveitar uma versdo da desigualdade de Hardy-Littlewood-
Sobolev para desenvolver algumas estimativas para os operadores associados com o problema men-
cionado acima. Na terceira se¢@o iremos fazer a prova do resultado principal do capitulo, mostrando
a existéncia da solugdo e a dependéncia dela com respeito das condi¢des para as funcdes envolvi-
das no problema e finalmente na dltima secdo iremos falar das propriedades qualitativas da solugdo
encontrada. Com essas consideracdes mostraremos o seguinte resultado:

— —
Teorema 25. Seja 0 < 6 < 2m <N, AIIV:G < p < oo, e sejam 70, 7]1‘, 72, <% < =8, 1 <

2m
- =
q <8, 8 e I satisfazendo:

ARSI N1
Z—zZm e Z—:0<2m,
i=15i i—14i
- = Noq 2m—0
1<5<r—>, r_><37 — =0y = ’
0 : 1:217’()1 p_l
N Noq
Z—:(xh:ao—i—Zm, e Z—:ao+k,parak:1, ,m,
i=1% lzlrllc,i
1 p—1 1 1 P 1 =
— + e = + <1 “4.2)
Y 7o d s To q
e
- = 1 1 1
<1 <72< tal == — —. 43
2 aque?—z ? ? 4.3)

Entdo, seV € L?(RN)  beLd (RM), 0£ g€ Lg (RN) e h satisfaz as propriedades (h1) e (h2), as
seguintes afirmacoes sdo verdadeiras
1. Existe € >0 tal que se 1 =C||V|5 <1e|h|z < & entdo a equagdo integral associada
ao Problema 8 tem uma tinica solug¢do u € L™ (RN) satisfazendo ||u|+, < % Além disso,
vku e L7]1€(RN), parak=1,--- m.

- —
2. Sejam 1 < | < 74 < oo satisfazendo (4.3). Assumindo que g € Lg(RN) NLY(RN) eT] =
Gs||Vlw < 1.Existe 0 <& < & tal que se |[g||3 < & entdo u € L7°(RN) nL"? (RM).
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3. Sejam uy e up duas solugdes associadas com as condicoes (V1,g1) e (Va,g2) respetivamente.
Sejam (&1,M1) e (&2,M2) os seus pardmetros. Denotando por € = max{€|,&} e N =max{n;, N2}
tais que N + K, % bl <1, entdo a seguinte estimativa é vdlida

1 2£C1
e IVi=Vallz +Cillgr ~ g23).
[—n— 2B\ ;

|1 —uz ||y <

Espacos anisotropicos

Nesta primeira secdo iremos introduzir as defini¢des de espacos anisotropicos € a norma as-
sociada nestes espagos nos quais pretendemos fazer o estudo do problema. Posteriormente,vamos
escolher os indices adequados para que nosso problema seja invariante por escala e assim com esses
indices comecgaremos a estabelecer em secdes posteriores algumas estimativas para os operadores
que aparecem na forma integral do problema.

Definicao 30. Seja u: RY — R e seja o vetor ? = (p1,---,pNn) cujas componentes satisfazem
1 < p; < oo, Defina-se a norma anisotropica por

nm?=H~¢wmmm)me~. @.4)
LPN (dxy)
Além disso, defina-se o espaco anisotropico de Lebesgue por
LP®Y) = {u:RY R : [lully < oo}. (4.5)
Observacao 24.
* Se ? =(p,---,p), entdo a norma || - ||, e || - H? sdo iguais. Dai, u € LP(RN) se, e somente

se,uc LP (RN). Isto é, L7 (RV) = LP(RV).
* Os espagos L7 (RN) sdo espagos de Banach.

A ideia de Green €, dada uma equagéo no formato Lu(x) = f(x), x € Q a solugdo tem o formato
u) = [ Gly)f(r)dy.
Q

Para nosso caso teriamos o seguinte
L=A", f=Vu+bh(u)+ge Q=R".

O problema é que em geral ndo € facil conseguir uma func¢do de Green associada ao problema.
De fato, a principal dificuldade para calcular uma funcao de Green associada a este tipo de problemas
ird depender da forma do dominio Q e das condi¢des do bordo para o problema; para nosso caso isto
é possivel pois nds estamos trabalhando no espago RY e assim ndo existe uma condicdo no bordo.
Logo podemos pegar como fun¢@o de Green a solugcdo fundamental do problema poli-harmdnico
A™u = 0. Assim, lembrando que uma solucéo fundamental para (—A)"u = 0 vem dada na Defini¢ao
13. Isto é, ela satisfaz
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entdo evidentemente pegando G = (—1)"¢ tem-se que esta nova expressao satisfaz
NG = A" |(<1)"9] = (~A)"6 = &,
isto sugere pegar G = (—1)"¢.
Observacao 25. Para nosso caso, o fato de ndo possuir bordo permite que ndo precisemos de
adicionar uma fungdo corretora na expressdo para G.
Agora denotando por oy o volume da bola unitdria, desde que

¢(x—y) = Cymlx—y* ", pois d > 2m,

o Problema 8 pode ser transformado na seguinte equacio integral

@) = (=" Cun [ 1= 3P (Vi () + 8(3) ) . 4.6)
RN

para Cy 5, dada por
_ 20(5 —m)
22m(m—1)T(5)on
Veja que o lado direito da equacao (4.6) acima pode ser considerado uma expressao que depende
de u. Isto sugere a ideia de definir um operador T pela expressao abaixo

7)) = (=11 Cun [ =3P (VO b0Ih(a) + () .
RN

CN,m

Assim a equacdo (4.6) pode ser vista da seguinte maneira
u=T(u),

o qual sugere pensar em procurar uma solu¢do da equacdo como um ponto fixo para o operador 7.
As questdes naturais que surgem neste ponto sio:

* Em qual espaco definir o operador 7?7
* Que restri¢des devem ser consideradas para as fungdes V., b e g?

Para mostrar que o operador 7" estd bem definido, precisamos estabelecer os espacos aos quais
pertencem as fungdes b,V e g de modo que as seguintes integrais facam sentido

- Vy)u(y)
m—1
(_1> CN,m/ |x_y‘N_2mdy7
RN
_ b(y)h(u)
m—1
(17 v [ 1
RN

m—1 g(y)
(1) CN,m/‘x_y‘N_Zmd)’-
RN

A primeira coisa a fazer neste tipo de problemas € tentar conseguir estabelecer algum indice de
tal maneira que o problema com reescalonamento possua a propriedade de ser invariante por homo-
tetia. Comecaremos considerando uma escala para u dada por u(x) — us(x) = c%u(ox), o >0.
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Observacao 26. Seja 0 < 0 < 2m e sejam as fungdes bg, Vs, g6 € hs satisfazendo

bs(x) = c%b(ox),

Ve (x) = 62"V (ox),

4o (x) = 0 g (),
he(us) = 6P Ph(c™%us).

Entdo, tem-se
<Amu0' + Voo +bch0'(u0') +gc> (x) = (GaO+2mAmu+ Ga0+2mvu+ 09+pabh(u) + 0.(10+2mg> (Gx).

Logo, para o problema ser invariante por escala, precisaremos que todos os exponentes da constante
O sejam iguais. Isto é

0o +2m=06+p,
ou equivalentemente,
2m—06
Oy = .
p—1

Assim, se u é solugdo do Problema 8, entdo ug(x) = c®u(ox) é solu¢do da equagdo com reescalo-
namento
A"+ Vsls +baho(lfio) +8=0, xe€ RN:

jd que
(A™ug + Vot + bohe (us) + g5) (x) = 6% (A™u+Vu+bh(u) +g) (ox) =0, xeR".
Razdo pela qual consideramos o reescalonamento dado por

u(x) = ug(x) = 6%u(ox), o >0. 4.7

Estimativas

Nesta secdo iremos estabelecer as estimativas dos operadores envolvidos na equagdo integral
(4.6). Tais estimativas sdo baseadas em uma versdo da desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev
para espacos anisotrépicos e iremos utiliza-las na seguinte se¢do para apresentar os resultados de
existéncia da solugdo em um espaco adequado para obter as derivadas das solugdes.

Denotando @ < b sea;<bjparatodoi=1,--- /N.

para? plv 7PN)
Assumindo V € L* (}RN)ebeL?(RN)para?—(sl, .sv)e d =(q1,-- ,qn), tais que:

=0 <2m (4.8)
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e considerando o seguinte:

2m — 9 aQ +2
= = m
(04)) p_17 h (04) ’
- _ - = _
ro = (ro,1, - sroN) > 11 =(ri,1,--,rin)e 0 =(8;,---,0y) tal que
N
— 1 2m—0
T<8<w, m<®, Y —=a=—02 (4.9)
= 10, p—1
i=1
N1 No1
= =0+2m e Y —=0a+k (4.10)
= o =171,
parak=1,--- m. o N
Além disso, assumiremos que 1 <7<?, 1 §7§35atisfazem
1 p—1 1 1 P 1 =
= 4 e = + =<1 4.11
EARR I S S @D
¢ 1 1 1
- =
I <l <7r< tal == — . 4.12
2 aque?z 7 < ( )

o
Definicao 31. Sejam g € L% (RY), V € L (RNM)eb e L7 (RN) para §7 S e satisfazendo (4.8)-
(4.12). Entdo, definimos os seguintes operadores:

o)) = (1" O [ O @13)
RN

Bu(h(1) () = (=1 o [ (P (@.14)

H) ) = (1" Cun [ 50 @15)
RN

Com esses operadores a equagdo u = T (u) pode ser escrita na forma
u="Ty(u)+Bp(h(u))+H(g). (4.16)
Observacao 27.
* Veja que Ty (u) = H(Vu) e By(h(u)) = H(bh(u)).

Lo 7
* Nos Lemas 12, 13 e 14 estabeleceremos estimativas na norma L' (RN) para os operadores
. . *>
Ty, H e B, e em consequéncia concluiremos que u € L™ (RV).

. S L=
Lema 10 (Desigualdade de Holder para espagos anisotropicos). Sejam 1 < ? 17; <8 para cada
j=1,--- mtal que

1
i=1Pj

%ZZ?-

Entdo,
m m

HHWH7 Sjl;[}llujll,?,-- 4.17)

J=1
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Demonstragdo. Sejam J = (p1,-+ ,PN)s 17; = (p{ e ,pf;,) paracada j=1,--- ,m. Entéo,
1 o1
—= paracadai=1,---,N.
Pi j=1 plj
Logo, segue da desigualdade de Holder para funcgdes nos espagos L
m m
Huj — HHH”JHLPI(dx]) 17204
=l =l 2 i)
m
= ]I;Il H J HLP{ (dxy) IlLP2 (dxa) LPN (dxy)
n
= ]I;[l H Huj HLP{ (dxi) 1) (dx) )
<11 | 1
[ TP =TT 1wl -
=1 LP1 dx) I1LP2 (dxy) L”;;’ (@) i Pj
O
Lema 11 (Demgualdade de Hardy-Littlewood- Sobolev) Sejam T =(r,n), B =(p1,,pw)
tal que 1 <7< ? <RBe seja a igualdade Z {v 17 — B onde 0 < B < N, entdo existe C
tal que
=P £l < Clifll5- (4.18)

Demonstracdo. Seja 7= (z1,--,zv) com z; > 0, YNz, =1, e z;(N — B) < 1 para cada i =
1,---,N. Entdo,

(e )
hogo. 1 11
zi= f(l —((;l_— E))>

Desde que N|x| > |x;|+-- -+ |xn|, obtém-se

1 N
< |—a(N=B)
s =L
Portanto,
1 1

[x[NV=P *fH? - HH al |x[N-B *f”Lpl(dx')H”z(de) LNV | )

oo (N— _2(N— o (N—
< C|||xw| WIN=B) Wx2| cw ﬁ)*|||x1! al ﬁ)*f(xla"'7xN)HLP1(dx1)HLP2(dxz)“. LPN=1(dxy—1)

" Len (day)
< €l =P |l [l = ool sy [ s
LPN(de)
SC H-..HHf(xl’..-7xN)||Lr1(dxl) er(dx2)--. LrN?l(dx ) :C||f||?
NN Lo (dy)
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O]

_>
Lema 12. Sejam 70, 7]1‘, 72, g e | satisfazendo (4.9) - (4.12). Entdo existem constantes
Ci, Gy, C3 > 0 tais que

1.
| (R)|, < Cillhll, paratodahe LY, 4.19)
2. R
|H(R)+, < Cs|lkll, paratodaheL’, (4.20)
3 -
||ka(h)||?llc < Gllhll, paratodaheL®. 4.21)
Demonstracado.

Prova de 1: De (4.15) temos que
m- h(y)
HBW) = (=1 'Cun [ = Ny
RN
Assim, desde que (4.9) e (4.10) implicam em

Y 3-

i=1

uMz

1
ro,1

90\'—

Segue do Lema 11, para f =2m
1H(R) [, = Clllxl~ 2" x k|5, < CillAllg,

o que prova (4.19).
Prova de 2: A segunda desigualdade pode ser provada analogamente desde que equacdo (4.12)

implica em
Yyl ¥
— =) ——2m.
i=172,1 z; li

Logo, decorre do Lema 11, com 8 = 2m
1H (1) |7, = Clllx|" 2" s h|| 3, < Ci||h]| 7

Prova de 3: Para provar (4.21) basta observar o seguinte

PH() = [0 Oy 4.22)
J,

‘X—y‘N 2m

C
[ — y|V-2mtk

vx<lx—yIN*2’"> -

Além disso notemos que (4.10) implica em:

Mo
Y =%tk=
1

=17 S i

—2m+k —(2m—k).

—_

I
M=
sw\ -

1

™=
90\ —_
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Portanto, do Lema 11, tem-se:
||ka(h)||7’f < CH|X|—(N—2m+k) *hH7’1‘ < CZHhH?

O]

- -
Lema 13. Sejam 70, 7]1‘, 72, 0 e | satisfazendo (4.9) - (4.12) e Cy, Cp, C3 > 0 dados no Lema
12. Entdo,

1. R
1Tv(W)|», <Ci|IV|sllulz,, paratoda VeL® eueL?O, (4.23)
2. R
| Ty (u)||2, < G|V llullw,, paratoda V €L*® euEL?z, (4.24)
3. .
||VkTv(u)H7/f <G|V lullp,, paratoda VeL® euecL”. (4.25)
Demonstragado.

Prova de 1: Pela definicdo de Ty e H temos que Ty («) = H(Vu). Logo, decorre do Lema 11:
1Ty (W), = [1H(Vu)||=, < C|[Vul 3,

mas de (4.11), tem-se

1_p+1_p—1+1+1_1+1
3 7o dq o qd) To T TFo
Assim, pelo desigualdade de Holder para espacos anisotrépicos de Lebesgue
Vullg <[V llullz,- (4.26)

De onde segue a primeira desigualdade.

Prova de 2: De (4.12) temos
1 1 1
T

Assim, novamente pela desigualdade de Holder para espagos de Lebesgue anisotrépicos e Lema 12,
item 2
1Ty (u)l|, = [H(Vu)||7, < Cl[Vully < ClIV]3[lull=,-

Prova de 3: Como ja foi observado acima Ty (u) = H(Vu). Assim
VTy(u) = VH(Vu).
Segue do Lema 12, item 3
IV“Ty ()| 52 = 9" H (Va) |51 < ClIVall 3 < CIIV |5 lull 3,
O

- =
Lema 14. Sejam 7, 7’{, 7o, & e [ satisfazendo (4.9) - (4.12). Entdo para b € L7(RN) existem
constantes Cy, Cp, C3 > 0 tais que:
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1.
—1 —1 o
HBb(h(u))—Bb(h(V))H?oSKl!b\lyllu—VI?()(\luH‘%o +IvII%, >,pamu€L0, (4.27)
2.
-1 -1 I
1By (h(u)) = By (h(v)) |7, SKs!bII7IIM—VI72<IIMHP7O +IvII%, )mamueL ’, (4.28)
3.
—1 —1 o
1V°By (h(u)) = V*By(h(v))|| ¢ < Kallbllg [l vl (HMH’%O +[vII%, ) parau e L”.
(4.29)
Demonstracado.
Prova de 1: Observe que By,(h(u)) = H(bh(u)). Assim:
Bub(h(u)) — By((v)) = H(bh(w)) — H(bh(v)) = H (b (h(u) ~ h(v)) ).
Portanto,
185 (h(w)) = By () 2, = 1H (b (1) = h(v)) ) I, w30
< Cllb(h(w) — )l |
aqui do @ =-Io -
qui pegando 51> tem-se
1 p n 1 n 1 n 1
S 7o d To d 7
Logo, segue da desigualdade de Holder para espacos de Lebesgue anisotrépicos
1 () = () ) g < 1Bl —vI(julP = + v~ I3 3
< 1Bl lu = vl |l + b
usando a desigualdade triangular no terceiro termo da direita
_ _ . - ~1 ~1
el + WP~z < HalP =Ml + P iz < ull + IvI% (4.32)

Logo substituindo (4.31) e (4.32) em (4.30) obtém-se a desigualdade.
Prova de 2: De (4.12) tem-se:
l+ 1 +1_ 1 +p—1+1
T 7Y T2 To 4
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Assim, por Holder segue

1B ((a)) — Bo (6D, = 1 (b ()~ h(9) )1, < Cllb(h(u) —h(v)) |7
< Cllblu— I~ + P 1
< Cllbll = vl P~ P~
< Cllplig vl (Il + 011,

Prova de 3: Fazendo uso dos mesmos argumentos acima temos

9By (1)) = 7By ()l = 9 (Bo(h(w) — By ((¥)) ) 7
= IV¥H (b(h() = h()) |4
< Cllb(h(w) ~ ()3
< Cllbllgllu— vz, (lull, + I1%,").

Sobre a solucao da equacao em espacos anisotropicos

Nesta secdo iremos usar as estimativas feitas na se¢do anterior para estabelecer resultados de
existéncia da solucdo e dependéncia da mesma respeito das fun¢des envolvidas na formulagdo do
problema. Iremos usar as estimativas feitas anteriormente junto com argumentos de ponto fixo para
o operador dado pela equacao (4.16) mostrando que este operador possui um tinico ponto fixo dentro
de uma bola de raio suficientemente pequeno. Finalmente estabeleceremos algumas propriedades da
solucdo baseadas nas estimativas para as derivadas dos operadores envolvidos na equacdo integral
mencionada. SN
Teorema 26. Seja 0 <60 <2m, ;- - < p < oo, e sejam 70, 71, 72, , 7, 0 e [ satisfazendo

8 (N 5 (N N N 1 _
(4.9) - (4.12). Assumindo que 0 ;7é geL’RY), VelL*RY) be L7(R ) com YLy =2me
N 1
0=Yimig

Entdo, se h satisfaz as propriedades (hl) e (h2), as seguintes afirmagées sdo verdadeiras

1. Seja Cy dada no Lema 12. Existe € > 0 tal que se N =Cy||V|y <1e |hlz < 81, entdo a

equagdo integral (4.6) tem uma tnica solu¢do u € L7 (RN) satisfazendo ||ul|+, < 1 28 . Além

disso, Vku € L7} (RN), parak=1,--

- = < -
2. Sejam 1 < [ < 7 < oo satisfazendo (4.12). Assumindo que g € L° (RV) ﬂLi(RN) e
M =GCs||V|s <1, onde C5 é dada no Lema 12. Existe 0 <€ < € tal que se ||g||5 < &, entdo

ue Lo (RV)NLT2(RV).

3. Sejam uy e up duas solugdes associadas com as condicoes (V1,g1) e (Va,g2) respetivamente.
Sejam (&1,M1) e (&2,1M2) os seus pardmetros, Denotando por € = max{€|, &} e N =max{n;, Ny}
tais que N + K, % bl <1, entdo a seguinte estimativa é vdlida

1 2£C 1

_ 2PKeP-!
1- 1K711£p 1||bH

iy — 12l < V=2l + Gl —g2]l)-
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Demonstragado.
Prova de 1: Definamos a funcido W : L7 — L7 dada por

W(u) =Ty (u) + By(h(u)) +H(g)

e considere a bola
2¢e

S1-q

-
={uel"™ : ullz, < }

com a métrica

W ) = a7,
Sejau € Be; desde que n = C1||V||+ < 1

¥ ()7, = [ITv () + By (h(u)) + H(g)|7,
< T (w7, + 1By (h(w)[l7, + [[H (g) |7,
< ClllVIzllullz, +Killbllg lull%, +Ciliglly

2¢e 2P gP
<n— - -
_nl_n+K1I|b||7(l_n)p+s (4.33)
2P gp—1 €

(1—=n)P- 1>1 n

= (1+n+Kilbl7
2e
1-n

ZPSP

Aqui € é escolhido tal que K; ||b\|7 —£t—— 41 < 1. Por outro lado

W (u) =¥ (v)ll7, = ITv (1) + By (h(u)) = Ty (v) = By (h(v)) |7,
= 1Ty (u—v) + By (h(u)) — By(h (V))|!70
<N Ty (u—=v)ll7, + By (h(w)) = By (h(v)) |5

po1 po1 (4.34)
<CilVIzllu=vliz, +Killbllgllu=viiz, | lulZ, + V5,

2Pgp—1
< (n+Kilbllg o7 —5pmr ) lu =il < vl
De (4.33) e (4.34) conclui-se que ¥

existéncia de uma fung¢do u € B;.
Por outro lado u € L0 e u = Ty (u) + By(h(u)) + H(g) implicam

€ uma contracdo. Em consequéncia pode-se garantir a

€

VEu = vy (u) + V* By (h(u)) + V*H(g).
Dai
1V ull 5 <1V Ty ()| + |7 Bo (h(w)) |34 + [ V¥H (8) | ¢

< GlVlsllullz, +Kallbllz 1l +Callgllg < .

Isto é, V¥u € Lﬂ.
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Prova de 2: Seja a sequencia de Picard dada por:
u=H(g) e ujr1=Ty(u;)+By(h(uj))+H(g), jeN. (4.35)

Dado que | € uma contracdo temos que a solucdo u € o limite da sequéncia de Picard (4.35) em

€

L70. Por outro lado,

lujirllz = 1Ty (u)) + By (h(u;)) + H(g)l| 7,
< T (ui)ll, + 1By (h(u)) |7, + [1H () |7,

< G|V I3 llusll, + Kallbl g llujll 2, g1+ Cllgll (436)
SCﬁm?+GWWH+KﬁM7WN%UWMWf
Sejan =GCs||V]|s < 1e0 < € < ¢ satisfazendo
2pgP~1
ﬁ+Kﬂw7ﬁtﬁﬁj<l. (4.37)

Substituindo isto em (4.36), tem-se

-1
luj1ll, < Cllgl + (ClIV Iz + Kallbllz s 55, ) s,
_ 2p—lgp!
<Glgll7 + (U +K3||bu7m> llujll,

Csllgll7

2p-lgp-1 "

R _ﬁ_KSHbH7W

Dat, a sequéncia (u;) jen € limitada. Logo ela converge fracamente em L para u, particularmente
converge no sentido das distribui¢des. Mas pelo feito no primeiro item temos que u; — u € L.
Assim, a unicidade do limite permite concluir que u =u € L™2. Dai conclui-se o segundo item do
teorema.

Prova de 3: Sejam u; e uy duas solugdes associadas com as condigdes (Vi,g1) e (Va,82)
respetivamente, entao tem-se

uy = Ty, (u1) + By (h(u1)) +H(g1)
up = Ty, (u2) + By (h(u2)) + H(g2
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Logo,

|y —walry = [|Tv, (u1) + By (h(u1)) + H(g1) — T, (u2) — Bp(h(u2)) — H(g2)llr,
<, (ur) — T, u2) |y + || By (h(u1)) — By (h(u2)) ||, + [|H (g1) — H(82) ],
< ||HViur) — H(Vauz) ||y + | By (h(u1)) — By (h(u2))llr, + | H(81) — H(82) I,
< |HWViu) —HViwa)||r, + | H(Viuz) — H(Vauz) |,
+[[Bp(h(u1)) — Bp(h(u2))r, + [|1H(g1) — H(g2)]lr,
< Ci|Viug —=Viual|, + Cr||Viug — Vaus ||,

- -1
Ky bl = (157 + el ) +Co g = 213

<GVl llur = uallr, + Crl[Vi = Val| 5 2],
2Pep—1
+K1WW7H7H”1 — || +Cillg1 — g2l

P ep—

ep-1 2eC
= (1+ K1y ol ) — el +

1-n

Vi=Vall3 +Cillgr — g2l

Passando o primeiro termo da direita pro outro lado e colocando em evidencia a norma da diferencia
u; — up obtém-se a estimativa. O que conclui a prova do teorema. O

Defini¢ao 32. Seja o espaco P definido por ¥ = {u € L vky e le }. Uma func¢do u € 9 é uma
solucdo fraca do Problema 8 se ela satisfaz:

/ V" uvmedx+(—1)" / o(y) <Vu +bh(u) —|—g) (y)dy=0, (4.38)
RN RN
para toda ¢ € Cy(RV).

Teorema 27. Seja u a solucdo dada em Teorema 26 item 1, entdo u é uma solucdo do Problema 8
no sentido fraco dado na Defini¢do 32.

Demonstra¢do. Denote por

(0.v) = [ oy
RN

Seja ¢ a solugdo fundamental do problema poli-harmoénico e @ € C7 (RM), entdo fazendo uso das
identidades de Green m vezes, tem-se:

(779 (x=),7"9(x)) = ((~4)7""'9,v" ¢}
((-apv"29,9"2p)

= ((-2)"9,0) = 9(»).

Logo, para nossa solugdo acima

) = (<171 [ 9x—3) (Vi bhu) +8) (),

RN
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tem-se:
(77u,979) = (V" (=1)""1 [ (x=y)(Vu-+ bh(u) ) () 7" )
i
= (=1 [ 970 (=) (Vu-+ bh(u) + ©)(1)dy. 9"
H
= (=1 [ (79,979) (Vi bh(u) + ) (v)dy
i
= (=1 [((=8"8,9) (Vb)) (1)dy
i
= (=1 [ 9O (Vu-+ bh(a) + ) ()
portanto u € solucao no sentido de (4.3]1:). 0

Propriedades qualitativas

Nesta secao iremos falar das propriedades qualitativas da solu¢cdo encontrada na secdo anterior,
para isso aproveitaremos que a solu¢cdo do ponto fixo pode ser construida como o limite de uma
sequencia de Picard. Assim vamos estabelecer propriedades de positividade e simetria para a solucao
baseadas no comportamento a priori de algumas funcdes envolvidas no problema.

Teorema 28. Nas hipéteses do Teorema 26. Seja Q C RN um conjunto arbitrdrio de medida posi-
tiva, G um subconjunto de® O(N) e h: R — R satisfazendo (hl), (h2) tem-se:

1. Seja htal que h(t) >0set >0eh(t) <0, set <0 para quase todo ponto em t € R entdo se m
é impar tem-se que a solugdo u é positiva (resp. negativa) se V (x), b(x), g(x) >0 (resp. <0)
em RN e g(x) > 0 (resp. < 0) em Q. Enquanto que se m é par tem-se que a solugdo é positiva
(resp. negativa) se V(x), b(x), g(x) <0 (resp. >0) em RN e g(x) <0 (resp. >0) em Q.

2. Sejam V(x) e b(x) simétricas’® pela agdo de G e h uma fungdo impar, entdo a solu¢do u é
antissimétrica quando g(x) é antissimétrica por G.

3. Sejam V(x) e b(x) simétricas pela acdo de G, entdo a solucdo u é simétrica quando g(x) é
simétrica por G.

Demonstracdo.
Prova de 1: Sejam V,b > 0 para quase todo ponto em RY e seja Q um conjunto de medida
positiva. De (4.15) tem-se u; = H(g) > 0 no RY. Além disso tem-se:

Ty(u)>0 e Bp(h(u)) >0 quando u > 0 para quase todo ponto no RV, (4.39)

pois V(x), b(x) > 0 para quase todo ponto no RY. Mas u; > 0, logo de (4.35) e (4.39) segue que
up > 0. Repetindo esse procedimento obtém-se que u; > 0 em RN, Assim ja que u i —uel’
tem-se que u > 0 para quase todo ponto no RY. Assim de (4.16) e (4.39)

u="Ty(u)+By(h(u))+H(g) >H(g) >0. gt.p noR",

ZVeja a Defini¢do 18 no capitulo Preliminares.
3Veja Definicdo 19 no capitulo Preliminares.
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os outros casos do item (1) sdo totalmente andlogos.
Prova de 2: SejaA € G C O(N). Dado que por hipéteses g é antissimétrica por G, tem-se:

—H(g)(A™'x) = (—l)mCN,m/mdy
RN

(1) 80y
gy [A71(x—Ay)

m g()
oV g
N,m/ ’x—Ay‘N_Q'm y
RN

_ g(a”'7)
_(_l)mCNvm/’x_Z‘N—Zde
RN

’N72m y

—1)m71CN7m / |)cf)z(|i22"1dz =H(g)(x),
RN

isto é H(g) ¢ antissimétrica.
Por outro lado observe que o fato de ter V e b simétricas, implica que para u antissimétrica
tem-se:

- o u(y)
~Ty(u)(A™'x) = CNm W
V(y)u
— (—1)"Cy () (y)N_Zm dy
RN ‘A‘l(x—Ay)’

= (—1)mCN,m/mdy
/! AyIN 2’"

(z)u(A™1z)
—l)mCN,m / Wdz
RN

D1y / mdz — Ty (u) ().
RN
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Consequentemente Ty (u) € antissimétrica. Além disso, dado que / é uma func¢do impar tem-se:

“Bylhou(ax) = (<1 [ FONEE
RN

— (—1)"Cym b(y)(hou)(z)_zm
RN Afl(x—Ay)‘
_(_1ym b(Ay) (ho u) ()
_ 1y (Ay)(hou)(y)
Cw, / |x — Ay|N—2m oAy

A1
(z)(h(u(A™'2))
1)’"CN,m/ |x—z\N—2’" dz
RN

SRE
RN

= (—l)mICNym/b(Z)(h(u(Z))dZ:Bb(hou)(x),

|x _ Z|N72m
RN

Isto €, as hipdteses de V e b ser simétricas e i impar implicam que Ty (u) e By(hou) sdo antis-
simétricas desde que u seja antissimétrica. Por outro lado de (4.35) tem-se u; = H(g) e portanto,
pelo observado acima u; € antissimétrica. Assim up = Ty (u1) + Bp(hou;) + H(g) é antissimétrica,
repetindo esse argumento conclui-se que #; € antissimétrica; mas u; — u em L"°, isto implica que
(a menos de subsequéncia) converge pontualmente, e assim u é antissimétrica.

A prova do caso simétrico é totalmente andloga porém vale a pena fazer a demostracdo ja que
ela ndo precisa de hipdteses adicionais sobre a funcio i

Prova de 3: Dado que por hipéteses g € simétrica por G, tem-se:

H(g)(Ax) = (—1)" ' Cym ‘Ax‘f%_m

— (1" ey, Oy

RV A(x—A—ly)’
m— 8(Az)

—(_1) lc ’m[‘x |N—2md
R

:(*1)milc m | f(l?lzl))zmdz
RV <

— (1) [ e = ()W),

isto é H(g) é simétrica.
Por outro lado observe que o fato de ter V e b simétricas, implica que para u simétrica tem-se:
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o)) = (1" o [ Oy

consequentemente Ty () é simétrica. Além disso, tem-se:

Bb(hou)( ): m lc / ‘A _hyo‘ll\/][ 2m
— (—1)m71CN7m b( )(hou)(i}]),zmdy
gy [A(x—ATly)

Y(hou)(
1
)" G, /‘_A1’N2mdy

)(hou)(Az)
_ 1
= )" Cy, / |x—z|N oy dy

_ ml )
B Cw. / |x Z’sz T

b h(u
i [0,
b(z)(h(u
— (—l)m_]CN,m Wdz = By(hou)(x),

isto €, as hipéteses de V e b ser simétricas permitem tirar qualquer hipdteses adicional sobre a
func@o h. Dai isto implica que Ty (u) e By(hou) sdo simétricas desde que u seja simétrica. Por
outro lado de (4.35) tem-se u; = H(g) e portanto, pelo observado acima u; é simétrica. Assim
ur =Ty (u1) +Bp(houy) +H(g) é simétrica, repetindo esse argumento conclui-se que u; € simétrica;
mas u; — u em L?O, isto implica que (a menos de subsequéncia) converge pontualmente, € assim u
é simétrica. O



Capitulo 5

Sobre uma classe de sistemas elipticos
com pesos

Introducao

Neste capitulo vamos fazer mais uma vez uso das funcdes de Green, desta vez associadas ao
laplaciano no espaco R" para abordar o seguinte sistema de duas equagdes diferencias elipticas com
pesos
Problema 9.

—Au+Vy(x)u+ oK, (x)up = a(x)h(u) + f(x), xRV,
—AQ +V2(x)9 + 0Ky (x)ug = b(x)h(9) +g(x), x€RY,

em que a,b € L”(RY), ® uma constante positiva, f,g € L°(RY) ndo nulas e K1,K, € L1(RN), para

N(p—1 N(p—1
9 = L e q= L?
2p 2p—4
sendo f e g fungdes com norma || - ||g suficientemente pequena, pesos V; com norma || - H% pequena.
e h uma funcdo real de varidvel real satisfazendo

hl) h(0) =0,

h2) ‘h(u) — h(v)

< Clu—v| (P~ + P,

O problema 9 € inspirado naquele estudado por Ferreira, Montenegro e Medeiros no artigo [16],
de fato ele ndo é uma generalizagdo no sentido estrito mas tem uma generalizagdo da primeira
equacdo considerada no sistema do artigo mencionado, levado para o caso de um sistema de duas
equagdes e posteriormente a um sistema de n equagdes. De fato, no nosso problema iremos trocar
a restricdo do peso V ser ndo negativo pela condicdo dele ter norma suficientemente pequena no
espago L> (RN). Assim, apresentaremos baixo essas restrigdes um resultado de existéncia de uma
Unica solucdo em uma bola suficientemente pequena:

Teorema 29. Seja N > 2, p > %, p > 2 e sejam k = %, ro = % = N(pzfl) er = %. Se
f,g € LO(RN) sdo ndo nulas, V1,V> € L%(RN) e K1,K, € L1(RY), onde
N(p—1 N(p—1
p_Ne=l _Ne=-1)
2p 2p —4

69
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Entdo, se a,b € L*(RY) e h satisfaz as propriedades (h1) e (h2), as seguintes afirmagdes sdo ver-
dadeiras

Vil < L‘% e |Va]| < £, entdo o sistema

1. Existe € > 0 tal que se ||f|lg < 7= £

£
4icy’ gH 6] S m;
integral associado ao Problema 3 possui uma tinica solugdo

(u,@) € E=L"(R") x L"(RY),
satisfazendo ||(u, @)||g < €.
2. O par (u,®) é uma solugdo no sentido das distribuicdes e satisfaz

IVu| € L' (RY) e |Vo| € L (RY).

Vamos dividir este capitulo em quatro se¢des, na primeira vamos fazer expor o problema e
enunciar as principais hipdteses a ser consideradas no problema. Na segunda se¢do desenvolveremos
algumas estimativas para os operadores associados com o sistema mencionado. Na terceira secao
iremos fazer a prova do resultado principal neste capitulo, mostrando a existéncia da solucdo e
a continuidade dela respeito das condi¢des para as fungdes envolvidas no problema e finalmente
na dltima secdo iremos falar das propriedades qualitativas e algumas observagdes respeito a uma
generalizacdo para um sistema de n equacoes.

Comecaremos observando que o sistema acima pode-se reescrever da seguinte forma:

—Au(x) = (ah(u) +f—Viu+ a)Kl(u(p)) (x), x€RN,

(5.1)
—Ag(x) = (bh(9) +8— (V20 + 0Koug) ) (x), x€RY.
A ideia é fazer uso da funcdo de Green associada ao Laplaciano no espago RY
1 1
Gx—y)= N—2Doy =y para N > 2.
Assim, iremos considerar
u(x) = Jov G(x —y) (ah(u) — 0Kiug + f = Viu) (v)dy,
@(x) = [pv G(x—y) (bh(@) — ©Kou@ + g —V20) (y)dy,
isto é
u=B1(u) — 0By (u, ) + F(f) — B3(u), 52)
¢ =Bi(9) — 0B (1, ) + F(g) — B3(¢9),
onde os operadores mencionados acima sdo definidos por
Biw() = [ Gah(wdy,  Bi(9)(x) = [ Gbh(g)dy. 53)
R RN
Bau.0)(x) = [ GKiugdy,  Ba(u.@)(x) = [ GKaugay, (5:4)
RN RY
F()) = [ Gfdy.  F(e)w) = [ Gedy 55)
RN RV

B = [ GViudy,  Bi(o)w) = [ GVapdy (5.6)
RN RN
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Observacio 28. A funcdo de Green para o laplaciano no espaco RV satisfaz

{0 < Gi(x) <Clx*"  paratodo x € R, (5.7)

VG (x)| < C|x|'™N  paratodo x € RN.
Dado o Problema 9, uma escala com V; =0, V, =0, f =0 e g = 0 serd dada por
uy (x) = lku(lx), 0. (x) = kl(p(/"tx), (Ki)y(x) = A%(K;)(Ax), parai=1,2. (5.8)
Assim, substituindo na equacdo (5.1), tem-se
AF2Au(Ax) + @A TR (Ax)u(Ax) @ (Ax) = AP u(Ax) ju(Ax)|P 1,

A28 (Ax) + @A K (Ax)u(Ax)p(Ax) = AP o(Ax)|@(Ax)|P~1.

Dai,
k+2=0a+1+k=kp,

além disso,
[+2=a+k+1=1Ip.

Logo, dessas duas igualdades, obtém-se

2
k=1 _ 5.9
p_
© 2p—4
p_
=== A
a p—1 (5.10)
Observacao 29. Dado k = p =7, tem-se
G_N(p—l)_ N
20 k42

Agora vamos tentar achar os valores dos indices para que a equacao seja invariante por homotetia

g |70 = /|u;L|r°dx— /W (lx)]’odx—lkm/m (Ax)[Pdx

RN RN

lkr()
/ () oo = 240N / () "o = 240N a2,

Vi |7 —/yvumdx—/mkvu 7Lx)|”dx—kk”7t”/\ (Ax)|"dx

)’krl )Lrl r| k+l)r1 -N r _ 3 (k+1)rj—N r
/\vu )" dx = /yvu(x)| dx=1 V|7
]RN
Dai, conclui-se que os tnicos indices tais que as normas para u ¢ Vu sejam invariantes por homotetia
sao dados por
N _N(p-1) _Np-1)

= = 5.11
. N Pl (5.11)

ro =
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Estimativas para os operadores B;

Pela equagdo (5.2) na secdo anterior estabelecemos que o estudo da solu¢do do problema passa por
estudar o comportamento de alguns operadores que aparecem nessa equacdo. Nesta se¢do utiliza-
remos a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev para expor algumas estimativas para os opera-
dores B; envolvidos na solucdo do problema enunciado na secdo anterior. Ditas estimativas serdo
utilizadas nas proximas se¢des como ferramentas para demonstrar os resultados de existéncia da
solugdo e algumas propriedades qualitativas da mesma.

Lema 15. Seja N > 2, p>N o p>2esejamk:p—31, r():%:N(pz_l) e r :%, Se
feLPRN), onde
0_ N
Ck+2
Entao, existem constantes C| e C, tais que
1E) Nl < Cillflo, (5.12)
IVE()llr < Calflo- (5.13)

Além disso, se m é um multi-indice e 1 < t; < by < o0 com % = % — ; entdo existe uma constante

Cs > 0 independente de f tal que

IVEE ()l < GVl - (5.14)
Demonstracdo. De (5.11) tem-se % = % — % Logo segue da desigualdade de Hardy-Littlewood-
Sobolev
IF ()l = / Glx—1)f s | Sl
Além disso % = é N Assim
IVF()ln = /v G- <) [ L] el
N y r
Finalmente, se m € um multi-indice e 1 < #; < by < o com % = % - % obtém-se
V7 f(y
V(1) = / Glx—)V" (¥)dy L =
b| y bl
O
Lema 16. SejaN > 2, p > N N3 P >2esejamk = o 1, ro = % = w er = Nﬁ)p;ll). Entdo, se
a € L= (RY) existem constantes positivas Ly e S tais que
1B1(u) =By ()l < L[l = vl (llull " + V1[5, ), (5.15)
IV (B1 () = B1 (") [l < Sullae— vl (ull 57"+ VI, (5.16)

para todo u,v € L' (RV).
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Demonstragdo. Note-se que By (u) —B1(v) = F(ah(u) —ah(v)) =F (a (h(u)— h(v))) . Pela condicio
(h2) e usando a desigualdade de Holder com

I k+2 1 p—1

0 N ro ro ’

obtém-se

181 () = Bi (), < || F (a(h(u) = (1))

< Cilla(h(u) —h(v)) o
< Cllalloflfue=v[ ([ulP =" + VP~") lo
< L flu =il ([lllf "+ V057,

o

0 que mostra a primeira desigualdade. Para mostrar a segunda ¢ suficiente observar que

VB (1)) = [ V.G~ y)ah(u)(y)dy = VF (ah(u)) ().
RN

Assim, tem-se

|\VBi(u) — VB (v)]|,, = HVF (ah(u) —ah(v))

r

< Gallalle| () = (V)

< Cllalleolie = vl (leellfy~" + 1v115)
< Sl = v ([lllf, ™+ V11

Dai, conclui-se o Lema. O

Observacio 30. Se trocamos By por By seguem as mesmas estimativas sé trocando as constantes
Ly e Sy por Ly e S| respetivamente, e as provas dessas estimativas sdo andlogas as feitas no Lema
16 trocando a funcdo a pela funcdo b.

N N(p-1) _ N(p-1)

Lema 17. SejaN >2,p > =, p > 2 e sejam k = ﬁ, r():%: 7 €N = ooy Entdo, se
K1 € L1(RN) existem constantes L, e S tais que
[1B2(1,@)Iry < La|ull [| @] (5.17)
VB2 (u, @)l < Sal[ullr[|l]ro (5.18)
para todo u, ¢ € L™ (RN).
Além disso, dadas uy,uy, @y, @y € L(RY), tem-se
1B(ur, @1) = B(uz, 2) ||y < Lal[ur — ualr, [ @1]]ry + Lol | [ @1 — @2] - (5.19)

Demonstra¢do. Primeiro vamos fazer a prova da estimativa para B;, observe que:

1 k+2 1 p-1 1 1 p=2
= — = —|— = — i_i_ ,
0 N ro 0 ro  ro o
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assim pegando g = pr_°2 obtém-se

1B2(1t; @) |y = [|F (Kiu@) vy, < Cil[Krugllo < Cul[Killgl|ull[[¢]l-

De maneira andloga, tem-se
IVB2(u, @)y = [[VE (Kiug)[|,, < Cof|Kiuplle < Caf[Killgl[ullr [ @]lro-

Dai, segue-se a primeira parte do teorema com L, = Cy||Ki ||, € S2 = C>||K1||4. A tltima desigualdade
segue da desigualdade triangular e (5.17) assim

|B(ur, @1) — B(uz, @)1, = |B(u1, 1) — B(uz, 91) + B(uz, 91) — B(uz, 92) |,
< [[B(ur — w2, @1) ||, + [|B(u2, 01 — 02) |1,
< Lollur — w2l |1 1o + Lo w2 |01 — @215,

O

Observacio 31. Se trocamos By por B, seguem as mesmas estimativas sé trocando as constantes
Ly e Sy por Ly e Sy respetivamente, e as provas dessas estimativas sdo andlogas as feitas no Lema
17 trocando a fungdo K pela funcdo K.

Lema 18. SejaN > 2, p > % p >2esejamk= ﬁ, ro = % = w er = %. Entdo, se
Vi € L2 (RYN), tem-se as seguintes desigualdades

1B3 () = B3(v)llry < Cul[Vily [l = vl (5.20)

IV (B3 () = B3(v)) Iy, < Cal Vil lu =], (5.21)

para todo u,v € L' (RN).

Demonstracdo. A prova da primeira e segunda desigualdade sdo andlogas aos lemas anteriores. De
fato:

B3 (1) = B3(v)|lr, = |F (Vi) = F(Viv) |l = |F (Viu—V1v)][,
GilVi(u—=v)lle < Co[[Vills [l —=vllr-

Assim também

IVB3(u) = VB3(v)||, = [[VF (Vlu—V1V> lry < Cal[Viue—=Vivlg
GlVi(u=v)llo < CafVilly [l =vllr,-

O]

Observacio 32. Novamente trocando Bz por Bz seguem as mesmas estimativas sé trocando ||Vy ||%

por ||Va||x respetivamente, e as provas dessas estimativas sdo andlogas as feitas no Lema 18 tro-
2
cando os pesos Vi por V.
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Existéncia da solucao

Nesta secdo vamos definir um espaco de Banach apropriado no qual podemos aplicar os lemas
formulados ha pouco na secdo anterior para mostrar que o sistema dado no Problema 9 possui
solucdo.

Definicao 33. Seja o espaco normado E definido por
E=L"RN) x L*(RY), (5.22)
com a norma associada dada por

1, @)l = [lullry + 1@l
para (u,@) € E = L(RY) x L' (RN).
Definicao 34. Defina-se o operador T : E — E dado por
T :L(RY) x L?(RY) — L (RY) x L (RY)

_ _ _ (5.23)
(4,9) —> (Bl<u> ~ 0By, ) + F(f) — By(u).Bi(9) — 0Ba(u,0) + F(g) —Bg<<p>).

Vamos considerar a bola no espaco E definida por:

Be ={(u,@) €E : |[(u,9)[|r <€}
Observacao 33.

» Evidentemente o espaco E é um espaco de Banach jd que é o produto de espacos Banach e
possui as propriedades de reflexividade e separabilidade que herdam do espago L™ (RV).

* Mostrar que o Problema 9 tem solucdo é mesma coisa que mostrar que T possui um ponto
fixo (u,@) € E=L°(RN) x L0 (RN).

Teorema 30. Seja N >2, p > 25, p > 2 e sejam k = p% 0="4= N(p;l) er = Nl(fgl). Se

TR
f,g € LO(RN) sdo ndo nulas, V1,V> € L%(RN) e K1,K, € LY(RN), onde
N(p—1) N(p—1)

g="P—0) - .
R Y

Entdo, se a,b € L”(RY) e h satisfaz as propriedades (h1) e (h2), as seguintes afirmagdes sio ver-
dadeiras

1. Existe € > 0 tal que se |[fllo < 36 llglle < 36 Vil < £ e [Vl < L%,em‘do o sistema
integral (5.2) possui uma vnica solugdo.

(u,@) € E=L"(RY) x L"(RY)
satisfazendo ||(u, ®)||g < €, onde C é dada no Lema 15.
2. O par (u,®) é uma solugdo no sentido das distribuicdes e satisfaz

|Vu| € L (RY) e [Vo| e L"(RY).
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Demonstragcdo. Seja (u,®) € B, entdo pelas hipdteses para f e g e segundo as estimativas dos
Lemas 16, 17 e 18 tem-se:

1T (u, @) Iy = [|B1 (1) — @B (ut, @) + F (f) — B3(ut) |
+B1(¢) — @Ba(u, @) + F(g) — B3(¢)
< 1By (u) |y + |0|[|B2(ut, )], + [|B3 () lrg + 1 F (f)]]1y
+1B1(@) I, + [@][[B2(ut, @) ||, + [1B3(@)]]r, + 1F ()1
< Ly[|ullf, + [@|La[ullr [ @1lr, + CrlVa [y [l + Crll 1o
+ L [[ullf, + |@|Lalullr |91l +CrlVallx @l + Ciligllo

< M||(u, @)1 + || (u, @) |17 + €]l (u, (p)”E+4+Z

< (MeP™! +\a>|M’g+e)e+5 <e.
Assim T (Be) C B desde que MeP~! +|w|M'e + & < %, sendkoM =L +LieM =1, +L,.
Agora vamos mostrar que 7' é uma contracdo. Dos Lemas 16, 17 e 18, tem-se

1T (u, ) =T (v, )l =

= [|B1(u) — @B2(u, @) + F(f) = Bs(u) = B1(v) — 0B2 (v, y) — F (f)+B Ml

+ 1B (@) — @B (u, @) + F(g) — B3(9) = Bi(Y) + @B (v, y) — F(g) + B3(¥)|l,

< 1B1(u) = Bi(v)llry, + [@][|B2(u, @) = Ba (v, ¥) I, + || B3 (u) — ( )Hro

+1B1(9) = Bi(W)llr, + |@[[B2(t, @) — B2 (v, W), + [1B3(9) — B3 (¥)]I,

< Li(2eP7 ) lu— vl + o] (IIBz(u —,0)llr, + 1B2(v, 0 — l//)llro) +La Vil o [l =],

+L1(2e? ) [lo =y, + || (llEz(u V@)l + [1B2(v 9 = llf)llro) +L3|[V2]| a9 =yl
<2eP"H(Ly + L)l (u, @) — (v, Wl + LalVill o+ LalVall o )l (@) = (W)

+]o| (\Bz(u—v, @)llry + 1B2(v; @ = W)llry +[1B2(t = v, ) [, + [1B2(v, 0 — l//)!m)
<26 M||(u, @) = (v. W)l +2¢|(u, ) — (VW) |
+|o| (Lz\u —Vlnll@llry +Lallvlir 9 = Wil + Lallu =il |91l + LoVl @ — !l/Hro>

< 26" M| (u, @) — (v, )| + 2| (e, 0) — (v, )|
+|of(Ly+ L) (Hu V”r0||(P||r0+HV||VOH(P_WHV0>

<2eP"'M||(u, 0) — (v. )|l +2¢]|(u, 0) — ()|
+2elo|M'||(u,0) — (v, )l

< (267~ tu1 -+ 2efolh'+ 26 ) 0. 9) ~ ()l < 0 9) = W)l

desde que MeP~! +|o|M'e + € < % Logo T é uma contracdo. Dai conclui-se a primeira afirmagao.
Para mostrar o segundo item basta perceber que se f,g € L% (RV) e (u,¢) é uma solugdo. Dai

Vu=VB;(u) — wVBy(u,@)+ VF(f) — VBs(u),
Vo =VBi(¢)— ©VBy(u,9) + VF(g) — VB3(9).
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Logo,
1Vull, = 1VB1 (@)1, + |0l [VB2(1t, 9)lln, + IVF(F)]1r + VB3 @)l
= S [[ull, +Salleellr | @lry + Cal Vil [ty +Cill fllo < oo,
Vol = IVBi()llr, +1@[[[VBa(u, @)l + IV ()l + VB3 ()]l
= Stllull, + Sallull |9l + C2lIVally llullry +Cillgllo < oo
Dai conclui-se a prova do resultado. O

Teorema 31. Nas hipéteses do Teorema 30, sejam (uy, Q1) e (uz, Q2) duas solu¢des correspondentes
as condicdes (f1,81,€1) e (f2,82,€) respetivamente. Entdo

¢ (15— fallo +lig1 - gallo)
(5.24)

[[(ur, @1) = (u2, @) ||z <
1— ((8{’1 +&2 M+ (&1 + &)N|o| + & +82>

Demonstragdo. Sejam (u1, ;) e (uz, @,) solugdes associadas a (f1,81,€1) e (f2,82,€) respetiva-
mente, entao tem-se:

uy = By (u1) — ©Ba(ur, 1) +F(f1) — B3(u1),
uy = Bi(uz) — Bz (uz, ¢2) + F(f2) — B3 (u2),
@1 = Bi (1) — @By (u1,91) + F(g1) —B3(¢1),
¢2 = B1(¢2) — 0B (u2, ¢2) + F(g2) — B3 (2).

Assim novamente segue dos Lemas 16, 17 e 18

([ (w1, @1) — (w2, @2) || £ = [lur — w2lr, + @1 — 2|,
=|1B1(u1) — @B (ur,91) + F(f1) — B3(u1) — Bi(u2) + @B (u2, 92) — F(f2) + B3(u2)||
+([B1(¢1) — @B (u1, 1) +F(g1) — B3(¢1) — Bi(92) + @Ba (2, 92) — F(82) +B3(92) I,
<||Bi(u1) = Bi(u2)|lr, + |@|[|B2(ut1, 1) — B2 (u2, 92) |,

HIF(f1) = F(f2) |l + 1B3 (1) — B3 (u2) 1

+([B1(¢1) = Bi(92) I, + |0|[[B2(ur, 1) — B2 (u2, 92) ||,
+HIF (1) = F(@2)]lr, + [1B3(91) — B3 (92) 1,

<Ly lJur = u |y (a8 + (|2l 1571

o] (Lallur = o)l | @111+ Lallta 1 |91 = 9211

+C1[Vil a[lur — walr, + Crllf1 = fallo

+Laller = 2l (I 157"+ @allf )

+|o| (Zzﬂul — 2l |11, + L a1, | @1 — <P2Hro>

+Ci[Vallall@r = @2lln +Crllgr — g2llo

S((ef_l +& ) (Li+ L) + (81 +&) (Lo + L) + &) +£2> (1, 1) — (u2, )|

+C1<||f1 —f2lle +1lg1 *nge)-

Dai segue a conclusio. O
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Propriedades qualitativas

Teorema 32. Nas hipéteses do Teorema 30. Seja Q C RN um subconjunto de medida positiva.
Entdo as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

1. Se K\,K>,V1,Va,a,b, f,g sdo fungdes radiais, entdo a solucdo (u, @) é radial.
2. Se as fungoes K1,K»,a,b, f,g sdo funcdes pares, entdo u e Q sdo fungcoes pares.

3. Seja h tal que h(t) > 0set >0e h(t) <0, set <0 para quase todo ponto em R. Se f #0 e
g # 0 sdo ndo negativas e f,g >0 em Q. Entdo a solucdo (u,Q) é positiva, isto é, ¢ >0 e
u >0, quando a,b,K, K, sdo ndo negativas, Vi,V <0e @ < 0.

Demonstragdo. Dado que f é radial se, para cada transformacao ortogonal A, tem-se f(x) = f(Ax).
Chamando de f4(x) = f(Ax), entdo fazendo a mudanga y = Az

F(f)ax) = [ Glax—y)7()dy

RN

— [ Glax—a"y)f )y
RN

= [Gtx-A"n 0y
RN

:/G(x—z)f(Az)dz
RN

= [ 6lx—2) 1@y = F (1))
RN

Para a func@o a, tem-se

F(ah(u)(4x) = [ G(Ax—y)ah(u) (y)dy

RN

= [ Glax—a7"y)ah(u) ()dy
RN

— [ Glx—A"y)ah(u)(3)dy
RN

_ / G(x — 2)a(Az)h(u)(Az)dz
RN

= /G(x—z)a(z)h(MA)(Z)dy = F(ah(ua))(x),
RN
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para a funcdo K

_ / Glx—A~'y)Kiug(y)dy

RN

— [ G- K1 (A2u(a2)p(A2)dz
RN

- / Gx— 2)Ki (2)ua(2) @a(2)dy = F (K114 04) (x)
RN

€ mesmo assim para o peso V;

F(Viu) (Ax) = / GlAx—y)Viu(y)dy

- / G(A Y)Viu(y)dy

_ / G(x—A~"y)Viu(y)dy
RN

- /G(x—z)V1 (Az)u(Az)dz
RN

= /G(x—z)VluA(Z)dy:F(VIMA)(X)-
RN

A mesma coisa pode ser feita para a fung¢do g. Assim, dada uma solugdo (u, @) de (5.2), entéo
ua (x) = u(Ax) = By (1) (Ax) — @B (u, @) (Ax) + F (£)(Ax) — B3 (u)(Ax)
= F(ah(u))(Ax) — oF (Kju)(Ax) + F(f)(Ax) — F(Viu)(Ax)
ah(us)) — OF (Kiua@a) (x) + F () (x) = F (Viua) (%),
Ax) = B\ ()(Ax) — @B (u, )(Ax) + F (g) (Ax) — B3 (9) (Ax)
(9))(Ax) — OF (Kyu@)(Ax) + F (g)(Ax) — F(V29) (Ax)
bh(@a))(x) — OF (Kaua@a)(x) + F (g)(x) — F (V2¢a) (x).

Assim, pode-se concluir que (14, @4) é também uma solucdo de (5.2). Além disso, ja que A é uma
transformacao ortogonal, tem-se

[uas @a)l[e = lluallo + | @allr = lluellry + @1l = [, @) -

Logo, tem-se (u, ) = (ua, P4) ja que o ponto fixo é dnico. Em consequéncia a solugdo é radial.
Para mostrar o segundo item basta pegar a transformacgdo ortogonal A = —/I no primeiro item.
Finalmente para mostrar o terceiro item pode-se pegar a seguinte sequencia de Picard:
U1 = B1(ux) — @B (uk, o) + F (f) — B3 (ux),
@1 = Bi(ur) — 0By (ur, i) +F (g) — B3 (uz).
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Dai, ja que f > 0 e g > 0 num conjunto de medida positiva no R", escolhendo u; = F(f) >0 e
@1 = F(g) > 0 para quase todo ponto no RY. Agora suponha que u; > 0 e ¢ > 0 entdo tem-se

ah(ug)(
By (1) (x) = F(ah(u)) C/|x e D iy>o,

Kiu
By (ug, ¢x) (x) = F (Kux @x) (x C/‘ ] 7/(5](2"’ y =0,

Vi
F (Vi) C/ > 0.
Ba(u) = oy

De manera andloga conclui-se B, B, B3 > 0. Logo
U1 = Bi(u) — @B (ug, o) + F (f) — B3 (uy) > 0,

@1 =B () — @B (uk, i) + F(g) — B3(¢r) > 0.
Mas (uy, ) — (u,9) no espaco E = L"(RN) x L"(RY) logo u >0 e ¢ > 0. Assim

u=Bi(u)— oBy(u,@)+F(f)—B3(u) >u; >0,

¢ = Bi(9) — 0By (u, ) +F(g) —B3(¢) > F(g) > 0.

Uma generalizacao para o caso de um sistema de n equacoes

Nesta se¢@o faremos uma generalizacdo do sistema acima para um caso de n equagdes. Devido ao

fato das contas serem muito parecidas com o caso do sistema de duas equagdes, mencionaremos

apenas as modificacdes adequadas e a abordagem para limitar os operadores envolvidos no sistema.
Considere o sistema

—Auy +Viuy + 0Kujuy - - - uy = arh(uy) + fi,

: : (5.25)
—Auy + Vg + OKyuyuy - - -y = ayh(uy) + fo.
Segundo os mesmos raciocinios feitos para o sistema de duas equagdes teremos
up = Jpy Glx—y) (alh(ul) + fi — OKjuy - uy — V1M1> ;
: : (5.26)

= Jin Gl =3) (nh (1) + = OKte 1 = Vi ).
ou equivalentemente
u; = Ai(aih(u;)) — @Ciuy - uy) + F (f;) — Di(w;),
onde para F definida por (5.5), tem-se

Ai(aih(u;)) = F(aih(u;)), Ci(ui---up) = F(Kiuy---uy), Di(u;) =F(Viu;).
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Evidentemente os operadores A; satisfazem as mesmas propriedades do operador B} no Lema 16, os
operadores D; satisfazem as mesmas propriedades do operador Bz no Lema 17. Assim, estabelecer
a existéncia da solug¢do do sistema resulta sendo mesma coisa que achar uma estimativa para os
operadores C;.

Lema 19. Sejam os inteiros n,N > 2, e o sistema de n equagées dado por (5.26). Sejam p > %,
p>nk= %, ro = % = 7N(P2—1) er; = Lgp_;l]). Se K; € L1(RY), onde
= N(p—1)
20 —2n "
Entdo, existem constantes Lé e Sé tais que
HCi(ulv e vun)”m < Lé””lHro e HurlHFov
HVCi(ulv e 7”")”"1 < SIZHMIHVO T ”unHrm
para todo u; € L (RV).
Demonstracdo. Da escolha de 6 tem-se
1 1 -1 1 1 —n
f:f—i-p :7+._+7+p
0 ry ro ro 7o 7o
——
n—vezes
Logo, usando Holder com g = %
1Ciur -+~ ) ||y = |F (Kiter - un) ||ry < Crl[Kyar -+ unllo < Cul[Killgllu [y - - ot -
A segunda estimativa pode-se estabelecer de maneira andloga
IVCiur - un) ||y = IVF (Kitty -+ )|y < Col|Kruar -+ unlo < Co| Killgllunlry -« [l1an [ -
O

Assim, podemos enunciar um resultado de existéncia de solugdes do sistema de n equacdes
como um coroldrio do Teorema 30.

Corolario 2. Sejam os inteiros n,N > 2, e o sistema de n equagdes dado por (5.26). Sejam p > %
p>n k= %, ro = % — N-1) 271) er = Niﬁ)pil). Se f; € LO(RN), V; € L%(RN), a; € L(RY) e
K; € L1(RN), onde
N(p—-1 N({p-—-1
o NO-1 | _Np-1)
2p 2p—2n

£

Entdo, existe € > 0 tal que se | fillo < & e ||Vill < f o sistema integral (5.26) possui uma inica

ac
solugdo.
(w1, suy) € E=LP(RY) x -« x LO(RV)
satisfazendo ||(uy,--- ,u)||e < €, onde Cy é dada no Lema 15.

Demonstracdo. A prova segue como no Teorema 30 adequando o espago e aplicando o Lema 19.
O
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Notacoes

| Sinal Significado
Q Um conjunto aberto de RY
[9) A medida de Lebesgue de Q
N (Q) Medida de Haussdorf N-dimensional de Q
\% O operador gradiente
A Operador de Laplace
n(s) Vetor normal em s
% A derivada normal
m A ordem do operador Laplaciano
i,j,k Indices de iteracdo
7LkD k-ésimo autovalor do Laplaciano Dirichlet
l,?’ k-ésimo autovalor do Laplaciano Neumann
d = diam(Q) O diametro de Q
L) Solucdo fundamental do operador poli-harmoénico
G A func¢do de Green
B =(Bi,---,By) | Uma N-upla
1B =X, Bl Ordem da derivada DP
G(L,N) Conjunto das matrizes invertiveis de ordem N

Conjunto das matrizes ortogonais de ordem N

A€ O(N) Uma matriz ortogonal de ordem N
7 = (p1,---,py) | Uma N-uplacom 1 < p; < oo
== (5 13y) | Oinversode 7

Espaco anisotrépico de expoente ?
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Apéndice B

A solucao fundamental do operador
poli-harmonico e estimativas.

As provas dos resultados expostos neste apéndice sdo generalizagdes de resultados cldsicos
obtidos para o operador laplaciano, os quais podem ser encontrados em [1]. Vamos precisar, ba-
sicamente, de uma versdo generalizada da 2¢ identidade de Green como ferramenta principal para
conseguir trabalhar no Problema 7, Lembramos que a segunda identidade de Green é dada por:

av du
/uAv—vAudx: U— —v—-dSy (B.1)

d d
Q agn 1

Lema 20. Sejam f e g suaves. Para cada p € N tem-se:

1.
p P+ P dAg
[ Arare ! AP +/ {arg )15 E s ®2)
2.
p k-1 p—k
[ s = freie= 3. [ 25 war e -t ) 25 E oas,
? o (B.3)

Prova de 1: E imediato, ao substituir u = A’g e v = f na equacio (B.1).
Prova de 2: A prova € por inducdo. Para p = 1 o resultado € satisfeito tomandou = fev=g
na equacgdo (B.1). Para p = 2 escolhendo u = Ag e v = f na equacgdo (B.1)

0 oA
[ 8s(ar(0) - fmgo)dx = / M) 5 (1) = 1) G .. B4
Q
E, escolhendo u = g e v = Af na equacgdo (B.1) obtemos
BAf dg
A f(x) — Af(x)Ag(x)dx = A x)dS,. B.5
!gw £x) — Af(0)Ag(x)dx = /g Ty WA S (85)
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Somando (B.4) e (B.5) obtemos o resultado para p = 2; isto é,

dA d
[ 682 50) — ra g = [ (9% ()~ ) 55 (s,
Q 2Q 1 1
af dAg
+ [ (4e) 52 ()~ 105 ()as.
aQ
Suponha agora valido o resultado para p — 1, isto &,
Ak lf aApflfkg

x) AP R (x) — AL () ds,.

/Apl ) — fx)AP 1 g( d—Z/

an

Vamos provar que é valido para p. Trocando g por Ag em (B.3) e usando a hipdtese de indugdo
temos

k—1
[ 86871 10) = FA7g(0)dx —Z / 2 L ag(wyas,
e B.6
—Z/A"1 (92208 (s .
an v
Trocando f por Af em (B.3) resulta
k—1
[ 50200~ s el T / 2wt ketas,
@ B.7
k-1 aAP a kg ©7
— Z /A Af(x)—=—=(x)dS,.

Somando (B.6) e (B.7), obtemos

[ 208770~ f@arg(x)dx+ [ Ag(ar™! flx) —Af (A glx)dx
Q Q

p—1 3Ak71f - - APk
rl aAkf -k ' aApflfkg

AP — AFf(x) =2 (x)dS,
DI R R
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Aplicando (B.2) nas duas parcelas da segunda integral da esquerda, obtemos

dg OAP~Lf
oy (0~ 8 5 s,

- [ roastetnan= [ {ar-teor 1o o,

[ e@ars - rarstods+ [sarsmar+ [ {a s
Q oQ

Q

aIQ
=% [ 2L e - 02 S s
G
Z/ S AP — (4t nAP g))as().
=150
Logo,
p—1
| g(x)Af’f(x)f<x>Af’g<x>dx=a£ 24 ) ) 25 as,
k—1 —k
) %( Jar-te(a) 1) P yas,
IQ
/ [Ca kg)—(Akf>(£7A"l"g))dsx
Q

1
+/ 2L -8 S s,

1
_ / AP (x)&A;n (x)dS,
p—1
+ / AP Jf()c)aA(917 (x)dS,
k—1 k
(4 L Wt -0 25 s,
FT [ g ar kgt 228 s
k=155 on an ’
-1
+a/ ¢ 25 L 0 - 807 55 yas,
Q
p—1
+ [ o0 L) -2 5 as,
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Dai, reindexando o segundo somatério da direita obtemos:

of IAP~ g

2 / g)ATf(x) = f(x) A g(x)dx =2 / A g(@) 3 (x) = f () =5 (xS,
Q Q
YLl L oArk
k;zm G (AP () = A () S (1),
N[N NV
+k§aé G (N a() = 8 () P (wyas,
oAP~f 1 dg
+za£g< )0 = A (0 S (x)as,
Lo oAt INP~E
=2 [ S5 L war e - a0 S5 E s,
=lio
O
Lema 21. Para x # y a funcdo ¢ definida por (3.3) satisfaz:
89(x,y) = Cup{ IS (20 =N =20) T 2p—2) =y V2%, N>2p,j> 1,
A9 (x,y) =21 k= DI { T 2i—2p) flx =37, N=2p,j>1.
(B.8)

CASO 1: Se N > 2p. Argumentamos por inducdo sobre k. Para k = 1 obtemos

J Cnp(2p = N)|x =y PN (i — i _N—
2 gy = Pl )‘|x)’| B0 (2~ N~y —3)
2 )2
=C 2p—N _ |2p—N-2 2p—N-=2 _ u|2p—N-3 ('xl )’z) )
5.2 00) = Cup(2p =) (Je—y 72 (2p =N =Dy )

Logo
Ad(x,y) = Cn.p(2p —N)(2p —2)|x — y[? N2,

Suponha o resultado vélido para k —1 > 1, isto é,

k=2 k—

A1 (x,y) = CN,p{ I1 (2P—N—2i> }{ !

1
(2p—2j) Pl — yPr=N 2D,
i=0 j=1
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Assim, tem-se o seguinte:

aa AT (x,y) CNp{]::z(Zp—N—Zi)}
k—1

Xi —yi
< { T12p—2)}(2p =N =2(k = 1))l — yr~V=26=1 Tl
j=1

k— k—

:cM,,{g(zp—N—zi)}{ (27~ 2j) bl = yPr VD2 (g ),

]:

—_

~

82 k—1 —1

=380 (xy) = Cwp{ [T (20 -V —2i) }{

(2p—2)) } | =y ¥20-02
=0 =1

+ (= 2p—N =20k~ 1)—2>rx—yFPN2<“>2>.

Logo, obtém-se

A¢(x,y) :szvp{flj <2p_N_2i>}{,ﬁ1 2p—2j) }\x—y\z””v’z"-

Portanto, temos a primeira afirmacdo do lema.
CASO 2: Se N = 2p. Novamente argumentamos por inducao sobre k. Para k = 1 temos que

J 1 xi—yi -2
-—¢(x,y) =—C = —Cp(xi—yi)lx—y
axi ) I’|x_y| ’x_y’ P( )‘ ‘
82 _ _ x~_y.
5 000) = =Cp(Jr =y =2y P =) =)
i

Logo,
A9 (x,y) = {Cp(2—2p)Hx—y 2.
Suponha o resultado vélido para k —1 > 1, isto é,

k 1

A0 (x,y) = 272k =216, { T (21— 2p) fle =y 720
i=1

Assim, tem-se

d k- k-2 T k1)~
T 00 =2 =21 { [T 2= 2p) f-20k = )] 26123
2 k—1

T N0 (y) =22 2)16, { ]2 2p) } (206 1)

i=1
o (b=l 2002 (=2 1) = 2= i) -y 240

k—1
=2 (k= )16, { T2~ 2p) J (2K0x = )2 he =y 7272 = Jx =y ),
i=1
donde obtemos

k — T (k= 1) g —2k
A9 (x,y) =2 (k= D)1C,{ T](2i—2p) flx—

i=1
Portanto, temos a segunda afirmacao do lema.
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O
Corolario 3. Fixado y, para cada x # y temos que (—A)P¢(x,y) =0

Prova: Basta aplicar o Lema 21 quando k = p

879 (x,y) = Cwp{ T (2 =N —=20) {1, @2p—2) flx =)V =0, N>2p
Ap¢<x,y>=2p*1(p—1>!cp{nf’:1<2z—2p>}|x—y|*2!’=o, N=2p

e depois multiplicar por (—1)”.

Corolario 4. Sejam y € Q fixo, B¢(y) CC Q, x € dBe(y) e p €N, tem-se
FrAQ () = CupTTg (2p =N =20) T, 2p—2)) =y PP, N >2p,j> 1,
A (x,y) = —2KIC, T (2i = 2p) [x—y 7!, N=2p,j>1.

Prova de 1: Decorre do Lema 21 que

d i B = : : 2p—N—2k—1%i —Ji
ah ¢(x,y)=(2p—N— Zk)CN,p{ Il (2P—N—21> }{ ]IJI 2p —2j) }\x Y| ,x L
Logo, como 1 = ﬁ:i |
9 Akg(xy) = Cy {Ik] (2p—N—2i)}{ fl (2p—2J) }yx—yyZP*N*Z’H.
an U =l
Prova de 2: Temos, no caso N = 2p, que
iAkq)(x = —2kk1C {ﬁ }\x y| 7% 1 h i
o0x; P |x v’
Assim,
9 _ kg : —2k—1
%A O(x,y ——2kC{H 2i—2p) }|x—y| .
]
No Lema 20, multiplicando a equagéo (B.3) por (—1)? obtemos
k lf i
[87 g - £@)(-a) Z / (~8)g(x)
Q (B.9)
L1 9= g
(81 ) S5 ) pas.
Considere agora V; = Q\ B¢ (y), entdo escolhendo f = u e g = ¢ na equagdo (B.9) tem-se
[ 0e3) (=) ux) — ) (47 () dx = { ¥ [ A o e s
Ve 9V5
—A)PK
s W(x,wdsx}.

8Vg
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Ou, equivalentemente,

p LAYy (x
/ ¢<x,y><—A>f’u<x>—u<x><—A>P¢<x,y>dx=<—1>{k21 (=2 ap o)
Ve o0
A
= (A (@) S () ),
p AN,
¥ [ {TS e et
:aBs()’)
—APk
—<—A>“u<x>W<x,y>}dsx}.

(B.10)

Lema 22. Para p € N e N > 2p sejam Ve = Q\Be(y) e u € C*P(Q)NC*~(Q). As seguintes
afirmagoes sdo verdadeiras:
1.
lim [ 9()(~8) u(x)dx =0,
£—0
Be(y)

ou equivalentemente

Ve Q
2.
im Y [ 2 o yas, =0
£—0 k:]aB£ . an ) x
3
. k12 9(=A)P
lim / (=) ulr) —— (x,9)dSy = —u(y)
Slag, n

Prova de 1: CASO 1: Se N > 2p temos que

€
’/(P(x,y)(—A)pu(x)dx‘gC/|x—y|2p_Ndx:C/ / lx—y|*PNds.dr
Be(y)

Be(y) 0 9B(y) (B.11)

€ €
:C/ / r2”*Ndedr:Cz/rz”*ldr:Qez”.
0 9B, (y) 0
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CASO 2 :Se N =2p, temos que
‘/(j)xy A)Pu(x dx‘<C/ln]x y|dx
€
C/ / ln\x—y\dedr:C/ / InrdS,dr
0 9B,(y 0 3B,(y) B.12)

:Cz/erllnrdr

0
M| N
—Cz( nr —/ dr) =C3eVne —CueN = 0.
N J N
0
Portanto, de (B.11) e (B.12) temos que
lim / 0 (x,y)(—A)Pu(x)dx =0, N >2p.
=0
Be(y)

Prova de 2: CASO 1: Se N > 2p, entdo, pelo Lema 21, temos que, para k > 1,
|[(=8)7 9 (x,y)| = CF lx =y,

Assim, para todo k > 1, tem-se

[ ey

o [ I Fotyas,

9B (y) on 9B (y)
— Cg,k / lx —y|*Nds,
9Be(y)
_ Cg,k g2k NgyeN—1 = ngk e2k—1

CASO 2 :Se N =2p, pelo Lema 21 temos, para k < p,

A=Ay _ _
[ A sy totas| <t [ 1oy otylas,
9Be(y) 9Be(y)
= Cg,k / lx—y*Nas,
9Be(y)
_ Cg,k ek NgyeN-1 = Cf,k g2k—1
Se k = p, entdo temos
[ ol =l s
’ d
9B (y) 1 9Be(y)
eV llne
=C dSy
eN-lgy
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Portanto,

AV
limi / M(@(-A)P*kq)(x,y)dsx:o. (B.13)

Prova de 3: CASO 1: Se N > 2p, entdo a primeira igualdade em (3.4) pode ser reescrita como:

—1)P
Cnp = =) . —. (B.14)
7 (2p =N —20) [17-{ (2p — 2))
Assim,
. _ d(—A)P~*¢ . B B APk
Ak — _1\p—k _ AYk—1
lim / (—=4)" u(x) oy lim(—1) / (=) Mu(x) 5 (x,7)dS,
9Be(y) 9Be(y)
i1t [ o] TTer-n-20}{ TTer-20 iy s
£—0 0 p S p J X
9B (y) = =
. {N2§ 2p—N =20 J{ 117 f (2p = 2)) ey
= lim(—1)"~ — dSy.
e—>0 &Bg() (— ){H (2p N — 21)}{H5’:1(2p—2j)}6N
Portanto, para k = 1, temos
) B 8(—A)1’_k¢) ) |x—y|_N+1
Ak g{=A)" "¢ _
fim [ (V) TS (xS = —lim [ ul) S s,
9Be () 9B (y)
. u
= —lg% gn_lcndS(x) = —u(y).
335()’)
Para k > 1, temos
. IO
Ak
llg(l) (=A) " u(x) an ds
aBs()’)
—1)k
g [ -y s,
—1)k
— lim ( ) (—A)k_lu(x)&‘Zk_N_lde
0TI, (2p = 2T, (2p — N = 2i) SB)
_1\kg2k—2 o Avk=1
= lim — ( 1).8 ( A>N_1”(x)dsx:0
HOHj:pH_k(2P*2])Hl (2]9 N— 21) B () €
Portanto, .
P YN
im Y [ 2 yyas, = ().
£—0 = . 817
CASO 2 : Se N = 2p, entdo de (3.4) temos que
1
Cp= . (B.15)

(1175 (2i —2p)) 0w
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Assim,
i - A(—A)P~*¢
_ AVk—1 o\—Aa) 9
tim [ Caf e 25 s,
9B (y)
—k/m- 2 o
= —lim / (_A)kflu(x)(nfﬂ (21—2]7)) |x — y|2=2p ldS
- - . 2 X
SHOBBS()’) (Hﬁ;ll (2l—2p)) Oon

Logo, para k = 1, vale

. _ d(—A)P*¢ _ (=AY u(x)
k1
- A s = — AT WY
}:11’1(1) (—A)" u(x) an ds ;III(I) =y oy Sk
0B¢(y) 9B:(y)
L u(x) o
= llII(l) 78*N+10Nd5x_ u(y).
9B (y)

Para k > 1, temos

(7A)k—l ( )82k—N—1

lim (—A)"*lu(x)wdsx = —lim

P 5—dSx
HoaBg(y) n 8—>OBB€ (-, " i1(2i=2p)) 0N
g2k=2 (A u(x)
- }Ho _9 2 / ENflGN de
(Hz =p— k—H( p)) IBe(y)
= lim Ce* 2 = 0.
=0
Portanto, )
.2 B A)P*¢
lim y° / (=) () 2580 1 as, = —u(y)
e=0,=) (91‘]
a aBs(y)

O

Corolario 5. Se p € N, N >2p, Ve = Q\B¢(y) e ¢ é a solugdo fundamental de (—A)Pu, temos que:

_ APk
/ 6(~A) udx— Z { [t 2 ey

=1

o (B.16)
AA)u |
- / T(X)(_A) ¢ (x,y)dSx
aIQ
Prova: Basta aplicar o Lema 22 na equacgio (B.10).
0

Da mesma maneira, para cada y fixo, escolhendo f(x) = u(x) e g(x) = H(x,y), em que H é uma
fun¢do que satisfaz (—A,)?H (x,y) = 0, como antes. Temos
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Ou, equivalentemente,

AV,
0= [y -ayutas+ Y, [TE -y tatyas,
Q =lia

i d(—A)P~*H

- Z /(—A)klu(x)(a)
=lia 1
Somando (B.16) e (B.17) e pondo G(x,y) = ¢(x,y) — H(x,y) obtemos

(-4 *G

) = [ Gl -8yt ¥ [ -aptun 2o
Q =lia

B )4 a(—A)kille ok e v\d
k;aéan (3)(~A)" G x.)ds,

(=8 'G(x,y)
an

:/G(X7Y)(—A)p”(x)dx_ i /(—A)pk”(x)a
o =150

AR
Zaé Sn )-8/ G(x s

(x,y)dS,.

B.17)

(B.18)
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