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Resumo

Nessa dissertação introduziremos o conceito de potenciais em álgebras de
caminhos completas de um quiver e mutação de quivers com potenciais. Es-
tudaremos o ideal Jacobiano e a álgebra Jacobiana de um potencial, bem
como o efeito de mutações na álgebra de caminhos.

Palavras-chave: Quivers, Álgebra de Caminhos, Potenciais, Ideal
Jacobiano, Álgebra Jacobiana, Mutação.
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Abstract

In this thesis we introduce the concepts of potentials in the complete path
algebra of a quiver and mutations of quivers with potentials. We study the
Jacobian ideal and the Jacobian algebra of a potential, as well as the effect
of mutations on the path algebra.

Keywords: Quivers, Path Algebra, Potentials, Jacobian ideal,
Jacobian algebra, Mutation.
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Capítulo 1

Introdução

Um quiver é um grafo orientado, que para nós será sempre finito. Ou seja,
um quiver é um grafo orientado com um número finito de vértices e setas.
O estudo de representações de quivers proporcionou uma grande revolução
na teoria de representações de álgebras de dimensão finita (veja [10], [3],
[2]). Por exemplo, o celebrado teorema de Gabriel, que pode ser encontrado
em [4], classifica os diagramas de Dynkin como sendo os únicos quivers com
tipo de representação finito. E no estudo de matrix problems, que podem ser
interpretados na linguagem de quivers, surgiu a classificação de álgebras em
álgebras de tipo “selvagens” e “mansas” (veja [7]).

A operação demutação de quivers aparece em vários contextos, por exem-
plo - numa versão preliminar - em [4] na demonstração do teorema de Gabriel
mencionado acima; no estudo de Álgebras de Cluster, que são um tipo de ál-
gebras comutativas introduzidas por Sergey Fomin e Andrei Zelevinsky na
década de 2000 (veja por exemplo [11], [8],[6]); e no estudo de equivalência -
derivada - de categorias trianguladas como feito, por exemplo, em [9].

Nessa dissertação apresentaremos a álgebra de caminhos completa de um
quiver. Estamos particularmente interessados em estudar álgebras de cami-
nhos de quivers finitos que possuem ciclos. De uma forma simples, podemos
descrever a álgebra de caminhos completa de um quiver como sendo a álge-
bra de caminhos onde permitimos combinações lineares infinitas de caminhos.
Topologicamente, a álgebra de caminhos completa é a álgebra topológica ob-
tida pelo completamento da álgebra de caminhos. Um fato bastante agradá-
vel é que os homomorfismos - em particular, automorfismos - de álgebras de
caminhos completas que estamos mais interessados são naturalmente contí-
nuos em relação a topologia que introduziremos, ou seja, são homomorfismos
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de álgebras topológicas, dessa forma a estrutura topológica da álgebra de
caminhos é uma ferramenta disponível “sem custo algum”.

Dentro da álgebra de caminhos completa, os potenciais, elementos forma-
dos por combinações lineares - possivelmente infinitas - de ciclos são objetos
centrais na nossa investigação. No capítulo (5) apresentaremos os conceitos
de derivada, Ideal Jacobiano e Álgebra Jacobiana de um potencial. Para
nós, dois potenciais são “essencialmente iguais” - diremos que são potenciais
ciclicamente equivalentes - quando tiverem, basicamente, ideais e álgebras
Jacobianas iguais. Durante toda a nossa investigação não faremos distin-
ção entre potenciais ciclicamente equivalentes. Assim, fixado um potencial,
é bastante natural se perguntar quando podemos substituí-lo por outro po-
tencial ciclicamente equivalente mais adequado às nossas necessidades. Isto
nos leva a noção de equivalência de quivers com potenciais. Uma ferramenta
que usaremos com frequência é o teorema (5.14), que afirma que todo quiver
com potencial pode ser decomposto, de uma forma essencialmente única, na
soma direta de um quiver com potencial trivial e um quiver com potencial
reduzido.

No capítulo (6), inspirados na operação de mutação de um quiver, intro-
duzimos a operação de mutação de um quiver com potencial. No capítulo (7),
investigaremos como a operação de mutação afeta a álgebra Jacobiana. Por
fim, mostraremos que a classe de quivers com potenciais que possui álgebra
Jacobiana de dimensão finita, e a classe de quivers com potenciais reduzidos,
são invariantes pela operação de mutação.

Os conceitos apresentados nessa dissertação foram originalmente intro-
duzidos por H. Derksen, J. Weyman e A. Zelevinsky no artigo [5]. Alguns
dos teoremas utilizados nessa dissertação encontram-se demonstrados no ar-
tigo [5], e algumas demonstrações, por serem bastante longas e engenhosas
foram omitidas aqui. Neste caso a abordagem adotada aqui foi deixar claro
o conteúdo do teorema e a ideia da sua demonstração através de exemplos.

6



Capítulo 2

Preliminares

2.1 Espaços Topológicos
Todas as afirmações dessa seção, bem como as devidas justificativas, podem
ser encontradas em [1].

Um espaço topológico é um par (X, τ) onde X é um conjunto e τ é uma
família de subconjuntos de X tal que

T1 ∅ ∈ τ e X ∈ τ .

T2 Se U1 ∈ τ e U2 ∈ τ , então U1 ∩ U2 ∈ τ .

T3 Se τ ′ ⊂ τ , então
⋃
A∈τ ′

A ∈ τ .

A topologia τ formada por todos os subconjuntos do conjunto X é chamada
de topologia discreta.

Os elementos de τ são chamados de conjuntos abertos e a família τ é dita
uma topologia em X. Se o conjunto aberto U ⊂ X contém x ∈ X dizemos
que U é uma vizinhança de x. Um subconjunto A ⊂ X é aberto se, e somente
se, para todo a ∈ A existe alguma vizinhança V de a tal que a ∈ V ⊂ A.

Um subconjunto F ⊂ X é dito fechado se X \F é aberto. O fecho de um
conjunto F ⊂ X, denotado F , é a interseção de todos os conjuntos fechados
que contém F . O fecho de um conjunto é um conjunto fechado. Um elemento
x ∈ X pertence ao fecho F se, e somente se, para toda vizinhança V de x
temos V ∩ F 6= ∅.

Um elemento x ∈ (X, τ) é dito limite de uma sequência x1, x2, ... de
pontos de X se para toda vizinhança V de x existe n0 ∈ N tal que para todo
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n ≥ n0 temos xn ∈ V . Em termos de limites, temos que x ∈ F se, e somente
se, x é limite de uma sequência de pontos de F .

Um espaço topológico (X, τ) é dito Hausdorff se para quaisquer x, y ∈ X
existem vizinhanças Vx, Vy de x e y tais que Vx∩Vy 6= ∅. Limites de sequências
são únicos em espaços Hausdorff.

Dizemos que B ⊂ τ é uma base para o espaço topológico (X, τ) se todo
subconjunto aberto não vazio de X pode ser escrito como uma união de
elementos de B. Toda base B de um espaço topológico tem as seguintes
propriedades:

B1 Para todos U1, U2 ∈ B e todo x ∈ U1 ∩ U2 existe U ∈ B tal que
x ∈ U ⊂ U1 ∩ U2.

B2 Para todo x ∈ X existe U ∈ B tal que x ∈ U .

Considere X um conjunto qualquer e F uma família de subconjuntos de
X com as propriedades B1 e B2 acima. Seja λ a família de subconjuntos
de X formada por uniões arbitrarias de elementos de F . Assim (X,λ) é um
espaço topológico com base F . A topologia λ é chamada de topologia gerada
pela base F .

Sejam (X1, τ1) e (X2, τ2) espaços topológicos. No produto cartesiano X =
X1 × X2 considere a família F de subconjuntos formada por elementos da
forma U1×U2 onde Ui ∈ τi, i = 1, 2. A família F (que possui as propriedades
B1 e B2) é base de uma topologia em X chamada de topologia produto.

Uma família B(x) de subconjuntos de X é dita uma base de vizinhanças
de x ∈ X se todo elemento de B(x) é uma vizinhança de x, e toda vizinhança
de x contém um elemento de B(x). Se para cada x ∈ X é dada uma base
B(x) de (X, τ) em x, então a união B = ∪x∈XB(x) é uma base para (X, τ).

Seja (X, τ) um espaço topológico e suponha que para todo x ∈ X temos
uma base B(x) de (X, τ) em x. A coleção {B(x)}x∈X é chamada de sistema
de vizinhanças para o espaço topológico (X, τ). Todo sistema de vizinhanças
{B(x)}x∈X tem as seguintes propriedades:

S1 Para todo x ∈ X, B(x) 6= ∅ e para todo U ∈ B(x), x ∈ U .

S2 Se x ∈ U ∈ B(y), então existe V ∈ B(x) tal que V ⊂ U .

S3 Para quaisquer U1, U2 ∈ B(x) existe U ∈ B(x) tal que U ⊂ U1 ∩ U2.

8



Seja X um conjunto qualquer e {F (x)}x∈X uma coleção de famílias de
subconjuntos de X que satisfaz as condições S1,S2 e S3 acima. Seja τ a
família de subconjuntos de X que são uniões de subfamílias de ∪x∈XF(x).
Dessa forma, τ é uma topologia em X e a coleção {F (x)}x∈X é um sistema
de vizinhanças do espaço topológico (X, τ). A topologia τ é chamada de
topologia gerada pelo sistema de vizinhanças {F (x)}x∈X .

Uma função f : X → Y entre espaços topológicos é dita contínua no
ponto x ∈ X se para toda vizinhança V de f(x) ∈ Y existe uma vizinhança
U de x ∈ X tal que f(U) ⊂ Y (ou, equivalentemente, f−1(V ) é vizinhança
de x em X). A função f é dita contínua se for contínua em todo ponto
x ∈ X. Uma função contínua que possui inversa também contínua é dita um
homemomorfismo.
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2.2 Álgebras Topológicas
Todas as afirmações dessa seção encontram-se justificadas com maiores de-
talhes em [1].

Um grupo abeliano G aditivo é dito um grupo topológico se temos definido
no conjunto G uma topologia tal que as operações:

G×G→ G G→ G

(a, b) 7→ a+ b a 7→ −a

são funções contínuas.
Um anel A é dito um anel topológico se A é um grupo topológico onde a

operação:

A× A→ A

(a, b) 7→ ab

é uma função contínua.
Um corpo K é dito um corpo topológico se K é um anel topológico onde

a operação:

K \ {0} → K

a 7→ a−1

é uma função contínua.
Seja A um anel topológico. O A-módulo à esquerda M é dito um A-

módulo topológico à esquerda se M é um grupo topológico onde a operação:

A×M →M

(a,m) 7→ am

é uma função contínua. Analogamente definimos A-módulos topológicos à
direita.

Seja A um grupo topológico. É fácil ver que as funções ϕa, ϕ : A → A
definidas por ϕa(x) = x+ a,ϕ(x) = −x são homeomorfismos. Portanto, para
quaisquer a, b ∈ A, ψ = ϕb−a é um homeomorfismo A→ A tal que ψ(a) = b.
Assim, para verificar uma propriedade topológica local de um grupo abeliano
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topológico basta verificar para algum elemento a ∈ A, geralmente escolhemos
a = 0. Usando os homeomorfismos ϕ, ϕa, podemos mostrar que para todo
subconjunto B ⊂ A são equivalentes:

1. B é aberto (fechado);

2. −B é aberto (fechado);

3. B + a é aberto (fechado).

Do item (3) acima temos, por exemplo, que U ⊂ A é vizinhança de a ∈ A se,
e somente se, U−a é vizinhança de zero. Temos também que para quaisquer
subconjuntos B,C ⊂ A, se B é aberto então B + C = ∪c∈C(B + c) é união
de abertos, logo aberto.

Um homomorfismo de grupos abelianos topológicos ϕ : A → A′ é uma
função contínua se, e somente se, ϕ−1(U ′) é uma vizinhança de zero em A
para toda vizinhança U ′ de zero em A′. De fato, se ϕ é contínua então para
toda vizinhança U ′ de zero em A temos que ϕ−1(U ′) é um conjunto aberto
de A. Como ϕ é homomorfismo temos que ϕ(0) = 0, portanto ϕ−1(U ′) é um
aberto de A que contém 0, logo uma vizinhança de zero em A.

Reciprocamente, seja a ∈ A e V ′ vizinhança de ϕ(a) em A′. Assim temos
que V ′ − ϕ(a) é vizinhança de zero em A′, portanto U = ϕ−1(V ′ − ϕ(a)) é
vizinhança de zero em A logo U + a é vizinhança de a em A. Daí temos que
ϕ(U+a) = ϕ(U)+ϕ(a) = ϕ(ϕ−1(V ′−ϕ(a)))+ϕ(a) = V ′−ϕ(a)+ϕ(a) = V ′,
logo ϕ é contínua.

Note que se B′(0) é uma base de vizinhanças de zero em A′ então o
resultado acima vale se trocarmos vizinhanças de zero em A′ por elementos
de B′(0).

Seja B(0) uma base de vizinhanças de zero de um grupo abeliano topoló-
gico A. Temos:

BV1 0 ∈ ∩V ∈B(0)V ;

BV2 Se U, V ∈ B(0) então existe W ∈ B(0) tal que W ⊂ U ∩ V ;

BV3 Para todo U ∈ B(0) existe V ∈ B(0) tal que V + V ⊂ U ;

BV4 Para todo U ∈ B(0) existe V ∈ B(0) tal que −V ⊂ U .

Além disso, para todo a ∈ A temos que B(a) = {a + V ;V ∈ B(0)} é uma
base de vizinhanças do elemento a.
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Se S é um subconjunto de um grupo abeliano topológico A e B(0) é uma
base de vizinhanças de zero, então

S = ∩V ∈B(0)(S + V ).

De fato, seja x ∈ S e V ∈ B(0), vamos mostrar que x ∈ S + V . Tome
V ′ ∈ B(0) tal que −V ′ ⊂ V , assim como x + V ′ é vizinhança de x, e x ∈ S
temos que (x+V ′)∩S 6= ∅. Logo x ∈ S−V ′ ⊂ S+V . Portanto S ⊂ S+V ,
assim S ⊂ ∩V ∈B(0)(S + V ).

Por outro lado, tome y ∈ ∩V ∈B(0)(S + V ) e vamos mostrar que toda
vizinhança de y intersecta S. Para isto, basta mostrar que todo conjunto
da forma y + U com U vizinhança de zero intersecta S, pois pelo que temos
acima {y + V ;V ∈ B(0)} é base de vizinhanças de y, assim toda vizinhança
de y contém uma vizinhança de y da forma y+ V com V ∈ B(0). Seja então
U uma vizinhança de zero em A. Escolha V ∈ B(0) vizinhança de zero tal
que −V ⊂ U . Como y ∈ S + V temos que S ∩ (y + U) ⊃ S ∩ (y − V ) 6= ∅,
logo ∩V ∈B(0)(S + V ) ⊂ S.

Seja B(0) uma base de vizinhanças de zero de um anel topológico R. Nesse
caso, além das propriedades BV1-BV4 citadas acima, temos também:

BV5 Para todo U ∈ B(0) existe V ∈ B(0) tal que V V ⊂ U

BV6 Para todo U ∈ B(0) e qualquer elemento a ∈ A existe V ∈ B(0) tal que
aV ⊂ U e V a ⊂ U .

Seja B uma família de subconjuntos de um anel R tal que B satisfaz as
condições BV1-BV6. Então existe uma única topologia em R tal que R é
um anel topológico e B é uma base de vizinhanças de zeros.

Seja R um anel qualquer e I um ideal de R. Defina

B(a) = {a+ In;n = 1, 2, 3, ...}.

Desta forma, é fácil ver que B(0) é uma família de subconjuntos de R com as
propriedades BV1-BV6 citadas acima. Portanto existe uma única topologia
no conjunto R tal que R é um anel topológico onde as potências do ideal I
são uma base de vizinhanças de zero. Essa topologia é chamada de topologia
I-ádica. A topologia I-ádica é a topologia discreta se, e somente se, o ideal
I é nilpotente.
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Capítulo 3

Quivers e Álgebra de Caminhos

Um quiver Q = (Q0, Q1, h, t) é formado por conjuntos Q0, Q1 e funções
h, t : Q1 → Q0.

• O conjunto Q0 é chamado conjunto dos vértices;

• O conjunto Q1 é chamado conjunto das setas;

• Chamaremos t(i) o ponto inicial (tail) da seta i;

• Chamaremos h(i) o ponto final (head) da seta i.

Nesta dissertação trabalharemos sempre com quivers finitos, isto é, qui-
vers Q = (Q0, Q1, h, t) onde Q0, Q1 são conjuntos finitos.

Representaremos um quiver graficamente por um grafo orientado. Por
exemplo:

2
b

��???????

1

a

@@�������
3.c

oo

No grafo acima 1 a // 2 representa uma seta a do quiver com ponto
inicial t(a) = 1 e ponto final h(a) = 2.

Note que a nossa definição de quiver permite setas do tipo

1a 99

que chamaremos de laços, e também várias setas na mesma direção
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1 2
aoo

b
oo .

Considere fixado um corpo K qualquer, que chamaremos de corpo base.
Dado um quiver Q = (Q0, Q1, h, t) denote por R o K-espaço vetorial

com base {ei|i ∈ Q0}. Podemos definir em R uma estrutura de K-álgebra
comutativa definindo na base o produto eiej = δi,jei, onde δij é o delta de
Kronecker:

δi,j =

{
1 i = j

0 i 6= j

Chamamos R de espaço gerado pelos vértices.
Denote por A o K-espaço vetorial com base o conjunto das setas Q1,

chamamos A de espaço das setas. Podemos definir em A uma estrutura de
R-bimódulo pondo eia = δi,h(a)a e aei = aδi,t(a), onde ei ∈ R e a ∈ A.

Todo R-bimódulo de dimensão finita pode ser descrito como o espaço de
setas de algum quiver. Em outras palavras, se Q0 é um conjunto de vértices
e B é um R-bimódulo de dimensão finita, então existe um conjunto de setas
Q1 tal que B é isomorfo, como R-bimódulo, ao espaço das setas do quiver
Q = (Q0, Q1, h, t). De fato, como os elementos ei, i ∈ Q0, formam uma base
de idempotentes de R, o R-bimódulo B tem uma decomposição em soma
direta da forma

B =
⊕
i,j∈Q0

Bi,j

onde Bi,j = eiBej ⊂ B para todo i, j ∈ Q0. Como B tem dimensão finita,
podemos escolher uma K-base de B que é dada por união de bases de cada
componente Bi,j. Nosso conjunto de setas Q1 será essa base de B. Para
a ∈ Q1 definimos h(a) = i, t(a) = j se a ∈ Q1 ∩Bi,j.

Dado um quiver Q com espaço de setas A, para cada d ∈ N denote por
Ad o R-bimódulo

Ad = A⊗R ...⊗R A︸ ︷︷ ︸
d

onde A0 = R.
Definição 3.1. A álgebra de caminhos de um quiver Q é definida como a
álgebra tensorial

R〈A〉 =
∞⊕
d=0

Ad.
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Identificamos o conjunto das setas Q1 com uma base de A de tal forma
que todo a ∈ Q1 pertence a algum componente Aij, como fizemos acima.
Para d ≥ 1, os elementos da forma a1a2...ad tais que t(ai) = h(ai+1) para
i = 1, ..., d − 1, são chamados de caminhos de comprimento d. Note que
esses elementos formam uma base do K-espaço vetorial Ad, chamada de
base de caminhos de Ad. Para cada i ∈ Q0, chamamos ei de caminho de
comprimento zero em i. Note que {ei|i ∈ Q0} é uma base de A0 = R,
chamada de base de caminhos de A0. O conjunto dado pela união de todas
as bases de caminhos de cada componente Ad é chamado de base de caminhos
de R〈A〉. Representamos a1a2...ad no quiver como a sequência de setas que
começa em t(ad) e termina em h(a1).

Note que o produto dos caminhos (a1...ad)(ad+1...ak) é igual a a1...adad+1...ak
se t(ad) = h(ad+1), caso contrário esse produto é igual a zero. Assim temos
que se 0 6= p ∈ Akei e 0 6= q ∈ eiAl para algum vértice i então pq 6= 0.

Definição 3.2. A álgebra de caminhos completa de um quiver Q é definida
por

R〈〈A〉〉 =
∞∏
d=0

Ad.

Assim os elementos de R〈〈A〉〉 são combinações K-lineares, possivelmente
infinitas, de elementos de uma base de caminhos de R〈A〉. Ou seja, todo
x ∈ R〈〈A〉〉 pode ser escrito como x = F (a1, ..., an) onde F é uma série de
potências formais, não comutativas, com coeficientes no corpoK e {a1, ..., an}
é o conjunto de setas do nosso quiver (identificado com uma base de A).
A multiplicação em R〈〈A〉〉 estende a multiplicação de R〈A〉, ou seja, se
x = (xd)d≥0, y = (yd)d≥0 ∈ R〈〈A〉〉 então

xy =
( d∑
k=0

xkyd−k

)
d≥0

.

Exemplo 3.3. Considere o quiver:

1a 99

Nesse caso temos R = K, A = K, portanto a 7→ X induz isomorfismos
R〈A〉 ∼= K[X] e R〈〈A〉〉 ∼= KJXK.
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Um ciclo de comprimento d ≥ 1 é um caminho a1...ad tal que h(a1) =
t(ad). Note que se o quiver Q não possui ciclos então para d suficientemente
grade temos Ad = {0}, pois nossos quivers são finitos. Neste caso temos
R〈〈A〉〉 = R〈A〉 uma álgebra de dimensão finita (um número finito de cami-
nhos).
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Capítulo 4

Álgebra de Caminhos como uma
Álgebra Topológica

Nessa seção vamos definir uma topologia na álgebra de caminhos completa
R〈〈A〉〉. Com essa topologia a álgebra de caminhos completa R〈〈A〉〉 é, o
que na literatura de álgebras topológicas, chamamos de completamento da
álgebra de caminhos R〈A〉. Mas aqui vamos definir diretamente a topologia
em R〈〈A〉〉.

Defina

m = m(A) =
∞∏
d=1

Ad.

É fácil ver que m é um ideal bilateral em R〈〈A〉〉 e que as potencias de m
são dadas por

mn =
∞∏
d=n

Ad.

Consideraremos em R〈〈A〉〉 a estrutura de K-álgebra topológica dada
pela topologia m-ádica, ou seja, é a topologia onde as potências do ideal m
formam um sistema básico de vizinhanças abertas de 0. Assim temos que
para todo subconjunto U ⊂ R〈〈A〉〉 seu fecho U é dado por:

U =
∞⋂
n=0

(U + mn).

Como todo x ∈ R〈〈A〉〉 se escreve como combinação linear (possivelmente
infinita) de uma base de caminhos de R〈A〉 é claro que x ∈ R〈A〉 + mn
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para todo n ≥ 0, portanto temos que R〈A〉 = R〈〈A〉〉, isto é, R〈A〉 é uma
subálgebra densa de R〈〈A〉〉.

A álgebra completa de caminhos R〈〈A〉〉 pode também ser vista como um
D-espaço. Vamos às definições:

Dizemos que um K-espaço vetorial V é um C-espaço se V possui uma fil-
tração {0} = V0 ⊂ V1 ⊂ ... tal que todo Vn tem dimensão finita e V = ∪n≥0Vn.
Para nós C-espaços estão sempre equipados com a topologia discreta, em par-
ticular, o corpo K. Chamamos o dual V ? de um C-espaço V de D-espaço.

Dado um subespaço W ⊂ V denote por W⊥ ⊂ V ? seu complemento
ortogonal, isto é:

W⊥ = {f ∈ V ?; f(W ) = 0}.

Podemos definir uma topologia no espaço vetorial V ? tomando os con-
juntos V ⊥n como um sistema básico de vizinhanças abertas do 0.

Seja (fk)k≥0 uma sequência em V ?. Temos que (fk)k≥0 converge se, e
somente se, para todo v ∈ V a sequência (fk(v))k≥0 estabiliza. De fato, como
para todo v ∈ V existe n tal que v ∈ Vn, temos que se fk → f então para
todo k � 0 temos fk ∈ V ⊥n +f , assim fk = fk,n+f com fk,n ∈ V ⊥n , logo para
todo k � 0 temos fk(v) = f(v) e portanto a sequencia (fk)k≥0 estabiliza.
Reciprocamente, se (fk(v))k≥0 estabiliza para todo v ∈ V então f(v) := fk(v)
para k
gg0, está bem definida. Dessa forma fk → f pois para todo k � 0 temos
fk = 0 + f e 0 ∈ V ⊥n para todo n.

Assim, a álgebra completa de caminhos R〈〈A〉〉 pode ser vista como um
D-espaço em relação ao C-espaço

V =
∞⊕
d=0

(Ad)?

e a filtração é:

Vn =
n−1⊕
d=0

(Ad)? (n ≥ 1).
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De fato, temos

V ? = Hom(
∞⊕
d=0

(Ad)?, K)

∼=
∞∏
d=0

Hom((Ad)?, K)

∼=
∞∏
d=0

((Ad)?)?

∼=
∞∏
d=0

Ad

= R〈〈A〉〉.

Nesse caso temos V ⊥n = mn(A), portanto a topologia de D-espaço de R〈〈A〉〉
coincide com a topologia m-ádica.

Reinterpretando o resultado acima sobre convergência de sequencias em
D-espaços, temos a seguinte proposição de fundamental importância, utili-
zada na demonstração do teorema 4.6 de [5]:

Proposição 4.1. Denote por x(d) a componente de grau d de um elemento
x ∈ R〈〈A〉〉. Uma sequência (xn)n∈N de elementos de R〈〈A〉〉 é convergente
se, e somente se, para todo d ≥ 0 a sequência (x

(d)
n )n∈N estabiliza quando

n→∞. Se (xn)n∈N converge então lim
n→∞

xn =
(

lim
n→∞

x
(d)
n

)
d≥0

.

Toda série de potências em um número finito de variáveis não comutativas
com coeficientes em R avaliada em elementos de m determina um elemento
bem definido de R〈〈A〉〉. Em outras palavras, fixados m1, ...,mn ∈ m temos
um homomorfismo de avaliação R〈〈X1, ..., Xn〉〉 → R〈〈A〉〉. Vamos usar esse
fato para mostrar que m é o único ideal bilateral maximal de R〈〈A〉〉 que não
tem interseção não nula com R.

De fato, como todo ideal está contido em um ideal maximal, basta mostrar
que o ideal gerado por um elemento x ∈ R〈〈A〉〉 \ m intersecta R. Assim,
suponha que x = c + y onde c ∈ R é não nulo e y ∈ m. Como eixei =
αei+eiyei, para algum α ∈ K, está contido no ideal (bilateral) gerado por x,
é suficiente provar nossa afirmação supondo c = ei e eiy = yei = y para algum
i ∈ Q0. Considere a série de potências (ei +X)(ei−X +X2−X3 + ...) com
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coeficientes em R. Assim temos que (ei+X)(ei−X+X2−X3 + ...) ∈ RJXK
avaliado em y nos dá (ei+y)(ei−y+y2−y3 + ...) = ei ∈ R, como queríamos.

Suponha que
ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉

é um automorfismo tal que ϕ|R = idR. Daí, para r ∈ R, temos que

r = ϕ−1(ϕ(r)) = ϕ−1(r)

logo ϕ−1|R = idR. Como ϕ, ϕ−1 são isomorfismos, temos que ϕ(m) é ideal
bilateral maximal de R〈〈A〉〉. Além disso, se x ∈ ϕ(m)∩R então existe y ∈ m
tal que x = ϕ(y) ∈ R, daí ϕ−1(x) = x = ϕ−1(ϕ(y)) = y ∈ R, logo 0 = y = x,
assim segue da observação acima ( m ∩R = {0}) que ϕ(m) = m. Portanto o
ideal m é invariante por automorfismos de R〈〈A〉〉 que fixam R.

Assim temos que ϕ(mn) ⊂ mn para todo n ≥ 0, de onde segue que ϕ é
contínuo em relação a topologia m-ádica em R〈〈A〉〉.

As mesmas ideias mostram que se A,A′ são R-bimódulos de dimensão
finita e

ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉

é homomorfismo tal que ϕ|R = idR então ϕ manda m(A) em m(A′), daí ϕ
será contínuo. Assim ϕ fica unicamente determinado pela sua ação em A.
A restrição de ϕ a A é um homomorfismo de R-bimódulos A → m(A′) =
A′⊕m(A′)2. Denotamos ϕ|A por (ϕ(1), ϕ(2)) onde ϕ(1) : A→ A′ e ϕ(2) : A→
m(A′)2 são homomorfismos de R-bimódulos.

Proposição 4.2. Todo par (ϕ(1), ϕ(2)) de homomorfismos de R-bimódulos
ϕ(1) : A→ A′, ϕ(2) : A→ m(A′)2 induz um único homomorfismo de álgebras
topológicas ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉 tal que ϕ|R = id e ϕ|A = (ϕ(1), ϕ(2)).
Além disso, ϕ é um isomorfismo se, e somente se, ϕ(1) é isomorfismo de
R-bimódulos A→ A′.

Demonstração. A unicidade é clara, pois pelo que vimos anteriormente ϕ fica
determinado por ϕ|A = (ϕ(1), ϕ(2)). Vamos agora mostrar a existência, supo-
nha que {a1, ..., an} ⊂ A = A1 é o conjunto de setas em A. Todo elemento
x ∈ R〈〈A〉〉 pode ser escrito como uma combinação K-linear possivelmente
infinita de elementos de uma base de caminhos de R〈A〉, assim podemos
expressar x = F (a1, ..., an) como uma série de potências não comutativas.
Portanto utilizando o homomorfismo de avaliação já mencionado, podemos
definir o homomorfismo ϕ(x) = F (ϕ(1)(a1) +ϕ(2)(a1), ..., ϕ

(1)(an) +ϕ(2)(an)).
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Suponha que ϕ é um isomorfismo e considere sua inversa ψ. Assim ψ
é tal que ψ|R = id, pois ei = ψ(ϕ(ei)) = ψ(ei). Logo, pelo que vimos,
ψ|A = (ψ(1), ψ(2)) determina ψ. É direto verificar que ϕ(1) : A → A′ e
ψ(2) : A′ → A são inversas uma da outra, logo ϕ(1) é isomorfismo de R-
bimódulo.

Suponha que ϕ(1) é isomorfismo, vamos construir uma inversa para ϕ.
Como ϕ(1) é isomorfismo podemos identificar A com A′ e supor que ϕ é o
homomorfismo identidade. Vamos ordenar a base de caminhos de R〈A〉 da
seguinte maneira: Primeiro escolha uma ordem para os caminhos de com-
primento 0, depois para os caminhos de comprimento 1, e assim por diante.
Depois, disponha nessa ordem, os caminhos de comprimento 0, depois os
caminhos de comprimento 1 e assim por diante. Agora construa uma matriz
(infinita) para ϕ da mesma forma que construímos matrizes de aplicações li-
neares: Aplique ϕ nos elementos da base e disponha o “vetor” coordenada na
coluna de uma matriz. A matriz que obtemos assim para ϕ é uma matriz (in-
finita) com entradas em K, triangular inferior, com a diagonal formada por
1. Essa matriz é claramente invertível, isto é, existe uma matriz da mesma
forma tal que o produto (bilateral) é a matriz identidade. Assim temos que
ϕ é isomorfismo.

Definição 4.3. Seja ϕ o automorfismo de R〈〈A〉〉 correspondente ao par
(ϕ(1), ϕ(2)) como na proposição (4.2) acima. Se ϕ(2) = 0 então dizemos que
ϕ é uma mudança de setas. Se ϕ(1) é o automorfismo identidade de A,
dizemos que ϕ é um automorfismo unitriangular, além disso, dizemos que ϕ
tem profundidade d ≥ 1, se ϕ(2)(A) ⊂ md+1.

Automorfismos unitriangulares tem a seguinte propriedade:

Se ϕ é automorfismo unitriangular de R〈〈A〉〉 de profundidade d, então
ϕ(u)− u ∈ mn+d para u ∈ mn.

De fato, basta mostrar para caminhos. Seja u = a1a2...an um caminho
de comprimento n. Assim temos por definição:

ϕ(u) = ϕ(a1a2...an)

= (ϕ(1)(a1) + ϕ(2)(a1))...(ϕ
(1)(an) + ϕ(2)(an))

= (a1 + ϕ(2)(a1))...(an + ϕ(2)(an))

portanto o caminho de menor comprimento que aparece em ϕ(u) − u tem
comprimento (n− 1) + (d+ 1) = n+ d, pois ϕ(2)(ai) ∈ md+1 para 1 ≤ i ≤ n.
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Capítulo 5

Potenciais

Fixada uma base de caminhos em R〈A〉 temos que o espaço Ad pode ser
escrito como uma soma direta

Ad =
⊕
i,j∈Q0

Adi,j

onde Adi,j é gerado pelos caminhos de comprimento d que vão do vértice j ao
vértice i, isto é, pelos elementos da forma a1...ad com h(a1) = i e t(ad) = j.

Para cada d ≥ 1 definimos a parte cíclica de Ad como sendo

Adcyc =
⊕
i∈Q0

Adi,i.

Assim Adcyc é gerado pelos elementos da forma a1...ad com h(a1) = t(ad), os
ciclos de comprimento d.

Definimos ainda o subespaço R〈〈A〉〉cyc ⊂ R〈〈A〉〉 por

R〈〈A〉〉cyc =
∞∏
d=1

Adcyc.

Os elementos de R〈〈A〉〉cyc são chamados de potenciais.
Para cada funcional linear ξ ∈ A? definimos a derivada cíclica

∂ξ : R〈〈A〉〉cyc → R〈〈A〉〉

que é uma aplicação K-linear definida na base de caminhos por

∂ξ(a1...ad) =
d∑

k=1

ξ(ak)ak+1...ada1...ak−1.
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Lembre-se que numa base de caminhos nós identificamos o conjunto de
setas Q1 com uma base de A. Assim podemos identificar Q?

1 = {a?; a ∈ Q1}
com a base dual de Q1 em A?. Desta forma, vamos usar ∂a para denotar ∂a? .

A cada potencial S ∈ R〈〈A〉〉 associamos seu ideal Jacobiano, denotado
por J(S), como sendo o fecho do ideal bilateral em R〈〈A〉〉 gerado pelos
elementos da forma ∂ξ(S) para todo ξ ∈ A?. O fecho de todo ideal bilateral
de R〈〈A〉〉 é ainda um ideal bilateral (de fato, se I é ideal bilateral então
a ∈ I se, e somente se, a ∈ I + m(A)n para todo n ≥ 0), portanto o ideal
Jacobiano de um potencial é de fato um ideal bilateral.

O quociente
R〈〈A〉〉/J(S)

é chamada de álgebra Jacobiana de S e será denotado por P(A, S).

Exemplo 5.1. Considere o seguinte quiver com um vértice e 3 laços

1x 99 y
yy

z

��

Assim temos que R〈〈A〉〉 é isomorfa a álgebra de série de potências formais
não comutativas K〈〈x, y, z〉〉. Considere agora o potencial S = xyz − yxz.
Assim temos:

∂x(S) = yz − zy
∂y(S) = zx− xz
∂z(S) = xy − yx

Portanto J(S) é o fecho do ideal gerado por yz − zy, zx− xz, xy − yx. Daí
temos que

P(A, S) = R〈〈A〉〉/J(S) ∼= K〈x, y, z〉/(yz−zy, zx−xz, xy−yx) ∼= KJx, y, zK.

A álgebra Jacobiana P(A, S) é isomorfa à álgebra de potências formais co-
mutativas KJx, y, zK.

Definição 5.2. Dois potenciais S e S ′ são ditos ciclicamente equivalentes se
S − S ′ pertence ao fecho do K-subespaço de R〈〈A〉〉 gerado pelos elementos
da forma a1...ad − a2...ada1, onde a1...ad é um ciclo.

Note que se a1a2...ad é um ciclo então ∂ξ(a1a2...ad) = ∂ξ(a2...ada1). Assim,
se S, S ′ são potenciais ciclicamente equivalentes temos que ∂ξ(S − S ′) = 0
logo ∂ξ(S) = ∂ξ(S

′), daí segue a seguinte proposição:
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Proposição 5.3. Se dois potenciais S e S ′ são ciclicamente equivalentes
então ∂ξ(S) = ∂ξ(S

′) para todo ξ ∈ A?, portanto J(S) = J(S ′) e P(A, S) =
P(A, S ′).

Definição 5.4. Seja U uma K-álgebra topológica. Dados u, v ∈ U , o comu-
tador de u e v é o elemento uv − vu ∈ U . O traço de U , Tr(U), é definido
por Tr(U) = U/{U,U} onde {U,U} é o fecho do K-subespaço gerado pelos
comutadores de U . Denotamos por π = πU : U → Tr(U) a projeção canônica.

Sejam S, S ′ dois potenciais. Então πR〈〈A〉〉(S) = πR〈〈A〉〉(S
′) se, e somente

se, S − S ′ ∈ {R〈〈A〉〉, R〈〈A〉〉}. Ou seja, o potencial dado pela diferença
S − S ′ está no fecho do subespaço gerado pelos elementos da forma uv− vu,
em outras palavras, S e S ′ são ciclicamente equivalentes. Assim temos a
proposição:

Proposição 5.5. Dois potenciais S e S ′ são ciclicamente equivalentes se, e
somente se, πR〈〈A〉〉(S) = πR〈〈A〉〉(S

′). Assim o ideal Jacobiano e a álgebra Ja-
cobiana de um potencial S depende somente da imagem de S em Tr(R〈〈A〉〉).

Exemplo 5.6. Considere o quiver

1
a // 2
b

oo

Assim temos que os potenciais de R〈〈A〉〉 são as combinações K-lineares
(possivelmente infinitas) dos elementos da forma (ab)n e (ba)n para n ≥ 1.

Como (ab)n e (ba)n são claramente ciclicamente equivalentes temos que
∂a((ab)

n) = ∂a((ba)n). Calculando a partir da definição, para n ≥ 1, temos

∂a((ab)
n) =

n∑
k=1

a?(a)b(ab)n−1 +
n∑
k=1

a?(b)a(ba)n−1

=
n∑
k=1

b(ab)n−1

= nb(ab)n−1.

Analogamente temos que ∂b((ab)n) = ∂b((ba)n) = na(ba)n−1 para n ≥ 1.
Como todo potencial é da forma

S =
∞∑
n=1

(αn(ab)n + βn(ba)n)
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e ab é ciclicamente equivalente a ba, o potencial S é ciclicamente equivalente
a

S ′ =
∞∑
n=1

(αn + βn)(ab)n,

pois

S − S ′ =
∞∑
n=1

(αn(ab)n + βn(ba)n)−
∞∑
n=1

(αn + βn)(ab)n

=
∞∑
n=1

βn((ab)n − (ba)n).

Assim, a menos de equivalência, todo potencial é da forma
∞∑
n=1

αn(ab)n (αn ∈ K).

Se um homomorfismo

ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉

é tal que ϕ|R = idR e a ∈ A, então ϕ(a) = ϕ(eh(a)aet(a)) = eh(a)ϕ(a)et(a), logo
ϕ leva potenciais em potenciais.

Proposição 5.7. Todo isomorfismo de álgebras

ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉

tal que ϕ|R = id, manda J(S) em J(ϕ(S)), induzindo um isomorfismo de
álgebras Jacobianas P(A, S)→ P(A′, ϕ(S)).

Demonstração. Para demonstrar o teorema vamos antes desenvolver um for-
malismo que nos ajudará a enxergar melhor expressões do tipo ∂ξ(fg) e
∂ξ(ϕ(S)). Defina

R〈〈A〉〉⊗̂R〈〈A〉〉 =
∏
d,e≥0

(Ad ⊗K Ae)

e a aplicação K-linear

∆ξ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉⊗̂R〈〈A〉〉
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dada por ∆ξ(e) = 0 para e ∈ R = A0, e

∆ξ(a1...ad) =
d∑

k=1

ξ(ak)a1...ak−1 ⊗ ak+1...ad

para todo caminho a1....ad de comprimento d ≥ 1.
Defina também a aplicação K-bilinear

� : (R〈〈A〉〉⊗̂R〈〈A〉〉)×R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉

dada por
((u⊗ v), g) 7→ vgu.

Assim para f ∈ R〈〈A〉〉i,j, g ∈ R〈〈A〉〉j,i e ξ ∈ A? temos que

∂ξ(fg) = ∆ξ(f)�g + ∆ξ(g)�f.

De fato, valendo-se da linearidade é suficiente mostrar para f = a1...ad, g =
ad+1...ad+s com fg um ciclo. Note que

∂ξ(fg) = ∂ξ(a1...ad+s)

=
d+s∑
k=1

ξ(ak)ak+1...ad+sa1...ak−1

=
d∑

k=1

ξ(ak)ak+1...ad+sa1...ak−1 +
d+s∑

k=d+1

ξ(ak)ak+1...ad+sa1...ak−1.

Por outro lado, calculando ∆ξ(f)�g temos

∆ξ(f)�g = ∆ξ(a1...ad)�ad+1...ad+s

= (
d∑

k=1

ξ(ak)a1...ak−1 ⊗ ak+1...ad)�ad+1...ad+s

=
d∑

k=1

ξ(ak)ak+1...adad+1...ad+sa1...ak−1

que é o primeiro somatório obtido na expressão de ∂ξ(fg) acima. Calculando
∆ξ(g)�f analogamente obtemos o segundo somatório e portanto o resultado
que queremos.
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Note que iterando o resultado acima temos a seguinte formulação um
pouco mais geral: Para qualquer sequência de vértices i1, ..., id, id+1 = i1 e
f1, ..., fd tais que fk ∈ R〈〈A〉〉ik,ik+1

, temos

∂ξ(f1...fd) =
d∑

k=1

∆ξ(fk)�(fk+1...fdf1...fk−1). (5.1)

Agora vamos mostrar que para ϕ dado como no enunciado do teorema e S
um potencial temos que

∂ξ(ϕ(S)) =
∑
a∈Q1

∆ξ(ϕ(a))�ϕ(∂a(S)). (5.2)

Novamente, por linearidade basta mostrar para o caso onde S = a1...ad é um
ciclo.

∂ξ(ϕ(S)) =
d∑

k=1

∆ξ(ϕ(ak))�(ϕ(ak+1)...ϕ(ad)ϕ(a1)...ϕ(ak−1))

=
d∑

k=1

∆ξ(ϕ(ak))�ϕ(ak+1...ada1...ak−1)

=
∑
a∈Q1

∆ξ(ϕ(a))�ϕ(
∑
k:ak=a

ak+1...ada1...ak−1)

=
∑
a∈Q1

∆ξ(ϕ(a))�ϕ(∂a(S))

A primeira igualdade acima vem de (5.1). O termo
∑

k:ak=a
ak+1...ada1...ak−1

na terceira igualdade acima significa que esse somatório tem tantos termos
quantas vezes a seta a aparecer em S (por exemplo, se S = baba então∑

ak=a
baba = bab+ bab,

∑
ak=c

baba = 0). A última igualdade vem direto da
definição de ∂a.

Agora estamos prontos para demonstrar a proposição. Por (5.2) temos
que ∂ξ(ϕ(S)) pertence ao ideal gerado pelos elementos da forma ϕ(∂a(S))
(pois é soma de produtos onde aparece o termo ϕ(∂a(S))) com a ∈ Q1, logo
∂ξ(ϕ(S)) pertence a ϕ(J(S)), daí temos a inclusão

J(ϕ(S)) ⊂ ϕ(J(S)).
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Da mesma forma, para o homomorfismo inverso ϕ−1 e o potencial ϕ(S) temos

J(S) = J(ϕ−1(ϕ(S))) ⊂ ϕ−1(J(ϕ(S))).

Aplicando ϕ a ambos os lados temos

ϕ(J(S)) ⊂ J(ϕ(S)).

Portanto ϕ(J(S)) = J(ϕ(S)).
Assim ϕ induz um homomorfismo P(A, S)→ P(A′, ϕ(S)). Analogamente

ϕ−1 induz um homomorfismo P(A′, ϕ(S))→ P(A, S). Esses homomorfismos
induzidos são claramente inversos um do outro. Assim P(A, S) e P(A′, ϕ(S))
são isomorfas.
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5.1 Quivers com Potenciais
Suponha que Q é um quiver com espaço das setas A e S ∈ R〈〈A〉〉cyc é
um potencial. Dizemos que o par (A, S) é um quiver com potencial (ou
simplesmente, um QP) se temos o seguinte:

O quiver Q não possui laços: Aii = 0 para todo vértice i ∈ Q0. (5.3)

O potencial S não possui ciclos distintos ciclicamente equivalentes. (5.4)

Definição 5.8. Sejam (A, S) e (A′, S ′) QPs no mesmo conjunto de vértices
Q0. Dizemos que (A, S) e (A′, S ′) são QPs equivalentes à direita (ou simples-
mente QPs equivalentes) se existir um isomorfismo de álgebras ϕ : R〈〈A〉〉 →
R〈〈A′〉〉 tal que ϕ|R = id e ϕ(S) é um potencial ciclicamente equivalente a
S ′.

Agora vamos fazer alguns comentários em relação a definição acima. Se
o homomorfismo ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉 é tal que ϕ|R = idR e S, S ′ são
potenciais ciclicamente equivalentes em R〈〈A〉〉 então ϕ(S), ϕ(S ′) serão cicli-
camente equivalentes em R〈〈A′〉〉 (de fato pela proposição (5.5), como S, S ′
são ciclicamente equivalentes temos que eles tem a mesma imagem no traço
de R〈〈A〉〉 o que implica que ϕ(S), ϕ(S ′) terão a mesma imagem no traço de
R〈〈A′〉〉). Em outras palavras, ϕ leva potenciais equivalentes em potenciais
equivalentes. Daí temos que a composição e o inverso de equivalências de
QPs são ainda equivalências. Portanto de fato equivalência de QPs é uma
relação de equivalência. Note ainda que pela proposição (4.2) se ϕ é um iso-
morfismo de álgebras então A e A′ são isomorfos como R-bimódulos, portanto
enquanto trabalhando a menos de equivalência de QPs podemos supor que
A = A′, ou seja, que ϕ é um automorfismo de R〈〈A〉〉. Cometendo os abusos
mencionados, uma equivalência do QP (A, S) é um automorfismo de R〈〈A〉〉
que fixa R e leva o potencial S em um potencial ciclicamente equivalente.

Já vimos que potenciais ciclicamente equivalentes possuem o mesmo ideal
Jacobiano e a mesma álgebra Jacobiana. Portanto se ϕ é uma equivalência
entre os QPs (A, S), (A′, S ′) então pela proposição (5.7) temos o isomorfismo
de ideais Jacobianos J(S) ∼= J(ϕ(S)) = J(S ′) e o isomorfismo de álgebras
Jacobianas P(A, S) ∼= P(A′, ϕ(S)) = P(A′, S ′).

Se (A, S) e (A′, S ′) são dois QPs no mesmo conjunto de vértices então
podemos formar sua soma direta (A, S)⊕ (A′, S ′) = (A⊕ A′, S + S ′).
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Se o potencial S é tal que S ∈ A2 então seu ideal Jacobiano J(S) é igual
ao fecho do ideal gerado pelo subespaço

∂S = {∂ξ(S)|ξ ∈ A?} ⊂ A.

Definição 5.9. Um QP (A, S) é dito trivial se S ∈ A2 e ∂S = A. Ou
equivalentemente, se S ∈ A2 e P(A, S) = R.

A próxima proposição justifica o adjetivo trivial na definição acima, de
certa forma um QP trivial é irrelevante.

Proposição 5.10. Seja (A, S) um QP arbitrário e (C, T ) um QP trivial.
Então a inclusão canônica

R〈〈A〉〉 → R〈〈A⊕ C〉〉

induz um isomorfismo de álgebras Jacobianas

P(A, S)→ P(A⊕ C, S + T ).

Demonstração. Denote por L o fecho do ideal bilateral em R〈〈A⊕C〉〉 gerado
pelas setas de C. Portanto L, por ser ideal, é formado pelas combinações
lineares de caminhos que contém pelo menos uma seta de C, como L é (por
definição) fechado, L contém inclusive as combinações lineares infinitas de
caminhos cujo pelo menos uma seta pertence a C. Feito essas observações,
fica claro que podemos decompor

R〈〈A⊕ C〉〉 = R〈〈A〉〉 ⊕ L

e também
J(S + T ) = J(S)⊕ L

onde o ideal J(S) é tomado em R〈〈A〉〉. Assim temos que

P(A⊕ C, S + T ) = R〈〈A⊕ C〉〉/J(S + T )

= (R〈〈A〉〉 ⊕ L)/(J(S)⊕ L)
∼= R〈〈A〉〉/J(S)

= P(A, S).
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Definição 5.11. Seja (A, S) um QP. Denotaremos por S(2) ∈ A2 os com-
ponentes homogêneos de grau 2 de S. Dizemos que (A, S) é reduzido se
S(2) = 0, ou seja, se S ∈ m(A)3. Definimos o espaço trivial e espaço re-
duzido do QP (A, S) como sendo, respectivamente, os seguintes R-bimódulos
de dimensão finita

Atriv = Atriv(S) = ∂S(2), Ared = Ared(S) = A/∂S(2).

Lema 5.12. Seja (A, S) um quiver com potencial. Se S(2) 6= 0 então existe
um automorfismo f : A → A de R-bimódulo tal que o automorfismo (mu-
dança de setas) ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉 induzido por f leva S num potencial
ciclicamente equivalente a um potencial da forma

N∑
k=1

akbk + S ′

onde Q′1 = {a1, b1, ..., aN , bN} é um subconjunto de Q1 formado por 2N setas
distintas tais que akbk é um 2-ciclo e o potencial S ′ ∈ m3.

A demonstração do lema acima pode ser justificada rigorosamente apartir
da formalização da seguinte observação: Seja S um potencial tal que S(2) 6= 0
e considere X o conjunto de todas as setas que aparecem nas componentes
de S(2). É possível extrair de X subconjuntos formados por uma quanti-
dade par 2N de setas distintas a1, b1, ..., aN , bN de tal forma que akbk sejam
2-cíclos. Seja X ′ um subconjunto de X maximal dentre esses subconjuntos
mencionados, X ′ irá corresponder a Q′1 do enunciado do lema. O automor-
fismo f : A→ A será construído da seguinte maneira: Se c ∈ Q1 \X ′ então
f(c) = c. Para a ∈ X ′ definimos

f(a) = a−
∑

x∈(X\X′)∩Ah(a),t(a)

x.

Por exemplo, considere o quiver

1
a

**

b

��
2cjj

e o potencial S = ca + cb. Nesse caso temos X = {a, b, c} e podemos tomar
X ′ = {a, c}. Assim f : A→ A é tal que f(a) = a− b, f(b) = b, f(c) = c. O
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automorfismo ϕ de R〈〈A〉〉 induzido por f é tal que

ϕ(S) = c(a− b) + cb

= ca− cb+ cb

= ca.

Assim temos que Q′1 = X ′ e o potencial ca + S ′, com S ′ = 0, verificam o
lema.

Proposição 5.13. Considere um QP (A, S) com S ∈ A2. Assim (A, S)
é trivial se, e somente se, o conjunto de setas Q1 é formado por 2N setas
distintas a1, b1, ..., aN , bN tais que akbk é um 2-ciclo, e existe uma mudança
de setas ϕ tal que ϕ(S) é ciclicamente equivalente a a1b1 + ...+ aNbN .

Demonstração. Seja S ∈ A2. Assim pelo lema (5.12) existem Q′1 ⊂ Q1 e
mudança de setas ϕ tal que ϕ(S) é ciclicamente equivalente a um potencial
da forma P =

∑
1≤k≤N

akbk + S ′, com S ′ ∈ m(A)3. Como S ∈ A2 e ϕ é

uma mudança de setas (isto é, ϕ(2) = 0) temos que S ′ = 0, portanto P =∑
1≤k≤N

akbk.

Agora, para mostrar o que queremos, basta mostrar que ∂S = A se, e
somente se, Q′1 = Q. Mas Q′1 = Q se, e somente se, ∂P = A. Ou seja,
queremos mostrar que ∂S = A se, e somente se, ∂P = A. Mas como ϕ(S) é
ciclicamente equivalente a P temos que ∂S = J(S) ∼= J(P ) = ∂P .

Teorema 5.14. Para todo QP (A, S) com espaço trivial Atriv e espaço redu-
zido Ared, existe um QP trivial (Atriv, Striv) e um QP reduzido (Ared, Sred) tal
que (A, S) é equivalente a soma direta (Atriv, Striv)⊕(Ared, Sred). Além disso,
a classe de equivalência do QP (A, S) determina a classe de equivalência dos
QPs (Atriv, Striv) e (Ared, Sred).

A demonstração completa desse teorema é bastante grande e engenhosa,
e por encontrar-se feita na seção 4 do artigo [5] não a reproduziremos aqui.
Porém, vamos comentar e exemplificar a parte do teorema que garante a
existência da equivalência (A, S) ∼= (Atriv, Striv)⊕ (Ared, Sred).

Note que se S(2) = 0 então o QP (A, S) é reduzido e já está na forma
que procuramos. Então vamos supor que S(2) 6= 0. Trabalhando a menos
de equivalência cíclica, podemos utilizar o automorfismo ϕ do lema (5.12) e
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supor que S é da forma

S =
N∑
k=1

akbk + S ′.

Além disso, podemos manipular um pouco o potencial S ′ e chegar no poten-
cial ciclicamente equivalente

S1 =
N∑
k=1

(akbk + akuk + vkbk) + S ′′ (5.5)

com S(2) = S
(2)
1 , onde cada akbk é um 2-ciclo, as setas a1, b1, ..., aN , bN formam

uma base de Atriv = Atriv(S) = Atriv(S1), os elementos uk, vk pertencem a
m(A)2 e no potencial S ′′ ∈ m(A)3 não aparece nenhuma das setas ak, bk.

Note que neste ponto, se uk = vk = 0, então basta tomar os QPs

(Atriv, Striv) = (Atriv,
∑

1≤k≤N

akbk)

e
(Ared, Sred) = (A′, S ′′)

onde A′ é o espaço de setas do quiver Q menos as setas a1, b1, ..., aN , bN .
Dessa forma ϕ seria a equivalência (A, S) ∼= (Atriv, Striv)⊕ (Ared, Sred).

Mas, se os uk, vk que encontramos após esse primeiro passo não forem
nulos, então definimos um automorfismo unitriangular ϕ1 : R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉
por

ϕ1(ak) = ak − vk, ϕ1(bk) = bk − vk, ϕ1(c) = c (c ∈ Q1 \ {a1, b1, ..., aN , bN}).

Assim ϕ1(S1) será ciclicamente equivalente a um potencial S2, com S
(2)
1 =

S
(2)
2 , que quando escrito na forma (5.5) terá uk, vk ∈ mn com n > 2 (Lema

(4.8), [5]). Se uk = vk = 0 então pelo mesmo raciocínio que aplicamos
anteriormente temos a decomposição procurada, a nossa equivalência seria
ϕ1ϕ.

Iterando esse processo indefinidamente, pelo lema (4.7) de [5], podemos
construir uma sequência de automorfismos unitriangulares ϕ, ϕ1, ... tal que

φ = lim ϕnϕn−1...ϕ1ϕ

é um automorfismo unitriangular de R〈〈A〉〉 bem definido, tal que φ(S) é
ciclicamente equivalente a um potencial da forma (5.12) com uk = vk = 0.
Nesse momento temos a decomposição procurada.
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Exemplo 5.15. Considere o potencial S = ab+ efa+ dcb no quiver abaixo

1

f

������������������

b

��
2 e

// 3

a

OO

c
// 4.

d

__????????????????

Vamos calcular a decomposição do QP (A, S) na parte trivial e na parte
reduzida.

Escrevendo S na forma (5.12) obtemos o potencial ciclicamente equiva-
lente:

S1 = ab+ a(ef) + (dc)b

Neste caso temos, na forma (5.12), k = 1, a1 = a,b1 = b, u1 = ef ,v1 =
dc,S ′ = 0. Como u1 6= 0, v1 6= 0 vamos aplicar o automorfismo unitriangular

ϕ(a) = a− dc
ϕ(b) = b− ef

ϕ(f) = f, ϕ(e) = e, ϕ(c) = c, ϕ(d) = d.

Assim temos

ϕ(S1) = (a− dc)(b− ef) + (a− dc)ef + dc(b− ef)

= ab− aef − dcb+ dcef + aef − dcef + dcb− dcef
= ab− dcef.

Note que ϕ(S1) já está na forma (5.12) com uk = vk = 0. Assim temos a
decomposição do QP (A, S) na parte trivial e reduzida

(Atriv, Striv)⊕ (Ared, Sred) = (〈a, b〉, ab)⊕ (〈c, d, e, f〉, dcef).

Exemplo 5.16. Considere agora o quiver

3

c
���������

1 a
//

d

@@�������
2

b

^^=======
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e o potencial
S1 = cd+

∑
n≥1

(cba)n.

Seja ϕ1 o automorfismo de R〈〈A〉〉 tal que ϕ1(d) = d − ba, e fixa as outras
setas. Assim temos que

ϕ1(S1) = cd− cba+
∑
n≥1

(cba)n

= cd+
∑
n≥2

(cba)n

=: S2.

Considere agora ϕ2 o automorfismo de R〈〈A〉〉 tal que ϕ2(d) = d − bacba, e
fixa as outras setas. Assim temos que

ϕ2(S2) = cd− cbacba+
∑
n≥2

(cba)n

= cd+
∑
n≥3

(cba)n

=: S3.

Continuando esse processo, obteremos uma sequência de automorfismos ϕ1, ϕ2, ..., ϕk
e potenciais S1, S2, ..., Sk tais que, quando k →∞ teremos∑

n≥k

(cba)n → 0.

Portanto teremos a seguinte decomposição na parte trivial e reduzida

(A, S) ∼= (〈c, d〉, cd)⊕ (〈a, b〉, 0).
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Capítulo 6

Mutação

6.1 Mutação de Quivers
Um quiver, sendo um grafo orientado, é um objeto combinatório por natu-
reza. A operação que descreveremos a seguir, chamada de mutação do quiver,
é estudada em alguns contextos onde aparecem grafos orientados.

Considere Q um quiver sem ciclos de comprimento 2 (e portanto também
sem laços), por exemplo, o quiver abaixo:

3

���������

1 // // 2

^^=======

Fixe um vértice k do quiver. A mutação do quiver Q no vértice k é o
quiver obtido, no mesmo conjunto de vértices, da seguinte maneira:

• Fixe todas as setas que não incidem no vértice k;

• Para cada par de setas a, b com a terminando em k e b começando em
k, introduza uma nova seta que começa no vértice inicial de a e termina
no vértice final de b;

• Inverta a direção da setas que incidem no vértice k;

• Remova todos os ciclos de comprimento 2 do quiver.
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A mutação do quiver acima no vértice k = 2, seguindo os passos descritos
acima, fica assim

3

��=======

1

@@�������
2oooo

Observe que se calcularmos novamente a mutação no vértice 2 do quiver
obtido, isto é, se calcularmos a mutação da mutação do quiver Q no vértice
2, obtemos

3

���������

1 // // 2

^^=======

Isto é, obtemos novamente o quiver Q, isso sempre acontece. Portanto
a mutação da mutação de Q é o próprio quiver Q, em outras palavras, a
operação da mutação é uma involução.

O que faremos na próxima seção é introduzir a operação de mutação de
um quiver (isto é, da sua álgebra de caminhos) em relação a um potencial.
Mostraremos que de certa forma a mutação continua sendo uma involução,
mais precisamente, a mutação será uma involução na classe de equivalência
dos quivers com potenciais reduzidos.
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6.2 Mutação de QPs
Nessa seção introduziremos a operação de mutação de um QP em um vértice.
Considere um quiver Q e um QP (A, S) no quiver Q. Suponha que k é um
vértice do quiver que não faz parte de nenhum ciclo de comprimento 2. Su-
ponha também que os caminhos que compões o potencial S não começam no
vértice k (caso isso aconteça, podemos facilmente trocar S por um potencial
ciclicamente equivalente).

A partir de (A, S) vamos calcular um QP (Ã, S̃) no mesmo conjunto de
vértices. A mutação do QP (A, S) no vértice k será (A, S), a parte reduzida
do QP (Ã, S̃) ∼= (Ãtriv, S̃

(2))⊕(A, S). Sabemos que a classe de equivalência de
(A, S) fica determinada pela classe de equivalência de (Ã, S̃) (teorema (5.14)),
mostraremos que a classe de equivalência de (Ã, S̃) ficará determinada pela
classe de equivalência de (A, S). Portanto a classe de equivalência da mutação
(A, S) ficará determinada pela classe de equivalência de (A, S).

A operação de mutação corresponde essencialmente ao seguinte processo:

4

e

��

3doo

b

��
1

f

OO

c

??����������������
2a

oo

Considere o quiver Q acima. O QP (A, S) = (A, abc + fe) e o vértice
k = 3 satisfazem as condições citadas acima. Para calcular Ã fazemos o
seguinte no quiver Q:

• Mantenha todas as setas que não incidem no vértice 3.

• Para cada seta x que chega no vértice 3 e cada seta y que sai do vértice
3, introduza uma seta [yx] indo do ponto inicial de x até o ponto final
de y.

• Substitua cada seta x incidente no vértice 3 por uma seta x? orientada
no sentido oposto.

Realizando esse processo no quiver Q acima, obtemos o quiver:
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4

e

��

d? // 3

c?

������������������

1

[dc]

OO

f

OO

[bc] // 2
a

oo

b?

OO

Para calcular o potencial S̃ fazemos o seguinte:

• Se em algum caminho de S aparecer fatores da forma yx onde h(x) =
3 = t(y) então substitua esse fator por [yx]. Mantenha todos os cami-
nhos de S em que não aparecem tais fatores.

• Encontre todos os ciclos da forma [yx]x?y?.

• S̃ corresponde a soma dos potenciais encontrados nos dois itens ante-
riores.

Por exemplo, no nosso caso S = abc+ fe, portanto

S̃ = a[bc] + fe+ [dc]c?d? + [bc]c?b?,

ou seja, substituímos abc por a[bc], mantemos fe e somamos os ciclos [dc]c?d?,
[bc]c?b?. Assim obtemos o QP (Ã, S̃). A mutação de (A, S) no vértice k = 3,
é por definição a parte reduzida do QP (Ã, S̃), que denotaremos por (A, S).
O automorfismo de R〈〈Ã〉〉 induzido pela aplicação que manda a 7→ a− c?b?
e fixa todas as outras setas, induz um automorfismo unitriangular de R〈〈Ã〉〉,
que leva S̃ no potencial

(a− c?b?)[bc] + fe+ [dc]c?d? + [bc]c?b?

que é ciclicamente equivalente a

a[bc] + fe+ [dc]c?d?.

Nesse caso temos que a parte trivial de (Ã, S̃) corresponde a

(Ãtriv, S̃
(2) = a[bc] + fe)
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no quiver da esquerda abaixo e a parte reduzida corresponde a

(A, S = [dc]c?d?)

no quiver da direta abaixo.

4

e

��

3

1

f

OO

[bc] // 2
a

oo

4 d? // 3

c?

������������������

1

[dc]

OO

2.

b?

OO

Mais formalmente, temos o seguinte:
Seja (A, S) um QP e suponha que o vértice k é tal que

Para todo vértice i, Aik = 0 ou Aki = 0. (6.1)

Se necessário, podemos trocar S por um potencial ciclicamente equiva-
lente tal que

Os caminhos do potencial S não começam e nem terminam no vértice k.
(6.2)

Sob estas condições, o QP (Ã, S̃), que denotaremos também por µ̃k(A, S),
tem como componentes:

Ãij =

{
(Aji)

? Se i = k ou j = k

Aij ⊕ AikAkj Caso contrário

onde AikAkj é visto como um subespaço de Ad ⊂ R〈〈A〉〉.
Denotando

ek = 1− ek =
∑

i∈Q0\{k}

ei

temos que
Ã = ekAek ⊕ AekA⊕ (ekA)? ⊕ (Aek)

?. (6.3)

De fato:

40



Ã =
⊕
i,j∈Q0

Ãij

=
⊕

i,j∈Q0\{k}

Ãij
⊕
i∈Q0

Ãik
⊕
j∈Q0

Ãkj

=
⊕

i,j∈Q0\{k}

(Aij ⊕ AikAkj)
⊕
i∈Q0

(Aki)
?
⊕
j∈Q0

(Ajk)
?

=
⊕

i,j∈Q0\{k}

(eiAej ⊕ eiAekekAej)
⊕
i∈Q0

(ekAei)
?
⊕
j∈Q0

(ejAek)
?

= ek(A⊕ AekA)ek ⊕ (ekA)? ⊕ (Aek)
?

= ekAek ⊕ AekA⊕ (ekA)? ⊕ (Aek)
?.

O conjunto de setas Q̃1 do QP (Ã, S̃), para i = k ou j = k é dado por

Q̃1 ∩ Ãij = {a?; a ∈ Q1 ∩ Aij}

e para i, j diferente de k temos

Q̃1 ∩ Ãij = (Q1 ∩ Aij) ∪ {[ba]; b ∈ Q1 ∩ Aik, a ∈ Q1 ∩ Akj}

onde [ba] ∈ Q̃1 ∩ AikAkj denota a seta em Q̃1 associada ao produto ba.
O potencial S̃ ∈ R〈〈Ã〉〉 é dado por

S̃ = [S] + ∆k (6.4)

onde
∆k = ∆k(A) =

∑
a,b∈Q1:h(a)=k=t(b)

[ba]a?b?

e [S] é obtido substituindo, em cada ciclo de S, cada fator da forma apap+1

onde t(ap) = h(ap+1) = k por [apap+1].

Proposição 6.1. Suponha que um QP (A, S) satisfaz as condições (6.1) e
(6.2), e um QP (A′, S ′) é tal que ekA′ = A′ek = {0}. Então

µ̃k(A⊕ A′, S + S ′) = µ̃k(A, S)⊕ (A′, S ′). (6.5)

41



Demonstração. Como ekA′ = A′ek = {0} segue que ekA′ek = (ek+ek)A
′(ek+

ek) = A′. Além disso,

(A⊕ A′)ek(A⊕ A′) = (Aek ⊕ A′ek)⊕ (ekA⊕ ekA′)
= (Aek ⊕ 0)⊕ (ekA⊕ 0)

= AekA

Portanto temos

Ã⊕ A′ = ek(A⊕ A′)ek ⊕ (A⊕ A′)ek(A⊕ A′)⊕ (ek(A⊕ A′))? ⊕ ((A⊕ A′)ek)?

= ekAek ⊕ A′ ⊕ AekA⊕ (ekA)? ⊕ (Aek)
?

= Ã⊕ A′.

Calculando agora S̃ + S ′ temos

S̃ + S ′ = [S + S ′] + ∆k(A+ A′)

= [S ′] + S + ∆k(A) + ∆k(A
′)

= [S ′] + ∆k(A) + S

= S̃ + S

Para passar da primeira para a segunda, e da segunda para a terceira igual-
dade acima, utilizamos o fato que o vértice k “não existe em A′”, isto é
ekA

′ = A′ek = {0}.
Isto conclui a demonstração do teorema.

Teorema 6.2. A classe de equivalência do QP (A, S) determina a classe
de equivalência do QP (Ã, S̃) = µ̃k(A, S). Em outras palavras, se (A, S) ∼=
(A, S ′) são QPs equivalentes, então µ̃k(A, S) ∼= µ̃k(A, S

′) serão QPs equiva-
lentes.

Antes da demonstração, vejamos um exemplo.

Exemplo 6.3. Considere no quiver abaixo

3

c
���������

1 a
//

d
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b

^^=======
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os QPs (A, S) e (A, S ′) com

S = cd+
∑
n≥1

(cba)n

e
S ′ = cd.

Já vimos no exemplo (5.16) que os QPs (A, S) e (A, S ′) são equivalentes.
Calculando µ̃2(A, S) = (Ã, S̃) e µ̃2(A, S

′) = (Ã, S̃ ′) obtemos o quiver

3

c

���������������

1

[ba] BB

d

GG�������������
2a?oo

b?

WW0000000000000

e
S̃ = cd+

∑
n≥1

(c[ba])n + [ba]a?b?;

S̃ ′ = cd+ [ba]a?b?.

Aplicando em R〈〈Ã〉〉 o mesmo automorfismo limite ϕ do exemplo (5.16)
temos que

ϕ(S̃) = cd+ [ba]a?b?.

Portanto temos que os QPs (Ã, S̃) e (Ã, S̃ ′) são equivalentes.

Vamos agora demonstrar o teorema.

Demonstração. Defina

Â = A⊕ (ekA)? ⊕ (Aek)
?.

Note que a inclusão canônica A→ Â nos permite enxergar a álgebra R〈〈A〉〉
como uma subálgebra de R〈〈Â〉〉. E a operação que manda a seta [ba] no
produto ba nos permite enxergar R〈〈Ã〉〉 como uma subálgebra de R〈〈Â〉〉.
Por exemplo, aplicando µ̃2 no quiver mais à esquerda abaixo obtemos

3
c

���������

1 a
// 2

b

^^=======

3

c
���������

b?

��=======

1

[ba]
@@�������

2
a?

oo

3
c

���������
b?

��=======

1
a // 2
a?

oo
b

^^=======
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Onde as setas dos quivers acima representa, respectivamente, as setas de
A, Ã, Â.

Assim, o potencial S̃ visto como um elemento da subálgebra de R〈〈Â〉〉 é
ciclicamente equivalente ao potencial

S + (
∑

b∈Q1∩Aek

b?b)(
∑

a∈Q1∩ekA

aa?). (6.6)

Ou seja, temos um isomorfismo de álgebras (de R〈〈Ã〉〉 numa subálgebra de
R〈〈Â〉〉) que fixa R e que manda S̃ num potencial ciclicamente equivalente
ao potencial acima, portanto uma equivalência de QPs.

Seja (A, S ′) um QP equivalente a (A, S) com ϕ o automorfismo de R〈〈A〉〉
que manda ϕ(S) num potencial ciclicamente equivalente a S ′. Como fizemos
para o potencial S acima, podemos enxergar S ′ como um elemento de R〈〈Â〉〉,
assim, visto em R〈〈Â〉〉, S ′ é ciclicamente equivalente ao potencial

S ′ + (
∑

b∈Q1∩Aek

b?b)(
∑

a∈Q1∩ekA

aa?). (6.7)

O que queremos agora é mostrar que os potenciais (6.6) e (6.7) são ciclica-
mente equivalentes na subálgebra de R〈〈Â〉〉.

Para mostrar isto, o que faremos será estender o automorfismo ϕ de
R〈〈A〉〉 a um automorfismo ϕ̂ de R〈〈Â〉〉, que fixa R, tal que

ϕ̂(R〈〈Ã〉〉) = R〈〈Ã〉〉, (6.8)

ϕ̂(
∑

a∈Q1∩ekA

aa?) =
∑

a∈Q1∩ekA

aa?, ϕ̂(
∑

b∈Q1∩Aek

b?b) =
∑

b∈Q1∩Aek

b?b. (6.9)

Assim, o automorfismo ϕ̂ levará o potencial (6.6) no potencial

ϕ(S) + (
∑

b∈Q1∩Aek

b?b)(
∑

a∈Q1∩ekA

aa?),

que é ciclicamente equivalente ao potencial (6.7).
Para estender o automorfismo ϕ a um automorfismo ϕ̂ só precisamos

defini-lo nas setas a?,b? onde a ∈ Q1 ∩ ekA, b ∈ Q1 ∩ Aek. Primeiro vamos
ver como defini-lo nas setas a?. Suponha que Q1 ∩ ekA = {a1, ..., as} são
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todas as setas de A que chegam no vértice k. Assim, como ϕ fixa R, e pela
proposição (4.2), temos que

ϕ(ai) = ϕ(eh(ai)aiet(ai))

= eh(ai)ϕ(ai)et(ai)

= ekϕ(ai)et(ai)

= ek(ϕ
(1)(ai) + ϕ(2)(ai))et(ai)

= ekϕ
(1)(ai)et(ai) + ekϕ

(2)(ai)et(ai).

Escrevendo a igualdade acima em forma matricial, temos

(ϕ(a1) ϕ(a2) . . . ϕ(as)) = (a1 a2 . . . as)(C0 + C1).

Onde C0 é uma matriz s× s invertível (ϕ(1) é isomorfismo) de elementos de
K tal que a entrada (p, q) é zero, a menos que t(ap) = t(aq). E C1 é uma
matriz s× s cuja entrada (p, q) pertence a et(ap)m(A)et(aq).

Note que

(C0 + C1)
−1 = (I + C−10 C1)

−1C−10 = (I +
∞∑
n=1

(−1)n(C−10 C1)
n)C−10 .

Portanto temos que (C0 +C1)
−1 existe e tem a mesma forma descrita acima

para C0 + C1.
Agora definimos ϕ̂(a?i ) pondo

ϕ̂(a?1)
ϕ̂(a?2)

...
ϕ̂(a?s)

 = (C0 + C1)
−1


a?1
a?2
...
a?s
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Assim temos que

ϕ̂(
∑
i

aia
?
i ) = (ϕ̂(a1) ϕ̂(a2) . . . ϕ̂(as))


ϕ̂(a?1)
ϕ̂(a?2)

...
ϕ̂(a?s)



= (a1 a2 . . . as)(C0 + C1)(C0 + C1)
−1


a?1
a?2
...
a?s



= (a1 a2 . . . as)


a?1
a?2
...
a?s


=
∑
i

aia
?
i .

Para as setas b ∈ Q1 ∩ Aek definimos ϕ̂(b?) de maneira análoga. Seja Q1 ∩
Aek{b1, ..., bt}. Assim temos que ϕ, na forma matricial, é dada por

ϕ(b1)
ϕ(b2)
...

ϕ(bt)

 = (D0 +D1)


b1
b2
...
bt


onde D0 é uma matriz t × t invertível de elementos de K tal que a entrada
(p, q) é zero a menos que h(bp) = h(bq). E D1 é uma matriz t × t cuja
entrada (p, q) pertence a eh(bp)m(A)eh(bq). Analogamente vemos que D0 +D1

é invertível e seu inverso tem a mesma forma. Definimos

(ϕ̂(b?1) ϕ̂(b?2) . . . ϕ̂(b?t )) = (b?1 b?2 . . . b?t )(D0 +D1)
−1
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Assim temos que

ϕ̂(
∑
j

b?jbj) = (ϕ̂(b?1) ϕ̂(b?2) . . . ϕ̂(b?t ))


ϕ̂(b1)
ϕ̂(b2)
...

ϕ̂(b1)



= (b?1 b?2 . . . b?t )(D0 +D1)
−1(D0 +D1)


b1
b2
...
bt



= (b?1 b?2 . . . b?t )


b1
b2
...
bt


=
∑
j

b?jbj.

Portanto temos que as condições (6.9) são satisfeitas. Também, como as
matrizes (C0 + C1)

−1,(D0 + D1)
−1 tem a mesma forma das matrizes C0 +

C1,D0+D1 respectivamente, temos que a condição (6.8) é satisfeita. Portanto
a restrição de ϕ̂ a R〈〈Ã〉〉 nos dá um automorfismo com as propriedades que
desejamos. Isso demonstra o teorema (6.2).

Mesmo que o QP (A, S) seja reduzido, o QP µ̃k(A, S) = (Ã, S̃) pode não
ser reduzido, por exemplo:

3
b

��=======

1

a

@@�������
2c

oo

Considere no quiver acima o QP reduzido (A, S = cba). Calculando (Ã, S̃) =
µ̃2(A, S) temos o quiver

3

[cb]���������

1

a

@@�������

c?
// 2

b?
^^=======
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e o potencial S̃ = [cb]a + [cb]b?c?, como S̃(2) = [bc]a 6= 0 o QP (Ã, S̃) não é
reduzido.
Corolário 6.4. Suponha que o QP (A, S) satisfaz as condições (6.1) e (6.2),
e seja µ̃k(A, S) = (Ã, S̃). Pelo teorema (5.14) existe QP reduzido (A, S) tal
que

(Ã, S̃) ∼= (Ãtriv, S̃
(2))⊕ (A, S). (6.10)

Então a classe de equivalência de (A, S) fica determinada pela classe de equi-
valência de (A, S).
Demonstração. Pelo teorema (6.2) a classe de (A, S) determina a classe de
(Ã, S̃), pelo teorema (5.14) a classe de (Ã, S̃) determina a classe de (A, S).
Logo a classe de (A, S) determina a classe de (A, S).
Definição 6.5. Na notação introduzida no corolário (6.4) acima, denotamos
µk(A, S) = (A, S) e chamamos a correspondência (A, S) 7→ µk(A, S) de
mutação no vértice k.

É claro que se um QP (A, S) satisfaz as condições (6.1) então µ̃k(A, S)
e µk(A, S) também satisfazem essa condição (pois não introduzimos setas
incindindo no vértice k). Assim, pelo que vimos, a operação de mutação µk é
uma operação bem definida no conjunto das classes de equivalências de QPs
reduzidos que satisfazem a condição (6.1). Muitas vezes cometeremos o abuso
de notação de denotar a classe de equivalência por um de seus representantes.
Exemplo 6.6. Considere no quiver abaixo

4

d
��

3coo

1 a
// 2

b

OO

o QP (A, S = dcba). Vamos calcular a mutação no vértice k = 2. Assim
µ̃2(A) corresponde ao quiver

4

d

��

3coo

f=b?

��
1

g=[ba]

??����������������
2

e=a?
oo
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e o potencial µ̃2(S) = S̃ = dc[ba] + [ba]a?b? = dcg + gef . Como esse QP
é reduzido (S̃(2) = 0) temos que essa é a mutação no vértice 2, ou seja,
µ̃2(A, S) = µ2(A, S).

Note que, se quisermos agora aplicar a mutação no vértice 3 no QP (Ã, S̃)

temos que trocar S̃ por um potencial ciclicamente equivalente, por exemplo
S ′ = dcg + efg, pois o ciclo gef começa e termina no vértice 3.

Vamos agora calcular a mutação do QP (Ã, S ′) no vértice 3. Assim µ̃3(Ã)
fica

4

d

��

c? // 3

g?

������������������

1

[cg]

OO

[fg] // 2
e

oo

f?

OO

o potencial µ̃3(S
′) = d[cg] + e[fg] + [fg]g?f ? + [cg]g?c?. Como S ′(2) = d[cg] +

e[fg] que a parte reduzida da decomposição de (Ã, S ′) tem como setas

4 c? // 3

g?

������������������

1 2

f?

OO (6.11)

como esse quiver não possui ciclos, o potencial correspondente à parte redu-
zida é 0.

Note que no exemplo acima, se aplicarmos novamente a mutação no vér-
tice 3 do último quiver, recuperamos o QP (Ã, S ′). De fato, temos o seguinte
resultado:

Teorema 6.7. A correspondência µk(A, S) 7→ (A, S) age como uma involu-
ção no conjunto das classes de equivalências dos QPs reduzidos que satisfa-
zem (6.1). Isto é, µ2

k(A, S) é equivalente à (A, S).
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Note que para provar o teorema acima é suficiente provar que (A, S) é
equivalente a um QP da forma (A, S)⊕ (C, T ) onde (C, T ) é um QP trivial.
De fato, se esse é o caso então temos:

(
˜̃
A,
˜̃
S) = µ̃k(µ̃k(A, S))

= µ̃k((Ā, S̄)⊕ (C ′, T ′)) (corolário (6.4))
= µ̃k((Ā, S̄))⊕ (C ′, T ′) (proposição (6.1))
∼= (A, S)⊕ (C, T )⊕ (C ′, T ′) (teorema (5.14))

onde (C, T ), (C ′, T ′) são triviais, logo as partes reduzidas de (
˜̃
A,
˜̃
S) e (A, S)⊕

(C, T )⊕ (C ′, T ′) são equivalentes, como queríamos. A demonstração que, de

fato, (
˜̃
A,
˜̃
S) é equivalente a um QP da forma (A, S)⊕(C, T ) com (C, T ) trivial

encontra-se feita em detalhes em [5], aqui vamos exemplificar a demonstra-
ção do teorema com um exemplo. De fato, a demonstração do teorema é
basicamente as contas que faremos aqui. Nas contas a seguir identificaremos
(Aek)

? = ekA
? e (ekA)? = A?ek. Considere o vértice k = 2 no quiver

3
c

���������

1 a
// 2

b

^^=======

e o potencial S = cba, vamos verificar o teorema neste caso, ou seja, vamos
construir um QP trivial (C, T ) e uma equivalência (

˜̃
A,
˜̃
S) ∼= (A, S)⊕ (C, T ).

Calculando (Ã, S̃), (
˜̃
A,
˜̃
S) temos, respectivamente

3
c

���������
b?

��=======

1
[ba]

@@�������
2

a?
oo

3

c
���������

[a?b?]

���������

1
[ba]

@@�������
a

// 2

b

^^=======

com

S̃ = [S] + [ba]a?b?

= c[ba] + [ba]a?b?.
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e

˜̃
S = [S̃] + [a?b?]ba

= c[ba] + [ba][a?b?] + [a?b?]ba

= [S] + [ba][a?b?] + [a?b?]ba.

Note que ˜̃S é ciclicamente equivalente a S1 = [S]+([ba]+ba)[a?b?]. Defina
o QP

(C, T ) = (AekA⊕ A?ekA?, [ba][a?b?]).

Note que (C, T ) é trivial. Agora basta construir uma equivalência entre

(
˜̃
A, S1) e (A, S)⊕ (C, T ).

Denote por ϕ1 o automorfismo de R〈〈 ˜̃A〉〉 que multiplica toda seta de

Q1 ∩ Aek por −1 e fixa todas as outras setas de ˜̃A. Assim temos

S2 = ϕ1(S1)

= [S] + ([ba]− ba)[a?b?].

Denote por ϕ2 o automorfismo de R〈〈 ˜̃A〉〉 que manda as setas [ba] ∈ AekA
em [ba] + ba e fixa as outras setas de ˜̃A. Assim temos que

ϕ2(S2) = c([ba] + ba) + ([ba] + ba− ba)[a?b?]

é ciclicamente equivalente a

S3 = S + [ba]([a?b?] + c).

Por fim, denote por ϕ3 o automorfismo de R〈〈 ˜̃A〉〉 que manda as setas [a?b?] ∈
A?ekA

? em [a?b?]− c e fixa as outras setas de ˜̃A. Assim temos que

ϕ3(S3) = S + [ba]([a?b?]− c+ c)

= S + [ba][a?b?]

= S + T.

Combinando os passos acima, temos que (
˜̃
A, S1) é equivalente a (A, S) ⊕

(C, T ), como queríamos.
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6.3 Quivers 2-acíclicos e Matrizes
Dizemos que um quiver (ou seu espaço de setas A) é 2-acíclico se ele não
possui 2-ciclos, ou seja, a seguinte condição é satisfeita:

Para todo par de vértices i 6= j, temos Aij = {0} ou Aji = {0}. (6.12)

Se um QP (A, S) é 2-acíclico então podemos descrever A como uma matriz
inteira antissimétrica B = B(A) = (bij), isto é, bij ∈ Z e bij = −bji, onde
i, j ∈ Q0, pondo:

bij = dim Aij − dim Aji. (6.13)

Dada a matriz inteira antissimétrica B podemos recuperar as dimensões de
A pondo:

dim Aij = [bij]+, (6.14)

onde [x]+ = max(x, 0). Claramente o R-bimódulo A fica determinado, a
menos de isomorfismo, pela matriz B.

Por exemplo, considere a matriz: 0 1 −2
−1 0 1
2 −1 0


Como as únicas entradas positivas são b12 = 1, b23 = 1, e b31 = 2, à matriz

acima corresponde o quiver:

3

��???????

1

@@�������

@@�������
2.oo

Definição 6.8. Seja B = (bij) uma matriz inteira. A mutação da matriz
B na direção k, que denotaremos por µk(B), é a matriz B′ = (b′ij) obtida a
partir de B da seguinte forma:

b′ij =

{
−bij se i = k ou j = k;

bij +
|bik|bkj+bik|bkj |

2
caso contrário.

(6.15)

52



Note que µk(µk(B)) = B, isto é, µk é uma involução. De fato, seja
µk(µk(B)) = (b′′ij), é claro que se i = k ou j = k então b′′ij = bij. Caso
contrário, temos:

b′′ij = b′ij +
|b′ik|b′kj + b′ik|b′kj|

2

= bij +
|bik|bkj + bik|bkj|

2
+
|b′ik|b′kj + b′ik|b′kj|

2

= bij +
|bik|bkj + bik|bkj|

2
− |bik|bkj + bik|bkj|

2
= bij.

Proposição 6.9. Seja (A, S) um QP reduzido 2-acíclico e suponha que o QP
reduzido µk(A, S) = (A, S), mutação de (A, S), é também 2-acíclico. Sejam
B(A) = (bij) e B(A) = (bij) as matrizes inteiras antissimétricas dadas por
(6.13). Então temos:

bij =

{
−bij se i = k ou j = k;

bij + [bik]+[bkj]+ − [−bik]+[−bkj]+ caso contrário.
(6.16)

Demonstração. Observe que pela proposição 5.8 se (C, T ) é um QP trivial
então dim Cij = dim Cji para todo i, j. Como

(Ã, S̃) ∼= (Ãtriv, S̃
(2))⊕ (A, S)

temos que dim Ã = dim Ãtriv+dim A, em particular dim Ãij = dim (Ãtriv)ij+
dim Aij para todo i, j. Portanto, usando a observação inicial temos

bij = dim Aij − dim Aji = dim Ãij − dim Ãji.

Como

Ãij =

{
(Aji)

? Se i = k ou j = k

Aij ⊕ AikAkj Caso contrário

Temos que

dim Ãij =

{
dim Aji Se i = k ou j = k

dim Aij + dim Aikdim Akj Caso contrário
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Assim, por exemplo, temos:

bik = dim Ãik − dim Ãki

= dim Aki − dim Aik

= bki

= −bik.

O caso bkj é análogo. Agora suponha que i 6= k e j 6= k, assim temos:

bij = dim Ãij − dim Ãji

= dim Aij + dim Aikdim Akj − dim Aji − dim Ajkdim Aki

= [bij]+ − [bji]+ + [bik]+[bkj]+ − [bjk]+[bki]+

= bij + [bik]+[bkj]+ − [−bkj]+[−bik]+
= bij + [bik]+[bkj]+ − [−bik]+[−bkj]+.

Seja A o espaço de setas de um quiver. Denotamos por µk(A) o R-
bimódulo 2-acíclico cuja matriz inteira antissimétrica B(µk(A)) é obtida a
partir da matriz B(A) por uma mutação na direção k. Note que µk(A) fica
determinado, a menos de isomorfismo, por A.

Dada uma matriz inteira, podemos sempre calcular qualquer sequência de
mutações dessa matriz. Por outro lado, dado um quiver 2-acíclico, algumas
mutações podem fazer aparecer 2-ciclos, por exemplo

3
b

��=======

1

a

@@�������
2c

oo

o quiver acima não possui 2-ciclos, mas a mutação no vértice 2 com respeito
ao potencial S = 0 nos da o quiver

3

[bc]���������

1

a

@@�������

c?
// 2

b?
^^=======

que não é 2-acíclico, assim não podemos, por exemplo, calcular a mutação
no vértice 1 ou 3 desse quiver.
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Capítulo 7

Mutações, Álgebras Jacobianas e
Rigidez

7.1 Mutações e Álgebras Jacobianas
Nesta seção vamos estudar como a álgebra Jacobiana de um QP se relaciona
com a álgebra Jacobiana da mutação desse QP. Em particular veremos que
a classe de QPs com álgebra Jacobiana de dimensão finita é invariante por
mutações.

Lembre-se que definimos

ek = 1− ek =
∑

i∈Q1\{k}

ei.

Se B é um R-bimódulo, usaremos também a seguinte notação

Bk̂,k̂ = ekBek =
⊕
i,j 6=k

Bi,j.

Proposição 7.1. Suponha que o QP (A, S) satisfaz as condições (6.1) e
(6.2), e seja (Ã, S̃) = µ̃k(A, S) dado por (6.3) e (6.4). Então as álgebras
P(A, S)k̂,k̂ e P(Ã, S̃)k̂,k̂ são isomorfas.

Antes de demonstrar o teorema vejamos um exemplo.
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Exemplo 7.2. Considere o QP (A, S = cba) no quiver abaixo

3
c

���������

1 a
// 2.

b
__???????

Como

∂a(S) = cb

∂b(S) = ac

∂c(S) = ba

temos que J(S) é o fecho do ideal gerado por cb, ac, bc em R〈〈A〉〉. Portanto
em P(A, S)2̂,2̂ = R〈〈A〉〉2̂,2̂/J(S)2̂,2̂ temos que

e2(a+ J(S))e2 = (e2ae2) + J(S) = 0 + J(S);

e2(b+ J(S))e2 = (e2be2) + J(S) = 0 + J(S);

e
e2(c+ J(S))e2 = (e2ce2) + J(S) = c+ J(S).

Logo P(A, S)2̂,2̂ é gerado por c + J(S). Em outras palavras, P(A, S)2̂,2̂ é
isomorfa a álgebra de caminhos do quiver abaixo

3
c

���������

1 2.

Por outro lado, calculando µ̃2(A, S) obtemos o QP (Ã, S̃) no quiver abaixo

3

c
���������

b?

��=======

1

[ba]
@@�������

2
a?

oo

onde S̃ = c[ba] + [ba]a?b?. Como

∂c(S̃) = [ba]

∂[ba](S̃) = c+ a?b?

∂a?(S̃) = b?[ba]

∂b?(S̃) = [ba]a?
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temos que o ideal J(S̃) é o fecho do ideal gerado pelos elementos [ba], c+a?b?,
b?[ba], [ba]a? em R〈〈S̃〉〉. Portanto em P(Ã, S̃)2̂,2̂ = R〈〈Ã〉〉2̂,2̂/J(S̃)2̂,2̂ temos
que

[ba] + J(S̃) = 0 + J(S̃);

e2(c+ a?b? + J(S̃))e2 = e2(c+ a?b?)e2 + J(S̃) = c+ J(S̃);

e2(b
?[ba] + J(S̃))e2 = e2(b

?[ba])e2 + J(S̃) = 0 + J(S̃);

e2([ba]a? + J(S̃))e2 = e2([ba]a?)e2 + J(S̃) = 0 + J(S̃).

Logo P(Ã, S̃)2̂,2̂ é gerado por c + J(S̃). Em outras palavras, P(Ã, S̃)2̂,2̂ é
isomorfa a álgebra de caminhos do quiver abaixo

3
c

���������

1 2.

Portanto temos que
P(A, S)2̂,2̂

∼= P(Ã, S̃)2̂,2̂.

Vamos agora demonstrar o teorema.

Demonstração. Note que

Ãk̂,k̂ = ek(ekAek ⊕ AekA⊕ (ekA)? ⊕ (Aek)
?)ek

= ekAek ⊕ AekA
= Ak̂,k̂ ⊕ AekA.

Assim as setas de Ãk̂,k̂ são as setas que não incidem no vértice k, mais as setas
introduzidas para cada par de setas que passa por k com o mesmo sentido
(isto é, as “setas” de AekA). Portanto a álgebra R〈〈Ãk̂,k̂〉〉 é gerada pelas
setas c ∈ Q1 ∩ Ak̂,k̂ e [ba] com a ∈ Q1 ∩ ekA, b ∈ Q1 ∩ Aek.

Assim, definindo na base, a correspondência que manda cada seta c ∈
Q1 ∩ Ak̂,k̂ nela mesmo e cada gerador [ba] em ba pode ser estendida a um
isomorfismo de álgebras

R〈〈Ãk̂,k̂〉〉 → R〈〈A〉〉k̂,k̂.

O inverso deste isomorfismo é a aplicação que substitui em cada caminho
a1...ad o fator apap+1 por [apap+1] se t(ap) = k = h(ap+1). Vamos denotar
esse isomorfismo inverso R〈〈A〉〉k̂,k̂ → R〈〈Ãk̂,k̂〉〉 por u 7→ [u].
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Lema 7.3. A correspondência u 7→ [u] induz um homomorfismo sobrejetivo
de álgebras P(A, S)k̂,k̂ → P(Ã, S̃)k̂,k̂.

Demonstração. Primeiro note que, se valem

R〈〈Ã〉〉k̂,k̂ = R〈〈Ãk̂,k̂〉〉+ J(S̃)k̂,k̂ (7.1)

[J(S)k̂,k̂] ⊂ R〈〈Ãk̂,k̂〉〉 ∩ J(S̃)k̂,k̂ (7.2)

Então u 7→ [u] induz um homomorfismo sobrejetivo, que chamaremos de ϕ.
De fato, a aplicação

ϕ : P(A, S)k̂,k̂ → P(Ã, S̃)k̂,k̂

u+ J(S)k̂,k̂ 7→ [u] + J(S̃)k̂,k̂

está bem definida, pois se u + J(S)k̂,k̂ = v + J(S)k̂,k̂, então u− v ∈ J(S)k̂,k̂,
daí usando (7.2), temos

ϕ(u+ J(S)k̂,k̂) = [u] + J(S̃)k̂,k̂

= [u− v + v] + J(S̃)k̂,k̂

= ([u− v] + [v]) + J(S̃)k̂,k̂

= ([u− v] + J(S̃)k̂,k̂) + ([v] + J(S̃)k̂,k̂)

= [v] + J(S̃)k̂,k̂

= ϕ(v + J(S)k̂,k̂).

Além disso, como u 7→ [u] é homomorfismo segue que a aplicação ϕ também
é homomorfismo.

Vamos mostrar agora que ϕ é sobrejetora. Seja ũ+ J(S̃)k̂,k̂ ∈ P(Ã, S̃)k̂,k̂.
De (7.1) e R〈〈A〉〉k̂,k̂ ∼= R〈〈Ãk̂,k̂〉〉 temos que existe u ∈ R〈〈A〉〉k̂,k̂ tal que
ũ = [u] + x, com x ∈ J(S̃)k̂,k̂. Logo ũ + J(S̃)k̂,k̂ = [u] + J(S̃)k̂,k̂, assim ϕ é
sobrejetora.

Agora vamos verificar que de fato valem as condições (7.1) e (7.2). Vamos
mostrar primeiro que vale (7.1).

Note que se um caminho ã1...ãd de R〈〈Ã〉〉k̂,k̂ não pertence a R〈〈Ãk̂,k̂〉〉
então ele necessariamente passa pelo vértice k, ou seja aparece um fator da
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forma a?b? com h(a) = k = t(b) no caminho ã1...ãd. Mas note que

∂[ba]S̃ − ∂[ba][S] = ∂[ba]S̃ − ∂[ba][S]

= ∂[ba]([S] + ∆k)− ∂[ba][S]

= ∂[ba]([S] + ∆k − [S])

= ∂[ba](∆k)

= ∂[ba](
∑

a,b∈Q1;h(a)=k=t(b)

[ba]a?b?)

= a?b?

Portanto substituindo cada fator a?b? por ∂[ba]S̃ − ∂[ba][S] em ã1...ãd, temos
que ã1...ãd ∈ R〈〈Ãk̂,k̂〉〉+ J(S̃)k̂,k̂. Assim temos que vale (7.1).

Agora vamos mostrar que vale a condição (7.2). Denote por I o fecho do
ideal de R〈〈A〉〉k̂,k̂ gerado pelos elementos da forma

∂cS, c ∈ Q1, t(c) 6= k, h(c) 6= k;

∂a(S)a′, a, a′ ∈ Q1 ∩ ekA;

b′(∂bS), b, b′ ∈ Q1 ∩ Aek.

Lembrando que J(S) é o fecho do ideal gerado por todas as derivadas de S
e que J(S)k̂,k̂ = ekJ(S)ek, onde ek =

∑
i∈Q1\{k}

ei é fácil ver que I = J(S)k̂,k̂.

Agora vamos ver como a aplicação u 7→ [u] age nos geradores de I. Note que

∂cS̃ = ∂c([S] + ∆k)

= ∂c([S]) + ∂c(∆k)

= ∂c([S]) + ∂c(
∑

a,b∈Q1;h(a)=k=t(b)

[ba]a?b?)

= ∂c([S])

= [∂cS]

Para obter as duas últimas igualdades lembre-se que c ∈ Q1, t(c) 6= k, h(c) 6=
k.

Agora note que

[(∂aS)a′] =
∑
t(b)=k

(∂[ba][S])[ba′]
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Pois todos os caminhos de ∂aS começam (da direita para esquerda) no vértice
k. Logo os caminhos de (∂aS)a′ começam com a′ e a seta seguinte (denotada
por b) sai do vértice k, logo podemos escrever [(∂aS)a′] como fizemos acima.
Seguindo com a igualdade e utilizando ∂[ba][S] = ∂[ba]S̃ − a?b? temos

[(∂aS)a′] =
∑
t(b)=k

(∂[ba][S])[ba′]

=
∑
t(b)=k

(∂[ba]S̃ − a?b?)[ba′]

=
∑
t(b)=k

∂[ba]S̃[ba′]−
∑
t(b)=k

a?b?[ba′]

Calculando

a?∂a′?S̃ = a?∂a′?([S] + ∆k)

= a?∂a′? [S] + a?∂a′?(
∑

a,b∈Q1;h(a)=k=t(b)

[ba]a?b?)

= a?(
∑
t(b)=k

b?[ba′])

=
∑
t(b)=k

a?b?[ba′]

E substituindo acima temos que

[(∂aS)a′] =
∑
t(b)=k

∂[ba]S̃[ba′]− a?∂a′?S̃.

Analogamente podemos mostrar que

[b′(∂bS)] =
∑
h(a)=k

[b′a](∂[ba]S̃)− (∂b′?S̃)b?.

O que verifica a condição (7.2). Isso conclui a demonstração do lema.

Para concluir a demonstração da proposição (7.1) vamos verificar que o
homomorfismo sobrejetor construído no lema acima é na verdade um isomor-
fismo. Para isto basta verificar que a aplicação possui um inverso à esquerda.
Primeiro vamos relembrar alguns resultados:
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Na demonstração do teorema (6.7) construímos uma equivalência

(
˜̃
A,
˜̃
S) ∼= (A, S)⊕ (C, T )

onde
(C, T ) = (AekA⊕ A?ekA?,

∑
a,b∈Q1;h(a)=k=t(b)

[ba][a?b?])

é um QP trivial. A equivalência é dada pela composição ϕ3ϕ2ϕ1 dos auto-
morfismos descritos na demonstração. Naturalmente essa equivalência induz
um isomorfismo

β : P(
˜̃
A,
˜̃
S)k̂,k̂ → P(A⊕ C, S + T )k̂,k̂.

Pela proposição (5.10), como (C, T ) é um QP trivial, temos um isomor-
fismo

γ : P(A⊕ C, S + T )k̂,k̂ → P(A, S)k̂,k̂.

O inverso à esquerda do homomorfismo ϕ será

ψ : P(Ã, S̃)k̂,k̂ → P(A, S)k̂,k̂

que é uma composição de homomorfismos construído da seguinte maneira:
Primeiro aplicamos o homomorfismo sobrejetivo

α : P(Ã, S̃)k̂,k̂ → P(
˜̃
A,
˜̃
S)k̂,k̂

análogo a ϕ descrito no lema anterior. Depois aplicamos γβ. Assim temos
que

ψ = γβα : P(Ã, S̃)k̂,k̂ → P(A, S)k̂,k̂.

Para verificar que ψ é de fato um inverso à esquerda de ϕ é suficiente
mostrar que ψϕ fixa os geradores c + J(S)k̂,k̂ e ba + J(S)k̂,k̂ de P(A, S)k̂,k̂,
onde a, b, c são setas com c ∈ Q1 ∩ Ak̂,k̂, a ∈ Q1 ∩ ekA, b ∈ Q1 ∩ Aek.

Primeiro vamos verificar que ψϕ fixa c+J(S)k̂,k̂. Primeiro note que como
c não incide no vértice k temos

ψϕ(c+ J(S)k̂,k̂) = ψ(c+ J(S̃)k̂,k̂)

= γβα(c+ J(S̃)k̂,k̂)

= γβ(c+ J(
˜̃
S)k̂,k̂)

= γ(c+ J(S + T )k̂,k̂)

= c+ J(S)k̂,k̂.
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Vamos calcular agora a ação de ψϕ em ba+ J(S)k̂,k̂. Temos

ψϕ(ba+ J(S)k̂,k̂) = ψ([ba] + J(S̃)k̂,k̂)

= γβα([ba] + J(S̃)k̂,k̂)

= γβ([ba] + J(
˜̃
S)k̂,k̂)

= γ(([ba] + ba) + J(S + T )k̂,k̂)

= ba+ J(S)k̂,k̂.

Portanto temos que ϕ é de fato um isomorfismo, assim concluímos a demons-
tração da proposição (7.1).

Lema 7.4. Seja J ⊂ m(A) um ideal fechado de R〈〈A〉〉. Então a álgebra
quociente R〈〈A〉〉/J tem dimensão finita se R〈〈A〉〉k̂,k̂/Jk̂,k̂ tem dimensão fi-
nita. Em particular, a álgebra Jacobiana P(A, S) tem dimensão finita se, e
somente se, P(A, S)k̂,k̂ tem dimensão finita.

Demonstração. Vamos primeiro fixar notação. Como antes, definimos ek =
1− ek. Dado um R-bimódulo B, defina:

Bk,k̂ = ekBek =
⊕
j 6=k

Bk,j;

Bk̂,k = ekBek =
⊕
i 6=k

Bi,k.

Assim podemos decompor R〈〈A〉〉/J em R〈〈A〉〉k̂,k/Jk̂,k, R〈〈A〉〉k,k̂/Jk,k̂, e
R〈〈A〉〉k,k/Jk,k. Portanto é suficiente mostrar que se R〈〈A〉〉k̂,k̂/Jk̂,k̂ tem di-
mensão finita então cada termo da decomposição tem dimensão finita. Pri-
meiro vamos mostrar que R〈〈A〉〉k,k/Jk,k tem dimensão finita. Defina:

Q1 ∩ Ak,k̂ = {a1, ..., as}, Q1 ∩ Ak̂,k = {b1, ..., bt}.

Portanto as setas a1, ..., as terminam no vértice k, e as setas b1, ..., bt começam
no vértice k. Assim temos a decomposição

R〈〈A〉〉k,k = Kek
⊕
l,m

alR〈〈A〉〉k̂,k̂bm.
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Vamos denotar por Mats×t(R〈〈A〉〉k̂,k̂) o conjunto das matrizes de tamanho
s × t com entradas em R〈〈A〉〉k̂,k̂, e por p : R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉/J a proje-
ção canônica. Assim, dada a decomposição de R〈〈A〉〉k,k acima, temos uma
aplicação sobrejetiva

α : K ×Mats×t(R〈〈A〉〉k̂,k̂)→ R〈〈A〉〉k,k/Jk,k

dada por

α(c, C) = p(cek + (a1 a2 ... as)C


b1
b2
...
bt

).

Como o kernel de α contém o subespaço Mats×t(Jk̂,k̂), assim R〈〈A〉〉k,k/Jk,k é
isomorfo a um quociente deK×Mats×t(R〈〈A〉〉k̂,k̂/Jk̂,k̂), que tem dimensão fi-
nita pois estamos supondo que R〈〈A〉〉k̂,k̂/Jk̂,k̂ tem dimensão finita. Portanto
R〈〈A〉〉k,k/Jk,k tem dimensão finita.

Para mostrar que R〈〈A〉〉k,k̂/Jk,k̂ tem dimensão finita tomamos a decom-
posição

R〈〈A〉〉k,k̂ =
⊕
l

alR〈〈A〉〉k̂,k̂

e definimos a aplicação sobrejetora

β : Mats×t(R〈〈A〉〉k̂,k̂)→ R〈〈A〉〉k,k̂/Jk,k̂

dada por
β(C) = p((a1 a2 ... as)C).

Assim, como o kernel de β contém Mats×t(Jk̂,k̂), temos que R〈〈A〉〉k,k̂/Jk,k̂ é
isomorfo a um quociente de Mats×t(R〈〈A〉〉k̂,k̂/Jk̂,k̂), que tem dimensão finita.
De forma análoga mostramos que R〈〈A〉〉k̂,k/Jk̂,k tem dimensão finita.

Proposição 7.5. Sob as mesmas condições da proposição (7.1), se a álgebra
Jacobiana P(A, S) tem dimensão finita então P(Ã, S̃) também tem dimensão
finita.

Demonstração. Suponha que P(A, S) tem dimensão finita, logo P(A, S)k̂,k̂
tem dimensão finita e portanto a álgebra isomorfa P(Ã, S̃)k̂,k̂ tem dimensão
finita. Pelo lema anterior aplicado ao QP (Ã, S̃) segue que P(Ã, S̃) tem
dimensão finita.
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Corolário 7.6. Suponha que (A, S) é um QP reduzido que satisfaz as con-
dições (6.1) e (6.2), e seja (Ā, S̄) = µk(A, S) um QP reduzido obtido de
(A, S) por mutação no vértice k. Então as álgebras P(A, S)k̂,k̂ e P(A, S)k̂,k̂
são isomorfas e P(A, S) tem dimensão finita se, e somente se P(A, S) tem
dimensão finita.
Demonstração. Temos que

(Ã, S̃) ∼= (Ãtriv, S̃
(2)
triv)⊕ (A, S).

Como (Ãtriv, S̃
(2)
triv) é um QP trivial, segue que P(Ã, S̃) ∼= P(A, S), portanto

P(A, S)k̂,k̂
∼= P(Ã, S̃)k̂,k̂

∼= P(A, S)k̂,k̂. Assim, P(A, S)k̂,k̂ tem dimensão finita
se, e somente se, P(A, S)k̂,k̂ tem dimensão finita. Pelo lema anterior segue
que P(A, S) tem dimensão finita se, e somente se, P(A, S) tem dimensão
finita.
Exemplo 7.7. No exemplo do início da seção (6.2) calculamos que a muta-
ção do QP (A, S = abc+ fe) no vértice 3 do quiver Q abaixo

4

e

��

3doo

b

��
1

f

OO

c

??����������������
2a

oo

corresponde ao QP (A, S = [dc]c?d?) no quiver Q abaixo

4 d? // 3

c?

������������������

1

[dc]

OO

2.

b?

OO

Como

∂a(S) = bc

∂b(S) = ca

∂c(S) = ab

∂f (S) = e

∂e(S) = f
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temos que J(S) é igual ao fecho do ideal gerado por {bc, ca, ab, e, f} em
R〈〈A〉〉. Portanto P(A, S)3̂,3̂ é isomorfa a álgebra de caminhos do quiver
Q acima com as relações f = e = ab = ca = bc = 0 mais as relações
b = c = d = 0. Ou seja, é a álgebra de caminhos do quiver abaixo

4 3

1 2.aoo

Analogamente, temos que o ideal Jacobiano de S = [dc]c?d? em R〈〈A〉〉 é o
fecho do ideal gerado por {c?d?, d?[dc], [dc]c?} em R〈〈A〉〉. Assim P(A, S)3̂,3̂
é isomorfa a álgebra de caminhos do quiver Q acima com as relações c?d? =
d?[dc] = [dc]c? = 0 mais as relações c? = d? = b? = 0, assim temos também
que c?b? = 0. Portanto P(A, S)3̂,3̂ é isomorfa a álgebra de caminhos do quiver
abaixo

4 3

1

[dc]

OO

2.

Assim temos que P(A, S)3̂,3̂ e P(A, S)3̂,3̂ são isomorfas.
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7.2 Rigidez
Nessa seção apresentaremos, dentre outros resultados, outra classe de QPs
que é invariante por mutação. Na seção anterior já vimos que a classe de
QPs com álgebra Jacobiana de dimensão finita é invariante por mutação.

Definição 7.8. A cada QP (A, S) associamos seu espaço de deformação
Def(A, S), dado por

Def(A, S) = Tr(P(A, S))/R.

Proposição 7.9. Sob as mesmas condições da proposição (7.1), os espaços
de deformação Def(Ã, S̃) e Def(A, S) são isomorfos.

Demonstração. Para todo QP (A, S) como no enunciado da proposição, te-
mos que

Def(A, S) ∼= Tr(P(A, S)k̂,k̂)/Rk̂,k̂.

Logo

Def(A, S) ∼= Tr(P(A, S)k̂,k̂)/Rk̂,k̂

∼= Tr(P(Ã, S̃)k̂,k̂)/Rk̂,k̂

∼= Def(Ã, S̃).

Definição 7.10. Dizemos que um QP (A, S) é rígido se Def(A, S) = {0},
ou seja, se Tr(P(A, S)) = R.

Exemplo 7.11. Considere no quiver abaixo o QP (A, S = 0)

1 a // 2 b // 3.

Como S = 0 temos que J(S) = 0, logo P(A, S) = R〈〈A〉〉/J(S) = R〈〈A〉〉.
Note que [b, a] = ba−ab = ba, portanto ba pertence ao espaço dos comutadores
de R〈〈A〉〉, assim

Def(A, S) = Tr(P(A, S))/R = Tr(R〈〈A〉〉)/R = R/R = 0.

Logo (A, S) é um QP rígido.
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Corolário 7.12. Se um QP rígido e reduzido satisfaz (6.1) então o QP
(Ā, S̄) = µk também é rígido.

Demonstração. Como (Ã, S̃) ∼= (Ãtriv, S̃
(2)
triv)⊕(A, S) e o QP (Ãtriv, S̃

(2)
triv) é tri-

vial, temos que P(A, S) ∼= P(A, S), logo Def(A, S) ∼= Def(Ã, S̃) ∼= Def(A, S).
Assim o QP (A, S) é rígido.

Exemplo 7.13. Vimos no exemplo anterior que o QP (A, S = 0) no quiver

1 a // 2 b // 3.

é rígido. Calculando a mutação de (A, S) no vértice 2 obtemos o QP (A, S =
[ba]a?b?) no quiver Q abaixo

3
b?

��???????

1

[ba]
@@�������

2.
a?

oo

Portanto o QP (A, S) é rígido pelo corolário anterior.

Proposição 7.14. Todo QP (A, S) rígido e reduzido é 2-acíclico.

Demonstração. Um QP (A, S) é rígido se, e somente se, todo potencial em
A é ciclicamente equivalente a um elemento de J(S).

Suponha por contradição que existem vértices i 6= j tais que Ai,j e Aj,i
são ambos não nulos, ou seja existe ciclo de comprimento 2. Assim, tome
a ∈ Ai,j e b ∈ Aj,i não nulos. Pela definição, é fácil ver que os ciclos de J(S)
tem comprimento pelo menos 3, ou seja, a parte cíclica de J(S) está contida
em m(A)3. Daí segue que o ciclo ab não é ciclicamente equivalente a nenhum
elemento de J(S), uma contradição.

Definição 7.15. Seja k1, ..., kl ∈ Q0 uma sequência de vértices tal que
kp 6= kp+1 para p = 1, ..., l − 1. Dizemos que o QP (A, S) é (kl, ..., k1) não
degenerado se todos os QPs (A, S), µk1(A, S), µk2µk1(A, S), ..., µkl ...µk1(A, S)
são 2-acíclicos. Dizemos que (A, S) é não degenerado se (A, S) é (kl, ..., k1)
não degenerado para qualquer sequência de vértices como descrita anterior-
mente.
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Exemplo 7.16. Considere o quiver Q abaixo

3
c

���������

1 a
// 2.

b
__???????

Como esse quiver é simétrico, sua mutação em qualquer vértice em relação
a potenciais ciclicamente equivalentes a S = cba são equivalentes. Assim,
calculando µ̃2(A, S) = (Ã, S̃) temos

S̃ = c[ba] + [ba]a?b?

no quiver Q̃ abaixo

3

c
���������

b?

��???????

1

[ba]
@@�������

2.
a?

oo

Assim a mutação µ2(A, S) = (A, S), isto é, a parte reduzida de (Ã, S̃), é
dada por (A, S = 0) no quiver abaixo

1 2a?oo 3.b?oo

Calculando a mutação no vértice 1 do quiver acima obtemos o quiver abaixo

1 a // 2 3b?oo

com o potencial 0. Se calcularmos agora a mutação no vértice 3 do quiver
acima obtemos o quiver abaixo

1 a // 2 b // 3

com o potencial 0. Se calcularmos agora a mutação no vértice 2 obtemos um
QP equivalente ao QP (A, S = cba) no quiver

3
c

���������

1 a
// 2

b

^^=======
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e voltamos ao QP inicial. Não é difícil se convencer que, o único QP com
ciclos que aparece em qualquer sequência de mutações do QP acima é o pró-
prio QP (a menos de equivalência). Portanto o QP (A, S = cba) é não
degenerado.

De fato, o exemplo anterior poderia ter sido obtido como um caso parti-
cular do seguinte corolário.

Corolário 7.17. Todo QP rígido e reduzido é não degenerado.

Demonstração. Pela proposição anterior se (A, S) é rígido e reduzido então é
2-acíclico, pelo corolário (7.12) µk(A, S) é rígido e por definição reduzido. As-
sim temos que a sequência (A, S), µk(A, S), ... é formada por QPs 2-acíclicos,
portanto o QP (A, S) é não degenerado.
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Capítulo 8

Conclusão

Nessa dissertação estudamos Álgebras de Caminhos Completas, que é um
tipo de álgebra topológica não comutativa e - geralmente - de dimensão
infinita, obtida pelo completamento topológico da Álgebra de Caminhos de
um quiver finito. Primeiro investigamos algumas propriedades topológicas da
álgebra de caminhos completa. Mostramos que uma certa classe de morfismos
que estamos interessados são morfismos topológicos e admitem uma certa
decomposição em termos de morfismos entre objetos mais simples - morfismos
de bimódulos. Também estabelecemos um critério de convergência muito
importante para sequências de elementos da álgebra de caminhos completa.

Estivemos particularmente interessados em potenciais, isto é, elementos
da álgebra de caminhos completa que são combinações lineares - possivel-
mente infinitas - de ciclos. A cada potencial associamos seu ideal Jacobiano
e sua álgebra Jacobiana. Introduzimos uma noção de decomposição de qui-
vers com potenciais, a saber, a decomposição de um quiver com potencial
em sua parte trivial e reduzida. Vimos que de fato essa é uma boa noção
de decomposição, no sentido de que, cada quiver com potencial admite uma
decomposição essencialmente única.

Estudamos também a noção de mutação de um quiver com potencial.
Vimos que a operação de mutação tem algumas propriedades interessantes,
por exemplo, (a) a mutação age como uma involução na classe dos quivers
com potenciais reduzidos, (b) a mutação de quivers com potenciais com ál-
gebra Jacobiana de dimensão finita é ainda um quiver com potencial com
álgebra Jacobiana de dimensão finita, e (c) vimos que a classe de quivers
com potenciais reduzidos é também invariante pela operação de mutação.
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