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Resumo

Nesta dissertacao, nosso foco foi desenvolver importantes teoremas sobre a
densidade de conjuntos de ideais primos com o objetivo de estabelecer ferra-
mentas que podem ser Gteis para o estudo do conjunto dos primos gémeos,
o qual sempre fora o meu foco principal dentro da matemaética. Embora
este fosse o objetivo a longo prazo, nao pretendemos tratar neste texto da
aplicacao dessas ferramentas no problema especifico, deixando isso para um
trabalho posterior.

No capitulo (1) estruturamos alguns conceitos gerais de Teoria dos Nameros,
Algebra e Analise que serdo utilizados no decorrer do texto. Evitamos nos
demorar neste capitulo tendo em vista que alguns (ou vérios) destes conceitos
podem ja ser conhecidos do leitor.

No capitulo (2) desenvolvemos a teoria de nimeros p-adicos e a ideia de com-
pletamentos de corpos através de valoracoes. Embora fosse suficiente para as
demonstracoes aqui apresentadas que definissemos diretamente o conceito de
valoracoes, os niimeros p-adicos apresentam relevancia histérica no desenvol-
vimento da teoria de valoracoes. Além disso, acreditamos que a beleza dos
numeros p-adicos ja é justificativa suficiente para sua adicao ao texto.

No capitulo (3) comegamos a trabalhar com nosso primeiro teorema de densi-
dade. Aqui construimos a no¢ao de caracteres para grupos abelianos finitos,
L-séries e finalmente o proprio Teorema das Progressoes Aritméticas.

No capitulo (4) estudamos a funcao zeta de Dedekind para, posteriormente,
desenvolvermos o Teorema da Densidade de Dirichlet.

No capitulo (5), o altimo capitulo, chegamos ao Teorema da Densidade de
Tchebotarév. Apds sua demonstracao, revisamos algumas aplica¢oes impor-
tantes.

A maijor parte destes resultados pode ser encontrada em |[7].
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Abstract

In this dissertation, our focus was to develop important theorems about the
density of sets of prime ideals with the purpose of establishing tools that
can be useful for the study of the set of the twin primes, which has always
been my main focus in mathematics. Although it is a long-term goal, we do
not intend to treat in this text the application of these tools in the specific
problem, leaving it to a later work.

In the first chapter, we have structured some general concepts of Number
Theory, Algebra and Analysis that will be used throughout the text. We
avoid spending a lot of time on these issues, as some of these concepts may
already be known to the reader.

In second chapter we worked on the theory of p-adic numbers as well as the
idea of completion of fields through valuations. It is sufficient for the state-
ments presented here that we directly define the concept of valuations, but
the p-adic figures present historical relevance in the development of valuation
theory, so that we believe that the beauty of the p-adic numbers is a sufficient
justification for its addition to the text.

In the third chapter, we start working on our first density theorem. Here we
constructed the notion of characters for finite abelian groups, L-series, and
finally the Arithmetic Progression Theorem itself.

In the fourth chapter, we studied the Dedekind zeta function to later deve-
lops the Dirichlet’s Density Theorem.

In the last chapter, we arrived at the Tchebotarév’s Density Theorem. After
its demonstration, we reviewed some important applications of it.

Most of these results can be found in |7].
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Prefacio

Tudo comegou em uma tarde de um sabado ensolarado. Em uma sala de aula
diferenciada, mas a qual eu ja estava acostumado, fui apresentado a beleza
dos nimeros primos e aos seus mistérios. A obsessao por uma regularidade
em sua distribuicao tomaria conta de meus pensamentos por semanas.

Em meio a toneladas de folhas preenchidas por crivos de primalidade eu ten-
tava enxergar o problema de uma perspectiva por vezes mais panoramica,
por vezes mais minimalista. Nao me importava a eficiéncia de meus méto-
dos, apenas a diversao de mergulhar naquele mundo maravilhoso e procurar
por suas respostas.

Foi entao que esbarrei em um fato que me faria esquecer todo o resto. Na
época eu as chamava de simetrias. Existiam certos nimeros compostos que
pareciam criar eixos de simetria na distribuicao dos primos. Comecei a estu-
dar & fundo essas simetrias, convicto de que elas me mostrariam a regulari-
dade que tanto busquei.

Posteriormente, percebi que essas simetrias ja deveriam ser conhecidas, e bus-
quei me informar sobre elas. Descobri entao que no centro da maior parte
de minhas simetrias figurava um conceito batizado de primos gémeos. Dois
numeros primos cuja média aritmética era exatamente o centro de minha
simetria. Mais uma vez, mudei o foco de meus estudos.

Porém, por mais que pesquisasse, minhas fontes eram limitadas e pouco con-
segui descobrir sobre os primos gémeos. Existia portanto um caminho a
trilhar. Assim, decidi ingressar em um curso de matemaética e procurar con-
tatos que pudessem me fornecer material de estudo sobre o assunto.
Durante os primeiros semestres avancei muito no problema, pelo menos em
minha visao. Me divertia construindo um crivo particular, especifico para a
obtencao de pares de primos gémeos. Mas conforme os semestres passavam
me sobrava cada vez menos tempo para lidar com o problema.

Apo6s um longo tempo afastado, tive a oportunidade de cursar a disciplina
de Teoria dos Nimeros e percebi que estava na hora de voltar a ativa. Dessa
vez, porém, precisava de uma orientacao para guiar meus passos. Foi entao
que procurei aquele que havia ministrado as aulas de Teoria dos Nameros,



André Gimenez, para me orientar.

Neste momento estava também proximo de meu ingresso no Mestrado, e den-
tre as possibilidades indicadas por ele, percebemos que a teoria de densidade
de primos poderia ser a mais indicada para meu estudo. Ela se encaixava
com a forma por mim utilizada para atacar o problema.

Desse modo, o trabalho que aqui apresento é apenas um caminho para um
objetivo que ainda nao alcancei. Enquanto estudava essas ferramentas, nao
tive tempo de aplici-las ao problema real. Mas também tive a oportunidade
de conhecer outros campos da Teoria de Niimeros que igualmente me fasci-
naram.

Talvez eu nunca chegue a resolver esse problema que me acompanhou por
tantos anos, e que permanece em aberto para toda a comunidade matema-
tica. Talvez eu tenha crescido e esse nem seja mais o meu objetivo nessa
vida. Mas independente de tudo isso, convido vocé leitor a conhecer um
pouco mais disso que tanto me fascinou nestes tltimos anos.

Portanto, recolha as velas, prepare os remos e boa sorte em sua leitura.



Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

1.1 Extensoes de Corpos

Sejam K e L corpos tais que K C L. Denotamos por L/K a extensao
definida por esses corpos.

Defini¢ao 1.1. Um corpo numérico algébrico (ou, simplesmente, corpo
numérico) é uma extensdo de corpo de grau finito do corpo dos nimeros
racionais Q. Aqui a sua dimensdo como espaco vetorial sobre Q é chamada
simplesmente de grau.

Definigao 1.2. Uma extensio algébrica L/K € dita normal se o € L im-
plica que todas as raizes do polinémio minimal de o sobre K pertencem a

L.

Definigao 1.3. Dizemos que uma extensdio algébrica L/K ¢é separdvel se
para todo a € L, o polinomio minimal de « sobre K € separdvel (i.e., sua
derivada formal é nao nula).

Definicao 1.4. Uma eztensao algébrica L/K é dita uma extensdo Galoi-
stana se € uma extensao normal e separdvel.

Definigao 1.5. Seja L/K uma extensio de corpos. Um automorfismo de
L/K é definido como isomorfismo o : L — L tal que a(x) = x para cada
x € K. O conjunto de todos os automorfismos de L/K forma um grupo
denotado por Aut(L/K).

Definigao 1.6. Se L/K ¢é uma extensao Galoisiana, entdo Aut(L/K) é cha-
mado de Grupo de Galois de L/K, e o denotaremos por Gal(L/K).
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Definicao 1.7. O trago e a norma de um elemento x € L em L/K sao
definidos como sendo o traco e o determinante, respectivamente, do endo-
morfismo

T.:L— L, T.(a)==za,
do K-espaco vetorial L:

TI'L/K(QZ') = TI'(Tx), NL/K(.CL’) = det(Tx)

1.2 Anéis e Corpos

Definicao 1.8. Seja A C B uma extensio de anéis comutativos. Um ele-
mento b € B € dito um inteiro (ou integral) sobre A se satisfaz uma equacao
monica

a4 4a, =0, n>1,

com coeficientes a; € A. O anel B é chamado inteiro (ou integral) sobre
A se todos os elementos b € B sao inteiros sobre A.

Definicao 1.9. Dado um corpo numérico K, o anel de inteiros de K ¢
o anel de todos os elementos inteiros sobre Z contidos em K. Denotaremos

esse anel por O.

Definicao 1.10. Seja R um anel comutativo de caracteristica prima p. O
Endomorfismo de Frobenius é definido por

F(r)y=r?
para todo r € R.
A respeito da multiplicacao de R, temos
F(rs) = (rs)? =rPs? = F(r)F(s).
Por outro lado, devido a caracteristica de R ser p, temos também que
F(r+s)=+s)P=rP+s"=F(r)+ F(s).
Isto mostra que F' é um homomorfismo de anéis.
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1.3 Mobdulos e Ideais

Definigao 1.11. Dado um anel (R,+,-), seja (R, +) seu grupo aditivo. Um
subconjunto a é chamado tdeal de R se satisfaz

1. (a,+) € um subgrupo de (R,+);
2. NxeaVre R:z-r,r-x € a.
Podemos definir a soma e o produto de dois ideais como segue.

Definicao 1.12. Sejam a e b ideais de um anel R. Definimos

a+b:={a+b|lacabeb}

ab .= {ZaibilaiEQ bieb,HEN}

i=1

Definicao 1.13. Um dominio de integridade ¢ um anel comutativo nao
nulo em que o produto de dois elementos nao nulos € um elemento nao nulo.

Definicao 1.14. Seja A C B wuma extensao de anéis comutativos. Seja
A" ={x € B | z é inteiro sobre A}. Dizemos que A’ é o fecho inteiro (ou
fecho integral) de A em B.

Definicao 1.15. Um dominio integralmente fechado é um dominio de
integridade cujo fecho inteiro no seu corpo de fracoes € ele mesmo.

Definicao 1.16. Um ideal principal é um ideal que pode ser gerado por
um unico elemento. Seja a um ideal principal gerado pelo elemento a. Es-
crevemos entdo (a) := a.

Definigcao 1.17. Um dominio de ideais principais ¢ um dominio de
integridade em que todo ideal é principal.

Definicao 1.18. Um ideal préprio p € chamado um wdeal primo se para
quaisquer a,b € R, se (a)(b) C p, entdo a € p ou b € p.

Definigao 1.19. Um ideal proprio p é chamado um tdeal completamente
primo se para quaisquer a,b € R, se ab € p, entdo a € p ou b € p.

Proposicao 1.20. Todo ideal completamente primo é um ideal primo.

A reciproca nao é sempre verdadeira.



Exemplo 1.1. O ideal 0 no anel das matrizes n X n sobre um corpo K é um
tdeal primo, mas nao € um ideal completamente primo.

Proposicao 1.21. Seja R um anel comutativo. FEntao todo ideal primo de
R € um ideal completamente primo.

Defini¢ao 1.22. Um anel comutativo Noetheriano (ou simplesmente
anel Noetheriano) é um anel comutativo que satisfaz a condi¢io de cadeias
ascendentes para ideais, isto €, dada qualquer cadeia de ideais

ap C---Capg Cap Cage €00

existe n € N tal que

ap = Qptpp = -

Observacao 1. Embora utilizemos neste texto o termo anel Noetheriano para
anéis comutativos Noetherianos, podemos definir um anel Noetheriano nao-
comutativo de forma semelhante, a partir das cadeias ascendentes de ideais
a direita e ideais a esquerda, 0s quais nao foram definidos aqus.

Definicao 1.23. Um dominio de Dedekind ¢ um dominio integralmente
fechado, Noetheriano em que cada ideal primo nao nulo € um ideal maximal.

Teorema 1.24. Seja K um corpo numérico e Ok o anel de inteiros de K.
Ox € um dominio de Dedekind.

Demonstragao. 7] Teorema (3.1), capitulo I. O
Durante o resto do capitulo, O serd um dominio de Dedekind.

Lema 1.25. Para cada ideal a # 0 de O existem ideais primos nao nulos
plapQ; e 7pr tais que
a 2 pipa - Py

Demonstra¢ao. Suponha que o conjunto 91 dos ideais que nao satisfazem
essa condi¢ao é nao vazio. Como O é Noetheriano, toda cadeia ascendente
de ideais se torna estacionaria. Desse modo 9t é indutivamente ordenada
com respeito a inclusao e portanto admite um elemento maximal a. Este
nao pode ser um ideal primo, entao existem elementos by, by € O tais que
biby € a, mas by,by & a. Tome a; = (b)) +a, az = (by) + a. Entdo a & ay,
a ; ao, € aas C a. Pela maximalidade de a, tanto a; quanto as contém um
produto de ideais primos, e o produto desses produtos esta contido em a, o
que é uma contradigao. 0



Lema 1.26. Seja p um ideal primo de O, K o corpo de fracoes de O e defina
pl={reK]|wpc O}

Temos entdo que ap™' := {> " ax; | a; € a, x; € p~'} # a, para cada ideal
a # 0.

Demonstracao. Seja a € p, a # 0, e pip2---p, C (a) C p, com r menor
possivel. Entao um dos p;, digamos p;, estd contido em p, e entao p; = p
pois p; é um ideal maximal. (De fato, se nenhum dos p; estiver contido em p,
entdo para cada i existird um a; € p; \p tal que a, - - - a, € p. Mas p é primo.)
Como py---p, Z (a), existe b € py---p, tal que b & aQ, isto ¢, a='b & O.
Por outro lado temos que bp C (a), isto ¢, a~'bp C O, e entdo a~'b € p~ L.
Segue entao que p~! # O.

Agora seja a # 0 um ideal de O e ay, . . ., v, um sistema de geradores. Vamos
assumir que ap~! = a. Entdo para cada x € p~*,

TOo; = E Q305 , Q45 e 0.

J

Escrevendo A para a matriz (zd;; — a;;) nos obtemos que A(ay, ..., a,)" = 0.
Podemos mostrar que o determinante d = det(A) satisfaz dag = - -+ = da,, =
0 e portanto d = 0. Segue entao que x é inteiro sobre O, sendo um zero do
polinémio ménico f(X) = det(Xd;; — a;;) € O[X]. Portanto z € O. Isso
implica que p~! = O, uma contradicao. O]

Teorema 1.27. Cada ideal a de O diferente de (0) e (1) admite uma fato-
racao

a=7pr---pr
em ideais primos nao nulos p; de O que € unica & menos da ordem dos
fatores.

Demonstracao. [. Existéncia da fatoragao em ideais primos. Seja
9 o conjunto de todos os ideais diferentes de (0) e (1) que ndo admitem
uma decomposicao em ideais primos. Se 90 é nao vazio, entao nos
argumentamos como no lema (1.25) e obtemos que existe um elemento
maximal a em 9. Ele esta contido em um ideal maximal p, e a inclusao
O C p~! nos da

aCap ' Cpp ' CO.

Pelo lema (1.26), temos a G ap™ e p G pp~" C O. Como p é um ideal
maximal, segue que pp~t = O. Em vista da maximalidade de a em 90
e como a # p, isto é, ap~! # O, o ideal ap~! admite uma decomposicao
em ideais primos ap™' = p;---p,, e entdo a = ap~'p = p;-- - p,p, uma
contradicao.



II. Unicidade da fatoracao em ideais primos. Para um ideal primo
p temos: ab Cp — a C poub Cp,isto é plab = pla ou pl|b.
Sejam

a=PpiP2---Pr =0q0q2" - qs
duas fatoragoes em ideais primos de a. Entao p; divide um fator g;,
digamos q;, e sendo maximal temos p; = q;. Multiplicamos por p~! e
obtemos, em vista de que p; # pip;! = O, que

Po- P =102 (s

Continuando indutivamente, vemos que r = s e, possivelmente depois

de uma renumeracao, p; = q; para todot=1,... 7.
O]

Agrupando as ocorréncias do mesmo ideal primo na fatoracao em ideais
primos de um ideal a # 0 de O ganhamos uma representagao

1 12
a_pl T?"

Para um produto a = a;---a, de ideais relativamente primos ay,...,a,,
temos um analogo do bem conhecido “Teorema Chinés dos Restos” da teo-
ria dos nimeros elementar. Podemos formular esse resultado para um anel
arbitrario considerando que
n
a = ﬂ a;.
i=1

De fato, como a;la, i = 1,...,n, nés temos por um lado que a C (7, a;,
e para a € (), a; nés obtemos que a;|/(a), e sendo os fatores relativamente
primos, obtemos que a = a; - - - a,|(a), isto é, a € a.

Teorema 1.28. Teorema Chinés dos Restos. Sejam ay,. .., a, ideais em
um anel R tais que a; + a; = R para i # j. Entao, se a =, a;, temos

n
Rja= P R/a;.
i=1
Demonstracao. O homomorfismo canénico

n n
R—>@R/ai, ar—>@amodai,
i=1 i=1
tem nicleo a = (), a;. Portanto é suficiente mostrar que ele ¢ sobrejetivo.

Para isso, seja ; mod a; € R/a;, i = 1,...,n dados. Se n = 2, podemos
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escrever 1 = aq + as, a; € a;, e colocando x = x9a;7 + x1a2 N6S obtemos que
r=x; mod a;, 1= 1,2
Se n > 2 nos podemos encontrar como antes um elemento y; € R tal que

y1 = 1 mod a;, y; =0 mod ﬂaiu
i=2

e, pelo mesmo processo, elementos ys, .. ., y, tais que
y; =1moda;, y; =0moda; parai#j.

Colocando x = z1y;+- - - +2,y, n6s obtemos que x = x; mod a;,2=1,...,n.
Isto prova a sobrejetividade. O

Seja Ok o anel de inteiros de um corpo algébrico K e p um ideal primo
de Ok. Para uma extensdo L/K nos podemos considerar também Oy, o anel
de inteiros de L e o ideal p - O de O. Este pode ou nao ser primo, mas
assumindo que [L : K] é finito temos a seguinte fatoragao de ideais primos

p-OL=p1"-p,
onde os p; sao ideais primos distintos de Op.

Defini¢ao 1.29. E dito que p se ramifica em L se e; > 1 para algum i. Se
para todo i temos e; = 1, dizemos que p nao se ramifica.

Exemplo 1.2. Considere o conjunto dos inteiros Gaussianos
Z[i| ={a+bi|a,beZ},

onde i> = —1. Como os inteiros Gaussianos sao fechados para a adicdo e a
multiplicacao, eles formam um anel comutativo, que é um subanel do corpo
dos niimeros complexos C.

As unidades do anel de inteiros Gaussianos sio 1, —1, i e —i (seque imedi-
atamente utilizando a norma da defini¢ao (1.7)).

Os elementos primos de Z[i] sao conhecidos como primos Gaussianos.
Dado um niimero primo p € Z, gostariamos de analisar o que acontece com
p € Z[i]. Temos trés casos possiveis:

1. Se p=3mod 4, entao ele é um primo Gaussiano. Nesse caso dizemos
que p € inerte nos inteiros Gaussianos, e p nao se ramifica.

2. Se p = 1mod 4, entdo ele € um produto de um primo Gaussiano pelo
seu conjugado, 0s quais nao sao associados (nenhum dos dois pode ser
escrito como o produto do outro por uma unidade). Dizemos que p € um
primo decomponivel nos inteiros Gaussianos, e p nao se ramifica.



3. Sep=2, temos 2= (1+1i)(1 —1) =i(l —i)?. Dizemos nesse caso que
p se ramifica.

Observacao 2 (|7], capitulo 1). Todo ideal primo em Z[i| contém um primo
usual de Z, e acima de cada primo de 7. hd ao menos um primo gaussiano.
Dessa forma, para analisar os primos de Z[i] basta olhar como se decompoem
08 Primos usuaLs nos gaussianos.

Definicao 1.30. Um anel de valorag¢ao discreta é um dominio de ideais
principais O com um unico ideal mazimal p # 0.

Exemplo 1.3. O anel

9
Lpy = {E | g,h € Z,pTh}
é um anel de valoragao discreta com o unico ideal mazimal (p)

Exemplo 1.4 ([1], teorema 9.3). A localiza¢ao de um anel de inteiros algé-
bricos em qualquer primo nao nulo é sempre um anel de valoracao discreta.

O ideal maximal é da forma p = (7) = 7O, para algum elemento primo
.

Definicao 1.31. Seja R um anel comutativo e 1z sua identidade multiplica-
tiva. Um R-mddulo M consiste de um grupo abeliano (M, +) e uma operacao
-t RX M — M tal que para todo r,s € R e x,y € M, temos:

L.r-(x4+y)=r-x+r-y;
2. (r+s)-x=r-x+s-x;
3. (rs)-x=r-(s-x);

4. 1p-x =1.

Definicao 1.32. Seja O um dominio de Dedekind e K seu corpo de fracoes.
Um tdeal fraciondrio de K ¢ um O-submodulo finitamente gerado a de K.

Por exemplo, um elemento a € K* define o “ideal principal” fracionério
(a) = aO. Obviamente, como O é Noetheriano, um O-submoédulo a # 0 de
K é um ideal fracionario se e somente se existe ¢ € O, ¢ # 0, tal que ca C O
¢ um ideal do anel O. Ideais fracionarios sao multiplicados da mesma forma
que ideais em . Por distincao podemos chamar os ideais anteriormente
definidos (defini¢ao (1.11)) de ideais inteiros de K.
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Proposicao 1.33. Os ideais fraciondrios de um dominio de Dedekind for-
mam um grupo abeliano, o grupo ideal Jx de K. O elemento identidade é
(1) = O, e o inverso de a é

a ' ={rec K|zaC O}

Demonstrag¢ao. Temos claramente associatividade, comutatividade e a(1) =
a. Para um ideal primo p, o lema (1.26) diz que p & pp~! e, portanto,
pp~! = O pois p é maximal. Consequentemente, se a = p; ---p, & um ideal
inteiro, entdo b = p; - --p- !t é um inverso. ba = O implica que b C a~!. Por
outro lado, se za C O, entao xab C b, entao x € b pois ab = O. Portanto
temos b = a1,

Finalmente, se a é um ideal fracionario arbitrario e ¢ € O, ¢ # 0, é tal que
ca C O, entao (ca)™t = ¢ ta~! & o inverso de ca, entdo aa™' = O. O

Corolario 1.33.1. Todo ideal fraciondrio a admite uma unica representacao
como um produto
a= H P’
p

com v, € Z e v, = 0 para quase todo p (ou seja, pode ser escrito como
um produto finito de ideais primos). Em outras palavras, Ji € o grupo livre
abeliano no conjunto de ideais primos nao nulos p de O.

Demonstrac¢ao. Cada ideal fracionéario a é um quociente a = b/¢ de dois ideais
inteiros b e ¢, que pelo teorema (1.27) tem uma decomposi¢ao prima. Assim
sendo a tem uma decomposi¢ao prima do tipo apresentada no corolario. Pelo
teorema (1.27), ela é tinica se a é inteiro, e portanto também serd em geral.

]

Definigao 1.34. Os ideais principais fraciondrios (a) = aQ, a € K*, for-
mam um subgrupo do grupo de ideais Ji, que denotaremos por Px. O grupo
quociente

€ chamado de grupo de classes ideal, ou grupo de classes, de K.

Definicao 1.35. Dado um ideal a # 0 do anel Ok nds denotaremos por
norma absoluta o indice finito

‘ﬁ(a) = [OK : Cl].

Proposicao 1.36. Se a = p{*---p¥ € a fatoragio prima de um ideal a # 0,
entao temos

N(a) = Np)™ - N(py)™

11



Demonstragao. Pelo teorema chinés dos restos (1.28), temos
Ok/a=Ok/p" ©--- © Ok /p,".

No6s podemos entao novamente nos concentrar no caso em que @ é uma po-
téncia prima p”.
Na cadeia

p2p° 2. 2pY

temos que p* # pt! devido a fatoracdo prima ser tnica, e cada quociente
p'/p"tt & um Of /p-espago vetorial de dimensao 1. De fato, se a € p*\ p**!
e b = (a) + p't!, entdo p* O b 2 p'*! e consequentemente p' = b, pois
do contrario b’ = bp~* seria um divisor proprio de p = ptlp~t. Assim
@ = amod pt ¢ uma base do Ok /p-espago vetorial p’/p"*t. Entao nos
temos p’/pt!t = Ok /p e portanto

N(p") =[Ok : "] =[Ok : p]lp: p*] -+ [P p”] = N(p)”.

A proposicao imediatamente implica a multiplicatividade
MN(ab) = MN(a)N(b)

da norma absoluta. Esta pode ser estendida para um homomorfismo
N:Jg — RL

definido em todos os ideais fracionarios a =[], p".

Teorema 1.37. O grupo de classes ideal Clix = Jx /Py € finito. Sua ordem
hx = [Jk : Pk]

é chamada de nimero de classe de K.

Demonstragao. |7|, Teorema 6.3. O

Dado um ideal m, seja Jg o grupo de todos os ideais fracionarios rela-
tivamente primos com m, e seja Pg o grupo de todos os ideais principais
(a) € Pk tais que

a=1modm e aétotalmente positivo.

A dltima condicao significa que, para toda imersao real K — R, a acaba por
ser positivo. A congruéncia a = 1 mod m significa que a é o quociente b/c de
dois inteiros relativamente primos a m tais que b = ¢ mod m.

Definicao 1.38. Definimos
Cly = Jg/Pg.

12



1.4 Séries e Funcoes

Definicao 1.39. Dados um conjunto S e funcgoes f, : S — C, a série

> fal)

¢ chamada normalmente convergente se a série das normas uniformes
(norma do supremo) dos termos da série converge. Isto é,

STl =" sup | falz)] < 0.
n=0 n—0 °

Definicao 1.40. Neste trabalho a denotaremos o logaritmo neperiano por
Inx.
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Capitulo 2

Numeros p-adicos

2.1 Motivacao e Definicao

Os nimeros p-adicos foram primeiramente descritos por Kurt Hensel (1861
- 1941) em 1897 [4], embora, em retrospecto, alguns dos trabalhos anteriores
de Ernst Kummer (1810 - 1893) possam ser interpretados como uma uti-
lizagao implicita dos nameros p-adicos [2].

A forma de comecar a pensar nos nimeros p-adicos de Hensel baseava-se em
se perguntar o que aconteceria se vissemos os numeros f € Z, em analogia
aos polinomios f(z) € C[z], como fun¢oes no espaco X dos niimeros primos
em 7, associando a eles seus “valores” no ponto p € X, isto é, o elemento

f(p) := f mod p

no corpo de residuo de classe k(p) = Z/pZ.

A partir desse ponto de vista, podemos aprofundar ainda mais a questao.
Poderiamos também tentar definir as derivadas superiores de f? No caso
dos polinomios f(z) € C[z], as derivadas superiores no ponto z = a sio
dadas pelos coeficientes da expansao

e mais geralmente, para funcdes racionais f(z) = 42 € C(z), com g, h €
C[z], eles sao definidos pela expansao de Taylor

[(2) =3 au(z — )",

desde que nao haja um polo em z = a, isto ¢, enquanto (z — a) 1 h(2).
De fato, essa expansao também pode ser escrita relativa a um nimero primo
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p em 7Z para qualquer racional f € Q que pertenca ao anel local

Zip = {%|g,hez,p+h}.

Assim, comegamos a nos guiar & nogao de nimeros p-adicos. Primeiro, todo
inteiro positivo f € N admite uma expansao p-adica

f=ay+ap+--+ap",

com coeficientes a; em {0,1,...p — 1}, isto é, em um sistema fixado de repre-
sentantes do “corpo de valores” k(p) = IF,. Esta representagdo é claramente
tnica. Pode ser computada explicitamente dividindo-se sucessivamente por
p, formando o seguinte sistema de equagoes:

f=ao+pfi,
fi=a1+Dpfs,

fn—l = ap—1 +pfn7
fn = Qp.
Aqui a; € {0,1,...p— 1} denota o representante de f; mod p € Z/pZ. Em

casos concretos, podemos escrever o nimero f simplesmente como a sequéncia
dos digitos ag, ayas . .. a,, por exemplo

839 = 1,110001011 (2-4dico)
839 = 2,001101 (3-adico)
839 = 4,2311 (5-adico)

Logo que tentamos escrever expansoes p-adicas também para inteiros ne-
gativos, bem como para fragoes, somos forcados a permitir o uso de séries

infinitas
oo

Zavp“:a0+a1p+a2p2+---.
v=0

Exemplo 2.1. Vamos verificar a expansao 2-ddica de —1.
—1=1+2(-1)

Notamos aqui que ao realizar as divisoes sucessivas, encontraremos f; = —1,
para todo i. Desse modo teremos

—1=) 2" (2-ddico).
v=0

16



Vamos entender essa notacao primeiro no sentido puramente formal, isto
é, > o, ayp’ simplesmente representa a sequéncia de somas parciais

n—1
v
S"ZE ayp’, n=12...
v=0

A expansao p-adica de um ntimero arbitrario f € Z,) resulta da seguinte
proposicao sobre as classes de residuos em Z/p"Z.

Proposicao 2.1. A classe de residuos a mod p™ € Z/p"Z pode ser unica-
mente representada na forma

a=ap+ap+ ap® + -+ ap_1p™ " mod p”
onde 0 < a; <pparat=0,--- ,n—1.

Demonstracao: (Indugao sobre n.) A proposicao é clara para n = 1. As-
sumamos que a afirmacao estd demonstrada para n — 1. Teremos entao a
representacao tnica

n—1

a=ag+ap+ap®+ -+ a, op"? +gp" ",

para algum inteiro g. Se g = a,_1 mod p tal que 0 < a,,_; < p, entdo a,_ é
unicamente determinado por a, e a congruéncia da proposicao segue. O]

Definigao 2.2. Dado um numero primo p fizado, dizemos que um inteiro
p-ddico € uma série infinita formal

ag + ayp + ap® + - -,

onde 0 < a; < p, para todo i = 0,1,2,... O conjunto de todos os inteiros
p -ddicos € denotado por Z,.

Todo inteiro f e, mais geralmente, todo ntimero racional f € Z, tal que
seu denominador nao é divisivel por p, define uma sequéncia de classes de
residuos

S, =fmodp" €Z/p"Z, n=12,...,

para a qual n6s encontramos, pela proposi¢ao anterior,

51 = ag mod p,
Sy = ag + a1p mod p?,

S3 = ao + a1p + agp® mod P,  etc.,
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com coeficientes unicamente determinados ag,a,as, -+ € {0,1,...,p — 1}
que mantém seu significado de uma linha para a outra. A sequencia de
nameros

Sp=ag+ap+ap’+--+a,1p"t, n=12 ...,
define um inteiro p-adico

[e.e]
Z ayp’ € Zy,
v=0

que chamaremos de expansao p-adica de f.

Em analogia as séries de Laurent f(z) =3 2 a,(z —a)?, nos agora pode-

mos estender o dominio dos inteiros p-adicos nesta série formal
o
v —-m —1
E Ayp" = G—pp =+ tap  +ataptc-,
v=—m

ondem € Z e 0 < a, < p. Chamaremos tais séries simplesmente de nlimeros
p-adicos e escreveremos QQ, para o conjunto de todos os nimeros p-adicos.
Se f € Q é um nimero racional, podemos escrever

f=2p™ ondeg heZ (ghp) =1,

e se
ag + a1p + asp® + - -

¢ a expansao p-adica de 7, entdo nds relacionamos a f o nimero p-adico

app”" + arp "+t apap+ - €Q,

como sua expansao p-adica.
Desse modo nés obtemos um mapa canonico

Q— @,

que leva Z em Z, e é injetivo. Se a,b € Z tém a mesma expansao p-adica,
entao a — b é divisivel por p™ para qualquer n, e portanto a = b. Com isso
identificamos Q com sua imagem em Q,, entdao podemos escrever Q C Q,
e Z C Z, Assim, para todo niimero racional f € Q, ndés obtemos uma

identidade .
f = Z avpv-
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2
Exemplo 2.2. Vamos analisar a expansao 3-ddica de TR Podemos escrever

2 2 -
15 5

2
Portanto precisamos achar a erpansao 3-ddica de £

I
w

+
—_

I
w
+
S

I
w

Gl W Ok O N O = Ot N

G| = ot W

+
(@]

I

w
/_\/T\/_\/_\
N~ N N

+

[a—y

Assim, a erpansao 3-ddica de R serd
14+1-34+2-32+1-340-3"+1-3°+2-3+ ...
2
E portanto a expansao 3-ddica de R serd
137" +142-3+1-3%+0-3+1-3"+2-3" 4 -
Podemos definir uma adigao e multiplicacao dos ntimeros p-adicos que
torna Z, um anel e Q, um corpo de fracoes. No entanto, a abordagem
direta dessas defini¢oes resulta em algumas complicacoes. Elas desaparecem

uma vez que nos usamos outra representacao dos ntumeros p-adicos f =
> o2 o ayp”, 0s vendo nao como sequéncias de somas de inteiros

n—1
Sp = E %PU S Z7
v=0
mas como sequéncias de classes de residuos
Sp = S, mod p" € Z/p"L.
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Os termos dessa sequéncia pertencem a diferentes anéis Z/p"Z, mas eles estao
relacionados pelas projecoes candnicas

Z)pZ & T)p*T L2 TP L
e no6s encontramos

An (§n+1) - gn

No produto direto

H ZIp"Z = {(Tn)nen | ©n € Z/p"ZL},

n=1

nos agora consideramos o conjunto de todos os elementos (x,),eny com a
propriedade
A(ZTp1) =2, VYneN.

Este conjunto é chamado de limite projetivo dos anéis Z/p"Z e é denotado
por l&n Z/p"Z. Em outras palavras, nés temos
n

T&l Z/anZ {(xn)nEN € HZ/an ’ )\n<$n+1) = Tp, N = ]-727"' } .

n=1

A representacao modificada dos nimeros p-adicos apresentada acima segue
da seguinte proposicao.

Proposicao 2.3. Associando a cada inteiro p -ddico

o9
f=2 aw
v=0

a sequéncia (S,)nen das classes de residuos

n—1

S, = Zavp” mod p" € Z/p"Z,

v=0
produzimos uma bijecao

Z, > lim Z/p"Z.

A demonstragao é uma consequéncia direta da proposigao (2.1). O limite
projetivo @ Z/p"Z oferece a vantagem de ser claramente um anel. De
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fato, ele ¢ um subanel do produto direto [[)~, Z/p"Z onde adi¢do e multi-
plicacao sao definidos componente a componente. Nos identificamos Z, com
lim Z/p"Z e obtemos o anel dos inteiros p-adicos Z,,.

&mo todo elemento f € Q, admite uma representagao

f=p"g

com g € Z,, adicao e multiplicacao estendem de Z, para Q, e Q, vem a ser
o corpo de fracoes de Z,.

Em Z,, n6s encontramos os inteiros racionais a € Z que sao determinados
pelas congruéncias

! mod p™,

a=a,+ap+--+ap1p"”
0 < a; < p. Fazendo a identificacao
Ly = lﬁl Z/p"Z
o subconjunto Z é levado para o conjunto de tuplas

(a mod p, amod p?, amod p?,...) € HZ/p"Z
n=1

e assim ¢ visto como um subanel de Z,. Nos obtemos (Q como um subcorpo
do corpo Q, de nimeros p-adicos da mesma forma.

Apesar de suas origens nas ideias da teoria de funcoes, as aplicacoes dos
nimeros p-adicos se estendem naturalmente para o cerne da aritmética atra-
vés das equagoes Diofantinas. Uma tal equacao

F(xl,...,wn):()

é dada pelo polinomio F' € Z[zy,...,x,], e a questao gira em torno de sa-
ber se ela admite solugoes nos inteiros. Este problema pode ser facilitado
considerando, no lugar da equacao, todas as congruéncias

F(zy,...,2,) = 0mod m.
Pelo Teorema Chinés dos Restos, é suficiente considerar as congruéncias
F(zy,...,2,) =0 mod p*

percorrendo todas as poténcias de primos. A esperanca é obter assim in-
formacoes sobre a equacao original. Essa abundancia de congruéncias pode
agora ser sintetizada novamente em uma tnica equacao através dos niimeros
p-adicos. De fato, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.4. Seja F(xy,...,x,) um polindmio com coeficientes inteiros,
e fire p um numero primo. A congruéncia

F(xy,...,2,) = 0mod p*
tem solucao para v > 1 arbitrdrio se e somente se a equacao
F(zy,...,2,) =0
tem solucao nos inteiros p -dadicos.

Demonstra¢ao. Como estabelecido acima, nos vemos o anel Z,, como o limite
projetivo

Z,=lim Z/p"Z C [ Z/p"Z.
n n=1

Visto sobre o anel a direita, a equacao F' = 0 se divide em componentes sobre
os anéis individuais Z/p"Z, nomeadamente, as congruéncias

F(zy,...,2,) = 0mod p°.

Agora, se

(z1, . wn) = (@1, 1) e € Ly,

com (2"

Jven € Zp = an Z./p'Z, ¢ uma solucio p-adica da equagao F(xq,...,x,) =
0, entao as congruéncias sao resolvidas por
F(xgv),...,xff)) =0modp’, v=12,...

Por outro lado, seja uma solucio (2!, ..., z%") da congruéncia

F(z1,...,2,) =0 mod p*

dada para cada v > 1. Se os elementos (xgv))veN € [[L2,Z/p"Z ja estao em
%ﬂ Z/p'Z, para todo i = 1,...,n, entdo nés temos uma solugao p-adica
a equacao F' = 0. Mas este nao é o caso automaticamente. Portanto, nos

s b A : d A . (’U) (U) . f
extraimos uma subsequéncia da sequéncia (] ', ..., Zn ) que satisfaz nossas

necessidades. Para simplificar a notacao, vamos escrever x, = (a:@, e ,a:;v)).
No que se segue, veremos (x,) como uma sequéncia em Z". Como (Z/pZ)"
é finito, existem infinitos termos x, que sao congruentes modulo p ao mesmo
elemento y; € (Z/pZ)". Consequentemente nés podemos escolher uma sub-

sequéncia {xqgl)} de {z,} tal que

2 =y;modp e F(z{V) =0modp.
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Da mesma forma, podemos extrair de {x&l)} uma subsequéncia {x,E,Q)} tal que

22

=y, mod p* e F(:):Q))EOmodpQ.

v

onde yy € (Z/p*Z)" claramente satisfaz y» = y; mod p. Continuando nesse
caminho, nés obtemos para cada k > 1 uma subsequéncia {z{”'} de {2}
cujos termos satisfazem as congruéncias

) =

ypmodp* e F (xgjk)) = 0 mod p*
para algum yj, € (Z/p*Z)" tal que

Yr = Yp_1 mod pF L.

Os yi definem uma n-upla ordenada de inteiros p-adicos y = (Yr)ren €
(im Z/p*Z)" = (Z,)" satisfazendo
k
F(yx) = 0mod p*

para todo k£ > 1. Em outras palavras, F(y) = 0. ]

2.2 O Valor Absoluto p-adico

A representagdo de um inteiro p-adico
ap+ap+ asp’ + -+, 0<a; <p, (2.1)

lembra muito a representacao em fragoes decimais

1 1\?
a0+a1(1—0)+a2(1—0) +---, 0<aq; <10,

de um numero real entre 0 e 10. Mas ela nao converge como as fracoes de-
cimais. Nao obstante, o corpo Q, de nimeros p-adicos pode ser construido
a partir do corpo Q da mesma maneira que o corpo dos nimeros reais R.
A chave para isso é substituir o valor absoluto ordinario por um novo valor
absoluto “p-adico” | |, com rela¢do & qual a série (2.1) converge para que 08
niimeros p-adicos aparecam da maneira usual como limites de sequéncias de
Cauchy de nimeros racionais. Essa abordagem foi proposta pelo matematico
Hangaro J. Kirschdk [5]. O valor absoluto p-adico | |, é definido como segue.
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Seja a = IE’, b,c € Z um numero racional nao nulo. Nos extraimos de b e
de ¢ a maior poténcia possivel do ntimero primo p,

mb/
a=p", (b'd,p) =1, (2.2)
e definimos )
aly = —
b=

Portanto o valor absoluto p-adico nao mede o tamanho de um ntimero a € N.
Em vez disso, ele fica menor se o nimero é divisivel por uma grande potén-
cia de p. Isso é baseado na ideia de que um inteiro tem que ser 0 se ele é
infinitamente divisivel por p. Em particular, os termos de uma série p-adica
ao+ayp+agp®+ - - formam uma sequéncia convergindo para 0 com respeito

a | |p-

O expoente m na representagdo (2.2) do nimero a ¢ denotado por v,(a),
e definimos formalmente v,(0) = co. Isto nos d4 a funcao

vy Q — Z U {0},
que satisfaz as seguintes propriedades
1. vp(a) =00 <= a=0;
2. vp(ab) = vp(a) + vp(b);
3. vy(a+b) > min{v,(a), v,(b)}.

Onde x + 00 = 00, 0 + 00 = 0 e o0 > =z, para todo x € Z. A funcao
v, ¢ chamada de valoragao exponencial p-adica de Q. O valor absoluto
p-adico é dado por

| ,:Q—R, ar—]a|,= p_vp(“).

Em vista das propriedades citadas acima, estarao satisfeitas as condicoes de
uma norma em Q:

1. |al, =0 < a=0;
2. |abl, = |al,|blp;
3. |a+ bl, <max{[aly, b} < lal, + [b],.

A partir de agora, iremos denotar a norma usual | | por | |,. Em conjunto
com os valores absolutos | |,, ela satisfaz a importante formula do produto:
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Proposicao 2.5. Para todo nimero racional a # 0, temos

H lal, =1,

p

onde p percorre todos os numeros primos, bem como o simbolo cc.

Demonstracao. Na fatoracao prima

a:j:Hp”p

PF0O

de a, o expoente v, de p é precisamente a valoracdo exponencial v,(a) e o
sinal é igual a # A equacao se torna entao
[e @)

a 1 1
o= Wy =
ptoo P P p

O que prova que [], |al, = 1. O

A notagao | | para o valor absoluto ordinario é motivada pela analogia
do corpo de ntimeros racionais QQ com o corpo de fungdes racionais k(t) sobre
um corpo finito k, com o qual comecamos nossas consideragoes. No lugar de
Z, n6s temos dentro de k(t) o anel de polinémios k[t], cujos ideais primos
p # 0 sdo dados pelos polinémios monicos irredutiveis p(t) € k[t]. Para cada
p, nos definimos um valor absoluto

| o k() — R

como segue. Seja f(t) = 2D

( (t),h(t) € k[t] uma fungdo racional nao

h t)’ g
nula. Nos extraimos de g(t) e de h(t) a maior poténcia possivel do polinomio

irredutivel p(t),

e definimos

w(f)=m, |fly=gq""
onde g, = g%, com d, sendo o grau do corpo de residuos de classe de p sobre
k e ¢ um ntmero real fixado > 1. Além disso nés definimos v,(0) = oo e
|0]y = 0, e obtemos para v, e para | |, as mesmas propriedades obtidas para
vp e | |p. Nocaso p = (t —a) para a € k, a valoracdo v,(f) é claramente a
ordem do zero, respectivamente polo, da fun¢do f = f(t) em t = a.
Mas para o corpo de fungoes k(t), existe mais uma valoragao exponencial

Voo & k(t) —> Z U {o0},
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nomeadamente
Voo (f) = deg (h) — deg (9),

onde f =¥ #0, g, h € k[t]. Esta descreve a ordem do zero, respectivamente
polo, da func¢do f(t) no ponto no infinito oo, isto é, a ordem do zero, respec-
tivamente polo, da fungao f(1/t) no ponto t = 0. Esté associada ao ideal
primo p = (1/t) do anel k[1/t] C k(t) da mesma forma que as valoracoes
exponenciais v, estao associadas aos ideais primos p de k[t]. Colocando

‘f‘oo = qivOO(f%

a fatoracdo unica em k(t) nos fornece, como na proposicao (2.5), a formula
H ’f|}3 = 17
P

onde p varia sobre os ideais primos de k[t] bem como o simbolo oo, que agora
denota o ponto no infinito.

Em vista da formula do produto da proposigao (2.5), a consideracio acima
mostra que o valor absoluto ordinério | | de Q deve ser pensado como asso-
ciado a um ponto virtual no infinito. Este ponto de vista justifica a notacao
| |oo- A diferenca decisiva entre o valor absoluto | | de Q e o valor abso-
luto | |5 de k(t) é, no entanto, que o primeiro nao é derivado de nenhuma
valoragao exponencial v, anexada a um ideal primo.

Tendo introduzido o valor absoluto p-adico no corpo QQ, daremos agora uma
nova definicao do corpo QQ, de ntimeros p-adicos, imitando a construcao do
corpo dos niimeros reais. Nos verificaremos posteriormente que essa constru-
¢ao analitica concorda com a defini¢do de Hensel, vista na se¢ao (2.1).

Uma sequéncia de Cauchy com respeito a | |, é, por defini¢do, uma sequén-
cia {z,} de nimeros racionais tais que para todo ¢ > 0, existe um inteiro
positivo ng satisfazendo

[Ty — Tlp < €, Vn,m > ny.
Exemplo 2.3. Para um primo p, toda série formal
o
> ap’, 0<a,<p,
v=0

proporciona uma sequéncia de Cauchy através das somas parciais

n—1

§ v
Tp = QP -,

v=0
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pois para n > m temos

n—1

‘xn - $m|p = | Z avpv|p < max {|avpv|p} <
m<v<n

v=m

1
pm

Uma sequéncia {z,} em Q é chamada sequéncia nula com respeito a
| |, se |z,|, é uma sequéncia convergindo para 0 no sentido usual.

Exemplo 2.4. 1,p,p?, p3, ... € uma sequéncia nula.

As sequéncias de Cauchy formam um anel R, as sequéncias nulas formam
um ideal maximal m, e nés definimos novamente o corpo dos niimeros p-
adicos como sendo o corpo de residuos de classe

Q, := R/m.

No6s mergulhamos Q em Q, associando a cada elemento a € Q a classe de
residuos da sequéncia constante (a,a,a,...). O valor absoluto | |, sobre Q
¢ estendido para Q, dando ao elemento z = {z,} mod m € R/m o valor
absoluto
|z|, == lim |z,], € R.
n—oo

O limite existe porque {|z,|,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, e isso é inde-
pendente da escolha da sequéncia {x, } dentro de sua classe mod m pois qual-
quer sequéncia nula p-adica {y,} € m obviamente satisfaz lim, . |yn|, = 0.

A valoracao exponencial p-adica v, sobre Q estende para uma valoragao
exponencial
vy 1 Qp, — Z U {o0}.

De fato, se x € Q, ¢ a classe da sequéncia de Cauchy {z,} onde z, # 0,
entao

Up(Tn) = —Iny [0,

ou diverge para co ou é uma sequéncia de Cauchy em Z que eventualmente
precisa se tornar constante para um n suficientemente grande pois Z é dis-
creto. Colocamos

vp(x) = lim vy(x,) = v,(x,) paran > ny.
n—oo
Novamente nos encontramos para todo x € Q, que

|x|p = p_vp(m)-

Como para o corpo dos niimeros reais, podemos provar a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.6. O corpo Q, de nimeros p-ddicos é completo com respeito
ao valor absoluto | |,, isto €, toda sequéncia de Cauchy em Q, converge com
respeito a | |p.

Bem como para o corpo R, nés entao obtemos para cada niimero primo
p um novo corpo @, satisfazendo as mesmas propriedades, de modo que Q
d4 origem a uma familia de corpos

Q2, Q3, Qs, Q7, Qup,..., Qe = R.

Uma importante propriedade especial dos valores absolutos p-adicos | |, esta
no fato de que eles nao s6 satisfazem a desigualdade triangular usual, mas
também a versao mais forte

|z +ylp < max {2, |ylp}-
Isso produz a seguinte proposi¢cao, que nos da uma nova definicao para os
inteiros p-adicos.
Proposigao 2.7. O conjunto

Ly ={z € Q| l|z|, <1}
é um subanel de Q,. Ele serd o fecho com respeito a | |, do anel Z no corpo
Qp-

Demonstragao. O fato de que Z, é fechado para adi¢ao e multiplicagao segue
de
[z +ylp, <max{[zlp, [y} e |zyl, = [2|p|ylp.

Se {x,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em Z e x = lim,,_,o Ty, €ntdo |x,[, <1
implica também que |z|, < 1, consequentemente x € Z,. Por outro lado, seja
x = lim, o0 T, € Zy, para uma sequéncia de Cauchy {z,} em Q. Noés vimos
acima que |z|, = |z,|, < 1 para n > ny, isto é, z,, = 3, com ay, b, € Z,
(bn, p) = 1. Escolhendo para cada n > ng uma solucdo y,, € Z da congruéncia
bnYn = a, mod p™ obtemos |z, — yn|, < #, e portanto x = lim,,_, ¥y, €ntao
x pertence ao fecho de Z. O

O grupo de unidades de Z,, é
Z;:{erp | 2], =1}.
Cada elemento r € Q) admite uma representagao tnica
r=p"u commeEZeucl,
Pois se v,(z) = m € Z, entao v,(xp~™) = 0, consequentemente |zp~"|, = 1,

isto &, u = xp™™ € Z;. Além disso nés obtemos a préxima proposigao.
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Proposicao 2.8. Os ideais nao-nulos do anel Z, sao os ideais principais
P"Zy ={z € Qy | vy(x) > n},

comn >0, e temos
Ly/p"Ly = L[p"L.

Demonstragio. Sejam a # (0) um ideal de Z, e x = p™u, u € Z;, um
elemento de a com o menor m possivel (como |z, < 1, temos m > 0). Entao
a = p"Z, pois y = p"u' € a, v’ € Zj, implica n > m, consequentemente
y = (p" ™ )p™ € p"Z,. O homomorfismo

7 — Z,/p"Zy, a+— amod p"Z,,

tem niicleo p"Z e é sobrejetivo. De fato, para cada x € Z,, pela proposicao
(2.7) existe um a € Z tal que

1
|l‘ - a|p < )
pn

isto &, v,(r—a) > n, entdo r—a € p"Z, e consequentemente r = a mod p"Z,.
Entao nos obtemos o isomorfismo

Zo/p" T, = Tp'Z.
]

Agora estamos prontos para tentar estabelecer uma conexao com a defi-
ni¢ao de Hensel do anel Z, e do corpo Q,.
Haviamos definido os inteiros p-adicos como séries formais

o0

> ap’, 0<a, <p,
v=0

que nos identificamos com as sequéncias
Sp =8, mod p" € Z/p"Z, n=1,2,...,

onde s, sao as somas parciais



Essas sequéncias constituiram o limite projetivo

l'&n Z/an = {(xn>nEN € H Z/an ’ Tp41 zn} .

n=1

Nos vimos os inteiros p-adicos como elementos desse anel. Como
Ly/p" Ly = L]P"Z,
noés obtemos, para cada n > 1, um homomorfismo sobrejetivo
L, — Z[p"Z.
Esta claro que a familia desses homomorfismos produz um homomorfismo
Zp — Jim Z/p"Z.
Iremos agora provar a possibilidade de identificar as duas definicoes dadas
para Z, (e também para Q,) através da seguinte proposicao.
Proposicao 2.9. O homomorfismo

Z, — im Z/p"Z

€ um tsomorfismo.

Demonstra¢ao. Se x € 7Z é mapeado para zero, entao x € p"Z, para todo
n > 1, isto é, |z|, < pin para todo n > 1, e assim |z|, = 0, o que implica
x = 0. Isso mostra a injetividade.
Um elemento de 1£1 Z/p'Z & dado por uma sequéncia de somas parciais

v

n—1

Snzzavpva 0<a, <p.
v=0

Noés vimos acima que esta sequéncia é uma sequéncia de Cauchy em Z,, e
entao converge para um elemento

[e.e]
x = Z ayp" € Zy.
v=0
Como
oo
T — S, = Z ayp’ € p" Ly,
v=n

temos x = s, mod p"™ para todo n, isto é, x ¢ mapeado para um elemento
de lim Z,/p'7Z que é definido por uma dada sequéncia (s, )nen. ISs0 mostra a

sobrejetividade. O
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No6s enfatizamos que os elementos no lado direito do isomorfismo

Zy —> Im Z /p"Z
v
sao dados formalmente por sequéncias de somas parciais

n—1
(¥
snzg ayp’, n=1,2,...
v=0

No lado esquerdo, por outro lado, estas sequéncias convergem com respeito
ao valor absoluto e produzem elementos de Z, da maneira usual, como séries

infinitas convergentes
oo
T = g a,p’.
v=0

2.3 Valoracgoes

O processo que realizamos na se¢ao anterior com o corpo Q para obter os
nimeros p-adicos pode ser generalizado para corpos arbitrarios usando o
conceito de valoracao multiplicativa.

Definicao 2.10. Uma valoragao de um corpo K € uma funcao
| |- K —R
satisfazendo as propriedades

1. || >0, elz| =0 < =0,

2. |wy| = |z[|yl,
8. x4yl <z|+ |yl

Estrategicamente iremos excluir no que segue o caso onde | | é a valorac¢ao
trivial de K que satisfaz || = 1 para todo = # 0. Definindo a distancia entre
dois pontos z,y € K por

d(z,y) = |z —y|

torna K um espago métrico, e em particular um espago topoldgico.

Definicao 2.11. Uma valoragao | | em um corpo K induz uma topologia em
que a base de vizinhancas abertas de um a € K sao as bolas

B(a,d) ={z € K | |z —a| < d}

para d > 0.
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Definicao 2.12. Duas valoragées de K sao chamadas equivalentes se elas
definem a mesma topologia em K.

Proposicao 2.13. Duas valoragéoes | |1 e | |o em K sao equivalentes se, e
somente se existe um nimero real s > 0 tal que

|y = |23
para todo x € K.

Demonstracao. Se | |1 = |5, com s > 0, entdo |[x —a|; <d < |z —alj <
d <= |v—al|y < d/* entdo Bi(a,d) = By(a,d"/*). Portanto as bases de
vizinhangas abertas de a para | |; e | |2 s@o idénticas.

Para uma valoracao arbitraria | | em K, a desigualdade |z| < 1 é equivalente
a condicao de que {x"},en converge para zero na topologia definida por | |.
Assim sendo, se | |1 e | |2 s@0 equivalentes, temos a implicagao

Agora seja y € K um elemento fixado satisfazendo | |; > 1. Seja z € K,

x # 0. Entdo |z|; = |y|{ para algum o € R. Seja m;/n; uma sequéncia de
nameros racionais (com n; > 0) que converge para o « definido acima. Entao

nés temos |z|; = |y|¢ < |y|T/™, e consequentemente
n; xni
—| <1 = ‘ —| <1
Yy Yla

de modo que |z]s < |y[3*/™, e portanto |z, < |y|3. Usando uma sequéncia
m;/n; que converge para « por baixo, a equagao (2.3) nos mostra que |z|y >
ly|3. Entao nos temos |z|s = |y|§. Para todo z € K, x # 0, nés obtemos

Injzly Infyly _

In|zl, Injaly

e consequentemente |z|; = |z[5. Mas |y|; > 1 implica |y|s > 1, e portanto
s> 0. [

A demonstracao mostra que a equivaléncia de | |; e | |2 também é equi-
valente & condicao
|z <1 = |z|2 < 1.

Nos usaremos esse fato para provar o seguinte teorema de aproximacao, que
pode ser considerado uma variacao do teorema Chinés dos restos.
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Teorema 2.14 (Teorema de Aproximacao). Sejam | |1,...,]| | valoragées
nao equivalentes duas a duas do corpo K e sejam aq,...,a, € K elementos
dados. Entao para cada € > 0 existe um x € K tal que

| — a;|; < € para todoi=1,... n.

Demonstrag¢ao. Pela afirmacao acima, como | |1 e | |, nao sao equivalentes,
existe o € K tal que |a|; < 1 e |a|, > 1. Pela mesma razao, existe § € K
tal que |5|, <1 e |81 > 1. Colocando y = B/, temos |yl > 1 e |y|, < 1.
Nos agora provaremos por indugao sobre n que existe z € K tal que

|21 >1 e |z[; <1 paraj=2,...,n.

Ja demonstramos o caso n = 2. Assuma que nés encontramos k € K satis-
fazendo
ki >1 e |k|;<1 paraj=2,...,n—1.

Se |k|, < 1, entdao z = k™y satisfard nossa hipotese para m suficientemente
grande. Se, no entanto, |k|, > 1, a sequéncia t,, = k™ /(1 + k™) ird convergir
para 1 com respeito a | |; e | |,, e para 0 com respeito a | |o,...,]| |[n_1-
Consequentemente, para m suficientemente grande, z = t,,y ird satisfazer
nossa hipotese.

A sequéncia z™/(1 4 2™) converge para 1 com respeito a | |; e para 0 com
respeito a | |o,...,| |, Para cada i nés podemos construir desse modo um
z; que é muito proximo de 1 com respeito a | |;, € muito perto de 0 com
respeito a | |; para j # i. O elemento

T=a121 +- -+t a2,
entao satisfaz as exigéncias do Teorema de Aproximacao. O

Definigao 2.15. A valoragao | | é chamada nao-arquimediana se |n| per-
manece limitado para todo n € N. Caso contrdrio | | € chamada arquime-
diana.

Proposicao 2.16. A waloracao | | € nao-arquimediana se e somente se ela
satisfaz a desigualdade triangular forte

|z +y| < max {|z], |y[}
Demonstragao. Se a desigualdade triangular forte vale, entao temos
In|=114---4+1] < 1.
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Por outro lado, seja |[n| < N para todo n € N. Sejam z,y € K e suponha
|z| > |y|. Entao |z|’|y|"™" < |z|" para v > 0 e temos

n - n
e = 3| (2)
v=0

consequentemente
o+ y| < NV +n) | = NV +n) " max {2, [y]}

|z["ly["™" < N(n+ 1],

e entao |r + y| < max{|z|, |y|} colocando n — oco. O

Observacao 3. A desigualdade triangular forte imediatamente implica que
|z # |y] = |z +y| = max {|z], |y[}

Demonstrag¢ao. Dados = e y tais que |z| # |y|, podemos supor sem perda de
generalidade que || > |y|. Isso implica que |z + y| < |z|. Por outro lado,
lz| = |(x + y) — y| < max{|z + y|, |y|}. Agora, o valor de max{|z + y|,|y|}
nao pode ser y, pois isso implicaria |z| < |y|, o que contraria nossa hipotese
inicial. Entao max{|x + y|, |y|} = |z + y|. Usando a primeira desigualdade
temos |z| < |z+y| < x| = |r+y| = |z|, como queriamos demonstrar. [

Podemos estender a valora¢do nao-arquimediana | | de K para uma va-
loracao do corpo de fungoes K (t) de uma maneira canonica colocando, para
um polindmio f(t) = ag + a1t + - - - + a,t"™,

|| = max {al, .. . [an[}

Proposicao 2.17. Cada valoragao de Q € equivalente a uma das valoragoes
| |p ou | -

Demonstracao. Seja || || uma valora¢do nao-arquimediana de Q. Entao ||n|| =
I14---+1|| <1, e existe um nimero primo p tal que |[p|| < 1 pois, do con-
trario, a fatoragdo prima tdnica implicaria ||z|] = 1 para todo xz € Q*. O
conjunto

a={acZl|la] <1}

¢ um ideal de Z satisfazendo pZ C a # 7Z, e como pZ é um ideal maximal,
nos temos a = pZ. Se a € Z e a = bp™ com p t b, de modo que b & a, entao
||b]] = 1 e consequentemente

lall = llpI™ = lal;
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onde s = —In|[p[|/Inp. Assim || || é equivalente a | |,.
Agoraseja || || uma valoragao arquimediana. Entao temos, para dois nimeros
naturais arbitrarios n,m > 1,

1/Inm _ HnHI/lnn' (2.4)

[Im]|
De fato, podemos escrever
m=ag+an+---+an"

onde a; € {0,1,...,n — 1} e n” < m. Consequentemente, observando que
r<lnm/Inne ||a;]| =1+ -+ 1|| < a]ll]| < n, obtemos a desigualdade

Tomando m* no lugar de m, tirando as raizes k-ésimas nos dois lados e
fazendo k tender para oo, obtemos

In mF
||mk:|| < (1 + 1 )TL ||n||lnmk/1nn
nn

1
Il < (14 ke ) e fpemoe
nn

1
Jim {/[fm|[F < lim \/(1 + kﬂ) n - [|n||knm/ nn)
—

[ T

||m||1/lnm S HnHl/lnn

Trocando m e n conseguimos a igualdade (2.4). Tomando ¢ = ||n||*/™" temos
Inn

|In|| = ¢™", e colocar ¢ = e® produz, para cada nimero racional positivo
x =a/b,

] = e = faf"
Portanto || || é equivalente ao valor absoluto usual | | sobre Q. O

Seja | | uma valoragao nao-arquimediana do corpo K. Fazendo
v(r) = —Injz| paraxz #0, e v(0)= o0,
no6s obtemos uma funcao
v: K — RU{oo}

satisfazendo as propriedades
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(i) v(z) =00 <= z =0,
(i) v(zy) = v(z) +v(y),
(iii) v(z +y) = min{v(z),v(y)},

onde noés fixamos as seguintes convencgoes acerca dos elementos a € R e o
simbolo co: a < 00, a 4+ 00 = 00, 00 + 00 = 0.
Uma funcao v sobre K com estas propriedades é chamada uma valoracao
exponencial de K. Nos excluiremos o caso da fungao trivial v(z) = 0 para
x # 0, v(0) = co. Duas valoragoes exponenciais v; e vy de K sdo chamadas
equivalentes se v; = svq, para algum ntmero real s > 0. Para cada valora-
¢ao exponencial v nés obtemos uma valoragao no sentido da Defini¢ao (2.10)
tomando

2| = ¢,
para algum niamero real ¢ > 1 fixado. Para distinguir de v, vamos chamar | |
de uma valoragao multiplicativa associada, ou valor absoluto. Substi-
tuindo v por uma valora¢ao exponencial equivalente sv (isto é, substituindo
q por ¢ = ¢°) transforma | | na valoracao multiplicativa equivalente | |*. As
condigoes (i), (ii), (iii) implicam a seguinte proposi¢do

Proposicao 2.18. O subconjunto
O={zeK|v(x)>0}={ze K||z| <1}

é um anel com grupo de unidades
O'={reK|vx)=0}={re K||z|=1}

e o ideal mazimal dnico
p={reK|vx)>0}={re K ||z| <1}

O é um dominio de integridade com corpo de fracoes K e tem a propri-
edade que, para cada v € K, x € O ou 27! € O. Tal anel é chamado um
anel de valoragao. Seu inico ideal maximal ¢ p = {z € O |27 ¢ O}. O
corpo O/p é chamado de corpo de residuos de classe de O. Um anel de
valoragao é sempre integralmente fechado. Pois se x € K é inteiro sobre O,
entao existe uma equagao

" +ax" t+-+a,=0

com a; € O e a hipotese x € O, entao z~! € O, o que implica na contradicao
rT=—a; —ayr t— - —a,(z7)" € O.
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Uma valoracao exponencial v é chamada discreta se admite um menor valor
positivo s. Nesse caso, encontramos

v(K*) = sZ.

Esta serd chamada normalizada se s = 1. Dividindo por s nds sempre
podemos passar para uma valoragao normalizada sem mudar os invariantes
O, O*, p. Tendo feito isso, um elemento

) ? ?

€O talque v(m) =1
é um elemento primo, e cada elemento z € K* admite uma representacao

anica
T =um

comm € Z e u € O*. Pois se v(x) = m, entdo v(xm ™) = 0, e consequente-
mente u = xm~ " € O".

Proposicao 2.19. Se v é uma valoracao exponencial discreta de K, entao
O={zxeK|v(x)>0}

€ um dominio de ideais principais, e consequentemente um anel de valoracao
discreta.
Suponha que v € normalizado. Entao os ideais nao nulos de O sao dados por

pt=1"0={z e K |v(x) >n}, n>0,
onde m é um elemento primo, isto €, v(r) = 1. Temos
pr/pt = O/,
enquanto O-mddulos.

Demonstragao. Seja a um ideal de O e x # 0 um elemento em a com o menor
valor v(x) = n possivel. Entdo x = un”, u € O*, portanto 7"O C a. Se y =
er™ € a é arbitrario com € € O*, entdo m = v(y) > n, e consequentemente
y = (er™ ") € 7O, portanto a = 7" O. O isomorfismo

P = Ofp

resulta da correspondéncia an™ — a mod p. [
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Em um corpo K valorado discretamente a cadeia
O2p2p’2p° 2+

consistindo dos ideais do anel de valoragao O forma uma base de vizinhancas
do elemento zero. De fato, se v é uma valoracao exponencial normalizada e
| | =¢ " (¢ > 1) uma valoragdo multiplicativa associada, entdo

n 1
pt={re K||z| < qn_l}.

Como uma base de vizinhancas do elemento 1 de K*, nés obtemos da mesma
forma a cadeia
O*=U9 >y oy® ...

de subgrupos

1
UM =14p"={zeK|[l-z|<—=}, n>0,
q

de O*. (Observe que 1+ p™ é fechado para multiplicacdo e que, se z € U™,

entdo também esta 2! pois |1 — 27| = |z e — 1] = |1 — 2| < =1))
q

U™ & chamado de n-ésimo grupo de unidades superiores e U") de grupo
de unidades principais. A respeito dos sucessivos quocientes da cadeia de
grupos de unidades superiores, n6s temos a seguinte proposicao

Proposigdo 2.20. O*/U™ = (O/p™)* ¢ UM /UMD = O/p (isomorfos
1.

enquanto O-mddulos), para n >

Demonstracao. O primeiro isomorfismo é induzido pelo homomorfismo cano-
nico e obviamente sobrejetivo

0" — (O/p™)*, u+— umod p"”,

cujo niicleo sera U™. O segundo homomorfismo ¢ dado, uma vez que esco-
lhemos um elemento primo 7, pelo homomorfismo sobrejetivo

U™ =147"0 — O/p, 1+ a"a+— amod p,
cujo nicleo serd UM+, O

Definicao 2.21. Um corpo valorado (K,| |) é chamado completo se toda
sequéncia de Cauchy {a,}nen em K converge para um elemento a € K, isto
é

lim |a, —a| = 0.

n—oo
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Aqui, como usualmente, diremos que {a, } ey ¢ uma Sequéncia de Cau-
chy se para todo € > 0 existe N € N tal que

la, — a,,| < € paratodo n,m > N.

Para qualquer corpo valorado (K,| |) nos obtemos um corpo valorado com-
pleto (]A(,| |) pelo processo de completamento. Este completamento é
obtido da mesma forma que o corpo de niimeros reais ¢ construido a partir
do corpo de ntimeros racionais.

Pegue o anel R de todas as sequéncias de Cauchy de (K,| |), considere o
ideal maximal m de todas as sequéncias nulas com respeito a | |, e defina
K = R/m.

Definigao 2.22. [8] Uma classe de equivaléncia de valoragoes p em um corpo
K ¢ chamado de um primo, ou um lugar de K. Um primo é chamado
infinito se ele contém uma valoracao arquimediana. Caso contrdrio ele é
chamado de primo finito de K. Como os completamentos de K com res-
peito a duas valoracoes equivalentes sao isomorfos, podemos falar entdo sem
ambiguidades sobre o unico (a menos de isomorfismo) completamento de K
com respeito ao primo p. Um primo infinito é chamado de real se o com-
pletamento de K com respeito a p for o corpo dos niumeros reais. Caso o
completamento de K com respeito ao primo p seja isomorfo ao corpo dos
numeros complexos, denominamos tal primo de primo complexo.
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Capitulo 3

Teorema das Progressoes
Aritméticas

3.1 Caracteres de Grupos Abelianos Finitos

3.1.1 Dualidade
Seja G um grupo abeliano finito escrito multiplicativamente.

Definigao 3.1. Um caracter multiplicativo (ou simplesmente um carac-
ter) de G é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo C*.

Os caracteres de G formam um grupo Hom(G,C*) que denotaremos por é;
este € chamado de dual de G.

Observacao 4. Embora os caracteres sejam definidos mais geralmente utili-
zando a teoria de representacoes, nos limitaremos neste texto aos caracteres
multiplicativos definidos acima. Para um estudo mais aprofundado sobre re-
presentacoes e caracteres, recomendo consultar [9].

Observacao 5. Suponha que G € ciclico de ordem n gerado por s. Se x :
G — C* é um caracter de G, o elemento w = x(s) satisfaz a relagdo w™ =1,
wsto €, € uma n-ésima raiz da unidade. Por oulro lado toda n-ésima raiz
da unidade w define um caracter de G de modo que s® — w®. Portanto
nds vemos que o mapa x — x(s) € um isomorfismo de G no grupo p, das
n-ésimas raizes da unidade. Em particular, G ¢ ciclico de ordem n.

Defini¢ao 3.2. Um grupo abeliano (G,-) € divisivel se, para todo inteiro
positivo n e todo g € G, existe y € G tal que y" = g.

Proposicao 3.3. Seja H um subgrupo de G. Todo caracter de H estende
para um caracter de G.
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Demonstragao. Nos usaremos indugao sobre o indice [G : H] de H em G. Se
|G : H| = 1, entao H = GG e nao ha nada para demonstrar. Por outro lado,
seja r um elemento de GG nao contido em H, e seja n > 1 o menor inteiro tal
que z" € H (a existéncia de n deriva da finitude de G). Seja x um caracter
de H, e sejat = x(z"). Como C* é um grupo divisivel, podemos escolher um
elemento w € C* tal que w™ = t. Seja H' o subgrupo de G gerado por H e z;
todo elemento h' de H' pode ser escrito como A/ = hz® coma € Z e h € H.
Defina:

X' (B) = x(h)w".
E facil verificar que esse nimero ndo depende da decomposicao hz® de A
e que X' : H — C* é um caracter de H' estendendo y. Como nos temos
[

G : H'] < |G : HJ, a hipotese de inducao nos permite estender x’ para um
caracter de G. O]

Proposicao 3.4. O grupo G é isomorfo a G. Em particular, G é um grupo
abeliano finito da mesma ordem de G.

Demonstragao. |8] Capitulo 6, proposigao 2. ]

Se z € G, a fun¢ao y — x(z) é um caracter de G. Nos obtemos entio

um homomorfismo € : G = G.

Proposigao 3.5. O homomorfismo € é um isomorfismo de G no seu bidual

G.

Demonstracio. Como G e G tem a mesma ordem, é suficiente provar que €
é injetiva, isto é, que se x # 1 € @, entao existe um caracter y de G tal
que x(x) # 1. Agora, seja H o subgrupo ciclico de G gerado por x. Pela
observacao (5) existe um caracter x de H tal que x(z) # 1 e a proposi¢ao (3.3)
mostra que y estende para um caracter de G; dai o resultado desejado. [

Observacao 6. O mapa

x:G—C
1

€ sempre um caracter de G. Denotamos este caracter por 1.
Proposigao 3.6. Sejan = |G| e seja x € G.
n, seyxy=1
> x(@) = 0 41
vyt , sex .
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Demonstrag¢ao. A primeira formula é 6bvia. Para provar a segunda, escolha
y € G tal que x(y) # 1. Temos:

X)) x(@) =D x(zy) =D x(@).

zeG zeG z€G

Segue entao que:

(x(w) = 1)) x(z) =0.

Como x(y) # 1, isto implica que ) . x(z) = 0. O
Corolario 3.6.1. Seja x € G. Entao:

Tua-{p 2
e 0, sex#1

Demonstracao. Isto segue diretamente da proposigao (3.6) aplicada ao grupo
dual G. ]

3.1.2 Caracteres Modulares

Seja m > 1 um inteiro. Nos denotamos por G(m) o grupo multiplicativo
(Z/mZ)* de elementos invertiveis do anel Z/mZ. Este ¢ um grupo abeliano
de ordem ¢(m), onde ¢ é a fungdo de Euler. Um elemento y do dual de
G(m) é chamado um caracter modulo m; este pode ser visto como uma
funcao, definida no conjunto dos inteiros primos com m, com valores em C*,
e tal que x(ab) = x(a)x(b). E conveniente estender como uma funcio em
todo o Z definindo x(a) = 0 se a ndo é primo com m.

3.2 Séries de Dirichlet

Lema 3.7. Seja U um aberto de C e seja f, uma sequéncia de funcoes ho-
lomorfas em U que convergem uniformemente em todo o conjunto compacto
para uma funcao f. Entdao f € holomorfa em U e as derivadas f) de f,
convergem uniformemente em todo subconjunto compacto para a derivada f’

de f.

Demonstracao. Seja D um disco fechado contido em U e seja C a fronteira
orientada da maneira usual. Pela formula de Cauchy, temos

1
L[,
2m Jo 2 — 2

fn(20)
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Vzy no interior de D. Passando o limite, temos
1 (2)

20) = — | ——dz,
/(z0) 2m Jo 2 — 2

que mostra que f é holomorfa no interior de D, e a primeira parte do lema
segue. A segunda parte é demonstrada da mesma forma, utilizando a formula

f'(20) = L/C<f(—z)2dz

- 2mi Z—2p)

Lema 3.8 (Lema de Abel). Seja (a,,) e (b,) duas sequéncias. Defina:

p m/
Am,p = E Qs Sm,m’ = E anbn-
n=m n=m

Entao temos

m/—1
Sm,m/ = Am,m’bm’ + Z Am,n(bn - bn—i—l)-

Demonstracao. Note inicialmente que

n n—1
Am,n - Am,nfl = E a; — E a; = Qp.
i=m i=m

Substituindo em S,, v e rearranjando os termos, obtemos

m/

Sm,n’ = Z(Am,n - Am,nfl)bn

n=m

m’ m/
- E Am,nbn - E Am,n—lbn
n=m n=m
m/—1

m'—1
= Amym’bm’ + Z Am,nbn - Z Amanb”'i'l

n=m

m'—1

= Am,m/b;n + Z Am,n<bn - anrl)-

n=m

Como queriamos demonstrar. ]
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Lema 3.9. Seja a, B dois niimeros reais com 0 < a < 8. Seja z = x + 1y
comxz,y € R ex > 0. Entao

’efaz . 6752‘ S ‘z (efa:v . efb’x).
T

Demonstracao. Escrevemos
B
e — e = —z/ e dt.
(0%

Consequentemente, tomando valores absolutos, temos
—az —Bz ? —tx |Z| —ax —Bx
e —e P < |z| | e dt = —(e " —e 7).
o x

]

Seja (\,) uma sequéncia crescente de niimeros reais tendendo para +oo.
Para simplificar, podemos supor que A, > 0.
Uma série de Dirichlet com expoentes (),) é uma série da forma

E ane M.

Com a,, z € C.

A partir de agora, R(z) denotard a parte real de um nimero complexo z
e arg(z) denotara seu argumento.

Proposigao 3.10. Se a série f(2) = Y. a,e " converge para z = zy, entdo
converge uniformemente em todo dominio da forma R(z — z9) > 0, arg(z —
7
z0) < —.
)< 5
Demonstracao. Depois de fazer uma translacao em 2z, nés podemos supor
que zg = 0. A hipotese entdo significa que a série »  a, é convergente. Nos
podemos provar que existe uma convergéncia uniforme em todo dominio da
Z|
forma R(z) > 0 | <k.
(2)>0. 5 <
Seja € > 0. Como a série »_ a, converge, AN € N tal que Ym, m' > N, nos
temos que |A,, | < e

Aplicando o Lema (3.8) com b,, = e~** nés obtemos
m/—1
St = A e 4 g Apn(en% — e7n417)
n=m

45



Colocando z = x + iy e aplicando o Lema (3.9), nos encontramos

m’'—1

|Sm,m" <e€ <1 + %) Z (67)‘”:” — e*AnHw)

<e(l+ k(e_’\’”w — e_)‘m’w))
<e(l+k).

E a convergéncia uniforme é clara. O]

Corolario 3.10.1. Se f converge para z = zy, entdo converge para R(z) >
R(z0) € a funcdo assim definida é holomorfa.

Corolario 3.10.2. O conjunto de convergéncia da série f contém um semi-
plano aberto mazimal (chamado semiplano de convergéncia).

Por abuso de linguagem, consideraremos () ¢ C como semiplanos abertos.
Se o semiplano de convergéncia é dado por R(z) > p nés dizemos que p é a
abscissa de convergéncia da série considerada.
(Os casos () e C correspondem respectivamente a p = +00 e p = —00).

Corolario 3.10.3. f(z) converge para f(zo) quando z — zy no dominio
T

R(z — z0) >0, arg(z — 29) < 5

Corolario 3.10.4. A funcao f(z) serd identicamente nula se, e somente se

todos os coeficientes a, sao nulos.

Proposicao 3.11. Seja f = > a,e % uma série de Dirichlet cujos coefici-
entes a, > 0 sdo reais. Suponha que f converge para R(z) > p, com p € R,
e que f pode ser estendida analiticamente para uma funcdao holomorfa em
uma vizinhanga do ponto z = p. FEntao de > 0 tal que f converge para
R(z) >p—e

(Em outras palavras, o dominio de convergéncia de f € limitado por uma
singularidade de f localizada no eizo real.)

Demonstracao. Substituindo z por z — p, nés podemos assumir que p = 0.
Como f & holomorfa para R(z) > 0 e em uma vizinhanca de 0, ela é holomorfa
em um disco |z — 1| < 1+¢€, com € > 0. Em particular, sua série de Taylor
converge no disco. Pelo Lema (3.7), a p-ésima derivada de f é dada por

FPE) = 3 an(=Are

n
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para R(z) > 0. Consequentemente
P = (1 Y e

A série de Taylor em questao pode ser escrita

=1
&) =2 G-, -1 <1te
p=0
Em particular para z = —e, temos

}: (14 e)P(=1)Pf®(1)

0

com a série sendo convergente.

Mas (—=1)Pf®)(1) = > Aa,e ™" é uma série convergente com termos posi-
tivos.

Consequentemente a série dupla com termos positivos

F(=0 = Y aus {1+ Pae™

p’n

converge. Rearranjando os termos, obtemos

1
—An PP
S IUED IR
= Z anpe et — Z e
n
que mostra que a série de Dirichlet converge para z = —e, portanto também
converge para R(z) > —e. O

Proposigao 3.12. Se as somas parciais Ap,, = > 0 a, sio limitadas, entao
converge para R(s) > 0.

Demonstragio. Assuma que |A,,,| < K. Aplicando o Lema de Abel, encon-

tramos )

Nos podemos supor que s é real (pela proposigao (3.10)). Isso nos permite
escrever a desigualdade na forma

m’'—1

|Sm,m’| < K (Z

n=m

1 1 .
n®  (n+1)*

‘ m/S

K
’Sm,m/‘ S %

E a convergéncia é clara. [
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3.2.1 A Funcao Zeta de Riemann

Durante o resto deste capitulo, P ird denotar o conjunto dos niimeros primos.

Definicao 3.13. Uma funcdo f : N — C é chamada multiplicativa se f(1) =
1le

f(mn) = f(m)f(n)
para quaisquer n e m que sao relativamente primos.

. n:1 ns
converge absolutamente para R(s) > 1 e essa soma no dominio € igual ao
produto infinito convergente

H(l + fp)p 4+ fEMp ™+ ).

pEP

Lema 3.15. ([8], capitulo 6, lema 5) Se f satisfaz f(nn') = f(n)f(n'),

Vn,n' € N, temos
— f(n) _ 1
; ns 11 flp)

Lema 3.14. Seja f uma fun¢ao multiplicativa. A série de Dirichlet

peP ] — 2
pS
Definig¢ao 3.16. Aplicando o Lema (3.15) para a f = 1, obtemos a funcgao
zeta
1 1
TR | e
n=1 peEP 1— —
pS

FEsta formula fazendo sentido para R(s) > 1.

Proposicao 3.17. (a) A fungao zeta € holomorfa e ((s) # 0 no semiplano
R(s) > 1.
1
(b) Temos ((s) = 1 + ¢(s), onde ¢(s) é holomorfa para R(s) > 0.

Demonstracao. A afirmagio (a) é clara. Para (b) nos observamos que

1 00 o0 n+1
= t%dt = todt.
i) reex

Consequentemente, podemos escrever

1 o0 1 n+1 1 o0 n+1
g(s)=8_1+2(5—/n tdt):8_1+nz::1/n (™ —t*)dt.
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Defina agora

n+1 ')
fu(s) = / (7 — 1)t o) = S uls).

Temos que mostrar que ¢(s) esta definida e é holomorfa para £(s) > 0. Mas
esta claro que cada ¢,(s) tem essa propriedade, entdo é suficiente provar que
a série Y ¢, converge normalmente em todo compacto para R(s) > 0.
Temos

[Gn(s)| < sup  |n7° =77
n<t<n+1

s _ 1% 6 aigual a ——. Disso nos obt
€ a 1gual a . 1SSO NOSs Oobtemos
ts—l—l

Mas a derivada da fungao n~
||
nerl

|n(s)] <

com x = R(s). E a série Y ¢, converge normalmente para R(s) > ¢, Ve >
0. [

Corolario 3.17.1. A funcao zeta tem um polo simples em s =1

1 1
Corolario 3.17.2. Quando s — 1, temos pr*‘* ~ In m; e ZchZ? e

continua limitado.

Demonstracao. Temos

m¢(s) =

peP
k>1

R IERNID

kpts e P

1
com ¥(s) = Zpep Zk22 (W) A série 1) é majorada pela série

1 1 1 > 1
Zﬁzzps(ps‘l) SZp(p—l) SZn(n—l) -t

Isto implica que ® é limitada, e como o corolario (3.17.1) mostra que In {(s) ~

In 70 corolario (3.17.2) segue. O
s
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3.2.2 A Funcao Gamma

Definicao 3.18. A funcao gamma ¢ dada pela integral absolutamente con-
vergente

definida para R(s) > 0
Essa funcao obedece as seguintes regras

Proposicao 3.19. (i) A fungio gamma € analitica e admite uma conti-
nuacao meromorfa para todo o C.

(ii) E nao nula e tem polos simples em s = —n, n=0,1,2. .., com residuos
(—=1)"/nl. Nao existem outros polos.

(1i1) Satisfaz as equagoes funcionais
1) T(s+1) = sl(s),
2)T(s)I'(1—s) =

sin(rs)’

8)T(s)I(s+3) = %F(Qs), (férmula de duplica¢do de Legen-
dre)

(iv) Tem wvalores especiais T'(1/2) = /7, T(1) =1, T(k+ 1) = kl k =
0,1,2,....

Para relacionar a funcao gamma com a funcao zeta, comece com a subs-
tituicao y — mn2y, que nos di a equacio

1 > d
71_—81‘\(5) _ / e—anyys_y‘
0

n23

Agora somemos sobre todos os n € N e obtenhamos
—S * o —7TTL2y S dy
7 °T(s)((2s) = Ze Yy —=.
0 Y
Observemos que é possivel trocar o somatorio e a integral pois
[ ey s W [T ey, we Y
Z/ e yy,_zz/ e~y k) W
n=170 Yy n=10 Yy
= 7 RO (R(s))C(2R(s)) < 00
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Agora a série sob a integral,
—’7'I'7'L2
gly) =D e,
n=1
surge da série theta de Jacobi classica

0(z) = Z emin’E = 149 i emngz,
n=1

nez
isto ¢, temos g(y) = 3(0(iy) — 1). A funcdo
Z(s) = **T(s/2)¢(s)
é chamada a funcao zeta completada. No6s obtemos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.20. A funcao zeta completada Z(s) admite a representagdao

integral
1

265)=3 |6t - vy L.

A demonstragao da equacao funcional para a funcdo Z(s) é baseada no
principio geral apresentado & seguir. Para uma fun¢ao continua f : R} — C
no grupo R’ de ndmeros reais positivos, definimos a transformada de
Mellin sendo a integral imprépria

L(f.s) = / ") - floo)y .

Y

fornecido o limite f(oo) = lim, .o f(y) e a integral existe. O teorema se-
guinte é de fundamental importancia também para aplicacoes futuras. Mui-
tas vezes nos referimos a ele como principio de Mellin.

Teorema 3.21. Sejam f,g: R} — C fungoes continuas tais que

fy) =ao+0(e"), g(y) =bo+O(e™"),

para y — 0o, com constantes positivas ¢, a. Se essas funcoes satisfazem a

EqUaCao
1
f (;) = Cy'g(y),

para algum namero real k > 0 e algum nimero complexo C' # 0, entdo temos:
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(1) As integrais L(f,s) e L(g,s) convergem absolutamente e uniforme-
mente se s varia em um dominio compacto arbitrdrio contido em
{s € C| R(s) > k}. Além disso elas sao fungoes holomorfas em
{s € C| R(s) > k} e admitem continuac¢ies holomorfas para C\{0, k}.

(ii) Elas tem polos simples em s =0 e s = k com residuos

RP[)S(L(f, s)) = —ao, R_eks(L(f,s)) = Clby,
Res(L(g, 5)) = —bo, Res(L(g,5)) = C™aq,
respectivamente.

(111) Elas satisfazem a equagao funcional

L(f,s)=CL(g,k—s).

Observacao 7. O simbolo ¢(y) = OW(y)) significa que temos ¢(y) =
c(y)v(y), para alguma funcao c(y) que permanece limitada sob o limite em
questdo, no nosso caso, quando y — oo.

Observacao 8. A condicao (ii) diz que nao existe polo caso ag = 0 ou by = 0,
respectivamente. Mas existe um polo, que € simples, se ag # 0 ou by # 0,
respectivamente.

Demonstracao. Se s varia sobre um subconjunto compacto de C, entao a
fungao e~ y?, o = RN(s), é limitada para y > 1 por uma contante que é
independente de 0. Assim sendo a condi¢ao f(y) = ap + O(e~%¥") nos da a
seguinte limitante superior para a integral de Mellin L(f, s).

_ e ol 1
I(f(y) —ao)y®™ | < Bem ¥y tly=2 < B,?’

para todo y > 1, com constantes B, B’. A integral [ (f(y) — ao)y*'dy por-
tanto admite uma majoragao convergente floo %dy que é independente de s.
Converge, portanto, uniforme e absolutamente, para todo s no subconjunto
compacto. O mesmo acontece para [, (g(y) — bo)y**dy.

Agora seja R(s) > k. Nos dividimos o intervalo de integracao (0,00) em
(0,1] e (1,00) e escrevemos

L(fs) = / () - ao>ysd—; i / " ) oo
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Para a segunda integral, a substituicdo y — 1/y e a equagdo f(1/y) =
Cy*g(y) nos da:

! dy_ v
/0 5w - an)y Y = a0

1
Yy *° 1\ _.d
+/ f(—)y i
S Y Y

Cby
k—s

0 1
a o e
= —;0 + C/ (9(y) — bo)y* > 'dy —
1

Pelo que segue acima, ela também converge uniforme e absolutamente para
R(s) > k. Nos assim obtemos

a Ch

L(fa 8) - -2 + °

s s—k

+ F(s)

onde
Fls) = / [<f<y>—ao>ys+c<g<y>—bo>ykS]dy—y.

Trocando f e g, vemos de g(1/y) = C~1y* f(y) que:

b() C_la()
5 s—k

L(g,s) = +G(s)

onde

G(s) = / gty — o)y + O (Fly) ao>yk—ﬂ%.

As integrais F'(s) e G(s) convergem absolutamente e localmente uniformes em
todo o plano complexo, como vimos acima. Entao elas representam funcoes
holomorfas, e claramente temos F(s) = CG(k—s). Portanto L(f,s) e L(g, s)
tem continuagbes para todo o C\ {0, k} e temos L(f,s) = CL(g,k —s). Isto
encerra a demonstragao do teorema. O

O resultado pode agora ser aplicado a integral da proposigao (3.20) re-
presentando a func¢ao Z(s).

3.2.3 As Funcoes L

Seja m > 1 um inteiro e seja x um caracter médulo m. A funcdo L corres-
pondente é definida pela série de Dirichlet

Lis,x) =) xn)

nS

n=1

Note que, nesta soma, apenas os inteiros n que sao primos com m dao uma
contribui¢ao nao nula.
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Proposicao 3.22. Para x = 1, temos

L(s, 1) = F(s)((s), com F(s)=]J(1=p).

plm
peEP

Em particular L(s, 1) estende analiticamente para $(s) > 0 e tem um
polo simples em s = 1.

Proposicao 3.23. Para x # 1 a série L(s,x) converge (resp. converge
absolutamente) no semiplano R(s) > 0 (resp. R(s) > 1); temos

1
L(s,x) = };E para R(s) > 1.

pS
Demonstracao. A afirmacao sobre R(s) > 1 segue dos Lemas (3.14) e (3.15).

Resta mostrar a convergéncia da série para $(s) > 0. Usando a proposi¢ao
(3.12), & suficiente ver que a soma, com u < v

Au,v - Z X(’I’L)

¢ limitada. Pela proposi¢ao (3.6), nés temos

u+m—1

Z x(n) =0.

u

Consequentemente ¢ suficiente majorar a soma A, , para v —u < m. Temos
[Aul < B(m).
A proposicao entao segue. 0
Vamos definir uma funcdo ¢, (s) pela formula
()= ] Lls:0)
x€G(m)

Proposicao 3.24. Temos

<m<5> = H

1
9(p)
ptm (1 _— L
pf p)s
_ ¢(m) ) . - o
onde g(p) = ——. Fsta é uma série de Dirichlet, com coeficiente inteiros

f(p)

positivos, convergindo no semiplano R(s) > 1.
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Teorema 3.25. (a) (,, tem um polo simples em s = 1.

(b) L(1,x) # 0, Vx # 1.

Demonstracio. B facil ver que (b)) = (a). De fato, se L(1,x) # 0 Vx # 1,
o fato de que L(s,1) tem um polo simples em s = 1 mostra que o mesmo ¢é
verdadeiro para (,,. Portanto, basta provar (b).

Suponha agora que L(1,x) = 0 para algum x # 1. Entao a fungao (,, seria
holomorfa em s = 1, assim como para todo s tal que R(s) > 0 (proposigoes
(3.22) e (3.23)). Como é uma série de Dirichlet com coeficientes positivos,
esta série convergiria para todo s no mesmo dominio (proposicao (3.11)).
Mas isso ¢ um absurdo.

De fato, o p-ésimo fator de (,, é igual a

1
(1 — p=F®s)9®)

— (1 +p—f(p)3 +p—2f(P)5 + .. )

e domina a série
1 + p—gb(m)s + p*2¢(m)5 + ...

Isto segue do fato de que (,, tem todos os seus coeficientes maiores do que

os da série
Z n—¢m)s.

(n,m)=1

1
Que diverge para s = ——. Isso conclui a prova. O

¢(m)
3.3 Teorema das Progressoes Aritméticas

3.3.1 Densidade

Seja P o conjunto dos niimeros primos. Nos vimos no corolario (3.17.2) que
quando s — 1, temos
1 1
Z — ~In .
s—1

S
peP p

Seja A C P. Dizemos que A tem como densidade um nimero real £ quando

a razao
1

(%)

tende para k quando s — 1. (Claramente, temos 0 < k < 1).
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3.3.2 Lemas

Seja x um caracter de G(m) (de acordo com a definicio dada na secao
(3.1.2)). Defina:
x(p)
Fls) =D =
—

Esta série serd convergente para s > 1.

1
Lema 3.26. Se x =1, entao f, ~In (—1) quando s — 1.

1
Demonstracao. De fato, fi difere da série > — apenas por um nimero finito
p

de termos. O
Lema 3.27. Se x # 1, f, continua limitada quando s — 1.

Demonstragao. Nos usaremos o logaritmo da fungao L(s,y) . Para isso,
precisaremos ser um pouco mais precisos.

L(s, x) é definido pelo produto [] . Para R(s) > 1, cada fator

(1 —=x(p)p~*)

com |a| < 1. Nos definimos In
-« -«

definimos In L(s, x) pela série (claramente convergente)

an
¢ da forma como » 2, — e
n

1
InL(s,y) = ZIDW

X"

npns
p7n p

com R(s) > 1. Nos agora dividimos In L(s, x) em duas partes

In L(s, x) = fy(s) + Fy(s)

onde

SCEDI

p,n=>2

O teorema (3.25), junto com o corolario (3.17.2) mostram que L(s, x) e F\(s)
continuam limitadas quando s — 1.
Consequentemente, o mesmo acontece para fy(s), o que prova o lema.  [J
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Sejam m > 1 e a > 1 tal que (a,m) = 1. Chame P, o conjunto de
niumeros primos tais que p = a (mod m). Vamos definir

1
ga(s) = pgp:a ];
1
¢(m)

Demonstragdo. A fungio Y. x(a)~'f,(s) pode ser escrita, substituindo f,
por sua definicao

Lema 3.28. Temos ¢,(s) = erg(m) x(a)~ fi(s).

(% et X(ax())

pS

2.

ptm
Mas x(a™!)x(p) = x(a"'p). Pelo corolério (3.6.1) nos temos

Z x(a™'p) = {qb(m), se a 'p=1modm

. 0, em outros casos.
x€G(m)

Consequentemente, nés encontramos a fungao ¢(m)g,(s). O

Teorema 3.29 (Teorema das Progressoes Aritméticas). Sejam m > 1 e
a > 1 tal que (a,m) = 1. O conjunto P, de nidmeros primos tais que p = a

¢(m)’

(mod m) tem densidade

1
Demonstragao. O lema (3.26) mostra que f,(s) ~ In (—1> para x =1, e
S —

o lema (3.27) mostra que todos as outras f, continuam limitados. Usando o

1 1
lema (3.28), vemos que g,(s) ~ In ——, e isso significa que a densidade
¢(m) s —1
1
de P, ¢ ——, como queriamos demonstrar. O

¢(m)

Corolario 3.29.1. O conjunto P, € infinito.

Demonstracio. B facil ver que todo conjunto finito tém densidade 0. Por-
tanto P, sera infinito. O
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Capitulo 4

Teorema da Densidade de
Dirichlet

4.1 A Funcao Zeta de Dedekind

~ . _ o0 —s , .

A funcdo zeta de Riemann ((s) = Y _, k° estd associada ao corpo Q de
numeros racionais. Podemos generaliza-la para um corpo numérico arbitrario
K de graun = [K : Q).

Definicao 4.1. A funcao zeta de Dedekind do corpo numérico K ¢ defi-

nida pela série
1
Ck(s) = ; Na)*

onde a varia sobre todos os ideais inteiros de K, e 9M(a) denota sua norma
absoluta.

Proposicao 4.2. A série (x(s) converge absolutamente e uniformemente no
dominio R(s) > 1+ 0 para todo § > 0, e temos

1
o) =11 =)

b

onde p percorre todos os ideais primos de K.

Definicao 4.3. O discriminante de uma base o, . .., «, de uma extensao
separdvel L|K ¢é definido por

d(ay, ..., a,) = det((0:04))?,

onde 0;, 1 =1,...,n, varia sobre as K-imersoes L — K.

29



No caso especial de uma base inteira wq,...,w, de Ok nos obtemos o
discriminante do corpo algébrico numeérico K,

dK = d(OK) = d(wla < 7wn)'

Para as funcoes zeta parciais

1
C(ﬁ78> = Z m(b)sa

bER inteiro

obtemos o resultado a seguir, onde as notacoes dgx, R, w, e r significam,
respectivamente, o discriminante, o regulador, o nimero de raizes da unidade,
e o nimero de lugares infinitos.

Teorema 4.4. A func¢ao
Z(R,s) = Zus(s)C(R,5),  R(s) > 1,

Zoo(8) = |dg|*?m7/* Tk (s/2), admite uma continuacdo analitica para C \
{0,1} e satisfaz a equagao funcional
Z<ﬁa 8) = Z('ﬁlv 1- S)?
onde as classes de ideais 8 e R correspondem uma a outra por KK = [0].
Ela tem polos simples em s =0 e s =1 com residuos
2" 2" ,
——R e —R, respectivamente.
w

w

Esse teorema sobre as funcoes zeta parciais imediatamente implica um
resultado analogo para a fungao zeta completa do corpo numérico K,

Zi(s) = Zoo()Ck(5) = > Z(R, 5).
R
Corolario 4.4.1. A funcdao zeta completa Zx(s) admite uma continuagao
analitica para C\ [0,1] e satisfaz a equagao funcional
ZK<S) = ZK(l — 8).
Apresentando polos simples em s =0 e s = 1, com residuos

2 hR 2"hR

e

, respectivamente,
w

onde h € o numero de classe de K.
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O tdltimo resultado pode imediatamente ser generalizado como segue.
Para cada caracter

X:J/P—C"
do grupo de classes ideal, podemos formar a funcao zeta
Z(X,8) = Zso(s)C (X 8),

onde

Cos)= )

a inteiro

Xx(a)
N(a)*

e x(a) denota o valor x(R) da classe 8 = [a] de um ideal a. Entao claramente

Z(x,8) = Y X(R)Z(R,s),
R

e em vista de & = 87'[0], nos obtemos do teorema (4.4) a equagao funcional

Z(Xv 3) = X(D)Z(Ya - S)'

Se x # 1, entdo Z(x, s) é holomorfa em todo C, visto que ), x(R) = 0.
Concluimos agora com a fungao zeta de Dedekind original

Cels) =3 ﬁ R(s) > 1.

O fator de Euler no infinito, Z,(s), ¢ dado explicitamente como
Zo() = |di|**Lx (s) = |di|** Lu(s)™" L (5)™,
onde ry e ro denotam o namero de lugares reais e complexos, respectivamente.

Corolario 4.4.2. (i) A funcdo zeta de Dedekind (i (s) tem uma continu-
ag¢ao analitica para C\ {1}.

(i1) Em s =1 tem um polo simples com residuo

_2n(2n)

= et

K

Onde h denota o nimero de classe e w = #u(K) denota o nimero de
raizes da unidade em K.
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4.2 Densidade

Utilizando as L-séries, agora iremos conseguir generalizar o Teorema das
Progressoes Aritméticas para ideais primos.

Definicao 4.5. Seja M um conjunto de ideais primos de K. O limite

> N(p)~°

T peM
00 = 1 S
p

quando existe, € chamado de densidade de Dirichlet de M.

Da expansao

obtemos que

1 1 1
k() = 2 St ~ 2y 2,

p’m

O 1ltimo somatoério define uma fungao analitica em s = 1. Nos escreveremos
f(s) ~ g(s)se f(s)—g(s) é uma func¢do analitica em s = 1. Entdo nos temos

1 1
I Grls) ~ 3 N(p) 2 N(p)*’

p deg(p)=1

OIS & S0ma Y .2 T(P) ~* tomada sobre todos os p de grau > 2 ¢ analitica
em s = 1. Além disso, por (4.4.2), temos (x(s) ~ -5, e entdo

ZL lnL
N(p)® s—1

p

Portanto, podemos escrever a densidade de Dirichlet como

> N(p)™
d(M) = lim "~

s—1+  In L

s—1

Como a soma Y 9(p)*~! sobre todos os ideais primos de grau > 1 converge, a
definicao da densidade de Dirichlet apenas depende dos ideais primos de grau
1 em M. Adicionar ou omitir uma quantidade finita de ideais primos também

62



nao muda nada em relacao a existéncia ou mesmo ao valor da densidade de
Dirichlet.
Frequentemente consideramos também a densidade natural

L #le M| M) <)
o) = B e TG < o

A existéncia de §(M) implica na existéncia de d(M), e nesse caso temos
0(M) =d(M). A reciproca nao é sempre verdadeira.

Lema 4.6. Seja x um caracter nao trivial de J™/P™. Entdo a L-série de

Hecke
1

e == e

(x(p) = 0 para p|m) satisfaz
L(x,1) # 0.

Teorema 4.7 (Teorema da Densidade de Dirichlet). Seja m um mddulo de
K e H™ um grupo ideal tal que J* 2O H™ O P™ com indice hy, = [J™ : H™].
Para cada classe 8 € J™/H™, o conjunto P(R) de ideais primos em K tem
densidade

Demonstracao. Exatamente como para a funcao zeta de Dedekind, nés ob-
temos para a L-série de Dirichlet que

InL(y,s X = Z X(ﬁ')z ‘)’I(lp)s

fegm/pm peR/

Multiplicando por X(ﬁ_l) e somando sobre todos os y (irredutiveis) obtemos

InCr(s)+ Y xR HInL(x,s)~ > > x(&& Zm(lp)s.

x#1 feJm/pm x pes’

Como L(x,1) # 0, In L(x, s) ¢ analitica em s = 1. Mas
0 se R £ R
RR =<7
§X< ) {hm, se R = R
Consequentemente noés obtemos

1
In—— ~ I Cre(s) ~ Z

pEﬁ

e o teorema estd demonstrado. ]
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O teorema nos mostra, em particular, que a densidade dos ideais primos
em uma classe de J™/H™ é a mesma para cada classe, isto é, os ideais primos
estao equidistribuidos ao longo das classes. No caso K = Q, m = (m),
e H™ = P™ temos J™/P™ = (Z/mZ)*, que corresponde ao teorema das
progressoes aritméticas visto no capitulo (3).
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Capitulo 5

Teorema da Densidade de
Tchebotarev

5.1 O Teorema

Seja
1. L/K uma extensdo de corpos numeéricos.

2. vk uma valoracdo discreta normalizada por vg (K*) = Z,

3. Ox ={a € K | vk(a) > 0} o anel de valoragao,

4. px = {a € K | vk(a) > 0} o ideal maximal de Ok,

5. Ux = {a € K* | vk(a) = 0} o grupo unitario de Ok,

6. U[(?) = 1+ p% o grupo de n-ésimas unidades superiores de O, n =

1,2,....

Observacao 9. Note que Ok, vk, Uk e UI(?) dependem da valoragao esco-
lhida, uma vez que existem infinitas valoragoes nao-equivalentes.

Exemplo 5.1. Para o caso K = Q, veja a proposi¢io (2.17).
Definicao 5.1. Se P é um ideal primo de O, entao o subgrupo
Gp={o€G|oP="P}
é chamado de grupo de decomposicao de B sobre K. O corpo fizo
Zpy={x € L|ox=uVo € Gy}

¢ chamado de corpo de decomposicao de P sobre K.
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Teorema 5.2. Para todo subgrupo aberto N de indice finito em K*, existe
uma extensao abeliana L/ K tal que N/ L* = N. Este é o corpo de classe

de N

Definigao 5.3. Seja L/ K uma extensao abeliana finita, e n o menor nimero
> 0 tal que U[((n) C Np/kL*, onde definimos U[(?) = Ug. Entao o ideal

f=pk
¢ chamado de condutor de L/K.

Exemplo 5.2. Considere Q(v/d)/Q onde d é um inteiro livre de quadrados.
FEntao, ([6], exemplo 3.11)

. p‘d@(@‘, para d > 0
) p®leval ) parad <0’

onde dg /g € 0 discriminante de Q(Vd)/Q ep = Porva)-

Teorema 5.4. Se L/ K é uma extensao Galoisiana de corpos numéricos, e P
um ideal primo que nao se ramifica sobre K (i.e., p = PN K nao se ramifica
em L), entdo existe um unico automorfismo pg € Gal(L/K) tal que

ppa = a? mod P

para todo a € Oy, onde q = [K(B) : k(p)]. Este € chamado de Automorfismo
de Frobenius. O grupo de decomposi¢ao Gy € ciclico e pg € um gerador de

G-
v ()

Vamos denotar
Observacao 10. Vale observar aqui que, de acordo com nossa defini¢ao
de ramificagao (Defini¢iao (1.29)), ao escrever P N K queremos dizer mais

recisamente OK ou seja, a intersecdo se dd com o anel de inteiros de
’ 2
K.

Definicao 5.5. Para qualquer ideal a = Hp p* de K, definimos

()1

p

(L/K

) ¢ chamado de simbolo de Artin.
a
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Teorema 5.6. Seja L/K uma extensao abeliana, e seja m um mddulo de
definicao para ela. Entao o simbolo de Artin induz um homomorfismo sobre-
jetivo

(L/—K> L Ol — G(L/K)

com micleo H™/Pg, onde H™ = (Np/xJ}')Pg, e nds temos um diagrama
comutativo exato

1 —— NpgCp —— CK(ﬂ)G(L/K) — 1

D] b

1l — H"/P —— Clp —5 G(L/K) —— 1
Demonstra¢ao. Demonstragao em [7], capitulo VI, teorema (7.1). ]

Corolario 5.6.1. O simbolo de Artin (L/TK), para a € Jg, so depende da

classe de a mod PJ. Ele define um isomorfismo
L/K ~
</—> - Jg/H™ = G(L/K)

Teorema 5.7 (Lei de Decomposicao). Seja L/K uma extensao abeliana de
grau n, e seja p um ideal primo que nao se ramifica. Seja m um mdodulo de
definicao para L/K que nao é divisivel por p (por instincia o condutor), e
seja H™ o grupo ideal correspondente.
Se f € a ordem de p mod H™ no grupo de classe J2/H™, isto €, o menor
inteiro positivo tal que

pl e H™,

entao p decompoe em L em um produto
p= 5131 ce ;‘]37"
de r =n/f primos distintos de grau f sobre p.

Demonstracao. Seja p =P; -- P, a decomposicao prima de p em L. Como
p nao se ramifica, os *PB; sao todos distintos e tém o mesmo grau f. Esse
grau ¢ a ordem do grupo de decomposicao de 3; sobre K, isto é, a ordem

L/K
do automorfismo de Frobenius ¢, = (/— . Em vista do isomorfismo
JR/H™ = G(L/K), esta é também a ordem de p mod H™ em Jj/H™. Isto
finaliza a demonstracao. 0]
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O teorema mostra em particular que os ideais primos que fatoram com-
pletamente sdo precisamente aqueles contidos no grupo ideal H', se f é o
condutor de L/K.

Relacionando os ideais primos p das classes de J™/P™, através do iso-

morfismo da teoria de corpos de classes J™/P™ = G(L/K), ao automorfismo
L/K
de Frobenius ¢, = /— , obtemos uma interpretacao baseada na teoria

de Galois do teorema da densidade de Dirichlet. Podemos agora deduzir um
teorema de densidade mais geral para extensoes Galoisianas mais gerais (ndo
necessariamente abelianas).

Definigao 5.8. Para todo o € Gal(L/K), vamos considerar o conjunto

PL/K(O)

de todos os ideais primos p de K que nao se ramificam tais que eriste um
ideal primo Plp de L satisfazendo

()
L/K

onde (/T) ¢ o automorfismo de Frobenius oy de B sobre K.

Claramente, este conjunto depende apenas da classe de conjugacao
(o) = {ror7 |7 € Gal(L/K)}
de o e temos Pp k(o) N Pk (1) =0 se (o) # (7).

Teorema 5.9 (Tchebotarév). Seja L/ K uma extensao Galoisiana com grupo
G. Entao para todo o € G, o conjunto Pp i (0) tem densidade, e esta ¢ dada

por
_ #0)
#G
Demonstracao. Nos assumiremos inicialmente que G é gerado por 0. Seja m
o condutor de L/K. Entdo L/K é o corpo de classe de um grupo ideal H™,

J™ D H™ D P™ Seja R € J"/H™ a classe correspondente ao elemento o
pelo isomorfismo

d(Pr/x(0))

JUH™ =5 G, pr—s (L/TK> .
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Entdo Pp, i (o) consiste precisamente dos ideais primos p que estdo na classe
R. Pelo teorema da densidade de Dirichlet, nés concluimos que Py, k(o) tem
densidade

11 #o)
hw  #G H#G
No caso geral, seja > o corpo fixo de . Se f é a ordem de o, entdo, como

acabamos de ver, d(Py/x(0)) = 1. Seja P(c) o conjunto dos ideais primos
/ ]

d(Pr/x(0)) =

B de L tais que Plp € Pr/x(0o) e (L/TK> = 0. Entdo P(o) corresponde
bijetivamente ao conjunto P; (o) dos ideais primos q € Pr/x(0) tais que
Yy = K,, q|p. Como os ideais primos restantes sao ramificados ou tém grau
> 1 sobre Q, n6és podemos omiti-los e obter

A(P} s(0)) = d(Poys(0)) = %

Agora nos consideramos o mapa sobrejetivo
p:Prs(o) = Pyk(o), q=qNK.
Como Py 5 (o) = P(0), nés tomamos, para todo p € Pr k(o)
pl(p) =P e Po)| Blp} = Z(0)/(0),

onde Z(o) ={r € G| 70 = o7} ¢ o centralizador de 0. Entdo nos temos

1 , 1 o
oo Phreo) = s = T

d(Pr/x(0)) =

5.2 Aplicacoes do Teorema

O Teorema da Densidade de Tchebotarév apresenta algumas consequéncias
bastante interessantes.
Se S e T sao dois conjuntos de primos, entao escrevemos

S CT

para indicar que S estd contido em 7' até um numero finito de elementos
excepcionais. Além disso, escrevemos S = Tse S C TeT C S.

Seja L/K uma extensao finita de corpos algébricos numéricos. Nos denota-
mos por P(L/K) o conjunto de todos os ideais primos ndo ramificados p de
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K que admitem em L um divisor primo B de grau 1 sobre K. Entdo, se L/ K
¢ Galoisiana, P(L/K) ¢ justamente o conjunto de todos os ideais primos de
K que decompoe completamente em L.

Lema 5.10. Seja N/K uma extensio Galoisiana contendo L, e seja G =
Gal(N/K), H = Gal(N/L). Entao temos

P(L/K) = U Pnik(0)  (unido disjunta).
oYNHA)

Demonstracao. Um ideal primo p de K que nao se ramifica em N encontra-se
em P(L/K) se, e somente se, a classe de conjugagao (o) de 0 = (%)7 para
algum ideal primo Blp de N, contém um elemento de H, isto &, se e somente
se p € Py/k(0) para algum o € G tal que (o) N H # () O

Corolario 5.10.1. Se L/K ¢é uma exstensdo de grau n, entio o conjunto

P(L/K) tem densidade d(P(L/K)) > L. Além disso, temos

d(P(L/K)) = 1 <= L/K ¢ Galoisiana.

S

Demonstragao. Seja N/K uma extensao Galoisiana contendo L, e seja G =
Gal(N/K) e H = Gal(N/L). Pelo lema (5.10), temos

P(L/K) = U Pyic(o

oYNH#D

O teorema da densidade de Tchebotarév entao produz

arwry- Y 9oy U @

(oYNH#D (oYNH#D

Como H C meH;ﬁ@(a}, segue que
#H 1
pu— #G .

L/K é Galoisiana se e somente se H é um subgrupo normal de G, e este é o
caso se e somente se (o) C H sempre que (o) N H # (), e entdo isso acontece

d(P(L/K)) =

se e somente se H = (J,yy49(0). Isto implica a segunda hipotese. O

70



Corolario 5.10.2. Se quase todos os ideais primos decompoe completamente
na extensao finita L/ K, entao L = K.

Demonstracao. Seja N/K o fecho normal de L/K, isto é, a menos extensao
Galoisiana contendo L. Um ideal primo p de K decompoe completamente em
L se e somente se ele decompoe completamente em N/K (veja [7], capitulo
I, §9, exercicio 4). Sob a hipotese do corolario, temos

L= d(P(L/K)) = d(P(N/K)) = 5

entdo [N: K]=1e N=L=K. O

Corolario 5.10.3. Uma extensao L/K ¢é Galoisiana se e somente se todo
ideal primo em P(L/K) decompde completamente em L.

Demonstragao. Seja N/K o fecho normal de L/K. Entao P(N/K) consiste
precisamente dos ideais primos que decompoe completamente em L. Por-
tanto se P(N/K) = P(L/K), temos, pelo corolario (5.10.1),

1 1
g~ APIIK) = dP(L/K)) 2

isto é, [N : K| < [L: K], entdo L = N ¢ Galoisiana. A outra implicacdo é
trivial. n
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Conclusao

Apés o tempo utilizado para estudar estes resultados, compreendemos que
a resposta para o problema da infinitude dos primos gémeos pode, talvez,
permear as ferramentas aqui apresentadas. O conceito de densidade e sua
utilizacao para demonstrar a infinitude de conjuntos de nimeros primos,
como no corolario [3.29.1] do Teorema das Progressdes Aritméticas, podem
ser igualmente tteis em nossa questao.

Dado que o proximo passo seria estudar a fundo os avancos ja realizados na
demonstracao de tal conjectura, encerro este trabalho deixando para o leitor
uma breve apresentacao do problema da Infinitude dos Primos Gémeos.

Definicdo. Um par de primos gémeos é uma dupla ordenada (p,p + 2)
em que p e p+ 2 sao numeros primos.

Exemplo. As duplas a sequir siao pares de primos gémeos.

Conjectura (Conjectura da Infinitude dos Primos Gémeos). O conjunto P,
de todos os pares de primos gémeos € infinito.
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