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Resumo

Classicamente, uma função ψ ∈ L2(R) é definida como uma wavelet se a família
de funções {2−j/2ψ(2−j · −k)}j,k∈Z forma uma base ortonormal para L2(R). Uma das
características fundamentais das wavelets é que elas nos permitem fatiar hierarqui-
camente o espaço L2(R) em subespaços ortogonais, cada um desses associado a uma
escala (ou resolução); e, como em um microscópio, esse fatiamento nos permite ver
todos os detalhes de uma função, desde os mais grosseiros aos mais delicados. Por
causa disso, as wavelets são amplamente usadas como ferramentas para análise de si-
nais e processamento de dados. Nesta dissertação vimos como construir wavelets em
geral, a partir do conceito de análise de resolução em escalas múltiplas (ARM). Com
o auxílio desse conceito, construímos algumas das wavelets existentes na literatura.
Relaxando uma das hipóteses da ARM, substituindo o conceito de base ortonormal
por base de Riesz, vimos a teoria da construção de wavelets de suporte compacto,
especificando as wavelets de Daubechies, que possuem tantos momentos nulos quanto
se queira. Por fim, voltamos a nossa atenção para a aplicação de wavelets a proble-
mas de processamento de dados; para isso, introduzimos algoritmos de decomposição
e reconstrução via wavelets e os implementamos numericamente, aplicando-os aos
problemas de compressão, remoção de ruídos e detecção de singularidades de dados.
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Capítulo 1

Introdução

Diferentemente de muitas áreas da Matemática, o estudo das wavelets não surgiu
a partir de um predecessor, tampouco foi inicialmente formulado por um cientista
em específico. Pelo contrário, ao longo do século XX vários matemáticos, físicos e
engenheiros de partes diferentes do mundo se aventuraram pelo universo das wavelets
em diversas formas e aplicações diferentes, sem ter a ciência de que estavam estudando
o mesmo tema.

Se buscarmos o trabalho pioneiro nessa área, esse mérito cabe a Alfred Haar [1],
que em 1909 construiu uma família de funções que formavam uma base ortonor-
mal para o conjunto das funções quadrado-integráveis em [0, 1]. Entretanto, nessa
época, não existia o estudo de wavelets e tampouco o termo wavelets. Posterior-
mente, descobriu-se que essa família de funções poderia ser estendida para uma base
ortonormal para o conjunto das funções de quadrados integráveis em R, o que fez
com que a função base de seu estudo ficasse conhecida como a wavelet de Haar.

Como as wavelets de Haar não eram sequer contínuas, o trabalho de Haar foi
deixado de lado por muito tempo, até que o físico Paul Levy, pesquisando sobre o
movimento Browniano na década de 1930, descobriu que a função base de Haar se
adequava melhor ao estudo de alguns detalhes do movimento Browniano, quando
comparada com as funções bases de Fourier. Além disso, a função base de Haar
poderia ser esticada, comprimida e transladada, fazendo com que ela coubesse em
diferentes intervalos, permitindo assim maior precisão quando comparada à função
base de Fourier, uma vez que esta sempre possui suporte ilimitado.

Posteriormente, muitos matemáticos contribuiram para os estudos de wavelets
(mesmo antes da popularização desse termo), mas a principal contribuição para essa
área ocorreu no final da década de 1970, quando o geofísico francês Jean Morlet [2] se
deparou com o problema de analisar sinais que possuíam componentes com altíssima
frequência em um curto intervalo de tempo e componentes com baixa frequência
em um longo intervalo de tempo. A ferramenta mais popular usada para análise
de sinais naquela época era a transformada de Fourier (com ótima localização de
frequência, mas sem localização espacial), com a versão da transformada de Fourier
de tempo curto (que analisava apenas uma “janela temporal”). Entretanto, com essa
transformada, Morlet conseguia analisar as componentes de alta frequência ao usar
uma janela temporal curta, ou então as componentes de baixa frequência usando
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uma janela temporal longa, mas ele não conseguia analisar ambas simultaneamente.
Para resolver esse problema, ele então usou um conjunto de funções geradas a partir
de uma Gaussiana, com suportes compactos no tempo e na frequência. Como essas
funções possuiam uma natureza curta e ondulatória, Morlet nomeou o seu trabalho
de Wavelets de forma constante, sendo essa a primeira vez em que a terminologia
“wavelet” foi usada para representar o que seria uma “onda pequena”.

Com todos esses trabalhos em vista, o trabalho mais importante para a forma-
lização e a popularização das wavelets foi a formulação do conceito de análise de
resolução em escalas múltiplas, por Stephane G. Mallat e Y. Meyer, em 1986 ([3] e
[4]). A ARM ofereceu, pela primeira vez, um referencial no qual wavelets são cons-
truídas naturalmente. Com isso, Ingrid Daubechies criou a sua própria família de
wavelets, as wavelets de Daubechies, baseado no conceito de resoluções múltiplas [5].
Essas wavelets são importantes por possuirem suportes compactos e possuírem tantos
momentos nulos quanto queiramos.

Desde então, as wavelets causaram um enorme impacto em toda a comunidade
científica, e como podemos ver em [6], vem sendo usadas em diversas aplicações
diferentes: compressão de dados, remoção de ruídos, codificação de fonte e canal,
engenharia biomédica, soluções numéricas para equações diferenciais parciais, fractais,
análise de turbulência e análise financeira, entre outras. Por isso, a teoria das wavelets
está na interface da matemática com outras ciências, sendo um ótimo exemplo de
como uma teoria puramente matemática pode se tornar extremamente relevante e
útil para a resolução de problemas do mundo real. A relevância das wavelets foi
evidenciada em 2017, quando o matemático Yves Meyer recebeu o prêmio Abel pelo
seu destaque no desenvolvimento da teoria matemática das wavelets, uma vez que
essas foram essenciais na detecção de ondas gravitacionais criadas pela colisão de dois
buracos negros.

Novas descobertas e contribuições vêm sendo feitas constantemente para a área de
wavelets. Definições diferentes vêm sendo introduzidas, o que mostra a dinamicidade
do conceito de wavelets. Assim, definir uma wavelet nos dias atuais é uma tarefa
extremamente difícil. Nesse sentido, podemos falar em wavelets de primeira geração,
que são geradas a partir das operações de translação e dilatação de uma única função.
Existem dois tipos de wavelets de primeira geração: as discretas e as contínuas. Neste
trabalho, consideraremos os estudos apenas sobre as wavelets discretas.

No Capítulo 2, apresentaremos resultados que serão usados como ferramentas no
desenvolvimento desse trabalho.

No Capítulo 3, introduziremos o conceito de wavelet e o ilustraremos com o exem-
plo mais simples simples e conhecido: a wavelet de Haar.

No Capítulo 4, apresentaremos o conceito de análise de resolução em escalas múl-
tiplas (ARM). A partir dele, construiremos as wavelets de Haar e de Shannon.

No Capítulo 5, definiremos sequências e bases de Riesz e mostraremos como relaxar
uma das hipóteses da ARM a partir desses conceitos. Após isso, mostraremos como
construir uma ARM a partir de uma base de Riesz.

No Capítulo 6, veremos as wavelets de Daubechies, as quais possuem suportes
compactos e podem ser tomadas tão suaves quanto queiramos.

No Capítulo 7, introduziremos a transformada discreta de wavelets a partir da
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construção de algoritmos rápidos envolvendo wavelets para a decomposição e recons-
trução de funções. Apresentaremos também algoritmos específicos para conjuntos
finitos de dados, trabalhando a partir das wavelets de Haar e Daubechies.

Finalmente, no Capítulo 8, implementaremos numericamente os algoritmos vistos
no capítulo 7, e os aplicaremos em problemas de processamento de imagens. Mos-
traremos como usar a transformada discreta de wavelets para resolver problemas de
compressão de dados, remoção de ruídos e detecção de singularidades.

As referências básicas para este trabalho serão [7], [8] e [9].

5



Capítulo 2

Preliminares e notações

Neste capítulo, apresentaremos algumas definições e resultados que serão usadas
ao longo do trabalho.

2.1 Notações
Dado B ⊂ R, seja A ⊂ B. Definimos a função característica de A, com domínio

em B, denotada por χA, pela regra

χA(x) =

{
1, se x ∈ A,
0, se x ∈ B\A.

Denotamos por span{A} como sendo o conjunto gerado por combinações lineares
finitas de elementos de A, com coeficientes em R ou C.

Dada uma função f : R (ou C)→ R (ou C), definimos a função fj,k por

fj,k(x) = 2−j/2f(2−jx− k),

onde j, k ∈ Z. Além disso, definiremos

δa,b =

{
1, se a = b,
0, caso contrário.

2.2 Resultados sobre integração
Os resultados apresentados nessa seção podem ser encontrados em livros-texto,

como Bartle [10].
Na teoria da integração, os conjuntos de medida nula são irrelevantes para cálculos

em integrais. Assim, em um contexto geral, as hipóteses são feitas em quase todos os
pontos, isto é, a menos de conjuntos de medida nula. Estudaremos funções mensu-
ráveis sob a σ-álgebra de Borel (em R ou C). Usaremos a medida de Lebesgue para
cálculo de integrais sobre um conjunto X mensurável, lembrando que a integral de
Lebesgue coincide com a integral de Riemann, quando a integral de Riemann existe.

6



Teorema 2.1. (Lema de Fatou) Seja (fn)n∈N uma sequência de funções mensuráveis
não-negativas e fn(x)→ f(x), em quase todos os pontos de X. Então,∫

X

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn(x)dx.

Teorema 2.2. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja g uma função
integrável sobre X e (fn)n∈N uma sequência de funções mensuráveis, tais que |fn(x)| ≤
g(x) em X. Se fn(x)→ f(x), em quase todos os pontos de X, então f é integrável e∫

X

f(x)dx = lim
n→∞

∫
X

fn(x)dx.

Seja p ∈ R, tal que 1 ≤ p < ∞. Definimos o espaço Lp(X) como sendo o espaço
(das classes de equivalências) das funções mensuráveis f tais que∫

X

|f |pdx <∞.

Nesses espaços, a função || · ||p : Lp(X)→ R dada por

||f ||p =

(∫
X

|f |pdx
)1/p

define uma norma, que torna Lp(X) um espaço normado completo.
Analogamente, definimos o espaço L∞(X) como sendo o espaço (das classes de

equivalências) das funções mensuráveis f que são essencialmente limitadas, i.e., existe
M > 0, tal que |f | ≤M , em quase todos os pontos de X. A função || · ||∞ : L∞(X)→
R, dada por

||f ||∞ = inf{M ∈ R : |f | ≤M em quase todos os pontos de X},

define uma norma em L∞(X) e torna L∞(X) completo.

Teorema 2.3. (Desigualdade de Holder) Sejam p, q ∈ R, tais que 1 < p, q <∞ com
1/p + 1/q = 1. Se f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X), então

||fg||1 ≤ ||f ||p ||g||q.

A desigualdade também vale para p = 1, q =∞.

Da desigualdade de Holder, se f ∈ L2(R) com suporte compacto, então f ∈ L1(R),
tendo em vista que

||f ||1 = ||f · χ[−R,R]||1 ≤ ||f ||2 · ||χ[−R,R]||2 <∞,

onde [−R,R] contém o suporte de f .
Como fn = fχ[−n,n] ∈ L1(R) ∩ L2(R) e (fn)n∈N converge para f em L2(R), con-

cluímos que o espaço L1(R) ∩ L2(R) é denso em L2(R).

Teorema 2.4. Seja Q = {χ[a,b) : a, b ∈ Q} ⊂ L2(R). Então span{Q} = L2(R).
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2.3 Espaços de Hilbert
As definições e proposições aqui apresentadas podem ser encontradas em livros-

texto, como Kreyzig [11].

Definição 2.1. Seja (E, ||·||) um espaço vetorial normado. Dizemos que E é completo
(ou de Banach), se toda sequência de Cauchy em E sob a norma || · || converge
para um elemento de E. Seja H um espaço vetorial com um produto interno 〈·, ·〉,
linear no primeiro argumento. Dizemos que H é um espaço de Hilbert sob a norma
||u||H =

√
〈u, u〉, quando esta torna H completo.

Em espaços de Hilbert, vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz, dada por

| 〈u, v〉 | ≤ ||u|| · ||v||,

quaisquer que sejam u, v ∈ H.

2.3.1 Ortogonalidade e ortonormalidade

Nesta subseção, trabalharemos com um espaço de Hilbert H sobre C (ou R), com
produto interno 〈·, ·〉 e norma || · || induzida pelo produto interno.

Definição 2.2. Dois vetores u, v ∈ H são ditos ortogonais se 〈u, v〉 = 0. Seja
U ⊂ H. Definimos como complemento ortogonal de U o conjunto

U⊥ = {v ∈ H : 〈u, v〉 = 0}.

É fácil verificar que U⊥ é um subespaço de H.

Teorema 2.5. (Soma direta) Seja U um subespaço de H fechado. Então, H =
U ⊕ U⊥. Em outras palavras, se x ∈ H, existem u, v unicamente determinados tais
que u ∈ U , v ∈ U⊥, x = u+ v.

O vetor u é definido como a projeção ortogonal de x em U . Isto se deve ao fato
de que 〈x− u, u′〉 = 〈v, u′〉 = 0, qualquer que seja u′ ∈ U .

Lema 2.1. Seja U 6= ∅ um subespaço de H. Então, U é denso em H se, e somente
se, U⊥ = {0}.

Definição 2.3. Seja I uma coleção de índices. Dizemos que uma coleção de elementos
V = {vk}k∈I em H é um conjunto ortonormal se 〈vi, vj〉 = δi,j, onde i, j ∈ I.
Dizemos ainda que V é um conjunto ortonormal completo se span{V } = H.

Dado um x ∈ H, os coeficientes 〈x, vk〉k∈I são chamados de coeficientes de
Fourier de x em relação a V .

Lema 2.2. Dado um x ∈ H arbitrário e V um conjunto ortonormal, existe no máximo
uma quantidade enumerável de coeficientes de Fourier não nulos de x em relação a
V . Em particular, podemos considerar a soma

∑
k∈I 〈x, vk〉 vk.
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Teorema 2.6. Seja {ek}k∈N um conjunto ortonormal em H. Então, para todo x ∈ H,
a série

∞∑
k=1

〈x, ek〉 ek

converge na norma de H. Além disso, x−
∑∞

k=1 〈x, ek〉 ek é ortogonal a en, para todo
n ∈ N.

Lema 2.3. (Relação de Parseval) Se I é uma família de índices e V = {ek}k∈I é um
conjunto completo ortonormal em H, então

x =
∑
k∈I

〈x, ek〉 ek.

Além disso, temos que ∑
k∈I

| 〈x, ek〉 |2 = ||x||2.

2.3.2 Operadores lineares em espaços de Hilbert

Nessa subseção, trabalharemos com espaços de Hilbert H, H1 e H2, sob produtos
internos 〈·, ·〉, 〈·, ·〉1 e 〈·, ·〉2, e normas || · ||, || · ||1, || · ||2 respectivamente.

Definição 2.4. Seja T : H1 → H2 um operador linear. Dizemos que T é limitado se
existe c > 0 tal que ||T (x)||2 ≤ c||x||1, ∀x ∈ H1. Para esses operadores, definimos
uma norma, dada por

||T || = sup

{
||T (x)||2
||x||1

: x ∈ H1, x 6= 0

}
.

Essa norma está definida no espaço dos operadores lineares limitados de H1 em H2,
entretanto, como não há risco de confusão, denotaremos essa norma apenas por || · ||.

Lema 2.4.

(i) Seja T : H1 → H2 um operador linear limitado. Então, ||T (x)||2 ≤ ||T || · ||x||1,
para qualquer x ∈ H1. Além disso, se c ≥ 0 é tal que ||T (x)||2 ≤ c · ||x||1 para
qualquer x ∈ H1, então ||T || ≤ c.

(ii) Uma transformação linear é limitada se e somente se ela for contínua.

Teorema 2.7. (Existência do operador adjunto) Seja T : H1 → H2 um operador
linear limitado. Então, existe um operador linear T ∗ : H2 → H1 tal que

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 ,

para quaisquer x ∈ H1, y ∈ H2. O operador T ∗ é unicamente determinado; dizemos
que T ∗ é o operador adjunto do operador T .

9



Lema 2.5. (Propriedades do operador adjunto) Seja T : H1 → H2 um operador linear
limitado. Então, o operador adjunto T ∗ satisfaz às seguintes propriedades:

(i) ||T ∗|| = ||T ||;

(ii) (αT )∗ = αT ∗, ∀α ∈ C;

(iii) (T ∗)∗ = T ;

(iv) ||T ∗T || = ||TT ∗|| = ||T ||2 = ||T ∗||2;

(v) Se o operador T for invertível, então T ∗ também o é, e (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Definição 2.5. Seja T : H → H um operador linear limitado. Dizemos que T é
auto-adjunto se T ∗ = T .

Teorema 2.8. Seja U um subsepaço fechado de H. Seja PU : H → H a projeção
ortogonal em U . Então, PU é auto-adjunto. Além disso, ||PU || = 1.

2.3.3 Espaços L2(R) e l2(Z)

Ao longo do texto trabalharemos principalmente com os espaços de Hilbert L2(R)
e l2(Z). Por causa disso, os definiremos nesta seção.

Dados f, g ∈ L2(R), definimos produto interno em L2(R) por

〈f, g〉 =

∫ ∞
−∞

f · gdx,

e a norma induzida pelo produto interno é

||f ||2 =

(∫ ∞
−∞
|f |2dx

)1/2

.

O espaço l2(Z) é definido como o espaço das sequências complexas indexadas por
inteiros cujo quadrado é somável. Em outras palavras,

l2(Z) =

{
(xn)n∈Z :

∑
n∈Z

|xn|2 <∞

}
.

O produto interno em l2(Z) é

〈x, y〉l2(Z) =
∑
n∈Z

xnyn,

e a norma induzida pelo produto interno é

||x||l2(Z) =

(∑
n∈Z

|xn|2
)1/2

,

onde x = (xn)n∈Z e y = (yn)n∈Z são sequências em l2(Z).
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2.4 Análise de Fourier
Nesta seção exporemos os principais resultados sobre análise de Fourier. Esses re-

sultados serão amplamente usados ao longo do texto, e as suas demonstrações podem
ser encontradas em livros-texto, como Figueiredo [12].

2.4.1 Séries de Fourier

Seja L > 0. Consideraremos as funções 2L-periódicas, isto é, o conjunto das
funções f satisfazendo a f(x− 2L) = f(x), ∀x ∈ R. Considere o intervalo [0, 2L] (na
verdade, podemos tomar qualquer intervalo de comprimento 2L; por simplicidade,
tomaremos esse intervalo). Podemos provar que o conjunto{

einπx/L√
2L

}
n∈Z

constitui uma base ortonormal para L2([0, 2L]) (isto é, as funções cujo módulo ao
quadrado é integrável de 0 a 2L). Dada f ∈ L2([0, 2L]), a sua série de Fourier é
definida por ∑

n∈Z

fne
inπx/L, (2.1)

onde os fn são chamados de coeficientes de Fourier de f , e definidos por

fn =
1

2L

∫ 2L

0

e−inπx/Lf(x)dx.

Teorema 2.9. Seja f ∈ L2([0, 2L]). Então,

lim
M,N→∞

∫ 2L

0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=−M

fne
inπx/L

∣∣∣∣∣
2

dx = 0.

Lema 2.6. (Identidade de Parseval para séries de Fourier) Seja f ∈ L2([0, 2L]).
Então,

||f ||2L2([0,2L]) ≡
∫ 2L

0

|f(x)|2dx = 2L
∑
n∈Z

|fn|2.

Teorema 2.10. (Carleson, [13] ) Seja f ∈ L2([0, 2π]). A série em (2.1) converge
para f em quase todos os pontos.

2.4.2 Transformada de Fourier

Definição 2.6. Seja f ∈ L1(R). A transformada de Fourier de f é definida por

(F(f))(ω) = f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−ixωf(x)dx.

Observe que a transformada de Fourier é linear.
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Teorema 2.11. Seja f ∈ L1(R). Então,

(i) |f̂ | ≤ ||f ||1 em quase todos os pontos;

(ii) f̂ é uniformemente contínua em R;

(iii) Para quaisquer constantes a, b, com a 6= 0, temos

̂f(a · −b)(ω) =
e−ibω/a

|a|
f̂(ω/a).

Definição 2.7. Seja f̂ ∈ L1(R) a transformada de Fourier de f ∈ L1(R). Definimos
a transformada inversa de Fourier por

(F−1(f̂))(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eixωf̂(ω)dω.

Teorema 2.12. Sob as hipóteses da definição acima, temos que f(x) = (F−1(f̂))(x)
nos pontos de continuidade de f .

Teorema 2.13. Seja f ∈ L1(R) ∩ L2(R). Então, f̂ ∈ L2(R) e satisfaz à identidade
de Parseval ||f̂ ||2 = ||f ||2.

Uma consequência desse teorema é que a transformada de Fourier pode ser inter-
pretada como um operador linear limitado de L1(R)∩L2(R) com imagem em L2(R),
que preserva a norma. Nesse sentido, é possível fazer uma extensão de F como um
operador linear limitado para todo L2(R), uma vez que L1(R) ∩ L2(R) é denso em
L2(R). Essa extensão é feita a partir dos truncamentos de f , isto é, a partir da sequên-
cia (fn)n∈N, onde fn = fχ[−n,n]. Cada fn está em L1(R), então podemos aplicar F
em cada elemento desta sequência. Nesse caso, a sequência (fn) é de Cauchy, sob a
norma em L2(R). Assim, a identidade de Parseval e a linearidade de F garantem que
a sequência (f̂n) também é de Cauchy, e portanto, converge para alguma função f̂ .
Definimos F(f) = f̂ a partir desse limite, quando f ∈ L2(R).

Teorema 2.14. Para f, g ∈ L2(R), valem as seguintes propriedades:

(i) (Fórmula de Parseval ) 〈f, g〉 =
〈
f̂ , ĝ
〉
;

(ii) (Fórmula de Plancherel ) ||f ||2 = ||f̂ ||2;

(iii) (Cálculo de momentos de f) Para n ∈ N, vale∫ ∞
−∞

xnf(x)dx =

(
−i
2π

)n
dnf̂

dxn
(0).
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Teorema 2.15. (Deslauriers, Dubuc, [14] ) Seja γ(ω) =
∑N2

n=N1
γne

−inω, tal que∑N2

n=N1
γn = 1. Então, a função

Γ(ω) =
∞∏
j=1

γ(2−jω)

é a transformada de Fourier de uma função com suporte em [N1, N2].

Teorema 2.16. A transformada de Fourier é uma bijeção de L2(R) em L2(R).

2.5 Resultados gerais
Sejam f, g : R (ou C)→ R (ou C) funções deriváveis até a ordem n. Então, pela regra
de Leibniz para derivação do produto de duas funções, temos a seguinte fórmula:

(fg)(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)g(n−k).

Teorema 2.17. (Bezout ) Sejam p1, p2 polinômios de grau n1, n2 respectivamente.
Suponha que p1, p2 não possuem zeros em comum. Então existem polinômios únicos
q1, q2 com grau n2 − 1, n1 − 1 respectivamente tais que p1q1 + p2q2 = 1.

Uma demonstração para este teorema se encontra em Daubechies [15], página 169.
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Capítulo 3

A wavelet de Haar

A seguir, apresentaremos o conceito de bases ortonormais em L2(R) e a definição
clássica de wavelets, e introduziremos uma função extremamente simples, a qual mos-
traremos ser uma wavelet. Por simplicidade, denotaremos a norma em L2(R) apenas
por || · ||.

Definição 3.1. Dizemos que uma coleção de elementos {φn : n ∈ Z} em um espaço
de Hilbert separável H sob uma norma || · ||H é um conjunto ortonormal completo
(isto é, uma base ortonormal) em H se ela satisfaz às três seguintes condições:

• Ortogonalidade: 〈φm, φn〉 = 0, se n 6= m;

• Normalidade: ||φn||H = 1, para todo n ∈ Z;

• Completude: Para todo f ∈ H, ε > 0, existe N ∈ Z suficientemente grande
tal que ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f −
k=N∑
k=−N

〈f, φk〉 · φk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
H

< ε.

Definição 3.2. Dizemos que uma função ψ(x) ∈ L2(R) é uma wavelet se a família
de funções

{ψj,k}j,k∈Z, onde ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx− k),

é um conjunto ortonormal completo em L2(R). Nesse caso, dizemos que ψ(x) é uma
wavelet mãe.

Podemos fazer algumas observações sobre essas definições. Primeiramente, é fácil
ver que ||ψj,k|| = ||ψ||,∀j, k ∈ Z, devido ao fator de normalização 2−j/2 na função ψj,k.
Portanto, se ||ψ|| = 1, então ||ψj,k|| = 1 ∀ j, k ∈ Z. Além disso, devido à definição
de wavelets, se ψ for uma wavelet, então para qualquer j, k ∈ Z, ψj,k também será
uma wavelet. Por causa disso, dizemos que o conjunto {ψj,k}j,k∈Z constitui uma base
ortonormal de wavelets para L2(R).

Como veremos no processo de construção das wavelets, toda wavelet possui média
nula (isto é,

∫∞
−∞ ψ(x)dx = 0,). Isso significa que ela oscila em torno do eixo x. Por

outro lado, as wavelets mais usadas possuem suporte compacto ou decaem de forma
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rápida o suficiente para que sejam muito localizadas em x. Por isso, a wavelet pode
ser vista como uma onda pequena (daí o nome wavelet, que, em inglês, significa “onda
pequena”).

Notemos que, à primeira vista, não é óbvio que wavelets existem, devido às restri-
ções de ortogonalidade e completude da Definição 3.1. A fim de dirimir essa dúvida,
considere a seguinte função:

ψ(x) =


1, x ∈ [0, 1/2),
−1, x ∈ [1/2, 1),
0, caso contrário.

Mostraremos que essa função é uma wavelet, conhecida como wavelet de Haar.
Inicialmente, observe que essa função é mensurável, se anula fora do intervalo [0, 1)

e ||ψ|| = 1, ou seja, ψ ∈ L2(R).

Figura 3.1: Esboço do gráfico da wavelet de Haar.

A partir da definição da ψ, segue que ψj,k possui suporte no intervalo [k2j, (k +
1)2j).

Vamos dedicar o resto dessa seção a provar que o conjunto {ψj,k}j,k∈Z forma uma
base ortonormal para L2(R).

Teorema 3.1. O conjunto {ψj,k}j,k∈Z é ortonormal em L2(R).

Demonstração. Para demonstrarmos esse teorema, precisamos demonstrar as seguin-
tes propriedades:

(i) ||ψj,k|| = 1.

(ii) 〈ψj,k, ψj′,k′〉 = 0, se (j, k) 6= (j′, k′).

Como o suporte da função ψj,k é o intervalo [k2j, (k + 1)2j), segue que

||ψj,k|| =

(∫ ∞
−∞

(2−j/2ψ(2−jx− k))2dx

)1/2

=

(
2−j
∫ ∞
−∞
|ψ(2−jx− k)|2dx

)1/2

=

(
2−j
∫ (k+1)2j

k2j
dx

)1/2

= 1.
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Para a prova de (ii), vamos separar em dois casos: quando j = j′ (ou seja,
obrigatoriamente k 6= k′), e quando j 6= j′.

No primeiro caso, é fácil observar que os suportes das funções (ou seja, os intervalos
[k2j, (k + 1)2j) e [k′2j, (k′ + 1)2j)) são disjuntos, portanto, o produto interno dessas
funções é sempre 0.

Para provar o segundo caso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
j > j′. Fazendo a mudança de variável u = 2−jx− k em

〈ψj,k, ψj′,k′〉 =

∫ ∞
−∞

(2−j/2ψ(2−jx− k)) · (2−j′/2ψ(2−j′x− k′)) dx,

concluímos

2(j−j′)/2
∫ ∞
−∞

ψ(u) · ψ(2−j
′+ju− k′ + k2j) du = 〈ψ, ψj′′,k′′〉 ,

onde j′′ = j′ − j, e k′′ = k′ − k2j. Podemos ver que 1
2

= 2−1 é um múltiplo natural
de 2j

′′ , uma vez que j′′ < 0 (já que j > j′). Isso significa que, se dividirmos a reta
em intervalos da forma [i2−1, (i+ 1)2−1), i ∈ Z, o suporte de ψj′′,k′′ deve estar contido
em um desses intervalos. Assim sendo, temos três possibilidades para o suporte de
ψj′′,k′′ :

• O suporte de ψj′′,k′′ está contido em (−∞, 0) ou [1,∞): nesse caso, ψ e ψj′′,k′′
têm suportes disjuntos, portanto, o produto interno resultante é 0;

• O suporte de ψj′′,k′′ está contido em [0, 1/2): nesse caso, ψ ·ψj′′,k′′ = ψj′′,k′′ , que
possui média 0, portanto, o produto interno resultante é 0;

• O suporte de ψj′′,k′′ está contido em [1/2, 1): nesse caso, ψ · ψj′′,k′′ = −ψj′′,k′′ ,
que possui média 0, portanto, o produto interno resultante é 0.

Ou seja, em qualquer uma das possibilidades, o produto interno dessas funções é 0.
Isso conclui a prova de (ii), e consequentemente a prova do teorema.

Uma vez que provamos o Teorema 3.1, nos basta provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Qualquer função em L2(R) pode ser arbitrariamente aproximada por
uma combinação linear finita de translações e dilatações da wavelet de Haar. Em
outras palavras, o conjunto {ψj,k}j,k∈Z é completo em L2(R).

Assumindo esse resultado como válido, concluímos então que o conjunto {ψj,k}j,k∈Z
é um conjunto completo ortonormal em L2(R). Entretanto, antes de prosseguirmos
com a demonstração, vamos passar por algumas observações que serão importantes
posteriormente.
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Observação 3.1. Denotaremos por Vj ⊂ L2(R) o espaço das funções constantes por
partes em intervalos da forma [k2j, (k+1)2j), com norma finita. Em outras palavras,
se φ = χ[0,1), então

Vj =

{
f : f(x) =

∑
k∈Z

aj,kφj,k(x),
∑
k∈Z

|aj,k|2 <∞

}
.

Notemos que cada Vj é um subespaço vetorial de L2(R).

Demonstração. (do Teorema 3.2) Considere φ = χ[0,1), como definido anteriormente.
Como φ(x) = φ(2x) + φ(2x− 1) e ψ(x) = φ(2x)− φ(2x− 1), temos as igualdades

φ(2x) =
φ(x) + ψ(x)

2
e φ(2x− 1) =

φ(x)− ψ(x)

2
.

Substituindo x por 2−j−1x − k nessas relações, e multiplicando as novas relações
obtidas por 2−j/2, obtemos as igualdades

φj,2k(x) =
φj+1,k(x) + ψj+1,k(x)√

2
e φj,2k+1(x) =

φj+1,k(x)− ψj+1,k(x)√
2

, (3.1)

o que nos conduz à relação

aj,2k · φj,2k + aj,2k+1 · φj,2k+1 =
aj,2k + aj,2k+1√

2
φj+1,k +

aj,2k − aj,2k+1√
2

ψj+1,k. (3.2)

A partir de (3.2), se f j ∈ Vj, ou seja, f j =
∑

k∈Z aj,kφj,k,
∑

k∈Z |aj,k|2 <∞, pode-
mos escrever

f j(x) =
∑
k∈Z

aj,kφj,k(x) =
∑
k∈Z

(aj,2kφj,2k(x) + aj,2k+1φj,2k+1(x)) (3.3)

=
∑
k∈Z

aj+1,kφj+1,k(x) +
∑
k∈Z

dj+1,kψj+1,k(x) ≡ f j+1 + δj+1,

em que f j+1 ∈ Vj+1, e δj+1 ∈ Wj+1, onde

Wj+1 =

{
f ∈ L2(R) : f(x) =

∑
k∈Z

dj+1,kψj+1,k(x),
∑
k∈Z

|dj+1,k|2 <∞

}
.

Assim, chegamos a uma versão de menor resolução (por um fator de 2) de f j, tal
que δj+1 contém os “detalhes” necessários para voltarmos para a resolução original.
É fácil ver que Wj é um subespaço vetorial de L2(R) para qualquer j ∈ Z.

Note que 〈φj,k, ψj,k′〉 = 0,∀ j, k, k′ ∈ Z. A partir disso, e de (3.3), concluímos que

Vj = Vj+1 ⊕Wj+1.

Aplicando esse processo l vezes, podemos ver que

Vj = Wj+1 ⊕ ...⊕Wj+l ⊕ Vj+l. (3.4)
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Figura 3.2: Decomposição sucessiva de uma função via wavelet de Haar.

Sejam Pjf,Qjf as projeções ortogonais de f em Vj e Wj+1 respectivamente. Note
que Qj = Pj − Pj+1. Expandindo isso, a partir da decomposição em (3.4), chegamos
em

Pj0f − Pj0+lf =
l−1∑
k=0

(Pj0+k − Pj0+k+1) =
l−1∑
k=0

Qj0+k. (3.5)

Assim, se f ∈ L2(R),

f = f − Pj0f + Pj0+lf + Pj0f − Pj0+lf = (f − Pj0f) + Pj0+lf +
l−1∑
k=0

Qj0+kf

o que implica que∥∥∥∥∥f −
l−1∑
k=0

Qj0+kf

∥∥∥∥∥ = ||(f − Pj0f) + Pj0+lf || ≤ ||(f − Pj0f)||+ ||Pj0+lf ||.

A demonstração do teorema agora se reduz a mostrar que, dado um ε > 0 arbitrário,
existem j0, l ∈ Z tais que

||f − Pj0f || < ε, (3.6)

||Pj0+lf || < ε. (3.7)

Da teoria da integração de Lebesgue, temos que o conjunto das funções

h(x) =
n∑
k=1

ckχ[ak,bk), ck ∈ R, ak, bk ∈ Q
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é denso em L2(R). Da mesma forma, como os racionais da forma k · 2j, j, k ∈ Z são
densos em R, as funções da forma

h(x) =
n∑
i=1

ciχ[ki2ji ,(ki+1)2ji ),

onde ci ∈ R, ji, ki ∈ Z, são densas em L2(R). Portanto, dados f ∈ L2(R) e ε >
0,∃ j0 < j1 ∈ Z tais que ∥∥∥∥∥∥f −

2j1−j0−1∑
k=−2j1−j0

aj0,k · φj0,k

∥∥∥∥∥∥ < ε,

o que prova (3.6).
Partindo do mesmo pressuposto, podemos construir

hj0(x) ≡
2j1−j0−1∑
k=−2j1−j0

aj0,k · φj0,k ∈ Vj0 ,

tal que ||f − hj0|| < ε
2
. Logo,

||Pj0+lf || ≤ ||Pj0+lh
j0||+ ||Pj0+l(f − hj0)|| ≤ ||Pj0+lh

j0||+ ε

2
. (3.8)

Partindo de (3.3), podemos agrupar os termos dois a dois, de tal forma que

hj0(x) =
2j1−j0−1−1∑
k=−2j1−j0−1

aj0+1,k · φj0+1,k(x) +
2j1−j0−1−1∑
k=−2j1−j0−1

dj0+1,k · ψj0+1,k(x)

≡ hj0+1(x) + δj0+1(x). (3.9)

Repetindo o processo em (3.9) para hj0+l, eventualmente chegaremos em hj1(x) =
aj1,−1 · φj1,−1(x) + aj1,0 · φj1,0(x). Aplicando ainda esse processo em hj1 , na n-ésima
repetição teremos

hj1 =
aj1,−1

2n/2
φj1+n,−1 +

aj1,0
2n/2

φj1+n,0 +
n∑
j=1

dj1+j,−1 ψj1+j,−1 + dj1+j,0 ψj1+j,0

≡ hj1+n + ∆n,

em que

∆n ≡
j1−j0∑
j=1

δj0+j +
n∑
j=1

dj1+j,−1 ψj1+j,−1 + dj1+j,0 ψj1+j,0,

que é uma combinação linear finita de wavelets. Note que
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||hj1+n|| =

(∫ ∞
−∞

a2
j1,−12−n(φj1+n,−1(x))2 + a2

j1,0
2−n(φj1+n,0(x))2dx

)1/2

= 2−n/2

(∫ 0

−2j1+n

a2
j1,−12−(j1+n)dx+

∫ 2j1+n

0

a2
j1,0

2−(j1+n)dx

)1/2

= 2−n/2(a2
j1,−1 + a2

j1,0
)1/2 =

(
a2
j1,−1 + a2

j1,0

2n

)1/2

, (3.10)

que converge para 0 quando n → ∞. Tomando n suficientemente grande e l =
j1 − j0 + n, chegamos em

||Pj0+lh
j0|| = ||Pj1+nh

j0|| = ||hj1+n|| < ε

2
.

A partir disso e de (3.8), chegamos em

||Pj0+lf || < ε,

o que prova (3.7), e conclui a prova do teorema.

Isso prova que o conjunto {ψj,k}j,k∈Z é um conjunto ortonormal completo em L2(R)
e que o conjunto das combinações lineares finitas de ψj,k, j, k ∈ Z é denso em L2(R).
Nesse sentido, podemos escrever

L2(R) =

{
f : f =

∑
j,k

dj,kψj,k,
∑
j,k

|d2
j,k| <∞

}
,

uma vez que esse conjunto é fechado.
A seguir, obteremos os algoritmos para a decomposição e a reconstrução de dados

para a wavelet de Haar. Note que a wavelet de Haar nos permite as seguintes relações:

ψ(x) =
√

2

(
1√
2
φ(2x)− 1√

2
φ(2x− 1)

)
≡
√

2(h0φ(2x) + h1φ(2x− 1)) (3.11)

φ(x) =
√

2

(
1√
2
φ(2x) +

1√
2
φ(2x− 1)

)
≡
√

2(g0φ(2x) + g1φ(2x− 1)). (3.12)

Podemos definir os coeficientes aj,k e dj,k (a “média” e os “detalhes”) como as projeções
de f sobre φj,k e ψj,k, respectivamente (ou seja, aj,k = 〈f, φj,k〉 e dj,k = 〈f, ψj,k〉).
Então, ao multiplicarmos as equações (3.11) e (3.12) por f e as integrarmos na reta,
teremos as seguintes relações de coeficientes para passar da escala j− 1 para a escala
j:

aj,n =
1√
2

(aj−1,2n + aj−1,2n+1), (3.13)

dj,n =
1√
2

(aj−1,2n − aj−1,2n+1). (3.14)
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Dessas, decorrem

aj−1,2n =
1√
2

(aj,n + dj,n), (3.15)

aj−1,2n+1 =
1√
2

(aj,n − dj,n), (3.16)

que nos permitem passar da escala j para a escala j − 1. As igualdades (3.13) e
(3.14) nos dão um algoritmo rápido de decomposição de uma função, ao passo em
que as igualdades (3.15) e (3.16) nos dão um algoritmo rápido de reconstrução de
uma função. Esses algoritmos se generalizam para wavelets em geral, como será visto
nas Seções 7.1 e 7.2.
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Capítulo 4

Análise de resolução em escalas
múltiplas

Nesta seção, introduziremos o conceito de ARM, que nos dará uma maneira sis-
temática de como construir wavelets em geral.

4.1 Definição e observações iniciais
Definição 4.1. Uma ARM é uma sequência {Vj}j∈Z de espaços fechados de L2(R),
que satisfazem às seguintes propriedades:

(i) Vj+1 ⊂ Vj,∀ j ∈ Z;

(ii)
⋂
j ∈Z Vj = {0};

(iii)
⋃
j ∈Z Vj = L2(R);

(iv) f(x) ∈ Vj ⇐⇒ f(2jx) ∈ V0;

(v) f(x) ∈ V0 ⇐⇒ f(x− k) ∈ V0∀ k ∈ Z;

(vi) ∃φ ∈ L2(R) tal que {φ(x− k)}k∈Z é uma base ortonormal para V0.

Cabem algumas observações que decorrem dessas propriedades:

• A propriedade (iv) garante que todos os Vj estejam relacionados (por escala) a
um mesmo espaço V0.

• As propriedades (iv) e (vi) implicam que {φj,k}k∈Z é uma base ortonormal para
Vj, ∀j ∈ Z.

• As propriedades (i) e (iii) asseguram que, ∀f ∈ L2(R), limj→−∞ Pjf = f (onde
Pj é a projeção em Vj).
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Os Vj podem ser interpretados como espaços de aproximações sucessivas, e quanto
menor o índice, melhor é a aproximação (pois mais fina é a resolução obtida). Para
passarmos de uma resolução de 2j para 2j−1, é necessário incrementar os detalhes de
Pjf para f ∈ L2(R). Esses detalhes estão no complemento ortogonal de Vj em relação
a Vj−1, que será denotado por Wj (no caso, Vj−1 = Vj ⊕Wj). Para um l ∈ Z, l > 0,
podemos escrever

Vj = Vj+l

l⊕
k=1

Wj+k,

de forma que todos esses espaços sejam mutualmente ortogonais. Isso alinhado às
condições (ii) e (iii), implicam que

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj.

O próximo teorema é o resultado mais importante da ARM.

Teorema 4.1. Seja uma sequência de espaços {Vj}j∈Z em L2(R) formando uma ARM
e φ ∈ L2(R) tal que {φ(x−k)}k∈Z é uma base ortonormal para V0. Então, existe uma
base ortonormal de wavelets {ψj,k}j,k∈Z para L2(R) tal que

Pj−1 = Pj +
∑
k∈Z

〈·, ψj,k〉 ψj,k.

A importância desse teorema não se dá só pela seu resultado teórico, mas também
pelo seu resultado prático, uma vez que, em sua demonstração, vamos construir ψ
explicitamente, usando como ferramenta principal a transformada de Fourier, visto
que dilatações e translações são trivialmente implementadas no espaço de frequências.

Como a demonstração desse teorema é extensa, dedicaremos a próxima seção para
essa demonstração.

4.2 Demonstração do Teorema 4.1
Como φ ∈ V0 ⊂ V−1, e {φ−1,k}k∈Z forma uma base ortonormal para V−1, temos

que

φ =
∑
k∈Z

hk φ−1,k =
√

2
∑
k∈Z

hk φ(2x− k). (4.1)

Da ortonormalidade de {φ−1,k}k∈Z, segue que hk = 〈φ, φ−1,k〉, e∑
k

|hk|2 = ||φ||22 = 1.

A identidade (4.1) é chamada de equação de escala para φ. Essa equação é a “regra”
que determina como os Vj se relacionam, sendo também chamada de equação de
refinamento, dilatação ou equação de diferença entre duas escalas, e os coeficientes
hk são chamados de coeficientes de filtro da função φ.
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Usando a transformada de Fourier, obtemos

̂φ(2 · −k)(ω) =
e−iωk/2

2
φ̂(ω/2),

e, portanto,

φ̂(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

hk e
−iωk/2 φ̂(ω/2).

Definindo
m0(ω) =

1√
2

∑
k∈Z

hk e
−ikω, (4.2)

temos então
φ̂(ω) = m0(ω/2)φ̂(ω/2), (4.3)

em quase todos os pontos. Vale observar que m0 é uma função periódica, de período
2π. Além disso, m0 ∈ L2([0, 2π]), uma vez que∫ 2π

0

|m0(ω)|2dω =
1

2

∑
k,k′∈Z

hk hk′

∫ 2π

0

e−i(k−k
′)ωdω

=
1

2

∑
k∈Z

hk hk · 2π = π
∑
k∈Z

|hk|2 = π.

Agora, vamos enunciar dois lemas que serão de suma importância na demonstração
do teorema:

Lema 4.1. Translações por inteiros φ0,k(x) = φ(x − k) de uma função φ ∈ L2(R)
constituem um sistema ortonormal se e somente se∑

l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 = (2π)−1,

em quase todos os pontos.

Demonstração. Tendo em vista que a transformada de Fourier preserva o produto
interno em L2(R), e que eikω é uma função 2π-periódica para k ∈ Z, temos que

δk,0 = 〈φ0,0, φ0,k〉 =
〈
φ̂0,0, φ̂0,k

〉
=

∫ ∞
−∞

φ̂(ω)e−ikωφ̂(ω)dω

=

∫ ∞
−∞
|φ̂(ω)|2eikωdω =

∑
l∈Z

∫ 2π(l+1)

2πl

eikω|φ̂(ω)|2dω

=

∫ 2π

0

eikω
∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω. (4.4)

Definindo θ(ω) =
∑

l∈Z |φ̂(ω + 2πl)|2, e reescrevendo (4.4), chegamos em

〈φ0,0, φ0,k〉 =

∫ 2π

0

eikωθ(ω)dω,
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que é igual ao k-ésimo coeficiente da série de Fourier de θ (o termo ck), multiplicado
por 2π. Sabemos que δk,0 = 1 somente se k = 0, sendo igual a 0 caso contrário.
Portanto, é necessário que ck = 0, se k 6= 0, e ck = (2π)−1, se k = 0. Logo,
θ(ω) =

∑
l∈Z |φ̂(ω + 2πl)|2 = (2π)−1, em quase todos os pontos.

Como todos os passos feitos são igualdades,∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 = (2π)−1 ⇐⇒ 〈φ0,0, φ0,k〉 = δk,0.

Lema 4.2.
|m0(η)|2 + |m0(η + π)|2 = 1,

em quase todos os pontos.

Demonstração. A partir de (4.3), e usando o Lema (4.1), obtemos∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 =
∑
l∈Z

|m0(ω/2 + πl)|2 |φ̂(ω/2 + πl)|2 = (2π)−1,

em quase todos os pontos. Como essa série converge absolutamente, podemos quebra-
lá em índices pares e ímpares. Chamando ω/2 de η, chegamos em∑

l∈Z

|m0(η + 2πl)|2 |φ̂(η + 2πl)|2 +
∑
l∈Z

|m0(η + π + 2πl)|2 |φ̂(η + π + 2πl)|2.

Usando agora o fato de que m0 tem período 2π, chegamos em

|m0(η)|2
∑
l∈Z

|φ̂(η + 2πl)|2 + |m0(η + π)|2
∑
l∈Z

|φ̂(η + π + 2πl)|2

= (2π)−1(|m0(η)|2 + |m0(η + π)|2) = (2π)−1,

em quase todos os pontos. Assim, |m0(η)|2 + |m0(η + π)|2 = 1 em quase todos os
pontos.

Desse lema decorre que |m0(w)| ≤ 1 em quase todos os pontos. Agora, vamos
caracterizar o espaço W0, que é o complemento ortogonal de V0 em relação a V−1.

Primeiramente, se f ∈ W0, então f ∈ V−1, logo f =
∑

k∈Z fk φ−1,k, de forma que∑
k∈Z |fk|2 <∞, e fk = 〈f, φ−1,k〉. Então, podemos escrever

f̂(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

fk e
−ikω/2 φ̂(ω/2).

Assim como fizemos anteriormente, definimos

mf (ω) =
1√
2

∑
k∈Z

fk e
−ikω, (4.5)
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e chegamos em
f̂(ω) = mf (ω/2)φ̂(ω/2), (4.6)

com mf sendo 2π-periódica. Notemos que a série em (4.5) converge em quase todos
os pontos, uma vez que f ∈ L2(R). Os argumentos acima podem ser repetidos na
ordem inversa, o que nos permite concluir que, se vale (4.6) para alguma função
mf ∈ L2([0, 2π]), que seja 2π-periódica, então f ∈ V−1.

Além disso, se f ∈ W0, então f⊥V0, logo, ∀ k ∈ Z, f⊥φ0,k. Assim,

0 =
〈
f, φ0,k

〉
=
〈
f̂ , φ̂0,k

〉
=

∫ ∞
−∞

f̂(ω)φ̂(ω) e−ikwdω

=
∑
l∈Z

∫ 2π(l+1)

2πl

eikωf̂(ω)φ̂(ω)dω

=

∫ 2π

0

eikw
∑
l∈Z

f̂(ω + 2πl)φ̂(ω + 2πl)dω.

O que, similarmente à prova do Lema (4.1), implica que∑
l∈Z

f̂(ω + 2πl)φ̂(ω + 2πl) = 0

em quase todos os pontos. Usando (4.3) e (4.6), chegamos em∑
l∈Z

f̂(ω + 2πl)φ̂(ω + 2πl)

=
∑
l∈Z

mf (ω/2 + πl) φ̂(ω/2 + πl)m0(ω/2 + πl) φ̂(ω/2 + πl)

=
∑
l∈Z

mf (ω/2 + πl)m0(ω/2 + πl) |φ̂(ω/2 + πl)|2 = 0.

Separando os termos dessa soma em pares e ímpares, e usando a periodicidade de mf

e m0, assim como na prova do Lema (4.2), concluimos enfim que

mf (η)m0(η) +mf (η + π)m0(η + π) = 0, (4.7)

em quase todos os pontos. Reciprocamente, se f ∈ V−1 e vale (4.7), então f⊥V0.
Definamos agora os seguintes vetores:

M0 = (m0(ω),m0(ω + π)),
Mf = (mf (ω),mf (ω + π)),

M ′
0 = (m0(ω + π),−m0(ω)).

Pelo Lema 4.2, os vetores M0 e M ′
0 são unitários, e pelas suas definições, são

ortogonais para quase todo ω. Logo, M0 e M ′
0 formam uma base ortonormal para C2.
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Entretanto, como vale (4.7), temos que M0 e Mf são ortogonais em quase todos os
pontos, e portanto Mf (ω) = λ(ω)M ′

0(ω) em quase todos os pontos, onde

λ(ω) = 〈Mf (ω),M ′
0(ω)〉 = mf (ω)m0(ω + π)−mf (ω + π)m0(ω).

Note que

λ(ω + π) = mf (ω + π)m0(ω + 2π)−mf (ω + 2π)m0(ω + π)

= mf (ω + π)m0(ω)−mf (ω)m0(ω + π) = −λ(ω), (4.8)

uma vez que m0 e mf são 2π-periódicas; em particular, temos que λ também é 2π-
periódica.

Agora definamos λ(η) = eiη(e−iηλ(η)) ≡ eiη v(2η). Usaremos (4.8) para verificar
que v é 2π-periódica. Com efeito,

v(η + 2π) = e−i(η/2+π)λ(η/2 + π)

= (cos (η/2 + π)− i sen (η/2 + π)) (−λ(η/2))

= (− cos (η/2) + i sen (η/2))(−λ(η/2))

= (cos (η/2)− i sen (η/2))λ(η/2) = e−iη/2λ(η/2) = v(η).

Mostraremos também que v ∈ L2([0, 2π]). Podemos escreverMf (ω) = eiωv(2ω)M ′
0(ω),

e como M ′
0 é unitário, obtemos

|v(ω)|2 = |λ(ω/2)|2 = |Mf (ω/2)|2 = |mf (ω/2)|2 + |mf (ω/2 + π)|2

em quase todos os pontos, o que implica que

||v||2L2([0,2π]) =

∫ 2π

0

|v(ω)|2dω =

∫ 2π

0

|mf (ω/2)|2 + |mf (w/2 + π)|2dω.

Fazendo ω/2 = η, e logo dω = 2dη, chegamos em

2

∫ π

0

|mf (η)|2 + |mf (η + π)|2dη =

∫ 2π

0

|mf (η)|2dη = 2||mf ||2L2([0,2π])

=
∑
k∈Z

|fk|2 = ||f ||2L2(R) <∞.

Olhando para a primeira coordenada de Mf , concluimos que, se f ∈ W0, então

mf (ω) = eiwv(2ω)m0(ω + π),

e portanto
f̂(ω) = eiω/2m0(ω/2 + π)v(ω)φ̂(ω/2), (4.9)

em que v é 2π-periódica. Reciprocamente, podemos verificar que, se existe v em
L2([0, 2π]) tal que f̂ pode ser escrita na forma (4.9), então f ∈ W0. De fato, se v
satisfaz às hipóteses, então

f̂(ω) = mf (ω/2) φ̂(ω/2),
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com
mf (ω/2) = eiω/2v(ω)m0(ω/2 + π).

É fácil ver que mf é uma função 2π-periódica. Como do Lema (4.2) segue que
|m0(ω)| ≤ 1 em quase todos os pontos, então mf ∈ L2([0, 2π]) e consequentemente
f ∈ V−1. Além disso, temos que

Mf (ω) = (mf (ω),mf (ω + π))

= eiωv(2ω)(m0(ω + π),−m0(ω)) = eiωv(2ω)M ′
0,

o que implica queMf⊥M0 em quase todos os pontos. Logo, (4.7) vale em quase todos
os pontos; mas, como f ∈ V−1, isso implica que f⊥V0, e então f ∈ W0.

A escolha natural para v é a função constante v ≡ 1. Podemos definir então a
função ψ a partir de ψ̂, fazendo

ψ̂(ω) = eiω/2m0(ω/2 + π)φ̂(ω/2). (4.10)

Mostraremos que ψ assim definida é uma wavelet. Claramente, v é 2π-periódica, e
v ∈ L2([0, 2π]). Logo, ψ ∈ W0. Suponha, por um instante, que o conjunto {ψ0,k :
k ∈ Z} constitua uma base ortonormal para W0. Então, pela propriedade (iv) da
Definição 4.1, temos que {ψj,k : k ∈ Z} constitui uma base ortonormal para Wj. Por
definição, Wj⊥Wj′ sempre que j 6= j′. Logo, como

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj,

então o conjunto {ψj,k}j,k∈Z constitui uma base ortonormal para L2(R), e segue que
ψ é, de fato, uma wavelet.

Agora nos resta provar que o conjunto {ψ0,k : k ∈ Z} constitui uma base ortonor-
mal para W0. Podemos checar a ortonormalidade a partir do Lema (4.1). Observe
que ∑

k∈Z

|ψ̂(ω + 2kπ)|2 =
∑
k∈Z

|m0(ω/2 + kπ + π)|2|φ̂(ω/2 + kπ)|2.

Separando essa série em termos pares e ímpares, obtemos∑
k∈Z

|m0(ω/2 + 2kπ + π)|2|φ̂(ω/2 + 2kπ)|2 +∑
k∈Z

|m0(ω/2 + 2kπ + 2π)|2|φ̂(ω/2 + 2kπ + π)|2,

e a partir da periodicidade de m0, chegamos em

|m0(ω/2 + π)|2
∑
k∈Z

|φ̂(ω/2 + 2kπ)|2 + |m0(ω/2)|2
∑
k∈Z

|φ̂(ω/2 + 2kπ + π)|2

= (2π)−1 · (|m0(ω/2 + π)|2 + |m0(ω/2)|2)

= (2π)−1,
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em quase todos os pontos. Então, pelo Lema (4.1), o conjunto {ψ0,k : k ∈ Z} é
ortonormal.

Por outro lado, se f ∈ W0, então existe uma função v em L2([0, 2π]) tal que v é
2π-periódica e em quase todos os pontos vale

f̂(ω) = v(ω)ψ̂(ω).

Expandindo v(ω) em sua série de Fourier (que converge para v em norma), obtemos

f̂(ω) =
∑
k∈Z

vke
−ikωψ̂(ω),

que é a transformada de Fourier da função f =
∑

k∈Z vkψ0,k. Logo, a série
∑

k∈Z vkψ0,k

converge em L2(R) para f . Isso mostra que as ψ0,k formam uma base ortonormal para
W0, o que conclui a prova do teorema.

4.3 Uma possível escolha para ψ
Note que a fórmula

ψ̂(ω) = eiω/2m0(ω/2 + π)φ̂(ω/2)

está escrita em termos da transformada de Fourier de ψ. Então, para obtermos uma
fórmula para a função ψ devemos aplicar o processo de inversão da transformada de
Fourier. Primeiramente, usando a definição de m0 em (4.2), temos

eiω/2m0(ω/2 + π) =
eiω/2√

2

∑
k∈Z

hk e
ik(ω/2+π)

=
1√
2

∑
k∈Z

(−1)k hke
i(k+1)ω/2

=
1√
2

∑
k′∈Z

(−1)k
′−1 h−k′−1e

−ik′ω/2, (4.11)

de forma que em (4.11) fizemos a mudança de variáveis k+1 = −k′. Agora, podemos
escrever

ψ̂(ω) =
1√
2

∑
k′∈Z

(−1)k
′−1 h−k′−1e

−ik′ω/2 φ̂(ω/2).

Como ̂φ(2. − k)(ω) = 1
2
e−ikω/2 φ̂(ω/2), concluimos que ψ pode ser escrita na

forma
ψ(x) =

√
2
∑
k∈Z

(−1)k−1 h−k−1 φ(2x− k) ≡
∑
k∈Z

gk φ−1,k(x). (4.12)
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4.4 A ARM de Haar
Definimos a função φ(x) = χ[0,1)(x), e o seu conjunto de translações e dilatações

como φj,k(x) = 2−j/2φ(2−j x − k). Nesse caso, a ARM escolhida é (Vj)j∈Z, tal que

Vj =

{
f : f =

∑
k∈Z

ak φj,k :
∑
k∈Z

|ak|2 <∞

}
.

Descrevendo cada um desses Vj, podemos dizer que Vj é o conjunto das funções
quadrado-integráveis, constantes por partes em intervalos de tamanho 2j. Nesse caso,
podemos ver que as propriedades são cumpridas:

• Vj+1 ⊂ Vj: uma função que é constante por partes em intervalos de tamanho 2j

também o é em intervalos de tamanho 2j−1.

•
⋂
j∈Z Vj = 0: uma função que está em todos os Vj deve ser constante em toda

a reta; para ela ser quadrado-integrável, deve então ser a função identicamente
nula.

•
⋃
j∈Z Vj = L2(R): essa propriedade corresponde ao Teorema 3.2.

• f ∈ Vj ⇔ f(2j.) ∈ V0: essa propriedade decorre da definição dos Vj e de φj,k.

• f ∈ V0 ⇒ f(· − k) ∈ V0, ∀ k ∈ Z: essa propriedade decorre da definição dos Vj
e de φj,k.

• {φ0,k}k∈Z constitui uma base ortonormal para V0.

Isso prova que os espaços Vj realmente formam uma ARM. Observemos que

φ0,0 =
1√
2

(φ−1,0 + φ−1,1), (4.13)

e que então a wavelet obtida pela relação (4.12) é

ψ(x) = φ(2x+ 1)− φ(2x+ 2) =
1√
2

(φ−1,−1(x)− φ−1,−2(x)).

Ao aplicarmos essa função em x− 1, obtemos

φ(2x− 1)− φ(2x).

Se multiplicarmos por −1, encontramos a wavelet de Haar, conforme esperado.
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4.5 Construção da wavelet de Shannon a partir da
ARM

Primeiramente, vamos enunciar o teorema que será a base da construção para
a wavelet de Shannon.

Teorema 4.2. Seja f ∈ L2(R), tal que f̂(ω) = 0 se |w| > π. Então,

f(t) =
∑
n∈Z

f(n)
sen π(t− n)

π(t− n)
,

tomando o limite quando t ∈ Z.

Demonstração. Antes de demonstrarmos o caso geral, cabe ressaltar que quando
t ∈ Z, é necessário tomarmos o limite do lado direito da igualdade, para evitar
indeterminações. Esse limite converge exatamente para f(t), uma vez que sen kπ = 0
se k ∈ Z, e que limx→0

senx
x

= 1.
Seja f̂(ω) a transformada de Fourier de f. Então, podemos tomar a sua série de

Fourier e escrevermos
f̂(ω) =

∑
n∈Z

cn e
−inω,

se |w| < π. Nesse caso,

cn =
1

2π

∫ π

−π
einωf̂(ω)dω.

Mas como f̂(ω) = 0 se |w| > π, podemos escrever

cn =
1

2π

∫ ∞
−∞

einωf̂(ω)dω =
1√
2π

f(n),

pela fórmula de inversão da transformada de Fourier. Logo,

f(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωtf̂(ω)dω =
1√
2π

∫ π

−π
eiωtf̂(ω)dω

=
1√
2π

∫ π

−π
eiωt

∑
n∈Z

cne
−inωdω =

1√
2π

∫ π

−π
eiωt

∑
n∈Z

f(n)√
2π
e−inωdω

=
∑
n∈Z

f(n)

2π

∫ π

−π
ei(t−n)ω dω =

∑
n∈Z

f(n)

2π
· e

i(t−n)π − ei(t−n)(−π)

i(t− n)

=
∑
n∈Z

f(n)
sen π(t− n)

π(t− n)
,

o que mostra o teorema.

Definição 4.2. Dizemos que uma função f ∈ L2(R) possui banda limitada se ∃Ω > 0
tal que |ω| > Ω⇒ f̂(ω) = 0.
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Seja f uma função de banda limitada, tal que f̂(ω) = 0 se |ω| > Ω. Nesse caso,
podemos tomar g de tal forma que ĝ(ω) = f̂(Ω

π
ω). Então, ĝ(ω) = 0 se |w| > π. Assim,

g satisfaz às hipóteses do Teorema (4.2). Então, podemos escrever

g(t) =
∑
n∈Z

g(n)
sen π(t− n)

π(t− n)
. (4.14)

Pelas propriedades da transformada de Fourier, segue que g(t) = π
Ω
f( π

Ω
t), e que

f(t) = Ω
π
g(Ω

π
t). Logo, a partir disso e de (4.14), chegamos em

π

Ω
f
(π

Ω
t
)

=
∑
n∈Z

π

Ω
f
(π

Ω
n
) sen π(t− n)

π(t− n)
. (4.15)

Aplicando (4.15) em Ω
π
t, chegamos em

f(t) =
∑
n∈Z

f
(π

Ω
n
) sen (Ωt− πn)

Ωt− πn
.

Isso significa que uma função de banda limitada é determinada pelos seus valores nos
números inteiros, dilatados por um escalar.

Vamos definir agora os espaços Vj que formam a ARM para a wavelet de Shannon.
Seja Vj o subespaço de L2(R), tal que f ∈ Vj se a sua transformada de Fourier, f̂(ω),
se anula quando |ω| > 2−jπ. Podemos ver que:

• Vj+1 ⊂ Vj.

• Seja f ∈
⋂
j∈Z Vj; então f̂(ω) = 0 em todos os pontos, logo f(x) = 0. Isso

significa que
⋂
j∈Z Vj = {0}.

• Seja f ∈ L2(R). Então, ∀ ε > 0, podemos tomar g tal que, para um N arbitraria-
mente grande, ĝ = χ[−N,N ] f̂ . Nesse caso, como N é arbitrário, e a transformada
de Fourier preserva norma, podemos obter

||f − g|| = ||f̂ − ĝ|| < ε.

Como g possui banda limitada, está em algum Vj. Logo, temos que g ∈
⋃
j∈Z Vj,

então f ∈
⋃
j∈Z Vj, o que implica que

⋃
j∈Z Vj = L2(R).

• Como ̂f(· − n)(ω) = e−inωf̂(ω), se f ∈ V0, f(· − n) ∈ V0.

• Seja f ∈ Vj. Então,
f̂(2j.)(ω) = 2−j f̂(2−jω).

Nesse caso, f̂(2−jω) = 0, se |2−jω| > 2−jπ, ou seja, se |ω| > π. Então, f(2j.) ∈
V0.
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• Seja f ∈ V0. Então, f(t) =
∑

n∈Z f(n)φ(t− n), em que φ(t) = senπt
πt

. Note que

φ̂(ω) =
1√
2π

χ[−π,π)(ω).

Logo,

〈φ(t− n), φ(t−m)〉 =

∫ ∞
−∞

e−inωφ̂(ω)e−imωφ̂(ω)dω

=

∫ ∞
−∞

e−i(n−m)ω|φ̂(ω)|2dω

=
1

2π

∫ π

−π
e−i(n−m)ωdω = δnm.

Isso significa que {φ(· − n)}n∈Z é uma base ortonormal para V0.

Essas seis observações mostram que a sequência de subespaços (Vj)j∈Z em L2(R)
forma, de fato, uma ARM. Vamos agora encontrar a forma para a wavelet de Shannon,
a partir da relação

φ̂(ω) = m0(ω/2)φ̂(ω/2),

dada em (4.3). Uma vez que

φ̂(ω) = (
√

2π)−1χ[−π,π)(ω) e φ̂(ω/2) = (
√

2π)−1χ[−2π,2π)(ω),

é necessário quem0(ω/2) = χ[−π,π)(ω) em quase todos os pontos do intervalo [−2π, 2π)
para que a relação (4.3) seja verdadeira, na ARM associada à wavelet de Shannon.
Logo, m0(ω) = χ[−π/2,π/2)(ω) em quase todos os pontos de [−π, π). Devemos então
periodizar m0, para que esta possua período 2π. Fazemos isso escrevendo

m0(ω) =
∑
l∈Z

χ[−π/2,π/2)(ω + 2πl).

Figura 4.1: Esboço da função m0(ω).
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Podemos então calcular

ψ̂(ω) = eiω/2m0(ω/2 + π)φ̂(ω/2) =



eiω/2
√

2π
, se − 2π ≤ x < −π

eiω/2
√

2π
, se π ≤ x < 2π

0, caso contrário.

A partir da inversa da transformada de Fourier, obtemos

ψ(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωxψ̂(ω)dω

=
1

2π

(∫ π

−2π

eiωxeiω/2dω +

∫ 2π

π

eiωxeiω/2dω

)
=

1

2π

(∫ π

−2π

eiω(x+1/2)dω +

∫ 2π

π

eiω(x+1/2)dω

)
. (4.16)

Usando o fato de que eiθ = cos θ + i sen θ, podemos escrever

eiω(x+1/2) = cos (ω(x+ 1/2)) + i sen (ω(x+ 1/2)).

Como essas funções são integráveis em [−2π,−π) e em [π, 2π), podemos separar as
integrais em (4.16), escrevendo

∫ −π
−2π

eiω(x+1/2)dω =

∫ −π
−2π

cos (ω(x+ 1/2))dω +

∫ −π
−2π

i sen (ω(x+ 1/2))dω

e

∫ 2π

π

eiω(x+1/2)dω =

∫ 2π

π

cos (ω(x+ 1/2))d/w +

∫ 2π

π

i sen (ω(x+ 1/2))dω.

Uma vez que a função i sen (ω(x+ 1/2)) é ímpar na variável ω, podemos observar que∫ −π
−2π

i sen (ω(x+ 1/2))dω = −
∫ 2π

π

i sen (ω(x+ 1/2))dω.

Da mesma forma, uma vez que cos (ω(x+1/2)) é par na variável ω, podemos observar
que ∫ −π

−2π

cos (ω(x+ 1/2))d/w =

∫ 2π

π

cos (ω(x+ 1/2))d/w.

Assim, podemos concluir que
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ψ(x) =
1

2π

(
2

∫ 2π

π

cos (ω(x+ 1/2))dω

)
=

1

π

∫ 2π

π

cos (ω(x+ 1/2))dω.

Calculando essa integral, temos

ψ(x) =
sen (2π(x+ 1/2))− sen (π(x+ 1/2))

π(x+ 1/2)
,

tomando o limite quando necessário. Essa função é conhecida como a wavelet de
Shannon, cujo gráfico é dado na Figura 4.2.

Figura 4.2: Esboço de parte da wavelet de Shannon.

Observe que, a partir da definição da série de Fourier, podemos calcular os coefi-
cientes de filtro hk para a wavelet de Shannon a partir da relação

hk =

√
2

2π

∫ π

−π
eikωm0(ω)dω

=

√
2

2π

∫ π/2

−π/2
eikωdω =

{ √
2

2
, se k = 0,√

2
2π
· 2sen (kπ/2)

k
, se k 6= 0.

Logo,

hk =



√
2

2
, se k = 0,

√
2

2kπ
· (−1)(k−1)/2, se k é ímpar,

0, se k é par.

Como o decaimento dos coeficientes de filtro é linear em relação a k−1, a wavelet de
Shannon possui poucas aplicações práticas.
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Capítulo 5

Sequências e bases de Riesz

5.1 Definição e observações iniciais
Definição 5.1. Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que uma sequência de vetores
(xn)n∈M ⊂ H é uma sequência de Riesz se existem constantes A,B ∈ R, 0 < A ≤ B
tais que

A

(∑
n∈M

|an|2
)1/2

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈M

anxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ B

(∑
n∈M

|an|2
)1/2

,

para toda sequência numérica (an)n∈M com
∑

n∈M |an|2 < ∞, em que M é um con-
junto enumerável. Nesse caso, dizemos que o conjunto {xn}n∈M é um sistema de
Riesz em H, com constantes A e B. Se o espaço gerado por {xn}n∈M for denso em
H, dizemos que {xn}n∈M é uma base de Riesz para H.

Antes de partirmos para os resultados, faremos algumas observações que decorrem
dessa definição para entender melhor o que é uma sequência de Riesz.

Sejam x1, x2, ... vetores linearmente dependentes. Então, podemos tomar índices
i1, i2, ..., ik tais que, para algum conjunto de escalares não-nulos ai1 , ai2 , ..., aik , vale

k∑
j=1

aij xij = 0.

Nesse caso, podemos tomar a sequência numérica

αn =

{
aij , se n = ij,
0, caso contrário.

Logo, para toda constante A > 0, temos que

A

(∑
n∈N

|αn|2
)1/2

> 0 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aijxij

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
j∈N

αjxj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Portanto, uma sequência de vetores linearmente dependentes não pode ser uma
sequência de Riesz.
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Agora, considere a sequência de funções

xn := f(x) = xn, n ∈ N

no espaço de Hilbert L2([0, 1]). Note que xn é uma sequência linearmente indepen-
dente e que xn → 0 em norma quando n → ∞. Devido a isso, ∀A > 0,∃n0 tal que
||xn0|| < A. Ao tomarmos a sequência

an =

{
1, se n = n0,
0, caso contrário,

encontraremos

A

(∑
n∈N

|an|2
)1/2

= A > ||xn0|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈N

anxn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,

o que implica que essa sequência não é uma sequência de Riesz.
Concluímos que uma sequência de Riesz deve ser linearmente independente, mas

não necessariamente uma sequência linearmente independente é uma sequência de
Riesz.

Podemos mostrar que uma sequência ortonormal é uma sequência de Riesz, com
A = B = 1. Por outro lado, nem toda sequência de Riesz é uma sequência orto-
normal; um exemplo simples pode ser construindo tomando H = R2, e o conjunto
{(1, 1), (1, 0)}. Nesse sentido, o conceito de sequências (ou bases) de Riesz é uma
generalização do conceito de sequências (ou bases) ortonormais.

5.2 Relaxando as condições de uma ARM
Seja φ uma função em L2(R), e uma sequência (an)n∈Z ∈ l2(Z). Suponha que a

função
∑

n∈Z anφ(· − n) esteja em L2(R). Nesse caso, sua transformada de Fourier é∑
n∈Z ane

−inωφ̂(ω). Como essa transformação preserva a norma, temos então que

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈Z

anφ(· − n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−in·φ̂

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2

|φ̂(ω)|2dω

1/2

=

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω

1/2

. (5.1)

Uma vez que ∫ 2π

0

∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω =

∫ ∞
−∞
|φ̂(ω)|2dω = ||φ||2 <∞,
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a série
∑

l∈Z |φ̂(ω + 2πl)|2 converge em quase todos os pontos.
Para futura referência, vamos enunciar um lema simples, mas que será usado como

ferramenta para as demonstrações dessa seção.

Lema 5.1. Seja (an)n∈Z uma sequência em l2(Z). Então,

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2

dω =
∑
n∈Z

|an|2.

Demonstração. Como
∣∣∑

n∈Z ane
−inω

∣∣2 =
∑

n,m∈Z aname
−i(n−m)ω, temos que

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2

dω =
1

2π

∫ 2π

0

∑
n,m∈Z

aname
−i(n−m)ωdω

=
1

2π

∑
n,m∈Z

anam

∫ 2π

0

e−i(n−m)ωdω

=
1

2π

∑
n∈Z

|an|2 2π =
∑
n∈Z

|an|2.

Enunciaremos, então, uma proposição que será fundamental para o trabalho com
wavelets a partir de bases de Riesz. Esse resultado se assemelha muito a um resultado
visto no capítulo sobre ARM.

Proposição 5.1. Seja φ ∈ L2(R) e 0 < A ≤ B constantes. Então, {φ(· − n)}n∈Z
forma uma sequência de Riesz com constantes A e B se e somente se

A2

2π
≤
∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 ≤ B2

2π
, (5.2)

em quase todos os pontos.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que, em quase todo ω ∈ R, valha

A2

2π
≤
∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 ≤ B2

2π
.

Dado (an)n∈Z ∈ l2(Z), multiplicando a desigualdade por
∣∣∑

n∈Z ane
−inω

∣∣2 obtemos

A2

2π

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 ≤ B2

2π

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
−inω

∣∣∣∣∣
2

.

Integrado de 0 a 2π, usando (5.1) e o Lema 5.1, obtemos

A2
∑
n∈Z

|an|2 ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈Z

anφ(· − n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ B2
∑
n∈Z

|an|2.
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Tomando a raiz quadrada em todos os termos, obtemos as condições necessárias para
que {φ(·−n)}n∈Z constitua um sistema de Riesz, com constantes A e B, o que conclui
essa parte da prova.

Agora, suponhamos que {φ(· − n)}n∈Z constitua um sistema de Riesz, com cons-
tantes A e B. Vamos definir os conjuntos C e D como

C =

{
ω ∈ [0, 2π] :

∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 > B2

2π

}
,

D =

{
ω ∈ [0, 2π] :

∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 < A2

2π

}
.

Mostraremos, por absurdo, que esses conjuntos possuem medida nula. Primeiramente,
suponha |C| > 0. Podemos tomar (cn)n∈Z ∈ l2(Z) tal que

χC(ω) =
∑
n∈Z

cne
−inω,

com a convergência entendida em L2([0, 2π]). Note que (cn) é a sequência dos termos
da série de Fourier de χC . De (5.1), obtemos

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈Z

cn φ(· − n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

cne
−inω

∣∣∣∣∣
2∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω

1/2

=

(∫
C

∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω

)1/2

>
B√
2π
|C|1/2. (5.3)

Por outro lado, pelo Lema 5.1,

|C| = ||χC ||2 =

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

cne
−inω

∣∣∣∣∣
2

dω = 2π
∑
n∈Z

|cn|2,

ou seja,

|C|1/2 =
√

2π

(∑
n∈Z

|cn|2
)1/2

.

Aplicando (5.3), obtemos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈Z

cnφ(· − n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ > B

(∑
n∈Z

|cn|2
)1/2

,

o que contraria a hipótese de que {φ(· − n)}n∈Z é um sistema de Riesz. Com isso,
chegamos em um absurdo, o que mostra que |C| = 0.
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Analogamente, suponha |D| > 0. Podemos tomar (dn)n∈Z ∈ l2(Z) tal que

χD(ω) =
∑
n∈Z

dne
−inω,

com a convergência entendida em L2([0, 2π]). Então, de (5.1), segue que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
n∈Z

dnφ(· − n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

dne
−inω

∣∣∣∣∣
2∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω

1/2

=

(∫
D

∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2dω

)
<

A√
2π
|D|1/2.

Por outro lado, pelo Lema 5.1, temos que

|D| = ||χD|| =
∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

dne
−inω

∣∣∣∣∣
2

dω = 2π
∑
n∈Z

|bn|2.

Logo, |D|1/2 =
√

2π
(∑

n∈Z |dn|2
)1/2, e∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

dnφ(· − n)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < A

(∑
n∈Z

|dn|2
)1/2

,

o que não satisfaz à definição de sequências de Riesz. Logo, é necessário que |C| =
|D| = 0. Isso significa que, em quase todos os pontos,

A2

2π
≤
∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 ≤ B2

2π
,

o que conclui prova a proposição.

Observação 5.1. O Lema 4.1 decorre imediatamente desta proposição. Isto se dá
devido ao fato de que, se {φ0,n}n∈Z é uma base ortonormal para um espaço, então
{φ0,n}n∈Z é uma base de Riesz para este espaço, com constantes A = B = 1.

Agora, seja φ ∈ L2(R) e {φ(· −n)}n∈Z uma base de Riesz para um espaço vetorial
V , com constantes A e B. Vamos mostrar como encontrar uma base ortonormal para
V a partir de φ.

Pela Proposição 5.1, temos que

A√
2π
≤

(∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2
)1/2

≤ B√
2π

em quase todos os pontos. Nesse caso, podemos concluir que

θφ(ω) :=
1

√
2π
(∑

l∈Z |φ̂(ω + 2πl)|2
)1/2
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está definida em quase todos os pontos. Para evitar indeterminações, vamos definir
θφ(ω) = 1

A
nos pontos em que (5.2) não vale. Defina γ(ω) a partir de γ̂ = φ̂ · θφ.

Ainda pela Proposição 5.1, temos que θφ é limitada em módulo, e como φ, φ̂ ∈ L2(R)
por hipótese, então γ̂ ∈ L2(R), e consequentemente γ ∈ L2(R). Além disso, como θφ
é 2π-periódica, podemos encontrar duas sequências (an)n∈Z, (bn)n∈Z ∈ l2(Z), tais que

θφ(ω) =
∑
n∈Z

ane
−inω e

1

θφ(ω)
=
∑
n∈Z

bne
−inω

em quase todos os pontos. Então, temos

γ̂(ω) =
∑
n∈Z

ane
−inωφ̂(ω) e φ̂(ω) =

∑
n∈Z

bne
−inωγ̂(ω),

donde, a partir das propriedades da transformada de Fourier, segue que

γ(x) =
∑
n∈Z

anφ0,n(x) e φ(x) =
∑
n∈Z

bnγ0,n(x).

Isso nos permite concluir que

γ ∈ span{φ0,n : n ∈ Z} e φ ∈ span{γ0,n : n ∈ Z}. (5.4)

Além disso, podemos observar que, em quase todos os pontos,

∑
l∈Z

|γ̂(ω + 2πl)|2 =
∑
l∈Z

(
|φ̂(ω + 2πl)|2

2π
∑

l′∈Z |φ̂(ω + 2πl′)|2

)
=

1

2π
, (5.5)

o que, pelo Lema 4.1, implica que {γ0,n : n ∈ Z} é um sistema ortonormal.
Então, de (5.4) e (5.5), podemos concluir que {γ0,n : n ∈ Z} é uma base ortonormal

para V .
Assim, podemos relaxar as condições de uma ARM para as seguintes condições:

Definição 5.2. Dizemos que uma sequência (Vj)j∈Z de espaços fechados de L2(R)
formam uma análise de resolução em escalas múltiplas se essa sequência satisfaz às
seguintes condições:

(i) Vj+1 ⊂ Vj,∀j ∈ Z;

(ii)
⋂
j∈Z Vj = {0};

(iii)
⋃
j∈Z Vj = L2(R);

(iv) f(x) ∈ Vj ⇔ f(2jx) ∈ V0;

(v) f(x) ∈ V0 ⇔ f(x− k) ∈ V0∀k ∈ Z;

(vi) Existe φ ∈ V0 tal que {φ0,k}k∈Z é uma base de Riesz para V0.
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5.3 Construindo uma ARM a partir de uma base de
Riesz

Como visto na seção anterior, podemos relaxar as condições para que uma sequên-
cia de subespaços (Vj)j∈Z ∈ L2(R) forme uma ARM; nesse caso, mostramos que po-
demos abandonar a condição

“existe φ ∈ V0 tal que {φ(· − n)}n∈Z seja uma base ortonormal de V0”,

e exigir somente que

“existe φ ∈ V0 tal que {φ(· − n)}n∈Z seja uma base de Riesz para V0”.

Entretanto, com algumas condições adicionais, é possível construir uma ARM a partir
de uma sequência de Riesz em L2(R). O objetivo dessa seção é demonstrar o seguinte
teorema.

Teorema 5.1. Suponha que uma função φ ∈ L2(R) satisfaça às seguintes condições:

(i) {φ(· − n) : n ∈ Z} seja uma sequência de Riesz em L2(R).

(ii) Existe uma sequência (ak)k∈Z ∈ l2(Z) tal que φ(x) =
∑

k∈Z akφ(2x− k), com a
convergência da série entendida em L2(R).

(iii) φ̂(ω) é contínua em 0, e φ̂(0) 6= 0, isto é,
∫∞
−∞ φ(x)dx 6= 0.

Então, os subespaços

Vj = span{2−j/2φ(2−j · −k)}k∈Z ≡ span{φj,k}k∈Z

formam uma ARM em L2(R).

Vamos então enunciar e demonstrar resultados que serão essenciais na demonstra-
ção desse teorema, a partir das hipóteses propostas em seu enunciado.

Proposição 5.2. Seja φ ∈ L2(R) tal que a condição (i) do Teorema 5.1 seja válida, e
considere Vj = span{φj,k}k∈Z. Existem constantes 0 < A ≤ B tais que {φ(· − n)}n∈Z
é uma base de Riesz para V0, com constantes A e B. Além disso, para qualquer j ∈ Z,
o conjunto {φj,k : k ∈ Z} é uma base de Riesz para Vj com as mesmas constantes A
e B.

Demonstração. Com efeito, existem constantes 0 < A ≤ B tais que {φ(· − n)}n∈Z
seja uma sequência de Riesz com constantes A e B. Pela definição de V0, segue que
{φ(· − n)}n∈Z é uma base de Riesz para V0.

Observe agora que, para todo j ∈ Z, temos que∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anφj,n

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anφ(· − n)

∥∥∥∥∥ ,
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uma vez que, fazendo a mudança de variáveis u = 2−jx, obtemos

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anφj,n

∥∥∥∥∥
2

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

an2−j/2φ(2−jx− n)

∣∣∣∣∣
2

dx

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

anφ(2−jx− n)

∣∣∣∣∣
2

2−jdx

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

anφ(u− n)

∣∣∣∣∣
2

du =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anφ(· − n)

∥∥∥∥∥
2

.

Logo, {φj,n : n ∈ Z} também é uma sequência de Riesz com constantes A e B, e pela
definição de Vj, {φj,n : n ∈ Z} é uma base de Riesz para Vj.

Definição 5.3. Dizemos que duas famílias indexadas de vetores E e F em um espaço
de Hilbert H formam um sistema biortonormal se

〈vi, vj〉 = δi,j,

onde vi ∈ E, vj ∈ F .

Teorema 5.2. Seja H um espaço de Hilbert, e (xn)n∈Z uma base de Riesz em H,
com constantes A e B. Então, existe (x∗n)n∈Z de forma que (xn) e (x∗n) formem um
sistema biortonormal. Além disso, (x∗n) pode ser escolhido de forma a ser uma base
de Riesz para H.

Demonstração. Considere I : l2(Z)→ H um operador linear tal que

I((an)n∈Z) =
∑
n∈Z

anxn.

Observe que, como {xn}n∈Z é uma base de Riesz paraH, o operador está bem-definido
(no sentido de que, quando aplicado em uma sequência de l2(Z), o operador de fato
leva em um elemento de span{xn}n∈Z = H, pois a série converge em L2(R)). Vamos
agora fazer algumas afirmações sobre o operador I, provando-as usando o fato de que
(xn) é uma base de Riesz para H:

• I é injetivo. Com efeito, se x, y ∈ l2(Z), x 6= y, segue que

0 < A||x− y||l2(Z) ≤ ||I(x− y)||H = ||I(x)− I(y)||H,

logo, I(x) 6= I(y), e I é injetivo.

• I é sobrejetivo. De fato, se v =
∑

n∈Z vnxn ∈ H, temos que

A||(vn)n∈Z||l2(Z) = A

(∑
n∈Z

|vn|2
)1/2

≤ ||v||H,

logo, (vn) ∈ l2(Z) e I((vn)) = v, logo, I é sobrejetivo.
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• I, I−1 são contínuos. Seja (xn) uma sequência em l2(Z), tal que (xn) → x ∈
l2(Z). Temos então que

||I(xn)− I(x)||H = ||I(xn − x)||H ≤ B||xn − x||l2(Z);

como ||xn−x||l2(Z) → 0, segue que ||I(xn)− I(x)||H também converge para 0, e
portanto I é contínuo. Construindo um raciocínio análogo para I−1, e usando
a outra desigualdade na definição de sequência de Riesz, concluímos então que
I, I−1 são contínuos.

Isso tudo se resume em uma afirmação, a qual acabamos de provar: I é um
isomorfismo. Segue que o adjunto de I−1, isto é, o operador (I−1)∗, também é um
isomorfismo de l2(Z) sobre H. Considere en ∈ l2(Z), com enk = δn,k. Defina

x∗n = (I−1)∗(en).

Observe que

〈x∗n, xm〉H =
〈
(I−1)∗(en), I(em)

〉
H =

〈
en, (I

−1)(I(em))
〉
l2(Z)

= 〈en, em〉l2(Z) = δn,m,

logo, (xn)n∈Z e (x∗n)n∈Z formam um sistema biortogonal. Vamos agora mostar que
{x∗n}n∈Z é uma base de Riesz para H. Com efeito, como (I−1)∗ é um isomorfismo,
temos que H = span{x∗n : n ∈ Z}. Além disso, pela teoria de operadores lineares, as
normas dos operadores I∗ e (I−1)∗ estão bem-definidas de acordo com a Definição
2.4. Vale também que, se a = (an)n∈Z ∈ l2(Z), então∥∥∥∥∥∑

n∈Z

anx
∗
n

∥∥∥∥∥
H

= ||(I−1)∗(a)||H ≤ ||(I−1)∗|| · ||a||l2(Z) = ||(I−1)∗||

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

,

e temos também que

||a||l2(Z) =

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

=

∥∥∥∥∥I∗
(∑
n∈Z

anx
∗
n

)∥∥∥∥∥
l2(Z)

≤ ||I∗|| ·

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anx
∗
n

∥∥∥∥∥
H

.

Concluímos então que

1

||I∗||

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

≤

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anx
∗
n

∥∥∥∥∥ ≤ ||(I−1)∗||

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

,

logo, (x∗n)n∈Z é, de fato, uma base de Riesz para H.

Corolário 5.1. Seja (xn)n∈Z uma base de Riesz em H. Então, existem constantes C
e D, tais que

C||x|| ≤

(∑
n∈Z

| 〈xn, x〉 |2
)1/2

≤ D||x||,

qualquer que seja x ∈ H.
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Demonstração. Seja x ∈ H, e (x∗n)n∈Z uma base de Riesz paraH, conforme construída
no Teorema 5.2. Então, podemos escrever

x =
∑
n∈Z

anx
∗
n,

onde (an)n∈Z ∈ l2(Z), e obter

∑
n∈Z

| 〈x, xn〉 |2 =
∑
n∈Z

∣∣∣∣∣
〈∑
m∈Z

amx
∗
m, xn

〉∣∣∣∣∣
2

=
∑
n∈Z

∣∣∣∣∣∑
m∈Z

am 〈x∗m, xn〉

∣∣∣∣∣
2

=
∑
n∈Z

|an|2. (5.6)

Além disso, como (x∗n)n∈Z também é uma base de Riesz para H, existem constantes
0 < A ≤ B, tais que

A

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

≤ ||x|| =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anx
∗
n

∥∥∥∥∥ ≤ B

(∑
n∈Z

|an|2
)1/2

. (5.7)

De (5.6) e (5.7), segue que

B−1||x|| ≤

(∑
n∈Z

| 〈xn, x〉 |2
)1/2

≤ A−1||x||.

Fazendo C = B−1, D = A−1, concluímos a demonstração do corolário.

Observação 5.2. Observe que, pela teoria dos operadores lineares, as constantes que
tornam (xn)n∈Z uma base de Riesz para H no Teorema 5.2 podem ser obtidas a partir
das normas dos operadores I e I−1. Assim, como ||I∗|| = ||I|| e ||(I−1)∗|| = ||I−1||, as
constantes que tornam (x∗n)n∈Z uma base de Riesz para H também estão associadas às
normas dos operadores I e I−1. Ao considerarmos os espaços Vj definidos no Teorema
5.1, pela Proposição 5.2 obtemos enfim que, se (fj)j∈Z é uma sequência de elementos
em L2(R), tal que fj ∈ Vj, então existem constantes C e D tais que

C||fj|| ≤

(∑
k∈Z

| 〈fj, φj,k〉 |2
)1/2

≤ D||fj||.

Em particular, se f é um elemento comum a todos os Vj, então existem constantes
C e D tais que, para qualquer j ∈ Z, temos as desigualdades

C||f || ≤

(∑
k∈Z

| 〈f, φj,k〉 |2
)1/2

≤ D||f ||.

Vamos agora enunciar duas proposições que garantem algumas condições neces-
sárias para que a sequência de subespaços (Vj) definida no Teorema 5.1 seja ARM.
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Proposição 5.3. Seja φ ∈ L2(R) satisfazendo à condição (i) do Teorema 5.1 e os
espaços Vj definidos também no Teorema 5.1. Então, para cada f ∈ L2(R), vale

lim
j→∞

Pjf = 0,

onde Pjf é a projeção de f no espaço Vj.

Demonstração. Note que somente precisamos mostrar que limj→∞ ||Pjg|| = 0 para as
funções g de suporte compacto. Com efeito, seja f ∈ L2(R), e ε > 0. Então, existe
g ∈ L2(R) com suporte compacto tal que ||f − g|| < ε, logo,

||Pjf || = ||Pj(f − g + g)|| ≤ ||Pjg||+ ||Pj(f − g)|| ≤ ||Pjg||+ ||f − g|| < ||Pjg||+ ε,

e, ao tomarmos o limite, obtemos

lim sup
j→∞

||Pjf || < ε+ lim
j→∞
||Pjg|| = ε,

donde segue que limj→∞ Pjf = 0.
Seja g uma função de suporte compacto, e R > 0 tal que supp g ⊂ [−R,R]. Pela

Observação 5.2, segue que existe uma constante C > 0 tal que, para todo j ∈ Z,

C2||Pjg||2 ≤
∑
k∈Z

| 〈Pjg, φj,k〉 |2 =
∑
k∈Z

| 〈g, Pjφj,k〉 |2 =
∑
k∈Z

| 〈g, φj,k〉 |2,

uma vez que a projeção é um operador auto-adjunto, e que Pjφj,k = φj,k, para qualquer
k ∈ Z. Usando o fato de que supp g ⊂ [−R,R], temos que

C2||Pjg||2 ≤
∑
k∈Z

|
〈
g, χ[−R,R] · φj,k

〉
|2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, e fazendo a mudança de variáveis u = 2−jt−k,
obtemos enfim que

∑
k∈Z

|
〈
g, χ[−R,R] · φj,k

〉
|2 ≤

∑
k∈Z

||g||2 · ||χ[−R,R] · φj,k||2

= ||g||2
∑
k∈Z

∫ R

−R
|φ(2−jt− k)|22−jdt

= ||g||2
∑
k∈Z

∫ 2−jR−k

−2−jR−k
|φ(u)|2du.

Defina agora Uj :=
⋃
k∈Z[−2−jR − k, 2−jR − k]. Observe que, como R é constante,

podemos tomar j suficientemente grande para que essa união se torne disjunta; para
esses valores, podemos então escrever

||g||2
∑
k∈Z

∫ 2−jR−k

−2−jR−k
|φ(u)|2du = ||g||2

∫ ∞
−∞

χUj
(u)|φ(u)|2du.
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Observe que, como φ ∈ L2(R), então |φ(u)|2 é integrável. Além disso, χUj
→ 0 em

quase todos os pontos, quando j →∞. Aplicando então o Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue, obtemos

lim
j→∞
||g||2

∫ ∞
−∞

χUj
(u)|φ(u)|2du = 0.

É necessário, portanto, que limj→∞ ||Pjg|| = 0.

Corolário 5.2. Seja φ ∈ L2(R) satisfazendo à condição (i) do Teorema 5.1 e os
espaços Vj definidos também no Teorema 5.1. Então,

⋂
j∈Z Vj = {0}.

Demonstração. Seja f ∈
⋂
j∈Z Vj. Então, Pjf = f para qualquer j ∈ Z, e limj→∞ Pjf =

limj→∞ f = f . Por outro lado, pela Proposição 5.3, temos que limj→∞ Pjf = 0. Segue
que f = 0.

Proposição 5.4. Seja φ ∈ L2(R) satisfazendo às condições (i) e (iii) do Teorema
5.1 e considere os subespaços Vj definidos também no Teorema 5.1. Então, se f ⊥⋃
j∈Z Vj, temos que f = 0.

Demonstração. Seja f ⊥
⋃
j∈Z Vj e ε > 0. Seja g ∈ L2(R) tal que ĝ ≡ f̂ · χ[−R,R] para

algum R > 0, de forma que ||f − g|| < ε. Então, se Pj é a projeção em Vj, temos que
Pjf = 0 ∀ j ∈ Z, portanto,

||Pjg|| = ||Pj(g − f + f)|| ≤ ||Pjf ||+ ||Pj(f − g)|| ≤ ||f − g|| < ε, (5.8)

qualquer que seja j ∈ Z. Ainda pela Observação 5.2, existem constantes 0 < C ≤ D
tais que

C||Pjg|| ≤

(∑
k∈Z

| 〈Pjg, φj,k〉 |2
)1/2

≤ D||Pjg||.

Elevando essas desigualdades ao quadrado, e usando o fato de que a projeção é um
operador auto-adjunto, segue que

||Pjg||2 ≥ D−2
∑
k∈Z

| 〈Pjg, φj,k〉 |2 = D−2
∑
k∈Z

| 〈g, Pjφj,k〉 |2

= D−2
∑
k∈Z

| 〈g, φj,k〉 |2 = D−2
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

ĝ(ω)φ̂j,k(ω)dω

∣∣∣∣2
= D−2

∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

ĝ(ω) · 2j/2eik2jωφ̂(2jω)dω

∣∣∣∣2 . (5.9)

Considere j suficientemente negativo, de forma que

supp ĝ ⊂ [−R,R] ⊂ [−2−jπ, 2−jπ].
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Então, o sistema {
2j/2e−ik2jω

√
2π

}
k∈Z

(5.10)

é uma base ortonormal para L2([−2−jπ, 2−jπ]), e segue que∫ ∞
−∞

ĝ(ω)φ̂(2jω)2j/2eik2jωdω =

∫ 2−jπ

−2−jπ

ĝ(ω)φ̂(2jω)2j/2eik2jωdω

=

∫ 2−jπ

−2−jπ

2j/2e−i(−k)2jω

√
2π

·
√

2πĝ(ω)φ̂(2jω)dω ≡ c−k,

de forma que ck é o k-ésimo coeficiente de Fourier da função
√

2πĝ(ω)φ̂(2jω), no
intervalo [−2−jπ, 2−jπ], com relação ao sistema em (5.10). Continuando então o
raciocínio em (5.9), obtemos enfim que

||Pjg||2 ≥ D−2
∑
k∈Z

|ck|2 = D−2

∫ 2−jπ

−2−jπ

∣∣∣√2πĝ(ω)φ̂(2jω)
∣∣∣2 dω

=
2π

D2

∫ R

−R
|ĝ(ω)|2 · |φ̂(2jω)|2dω. (5.11)

Por hipótese, φ̂ é contínua em 0, então φ̂(2jω) converge uniformemente para φ̂(0) em
[−R,R] quando j → −∞, isto é,

∀ ε′ > 0,∃ j0 ∈ Z tal que j ≤ j0 ⇒ |φ̂(2jx)− φ̂(0)| < ε′,∀x ∈ [−R,R].

Assim, como |ĝ(ω)|2 é integrável, podemos aplicar o Teorema da Convergência Do-
minada de Lebesgue, e combinando, enfim, as desigualdades em (5.8) e em (5.11),
obtemos que

ε2 ≥ lim sup
j→−∞

||Pjg||2 ≥
2π

D2
|φ̂(0)|2||g||2.

Como, por hipótese, φ̂(0) 6= 0, segue que

||g|| ≤ Dε
√

2π|φ̂(0)|
.

Por outro lado, como ||f − g|| < ε, pela desigualdade triangular temos que

||f || < ε+ ||g|| ≤ ε+
Dε

√
2π|φ̂(0)|

,∀ ε > 0,

ou seja, ||f || = 0, o que conclui a demonstração.

Corolário 5.3. Seja φ ∈ L2(R) satisfazendo às condições (i) e (iii) do Teorema 5.1 e
considere os subespaços Vj definidos também no Teorema 5.1. Então

⋃
j∈Z Vj é denso

em L2(R).
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Demonstração. Pelas propriedades dos espaços de Hilbert, segue que, se H é um
espaço de Hilbert e A é um subsepaço qualquer de H, então A⊥ = A⊥, e se A for
fechado, H = A⊕ A⊥. Segue então, pela Proposição 5.4 que

L2(R) =
⋃
j∈Z

Vj ⊕

(⋃
j∈Z

Vj

)⊥
=
⋃
j∈Z

Vj,

portanto,
⋃
j∈Z Vj é denso em L2(R).

Vamos, enfim, demonstrar o Teorema 5.1. Com efeito, seja φ ∈ L2(R) uma função
satisfazendo às condições (i), (ii) e (iii) do Teorema 5.1. Vamos mostrar que valem
cada uma das propriedades necessárias para que a sequência de subespaços (Vj)j∈Z
de L2(R), definida no Teorema 5.1, seja, de fato, uma ARM.

Observe que, pela condição (ii), temos que Vj+1 ⊂ Vj,∀j ∈ Z. Além disso, pelos
Corolários 5.2 e 5.3, segue que⋂

j∈Z

Vj = {0}, e
⋃
j∈Z

Vj = L2(R).

As definições de V0 e Vj asseguram que

f(x) ∈ Vj ⇔ f(2jx) ∈ V0

e também que
f(x) ∈ V0 ⇔ f(x− k) ∈ V0,∀ k ∈ Z.

A condição (i) assegura, junto à definição de V0, que {φ(· − n)}n∈Z é uma base de
Riesz para V0. Isso conclui que a sequência de subespaços (Vj)j∈Z forma, de fato, uma
ARM para L2(R).
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Capítulo 6

Wavelets de suporte compacto: as
wavelets de Daubechies

Neste capítulo, exporemos todas as ferramentas necessárias para demonstrar que
é possível construir wavelets com suportes compactos a partir de um filtro m0. Como
objetivo, construiremos as wavelets de Daubechies. Dado um N ∈ Z positivo, a
wavelet de Daubechies de ordemN possui suporte compacto e todos os seus momentos
até a ordem N−1 são nulos. Um exemplo inicial com N = 1 é a já conhecida wavelet
de Haar. A existência destas wavelets será demonstrada usando o conceito de ARM,
e tendo em vista a equação (4.12), um método para obter uma wavelet ψ com suporte
compacto é encontrar uma função escala φ que possua suporte compacto.

6.1 Introdução
Vamos tentar construir uma função escala φ a partir do filtrom0. Queremos, nesse

caso, que m0 satisfaça às seguintes condições:

m0 ∈ C1 e é 2π-periódica. (6.1)
|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1. (6.2)

m0(0) = 1. (6.3)

A necessidade das condições (6.2) e (6.3) vem do Lema 4.2 e da equação

φ̂(ω) = m0(ω/2)φ̂(ω/2),

dada em (4.3). Vimos, no Lema 4.2, que a condição (6.2) deve ocorrer em quase todos
os pontos, entretanto, supondo m0 ∈ C1, é necessário que (6.2) ocorra, de fato, em
todos os pontos. Observe que
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φ̂(ω) = m0(ω/2)φ̂(ω/2) = m0(ω/2)m0(ω/4)φ̂(ω/4)

= · · · =
n∏
j=1

m0(ω/2j)φ̂(ω/2n)

≡ Πn(ω) · φ̂(ω/2n).

A partir da condição (6.1), podemos concluir que m0 possui derivada contínua e
periódica, portanto, limitada. Por outro lado, a condição (6.2) implica imediatamente
que |m0(ω)| ≤ 1. Podemos escrever então

|Πn+1(ω)− Πn(ω)| = |Πn(ω) · (m0(ω/2n+1)− 1)|
≤ |m0(ω/2n+1)−m0(0)|
≤ ||m′0||∞(ω/2n+1),

onde usamos Desigualdade do valor médio. Procedendo (por indução), temos que

|Πn+m(ω)− Πn(ω)| =

∣∣∣∣∣Πn(ω) ·

(
n+m∏
j=n+1

m0(ω/2j)− 1

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣Πn(ω) ·

(
n+m∏
j=n+1

m0(ω/2j)−
n+m∏
j=n+2

m0(ω/2j)

+
n+m∏
j=n+2

m0(ω/2j)− · · ·+m0(ω/2n+m)−m0(0)

)∣∣∣∣∣
≤ ||m0||∞ ·

(
n+m∑
j=n+1

|2−jω|

)

= ||m′0||∞|w|

(
n+m∑
j=n+1

2−j

)
≤ ||m′0||∞|ω/2n|.

Isso significa que a sequência (Πn)n∈N é de Cauchy, e converge uniformemente em
conjuntos compactos. Assim, podemos escrever

φ̂(ω) =

(
∞∏
j=1

m0(2−jω)

)
· φ̂(0). (6.4)

Conforme visto na equação (4.2), podemos escrever

m0(ω) =
∑
k∈Z

hke
−ikω,

com
hk =

√
2
−1
〈φ, φ−1,k〉 =

∫ ∞
−∞

φ(x)φ(2x− k)dx.
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Entretanto, se φ possuir suporte compacto, então somente um número finito de hk
serão não-nulos. Logo, m0(ω) deve ser um polinômio trigonométrico.

Queremos ainda que {φ(·−k)}k∈Z seja um sistema ortonormal; conforme visto no
Lema 4.1, uma condição suficiente para isso é que∑

l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 =
1

2π
, (6.5)

em todos os pontos. Tendo isso objetivo, usaremos a seguinte proposição.

Proposição 6.1. Seja m0 é uma função satisfazendo às condições (6.1) - (6.3), e φ
uma função dada pela regra em (6.4). Se (6.5) acontece em todos os pontos, então
para k ∈ Z vale

|φ̂(2kπ)|2 =

{
1

2π
, se k = 0,

0, se k 6= 0.

Demonstração. Pelas condições (6.2) e (6.3), segue que m0(π) = 0. Como m0 é
2π-periódica, segue que m0(kπ) = 0 se k é ímpar.

Seja k ∈ Z, k 6= 0. Então k pode ser escrito da forma 2pq, com q ímpar. Logo, o
produtório

∞∏
j=1

m0(2kπ2−j)

contém a parcelam0(pπ), que é 0, uma vez que p é ímpar. Isso significa que φ̂(2kπ) = 0
se k 6= 0. Vamos agora provar que a proposição é válida quando k = 0. Uma vez que
(6.5) acontece em todos os pontos, podemos concluir que, quando ω = 0, vale∑

l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 =
∑
l∈Z

|φ̂(2πl)|2 = |φ̂(0)|2 =
1

2π
,

o que conclui a demonstração.

Observação 6.1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que φ̂(0) = 1√
2π
. Logo,

a construção em (6.4) se torna

φ̂(ω) =
1√
2π

∞∏
j=1

m0(ω2−j). (6.6)

Usaremos essa fórmula a partir da próxima seção.

6.2 Construindo uma ARM a partir de m0

Provemos, inicialmente, que φ definida por (6.6) está em L2(R) a partir do seguinte
resultado.

Proposição 6.2. Seja m0 uma função satisfazendo às condições (6.1) - (6.3). Então,
a função φ definida por (6.6) está em L2(R) e ||φ||2 ≤ 1.
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Demonstração. Sejam n ≥ 1 e Πn(ω) = 1√
2π

∏n
j=1m0(2−jω). Note que Πn é uma

função 2n+1π-periódica. Então, quando n > 1, podemos escrever

In ≡
∫ 2nπ

−2nπ

|Πn(ω)|2dω =

∫ 2n+1π

0

|Πn(ω)|2dω

=

∫ 2nπ

0

|Πn(ω)|2dω +

∫ 2n+1π

2nπ

|Πn(ω)|2dω

=

∫ 2nπ

0

(
|Πn(ω)|2 + |Πn(ω + 2nπ)|2

)
dω

=

∫ 2nπ

0

|Πn−1(ω)|2(|m0(2−nω)|2 + |m0(2−nω + π)|2)dω

=

∫ 2nπ

0

|Πn−1(ω)|2dω = In−1.

Repetindo esse argumento, obtemos

In = I1 =
1

2π

∫ 2π

0

|m0(ω/2)|2dω =
1

π

∫ 2π

0

|m0(ω)|2dω

=
1

π

∫ π

0

(
|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2

)
dω =

1

π

∫ π

0

dω = 1.

Uma vez que |Πn(ω)|2 → |φ̂(ω)|2, podemos aplicar o Lema de Fatou à sequência
(Πn · χ[−2nπ,2nπ]) e obter então∫

R
|φ̂(ω)|2dω ≤ lim inf

n→∞

∫ 2nπ

−2nπ

|Πn(ω)|2dω = lim inf
n→∞

In = 1.

Logo, ||φ||22 = ||φ̂||22 ≤ 1 e φ ∈ L2(R).

Lembremos que, para construir uma ARM a partir de φ, é necessário que o con-
junto {φ(· − k)}k∈Z seja um sistema ortonormal; entretanto, somente as condições
(6.1) - (6.3) não são suficientes para que isso aconteça para φ definida a partir de
(6.6). Podemos ver isso a partir do exemplo a seguir.

Exemplo 6.1. Seja m0 : R→ R, dada por m0(ω) = (1 + ei3ω)/2. É fácil ver que m0

é 2π-periódica e de classe C1. Além disso, m0(0) = (1 + e0)/2 = 1. Nos resta mostrar
que m0 satisfaz à condição (6.2). Para isso, vamos usar as propriedades dos números
complexos a seguir:

• |z|2 = zz;

• eiθ = e−iθ.
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Com efeito, temos que

|m0(ω)|2 =
(1 + ei3ω)(1 + e−i3ω)

4
=

(1 + ei3ω + e−i3ω + 1)

4

=
(2 + cos 3ω + i sen 3ω + cos 3ω − i sen 3ω)

4
=

1 + cos 3ω

2
.

Logo, obtemos então que

|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 =
1 + cos 3ω

2
+

1 + cos (3ω + 3π)

2
= 1,

uma vez que cos (3ω+ 3π) = cos (3ω+π) = − cos (3ω). Vamos agora obter φ a partir
da fórmula (6.6). Primeiramente, observe que

1 + eiθ

2
= eiθ/2

e−iθ/2 + eiθ/2

2
= eiθ/2 cos θ/2,

ou seja,

Πn(ω) =
1√
2π

n∏
j=1

ei2
−j ·3ω/2 cos (2−j · 3ω/2)

=
1√
2π

n∏
j=1

ei2
−j ·3ω/2

n∏
j=1

cos (2−j · 3ω/2)

≡ 1√
2π

Πn,1(ω) · Πn,2(ω).

Note que, uma vez que sen 2θ = 2 cos θsen θ, podemos escrever cos θ = sen 2θ
2sen θ

, obtendo,
por fim,

Πn,2(ω) =
n∏
j=1

sen (2−j · 3ω/2)

2sen (2−j · 3ω/2)
=

sen 3ω/2

2nsen (2−n · 3ω/2)
=

sen 3ω/2

3ω/2
· 2−n · 3ω/2

sen (2−n · 3ω/2)
,

que, quando n→∞, converge para sen (3ω/2)/(3ω/2). Por outro lado,

Πn,1(ω) = ei
∑n

j=1 2−j ·3ω/2,

que, quando n→∞, converge para ei3ω/2. Logo,

φ̂(ω) = lim
n→∞

Πn(ω) =
1√
2π
ei3ω/2 · sen 3ω/2

3ω/2

=
1√
2π
ei3ω/2 · e

i3ω/2 − e−i3ω/2

2i · 3ω/2
=

1√
2π

ei3ω − 1

i3ω
.

Com isso, obtemos que φ(x) = 1
3
χ[−3,0)(x). É fácil ver que translações por inteiros de

φ não são sempre ortogonais entre si. Logo, apenas as condições (6.1) - (6.3) não são
suficientes para que {φ(· − k)}k∈Z seja um sistema ortonormal em L2(R).
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Observação 6.2. Observe que esses cálculos não valem para o conjunto{
ω ∈ R : sen (2−n · 3ω/2) = 0, para algum n ∈ N

}
.

Entretanto, como esse conjunto possui medida nula, podemos concluir

φ̂(ω) =
ei3ω − 1√

2πi3ω

em quase todos os pontos. Podemos estender essa definição para para todo ω ∈ R,
definindo, em particular, φ̂(0) = 1/

√
2π.

Vamos mostrar que uma condição suficiente para que {φ(·−k)}k∈Z seja um sistema
ortonormal, com φ construída a partir de (6.6), é que

m0(ω) 6= 0, ∀ω ∈ [−π/2, π/2]. (6.7)

Lema 6.1. Se m0 é um polinômio trigonométrico satisfazendo às condições (6.1) -
(6.3) e φ é definida por (6.6), então φ é uma função de suporte compacto em L2(R)
e ∑

l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2 ≡ G(ω) (6.8)

é um polinômio trigonométrico.

Demonstração. Seja m0 um polinômio trigonométrico da forma

m0(ω) =
M∑

k=−M

hke
−ikω,

satisfazendo às condições (6.1) - (6.3). Observe que

M∑
k=−M

hk = m0(0) = 1.

Assim, podemos aplicar o Teorema 2.15 para concluir que φ é uma função de suporte
compacto em L2(R).

Como φ̂ ∈ L2(R), temos que

G(ω) =
∑
l∈Z

|φ̂(ω + 2πl)|2

é 2π-periódica e está em L1([0, 2π)). Podemos tomar a série de Fourier de G(ω), e
escrever G(ω) =

∑∞
k=−∞ cke

−ikω. Pela definição dos ck, obtemos

ck =
1

2π

∫ 2π

0

G(ω)e−ikωdω =
1

2π

∑
l∈Z

∫ 2(l+1)π

2lπ

|φ̂(ω)|2e−ikωdω

=
1

2π

∫ ∞
−∞

[e−ikωφ̂(ω)]φ̂(ω)dω =
1

2π

∫ ∞
−∞

φ(x− k)φ(x)dx,

55



visto que a transformada de Fourier preserva produto interno. Entretanto, φ possui
suporte compacto. Isso significa que apenas um número finito dos coeficientes ck são
não-nulos. Logo, G(ω) é um polinômio trigonométrico, o que conclui a demonstração.

Teorema 6.1. Seja m0 um polinômio trigonométrico satisfazendo às condições (6.1)
- (6.3). Suponha que m0(ω) 6= 0, ∀ω ∈ [−π/2, π/2]. Se φ é definido por (6.6), então
{φ(· − k)}k∈Z é um sistema ortonormal.

Demonstração. Só precisamos mostrar que G(ω) = 1
2π

em [−π, π], onde G(ω) é defi-
nida em (6.8). Vamos mostrar inicialmente que

G(2ω) = |m0(ω)|2G(ω) + |m0(ω + π)|2G(ω + π). (6.9)

Separando o somatório de define G(ω) em termos pares e ímpares, obtemos

G(2ω) =
∑
l∈Z

|φ̂(2(ω + πl))|2 =
∑
l∈Z

|m0(ω + πl)|2|φ̂(ω + πl)|2

=
∑
l∈Z

|m0(ω + 2πl)|2|φ̂(ω + 2πl)|2

+
∑
l∈Z

|m0(ω + (2l + 1)π)|2|φ̂(ω + (2l + 1)π)|2

=
∑
l∈Z

|m0(ω)|2|φ̂(ω + 2πl)|2 +
∑
l∈Z

|m0(ω + π)|2|φ̂(ω + (2l + 1)π)|2

= |m0(ω)|2G(ω) + |m0(ω + π)|2G(ω + π).

O Lema 6.1 garante que G é um polinômio trigonométrico, em particular, G
é contínua. Por outro lado, pela sua definição, fica claro que G assume somente
valores reais. Assim, podemos tomar m = minω∈[−π,π]G(ω) e ω0 ∈ [−π, π], tal que
G(ω0) = m. Vamos mostrar que, nesse caso, G(ω0/2) = m. Com efeito, pela definição
de ω0, podemos afirmar que ω0/2 ∈ [−π/2, π/2]. Logo, pela hipótese, m0(ω0/2) 6= 0.
Pela igualdade em (6.9), segue que

m = G(ω0) = |m0(ω0/2)|2G(ω0/2) + |m0(ω0/2 + π)|2G(ω0/2 + π).

Observe que, como G é 2π-periódica, então G(ω0/2 + π) = G(ω0/2 − π). Sob a
hipótese de ω0 ≥ 0, temos que ω0/2 − π ∈ [−π, π]. Caso ocorra que ω0 < 0, temos
que ω0/2 + π ∈ [−π, π]. Portanto, em ambos os casos, temos que G(ω0/2 + π) ≥ m.
Assim, chegamos em

m = G(ω0) ≥ |m0(ω0/2)|2G(ω0/2) + |m0(ω0/2 + π)|2m.

Suponha que G(ω0/2) > m. Como m0(ω0/2) 6= 0, temos que

m = G(ω0) > |m0(ω0/2)|2m+ |m0(ω0/2 + π)|2m = m,
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pela condição (6.2). Assim, chegamos em um absurdo e segue que G(ω0/2) = m.
Repetindo esse processo, obtemos então

G(2−jω0) = m, para j = 0, 1, 2, 3, . . . ,

o que, pela continuidade de G, implica que m = G(0) = 1/2π.
Observe que, pela Proposição (6.2) e pela definição de G, segue que∫ π

−π
G(ω)dω = ||φ̂||22 ≤ 1.

Entretanto, como G(ω) ≥ 1/2π e G é contínua, é necessário que G(ω) ≡ 1
2π

em
[−π, π], o que conclui a demonstração.

Agora vamos construir a ARM associado ao polinômio trigonométrico m0, sob as
condições (6.1) - (6.3) e (6.7). Seja

Vj = span{φj,k}k∈Z,

com φ dada por (6.6). Então, pelo Teorema 6.1, temos que {φ(· − k)}k∈Z é um
sistema ortonormal em L2(R), em particular, é um sistema de Riesz com constantes
A = B = 1. A construção de φ garante que φ̂(ω) = m0(ω/2)φ̂(ω/2) e, como m0 é um
polinômio trigonométrico, a inversa da transformada de Fourier de φ̂ é

φ(x) =
∑
k∈Z

akφ(2x− k).

Note que, na soma acima, existe apenas um número finito de parcelas. Ainda pela
definição de φ, segue que φ̂(0) = (

√
2π)−1 6= 0. Além disso, como φ é uma função em

L2(R) com suporte compacto, φ está em L1(R). Segue então que φ̂ é contínua em todos
os pontos, em particular, é contínua em 0. Com isso, temos que todas as hipóteses do
Teorema 5.1 são cumpridas, e consequentemente, a sequência de subespaços (Vj)j∈Z
forma uma ARM. Com isso, concluímos essa seção.

Observação 6.3. Conforme visto na Seção 4.3, podemos tomar a wavelet ψ satisfa-
zendo a

ψ̂(ω) = eiω/2m0(ω/2 + π)φ̂(ω/2).

Como m0(0) = 1, pela condição (6.2) segue que m0(π) = 0, logo, ψ̂(0) = 0. Mas

ψ̂(0) =
1√
2

∑
k∈Z

gk φ̂(0),

onde os coeficientes gk estão definidos em (4.12). Logo, como φ̂(0) = 1√
2π
, segue que∑

k∈Z

gk = 0.

Este fato será importante no Capítulo 8.
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6.3 Encontrando candidatos a m0

Ainda temos que construir o filtro m0 satisfazendo às propriedades usadas ante-
riormente. O caminho que seguiremos nessa seção será construir g(ω) = |m0(ω)|2 e a
partir de g obter m0. Para isso, queremos encontrar uma função g tal que

g(ω) + g(ω + π) = 1,∀ω ∈ R, (6.10)
g(0) = 1, (6.11)

g(ω) ≥ 0 ∀ω ∈ R, e g(ω) > 0 ∀ω ∈ [−π/2, π/2]. (6.12)

Observe que, pela condição (6.10), obtemos que g é 2π-periódica. Uma função satis-
fazendo a essas condições é

g(ω) =
∑
k∈Z

[χ{−π/2}
2

+ χ(−π/2,π/2) +
χ{π/2}

2

]
(ω + 2kπ).

O objetivo, como exemplo inicial, será construir uma versão mais suave dessa função,
a partir de um polinômio trigonométrico. Para k = 0, 1, 2... defina ck por

c−1
k :=

∫ π

0

(sen t)2k+1dt.

Notemos que ck é positivo, para qualquer k ∈ N. Seja

gk(ω) = 1− ck
∫ ω

0

(sen t)2k+1dt.

Observe que

gk(ω) + g(ω + π)

= 2− ck
∫ ω

0

(sen t)2k+1dt− ck
∫ ω+π

0

(sen t)2k+1dt

= 2− ck
∫ ω

0

(sen t)2k+1dt− ck

∫ π

0

(sen t)2k+1dt− ck

∫ ω+π

π

(sen t)2k+1dt

= 1− ck
∫ ω

0

(sen t)2k+1dt− ck
∫ ω+π

π

(sen t)2k+1dt = 1,

pois sen (t+ π) = −sen t, logo

ck

∫ ω

0

(sen t)2k+1dt = −ck
∫ ω+π

π

(sen t)2k+1dt.

Temos também que g(0) = 1. Além disso, notemos que, se ω ∈ [−π/2, π/2], vale∣∣∣∣∫ ω

0

(sen t)2k+1dt

∣∣∣∣ < c−1
k ⇒ g(ω) > 0.

Pela definição dos ck, claramente g ≥ 0 em [−π, π]. Como g é 2π-periódica, segue
que g ≥ 0. Logo, g satisfaz às condições (6.10) - (6.12).
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Exemplo 6.2. (Caso k = 0) Como
∫ ω

0
sen t dt = − cos ω + 1, segue que c−1

0 = 2 e

g0(ω) = 1− 1− cos ω

2
=

1 + cos ω

2
=
eiω

4
+

1

2
+
e−iω

4
.

Sabendo que (1 + eiω)(1 + e−iω) = 2 + 2 cos ω, concluimos então que

m0(ω) =
1 + eiω

2

satisfaz a |m0(ω)|2 = g(ω).

Escrevendo senω = 1
2i

(eiω − e−iω), podemos ver que gk(ω) é um polinômio trigo-
nométrico de grau 2k + 1. No caso k = 0, encontramos com facilidade um filtro m0

tal que |m0(ω)|2 = g(ω). Entretanto, no caso geral, a existência de m0 é garantida
pelo resultado a seguir.

Lema 6.2. (Lema de Fejér-Riesz ) Seja

g(ω) =
M∑

k=−M

ake
ikω

um polinômio trigonométrico de grau M , tal que g(ω) ≥ 0∀w ∈ R. Então, existe um
polinômio trigonométrico

m0(ω) =
M∑
k=0

bke
ikω,

tal que |m0(ω)|2 = g(ω).

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir g(ω) > 0. O caso geral
reduz-se a esse ao considerarmos g(ω) + ε e tomarmos o limite quando ε→ 0+.

Como g(ω) > 0, é necessário que

g(ω) ≡ g(ω),

ou seja, ak = a−k. Considere o polinômio P : C→ C, dado por

P (z) =
M∑

k=−M

akz
k+M = aMz

2M + aM−1z
2M−1 + · · ·+ a−M+1z + a−M .

Note que
P (z) = z2MP (1/z). (6.13)

Isso se deve ao fato de que

z2M ·
(
ak

1

zk+M

)
= z2Mak

1

zk+M
= zM−ka−k,
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pois ak = a−k. Observe que, como assumimos g > 0, os pontos sob o círculo unitário
não podem ser raízes de P , pois

P (eiω) = eiMωg(ω) > 0.

Além disso, 0 também não pode ser uma raiz de P , uma vez que P (0) = a−M 6= 0
(pois g tem grau M). Isso mostra que, pela relação (6.13), se os pontos z1, · · · , zn são
as raízes de P dentro do círculo unitário, os pontos 1/z1, · · · , 1/zn são as raízes de P
fora do círculo unitário, respeitando as respectivas multiplicidades. Segue então que

P (z) = aM

n∏
k=1

(z − zk)rk(z − 1/zk)
rk ,

de forma que a multiplicidade de zk em relação a P é rk e
∑n

k=1 2rk = 2M . Escrevendo

z − 1

w
= z

(
1− 1

zw

)
=
z

w

(
w − 1

z

)
,

chegamos em

P (z) = aM

n∏
k=1

(z − zk)rk
(
zk −

1

z

)rk ( z

zk

)rk
= aM

(
n∏
k=1

(z − zk)rk
(
zk −

1

z

)rk)( n∏
k=1

zrk

zk
rk

)

=
aMz

M∏n
k=1 zk

rk

(
n∏
k=1

(z − zk)rk
(

1

z
− zk

)rk
(−1)rk

)

≡ CzM
n∏
k=1

(z − zk)rk
(

1

z
− zk

)rk
.

Fazendo z = eiω, ω ∈ R, na expressão acima, temos

g(ω) = e−iMωP (eiω) = C

n∏
k=1

(eiω − zk)rk(e−iω − zk)rk = C

[
n∏
k=1

|(eiω − zk)|rk
]2

.

Como g(ω) > 0, segue que C > 0. Consequentemente, se escrevermos

m0(ω) =
√
C

n∏
k=1

(eiω − zk)rk ,

obtemos que |m0|2 = g, o que conclui a demonstração.

Observação 6.4. No caso em que as raízes zk são todas reais, podemos usar também
m0(ω) =

√
C
∏n

k=1(e−iω − zk)rk .
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6.4 Wavelets de Daubechies
A construção das wavelets de Daubechies se dá a partir da escolha de m0. Dado

um N ∈ N positivo, definimos inicialmente o polinômio

PN(x) =
N−1∑
k=0

(
N + k − 1

k

)
xk,

e fazemos

m0(ω) =

(
1 + e−iω

2

)N
L(ω),

onde |L(ω)|2 = PN(sen 2ω/2). Vamos mostrar que m0 satisfaz às condições exibidas
na seção 6.2 para que φ definida por

φ̂(ω) =
1√
2π

∞∏
j=1

m0(2−jω)

seja uma função de escala associada a uma ARM, definida por Vj = span{φj,k : k ∈ Z}.
Observe que, como sen 2(ω/2) = (1 − cos ω)/2, então PN(sen 2(ω/2)) é um po-

linômio trigonométrico em função de ω. Nesse caso, usando o Lema de Fejér-Riesz,
podemos afirmar que L(ω) é um polinômio trigonométrico. Logo, m0 ∈ C∞, em
particular, m0 é de classe C1. Além disso, L(ω) é da forma

∑M
k=−M ake

ikω, logo, é
2π-periódica, e m0 é uma função 2π-periódica. Assim, a condição (6.1) é satisfeita
por m0.

Vamos mostrar agora que |m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1. Observe que

|m0(ω)|2 =

∣∣∣∣∣
(

1 + e−iω

2

)N ∣∣∣∣∣
2

· |L(ω)|2

=

[(
1 + e−iω

2

)(
1 + eiω

2

)]N
· PN(sen 2(ω/2))

=

[
2 + 2 cos ω

4

]N
· PN(sen 2(ω/2))

= (cos 2(ω/2))N · PN(sen 2(ω/2)).

Desenvolvendo analogamente para ω + π, queremos mostrar então que

xNPN(1− x) + (1− x)NPN(x) = 1,

∀x ∈ [0, 1], onde x = cos 2(ω/2). Como xN e (1−x)N não possuem zeros em comum,
o Teorema de Bezout garante que existem polinômios q1, q2 unicamente determinados,
de grau N − 1, tais que

(1− x)Nq1(x) + xNq2(x) ≡ 1.
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Substituindo y = 1− x, obtemos

yNq1(1− y) + (1− y)Nq2(1− y) ≡ 1,

logo, q1(x) = q2(1− x) e q1(1− x) = q2(x). Podemos escrever então

(1− x)Nq1(x) + xNq1(1− x) = 1⇒ q1(x) = (1− xNq1(1− x)) · (1− x)−N .

Para obter os coeficientes de q1(x), vamos expandir q1(x) em sua série de Taylor.
Sejam f = 1− xNq1(1− x) e g = (1− x)−N . Então,

q
(n)
1 (x) = (f · g)(n)(x) =

n∑
k=0

[(
n
k

)
f (k) · g(n−k)

]
(x).

Observe que f(x) = 1 − h(x), onde h(x) é da forma
∑2N−1

k=N hkx
k. Logo, f(0) = 1 e

f (n)(0) = 0 para n = 1, . . . , N − 1. Portanto,

q
(n)
1 (0) = g(n)(0)

=

(
n∏
k=1

(N + k − 1)

)
· [1− x]−(N+n)

∣∣∣∣∣
x=0

=

(
N + k − 1

k

)
k!.

Assim, como q1(x) possui grau N − 1, segue que

q1(x) =
N−1∑
k=0

q
(k)
1 (0)

k!
xk =

N−1∑
k=0

(
N + k − 1

k

)
xk = PN(x).

Logo, ∀x ∈ R, temos

(1− x)NPN(x) + xNPN(1− x) = 1.

Isso mostra que |m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1, isto é, m0 satisfaz à condição (6.2).
Observe que m0(0) = ((1 + e0)/2)N · L(0) = L(0). Note ainda que |L(0)|2 =

PN(0) = 1; assim, |m0(0)| = 1. Como as propriedades demonstradas anteriormente
independem de rotações, podemos assumir, sem perder generalidade, que m0(0) = 1,
isto é, m0 satisfaz à condição (6.3).

Concluímos enfim mostrando quem0 não possui zeros em [−π/2, π/2]. Com efeito,
observe que PN é uma função positiva, logo, L(ω) 6= 0, ∀ω ∈ R. Além disso, observe
que (

1 + e−iω

2

)N
= 0⇒ e−iω = −1⇒ ω = π + 2kπ, k ∈ Z.

Logo, m0 não possui zeros em [−π/2, π/2]. Isso mostra que m0 satisfaz à condição
(6.7), e consequentemente φ definida por (6.6) é, de fato, uma função escala associada
à ARM Vj = span{φj,k : k ∈ Z}. Assim, conforme visto em (4.10), a função ψ definida
por

ψ̂(ω) = eiω/2m0(ω/2 + π)φ̂(ω/2)
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constitui, de fato, uma wavelet com suporte compacto. Vamos agora mostrar que a
wavelet ψ possui momentos nulos até a ordem N − 1. Isso é equivalente a dizer que

ψ̂(n)(0) = 0, para n = 0, . . . , N − 1.

Notemos que, ao definir

f = m0(ω/2 + π) e g = eiω/2φ̂(ω/2),

chegamos em

ψ̂(n)(0) =
n∑
k=0

[(
n
k

)
f (k) · g(n−k)

]
(0)

=
n∑
k=0

(
n
k

)
2−km

(k)
0 (π) · g(n−k)(0).

Entretanto, uma vez que

m0(ω) =

(
1 + e−iω

2

)N
L(ω),

com L(w) um polinômio trigonométrico, segue que

m
(n)
0 (π) =

n∑
k=0

(
n
k

)[
1 + e−i.

2

](k)

(ω) · L(n−k)(ω)

∣∣∣∣∣
ω=π

=
n∑
k=0

(
n
k

)[ k∏
j=1

N − j + 1

](
−i
2

)k (
1 + e−iω

2

)N−k
L(n−k)(ω)

∣∣∣∣∣
ω=π

=
n∑
k=0

(
n
k

)[ k∏
j=1

N − j + 1

](
−i
2

)k (
1− 1

2

)N−k
L(n−k)(π) = 0,

para n = 0, . . . , N−1, uma vez que e−iπ = −1. Segue que ψ possui todos os momentos
até a ordem N − 1 nulos.

6.5 Calculando os coeficientes de filtro das wavelets
de Daubechies

Nas Seções 4.2 e 4.3, vimos que

m0(ω) =
1√
2

∑
k∈Z

hke
−ikω

e
ψ(x) =

√
2
∑
k∈Z

(−1)kh−k−1φ(2x− k),
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respectivamente. Assim, encontrar os coeficientes de filtro das wavelets de Daube-
chies se resume a encontrar os coeficientes do polinômio trigonométrico m0. Vamos
encontrar os coeficientes de filtro exatos para N = 1 e N = 2. Para vaiores maiores
de N , os coeficientes são obtidos numericamente.

6.5.1 Caso N = 1

Observe que, quando N = 1, temos P1(x) = 1, ∀x ∈ C, e

m0(ω) =

(
1 + e−iω

2

)
· L(ω),

onde |L(ω)|2 = P1(sen 2(ω/2)) = 1. Fazendo L(ω) = 1, segue que

m0(ω) =
1 + e−iω

2
=

1√
2

(
1√
2

+
e−iω√

2

)
,

portanto, h0 = h1 = 1/
√

2, o que corresponde à wavelet de Haar.

6.5.2 Caso N = 2

Vamos encontrar um polinômio trigonométrico L(ω) tal que |L(ω)|2 = P2(sen 2ω/2).
Usaremos a técnica exposta na demonstração do Lema de Fejér-Riesz para encontrar
esse polinômio. Observe que P2(x) = 1 + 2x. Uma vez que sen 2ω/2 = (1− cosω)/2,

P2(sen 2ω/2) = 2− cosω = 2− eiω + e−iω

2
=

1

2
(−e−iω + 4− eiω).

Defina o polinômio P : C→ C, definido por P (z) = −1 + 4z− z2. As raízes de P são

z1 = 2−
√

3 e z2 = 2 +
√

3,

com z1 sendo a raiz dentro do círculo unitário e z2 = z−1
1 fora deste. Seja C = 1

z1
= z2.

Então, o polinômio

L(ω) =

√
C√
2

(eiω − z1)

satisfaz a |L(ω)|2 = P2(sen 2ω/2). De fato, temos que

|L(ω)|2 =
C

2
(eiω − z1)(e−iω − z1) =

z2

2
(1− z1e

iω − z1e
−iω + z2

1)

=
z2

2
(−z1e

iω − z1e
−iω + 4z1) =

z1z2

2
(−e−iω + 4− eiω)

= P2(sen 2ω/2),

uma vez que z1z2 = 1 e 1 + z2
1 = 4z1. Vamos agora encontrar o polinômio trigonomé-

trico m0. Observe inicialmente que

C = z2 = 2 +
√

3 =
4 + 2

√
3

2
=

(1 +
√

3)2

2
.
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Assim, temos que
√
C/
√

2 = (1 +
√

3)/2 = (z2 − 1)/2. Portanto,

m0(ω) =

(
1 + e−iω

2

)2

L(ω) =

(
e−2iω + 2e−iω + 1

4

) √
C√
2

(eiω − z1)

=
z2 − 1

8
(−z1e

−2iω + (1− 2z1)e−iω + (2− z1) + eiω)

=
(1−

√
3)e−2iω

8
+

(3−
√

3)e−iω

8
+

3 +
√

3

8
+

(1 +
√

3)eiω

8
.

Como m0(ω) = 1√
2

∑
k∈Z hke

−ikω, segue que

h−1 =
1 +
√

3

4
√

2
, h0 =

3 +
√

3

4
√

2
, h1 =

3−
√

3

4
√

2
, h2 =

1−
√

3

4
√

2
.

Observação 6.5. A função φ se escreve por

φ =
∑
k∈Z

hkφ−1,k.

Como podemos transladar a função escala por inteiros, podemos usar os coeficientes
de filtro

h0 =
1 +
√

3

4
√

2
, h1 =

3 +
√

3

4
√

2
, h2 =

3−
√

3

4
√

2
, h3 =

1−
√

3

4
√

2
.

Nesse caso, os coeficientes de filtro da wavelet encontrados a partir da fórmula na
Seção 4.3 seriam

g−4 = h3, g−3 = −h2, g−2 = h1, g−1 = −h0.

Como translações por inteiro de uma wavelet ainda são uma wavelet, podemos usar
os coeficientes

g0 = h3, g1 = −h2, g2 = h1, g3 = −h0,

que são os coeficientes de filtro da wavelet conhecida na literatura como Daub4.
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Capítulo 7

Transformada discreta de wavelets

No final do Capítulo 3, vimos algoritmos rápidos para a decomposição e reconstru-
ção de uma função para a wavelet de Haar. O objetivo deste capítulo é generalizar tais
algoritmos para wavelets arbitrárias (como, por exemplo, a wavelet de Daubechies).

7.1 Algoritmo para decomposição
Seja (Vj)j∈Z uma ARM e (Wj)j∈Z os espaços de wavelets associados a essa ARM,

isto é, os espaços que satisfazem à relação

Vj−1 = Vj ⊕Wj,

para qualquer j ∈ Z. Consideremos φ a função escala associada a esta ARM e ψ a
wavelet correspondente. Nas Seções 4.2 e 4.3, obtivemos as relações de escalas

φ(x) =
√

2
∑
k∈Z

hkφ(2x− k) e ψ(x) =
√

2
∑
k∈Z

gkφ(2x− k),

onde hk são os coeficientes de filtro de φ e gk são os coeficientes de wavelet de ψ.
Podemos generalizar essas relações, para obter

φj,n(x) = 2−j/2φ(2−jx− n) = 2−(j−1)/2
∑
k∈Z

hkφ(2−(j−1)x− 2n− k)

=
∑
k∈Z

hkφj−1,2n+k(x) =
∑
k∈Z

hk−2nφj−1,k(x), (7.1)

quaisquer que sejam j, n ∈ Z. De modo análogo, obtemos também

ψj,n =
∑
k∈Z

gkφj−1,2n+k =
∑
k∈Z

gk−2nφj−1,k. (7.2)

Vamos agora relacionar os espaços Vj−1, Vj e Wj. Seja f ∈ L2(R), e denote
por Pj, Qj as projeções ortogonais em Vj,Wj respectivamente. Pela definição de Vj,
denotando 〈Pjf, φj,k〉 por aj,k, obtemos então

Pjf =
∑
k∈Z

aj,kφj,k.
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As propriedades de projeções ortogonais garantem que

〈f − Pjf, φj,k〉 = 0,

isto é, 〈Pjf, φj,k〉 = 〈f, φj,k〉, ∀ k ∈ Z. Sendo assim, podemos encontrar os coeficientes
(aj,k)k∈Z a partir dos coeficientes (aj−1,k)k∈Z. A partir de (7.1), temos

aj,n = 〈Pjf, φj,n〉 = 〈f, φj,n〉

=

〈
f,
∑
k∈Z

hk−2nφj−1,k

〉
=

∑
k∈Z

hk−2n 〈f, φj−1,k〉 =
∑
k∈Z

hk−2n aj−1,k. (7.3)

De maneira análoga mostra-se que

〈Qjf, ψj,k〉 = 〈f, ψj,k〉 .

Denotando 〈f, ψj,k〉 por dj,k, temos Qjf =
∑

k∈Z dj,kψj,k. A partir de (7.2), obtemos

dj,n = 〈Qjf, ψj,n〉 = 〈f, ψj,n〉

=

〈
f,
∑
k∈Z

gk−2nφj−1,k

〉
=

∑
k∈Z

gk−2n 〈f, φj−1,k〉 =
∑
k∈Z

gk−2n aj−1,k. (7.4)

A partir das fórmulas em (7.3) e (7.4), obtemos um algoritmo recursivo de decom-
posição que pode ser esquematizado da seguinte forma:

aj0,· → aj0+1,· → aj0+2,· → . . . → aj0+l−1,· → aj0+l,·
↘ ↘ ↘ ↘ ↘

dj0+1,· dj0+2,· dj0+l−1,· dj0+l,·

(7.5)

denotamos esse algoritmo como a transformada discreta de wavelets.

7.2 Algoritmo para reconstrução
Observe que, a partir de (7.1), obtemos

〈φj−1,k, φj,n〉 =

〈
φj−1,k,

∑
l∈Z

hl−2nφj−1,l

〉
=

∑
l∈Z

hl−2n 〈φj−1,k, φj−1,l〉 =
∑
l∈Z

hl−2n δk,l

= hk−2n. (7.6)
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O mesmo raciocínio implica que

〈φj−1,k, ψj,n〉 = gk−2n. (7.7)

Como Vj−1 = Vj ⊕Wj, segue que

Pj−1f = Pjf +Qjf =
∑
k∈Z

aj,kφj,k +
∑
k∈Z

dj,kψj,k.

Usando agora as relações em (7.6) e (7.7), segue que

aj−1,n = 〈Pj−1f, φj−1,n〉 =

〈∑
k∈Z

aj,kφj,k +
∑
k∈Z

dj,kψj,k, φj−1,n

〉
=

∑
k∈Z

aj,k 〈φj,k, φj−1,n〉+
∑
k∈Z

dj,k 〈ψj,k, φj−1,n〉

=
∑
k∈Z

hn−2k · aj,k +
∑
k∈Z

gn−2k · dj,k. (7.8)

A partir da fórmula em (7.8), obtemos um algoritmo recursivo de reconstrução
esquematizado abaixo

aj0+l,· → aj0+l−1,· → aj0+l−2,· → . . . → aj0+1,· → aj0,·
↗ ↗ ↗ ↗ ↗

dj0+l,· dj0+l−1,· dj0+l−2,· dj0+1,·

(7.9)

7.3 Implementação dos algoritmos de decomposição
e reconstrução

Observe que o algoritmo de decomposição descrito na Seção 7.1 nos permite mapear
o conjunto de dados

{a0,k : k = 0, 1, 2, . . . , 2N − 1}

em
{aN,0, dj,k : j = 1, 2, 3, . . . , N, k = 0, 1, 2, . . . , 2N−j − 1}. (7.10)

A passagem

(aj,·)→
(
aj+1,·
dj+1,·

)
(7.11)

será implementada por uma matriz ortogonal Qj de ordem 2N−j. Em outras palavras,
temos

Qj(aj,·) =

(
aj+1,·
dj+1,·

)
,

onde Qj para as wavelets de Haar e Daub4 são dadas por
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e 

h0 h1 h2 h3 0 0 · · · 0 0
0 0 h0 h1 h2 h3 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 h0 h1 h2 h3

h2 h3 0 0 · · · 0 0 h0 h1

g0 g1 g2 g3 0 0 · · · 0 0
0 0 g0 g1 g2 g3 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 g0 g1 g2 g3

g2 g3 0 0 · · · 0 0 g0 g1


,

respectivamente. Como Qj é uma matriz ortogonal, a passagem inversa(
aj+1,·
dj+1,·

)
→ (aj,·) (7.12)

é implementada por

Q−1

(
aj+1,·
dj+1,·

)
= Qt

(
aj+1,·
dj+1,·

)
= (aj,·).
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Capítulo 8

Aplicação de wavelets no
processamento de imagens

No Capítulo anterior, construímos a transformada discreta de wavelets e mostra-
mos como aplicar essa transformada em conjuntos finitos de dados, voltando a nossa
atenção para a transformada usando os coeficientes de filtro da wavelet de Haar e
da wavelet Daub4. Neste capítulo, introduziremos problemas de processamento de
imagens. Por simplicidade, usaremos imagens em tons de cinza, de domínio público
e dimensão 512× 512. Tal imagem pode ser representada por uma matriz, onde cada
índice varia entre 0 (cor preta) e 255 (cor branca), que denotaremos por A.

8.1 Decomposição de imagens via wavelets
Existem dois algoritmos para a decomposição de imagens por wavelets: o padrão e

o não-padrão. O algoritmo padrão consiste em aplicar o algoritmo (7.10) em todas as
linhas, e posteriormente, em todas as colunas da imagem. Já o algoritmo não-padrão
consiste em aplicar a passagem (7.11) em todas as linhas da imagem, e posteriormente
em todas as colunas da imagem, repetindo esse processo até concluir a transformação
em (7.10) em todas as linhas e colunas da imagem. Optamos por usar o algoritmo
não-padrão neste trabalho, que pode ser visualizado na Figura 8.1. O algoritmo
não-padrão foi implementado seguindo os passos lógicos a seguir.

1. Começamos com j = 0.

2. No j + 1-ésimo passo, consideramos a submatriz de A, denotada por Aj, como
sendo a matriz composta pelos elementos {ai,k : i, k ∈ {0, 1, . . . , 2N−j − 1}}.

3. Aplicamos o algoritmo de decomposição em (7.11) em cada linha da matriz Aj.

4. Aplicamos o algoritmo de decomposição em (7.11) em cada coluna da matriz
Aj.

5. Substituímos os elementos de A associados à matriz Aj pelos novos elementos
de Aj, obtidos após os passos 3 e 4.

70



6. Substituímos j por j + 1 e voltamos para o passo 2, até que j = N − 1.

Figura 8.1: Algoritmo não-padrão, onde as setas indicam os passos do algoritmo.

O algoritmo de reconstrução consiste, basicamente, em desfazermos as operações
feitas no algoritmo de decomposição.

1. Começamos com j = 1.

2. No j-ésimo passo, consideramos a submatriz de A, denotada por Bj, como sendo
a matriz composta pelos elementos {ai,k : i, k ∈ {0, 1, . . . , 2j − 1}}.

3. Aplicamos o algoritmo de reconstrução em (7.12) em cada coluna da matriz Bj.

4. Aplicamos o algoritmo de reconstrução em (7.12) em cada linha da matriz Bj.

5. Substituímos os elementos de A associados à matriz Bj pelos novos elementos
de Bj, obtidos após os passos 3 e 4.

6. Substituímos j por j + 1 e voltamos para o passo 2, até que j = N .

8.2 Compressão de dados
Em uma imagem digital usual, existe uma correlação local muito forte entre os

pixels (isto é, pixels próximos possuem valores próximos). Os coeficientes de wavelets
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são combinações lineares de valores de pixels vizinhos, e, nessa combinação linear, os
coeficientes são os coeficientes de filtro da wavelet, os quais possuem média nula (veja
a Observação 6.3). Por causa disso, os coeficientes de wavelets são nulos ou próximos
de 0. Por isso, podemos desconsiderar muitos desses coeficientes no momento de
aplicar o algoritmo de reconstrução, comprimindo, assim, a imagem original, como
ilustrado nas Figuras 8.2 e 8.3, onde na Figura 8.3 percebe-se nitidamente que os
coeficientes de wavelet estão centrados em torno do 0.

Figura 8.2: Distribuição dos valores
dos pixels da imagem original.

Figura 8.3: Distribuição dos coeficien-
tes de wavelet após a decomposição da
imagem, pela wavelet de Haar.

A seguir, vamos mostrar alguns resultados de compressão usando as wavelets de
Haar e Daub4.

Figura 8.4: Reconstrução usando
apenas 50% dos coeficientes de
wavelets, a partir da wavelet de
Haar.

Figura 8.5: Reconstrução usando
apenas 20% dos coeficientes de
wavelets, a partir da wavelet de
Haar.
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Figura 8.6: Reconstrução usando
apenas 10% dos coeficientes de
wavelets, a partir da wavelet de
Haar.

Figura 8.7: Reconstrução usando
apenas 10% dos coeficientes de
wavelets, a partir da wavelet
Daub4.

Figura 8.8: Reconstrução usando
apenas 5% dos coeficientes de wa-
velets, a partir da wavelet Daub4.

Figura 8.9: Reconstrução usando
apenas 2% dos coeficientes de wa-
velets, a partir da wavelet Daub4.
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8.3 Remoção de ruídos
O algoritmo para a remoção de ruídos de uma imagem usando a decomposição por

wavelets é similar ao algoritmo para a compressão de dados. Primeiramente, faz-se a
decomposição da imagem. Após isso, escolhe-se um limiar positivo (denotado por λ).
Construímos então uma nova matriz, denotada por D, com as mesmas dimensões da
matriz A. Os valores da matriz D são obtidos pela seguinte função:

Di,j =


0, se |Ai,j| ≤ λ,
Ai,j − λ, se Ai,j > λ,
Ai,j + λ, se Ai,j < −λ.

(8.1)

Enfim, aplicamos o algoritmo de reconstrução na matriz D.

Figura 8.10: Imagem original
(com ruídos).

Figura 8.11: Imagem com ruídos
removidos, usando λ = 42, a par-
tir da wavelet Daub4.

8.4 Detecção de singularidades
As singularidades em uma imagem são os contornos dos elementos que constituem

essa imagem. Portanto, é esperado que as singularidades sejam destacadas nos ní-
veis iniciais de decomposição de uma imagem por wavelets. Tendo isso em vista, o
algoritmo para detecção de singularidades usando wavelets é o mais simples dentre os
implementados. Consideramos a matriz A, de dimensão 2N × 2N , com N ≥ 1, e um
número K ≤ N . Executamos o algoritmo de decomposição por wavelets; entretanto,
substituímos a condição de parada j = N pela condição j = K. Após isso, executa-
mos o algoritmo de reconstrução mantendo apenas os coeficientes de wavelet (isto é,
os dj,k). A seguir vamos considerar uma imagem de 512× 512 pixels (isto é, N = 9).
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Figura 8.12: Imagem original. Figura 8.13: Detecção de singula-
ridades usando K = 8, a partir da
wavelet de Haar.

Figura 8.14: Detecção de singula-
ridades usando K = 4, a partir da
wavelet de Haar.

Figura 8.15: Detecção de singula-
ridades usando K = 3, a partir da
wavelet de Haar.
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Figura 8.16: Detecção de singula-
ridades usando K = 4, a partir da
wavelet Daub4.

Figura 8.17: Detecção de singula-
ridades usando K = 2, a partir da
wavelet Daub4.

8.5 Considerações finais
Nitidamente, os resultados usando a wavelet Daub4 foram melhores do que os

resultados usando a wavelet de Haar. Isso era esperado, uma vez que a wavelet
Daub4 possui momentos de ordem 0 e 1 nulos, ao passo em que a wavelet de Haar
possui apenas o momento de ordem 0 nulo.

Todos os algoritmos citados foram implementados, ao longo do trabalho, na lin-
guagem de programação C++. Os histogramas nas figuras 8.2 e 8.3 foram construídos
usando a linguagem de programação R. Todas as fotos usadas nesse trabalho são de
domínio público, e são facilmente encontradas na internet.
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Apêndice A

Códigos para processamento de dados
via wavelets

Apresentamos neste apêndice os códigos referentes às passagens (7.11) e (7.12), e
os códigos referentes ao processamento de uma matriz via wavelets.

Como as matrizes Qj nas passagens (7.11) e (7.12) são esparsas, implementamos a
multiplicação matricial em (7.11) e (7.12) implicitamente, melhorando a complexidade
dos programas.

A.1 Wavelet de Haar
Para melhorar a precisão do programa, multiplicamos a matriz Qj por 1/

√
2, e na

inversão usamos a matriz
√

2Qt.
//Decomposição de um conjunto de dados pe l a wave l e t de Haar
//Parâmetros : v e t o r ( passado por r e f e r ên c i a ) , com tamanho par
//No f i n a l , o v e to r v guarda a decomposição do própr io ve t o r v
//Complexidade : l i n e a r (O(n ))

void HaarDecomposition ( vec to r < long double > &v) {
int sz = v . s i z e ( ) ;
vec to r < long double > re t ( sz ) ;

// a l gor i tmo de decomposição
for ( int i = 0 ; i + 1 < sz ; i += 2) {

r e t [ i / 2 ] = (v [ i ] + v [ i +1]) / 2 . 0 ;
r e t [ ( sz + i ) / 2 ] = (v [ i ] − v [ i +1]) / 2 . 0 ;

}

for ( int i = 0 ; i < sz ; i++) v [ i ] = r e t [ i ] ;
}

//Reconstrução de um conjunto de dados pe l a wave l e t de Haar
//Parâmetros : v e t o r ( passado por r e f e r ên c i a ) , com tamanho par
//No f i n a l , o v e to r v guarda a recons t rução do própr io ve t o r v
//Complexidade : l i n e a r (O(n ))
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void HaarReconstruct ion ( vec to r < long double > &v) {
int sz = v . s i z e ( ) ;
vec to r < long double > re t ( sz ) ;

// a l gor i tmo de recons trução
for ( int i = 0 ; i + 1 < sz ; i += 2) {

r e t [ i ] = v [ i / 2 ] + v [ ( sz + i ) / 2 ] ;
r e t [ i + 1 ] = v [ i / 2 ] − v [ ( sz + i ) / 2 ] ;

}

for ( int i = 0 ; i < sz ; i++) v [ i ] = r e t [ i ] ;
}

A.2 Wavelet Daub4

//Decomposição de um conjunto de dados pe l a wave l e t Daub4
//Parâmetros : v e t o r ( passado por r e f e r ên c i a ) , com tamanho par
//No f i n a l , o v e to r v guarda a decomposição do própr io ve t o r v
//Complexidade : l i n e a r (O(n ))

void Daub4Decomposition ( vec to r < long double > &v) {
int sz = v . s i z e ( ) ;
vec to r < long double > re t ( sz ) ;

// obtendo os c o e f i c i e n t e s da matr iz Q^ j
long double h0 = (1 + sq r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double h1 = (3 + sq r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double h2 = (3 − s q r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double h3 = (1 − s q r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double g0 = h3 , g1 = −h2 , g2 = h1 , g3 = −h0 ;

// a l gor i tmo de decomposição
for ( int i = 0 ; i + 1 < sz ; i += 2) {

int a = i , b = ( i+1)%sz , c = ( i+2)%sz , d = ( i+3)%sz ;
r e t [ i /2 ] = h0∗v [ a ] + h1∗v [ b ] + h2∗v [ c ] + h3∗v [ d ] ;
r e t [ ( sz+i ) / 2 ] = g0∗v [ a ] + g1∗v [ b ] + g2∗v [ c ] + g3∗v [ d ] ;

}

for ( int i = 0 ; i < sz ; i++) v [ i ] = r e t [ i ] ;
}

//Reconstrução de um conjunto de dados pe l a wave l e t Daub4
//Parâmetros : v e t o r ( passado por r e f e r ên c i a ) , com tamanho par
//No f i n a l , o v e to r v guarda a recons t rução do própr io ve t o r v
//Complexidade : l i n e a r (O(n ))

void Daub4Reconstruction ( vec to r < long double > &v) {
int sz = v . s i z e ( ) ;
vec to r < long double > re t ( sz ) ;

// obtendo os c o e f i c i e n t e s da matr iz Q^ j
long double h0 = (1 + sq r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
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long double h1 = (3 + sq r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double h2 = (3 − s q r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double h3 = (1 − s q r t ( 3 ) ) / (4 ∗ s q r t ( 2 ) ) ;
long double g0 = h3 , g1 = −h2 , g2 = h1 , g3 = −h0 ;

// obtendo os c o e f i c i e n t e s da matr iz inve r sa de Q^ j
long double ih0 = h2 , ih1 = g2 , ih2 = h0 , ih3 = g0 ;
long double i g0 = h3 , i g1 = g3 , i g2 = h1 , i g3 = g1 ;

// recons t ru indo pr imeiras po s i çõe s
r e t [ 0 ] = ih0 ∗v [ sz /2−1] + ih1 ∗v [ sz −1] + ih2 ∗v [ 0 ] + ih3 ∗v [ sz / 2 ] ;
r e t [ 1 ] = ig0 ∗v [ sz /2−1] + ig1 ∗v [ sz −1] + ig2 ∗v [ 0 ] + ig3 ∗v [ sz / 2 ] ;

// recons t ru indo pos i çõe s r e s t an t e s
int j = 2 ;
for ( int i = 0 ; i + 1 < sz ; i += 2) {

int a = i , b = sz/2+i , c = i +1, d = sz/2+ i +1;
r e t [ j++] = ih0 ∗v [ a ] + ih1 ∗v [ b ] + ih2 ∗v [ c ] + ih3 ∗v [ d ] ;
r e t [ j++] = ig0 ∗v [ a ] + ig1 ∗v [ b ] + ig2 ∗v [ c ] + ig3 ∗v [ d ] ;

}

for ( int i = 0 ; i < sz ; i++) v [ i ] = r e t [ i ] ;
}

A.3 Códigos para decomposição de uma matriz via
wavelets

Primeiramente, introduziremos os códigos usados para decomposição de linhas e
colunas de uma matriz. Posteriormente, introduziremos os códigos para decomposição
de uma matriz usando coeficientes de wavelets.

//Decomposição das l i n h a s da matr iz "mat"
//usando c o e f i c i e n t e s de wave l e t s . O método
//VectorDecomposit ion chama a decomposição
// pe la wave l e t de Haar ou Daub4 .
//Parâmetros : n = número de l i n h a s consideradas ,
//m = número de e lementos cons iderados em cada l i nha .
//Complexidade : O(n∗m)

void LineDecomposit ion ( int n , int m) {
for ( int i =0; i<n ; i++) {

// ap l i c a a transformação em um ve to r a u x i l i a r
vec to r < long double > temp(m) ;
for ( int j =0; j<m; j++) {

temp [ j ] = mat [ i ] [ j ] ;
}
VectorDecomposit ion ( temp ) ;

// copia os dados para a matr iz "mat"
for ( int j =0; j<m; j++) {

mat [ i ] [ j ] = temp [ j ] ;
}
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}
}

//Decomposição das co lunas da matr iz "mat"
//usando c o e f i c i e n t e s de wave l e t s . O método
//VectorDecomposit ion chama a decomposição
// pe la wave l e t de Haar ou Daub4 .
//Parâmetros : n = número de e lementos cons iderados em
//cada coluna , m = número de co lunas cons ideradas
//Complexidade : O(n∗m)

void ColumnDecomposition ( int n , int m) {
for ( int j =0; j<m; j++) {

// ap l i c a a transformação em um ve to r a u x i l i a r
vec to r < long double > temp(n ) ;
for ( int i =0; i<n ; i++) {

temp [ i ] = mat [ i ] [ j ] ;
}
VectorDecomposit ion ( temp ) ;

// copia os dados para a matr iz "mat"
for ( int i =0; i<n ; i++) {

mat [ i ] [ j ] = temp [ i ] ;
}

}
}

Os métodos para reconstrução das linhas e colunas de uma matriz são análogos
aos métodos anteriores. Suas assinaturas são
void LineReconstruct ion ( int n , int m)

e
void ColumnReconstruction ( int n , int m) .

Apresentamos, enfim, os códigos para a decomposição e reconstrução de uma
matriz quadrada a partir da transformada de wavelet.

//Decomposição de uma matr iz quadrada "mat"
//usando c o e f i c i e n t e s de wave l e t s .
//Parâmetros : n = ordem da matr iz ;
//É esperado que n s e j a uma potênc ia de 2 .
//Complexidade : O(n^2)

void MatrixDecomposition ( int n) {
//ordem da sub−matriz a ser decomposta
int s i z e = n ;

while ( s i z e > 1) {
LineDecomposit ion ( s i z e , s i z e ) ;
ColumnDecomposition ( s i z e , s i z e ) ;
s i z e = s i z e / 2 ;

}
}
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//Reconstrução de uma matr iz quadrada "mat"
//usando c o e f i c i e n t e s de wave l e t s .
//Parâmetros : n = ordem da matr iz ;
//É esperado que n s e j a uma potênc ia de 2 .
//Complexidade : O(n^2)

void Matr ixReconstruct ion ( int n) {
//ordem da sub−matriz a ser decomposta
int s i z e = 2 ;

while ( s i z e <= n) {
LineReconstruct ion ( s i z e , s i z e ) ;
ColumnReconstruction ( s i z e , s i z e ) ;
s i z e = s i z e ∗ 2 ;

}
}

A.4 Observações gerais sobre os algoritmos
Podemos estender esses algoritmos para quando a matriz não é quadrada. Primei-

ramente, estendemos a matriz com zeros até que suas dimensões se tornem potências
de 2. Para isso, é necessário, no máximo, dobrar cada uma das dimensões da ma-
triz. Decompomos então linhas e colunas, alternadamente, armazenando os parâme-
tros passados às funções LineDecomposition e ColumnDecomposition em uma pilha.
Por fim, no algoritmo de reconstrução, desempilhamos cada dupla de parâmetros,
e executamos os métodos LineReconstruction e ColumnReconstruction, passando os
parâmetros desempilhados.

O algoritmo para compressão de dados consiste em, após decomposta a matriz,
desconsiderar valores (determinados por um percentual) para reconstruir a matriz.
Como esse percentual pode ser alto, a matriz se torna esparsa, e portanto fácil de ser
armazenada, justificando a compressão de dados.

O algoritmo para remoção de ruídos consiste em, após decomposta a matriz,
executar a transformação em (8.1) para algum λ, e reconstruir a matriz.

O algoritmo para detecção de singularidades consiste em interromper o método
MatrixDecomposition após um determinado número de passos, e reconstruir a matriz
desconsiderando os coeficientes aj,k gerados pela decomposição.
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