UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
PROGRAMA DE MESTRADO DO DEPTO. DE MATEMATICA

Teoria geral das wavelets e aplicacoes

Nicholas Rincon Reis

orientado por
Prof. Dr. Paulo Cupertino de LiMA

e co-orientado por
Prof. Dr. Gastao de Almeida BRAGA

26 de setembro de 2018



Agradecimentos

A Deus pela oportunidade concedida e por tantas béng¢aos ao longo desse caminho,
mesmo que eu nunca tenha merecido.

Aos meus pais, Frederico e Aline, pela educacao e por todo o apoio e incentivo
dado a mim durante toda a minha vida. Vocés sao um espelho para mim, e espero
criar meus filhos da mesma forma que vocés me criaram. Agradeco também a toda a
minha familia, em especial a minha avd, Antonia, por todo o carinho e cuidado.

Ao meu irmao, Thomas, pela parceria e por ter sido um exemplo para mim até
hoje. Agradeco também & minha namorada, Ana Luiza, pelo amor incondicional e
por estar comigo em todos os momentos.

Ao meu amigo Victor César, por estar sempre presente em todas as fases da minha
vida, sendo sempre um apoio para mim. Agradeco também aos meus amigos Yuri e
Rafael por sempre me ouvirem, e estarem sempre dispostos a me ajudar.

Aos meus companheiros Matheus, P.O., Rodolfo, Pedrao e Comprovante por todos
os churrascos e todos os momentos de diversao.

Agradeco a todos os pesquisadores e todas as pesquisadoras na area de Matema-
tica, por contribuirem para o avanco dessa ciéncia tao magica e fascinante. Agradeco
também & Matematica, por ser uma das minhas paixoes e ter me motivado a estuda-la
por tanto tempo.

Agradeco & CAPES por todo o apoio financeiro, que foi extremamente impor-
tante ao longo desse caminho, e agradeco também a todos os professores e todas as
professoras que ja tive, por terem contribuido para a minha formacao.

Agradeco ao meu co-orientador, Professor Gastao de Almeida Braga, por todo o
apoio ao longo da minha vida universitaria, e por ter aberto portas muito importantes
para mim. Agradeco também a todas as pessoas da Secretaria, do Colegiado, e todas
as pessoas responsaveis pela limpeza e organizacao das salas do ICEx. Sem vocés,
a vida de todos os estudantes e professores seria muito mais dificil (para nao dizer
impossivel). Obrigado por tudo o que vocés fazem para facilitar e ajudar no nosso
cotidiano.

Agradeco, de forma especial, ao meu orientador, Professor Paulo Cupertino de
Lima. Muito obrigado por toda a disposicao em me ajudar com matricula, matérias,
com o tema da dissertacao e por me guiar por esse caminho. Sem vocé, nao seria
possivel chegar até onde eu cheguei, por isso te agradeco por toda a ajuda.

Espero, nesse trabalho, retribuir pelo menos um pouco todo o apoio e toda a
ajuda que recebi de todas as direcoes ao longo da minha vida académica, e espero,
de coragao, que todas as pessoas tenham as mesmas oportunidades que eu tive.



Resumo

Classicamente, uma fungao v € L?(R) ¢ definida como uma wavelet se a familia
de fungdes {279/24)(277 - —k)}; rez forma uma base ortonormal para L*(R). Uma das
caracteristicas fundamentais das wavelets é que elas nos permitem fatiar hierarqui-
camente o espaco L%(R) em subespagos ortogonais, cada um desses associado a uma
escala (ou resolugdo); e, como em um microscopio, esse fatiamento nos permite ver
todos os detalhes de uma funcgao, desde os mais grosseiros aos mais delicados. Por
causa disso, as wavelets sao amplamente usadas como ferramentas para analise de si-
nais e processamento de dados. Nesta dissertagao vimos como construir wavelets em
geral, a partir do conceito de analise de resolugdo em escalas multiplas (ARM). Com
o auxilio desse conceito, construimos algumas das wavelets existentes na literatura.
Relaxando uma das hipoteses da ARM, substituindo o conceito de base ortonormal
por base de Riesz, vimos a teoria da construgao de wavelets de suporte compacto,
especificando as wavelets de Daubechies, que possuem tantos momentos nulos quanto
se queira. Por fim, voltamos a nossa atencao para a aplicacao de wavelets a proble-
mas de processamento de dados; para isso, introduzimos algoritmos de decomposicao
e reconstrucao via wavelets e os implementamos numericamente, aplicando-os aos
problemas de compressao, remocao de ruidos e deteccao de singularidades de dados.
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Capitulo 1

Introducao

Diferentemente de muitas areas da Matemaética, o estudo das wavelets nao surgiu
a partir de um predecessor, tampouco foi inicialmente formulado por um cientista
em especifico. Pelo contréario, ao longo do século XX varios matematicos, fisicos e
engenheiros de partes diferentes do mundo se aventuraram pelo universo das wavelets
em diversas formas e aplica¢oes diferentes, sem ter a ciéncia de que estavam estudando
0 mesmo tema.

Se buscarmos o trabalho pioneiro nessa area, esse mérito cabe a Alfred Haar [1],
que em 1909 construiu uma familia de funcoes que formavam uma base ortonor-
mal para o conjunto das fungoes quadrado-integraveis em [0, 1]. Entretanto, nessa
época, nao existia o estudo de wavelets e tampouco o termo wavelets. Posterior-
mente, descobriu-se que essa familia de fung¢oes poderia ser estendida para uma base
ortonormal para o conjunto das fungoes de quadrados integraveis em R, o que fez
com que a funcao base de seu estudo ficasse conhecida como a wavelet de Haar.

Como as wavelets de Haar nao eram sequer continuas, o trabalho de Haar foi
deixado de lado por muito tempo, até que o fisico Paul Levy, pesquisando sobre o
movimento Browniano na década de 1930, descobriu que a fun¢ao base de Haar se
adequava melhor ao estudo de alguns detalhes do movimento Browniano, quando
comparada com as funcoes bases de Fourier. Além disso, a funcao base de Haar
poderia ser esticada, comprimida e transladada, fazendo com que ela coubesse em
diferentes intervalos, permitindo assim maior precisao quando comparada & funcao
base de Fourier, uma vez que esta sempre possui suporte ilimitado.

Posteriormente, muitos matematicos contribuiram para os estudos de wavelets
(mesmo antes da popularizagdo desse termo), mas a principal contribuigao para essa
area ocorreu no final da década de 1970, quando o geofisico francés Jean Morlet [2] se
deparou com o problema de analisar sinais que possuiam componentes com altissima
frequéncia em um curto intervalo de tempo e componentes com baixa frequéncia
em um longo intervalo de tempo. A ferramenta mais popular usada para anélise
de sinais naquela época era a transformada de Fourier (com 6tima localizagdo de
frequéncia, mas sem localizagao espacial), com a versao da transformada de Fourier
de tempo curto (que analisava apenas uma “janela temporal”). Entretanto, com essa
transformada, Morlet conseguia analisar as componentes de alta frequéncia ao usar
uma janela temporal curta, ou entao as componentes de baixa frequéncia usando



uma janela temporal longa, mas ele nao conseguia analisar ambas simultaneamente.
Para resolver esse problema, ele entao usou um conjunto de fungoes geradas a partir
de uma Gaussiana, com suportes compactos no tempo e na frequéncia. Como essas
fungoes possuiam uma natureza curta e ondulatéria, Morlet nomeou o seu trabalho
de Wawvelets de forma constante, sendo essa a primeira vez em que a terminologia
“wavelet” foi usada para representar o que seria uma “onda pequena’.

Com todos esses trabalhos em vista, o trabalho mais importante para a forma-
lizagdo e a popularizacao das wavelets foi a formulacao do conceito de andlise de
resolu¢ao em escalas maltiplas, por Stephane G. Mallat e Y. Meyer, em 1986 ([3] e
[4]). A ARM ofereceu, pela primeira vez, um referencial no qual wavelets sao cons-
truidas naturalmente. Com isso, Ingrid Daubechies criou a sua prépria familia de
wavelets, as wavelets de Daubechies, baseado no conceito de resolugdes multiplas [5].
Essas wavelets sao importantes por possuirem suportes compactos e possuirem tantos
momentos nulos quanto queiramos.

Desde entao, as wavelets causaram um enorme impacto em toda a comunidade
cientifica, e como podemos ver em [6], vem sendo usadas em diversas aplicagoes
diferentes: compressao de dados, remocao de ruidos, codificacao de fonte e canal,
engenharia biomédica, solu¢goes numeéricas para equacoes diferenciais parciais, fractais,
analise de turbuléncia e analise financeira, entre outras. Por isso, a teoria das wavelets
estd na interface da matematica com outras ciéncias, sendo um 6timo exemplo de
como uma teoria puramente matematica pode se tornar extremamente relevante e
util para a resolugdo de problemas do mundo real. A relevancia das wavelets foi
evidenciada em 2017, quando o matemaético Yves Meyer recebeu o prémio Abel pelo
seu destaque no desenvolvimento da teoria mateméatica das wavelets, uma vez que
essas foram essenciais na deteccao de ondas gravitacionais criadas pela colisao de dois
buracos negros.

Novas descobertas e contribui¢oes vém sendo feitas constantemente para a area de
wavelets. Defini¢oes diferentes vém sendo introduzidas, o que mostra a dinamicidade
do conceito de wavelets. Assim, definir uma wavelet nos dias atuais é uma tarefa
extremamente dificil. Nesse sentido, podemos falar em wavelets de primeira geragao,
que sao geradas a partir das operagoes de translacao e dilatagao de uma tinica funcgao.
Existem dois tipos de wavelets de primeira geracao: as discretas e as continuas. Neste
trabalho, consideraremos os estudos apenas sobre as wavelets discretas.

No Capitulo 2, apresentaremos resultados que serao usados como ferramentas no
desenvolvimento desse trabalho.

No Capitulo 3, introduziremos o conceito de wavelet e o ilustraremos com o exem-
plo mais simples simples e conhecido: a wavelet de Haar.

No Capitulo 4, apresentaremos o conceito de anélise de resolucao em escalas miil-
tiplas (ARM). A partir dele, construiremos as wavelets de Haar e de Shannon.

No Capitulo 5, definiremos sequéncias e bases de Riesz e mostraremos como relaxar
uma das hipoteses da ARM a partir desses conceitos. Apods isso, mostraremos como
construir uma ARM a partir de uma base de Riesz.

No Capitulo 6, veremos as wavelets de Daubechies, as quais possuem suportes
compactos e podem ser tomadas tao suaves quanto queiramos.

No Capitulo 7, introduziremos a transformada discreta de wavelets a partir da
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construcao de algoritmos rapidos envolvendo wavelets para a decomposi¢ao e recons-
trucao de fungoes. Apresentaremos também algoritmos especificos para conjuntos
finitos de dados, trabalhando a partir das wavelets de Haar e Daubechies.

Finalmente, no Capitulo 8, implementaremos numericamente os algoritmos vistos
no capitulo 7, e os aplicaremos em problemas de processamento de imagens. Mos-
traremos como usar a transformada discreta de wavelets para resolver problemas de
compressao de dados, remocao de ruidos e detecgao de singularidades.

As referéncias béasicas para este trabalho serao [7], [8] e [9].



Capitulo 2

Preliminares e notacoes

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao usadas
ao longo do trabalho.

2.1 Notacgoes

Dado B C R, seja A C B. Definimos a fungao caracteristica de A, com dominio
em B, denotada por x4, pela regra

(z) = 1, sex €A,
XA =19 o, se v € B\A.

Denotamos por span{A} como sendo o conjunto gerado por combinagoes lineares
finitas de elementos de A, com coeficientes em R ou C.
Dada uma fungao f : R (ou C) — R (ou C), definimos a fungao f;; por

finla) = 2792 f (272 — k),

onde 7,k € Z. Além disso, definiremos

5ab

], se a = b,
’ 0, caso contrario.

2.2 Resultados sobre integracao

Os resultados apresentados nessa secao podem ser encontrados em livros-texto,
como Bartle [10].

Na teoria da integracao, os conjuntos de medida nula sao irrelevantes para célculos
em integrais. Assim, em um contexto geral, as hipoteses sao feitas em quase todos os
pontos, isto é, a menos de conjuntos de medida nula. Estudaremos fun¢oes mensu-
raveis sob a o-algebra de Borel (em R ou C). Usaremos a medida de Lebesgue para
calculo de integrais sobre um conjunto X mensuravel, lembrando que a integral de
Lebesgue coincide com a integral de Riemann, quando a integral de Riemann existe.



Teorema 2.1. (Lema de Fatou) Seja (f)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis
nao-negativas e f,(x) — f(x), em quase todos os pontos de X. Entao,

/X f(z)dz < liminf /X Fo(@)dz.

n—oo

Teorema 2.2. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja g uma fungao
integravel sobre X e (f,)nen uma sequéncia de fungdes mensurdveis, tais que | f,(z)] <
g(x) em X. Se f,(x) — f(x), em quase todos os pontos de X, entdo f € integravel e

/Xf(x)dx: lim an(x)da:.

n—o0

Seja p € R, tal que 1 < p < co. Definimos o espago LP(X) como sendo o espago
(das classes de equivaléncias) das fungdes mensuraveis f tais que

/ |fPdz < oo.
X

Nesses espagos, a funcao || - ||, : LP(X) — R dada por

1/p
171l = ( / If!”dx)

define uma norma, que torna LP(X) um espago normado completo.

Analogamente, definimos o espago L*°(X) como sendo o espaco (das classes de
equivaléncias) das fungoes mensuraveis f que sao essencialmente limitadas, i.e., existe
M > 0, tal que |f| < M, em quase todos os pontos de X. A fungao ||-||e : L®(X) —
R, dada por

|| flloo = inf{M € R : |f] < M em quase todos os pontos de X},

define uma norma em L*(X) e torna L*>°(X) completo.

Teorema 2.3. (Desigualdade de Holder) Sejam p,q € R, tais que 1 < p,q < oo com
I/p+1/g=1. Se f e L’(X) ege LIX), entao

£ gl < 111l l1gllg-

A desigualdade também vale para p =1, ¢ = oco.

Da desigualdade de Holder, se f € L?(R) com suporte compacto, entao f € L'(R),
tendo em vista que

Al = (1 xrmlh < Fll2 - xrrlle < o0,

onde [—R, R] contém o suporte de f.
Como f, = fXnm € L'(R) N L*(R) e (fn)nen converge para f em L*(R), con-
clufmos que o espago L'(R) N L*(R) ¢ denso em L?(R).

Teorema 2.4. Seja Q = {X[up) : a,b € Q} C L*(R). Entao span{Q} = L*(R).
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2.3 Espacos de Hilbert

As defini¢oes e proposicoes aqui apresentadas podem ser encontradas em livros-
texto, como Kreyzig [11].

Definicao 2.1. Seja (E, ||-||) um espago vetorial normado. Dizemos que E é completo
(ou de Banach), se toda sequéncia de Cauchy em E sob a norma || - || converge
para um elemento de E. Seja H um espago vetorial com um produto interno (-,-),
linear no primeiro argumento. Dizemos que H é um espago de Hilbert sob a norma

|||l = v/ {u,u), quando esta torna H completo.

Em espacos de Hilbert, vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz, dada por
| (w, 0) [ < ul] - [[ol],

quaisquer que sejam u,v € H.

2.3.1 Ortogonalidade e ortonormalidade

Nesta subse¢ao, trabalharemos com um espago de Hilbert H sobre C (ou R), com
produto interno (-, -) e norma || - || induzida pelo produto interno.

Defini¢ao 2.2. Dois vetores u,v € H sdo ditos ortogonais se (u,v) = 0. Seja
U C H. Definimos como complemento ortogonal de U o conjunto

Ut ={veH: (uv) =0}
E facil verificar que U+ é um subespaco de H.

Teorema 2.5. (Soma direta) Seja U um subespago de H fechado. Entio, H =
U @ Ut. Em outras palavras, se x € H, existem u,v unicamente determinados tais
queu €U, veUt, r=u+v.

O vetor u é definido como a projecao ortogonal de z em U. Isto se deve ao fato
de que (x — u,u') = (v,u’) = 0, qualquer que seja v’ € U.

Lema 2.1. Seja U # @ um subespago de H. Entao, U € denso em H se, e somente
se, U+ = {0}.

Definicao 2.3. Seja I uma cole¢ao de indices. Dizemos que uma colecao de elementos
V = {vp}ker em H é um conjunto ortonormal se (v;,v;) = J;;, onde i,j € I.
Dizemos ainda que V' é um conjunto ortonormal completo se span{V} = H.

Dado um z € H, os coeficientes (x,vy),.; sao chamados de coeficientes de
Fourier de x em relagao a V.

Lema 2.2. Dado um x € H arbitrario e V um conjunto ortonormal, existe no mdzrimo
uma quantidade enumerdvel de coeficientes de Fourier nao nulos de x em relagdo a
V.. Em particular, podemos considerar a soma Y, _; (T, vy) V.



Teorema 2.6. Seja {e tren um conjunto ortonormal em H. Entao, para todo x € H,

a série
o
E £L' €k
k=1
converge na norma de H. Além disso, x — Y o, (x,ey) ey € ortogonal a e, para todo

n € N.

Lema 2.3. (Relacao de Parseval) Se I € uma familia de indices e V = {ey}rer € um
conjunto completo ortonormal em H, entao

r = Z (x, er) e

kel

Do) P = Izl

kel

Além disso, temos que

2.3.2 Operadores lineares em espacos de Hilbert

Nessa subsecao, trabalharemos com espacos de Hilbert H, H; e H,, sob produtos
internos (-,-), (-,-); € (-,+)5, e normas || - ||, || - ||1, || - ||2 respectivamente.

Definigao 2.4. Seja T : Hy — Hy um operador linear. Dizemos que 7' é limitado se
existe ¢ > 0 tal que ||T(x)||2 < c||z||1, Vo € H,. Para esses operadores, definimos
uma norma, dada por

T ()]l
[lz[]s

Essa norma esta definida no espaco dos operadores lineares limitados de H; em Ho,
entretanto, como nao ha risco de confusao, denotaremos essa norma apenas por || - ||.

||T||:sup{ $€H1,:L‘7é0}.

Lema 2.4.

(i) Seja T : Hi — Hy um operador linear limitado. Entao, ||T(x)||2 < ||T| - ||x|]1,
para qualquer x € Hy. Além disso, se ¢ > 0 ¢é tal que ||T(x)||]2 < ¢ ||x|]y para
qualquer © € Hy, entao ||T]| < c.

(71) Uma transformagao linear € limitada se e somente se ela for continua.

Teorema 2.7. (Ezisténcia do operador adjunto) Seja T : Hy — Hs um operador
linear limitado. Entao, existe um operador linear T* : Hy — Hy tal que

(T'(x),y) = (&, T"(y)) ,

para quaisquer x € Hy, y € Hy. O operador T € unicamente determinado; dizemos
que T € o operador adjunto do operador T'.



Lema 2.5. (Propriedades do operador adjunto) Seja T : Hy — Hy um operador linear
limitado. Entdo, o operador adjunto T™ satisfaz as sequintes propriedades:

@) T[] = lIT1];
(17) (aT)*=al*, VaeC;
(i12) (T*)* =T,
)

(iv) [1TT|| = ITT*|| = ||ITI]* = [T
(v) Se o operador T for invertivel, entao T* também o €, e (T*)™' = (T~)*.

Definicao 2.5. Seja T' : ‘H — H um operador linear limitado. Dizemos que T é
auto-adjunto se 7" =T

Teorema 2.8. Seja U um subsepaco fechado de H. Seja Py : H — H a projecao
ortogonal em U. Entao, Py é auto-adjunto. Além disso, ||Py|| = 1.

2.3.3 Espagos L*(R) e I*(7Z)

Ao longo do texto trabalharemos principalmente com os espagos de Hilbert L?(R)
e [?(Z). Por causa disso, os definiremos nesta segao.
Dados f, g € L*(R), definimos produto interno em L?*(R) por

<f,g>=/:f-§da:,

e a norma induzida pelo produto interno é

00 1/2
£l = ( / |f|2d9:) |

O espago [*(Z) ¢ definido como o espago das sequéncias complexas indexadas por
inteiros cujo quadrado é somével. Em outras palavras,

ZQ(Z) = {(In)nEZ : Z |l'n|2 < OO} .

O produto interno em 1*(Z) ¢

<ZL‘, y>l2(Z) = Z xny_na

nez

e a norma induzida pelo produto interno é

1/2
|zlli2@z) = (Z |xnl2> ,

nel

onde = = (T,)nez € Y = (Yn)nez 530 sequéncias em [*(Z).
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2.4 Analise de Fourier

Nesta secao exporemos os principais resultados sobre analise de Fourier. Esses re-
sultados serao amplamente usados ao longo do texto, e as suas demonstracoes podem
ser encontradas em livros-texto, como Figueiredo [12].

2.4.1 Séries de Fourier

Seja L > 0. Consideraremos as fungoes 2L-periodicas, isto é, o conjunto das
fungoes f satisfazendo a f(x —2L) = f(z), Vo € R. Considere o intervalo [0,2L] (na
verdade, podemos tomar qualquer intervalo de comprimento 2L; por simplicidade,
tomaremos esse intervalo). Podemos provar que o conjunto

{ 6in7r:v/L }
V2L nez
constitui uma base ortonormal para L?([0,2L]) (isto ¢, as fungoes cujo modulo ao

quadrado ¢ integravel de 0 a 2L). Dada f € L?([0,2L]), a sua série de Fourier é
definida por

z:‘]cneinwx/L7 (21)

neL

onde os f, sao chamados de coeficientes de Fourier de f, e definidos por

1 2L ]
fn — ﬁ/o e—wwrx/Lf(x)dx

Teorema 2.9. Seja f € L*([0,2L]). Entao,

N 2
inmx /L
- § fne /
n=—M

Lema 2.6. (Identidade de Parseval para séries de Fourier) Seja f € L*([0,2L)]).

Entao,
2L
1100y = / @) =205 £l

ne”L

2L

lim dr = 0.
M,N—oc0 0

Teorema 2.10. (Carleson, [15]) Seja f € L*([0,27]). A série em (2.1) converge
para f em quase todos os pontos.

2.4.2 Transformada de Fourier

Definigao 2.6. Seja f € L'(R). A transformada de Fourier de f ¢ definida por

(F())(w) = f(w) e f(x

“ 7 L.

Observe que a transformada de Fourier ¢ linear.
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Teorema 2.11. Seja f € L'(R). Entao,

(i) |f] < |If]l: em quase todos os pontos;
(it) f ¢ uniformemente continua em R;
(17i) Para quaisquer constantes a,b, com a # 0, temos

o efibw/a

fla-=b)(w) = flw/a).

lal

Definigao 2.7. Seja f € L'(R) a transformada de Fourier de f € L'(R). Definimos
a transformada inversa de Fourier por

FUP) = = [ i

Teorema 2.12. Sob as hipdteses da definicio acima, temos que f(x) = (F1(f))(z)
nos pontos de continuidade de f.

Teorema 2.13. Seja f € L'(R) N L*(R). Entao, f € L*(R) e satisfaz & identidade
de Parseval ||f||2 = ||f||2-

Uma consequéncia desse teorema é que a transformada de Fourier pode ser inter-
pretada como um operador linear limitado de L*(R) N L?(R) com imagem em L?(R),
que preserva a norma. Nesse sentido, é possivel fazer uma extensao de F como um
operador linear limitado para todo L*(R), uma vez que L'(R) N L*(R) é denso em
L?(R). Essa extensao ¢ feita a partir dos truncamentos de f, isto ¢, a partir da sequén-
cia (fn)nen, onde f, = fx(-nn- Cada f, estd em L'(R), entdao podemos aplicar F
em cada elemento desta sequéncia. Nesse caso, a sequéncia (f,) é de Cauchy, sob a
norma em L2( ). Assim, a identidade de Parseval e a linearidade de JF garantem que
a sequéncia ( fn) também é de Cauchy, e portanto, converge para alguma funcao f
Definimos F(f) = f a partir desse limite, quando f € L*(R).

Teorema 2.14. Para f,g € L*(R), valem as sequintes propriedades:

(1) (Formula de Parseval) (f,q) = <f,g>,

(i1) (Férmula de Plancherel) ||f||s = ||f]2:

(1ii) (Calculo de momentos de f) Paran € N, vale

/: 2" f(2)dz = <2W> 27;{(0).

12
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Teorema 2.15. (Deslauriers, Dubuc, [14]) Seja y(w) = Zfzvi]vl Ve "
ZnNiNl Yo = 1. Entao, a funcao

, tal que

Mw) =[] 7)

¢ a transformada de Fourier de uma fun¢ao com suporte em [Ny, Na].

Teorema 2.16. A transformada de Fourier é uma bijecao de L*(R) em L*(R).

2.5 Resultados gerais

Sejam f, g : R (ou C) — R (ou C) fungdes derivaveis até a ordem n. Entéo, pela regra
de Leibniz para derivagao do produto de duas fungoes, temos a seguinte férmula:

o =51 ) s
k=0

Teorema 2.17. (Bezout) Sejam py,pe polindmios de grau my,ng respectivamente.
Suponha que pi,ps nao possuem zeros em comum. Entao existem polindmios inicos
q1,q2 com grau ne — 1,n1 — 1 respectivamente tais que p1q1 + p2qe = 1.

Uma demonstragao para este teorema se encontra em Daubechies [15], pagina 169.
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Capitulo 3

A wavelet de Haar

A seguir, apresentaremos o conceito de bases ortonormais em L?(R) e a definigao
classica de wavelets, e introduziremos uma funcao extremamente simples, a qual mos-
traremos ser uma wavelet. Por simplicidade, denotaremos a norma em L*(R) apenas

por || - ||.

Definigao 3.1. Dizemos que uma cole¢ao de elementos {¢, : n € Z} em um espago
de Hilbert separdvel H sob uma norma || - ||y é um conjunto ortonormal completo
(isto é, uma base ortonormal) em H se ela satisfaz as trés seguintes condigoes:

e Ortogonalidade: (¢,,, p,) =0, se n # m;
e Normalidade: ||¢,||% = 1, para todo n € Z;

e Completude: Para todo f € H,e > 0, existe N € Z suficientemente grande
tal que

< €.

k=N
Hf— > (f o)
k=—N

H

Definigao 3.2. Dizemos que uma fungao ¢(x) € L*(R) é uma wavelet se a familia
de funcoes

{¥j}jkez, onde ¥ (x) = 2_j/2w(2_jx — k),
¢ um conjunto ortonormal completo em L2(R). Nesse caso, dizemos que ¥ (z) é uma
wavelet mae.

Podemos fazer algumas observagoes sobre essas defini¢goes. Primeiramente, é facil
ver que ||, || = |[¥||, Vj, k € Z, devido ao fator de normalizagao 277/ na fungio 1, .
Portanto, se ||[¢|] = 1, entdo ||[¢;x]| = 1V 4,k € Z. Além disso, devido a defini¢ao
de wavelets, se ¥ for uma wavelet, entao para qualquer j,k € Z, 1;; também sera
uma wavelet. Por causa disso, dizemos que o conjunto {1} ;}; xez constitui uma base
ortonormal de wavelets para L?(RR).

Como veremos no processo de construcao das wavelets, toda wavelet possui média
nula (isto ¢, [ 4 (x)dz = 0,). Isso significa que ela oscila em torno do eixo z. Por
outro lado, as wavelets mais usadas possuem suporte compacto ou decaem de forma
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rapida o suficiente para que sejam muito localizadas em z. Por isso, a wavelet pode
ser vista como uma onda pequena (dai o nome wavelet, que, em inglés, significa “onda
pequena’”).

Notemos que, a primeira vista, nao é 6bvio que wavelets existem, devido as restri-
¢oes de ortogonalidade e completude da Defini¢ao 3.1. A fim de dirimir essa davida,
considere a seguinte funcao:

1, z €[0,1/2),
v(r)=< -1, zell/2,1),

0, caso contrario.

Mostraremos que essa fungao é uma wavelet, conhecida como wavelet de Haar.
Inicialmente, observe que essa fungao é mensuravel, se anula fora do intervalo [0, 1)
e ||Y]| = 1, ou seja, ¥ € L3(R).

Figura 3.1: Esboco do gréafico da wavelet de Haar.

A partir da defini¢ao da 1, segue que 1), possui suporte no intervalo [k27, (k +
1)27).

Vamos dedicar o resto dessa se¢@o a provar que o conjunto {t;x};rez forma uma
base ortonormal para L*(R).

Teorema 3.1. O conjunto {;}jkez € ortonormal em L*(R).

Demonstragao. Para demonstrarmos esse teorema, precisamos demonstrar as seguin-
tes propriedades:

(@) lsull = 1.
(Z’L) <wj,k7wj/,k’> = 07 se (]7 k) 7& (j,>k/)'

Como o suporte da fungao v, é o intervalo [k27, (k + 1)27), segue que

(/Z (279227 — k))2dx> v

- poo ‘ 1/2 p(kr1)20 1/2
= (2_3/ |¢(2_Ja:—k)|2dx) = (2_3/ dx) =1
—00 k27

15
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Para a prova de (ii), vamos separar em dois casos: quando j = j' (ou seja,
obrigatoriamente k # k'), e quando j # j'.

No primeiro caso, é facil observar que os suportes das fungoes (ou seja, os intervalos
(k27 (k 4+ 1)27) e [K'27, (K’ 4+ 1)27)) sao disjuntos, portanto, o produto interno dessas
fungoes é sempre 0.

Para provar o segundo caso, podemos supor, sem perda de generalidade, que
j > j'. Fazendo a mudanca de variavel u = 2772 — k em

o0

(g e} = / @920z — k) - @ TR T T ) de,

— 00

concluimos

22 / B(u) - 27 T — K 4 k) du = (i, pn),

onde j” = j' —j, e K" = k' — k2/. Podemos ver que 3 = 27! ¢ um multiplo natural
de 27", uma vez que j” < 0 (ja que j > j'). Isso significa que, se dividirmos a reta
em intervalos da forma [i271, (i+1)271),4 € Z, o suporte de ¢; » deve estar contido
em um desses intervalos. Assim sendo, temos trés possibilidades para o suporte de

Q/Jj”,k’” N

e O suporte de 1) esta contido em (—o0,0) ou [1,00): nesse caso, ¥ e Y g
tém suportes disjuntos, portanto, o produto interno resultante é 0;

e O suporte de ¢;» p» esta contido em [0,1/2): nesse caso, ¢ - jn pr = VP o, que
possui média 0, portanto, o produto interno resultante é 0;

e O suporte de 1,y esta contido em [1/2,1): nesse caso, ¥ - Y = —ju o,
que possui média 0, portanto, o produto interno resultante é 0.

Ou seja, em qualquer uma das possibilidades, o produto interno dessas funcoes é 0.
Isso conclui a prova de (i), e consequentemente a prova do teorema.
m

Uma vez que provamos o Teorema 3.1, nos basta provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Qualquer funcio em L*(R) pode ser arbitrariamente aprozimada por
uma combinacao linear finita de translagoes e dilatagoes da wavelet de Haar. Em
outras palavras, o conjunto {1;}jrez € completo em L*(R).

Assumindo esse resultado como vélido, concluimos entao que o conjunto {t; x }; xez
¢ um conjunto completo ortonormal em L?(R). Entretanto, antes de prosseguirmos
com a demonstragao, vamos passar por algumas observagoes que serao importantes
posteriormente.
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Observagao 3.1. Denotaremos por V; C L*(R) o espago das fungoes constantes por
partes em intervalos da forma [k27, (k+1)27), com norma finita. Em outras palavras,
se ¢ = X,1), entao

VJ’:{ Zajkquk Z|a3k’| <OO}

keZ ke
Notemos que cada V; € um subespago vetorial de L*(R).

Demonstragdo. (do Teorema 3.2) Considere ¢ = xJo,1), como definido anteriormente.

Como ¢(z) = ¢(2z) + @2z — 1) e Y(x) = ¢(22) — ¢(2z — 1), temos as igualdades
6(x) + ¥(a) () — vw)
2 2

Substituindo x por 277!z — k nessas relacoes, e multiplicando as novas relacoes
obtidas por 277/2, obtemos as igualdades

Gj+1k(®) + Vjt1k(T)

o(21) = 6(20 — 1) =

Gjt1, () — %‘H,k(ﬂf)

¢] Qk( ) \/5 € ¢J72k+1( ) \/5 ) (31)
o que nos conduz a relagao
Qjok + a; Qjok — Q;
@jok - Pjok T Wikt - Pjokr1 = %%4—1& + %Qﬁj—&-l,k (3.2)

A partir de (3.2), se f7 € Vj, ouseja, f7 =3 7 ajk®jk, D pez |@jn* < 00, pode-
mos escrever

Pla) = Y ajsdin(@) =Y (0560526(%) + @j2001052511(2)) (3.3)

kez kez
= Y sbiaa() £ Y daatin(e) = P4 0
i1,k Pj+1,k\T J+1LEYi+1,6\T) = )

kez keZ

em que It eV, e 6T € W4, onde

Wj+1 = {f € LQ( : Zd]—H kwj-‘rlk Z |d]+1 k| < OO}

k€EZ keZ

Assim, chegamos a uma versao de menor resolugao (por um fator de 2) de f7, tal
que §7*! contém os “detalhes” necessérios para voltarmos para a resolucao original.
E fécil ver que W; é um subespago vetorial de L*(R) para qualquer j € Z.

Note que (¢, ¥jr) =0,Yj, k, k' € Z. A partir disso, e de (3.3), concluimos que

Vi=Vji1 @ Wji1.

Aplicando esse processo [ vezes, podemos ver que

Vi=Win®... © Wi © Vi (3.4)
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Figura 3.2: Decomposicao sucessiva de uma funcao via wavelet de Haar.

Sejam P; f,(Q); f as projecoes ortogonais de f em V; e W respectivamente. Note
que Q; = P; — P;+1. Expandindo isso, a partir da decomposi¢ao em (3.4), chegamos
em

~
|
—

-1
Pjof - Pjo-i-lf = (Pjo-i-k - Pjo+k+1) - Z Qjo+/€' (35)
0 k=0

b
Il

Assim, se f € L*(R),

-1
f=F=Pif + Piuif + Piof = Py = (f = Pif) + Pirf + > Qisif
k=0

o que implica que

-1
Hf = Qisrf

k=0

= (f = Piof) + Piori [l < NI(f = Pio DI + 11 Pig1f11-

A demonstracao do teorema agora se reduz a mostrar que, dado um e > 0 arbitrario,
existem jo, ! € Z tais que

Hf - P]ofH <€ (36)
|| Pjo+if]] <e. (3.7)

Da teoria da integracao de Lebesgue, temos que o conjunto das fungoes

h(&?) = chx[ak:bk)’ CL € R, ag, bk c @

k=1
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¢ denso em L?(R). Da mesma forma, como os racionais da forma k - 27, j, k € Z sao

densos em R, as fungoes da forma

h(z) = ZCiX[ki2ji,(ki+1)2ji)>
i=1

onde ¢; € R, j;, k; € Z, sao densas em L%*(R). Portanto, dados f € L*(R) e ¢ >

0,370 < 71 € Z tais que

27130 —1
= E : Aok ¢jo,k <E€
k=—271-J0

o que prova (3.6).
Partindo do mesmo pressuposto, podemos construir

2J1—J0 —1
Jo —
h (Z‘) = E , Aok * ijo,k S ij
k=—2791—J0

tal que ||f — h%|| < §. Logo,

. A , €
1Bjorif IV < N Psoth [ + [ Bjoa (f = WO < | Bjorah™ | + 5. (3.8)
Partindo de (3.3), podemos agrupar os termos dois a dois, de tal forma que
21—J0—1_1 21—Jo—1_1
o) = D sk Giorrn(@) + Y dipsn - Yipsa(@)
k=—271—Jo—1 k=—271—Jo—1
(3.9)

— hj°+1(x)+5j0+1(x).

Repetindo o processo em (3.9) para h/ot! eventualmente chegaremos em h''(z) =
ajy—1 - Oj—1(x) + ajy 0 - ¢4, 0(x). Aplicando ainda esse processo em h’', na n-ésima

repeticao teremos

n
. a; 1 a; 0
J1 — J1s J1,
ht = Pirin-1 + Sp Pivno + > divj1 Vgt + djysio Y0

on/2
Jj=1
— i1+n n
= B AT
em que
Jji1—Jjo n
n — Jjo+J o L L L
A" = E :5 "’E :dJ1+J7—1 ¢31+Ja—1+d]1+]70¢]1+]707
Jj=1 Jj=1

que é uma combinacao linear finita de wavelets. Note que
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| . 1/2
[P = (/ a?l,12_"(¢jl+n,—1($))2+%2'1,02_”<¢j1+n,0(x))2d95>

. rin 1/2
- </—2j1+n a3, 127" de +/0 a12'1,02_(]1+n)dx>
2 A\
O I (—Jh L Jvo) | (3.10)

que converge para 0 quando n — oo. Tomando n suficientemente grande e [ =
Jj1 — Jo +n, chegamos em

. , - €
| Baall] = Byt = 157 < &
A partir disso e de (3.8), chegamos em
1P fI| <e,
o que prova (3.7), e conclui a prova do teorema. O

Isso prova que o conjunto {t; 1 }; xez é um conjunto ortonormal completo em L?(R)
e que o conjunto das combinagoes lineares finitas de 9;x, j, k € Z é denso em L?*(R).
Nesse sentido, podemos escrever

L*(R) = {f f = ditie Y ld5] < OO} :
ik ik

uma vez que esse conjunto é fechado.
A seguir, obteremos os algoritmos para a decomposicao e a reconstrucao de dados
para a wavelet de Haar. Note que a wavelet de Haar nos permite as seguintes relagoes:

1 1 B
(o) = V2 ((J50(20) = 50020~ 1)) = VEo(20) + b2~ 1) (11

1 1 B
o) = V2 (Ed)(%) + Eqﬁ(?x - 1)) = V2(g06(27) + 162z — 1)) (3.12)

Podemos definir os coeficientes a;, e d;; (a “média” e os “detalhes”) como as projegoes
de f sobre ¢; e 1;, respectivamente (ou seja, a;x = (f, ¢jx) € djr = (f,Vjx))-
Entao, ao multiplicarmos as equagoes (3.11) e (3.12) por f e as integrarmos na reta,
teremos as seguintes relacoes de coeficientes para passar da escala j — 1 para a escala

j:
1
- %(aa‘—l,?n + aj-1.20+1), (3.13)

1
dj,n = E(aj—lﬂn - aj—1,2n+1)-

Ajn

(3.14)
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Dessas, decorrem

1
CL]‘_LQn = E(am + djﬂl)v (315)
1
Aj—12n+1 = E(am - dj,n)a (3~16)

que nos permitem passar da escala j para a escala j — 1. As igualdades (3.13) e
(3.14) nos dao um algoritmo rapido de decomposi¢do de uma funcao, ao passo em
que as igualdades (3.15) e (3.16) nos dao um algoritmo rapido de reconstrugao de

uma funcao. Esses algoritmos se generalizam para wavelets em geral, como sera visto
nas Secoes 7.1 e 7.2.
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Capitulo 4

Analise de resolucao em escalas
multiplas

Nesta secao, introduziremos o conceito de ARM, que nos dard uma maneira sis-
tematica de como construir wavelets em geral.

4.1 Definicao e observacoes iniciais

Defini¢ao 4.1. Uma ARM é uma sequéncia {V;},ez de espagos fechados de L*(R),
que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) V}Jrl - V},\V’j € Z;
(i) Mjez Vi =1{0};
(i) Ujez Vs = L*(R);

f(x) €V; = f(Zx) € V;

)
(iv) f
(v) flz) eVo <= flz—k) €Wk € Z;
(vi) 3¢ € LA(R) tal que {$(z — k)}rez ¢ uma base ortonormal para Vp.

Cabem algumas observagoes que decorrem dessas propriedades:

e A propriedade (iv) garante que todos os V; estejam relacionados (por escala) a
um mesmo espago Vjp.

e As propriedades (iv) e (vi) implicam que {¢;x }xez ¢ uma base ortonormal para
Vi,V € Z.

e As propriedades (i) e (iii) asseguram que, Vf € L*(R),lim;, o, P;f = f (onde
P; & a projegao em V).
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Os V; podem ser interpretados como espacos de aproximacoes sucessivas, e quanto
menor o indice, melhor é a aproximacao (pois mais fina ¢ a resolu¢ao obtida). Para
passarmos de uma resolucao de 27 para 277!, é necessario incrementar os detalhes de
P;f para f € L*(R). Esses detalhes estao no complemento ortogonal de V; em relagao
a V;_1, que sera denotado por W; (no caso, V;_; = V; @ W;). Paraum [ € Z,1 > 0,
podemos escrever

l
Vi="Viu GB Witk
k=1

de forma que todos esses espagos sejam mutualmente ortogonais. Isso alinhado as
condigoes (ii) e (iii), implicam que

L*(R) = Pw;.
JET
O proximo teorema é o resultado mais importante da ARM.

Teorema 4.1. Seja uma sequéncia de espacos {V;}jcz em L*(R) formando uma ARM
e ¢ € L*(R) tal que {p(x — k) }rez € uma base ortonormal para V. Entdo, existe uma
base ortonormal de wavelets {1;x}jrez para L*(R) tal que

Py =P+ (i) Yy

kEZ

A importancia desse teorema nao se da so pela seu resultado teérico, mas também
pelo seu resultado pratico, uma vez que, em sua demonstracao, vamos construir
explicitamente, usando como ferramenta principal a transformada de Fourier, visto
que dilatacoes e translagoes sao trivialmente implementadas no espaco de frequéncias.

Como a demonstracao desse teorema é extensa, dedicaremos a proxima se¢ao para
essa demonstracao.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1

Como ¢ € Vy C V_1, e {¢_1x}rez forma uma base ortonormal para V_;, temos
que

6= hidip=V2D hio2w—k). (4.1)

keZ keZ

Da ortonormalidade de {¢_1 i }rez, segue que hy = (¢, p_1 ), €
oIl =1lel%, = 1.
k

A identidade (4.1) é chamada de equacao de escala para ¢. Essa equagao é a “regra”
que determina como os V; se relacionam, sendo também chamada de equacao de
refinamento, dilata¢ao ou equacao de diferenca entre duas escalas, e os coeficientes
hy sao chamados de coeficientes de filtro da funcao ¢.
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Usando a transformada de Fourier, obtemos

e e—iwk/? R

62 W) = S olw/2),

e, portanto,

Zh eTR2 (W /2).

keZ
Definindo
Z hy e” (4.2)
keZ
temos entao R R
P(w) = mo(w/2)p(w/2), (4.3)

em quase todos os pontos. Vale observar que mg ¢ uma funcao periédica, de periodo
2. Além disso, mo € L?([0,27]), uma vez que

2
/ Imo(w)?dw = = Z hy, hi / e~ k=R g
0

k:k:’EZ
= ko =r Yl =
keZ keZ

Agora, vamos enunciar dois lemas que serao de suma importancia na demonstragao
do teorema:

Lema 4.1. Translagées por inteiros ¢or(x) = ¢(x — k) de uma fungio ¢ € L*(R)
constituem um sistema ortonormal se e somente se

S 1b(w + 2m)? = (2m) 7,

lEZ

em quase todos 0s pontos.

Demonstracao. Tendo em vista que a transformada de Fourier preserva o produto
interno em L?(R), e que e** é uma funcio 2m-periddica para k € Z, temos que

00 = <¢0,07¢0,k> = <ng,0,¢30,k = /°° é(w)@—ikwé(w)dw

2 (I+1)
= [ wpeta =30 [ g

leZ

_ / ¢ 37 | + 2ml) P, (4.4)

leZ

Definindo §(w) = 3 ,c; |p(w + 271)|2, e reescrevendo (4.4), chegamos em

2w
(G0,0, Po.k) :/0 0 (w)dw,
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que é igual ao k-ésimo coeficiente da série de Fourier de 6 (o termo ¢;), multiplicado
por 2m. Sabemos que dzp = 1 somente se & = 0, sendo igual a 0 caso contrario.
Portanto, ¢ necessario que ¢, = 0, se k # 0, e ¢, = (2m)7!, se k = 0. Logo,
(w) = Xy |0(w + 271) 2 = (27) 7, em quase todos os pontos.

Como todos os passos feitos sao igualdades,

Z |p(w + 27D)* = (21)7" <= (d00, Pok) = Ok

leZ

Lema 4.2.
Imo(n)|* + [mo(n + ) > = 1,

em quase todos os pontos.

Demonstracao. A partir de (4.3), e usando o Lema (4.1), obtemos
D Idw +2x)> =Y fmo(w/2 + 7l |$(w/2 +wD)* = (27) 7",
le7, I€Z

em quase todos os pontos. Como essa série converge absolutamente, podemos quebra-
14 em indices pares e impares. Chamando w/2 de 7, chegamos em

> " fmo(n +2x) | [d(n + 2xl) P+ Imo(n + m + 2x0) > [d(n + 7 + 271)|*.
leZ leZ

Usando agora o fato de que mg tem periodo 27, chegamos em

[mo(m)|* Y [6(n + 2a)[* + [mo(n +m)* Y |é(n + 7 + 27) |

= (2m) " (Jmo(m)|* + Imo(n + m)*) = (27) 7,

em quase todos os pontos. Assim, |mg(n)|*> + |moe(n + 7)]*> = 1 em quase todos os
pontos. ]

Desse lema decorre que |mo(w)| < 1 em quase todos os pontos. Agora, vamos
caracterizar o espago Wy, que é o complemento ortogonal de V;; em relacao a V_;.

Primeiramente, se f € Wy, entao f € V_y, logo f = >, ; fr ¢—1, de forma que
> ez [l < o0, e fi, = (f, ¢_1x). Entdo, podemos escrever

f(w) = % S fem ol Gw)2).

keZ

Assim como fizemos anteriormente, definimos

1 ikw
my(w) = 75 D Jue ™, (4.5)

keZ
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e chegamos em R R
flw) =mg(w/2)p(w/2), (4.6)
com my sendo 2m-periddica. Notemos que a série em (4.5) converge em quase todos
os pontos, uma vez que f € L*(R). Os argumentos acima podem ser repetidos na
ordem inversa, o que nos permite concluir que, se vale (4.6) para alguma funcao
my € L*([0,27]), que seja 2m-periddica, entao f € V_5.
Além disso, se f € Wy, entao fLVj, logo, Vk € Z, f Lo . Assim,

0 = (f, ¢0k> <f ¢0k>
— [ o) e

- 2r(l+1) _
_ / e F(w) () dw
lez V2l
27
— / ’kafw—i—%rl w—|—27rl)d
lez

O que, similarmente a prova do Lema (4.1), implica que

> flw+2rl)d b(w + 21l =

IEZ

em quase todos os pontos. Usando (4.3) e (4.6), chegamos em

wa+27rl w+27rl)

= Y my(w/2+ 1) g(w/2 + 7l) mo(w/2 + 1) d(w/2 + 7l)
= Y my(w/2+wl)mo(w/2 + 71) |p(w/2 + wI)|* = 0.

Separando os termos dessa soma em pares e impares, e usando a periodicidade de m
e my, assim como na prova do Lema (4.2), concluimos enfim que

myg(n)mo(n) +ms(n + m)mo(n + ) =0, (4.7)

em quase todos os pontos. Reciprocamente, se f € V_; e vale (4.7), entao fLVj.
Definamos agora os seguintes vetores:

My = (mo(w), mo(w + )),
My = (my(w), mg(w+ 7)),
My = (molw + ), —mo(w)).
Pelo Lema 4.2, os vetores M, e M| sao unitarios, e pelas suas defini¢oes, sao
ortogonais para quase todo w. Logo, My e M/, formam uma base ortonormal para C?.
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Entretanto, como vale (4.7), temos que My e My s@o ortogonais em quase todos os
pontos, e portanto My(w) = A(w) M{(w) em quase todos os pontos, onde

Aw) = (My(w), My(w)) = my(w)mo(w + ) = my(w + m)mo(w).
Note que

Mw+m) = mp(w+m)mo(w + 27) — my(w + 2m)mo(w + )
= mys(w+m)mo(w) —mp(w)me(w + ) = —A(w), (4.8)

uma vez que mg e my sao 2m-periodicas; em particular, temos que A também ¢é 27-
periodica.

Agora definamos \(n) = e"(e”"\(n)) = " v(2n). Usaremos (4.8) para verificar
que v é 2m-periddica. Com efeito,

v(n+2m) = e "IN /2 + 7)
(cos (n/2+m) —isen (n/2 + 7)) (=A(n/2))
= (—cos(n/2) +isen(n/2))(—=A(n/2))
(cos (1/2) — isen (n/2)) A(n/2) = e"A(n/2) = v(n).

Mostraremos também que v € L?([0, 27]). Podemos escrever M (w) = e™“v(2w) M (w),
e como M| é unitéario, obtemos

()" = [Mw/2)]* = [My(w/2)* = [my(w/2)* + my(w/2 + )

em quase todos os pontos, o que implica que

2 2
1911 L2 0,20 :/o Iv(W)\de:/0 g (w/2)7 + |my(w/2 + ) dw.

Fazendo w/2 = 1, e logo dw = 2dn, chegamos em

T 2
2 / my () + fmg(n + 1) dy = / )y = 20lmsl 12 00m)
0 0

= D AP = NI e < oo

keZ

Olhando para a primeira coordenada de My, concluimos que, se f € Wy, entao
ms(w) = e™v(2w)mg(w + ),

e portanto X A X
flw) = e“Pmo(w/2 + m)v(w)o(w/2), (4.9)
em que v é 2m-periddica. Reciprocamente, podemos verificar que, se existe v em

L3([0,27]) tal que f pode ser escrita na forma (4.9), entao f € Wy. De fato, se v
satisfaz as hipoteses, entao

Flw) =my(w/2) 9(w/2),
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m(w/2) = e“*v(w)ymo(w/2 + ).

E facil ver que m; é uma funcio 27-periédica. Como do Lema (4.2) segue que

mo(w)] < 1 em quase todos os pontos, entao m, € L?([0,27]) e consequentemente
q p f q

f € V_q. Além disso, temos que

My(w) = (my(w),mp(w+ 7))
= “v(2w)(mo(w + ), —mo(w)) = e“v(2w) My,

o que implica que My_L M, em quase todos os pontos. Logo, (4.7) vale em quase todos
os pontos; mas, como f € V_q, isso implica que f1Vj, e entao f € Wj.

A escolha natural para v é a fungao constante v = 1. Podemos definir entao a
funcao v a partir de 1&, fazendo

D(w) = e ?mo(w/2 + 1) p(w/2). (4.10)

Mostraremos que v assim definida é uma wavelet. Claramente, v é 2w-periddica, e
v € L*([0,27]). Logo, ¥ € Wy. Suponha, por um instante, que o conjunto {ty, :
k € Z} constitua uma base ortonormal para Wy. Entao, pela propriedade (iv) da
Definicao 4.1, temos que {1;, : k € Z} constitui uma base ortonormal para W;. Por
definicao, W,; LW, sempre que j # j'. Logo, como

L*(R) = P W,
jEL
entao o conjunto {1, s };rez constitui uma base ortonormal para L?(R), e segue que
Y é, de fato, uma wavelet.
Agora nos resta provar que o conjunto {tg : k € Z} constitui uma base ortonor-
mal para Wy. Podemos checar a ortonormalidade a partir do Lema (4.1). Observe
que

Z b (w + 2km)|> = Z Imo(w/2 + km + 7)|2|d(w/2 + k)|,
keZ keZ
Separando essa série em termos pares e fmpares, obtemos

> " mo(w/2 + 2km + )| d(w/2 + 2k)|* +
keZ
> mo(w/2 + 2km + 2m)*|(w/2 + 2kw + ),
keZ

e a partir da periodicidade de mq, chegamos em

mo(w/2+m)2 Y 1o(w/2 +2km)P + |mo(w/2)* Y |$(w/2 + 2km + ) ?

(2m) 7" - (Imo(w/2 + m)[* + [mo(w/2)[*)
(2m) 7,
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em quase todos os pontos. Entdo, pelo Lema (4.1), o conjunto {¢os : k € Z} é
ortonormal.

Por outro lado, se f € Wy, entao existe uma funcgao v em L%(]0,27]) tal que v é
2m-periodica e em quase todos os pontos vale

~ ~

f(w) = v(w)i(w).

Expandindo v(w) em sua série de Fourier (que converge para v em norma), obtemos

f w) = Z vke’ikwiﬂ(w)

kEZ

que ¢ a transformada de Fourier da fungao f =, _, vptbo . Logo, a série D, ., vpto
converge em L?(R) para f. Isso mostra que as 1, formam uma base ortonormal para
Wy, o que conclui a prova do teorema.

4.3 Uma possivel escolha para 1

Note que a formula

~

(w) = eiw/Qmo(w/Q + ﬂ)qg(w/2)

estd escrita em termos da transformada de Fourier de ¢. Entao, para obtermos uma
formula para a funcao 1) devemos aplicar o processo de inversao da transformada de
Fourier. Primeiramente, usando a defini¢ao de mg em (4.2), temos

) zw/2
“Pmo(w/2+ 1) = Zh etk(w/2+m)
kEZ
_ Z k+1)w/2
kEZ
_ Z k/—lh Y zk/w/2 (411)
k’eZ
de forma que em (4.11) fizemos a mudanga de variaveis k+1 = —k’. Agora, podemos
escrever
Z k/ v 1€ zk’w/2 (w/?)
k’eZ
Como ng(Z/?k:)(w) = le /2 d(w/2), concluimos que ¢ pode ser escrita na
forma
=V2)) (D" 62 — k) = grdok(x) (4.12)
keZ kEZ
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4.4 A ARM de Haar

Definimos a fungao ¢(x) = xjo,1)(x), e o seu conjunto de translacoes e dilatacoes
como ¢, () = 279/2¢(277 & — k). Nesse caso, a ARM escolhida ¢ (V});ez, tal que

Vj:{f:f:Zak¢j’k:Z|ak]2<oo}.

kEZ kEZ

Descrevendo cada um desses V;, podemos dizer que V; ¢ o conjunto das fungoes
quadrado-integraveis, constantes por partes em intervalos de tamanho 27. Nesse caso,
podemos ver que as propriedades sao cumpridas:

e V,.1 C V;: uma fungao que é constante por partes em intervalos de tamanho 27
também o é em intervalos de tamanho 2771,

ﬂjeZ V; = 0: uma funcao que esta em todos os V; deve ser constante em toda
a reta; para ela ser quadrado-integravel, deve entao ser a funcao identicamente
nula.

Uiz Vi = L?*(R): essa propriedade corresponde ao Teorema 3.2.

[ eV, & f(27.) € Vy: essa propriedade decorre da definigao dos V; e de ¢ .

feVo = f(-—k)eVy, Vk € Z: essa propriedade decorre da definigao dos V;
e de ¢jy.

o {¢o}rez constitui uma base ortonormal para Vj.

Isso prova que os espacos V; realmente formam uma ARM. Observemos que

P00 = %(925—1,0 +¢-11), (4.13)

e que entdo a wavelet obtida pela relagao (4.12) é
1
w@)=¢@x+1)—¢@$+2%=—Ewtk4@)—¢4ﬁﬂ@)

Ao aplicarmos essa funcao em = — 1, obtemos

¢(22 — 1) — ¢(2x).

Se multiplicarmos por —1, encontramos a wavelet de Haar, conforme esperado.
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4.5 Construcao da wavelet de Shannon a partir da
ARM

Primeiramente, vamos enunciar o teorema que sera a base da construcao para
a wavelet de Shannon.

Teorema 4.2. Seja f € L2(R), tal que f(w) =0 se |w| > 7. Entio,
sen 7(t — n)
t) = =
) = 3 () s,
neZ
tomando o limite quando t € 7.

Demonstracao. Antes de demonstrarmos o caso geral, cabe ressaltar que quando
t € Z, é necessario tomarmos o limite do lado direito da igualdade, para evitar
indeterminagoes. Esse limite converge exatamente para f(t), uma vez que sen km = 0
se k € Z, e que lim,_,g %% = 1.

Seja f (w) a transformada de Fourier de f. Entao, podemos tomar a sua série de

— § Cn e—znw7

Fourier e escrevermos

nez
se |w| < m. Nesse caso,
1 A
Cn = oo B e f(w)dw

Mas como f(w) = 0 se |w| > 7, podemos escrever

T[> . 1

Cn = % ~ eznwf(w>dw = a0 f(n>7

pela formula de inversao da transformada de Fourier. Logo,

- 27T /;W th Z e lHde - 27T /; eth Z; L\/;T?-einwdw

nezZ
i(t—n)m _ ji(t—n)(—m)
= SO [ etan= S I
2 ), i(t —n)
nez nez
sen senm(t —n)

- Z f t ’

neL

0 que mostra o teorema. O

Definicao 4.2. Dizemos que uma fungao f € L?(R) possui banda limitada se 30 > 0
tal que |w| > Q2 = f(w) = 0.
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Seja f uma fungao de banda limitada, tal que f( ) =0 se |w| > Q. Nesse caso,
podemos tomar g de tal forma que g(w) = f( w). Entédo, g(w) = 0 se |w| > 7. Assim,
g satisfaz as hipoteses do Teorema (4.2). Entao podemos escrever

o) = 3 g Rrti=n) (4.14)

~ (t —n)

Pelas propriedades da transformada de Fourier, segue que g(t) = & f(&t), e que
f(t) = £ g(2t). Logo, a partir disso e de (4.14), chegamos em

( ) Z f( )W (4.15)

Aplicando (4.15) em 2¢, chegamos em
B 7w \ sen (2t — mwn)
_Zf<§n) Qt—mn
nez

Isso significa que uma fungao de banda limitada é determinada pelos seus valores nos
nimeros inteiros, dilatados por um escalar.
Vamos definir agora os espagos V; que formam a ARM para a wavelet de Shannon.

Seja V; o subespago de L*(R), tal que f € V; se a sua transformada de Fourier, f (w),
se anula quando |w| > 2777. Podemos ver que:

[ ] j4+1 C ‘/;

e Seja f € (;c, Vj; entdo f(w) = 0 em todos os pontos, logo f(z) = 0. Isso
significa que ;. V; = {0}

e Seja f € L*(R). Entao, Ve > 0, podemos tomar g tal que, para um N arbitraria-
mente grande, § = x|—n,n] f. Nesse caso, como N ¢ arbitrario, e a transformada
de Fourier preserva norma, podemos obter

If—gll=1If—3dll <e

Como g possui banda limitada, esta em algum V;. Logo, temos que g € |J

entao f € UJEZ %, 0 que implica que UJEZ V; = L*(R).

JEL V}’
e Como f(-—n)(w) = e f(w), se f € Vi, f(-—n) € V.

e Seja f € V;. Entao,
F21)(w) =27 f(27w).

Nesse caso, f(279w) = 0, se [279w| > 2777, ou seja, se |w| > 7. Entdo, f(2/.) €
Vo.
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e Seja f € V. Entao, f(t) =) ,c, f(n) d(t —n), em que ¢(t) = Se:—t” Note que

é(w) = \/% X[,ﬂ-m)(a}).

Logo,

(O(t — ), 8(t —m)) = / T g () me g (w)d

[e.e]

- / e () P

1 4 )
- —z(n—m)wd N
el W = Onm

Isso significa que {@(- — n)},ez € uma base ortonormal para Vj.

Essas seis observagoes mostram que a sequéncia de subespagos (V;),cz em L*(R)
forma, de fato, uma ARM. Vamos agora encontrar a forma para a wavelet de Shannon,
a partir da relagao

~

Hw) = mo(w/2)(w/2),
dada em (4.3). Uma vez que

¢(w) = (m)_IX[—ﬂﬂr)(w) € 92;((“}/2) = (m)_IX[—%,ZW) (w)’

& necessario que mo(w/2) = X[-=x)(w) em quase todos os pontos do intervalo [—2m, 27)
para que a relagao (4.3) seja verdadeira, na ARM associada a wavelet de Shannon.
Logo, mo(w) = X[-=/2,7/2)(w) em quase todos os pontos de [—m,m). Devemos entao
periodizar my, para que esta possua periodo 27. Fazemos isso escrevendo

mo(w) = Z X[—r/2,/2)(w + 27).
lez

Sn2 32 2 2 32 S/2

Figura 4.1: Esbogo da fun¢ao mg(w).
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Podemos entao calcular
( ciw/2

o Se —2r<<r < —7

Y(w) = € *mo(w/2 + m)d(w/2) = %, serm<x<2m

(0, caso contrario.

A partir da inversa da transformada de Fourier, obtemos

P(r) = T (w) dw

™ 2m
</ eiwweiw/2dw + / eiwazeiw/Zdw>
—27 7r

T 27
_ = </ 6iw(w+1/2)dw +/ ez’w(x+1/2)dw) ' (416)
27 —27 s

0

Usando o fato de que €Y = cos 6 + isen ), podemos escrever

@@t — cos (w(z 4+ 1/2)) +isen (w(x + 1/2)).

Como essas fungoes sao integraveis em [—27, —7) e em [m, 27), podemos separar as
integrais em (4.16), escrevendo

/__ﬂ et D = /_ " eos (w(z +1/2))dw + / sen (w(z +1/2))dw

27 21 —27

2 27 2m
/ @@ +1/2) gy = / cos (w(z +1/2))d/w + / isen (w(r +1/2))dw.

Uma vez que a fungdo isen (w(x +1/2)) é impar na variavel w, podemos observar que

/_Wisen (w(x 4+ 1/2))dw = —/ 7rz'sen (w(x 4+ 1/2))dw.

2m
Da mesma forma, uma vez que cos (w(x+1/2)) é par na variavel w, podemos observar
que

21

/_ﬂ cos (w(x + 1/2))d/w = / cos (w(z + 1/2))d/w.

21 ™

Assim, podemos concluir que
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V() = = (2/:ﬂcos (w(:c+1/2))dw) - %/:ﬂcos (@ + 1/2))duw.

T o
Calculando essa integral, temos

_sen (27m(x +1/2)) — sen (7(x 4 1/2))
via) = T+ 1/2)

tomando o limite quando necessério. Essa fung¢ao é conhecida como a wavelet de

Y

Shannon, cujo grafico é dado na Figura 4.2.

An/\/\

N\‘U‘a VR YRR Y TR R

"

L T T T T T T T T T T T
-15 -14 \7)1/3 -12 \,)1/1 -10 9 -8 -6 \% -4 \:f \/72 -

Figura 4.2: Esbogo de parte da wavelet de Shannon.

Observe que, a partir da definicao da série de Fourier, podemos calcular os coefi-
cientes de filtro hy para a wavelet de Shannon a partir da relacao

\/i " tkw

hy = o B e"™mo(w)dw
- \/_5 " e dw = \/75’ se k=0,
2 J o \2/_3 Zsen :”/2), se k # 0.
Logo,
\/757 se k=0,
hy = % (=1)®*=D/2 0 s k& fmpar,
0 se k & par.

Y

Como o decaimento dos coeficientes de filtro é linear em relacdo a k!, a wavelet de

Shannon possui poucas aplicagoes praticas.
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Capitulo 5

Sequéncias e bases de Riesz

5.1 Definicao e observagoes iniciais

Definicao 5.1. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia de vetores
(Tn)nem C H € uma sequéncia de Riesz se existem constantes A, B € R,0 < A< B

tais que
1/2 1/2
H(Zer) < <o(T i)

neM neM

E AnTn

neM

para toda sequéncia numérica (a,)nen com Y, 5, lan|> < 0o, em que M ¢ um con-
junto enumerével. Nesse caso, dizemos que o conjunto {z,},cy € um sistema de
Riesz em H, com constantes A e B. Se o espago gerado por {x, },en for denso em
H, dizemos que {z,}n,cp € uma base de Riesz para H.

Antes de partirmos para os resultados, faremos algumas observagdes que decorrem
dessa definicao para entender melhor o que é uma sequéncia de Riesz.

Sejam x1, Ts, ... vetores linearmente dependentes. Entao, podemos tomar indices
i1, %2, ..., I tais que, para algum conjunto de escalares nao-nulos a;,, a;,, ..., a;,, vale

k
E (ll'j %ij =0.
J=1
Nesse caso, podemos tomar a sequéncia numeérica

a;., se n =i,
oy = J 2.
0, caso contrario.

Logo, para toda constante A > 0, temos que

1/2 k,
A (Z \anP) >0= Zaijxij
j=1

neN
Portanto, uma sequéncia de vetores linearmente dependentes nao pode ser uma
sequéncia de Riesz.

= E 04T

jEN
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Agora, considere a sequéncia de funcoes
z, = f(z)=2",neN

no espaco de Hilbert L?([0,1]). Note que z" ¢ uma sequéncia linearmente indepen-
dente e que x,, — 0 em norma quando n — oco. Devido a isso, VA > 0,3dng tal que
||Zn|| < A. Ao tomarmos a sequéncia

)1 se n = ng,
Qp = ‘o
0, caso contrério,

encontraremos

?

E anTn

neN

1/2
A(Z’a”’2> =A> ||z || =

neN

o que implica que essa sequéncia nao ¢ uma sequéncia de Riesz.

Concluimos que uma sequéncia de Riesz deve ser linearmente independente, mas
nao necessariamente uma sequéncia linearmente independente é uma sequéncia de
Riesz.

Podemos mostrar que uma sequéncia ortonormal é uma sequéncia de Riesz, com
A = B = 1. Por outro lado, nem toda sequéncia de Riesz é uma sequéncia orto-
normal; um exemplo simples pode ser construindo tomando H = R?, e o conjunto
{(1,1),(1,0)}. Nesse sentido, o conceito de sequéncias (ou bases) de Riesz é uma
generaliza¢ao do conceito de sequéncias (ou bases) ortonormais.

5.2 Relaxando as condigcoes de uma ARM

Seja ¢ uma fungao em L%(R), e uma sequéncia (a,)nez € [*(Z). Suponha que a
fungéo Y, .7 and(- — n) esteja em L*(R). Nesse caso, sua transformada de Fourier é

> ez @ne” " P(w). Como essa transformacao preserva a norma, temos entao que

Z an¢(' - n)

nez neL
) 1/2
— | [ [T o
> |nez
, 5 1/2
_ / S anem| S 1w+ 2l Pdw | . (5.1)
0 |nez leZ
Uma vez que
2m . o
| S lbt 2P = [ 1)Pde = 10l < .
0 ez —0
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a série Y, ., |¢(w + 27l)[* converge em quase todos os pontos.
Para futura referéncia, vamos enunciar um lema simples, mas que sera usado como
ferramenta para as demonstragoes dessa sec¢ao.

Lema 5.1. Seja (a,)nez uma sequéncia em 1*(Z). Entao,

§ ane—znw

neZ

2

dw = Z |an|?.

neL

1 2w
27 Jo

~ i 2 — _i(n—
Demonstragio. Como |, aye™™|" = Y nmez Wnlme in=m)w temos que

1 27 ) 2 1 27 ]
— ane” "™ dw = — E apame =M gy
2 0 27 0
nez nmeZ
1 CL
= 5 E anam/ e Y iy
nme”Z 0
1
_ 20 2
= 5 E la, |21 = E la,|=.
neZ ne”

]

Enunciaremos, entao, uma proposicao que seré fundamental para o trabalho com
wavelets a partir de bases de Riesz. Esse resultado se assemelha muito a um resultado
visto no capitulo sobre ARM.

Proposigao 5.1. Seja ¢ € L*(R) ¢ 0 < A < B constantes. Entao, {¢(- — n)}nez
forma uma sequéncia de Riesz com constantes A e B se e somente se

LS wromp < Z (5.2)
2r « T - o7’ '

leZ

em quase todos os pontos.

Demonstrag¢ao. Suponhamos inicialmente que, em quase todo w € R, valha

A? ~ B?
— < 2.
- <D lolw+2m)P < o
leZ
Dado (a,)nez € *(Z), multiplicando a desigualdade por |3, ., ane_mw‘z obtemos

§ ane—mw § ane—znw E ane—znw

nez neL neL

2
<

2 2
A2 R 9 B2
i <
o D I(w + 2l < o

IEZ

Integrado de 0 a 27, usando (5.1) e o Lema 5.1, obtemos

2
A2 an? <D D ang(- —n)|| < B> anl*

nel nez nez
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Tomando a raiz quadrada em todos os termos, obtemos as condi¢oes necessérias para
que {¢(- —n)}nez constitua um sistema de Riesz, com constantes A e B, o que conclui
essa parte da prova.

Agora, suponhamos que {@(- — n)},ez constitua um sistema de Riesz, com cons-
tantes A e B. Vamos definir os conjuntos C' e D como

. , B?
C = {wE[O,Qw]:ZM(w—i—leH >%},

leZ
. A2
D = wE[O,Zﬁ]:Z]¢(w+2ﬂl)\2<§ .
leZ

Mostraremos, por absurdo, que esses conjuntos possuem medida nula. Primeiramente,
suponha |C| > 0. Podemos tomar (¢, )ncz € [*(Z) tal que

Xe(w) =) cpe™,

nel

com a convergéncia entendida em L?([0,27]). Note que (¢,) ¢ a sequéncia dos termos
da série de Fourier de x¢. De (5.1), obtemos
jg:‘j e~ inw
n

/'271’
0 nez

1/2
— (/Czygg(w—i-%rlwdw) > \/%!011/2. (5.3)

leZ

) 1/2

> lp(w + 271)|dw

leZ

ch ¢( - n)

nel

Por outro lado, pelo Lema 5.1,

2
21
€] = IIxel? =/0 do =213 |eaf?.

E Cnef'mw

neZ nez
ou seja,
1/2
IC|"? = V2r (Z |cn|2> :
nez
Aplicando (5.3), obtemos
1/2
> cad(- —n)|| > B <Z |cn]2> :
nez nez

o que contraria a hipotese de que {¢(- — n)}nez € um sistema de Riesz. Com isso,
chegamos em um absurdo, o que mostra que |C| = 0.

39



Analogamente, suponha |D| > 0. Podemos tomar (d,),cz € [*(Z) tal que

XD(W) — Z dne—inw7

nez

com a convergéncia entendida em L*([0, 27]). Entao, de (5.1), segue que
1/2
Z dnefinw

‘ /'271'
0 neZ

= (/[)Zlag(wwwl)ﬁdw) <\/i2_7r|D|1/2.

leZ

2
> [p(w + 271)|dw

leZ

> dug(- —n)

nel

Por outro lado, pelo Lema 5.1, temos que

21
D] = [lxol| = / S dpe e
0

2

dw = 27TZ b, |?.

nez neL
Logo, |D['/2 = v/2r (5,5 |dal?) %, e
1/2
neL neZ

o que nao satisfaz a defini¢do de sequéncias de Riesz. Logo, é necessario que |C| =
|D| = 0. Isso significa que, em quase todos os pontos,

A2 A B?
< o) < —

o que conclui prova a proposicao. O

Observagao 5.1. O Lema 4.1 decorre imediatamente desta proposi¢ao. Isto se dd
devido ao fato de que, se {¢on}nez € uma base ortonormal para um espago, entdao
{Pon}tnez € uma base de Riesz para este espago, com constantes A= B = 1.

Agora, seja ¢ € L*(R) e {¢(- —n) }nez uma base de Riesz para um espago vetorial
V', com constantes A e B. Vamos mostrar como encontrar uma base ortonormal para
V' a partir de ¢.

Pela Proposicao 5.1, temos que

A g
—_— fi 2 —_—
7 < (;w(wm)l ) ST

em quase todos os pontos. Nesse caso, podemos concluir que

0() 1
p\W) = N 173
Vo (Lies 9l + 271)2)
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estd definida em quase todos os pontos. Para evitar indeterminacoes, vamos definir
0s(w) = & nos pontos em que (5.2) nao vale. Defina v(w) a partir de 4 = ¢ - 0.
Ainda pela Proposicao 5.1, temos que 6, ¢ limitada em moédulo, e como ¢,q3 € L*(R)
por hipotese, entao 4 € L*(R), e consequentemente v € L*(R). Além disso, como 6,
é 2m-periodica, podemos encontrar duas sequéncias (a,)nez, (bn)nez € 1*(Z), tais que

) 1 )
Op(w) = > a,e™ e — = b,e” "
2 ERpY
em quase todos os pontos. Entao, temos
Hw) =D ane ™ ow) e dw) =Y be (W),
nez nez

donde, a partir das propriedades da transformada de Fourier, segue que

v(z) = Z%%,n(@ e ¢o(x) = an%,n(x).

neL nez

Isso nos permite concluir que

v € span{pon :n €L} e ¢ € span{yo,:n € ZL}. (5.4)

Além disso, podemos observar que, em quase todos os pontos,

> Alw+2m)P =) ( 9lw + 2m) ) = % (5.5)

lez ez \ 272 yep |P(w + 27l [2

o que, pelo Lema 4.1, implica que {7y, : n € Z} ¢ um sistema ortonormal.

Entao, de (5.4) e (5.5), podemos concluir que {7o,, : n € Z} ¢ uma base ortonormal
para V.

Assim, podemos relaxar as condicoes de uma ARM para as seguintes condigoes:

Defini¢ao 5.2. Dizemos que uma sequéncia (V;);cz de espagos fechados de L*(R)
formam uma anéalise de resolucao em escalas miiltiplas se essa sequéncia satisfaz as
seguintes condigoes:

(i) Vipn CV;,Vj € Z;
(i) Mjez Vi = {0}
(iii) Ujez Vi = LA(R);
(iv) f(z) € V; & f(2z) € Vi;
(v

(vi) Existe ¢ € Vj tal que {¢o}rez ¢ uma base de Riesz para V4.

)
) f
) f(z) € Vo & f(x—k) € VoVk € Z;
)
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5.3 Construindo uma ARM a partir de uma base de
Riesz

Como visto na se¢ao anterior, podemos relaxar as condi¢oes para que uma sequén-
cia de subespagos (V;);ez € L*(R) forme uma ARM; nesse caso, mostramos que po-
demos abandonar a condicao

“existe ¢ € Vi tal que {p(- — n)tnez seja uma base ortonormal de VY,
e exigir somente que
“existe ¢ € Vi tal que {¢(- — n)}nez seja uma base de Riesz para Vy”.

Entretanto, com algumas condi¢oes adicionais, é possivel construir uma ARM a partir
de uma sequéncia de Riesz em L?(R). O objetivo dessa se¢ao ¢ demonstrar o seguinte
teorema.

Teorema 5.1. Suponha que uma fungio ¢ € L*(R) satisfaga as sequintes condigoes:
(i) {#(- —n) :n € Z} seja uma sequéncia de Riesz em L*(R).

(i) Eziste uma sequéncia (ax)rez € 1*(Z) tal que ¢(x) = >, cp ard(2z — k), com a
convergéncia da série entendida em L*(R).

~

(iii) ¢p(w) € continua em 0, e G(0) # 0, isto ¢, [ o(x)dx # 0.
Entdo, os subespagos
Vi = span{2=12¢(277 - —k) }rez = span{d; i }rez

formam uma ARM em L*(R).

Vamos entao enunciar e demonstrar resultados que serao essenciais na demonstra-
¢ao desse teorema, a partir das hipoteses propostas em seu enunciado.

Proposigao 5.2. Seja ¢ € L*(R) tal que a condigio (i) do Teorema 5.1 seja vdlida, e
considere V; = span{¢; i }kez. Existem constantes 0 < A < B tais que {¢(- — n) }nez
¢ uma base de Riesz para Vy, com constantes A e B. Além disso, para qualquer j € 7Z,

o conjunto {¢;r : k € Z} € uma base de Riesz para V; com as mesmas constantes A
e B.

Demonstragiao. Com efeito, existem constantes 0 < A < B tais que {¢(- — n)}nez
seja uma sequéncia de Riesz com constantes A e B. Pela definicao de V), segue que
{é(- — 1) }nez € uma base de Riesz para Vj.

Observe agora que, para todo j € Z, temos que

zzzan¢xn j{:ané('_'n)

nez nel

Y
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uma vez que, fazendo a mudanca de variaveis u = 277z, obtemos

2 2

Z angbjm == / Z Clnz_j/2¢(2_jl’ — n) dx
nez 0 |nez
- 2
- / Z and(2772 —n)| 277dx
X |nez
= / Zan¢u—n Zangb —n)
X |nez nez

Logo, {¢jn» : n € Z} também é uma sequéncia de Riesz com constantes A e B, e pela
definicao de V;, {¢;, : n € Z} é uma base de Riesz para V. O

Definicao 5.3. Dizemos que duas familias indexadas de vetores F e ' em um espago
de Hilbert H formam um sistema biortonormal se

<Ui,Uj> = 5i,j7
onde v; € E,v; € F.

Teorema 5.2. Seja H um espago de Hilbert, e (,)nez uma base de Riesz em H,
com constantes A e B. Entao, eziste (x})necz de forma que (x,) e (z}) formem um
sistema biortonormal. Além disso, (z7) pode ser escolhido de forma a ser uma base
de Riesz para H.

Demonstragao. Considere I : [*(Z) — H um operador linear tal que
an nEZ Z Ap .
nez

Observe que, como {x, },ez € uma base de Riesz para H, o operador esta bem-definido
(no sentido de que, quando aplicado em uma sequéncia de [?(Z), o operador de fato
leva em um elemento de span{z,}nez, = H, pois a série converge em L?(R)). Vamos
agora fazer algumas afirmagoes sobre o operador I, provando-as usando o fato de que
(,) é uma base de Riesz para H:

e [ ¢ injetivo. Com efeito, se z,y € I?(Z),x # y, segue que
0 < Allz —ylle@) < [z =yl = 1(z) = I(y)||x,
logo, I(x) # I(y), e I & injetivo.
e [ é sobrejetivo. De fato, se v =) _, v,r, € H, temos que

1/2
Al|(vn)nezllp@) = A (Z Ivn|2> < ol

nez

logo, (v,) € I*(Z) e I((v,)) = v, logo, I é sobrejetivo.
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e [,I7! sao continuos. Seja (z,,) uma sequéncia em [*(Z), tal que (z,) — x €
I12(Z). Temos entao que

1 (2n) = 1(@)[ |3 = [H (20 = @)[|3 < Bl — 2ll2@);

como ||z, — x||;2(z) — 0, segue que ||I(z,) — I(z)||y também converge para 0, e
portanto I é continuo. Construindo um raciocinio analogo para I~!, e usando
a outra desigualdade na definicao de sequéncia de Riesz, concluimos entao que
I, 17! sao continuos.

Isso tudo se resume em uma afirmacao, a qual acabamos de provar: I é um
isomorfismo. Segue que o adjunto de 1!, isto é, o operador (I!)*, também ¢ um
isomorfismo de [?(Z) sobre H. Considere e,, € [*(Z), com e,; = 8, . Defina

wy, = (1) (en).
Observe que
(@n 2m)y = (T (en), I(em) gy = (ens (™) (€m))) o) = (€ns €m)iz(zy = Onms

logo, (Zn)nez € (2))nez formam um sistema biortogonal. Vamos agora mostar que
{z}}nez € uma base de Riesz para H. Com efeito, como (I')* é um isomorfismo,
temos que H = span{z} : n € Z}. Além disso, pela teoria de operadores lineares, as
normas dos operadores I* e (I7!)* estdo bem-definidas de acordo com a Definigao
2.4. Vale também que, se a = (a,)nez € I*(Z), entao

E anxy

neZ

1/2
=17 @)l < NI Nallee = 1717 (Z\an\2> :

H

e temos também que

1/2
s = (o) = | (S| <0 |

neL nes 12(7) nez H

Concluimos entao que
| 1/2 1/2
(i) <[] <0 (Sar)

nez nez nez

logo, (2} )nez €, de fato, uma base de Riesz para H. O]

Corolario 5.1. Seja (z,)nez uma base de Riesz em H. Entao, existem constantes C
e D, tais que

1/2
Ol < <Z|<xn,x> I2> < D|lzl],

ne”

qualquer que seja x € H.
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Demonstragao. Sejax € H, e (x)nez uma base de Riesz para ‘H, conforme construida
no Teorema 5.2. Entao, podemos escrever

xr = E anT;,
nez

onde (ay)nez € [*(Z), e obter

Z|(x,xn> ? = Z <Zamx;,xn>

nez ne”L meZ
2
= Jal* (5.6)

= Z Zam (T Tn)

neZ |\meZ

2

Além disso, como (x}),ecz também é uma base de Riesz para H, existem constantes
0 < A < B, tais que

1/2
A <Zlanl2> < |Jaf| =

neL

g anT,

ne”L

1/2
<B (Z |an|2> : (5.7)

ne”L

De (5.6) e (5.7), segue que

1/2
B7|z|| < <Z|<xmx> !2) < A7),

nez
Fazendo C' = B~!, D = A~!, concluimos a demonstracao do corolario. O

Observacgao 5.2. Observe que, pela teoria dos operadores lineares, as constantes que
tornam (x,)nez uma base de Riesz para H no Teorema 5.2 podem ser obtidas a partir
das normas dos operadores I e I™*. Assim, como ||I*|| = ||I|| e |[(I7Y)*]| = [|IT7Y]], as
constantes que tornam (x})nez wma base de Riesz para H também estao associadas as
normas dos operadores I e I™*. Ao considerarmos os espagos V; definidos no Teorema
5.1, pela Proposi¢ao 5.2 obtemos enfim que, se (f;)jez € uma sequéncia de elementos
em L*(R), tal que f; € V;, entdo existem constantes C' e D tais que

1/2
ClIfll < <Z|<fja¢j,k> I2> < D|[f;l]-

keZ

Em particular, se f € um elemento comum a todos os V;, entao ewistem constantes
C e D tais que, para qualquer j € Z, temos as desigualdades

1/2
ClIf]l < (ZIU‘", Djik) \2> < DI[fl]-

kEZ

Vamos agora enunciar duas proposi¢oes que garantem algumas condi¢oes neces-
sarias para que a sequéncia de subespagos (V;) definida no Teorema 5.1 seja ARM.
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Proposigao 5.3. Seja ¢ € L*(R) satisfazendo a condigao (i) do Teorema 5.1 e os
espagos V; definidos também no Teorema 5.1. Entdo, para cada f € L*(R), vale

lim P;f =0,

j—o0
onde P;f € a projecao de f no espaco V;.

Demonstragao. Note que somente precisamos mostrar que lim;_, ||Pjg|| = 0 para as
fungoes g de suporte compacto. Com efeito, seja f € L*(R), e ¢ > 0. Entao, existe
g € L*(R) com suporte compacto tal que ||f — g|| < €, logo,

WA =15 (f = g+ 9l < 1Pyl + [[25(F = 9l < |[P3gll + 11 = gll < [[Pigll + e,

e, a0 tomarmos o limite, obtemos

limsup ||P; f|| < e+ hm | P9l =€,

j—00

donde segue que lim; o P;f = 0.
Seja g uma funcao de suporte compacto, e R > 0 tal que suppg C [—R, R]. Pela
Observagao 5.2, segue que existe uma constante C' > 0 tal que, para todo j € Z,

C2|| g||2<2| ]ga¢]k 2:Z|<97Pj¢jk Z| ¢jk )

k€EZ kEZ kEZ

uma vez que a projecao ¢ um operador auto-adjunto, e que Pj¢; ;. = ¢; 1, para qualquer
k € Z. Usando o fato de que supp g C [—R, R], temos que

C*l1Pgl? <Y 19 xi-mm - din) -

keZ

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, e fazendo a mudanca de variaveis u = 277t —k,
obtemos enfim que

Yo gxerm -G < Y gl lIXi-rom - G5l

kEZ keZ

= gl Z/ o277t — k)P2idt
keZ
27Rk

B> ).

kez V27 R ’f

Defina agora U; := —277R — k,277R — k|. Observe que, como R é constante

J kEZ ) ) )
podemos tomar j suficientemente grande para que essa uniao se torne disjunta; para
esses valores, podemos entao escrever

Iy [

kez Y —277R—

27Rk

wPdu =gl [ o, (w)lota) d
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Observe que, como ¢ € L*(R), entdo |¢(u)|* é integravel. Além disso, xy, — 0 em
quase todos os pontos, quando j — oco. Aplicando entao o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, obtemos

lim || / vo, ()] () P = 0,
j—o0 o

E necessario, portanto, que lim; ., || P;g|| = 0. O

Corolério 5.2. Seja ¢ € L*(R) satisfazendo a condigao (i) do Teorema 5.1 e os
espagos V; definidos também no Teorema 5.1. Entdo, (;c;, V; = {0}.

Demonstracao. Seja f € ﬂjez V;. Entao, P;f = f para qualquer j € Z, elim; .o P;f =
lim; ., f = f. Por outro lado, pela Proposicao 5.3, temos que lim;_,o, P;f = 0. Segue
que f=0. O

Proposigao 5.4. Seja ¢ € L*(R) satisfazendo as condigoes (i) e (iii) do Teorema
5.1 e considere os subespagos V; definidos também no Teorema 5.1. Entao, se f L
Ujez Vi, temos que f = 0.

Demonstragao. Seja f L U].GZ Viee>0. Sejag € L*(R) tal que g = f—x[_R,R] para
algum R > 0, de forma que ||f — g|| < e. Entao, se P; é a projecao em Vj, temos que
P;f =0V j € Z, portanto,

1Pigll = 1P (g = f + DI < UBfII+ 1B (f =9l < MIf —gll < (5-8)

qualquer que seja j € Z. Ainda pela Observacao 5.2, existem constantes 0 < C' < D
tais que

1/2
ClIP, g|l<<Z| Pig, k) |> < D||P;gl.

keZ

Elevando essas desigualdades ao quadrado, e usando o fato de que a projecao é um
operador auto-adjunto, segue que

1Pl = D72 [{Pig.dyi) [P = D72 " (g, Py I

kEZ keZ
2
= DY e =D S| [ aitalele
keZ kEZ
= D) / .29/ Zk2jw¢(27w)dw2 (5.9)
keZ

Considere j suficientemente negativo, de forma que

suppg C [-R,R] C [-2797,277].
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Entao, o sistema

2j/26—ik2jw
I 5.10
{ 27 }keZ ( )

¢ uma base ortonormal para L*([—2777,277]), e segue que

> 2=
/ ( )(5(2]w)2]/2 k27 “dw —/ ( )(5(2]0.))2]/2 k27 @ dw

— 00 -2

277w 2j/26—i(—k)2jw —
= / ‘ T V 27T§(w)¢(23w)dw = C_g,
—27IT1

de forma que ¢ ¢ o k-ésimo coeficiente de Fourier da funcio v/2mg(w)d(29w), no
intervalo [—2777,277x], com relagdo ao sistema em (5.10). Continuando entao o
raciocinio em (5.9), obtemos enfim que

Vorg(w)g(@w)| du

2=
1Pl > D2 et = D2 / |
—27 I

keZ
2T

= 5 [ 1aE 16 P (5.11)

Por hipétese, ¢ é continua em 0, entao é(?j w) converge uniformemente para é(O) em
[—R, R] quando j — —o0, isto é,

Ve >0,3j, € Ztal que j < jo = |o(27x) — $(0)| < €,z € [-R, R].
Assim, como |§(w)|? é integravel, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue, e combinando, enfim, as desigualdades em (5.8) e em (5.11),
obtemos que

=IOl

€2 > lim su 2>
s oop|| gl > D2

Como, por hipotese, é(O) £ 0, segue que

De
gl € ——=—-
V21|90

Por outro lado, como ||f — g|| < €, pela desigualdade triangular temos que

De
Il < e+1lgll < €+—A|7Ve > 0,

V27[$(0)
ou seja, || f|| =0, o que conclui a demonstragao. O

Corolario 5.3. Seja ¢ € L*(R) satisfazendo as condigoes (i) e (iii) do Teorema 5.1 e
considere os subespagos V; definidos também no Teorema 5.1. Entao UjeZ V; € denso
em L*(R).
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Demonstracao. Pelas propriedades dos espacgos de Hilbert, segue que, se H é um

espaco de Hilbert e A é um subsepaco qualquer de H, entao at = At e se A for
fechado, H = A @& A+. Segue entdo, pela Proposicao 5.4 que

L®R) =V, @ (UW)LW,

JET JEL JEZ

portanto, (J,., V; € denso em L*(R). O

Vamos, enfim, demonstrar o Teorema 5.1. Com efeito, seja ¢ € L*(R) uma fungao

satisfazendo as condigoes (i), (i) e (iii) do Teorema 5.1. Vamos mostrar que valem

cada uma das propriedades necessarias para que a sequéncia de subespagos (V});ez
de L*(R), definida no Teorema 5.1, seja, de fato, uma ARM.

Observe que, pela condicao (i¢), temos que V41 C V;,Vj € Z. Além disso, pelos
Corolérios 5.2 e 5.3, segue que

Vi=1{0}, e JV; = L2(R).
JEZ JEL
As definicoes de 1 e V; asseguram que
flz) eV, & f(22) €

e também que
flx) eVoe flzr—k) e Vo,Vk € Z.

A condigao (i) assegura, junto a definigdo de Vp, que {&(- — n)},ez € uma base de
Riesz para Vj. Isso conclui que a sequéncia de subespagos (V;);ez forma, de fato, uma

ARM para L*(R).
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Capitulo 6

Wayvelets de suporte compacto: as
wavelets de Daubechies

Neste capitulo, exporemos todas as ferramentas necessarias para demonstrar que
é possivel construir wavelets com suportes compactos a partir de um filtro mg. Como
objetivo, construiremos as wavelets de Daubechies. Dado um N € Z positivo, a
wavelet de Daubechies de ordem N possui suporte compacto e todos os seus momentos
até a ordem N — 1 sao nulos. Um exemplo inicial com N =1 é a ja conhecida wavelet
de Haar. A existéncia destas wavelets sera demonstrada usando o conceito de ARM,
e tendo em vista a equagao (4.12), um método para obter uma wavelet ¢ com suporte
compacto é encontrar uma funcao escala ¢ que possua suporte compacto.

6.1 Introducao

Vamos tentar construir uma funcao escala ¢ a partir do filtro mgy. Queremos, nesse
caso, que myg satisfaga as seguintes condigoes:

mo € C* e é 27-periodica. (6.1)
Imo(w)? + [mo(w + 7) > = 1. (6.2)
mo(0) = 1. (6.3)

A necessidade das condigoes (6.2) e (6.3) vem do Lema 4.2 e da equagao

B(w) = mo(w/2)d(w/2),

dada em (4.3). Vimos, no Lema 4.2, que a condicao (6.2) deve ocorrer em quase todos
os pontos, entretanto, supondo my € C!, é necessario que (6.2) ocorra, de fato, em
todos os pontos. Observe que
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~ ~

Sw) = mo(w/2)d(w/2) = mo(w/2)mo(w/4)p(w/4)
Hmo (w/27)d(w/2")
= I, (w) - gb(w/Z")

A partir da condic¢ao (6.1), podemos concluir que mg possui derivada continua e
peri6dica, portanto, limitada. Por outro lado, a condi¢ao (6.2) implica imediatamente
que |mg(w)| < 1. Podemos escrever entao

1 (w) = T ()] [ (w) - (mo(w/2"") = 1)]

< [mo(w/2") —mo(0)]
< Imglloo(w/2"H),

onde usamos Desigualdade do valor médio. Procedendo (por indugao), temos que

M (@) = Mn(@)] = [Hn(w) - ( 11 mo(w/2j)—1>

Jj=n+1

n+m n+m
= |, (w) - ( H mo(w/27) — H mo(w/27)

j=n+1 j=n+2
n+m .
+ H mo(w/27) — -+ + mo(w/2"t™) — m0(0)> '
j=n+2
n+m '
< [lmolfo - ( > |2_Jw!>
j=n+1
n+m .
= [|mp|loo|w] ( > 2‘j> < |Imglfoo|w/2"|.
j=n+1

Isso significa que a sequéncia (I1,,),en € de Cauchy, e converge uniformemente em
conjuntos compactos. Assim, podemos escrever

= (H m0(2jw)) - $(0). (6.4)
j=1
Conforme visto na equagao (4.2), podemos escrever

—ikw
= E hke s

keZ

hk:\/_ ¢¢1k / ¢ 295—)
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Entretanto, se ¢ possuir suporte compacto, entao somente um ntmero finito de hy
serdao nao-nulos. Logo, mg(w) deve ser um polindmio trigonométrico.

Queremos ainda que {¢(- — k) }rez seja um sistema ortonormal; conforme visto no
Lema 4.1, uma condicao suficiente para isso é que

S I+ 2m) = -, (65
leZ

em todos os pontos. Tendo isso objetivo, usaremos a seguinte proposicao.

Proposicao 6.1. Seja mgy € uma fungao satisfazendo as condigoes (6.1) - (6.3), e ¢
uma fungao dada pela regra em (6.4). Se (6.5) acontece em todos os pontos, entio
para k € 7 wvale

1
- o | 5 sek=0,
[P(2km)|" = { 0, sek#0.
Demonstracao. Pelas condigdes (6.2) e (6.3), segue que mo(mw) = 0. Como mg ¢é

2m-periddica, segue que mo(km) = 0 se k é impar.
Seja k € Z,k # 0. Entao k pode ser escrito da forma 2Pq, com ¢ impar. Logo, o
produtoério

H mo(2km277)
=1

contém a parcela mg(pm), que é 0, uma vez que p é impar. Isso significa que $(2k7r) =0
se k # 0. Vamos agora provar que a proposicao é valida quando k£ = 0. Uma vez que
(6.5) acontece em todos os pontos, podemos concluir que, quando w = 0, vale

. N - 1
2 _ 2 _ 2 _ L
D 1w+ 2nh)P =Y [o@m) = B0)° = o,
lez leZ
o que conclui a demonstracao. O

Observacao 6.1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que QB(O) = \/%7 Logo,
a construgao em (6.4) se torna

. 1 — _
P(w) = Egmo(tﬂ )- (6.6)

Usaremos essa formula a partir da proxima secao.

6.2 Construindo uma ARM a partir de m,

Provemos, inicialmente, que ¢ definida por (6.6) esta em L?(R) a partir do seguinte
resultado.

Proposicao 6.2. Seja mg uma fungao satisfazendo as condigoes (6.1) - (6.3). Entao,
a fungdo ¢ definida por (6.6) estd em L*(R) e ||¢||s < 1.
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Demonstragio. Sejam n > 1 e I, (w) = \/%71_[?21 mo(279w). Note que II,, é uma
funcao 2" r-periddica. Entao, quando n > 1, podemos escrever

2n on+ln
I, = / |Hn(w)|2dw:/ 1L (o) Pl
—2ng 0
2" on+ln
_ / |Hn(w)|2dw—|—/ T, () ?de
0 2

_ /0 (I (@) + [T + 2°7) 2) doo
= /0 W!Hn—l(W)IQ(\mo(T"w)!%r!mo(27”w+ﬂ)!2)dw

2™
_ / T, (w)[2dew = T, 1.
0

Repetindo esse argumento, obtemos

1 27 ) 1 27 )
I,=I1 = o Imo(w/2)|*dw = - |mo(w)|“dw
0 0

= [ (e o+ oo+ ) o = [0 =1,

Uma vez que |IL,(w)|? = |$(w)[?, podemos aplicar o Lema de Fatou a sequéncia
(IL,, - X[—2nx2nx]) € Obter entao

2"

/ |6(w)[?dw < lim inf/ 1L, (w)|*dw = lim inf I,, = 1.
R n—oo

onr n—oo

Logo, [|9]3 = [|9][3 < 1 ¢ ¢ € L*(R). -

Lembremos que, para construir uma ARM a partir de ¢, é necessério que o con-
junto {¢(- — k)}rez seja um sistema ortonormal; entretanto, somente as condigoes
(6.1) - (6.3) ndo sao suficientes para que isso aconteca para ¢ definida a partir de
(6.6). Podemos ver isso a partir do exemplo a seguir.

Exemplo 6.1. Seja mg : R — R, dada por mg(w) = (1 + ¢)/2. E facil ver que mq
¢ 2r-periodica e de classe C'. Além disso, mg(0) = (1+¢%)/2 = 1. Nos resta mostrar
que my satisfaz & condigao (6.2). Para isso, vamos usar as propriedades dos niumeros
complexos a seguir:

o [2f? =27
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Com efeito, temos que

1 + ei?)w 1 + efi?)w 1 + 61’30.} + 671'30.) + 1
’mo(W)|2 — ( )( ) — ( )
4 4
(24 cos 3w +isen 3w+ cos 3w —isen3dw) 14 cos 3w
N 4 N 2 '

Logo, obtemos entao que

1+cos 3w 1+ cos(3w+ 3T
[mo(w)[* + [mo(w + m)|* = 2 * (2 ) L,
uma vez que cos (3w +3m) = cos (3w + ) = — cos (3w). Vamos agora obter ¢ a partir

da formula (6.6). Primeiramente, observe que

=€ —_—

=2 cos 0/2,

2 2
ou seja,
1 = oo :
I, (w) = T Heﬂ 73012 o5 (277 - 3w /2)
j=1
1 T i277-3w/2 - —j
= —l_IeZ @ Hcos(2 7. 3w/2)
V2T iy ey
1
= _%Hn,l(w) . Hn’g(w»
Note que, uma vez que sen 260 = 2 cos fsen #, podemos escrever cos 0 = %, obtendo,
por fim,
0 2(W):ﬁ sen (277 - 3w/2) sen 3w/2 ~ sen3w/2 27" 3w/2

2sen (277 - 3w/2)  27sen (27" -3w/2)  3w/2  sen (27" - 3w/2)’

7j=1
que, quando n — 0o, converge para sen (3w/2)/(3w/2). Por outro lado,

L1 (w) = e 22782,

i3w/2

que, quando n — 0o, converge para e . Logo,

- 1 sen 3w/2
= lim [0, (w) = ——e™w/2. 2202

1 )2 oi3w/2 _ p—idw/2 1 e 1

V2 2 - 3w/2 Vor 3w

Com isso, obtemos que ¢(z) = %X[—S,O)(I)- E facil ver que translacdes por inteiros de

¢ nao sao sempre ortogonais entre si. Logo, apenas as condigdes (6.1) - (6.3) ndo sao
suficientes para que {¢(- — k) }rez seja um sistema ortonormal em L?(R).

o4



Observagao 6.2. Observe que esses cdlculos nao valem para o conjunto
{w €R:sen (27" 3w/2) =0, para algum n € N} .
Entretanto, como esse conjunto possut medida nula, podemos concluir
3w
- e —1
W)= —
o) V2midw

em quase todos os pontos. Podemos estender essa definicao para para todo w € R,

definindo, em particular, $(0) = 1/v/27.

Vamos mostrar que uma condigao suficiente para que {¢(- —k) }rez seja um sistema
ortonormal, com ¢ construida a partir de (6.6), é que

mo(w) # 0, Vw € [—7/2,7/2]. (6.7)

Lema 6.1. Se mg € um polinémio trigonométrico satisfazendo as condigoes (6.1) -
(6.9) e ¢ € definida por (6.6), entio ¢ é uma fungao de suporte compacto em L*(R)
e

> ld(w + 2rl)|* = G(w) (6.8)

leZ
€ um polinéomio trigonométrico.

Demonstragao. Seja mg um polindmio trigonométrico da forma

M
mo(w) = Z hye~ ke,
k=—M

satisfazendo as condigdes (6.1) - (6.3). Observe que

M
k=—M

Assim, podemos aplicar o Teorema 2.15 para concluir que ¢ é uma func¢ao de suporte
compacto em L*(R).
Como ¢ € L*(R), temos que

Gw) = |p(w + 2x1)|”

lEZ

¢ 2m-periddica e estd em L'([0,27)). Podemos tomar a série de Fourier de G(w), e
escrever G(w) = > oo cxe ™" Pela defini¢do dos ¢, obtemos

1 2 ] 1 2(H—1)7r R ]
G = — G(w)e ™ dw = —Z/ |p(w)|?e*“dw
2

27 Jo 2m 17 Join
- = ) = = A Rl
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visto que a transformada de Fourier preserva produto interno. Entretanto, ¢ possui
suporte compacto. Isso significa que apenas um nimero finito dos coeficientes ¢, sao
nao-nulos. Logo, G(w) é um polinémio trigonométrico, o que conclui a demonstragao.

O

Teorema 6.1. Seja my um polindémio trigonométrico satisfazendo as condigoes (6.1)
- (6.3). Suponha que my(w) # 0, Vw € [—7/2,7/2]. Se ¢ € definido por (6.6), entio

{6(- — k) }rez € um sistema ortonormal.

Demonstragdo. S6 precisamos mostrar que G(w) = 5= em [—, 7], onde G(w) ¢ defi-
nida em (6.8). Vamos mostrar inicialmente que
G(2w) = [mo(w)|*G(w) + [mo(w + )[*G(w + 7). (6.9)

Separando o somatorio de define G(w) em termos pares e impares, obtemos

G2w) = Y 162w +aD))P = Imo(w +l)[*|¢(w + xD) |

leZ €Z
= Y |mo(w + 2nl)*|p(w + 271)|”
lEZ
+ > mo(w + (20 + 1)) Plg(w + (21 + 1))
lEZL
= > Imo@)lé(w + 27D + Y Imo(w + m)*|(w + (21 + 1)) ?
leZ leZ

= |mo()"G(w) + [mo(w + ) |*G(w + ).

O Lema 6.1 garante que G é um polinémio trigonométrico, em particular, G
é continua. Por outro lado, pela sua defini¢ao, fica claro que G assume somente
valores reais. Assim, podemos tomar m = minge_»-G(w) e wy € [—, 7|, tal que
G(wp) = m. Vamos mostrar que, nesse caso, G(wy/2) = m. Com efeito, pela defini¢ao
de wy, podemos afirmar que wy/2 € [—m/2,7/2]. Logo, pela hipotese, mg(wo/2) # 0.
Pela igualdade em (6.9), segue que

m = G(wo) = [mo(wo/2)[*G(wo/2) + [mo(wo/2 + m)[?G(wo/2 + 7).

Observe que, como G é 2m-periddica, entdo G(wy/2 + ) = G(wy/2 — 7). Sob a
hipotese de wg > 0, temos que wy/2 — 7 € [—m, w]. Caso ocorra que wy < 0, temos
que wo/2 + 7 € [—m, w|. Portanto, em ambos os casos, temos que G(wy/2 + m) > m.
Assim, chegamos em

m = G(wo) > [mo(wo/2)[*G(wo/2) + [mo(wo/2 + m)[m.
Suponha que G(wp/2) > m. Como mg(wy/2) # 0, temos que

m = G(wo) > [mo(wo/2)[*m + [mo(wo/2 + m)|*m = m,
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pela condigao (6.2). Assim, chegamos em um absurdo e segue que G(wy/2) = m.
Repetindo esse processo, obtemos entao

G(277wy) = m,para j =0,1,2,3,...,

o que, pela continuidade de G, implica que m = G(0) = 1/27.
Observe que, pela Proposigao (6.2) e pela defini¢ao de G, segue que

/ Glw)dw = |93 < 1.

—Tr

Entretanto, como G(w) > 1/2m e G ¢ continua, ¢ necessario que G(w) = 5= em
[—7, 7], 0 que conclui a demonstragao. ]

Agora vamos construir a ARM associado ao polinémio trigonométrico myg, sob as
condigbes (6.1) - (6.3) e (6.7). Seja

V}' = span{(bj,k}keZ,

com ¢ dada por (6.6). Entao, pelo Teorema 6.1, temos que {¢(- — k)}rez € um
sistema ortonormal em L?(R), em particular, ¢ um sistema de Riesz com constantes
A= B=1. A construcao de ¢ garante que ¢(w) = mo(w/2)d(w/2) e, como mg é um
polinémio trigonométrico, a inversa da transformada de Fourier de ¢ ¢

o) =Y ard(2x — k).

kEZ

Note que, na soma acima, existe apenas um numero finito de parcelas. Ainda pela
definicio de ¢, segue que ¢(0) = (v/27)~! # 0. Além disso, como ¢ ¢ uma funcio em
L2(R) com suporte compacto, ¢ esta em L'(R). Segue entao que ¢ ¢ continua em todos
os pontos, em particular, é continua em (0. Com isso, temos que todas as hipoteses do
Teorema 5.1 sdo cumpridas, e consequentemente, a sequéncia de subespacos (V;);ez
forma uma ARM. Com isso, concluimos essa secao.

Observacgao 6.3. Conforme visto na Segao 4.3, podemos tomar a wavelet 1 satisfa-
zendo a

~

P(w) = e“Pmg(w/2 + m)p(w/2).
Como my(0) = 1, pela condicio (6.2) seque que mo(w) = 0, logo, ¥(0) = 0. Mas

onde os coeficientes gy, estio definidos em (4.12). Logo, como ¢(0) = \/%7, seque que

ng = 0.

kEZ

Este fato serd importante no Capitulo 8.
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6.3 Encontrando candidatos a m,

Ainda temos que construir o filtro mg satisfazendo as propriedades usadas ante-
riormente. O caminho que seguiremos nessa secio serd construir g(w) = |mg(w)]? e a
partir de g obter mg. Para isso, queremos encontrar uma funcao g tal que

g(w)+glw+m) =1,Vw € R, (6.10)
g(0) = 1, (6.11)
gw)>0VweR, eg(w)>0Vw e [—7/2,7/2]. (6.12)

Observe que, pela condigao (6.10), obtemos que g é 2m-periddica. Uma fungao satis-
fazendo a essas condigoes é

X{—m/2 X{r/2
g(w) = Z [—{ 2/ ) + X(=n/2,5/2) T {2/ ! (w + 2km).
k€EZ

O objetivo, como exemplo inicial, serd construir uma versao mais suave dessa funcao,
a partir de um polinémio trigonométrico. Para k = 0,1, 2... defina ¢; por

.t .—/ (sent)?*1dt.
0

Notemos que ¢ é positivo, para qualquer k£ € N. Seja

g(w)=1- ck./ (sent)*+1dt.
0
Observe que

gr(W) + g(w + )
= 2— ck/ (sent)***tdt — ck/ (sen t)***1dt
0 0

w W+
= 2-— ck/ (sen t)?dt — ck/ (sent)?dt — / (sen t)?*1dt
0 0 us
= 1- ck/ (sent) 2k“dt ck/ (sent 2kJ“ldt =1,
0
pois sen (t + 7) = —sent, logo

w w+T
ck/ (sent)**1dt = —ck/ (sent)*+1dt.
0 T

Temos também que g(0) = 1. Além disso, notemos que, se w € [—m/2,7/2], vale

/ (sent)?Ldt
0

Pela defini¢cao dos ¢, claramente g > 0 em [—7,7]. Como g é 2m-periddica, segue
que g > 0. Logo, g satisfaz as condigoes (6.10) - (6.12).

<t = gw) >0,
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Exemplo 6.2. (Caso k = 0) Como fow sentdt = —cos w+ 1, segue que ¢;' =2 e

1—Cosw_1+cosw_e +1
2 N 2 42

go(w) =1
Sabendo que (1 + €™)(1 + e ™) = 2+ 2 cos w, concluimos entao que

14e”
2

mo(w)

satisfaz a |mg(w)[* = g(w).

Escrevendo senw = %(ei‘“ — e ™), podemos ver que gx(w) é um polindmio trigo-
nométrico de grau 2k + 1. No caso k = 0, encontramos com facilidade um filtro my
tal que |mg(w)|* = g(w). Entretanto, no caso geral, a existéncia de my ¢ garantida
pelo resultado a seguir.

Lema 6.2. (Lema de Fejér-Riesz) Seja

M
g(w): Z akeikw
k=—M

um polinémio trigonométrico de grau M, tal que g(w) > 0V w € R. Entdo, existe um
polindmio trigonométrico

M
mo(w) = Z bre™
k=0
tal que [mo(w)[* = g(w).

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, podemos assumir g(w) > 0. O caso geral
reduz-se a esse ao considerarmos g(w) + € e tomarmos o limite quando € — 0.
Como g(w) > 0, é necessario que

ou seja, ap = a_j. Considere o polindbmio P : C — C, dado por

M

k+M 2M 2M—1
P(Z) = E agz * =ayz™" tap-12 + -t a_py412 +ay.
k=—M

Note que
P(z) = 2*MP(1/7). (6.13)

Isso se deve ao fato de que




pois a; = a_j. Observe que, como assumimos g > 0, os pontos sob o circulo unitario
nao podem ser raizes de P, pois

P(e™) = e™Mg(w) > 0.
Além disso, 0 também nao pode ser uma raiz de P, uma vez que P(0) = a_p # 0
(pois g tem grau M). Isso mostra que, pela relagao (6.13), se os pontos 21, - -+ , 2, s80

as raizes de P dentro do circulo unitario, os pontos 1/z7, - ,1/Z, sdo as raizes de P
fora do circulo unitario, respeitando as respectivas multiplicidades. Segue entao que

P(z) = ay [ [(z = 2)™*(z = 1/z)"™,

chegamos em

P(z) = au ﬁ(z—zk)’"k (Z—k_ %)m <z%

)
- ([T (5-2) ") (1)

n 1 T
C M kl_[l(z —z)"* (; — z_k> :

Fazendo z = ™. w € R, na expressao acima, temos
) b )

g<w) _ e—z’MwP(eiw) _ CH(ez’w _ Zk)Tk (efiw . Z—k)T‘k =
k=1

n

e - zw] .

k=1

Como g(w) > 0, segue que C' > 0. Consequentemente, se escrevermos
n
mo(w) = VO [J(e* = z)™,
k=1

obtemos que |my|? = g, o que conclui a demonstracao. ]

Observacao 6.4. No caso em que as raizes zp sao todas reais, podemos usar também

mo(w) = VO T, (67 — )",
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6.4 Wavelets de Daubechies

A construcao das wavelets de Daubechies se da a partir da escolha de mg. Dado
um N € N positivo, definimos inicialmente o polindémio

PN(x):Ni(qu)xk’

k=0

e fazemos

() = (#)NLM,

onde |L(w)|* = Py(sen?w/2). Vamos mostrar que myq satisfaz as condigoes exibidas
na secao 6.2 para que ¢ definida por

- j— iy
P(w) = EEWOQ w)

seja uma fungao de escala associada a uma ARM, definida por V; = span{¢; : k € Z}.

Observe que, como sen?(w/2) = (1 — cos w)/2, entdo Py(sen?(w/2)) é um po-
lindémio trigonométrico em funcgao de w. Nesse caso, usando o Lema de Fejér-Riesz,
podemos afirmar que L(w) é um polindémio trigonométrico. Logo, my € C*, em
particular, mg ¢ de classe C'. Além disso, L(w) é da forma Z,]y:_M ape™ . logo, é
2m-periodica, e my é uma funcao 2m-periddica. Assim, a condigdo (6.1) é satisfeita
por my.

Vamos mostrar agora que |mq(w)|? 4 |mo(w + 7)|? = 1. Observe que

. 2
1 + oW N
2

- [(557) ()] et

{w} " Pefsen(w/2)

= (cos %(w/2))N - Py(sen?(w/2)).

mo(w)* = | L(w)]?

Desenvolvendo analogamente para w + 7, queremos mostrar entao que
N Py(1—2) + (1 —2)"Py(z) =1,

Vx € [0,1], onde z = cos ?(w/2). Como zV e (1—2)" nao possuem zeros em comum,
o Teorema de Bezout garante que existem polindmios ¢, ¢2 unicamente determinados,
de grau N — 1, tais que

(1 —2)Vq(z) + 2N ge(2) = 1.
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Substituindo y = 1 — x, obtemos
Val-y+1-ytel-y =1,
logo, ¢1(z) = ¢2(1 — ) e ¢1(1 — z) = go(x). Podemos escrever entao
1—2)"qg@) +2Vg(1—2)=1=q(z)=(1—-2Vq (1l —2)) (1 —2)".

Para obter os coeficientes de ¢;(x), vamos expandir ¢;(z) em sua série de Taylor.
Sejam f=1—-2V¢ (1 —2z)eg=(1-2)"". Entao,

w0 =000 =3 [(1) 0] @)

k=0

Observe que f(z) = 1 — h(x), onde h(z) é da forma > ;" hya*. Logo, f(0) =1e
f™(0)=0paran=1,...,N — 1. Portanto,

¢ (0) = ¢"(0)

= ( (N+k:—1)>-[1—x]—<N+n>

=

N+k—-1
= |
(V41 )

=0

Assim, como ¢;(z) possui grau N — 1, segue que

N—1 k
R

QI(x):qu! )kaX_:(N—i_:_l)wk:PN(x)'

k=0 k=0

Logo, Vx € R, temos

(1—2)¥Py(z) + 2N Py(1 — ) = 1.
Isso mostra que |mg(w)|? + |mo(w + m)|? = 1, isto é, my satisfaz a condigdo (6.2).

Observe que my(0) = ((1 +€%)/2)Y - L(0) = L(0). Note ainda que |L(0)]* =
Py (0) = 1; assim, |m(0)| = 1. Como as propriedades demonstradas anteriormente
independem de rotagoes, podemos assumir, sem perder generalidade, que mg(0) = 1,
isto &, my satisfaz a condicao (6.3).

Concluimos enfim mostrando que mg nao possui zeros em [—7 /2, 7/2]. Com efeito,
observe que Py é uma funcao positiva, logo, L(w) # 0, Vw € R. Além disso, observe
que

iw\ N
1 —ww .
(JFTQ) —0= e ™= —1=w=n+2knr kL
Logo, mgy nao possui zeros em [—m/2,7/2]. Isso mostra que my satisfaz a condigao
(6.7), e consequentemente ¢ definida por (6.6) é, de fato, uma fungao escala associada
aARM V; = span{¢;; : k € Z}. Assim, conforme visto em (4.10), a funcao ) definida
por

D(w) = e“mo(w/2 + 7)o (w/2)
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constitui, de fato, uma wavelet com suporte compacto. Vamos agora mostrar que a
wavelet ¢ possui momentos nulos até a ordem N — 1. Isso é equivalente a dizer que

@(n)(()) =0, paran=0,...,N — 1.
Notemos que, ao definir
f=mowzHm) e g=elow/2),

chegamos em

o = S [(1) 0] o

Entretanto, uma vez que

() = (#)Nuw),

com L(w) um polindémio trigonométrico, segue que

() = ki:o ( Z) :1—|—2€_i-:|(k) L9 :
()i ) (5

W=T

S @) () e

paran =0,...,N—1, uma vez que e~ = —1. Segue que 7 possui todos os momentos
até a ordem N — 1 nulos.

6.5 Calculando os coeficientes de filtro das wavelets
de Daubechies

Nas Secoes 4.2 e 4.3, vimos que

Zhe

kEZ

\/_Z hk1¢233— ),

kEZ
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respectivamente. Assim, encontrar os coeficientes de filtro das wavelets de Daube-
chies se resume a encontrar os coeficientes do polinémio trigonométrico mg. Vamos
encontrar os coeficientes de filtro exatos para N =1 e N = 2. Para vaiores maiores
de N, os coeficientes sao obtidos numericamente.

6.5.1 Caso N =1
Observe que, quando N =1, temos Pi(z) =1,Vz € C, e

mle) = (F5) 2w

onde |L(w)]* = Py(sen?(w/2)) = 1. Fazendo L(w) = 1, segue que

portanto, hg = hy =1/ V2, 0 que corresponde & wavelet de Haar.

6.5.2 Caso N =2

Vamos encontrar um polindémio trigonométrico L(w) tal que |L(w)]* = Py(sen?w/2).
Usaremos a técnica exposta na demonstracao do Lema de Fejér-Riesz para encontrar
esse polinémio. Observe que Po(z) = 1+ 2x. Uma vez que sen?w/2 = (1 — cosw)/2,

iw —iw 1 ) .
Py(sen?w/2) =2 — cosw = 2 — % = 5(—6_“" +4 —ev).

Defina o polinémio P : C — C, definido por P(z) = —1 +4z — 2z?. As raizes de P sao
21:2—\/§e22:2+\/§,

com z; sendo a raiz dentro do circulo unitério e z, = z; ' fora deste. Seja C' =
Entao, o polinémio
vC

L(w) = E(ei“ —2)

satisfaz a |L(w)|? = Py(sen?w/2). De fato, temos que

L

= = Z9.

c, . —iw % iw —iw
ILw)]> = S —a)(e ™ — ) = 21— z€™ — zie™ + 22)
= %(—zlew — e 4 4z) = —ZIQZQ (—e™™ +4— ™)
= Py(sen’w/2),

uma vez que 212 = 1 e 1+ 2 = 42;. Vamos agora encontrar o polinémio trigonomé-
trico mg. Observe inicialmente que

414+2V3  (1+3)?
2 2

0222:2+\/§:
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Assim, temos que vC/v/2 = (14 /3)/2 = (2, — 1)/2. Portanto,

) = (S5) p = (T YOy
-1

= 3 (=272 4 (1 — 221)e™™ + (2 — 21) + ™)

_ A= VBe 3Bl 34 VB (L4 VB
= 3 + 3 + 3 + 3 )

Como mo(w) = 75 Doz hie™ ™, segue que

14++3 3+3 3—3 1—+3
hoy=—r hy=—Fr, hi=—F7—, hy = .
42 42 42 42

Observagao 6.5. A funcao ¢ se escreve por

6= hd_is.

kEZ

Como podemos transladar a func¢ao escala por inteiros, podemos usar os coeficientes

4\/571_4\/592_4\/573_4\/5-

Nesse caso, os coeficientes de filtro da wavelet encontrados a partir da formula na
Secao 4.3 seriam

g-a=hs, g_3=—hy, go=hi, g_1=—ho

Como translagoes por inteiro de uma wavelet ainda sao uma wavelet, podemos usar
0s coeficientes

go=hs, g1=—hy, go=hi, g3=—ho,

que sao os coeficientes de filtro da wavelet conhecida na literatura como Daub4.
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Capitulo 7

Transformada discreta de wavelets

No final do Capitulo 3, vimos algoritmos rapidos para a decomposi¢ao e reconstru-
¢ao de uma funcao para a wavelet de Haar. O objetivo deste capitulo é generalizar tais
algoritmos para wavelets arbitrarias (como, por exemplo, a wavelet de Daubechies).

7.1 Algoritmo para decomposicao

Seja (V) jez uma ARM e (W;);ez os espacos de wavelets associados a essa ARM,
isto é, os espagos que satisfazem a relagao

Vi =V; & Wy,

para qualquer j € Z. Consideremos ¢ a fungao escala associada a esta ARM e ¢ a
wavelet correspondente. Nas Segoes 4.2 e 4.3, obtivemos as relagoes de escalas

O(x) = V2 p(2r — k) e P(x) = V2 grp(2w — k),
ke kez

onde hy sao os coeficientes de filtro de ¢ e g sao os coeficientes de wavelet de ).
Podemos generalizar essas relagoes, para obter

Ginm(x) = 27776272 —n) =270"D2Y "n¢(270 Vg — 2n — k)
ke

= Z hk¢jfl,2n+k(l’) = Z hk72n¢jfl,k(x)7 (7-1)

keZ keZ
quaisquer que sejam j,n € Z. De modo analogo, obtemos também
Vjn = ng¢j—1,2n+k = Z Gh—2nPj—1 k- (7.2)
kEZ keZ

Vamos agora relacionar os espagos V;_1, V; e W;. Seja f € L*(R), e denote
por P, ); as projecoes ortogonais em Vj, W; respectivamente. Pela definicao de V},
denotando (P;f, ¢;x) por aj, obtemos entao

Pf = Z aj kP k-

keZ
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As propriedades de projecoes ortogonais garantem que

(f = Pif ¢jx) =0,

isto &, (P f, ¢jx) = (f, ¢jk), VK € Z. Sendo assim, podemos encontrar os coeficientes
(a;k)kez a partir dos coeficientes (aj_1)kez. A partir de (7.1), temos

@jn = (L[, 0n) = (f: bjn)

= <f, Z hk2n¢j1,k>

kEZ

= Y Tian ([ bjrk) = D hk—an a1 (7.3)

k€EZ keZ

De maneira analoga mostra-se que

Denotando (f, ;) por dj, temos Q;f = >,y d;j k. A partir de (7.2), obtemos

din = (Qif Vin) = (fs¥jn)

= <f7 Z gk—2n¢j—1,k>

keZ

= ng—zn (fidj1k) = Zmaj_Lk. (7.4)

k€EZ keZ

A partir das formulas em (7.3) e (7.4), obtemos um algoritmo recursivo de decom-
posicao que pode ser esquematizado da seguinte forma:

Ajo,-  —7 Qo+l —7 Qjg42,. 7 .o 7 Qjoy1-1,. 7 Gjo4l,.

p p pY p p (7.5)

djot1, djot2, djoti-1, djote,

denotamos esse algoritmo como a transformada discreta de wavelets.

7.2 Algoritmo para reconstrucao

Observe que, a partir de (7.1), obtemos

(D1 bin) = <¢j1,k,2h12n¢j1,l>

1€Z.
= Z Pi—on (Pj—1k, Pj—11) = Z hi—2y, 01y
€7 =
= hp_on. (7.6)
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O mesmo raciocinio implica que

(Dj—1,k: Vjn) = Gr—2n- (7.7)

Como V;_1 = V; ® W;, segue que

Piaf=Pf+Qif =Y ajsdin+ Y distbjn-

keZ keZ

Usando agora as relagoes em (7.6) e (7.7), segue que

aj-1n = (Pjrf,dj-1n) = <Z @)@k + Zdj,k¢j,k7¢j—1,n>

keZ kEZ
= i (biks im1a) + Y dik (Yik, j-10)
keZ keZ
= Z Nn—ok - aj i + Z In—2k - dj ;- (7.8)
keZ keZ

A partir da férmula em (7.8), obtemos um algoritmo recursivo de reconstrugao
esquematizado abaixo

Ajo+l, 7 Qjo+i-1,, 7 Qjoi-2,. —7 - —7 Qjo+1,. —7 Q..
/! S / /! / (7.9)

djot1, djoti-1, djoti-2, djot1,

7.3 Implementacao dos algoritmos de decomposicao
e reconstrucao

Observe que o algoritmo de decomposicao descrito na Se¢ao 7.1 nos permite mapear

o conjunto de dados
{agp : k=0,1,2,...,28 — 1}

em

{ano,djr:j=1,2,3,...,N, k=0,1,2,...,2Y77 —1}. (7.10)
A passagem

(aj.) = ( i ) (7.11)

g1,

sera implementada por uma matriz ortogonal @; de ordem 2V ~7. Em outras palavras,

temos
Qi
Qj(a;.) = d],H’ :
J+1,-

onde (); para as wavelets de Haar e Daub4 sao dadas por
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1 1
vi v 00 0 0
0 0 % 5 0 0
. . . . : 1
(l) 01 0 0 % &
5 7 (1) 01 : 0 0
0 0 & —-% 0 0
. 1 . .
0 0 0 0 &% -
e
ho hi ha hgy O 0 --- 0 0
0 0 hg hi hy hs O --- 0
0 0 O cee 0 ho hl h2 h3
hy hsy 0 O 0 0 hy h
g9 g1 g2 g3 0 0 --- 0 O ’
0 0 g9 g g g5 0 - 0
o 0 0 - 0 g0 91 92 93
g9 g3 0 0 -~ 0 0 go &

respectivamente. Como (); ¢ uma matriz ortogonal, a passagem inversa

( Aji1, > S (a;.) (7.12)

i1,

1 Qj41, _nt [ G+, (n
@ ( djt, ) =€ < djt1, ) = (a5,)

¢ implementada por
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Capitulo 8

Aplicacao de wavelets no
processamento de imagens

No Capitulo anterior, construimos a transformada discreta de wavelets e mostra-
mos como aplicar essa transformada em conjuntos finitos de dados, voltando a nossa
atencao para a transformada usando os coeficientes de filtro da wavelet de Haar e
da wavelet Daub4. Neste capitulo, introduziremos problemas de processamento de
imagens. Por simplicidade, usaremos imagens em tons de cinza, de dominio ptublico
e dimensao 512 x 512. Tal imagem pode ser representada por uma matriz, onde cada
indice varia entre 0 (cor preta) e 255 (cor branca), que denotaremos por A.

8.1 Decomposicao de imagens via wavelets

Existem dois algoritmos para a decomposicao de imagens por wavelets: o padrao e
o nao-padrao. O algoritmo padrao consiste em aplicar o algoritmo (7.10) em todas as
linhas, e posteriormente, em todas as colunas da imagem. J& o algoritmo nao-padrao
consiste em aplicar a passagem (7.11) em todas as linhas da imagem, e posteriormente
em todas as colunas da imagem, repetindo esse processo até concluir a transformacao
em (7.10) em todas as linhas e colunas da imagem. Optamos por usar o algoritmo
nao-padrao neste trabalho, que pode ser visualizado na Figura 8.1. O algoritmo
nao-padrao foi implementado seguindo os passos logicos a seguir.

1. Comegamos com j = 0.

2. No j + 1-ésimo passo, consideramos a submatriz de A, denotada por A;, como
sendo a matriz composta pelos elementos {a; : i,k € {0,1,...,2V 7 —1}}.

3. Aplicamos o algoritmo de decomposicao em (7.11) em cada linha da matriz A;.

4. Aplicamos o algoritmo de decomposi¢ao em (7.11) em cada coluna da matriz
A

g

5. Substituimos os elementos de A associados a matriz A; pelos novos elementos
de A;, obtidos apds os passos 3 e 4.
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6.

Substituimos j por j + 1 e voltamos para o passo 2, até que 7 = N — 1.

Figura 8.1: Algoritmo nao-padrao, onde as setas indicam os passos do algoritmo.

O algoritmo de reconstrugao consiste, basicamente, em desfazermos as operagoes
feitas no algoritmo de decomposicao.

1.
2.

Comecamos com j = 1.

No j-ésimo passo, consideramos a submatriz de A, denotada por B}, como sendo
a matriz composta pelos elementos {a; : i,k € {0,1,...,27 — 1}}.

Aplicamos o algoritmo de reconstrucdo em (7.12) em cada coluna da matriz B;.
Aplicamos o algoritmo de reconstrugdo em (7.12) em cada linha da matriz B;.

Substituimos os elementos de A associados a matriz B; pelos novos elementos
de B;, obtidos apds os passos 3 e 4.

Substituimos j por j + 1 e voltamos para o passo 2, até que j = N.

8.2 Compressao de dados

Em uma imagem digital usual, existe uma correlacao local muito forte entre os
pixels (isto ¢, pixels proximos possuem valores proximos). Os coeficientes de wavelets
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sao combinagoes lineares de valores de pixels vizinhos, e, nessa combinacao linear, os
coeficientes s@o os coeficientes de filtro da wavelet, os quais possuem média nula (veja
a Observacao 6.3). Por causa disso, os coeficientes de wavelets sao nulos ou proximos
de 0. Por isso, podemos desconsiderar muitos desses coeficientes no momento de
aplicar o algoritmo de reconstrucao, comprimindo, assim, a imagem original, como
ilustrado nas Figuras 8.2 e 8.3, onde na Figura 8.3 percebe-se nitidamente que os
coeficientes de wavelet estao centrados em torno do 0.

3 | g | |
8 S
o o o - _|
o o
& o &
Z 8 zF o |
L o [E=
(' (' (=]
q- —
- o ]
I T T T T 1 I T T T T 1
0 50 100 150 200 250 -100  -50 0 50 100 150
Valor Valor

Figura 8.2: Distribuicao dos valores  Figura 8.3: Distribuicao dos coeficien-
dos pixels da imagem original. tes de wavelet apos a decomposicao da
imagem, pela wavelet de Haar.

A seguir, vamos mostrar alguns resultados de compressao usando as wavelets de
Haar e Daub4.

Figura 8.4: Reconstrucao usando  Figura 8.5: Reconstrugao usando
apenas H50% dos coeficientes de  apenas 20% dos coeficientes de
wavelets, a partir da wavelet de  wavelets, a partir da wavelet de
Haar. Haar.
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Figura 8.6: Reconstrucao usando  Figura 8.7: Reconstrucao usando
apenas 10% dos coeficientes de  apenas 10% dos coeficientes de

wavelets, a partir da wavelet de  wavelets, a partir da wavelet
Haar. Daub4.

Figura 8.8: Reconstrucao usando  Figura 8.9: Reconstrucao usando
apenas 5% dos coeficientes de wa-  apenas 2% dos coeficientes de wa-
velets, a partir da wavelet Daub4.  velets, a partir da wavelet Daub4.
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8.3 Remocao de ruidos

O algoritmo para a remocao de ruidos de uma imagem usando a decomposi¢ao por
wavelets é similar ao algoritmo para a compressao de dados. Primeiramente, faz-se a
decomposic¢ao da imagem. Apos isso, escolhe-se um limiar positivo (denotado por \).
Construimos entao uma nova matriz, denotada por D, com as mesmas dimensoes da
matriz A. Os valores da matriz D sao obtidos pela seguinte funcao:

0, se |Ai,j| S /\,
Di,j = A@j — )\, se Ai,j > )\, (81)
Aiyj + )\, se Ai’j < =\

Enfim, aplicamos o algoritmo de reconstrugao na matriz D.

Figura 8.10: Imagem original Figura 8.11: Imagem com ruidos
(com ruidos). removidos, usando A\ = 42, a par-
tir da wavelet Daub4.

8.4 Deteccao de singularidades

As singularidades em uma imagem sao os contornos dos elementos que constituem
essa imagem. Portanto, é esperado que as singularidades sejam destacadas nos ni-
veis iniciais de decomposi¢ao de uma imagem por wavelets. Tendo isso em vista, o
algoritmo para detecgao de singularidades usando wavelets é o mais simples dentre os
implementados. Consideramos a matriz A, de dimensdo 2V x 2V, com N > 1, e um
nimero K < N. Executamos o algoritmo de decomposicao por wavelets; entretanto,
substituimos a condi¢ao de parada j = N pela condicao j = K. Apo0s isso, executa-
mos o algoritmo de reconstrugdo mantendo apenas os coeficientes de wavelet (isto é,
os dj). A seguir vamos considerar uma imagem de 512 x 512 pixels (isto ¢, N = 9).

74



-

A%

= -

&

Figura 8.13: Deteccao de singula-
ridades usando K = 8, a partir da
wavelet de Haar.

Figura 8.12: Imagem original.
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Figura 8.14: Detecgao de singula-
ridades usando K = 4, a partir da
wavelet de Haar.

Figura 8.15: Deteccao de singula-
ridades usando K = 3, a partir da
wavelet de Haar.



Figura 8.16: Detecgao de singula-  Figura 8.17: Detecgao de singula-
ridades usando K = 4, a partir da  ridades usando K = 2, a partir da
wavelet Daub4. wavelet Daub4.

8.5 Consideracoes finais

Nitidamente, os resultados usando a wavelet Daub4 foram melhores do que os
resultados usando a wavelet de Haar. Isso era esperado, uma vez que a wavelet
Daub4 possui momentos de ordem 0 e 1 nulos, ao passo em que a wavelet de Haar
possui apenas o momento de ordem 0 nulo.

Todos os algoritmos citados foram implementados, ao longo do trabalho, na lin-
guagem de programacao C'++. Os histogramas nas figuras 8.2 e 8.3 foram construidos
usando a linguagem de programagao R. Todas as fotos usadas nesse trabalho sao de
dominio publico, e sao facilmente encontradas na internet.
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Apéndice A

Codigos para processamento de dados
via wavelets

Apresentamos neste apéndice os codigos referentes as passagens (7.11) e (7.12), e
os codigos referentes ao processamento de uma matriz via wavelets.

Como as matrizes ); nas passagens (7.11) e (7.12) s@o esparsas, implementamos a
multiplica¢do matricial em (7.11) e (7.12) implicitamente, melhorando a complexidade
dos programas.

A.1 Wavelet de Haar

Para melhorar a precisao do programa, multiplicamos a matriz ¢); por 1/ V2, e na
inversao usamos a matriz v/2Q".

//Decomposi¢ao de um conjunto de dados pela wavelet de Haar
//Parametros: wvetor (passado por referéncia), com tamanho par
//No final, o vetor v guarda a decomposi¢io do prdprio vetor v
//Complexidade: linear (O(n))

void HaarDecomposition(vector < long double > &v) {
int sz = v.size ();
vector < long double > ret(sz);

//algoritmo de decomposi¢ao

for(int i = 0; i + 1 < sz; i += 2) {
ret[i / 2] = (v[i] + v[i+1]) / 2.0;
ret[(sz + 1) / 2] = (v[i] = v[i+1]) / 2.0;

for(int i = 0; 1 < sz; i++) v[i] = ret[i];

}

//Reconstru¢ao de um conjunto de dados pela wavelet de Haar
//Parametros: vetor (passado por referéncia), com tamanho par
//No final, o wvetor v guarda a reconstru¢ao do préprio vetor v
//Complezidade: linear (O(n))
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void HaarReconstruction(vector < long double > &v) {
int sz = v.size ();
vector < long double > ret(sz);

//algoritmo de reconstrucgdo

for(int i = 0; 1 + 1 < sz; 1 4= 2) {
ret[i] = v[i / 2] + v|[(sz + 1) / 2];
ret [1 + 1] = v[i / 2] — v|[(sz + 1) / 2];

}

for(int 1 = 0; 1 < sz; i++) v[i] = ret[i];

A.2 Wavelet Daub4

//Decomposi¢io de um conjunto de dados pela wavelet Daubj
//Parametros: vetor (passado por referéncia), com tamanho par

//No final, o vetor v guarda a decomposi¢io do prdéprio vetor v
//Complexidade : linear (O(n))

void Daub4Decomposition(vector < long double > &v) {
int sz = v.size ();
vector < long double > ret(sz);

//obtendo os coeficientes da matriz Q"

long double h0 = (1 + sqrt(3)) / (4 = sqrt(2));
long double hl = (3 + sqrt(3)) / (4 * sqrt(2));
long double h2 = (3 — sqrt(3)) / (4 * sqrt(2));
long double h3 = (1 — sqrt(3)) / (4 % sqrt(2));
long double g0 = h3, gl = —h2, g2 = hl, g3 = —h0;

//algoritmo de decomposicao
for(int i = 0; i + 1 < sz; 1 4= 2) {
int a =1, b= (i+1)%sz, ¢ = (i+2)%sz, d = (i+3)%sz;
ret [i/2] = hOxv[a] + hlsv|[b] + h2xv|[c] + h3xv[d];
ret [(sz+i)/2] = gOxv[a] + glxv[b] + g2xv[c]| + g3xv[d];
}

for(int i = 0; i < sz; i++) v[i] = ret[i];

}

//Reconstru¢ao de um conjunto de dados pela wavelet Daubj
//Parametros: wvetor (passado por referéncia), com tamanho par

//No final, o vetor v guarda a reconstru¢do do prdprio wvetor v
//Complexidade: linear (O(n))

void Daub4Reconstruction(vector < long double > &v) {
int sz = v.size ();

vector < long double > ret(sz);

//obtendo os coeficientes da matriz Q j
long double h0 = (1 + sqrt(3)) / (4 % sqrt(2));
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long double hl = (
long double h2 = (
long double h3 = (1 — sqrt
long double g0 = h

)/ (4« sart(2));
) /(4 x sart(2)):
)/ (4« sart(2)):

, g2 = hl, g3 = —h0;
//obtendo os coeficientes da matriz inversa de Q"
long double ih0 = h2, ihl = g2, ih2 = h0, ih3 = g0;
long double ig0 = h3, igl = g3, ig2 = hl, ig3 = gl;

//reconstruindo primeiras posig¢oes
ret [0] = ihOxv[sz/2—1] + ihlxv[sz—1] + ih2%v[0] + ih3xv[sz/2];
ret [1] = ig0xv[sz/2—1] + iglxv[sz—1] + ig2*v[0] + ig3x*v][sz/2];

//reconstruindo posi¢des restantes

int j = 2;

for(int i = 0; i + 1 < sz; i += 2) {
int a =1, b = sz2/2+i, ¢ = i+1, d = sz/2+1+1;
ret [j++] = ihOxv[a] + ihlxv[b] + ih2%v[c]| + ih3xv[d];
ret [j++] = ig0xv[a] + iglxv[b] + ig2xv[c]| + ig3xv[d];

}
for(int 1 = 0; 1 < sz; i++4) v[i] = ret[i];

}

A.3 Cobdigos para decomposicao de uma matriz via
wavelets

Primeiramente, introduziremos os coédigos usados para decomposicao de linhas e
colunas de uma matriz. Posteriormente, introduziremos os cédigos para decomposicao
de uma matriz usando coeficientes de wavelets.

//Decomposi¢ao das linhas da matriz "mat"

//usando coeficientes de wavelets. O método
//VectorDecomposition chama a decomposi¢do

//pela wavelet de Haar ou Daubj.

//Parametros: n = numero de linhas consideradas,
//m = nuimero de elementos considerados em cada linha.

//Complexidade : O(nxm)

void LineDecomposition(int n, int m) {
for (int i=0; i<n; i++) {
//aplica a transformag¢ao em um vetor auxiliar
vector < long double > temp (m);
for (int j=0; j<m; j++) {
} temp [ j] = mat[i][j];

VectorDecomposition (temp);
//copia os dados para a matriz "mat"

for (int j=0; j<m; j++) {
} mat [1][j] = temp[j];
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//Decomposi¢cio das colunas da matriz "mat"

//usando coeficientes de wavelets. O método
//VectorDecomposition chama a decomposicdao

//pela wavelet de Haar ou Daub/.

//Parametros: n = numero de elementos considerados em
//cada coluna, m = nuimero de colunas consideradas
//Complexidade : O(nxm)

void ColumnDecomposition(int n, int m) {
for (int j=0; j<m; j++) {
//aplica a transformacdao em um vetor auxiliar
vector < long double > temp(n);
for (int i=0; i<n; i++) {
temp[i] = mat[i][j];
}

VectorDecomposition (temp);

//copia o0s dados para a matriz "mat"
for (int i=0; i<n; i++) {

mat [i][j] = temp[i];
}

Os métodos para reconstrucao das linhas e colunas de uma matriz sao analogos
aos métodos anteriores. Suas assinaturas sao

void LineReconstruction(int n, int m)

e

void ColumnReconstruction(int n, int m).

Apresentamos, enfim, os codigos para a decomposicao e reconstrucao de uma
matriz quadrada a partir da transformada de wavelet.

//Decomposicao de uma matriz quadrada "mat"
//usando coeficientes de wavelets.
//Parametros: n = ordem da matriz;

//E esperado que n seja uma poténcia de 2.
//Complexidade: O(n~"2)

void MatrixDecomposition(int n) {
//ordem da sub—matriz a ser decomposta
int size = n;

while (size > 1) {
LineDecomposition (size , size);
ColumnDecomposition(size , size);
size = size / 2;
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//Reconstru¢do de uma matriz quadrada "mat"
//usando coeficientes de wavelets.
//Parametros: n = ordem da matriz;
//E esperado que n seja wma poténcia de 2.

//Complezidade: O(n"2)

void MatrixReconstruction (int n) {
//ordem da sub—matriz a ser decomposta
int size = 2;

while(size <= n) {
LineReconstruction (size , size);
ColumnReconstruction (size , size);
size = size x 2;

A.4 Observagoes gerais sobre os algoritmos

Podemos estender esses algoritmos para quando a matriz nao é quadrada. Primei-
ramente, estendemos a matriz com zeros até que suas dimensoes se tornem poténcias
de 2. Para isso, é necessario, no méaximo, dobrar cada uma das dimensoes da ma-
triz. Decompomos entao linhas e colunas, alternadamente, armazenando os parame-
tros passados as func¢oes LineDecomposition e ColumnDecomposition em uma pilha.
Por fim, no algoritmo de reconstrucao, desempilhamos cada dupla de parametros,
e executamos os métodos LineReconstruction e ColumnReconstruction, passando os
parametros desempilhados.

O algoritmo para compressao de dados consiste em, ap6s decomposta a matriz,
desconsiderar valores (determinados por um percentual) para reconstruir a matriz.
Como esse percentual pode ser alto, a matriz se torna esparsa, e portanto facil de ser
armazenada, justificando a compressao de dados.

O algoritmo para remocgao de ruidos consiste em, apds decomposta a matriz,
executar a transformacdo em (8.1) para algum A, e reconstruir a matriz.

O algoritmo para deteccao de singularidades consiste em interromper o método
MatrizDecomposition apés um determinado niimero de passos, e reconstruir a matriz
desconsiderando os coeficientes a;; gerados pela decomposicao.

81



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

5]

6]

17l

8]

19]

Alfred Haar, Zur Theorie der Orthogonalen Funktionen-Systeme, Math. Ann, vol.
69, paginas 331-371, 1910.

A. Grossmann and J. Morlet, Decomposition of Hardy Functions into Square In-
tegrable Wavelets of Constant Shape, SIAM Journal on Mathematical Analysis,
vol. 15, ed. 4, paginas 723-736, 1984.

Y. Meyer, Ondelettes, fonctions splines et analyses graduées, Lectures given at
the University of Torino, Italy, 1986.

Stephane G. Mallat, Multiresolution Approximations and Wavelet Orthonormal
Bases of L*(R), Transactions of the American Mathematical Society, vol. 315, no.
1, paginas 69-87, Setembro - 1989.

Ingrid Daubechies, Orthonormal bases of compactly supported wavelets, Comm.
Pure Appl. Math., vol. 41, paginas 909-946, 1988.

Robi Polikar, The Story of Wavelets, lowa State University, USA, IMACS/IEEE
CSCC’99 Proceedings, paginas 5481-5486, 1999.

Paulo Cupertino de Lima, Wavelets: uma introdugao a teoria, aos algoritmos e
as aplicacoes, em preparacao, paginas 1-153, 2008.

Paulo Cupertino de Lima, Wavelets: uma introduc¢ao, Revista Matematica Uni-
versitaria, vol. 33, paginas 13-44, Dezembro, 2002.

Eugenio Hernandez, Guido Weiss, A first course on wavelets, CRC Press, secao
2.3, 1996.

[10] Robert G. Bartle, The Elements of Integration, John Wiley & Sons, Inc., 1966.

[11] Erwin Kreyzig, Introductory Functional Analysis with Applications, John Wiley

& Sons, Inc., 1978.

[12] Djairo Guedes de Figueiredo, Andlise de Fourier e equagoes diferenciais parciais,

quarta edicao, Projeto Euclides, IMPA, 2014.

[13] Lennart Carleson, On convergence and growth of partial sums of Fourier series,

Acta Math., vol. 116, paginas 135-157, 1966.

82



[14] G. Deslauriers e S. Dubuc, Interpolation Dyadique, Fractals, dimensions non
entiéres et applications, paginas 44-55, 1987.

[15] Ingrid Daubechies, Ten Lectures on Wavelets, Society for Industrial and Applied
Mathematics, Philadelphia, Pennsylvania, USA, 1992.

[16] Ingrid Daubechies, Where Do Wavelets Come From? - A Personal Point of
View, Proceedings of the IEEE, vol. 84, no. 4, paginas 510-513, 1996.

[17] Robert X. Gao, Rugiang Yan, Wavelets: Theory and Applications for Manufac-
turing, Springer Science+Business Media, New York, USA, 2011.

[18] Barbara Burke Hubbard, The World According to Wavelets, A K Peters, Welles-
ley, Massachussets, 1995.

83



