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Vil






Agradecimentos

Agradeco a Deus, Inicio e Fim de todas as coisas.

Agradego & Virgem Maria por nos conduzir ao Cristo.

Agradeco a todos os meus familiares, especialmente minha mae, Conceicao,
por me darem o seu amor.

Agradeco a todos os professores que tive no Departamento de Matematica
por me permitirem aprender um pouco mais sobre Matematica. Em especial, ao
meu orientador, o Professor Silas, por me suportar por tanto tempo, e & minha
pré-orientadora, Professora Sonia, por me auxiliar em escolhas decisivas no inicio
do curso.

Agradeco aos professores da banca examinadora, Professor César de Oliveira,
Professor Gastao de Almeida Braga, Professor Pablo Daniel Carrasco Correa, Pro-
fessor Tiago Pereira, pelas corregoes e sugestoes no trabalho final e também pelos
preciosos conselhos.

Agradeco & CAPES pelo suporte financeiro.

Enfim, agradeco a todas, tantas quantas, pessoas que pude conhecer em Belo

Horizonte e que me trouxeram grandes alegrias.

X






“Kis que € cessada a procela,
vou indo, Senhora,
ao lume da estrela.

Meu nome? Se importa,
assenteis nos livros

de anais desta Casa
que, em noite varrida
pela tempestade,
negastes quarida

aos guardioes da vida:

a Fé, a Esperanca

e a propria Caridade.”

(Elomar Figueira Mello)

xi






Resumo

Apresentamos, neste trabalho, caracterizacoes da componente espectral absolu-
tamente continua de multiplicidade arbitraria associada ao operador de Jacobi
discreto a valores matriciais definido em [?(Z; C!). Os resultados apresentados sao,
essencialmente, extensoes, pois tratam-se de caracterizagoes ja conhecidas, em al-
guns casos, para operadores de Schrédinger a valores matriciais e, em outros, para

operadores de Jacobi escalares.

O primeiro resultado que obtivemos é uma extensao, para o caso matricial,
da desigualdade de Jitomirskaya-Last (Jitomirskaya & Last [1999]), que relaciona
o comportamento assintotico de solucoes da equacao de autovalores com a medida

espectral do operador.

Tais caracterizagOes sdo baseadas na chamada Teoria de Kotani (Kotani &
Simon [1988]), desenvolvida para operadores ergodicos, e nos resultados obtidos
por Last e Simon (Last & Simon [1999]), que relacionam o comportamento assin-
totico da média de Cesaro das normas das matrizes de transferéncia do cociclo
associado ao operador ao seu tipo espectral.

Especificamente, demonstramos para operadores ergddicos que para um in-
teiro 1 < r < [, a componente absolutamente continua de multiplicidade 27 do
operador estd associada ao conjunto das energias para as quais os 2r menores

exponentes de Lyapunov (definidos a partir do cociclo) se anulam.

Também demonstramos que esta mesma componente absolutamente conti-
nua de multiplicidade 2r est4 associada ao comportamento assintotico, em +oo,
da média de Cesaro do r-ésimo menor valor singular de matrizes dadas por solu-
¢coes da equacao de autovalores associada ao operador. Tal resultado nos permite

demonstrar a constancia dessas componentes espectrais associadas a operadores
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dinamicamente definidos por aplicacoes minimais. Ainda nesse contexto, demons-
tramos uma versao mais fraca da chamada dicotomia exponencial (Haro & Puig
[2013], Johnson [1986], Marx [2014]). A saber, demonstramos que o conjunto re-
solvente associado a um operador minimal coincide com o conjunto de pontos nos
quais o cociclo satisfaz uma condicao de crescimento exponencial uniforme.

Por fim, apresentamos também a Teoria de Kotani para operadores de Di-
rac ergddicos, um caso particular de operadores de Jacobi a valores matriciais

singulares.

Palavras-chave: Operador de Jacobi a valores matriciais, Teoria de Kotani, Di-

cotomia Exponencial, Operador de Dirac.
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Abstract

We dicuss in this work some characterizations of the absolutely continuous spec-
trum of arbitrary multiplicity of discrete matrix-valued Jacobi operators on
I?(Z; C"). Essentially, these results extend some well-known characterizations for
scalar Schrédinger operators.

The first result obtained is an extension of the Jitomirskaya-Last inequa-
lity (Jitomirskaya & Last [1999]), which relates the asymptoptic behavior of the
solutions to the eingenvalue equation to the spectral measures.

Such characterizations are extensions of Kotani’s theory (Kotani & Simon
[1988]) for ergodic operators, and of Last-Simon results (Last & Simon [1999]),
which relate the absolutely continuous spectrum to the assintoptical behavior of
the Cesaro mean of the transfer matrices’ norms.

Especifically, we prove (as in Kotani & Simon [1988|) that for an integer
1 < r <[, the absolutely continuous spectrum of multiplicity 2r is related to the
energies for which the 2r smaller Lyapunov exponents are 0.

We also prove that the absolutely continuous spectrum of multiplicity 27 is
also related to the asymptoptic behavior, in +o00, of the Cesaro mean of the singular
values of some matrices given by solutions to the eigenvalue equation. This result
allows us to prove the constancy of these spectral components for minimal Jacobi
operators. In this setting, we give a proof of a weaker version of the exponential
dichotomy (Haro & Puig [2013|, Johnson [1986], Marx [2014]). Namely, we prove
that the resolvent set is the set of energies for which the operator’s cocicle satisfies
an uniformly exponential growth condition.

We also discuss Kotani’s theory for ergodic Dirac operators, which can be

seen as particular class of singular matrix-valued Jacobi operators.
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Keywords: Matrix-valued Jacobi operator, Kotani’s theory, Exponential Dicho-

tomy, Dirac operator.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O Contexto

A equacao diferencial que descreve a dinamica de particulas no A&mbito da mecanica
quantica é dada por

Hu = zha—u (1.1)

ot’

em que H é um operador auto-adjunto, chamado Hamiltoniano, definido em um
espaco de Hilbert. Matematicamente, esta relacao define o que se denomina um
grupo unitario de evolugao. Tal estrutura implica que se um estado inicial ug tem
uma energia F bem definida, preservada pelo operador H, entao sua evolucao no

tempo, u(t, ), é expressa por
u(t,z) = e 1 Fhuy(), (1.2)

que é a solucao da Equacao 1.1. Tais estados, chamados estados estacionérios, sao
justamente as auto-solucoes de H e verificam Hu = Fu para algum F € R. Em
particular, se um estado u pode ser escrito como combinacao linear de estados

estacionarios, isto ¢, u = Y ,_, ¢xuy, entao

n

u(t,z) = Z cke_%E’“tuk(x).

k=1



2 CAPITULO 1. INTRODUGCAO

Este fato desperta interesse sobre os estados estacionéarios; mais geralmente,
hé interesse em se estudar o espectro do operador H, que intuitivamente correspon-
deria a generalizagao das energias associadas a estados estacionarios, denominadas
autovalores'.

Nos casos mais frequentes, o operador H esta associado a energia do momento

: 1(,2 2 2 5 P
linear 5~(p;, +ps, +Ps,), € a equacdo da dinamica se torna
ou h?
th— = ——Au+ Vu, (1.3)
ot 2m
onde m denota a massa da particula, V(xy, 2o, 23) é uma fungio real, que sera

chamada potencial, e A é o laplaciano:

0’u  0*u 0%u

) 2 2
Oxy Oz  Oxj

Au

nas coordenadas euclidianas tridimensionais 1, zs, 3 em um dominio adequado
de R3. A Equacdo 1.3 é a forma original da Equacdo 1.1 proposta em Schrédinger
[1926], que descreve com sucesso diversos fenomenos das particulas quanticas.

A complexidade do potencial pode conduzir a grandes dificuldades na resolu-
cao das equagoes de Schrodinger e da equacao de estados estacionarios. Por outro
lado, o estudo do espectro destes operadores sempre despertou grande interesse,
principalmente gracas as suas consequéncias fisicas; em particular, destaca-se a
distingao entre espectro discreto e espectro continuo (vide relacao (B.2)).

Se H é um operador auto-adjunto limitado em um espaco de Hilbet H, é
possivel associar cada vetor u a uma medida p, suportada no espectro o(H) do

operador H e expressa pela relacao (vide relagao (B.1))

(H (1), u) = / spias).

R
Para fins de compreensao, considere o caso particular em que H = L*(R).
Se 1y ¢ uma auto-solucao associada ao autovalor E, entao ug € L*(R), e portanto

Et

a funcao ug(x) decai em +o0o. Logo, para todo ¢, como ‘6_% = 1, a evolu-

cao temporal da auto-solucao, dada por 1.2, em um tempo ¢ arbitrario, também

Landau & Lifshitz [1965], pagina 28.
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decai em 4+o0o0. Podemos interpretar este comportamento da funcao do seguinte
modo: quanto mais afastado da origem for um conjunto, menor a probabilidade

da particula se encontrar neste conjunto, independentemente do tempo.

Imagine, agora, que u seja uma uma func¢ao no subespaco continuo (Definigao

B.15). Neste caso, sua evolugdo no instante ¢ poderia ser escrita como
u(t, x) :/ a(E)e_%EtuE(x)dE.
o(H)
Note que, para z e t fixados,

u(t,z)[* = /(H) /<H)a(E)a*(E’)e_é(E_E’)tuE(x)uE/(SU)dEdE’;

: o 2 :
assim, ao tomarmos a média de |u(t, z)|” em um intervalo de tempo [0, 7], o valor

L(E-FEt

esperado dos fatores e™n tende a se anular no limite T" — o0, 0 que significa

que a probabilidade de se encontrar a particula em uma regiao finita tende a zero
(Landau & Lifshitz [1965], pagina 30).

Podemos ir mais além e decompor a medida espectral u, em trés componen-

tes”:
__,.pp ac sc
:ul-l_:uu +:uu +Mu
A componente puramente pontual pf” tem suporte em um conjunto discreto. A
componente absolutamente continua pg°, por sua vez, € uma medida absolutamente
continua em relacao a medida de Lebesgue. A componente singular continua p;°

estd suportada em um conjunto de medida de Lebesgue nula e atribui peso nulo a

qualquer conjunto enumeravel.

Se definirmos os conjuntos

HPP = {u € H;py = WP},
H = {ueH;p, = pil,
He = {ueH; = p},

2Veja a Secao B.2 do Apéndice.
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temos uma decomposicao®

H=H"DH" DH™

Uma vez que as restri¢oes H |ywr, H |3ac, H |35 sa0 bem definidas, faz sen-

tido considerar os conjuntos

opp(H) = o(H |ywm),
Oac(H) = o(H |pac),
0se(H) = o(H |gse).

De tais conjuntos resulta a decomposicao o(H) = 0,,(H) U ou.(H)Uos(H).
Dizemos que H tem espectro puramente pontual se o,.(H) =0 e 0,.(H) =0, H
tem espectro puramente absolutamente continuo se o,,(H) =0 e os.(H) =0, e H

tem espectro puramente singular continuo se 0,,(H) =0 e 0,.(H) = 0.

Conforme a exposi¢ao no Capitulo 13 de de Oliveira [2009], esta decomposi-
¢ao se relaciona com uma interessante classificacao do comportamento assintotico
da evolucao dos elementos de H. Ha, por exemplo, duas caracterizacoes dos ve-
tores do subespaco HPP. Um vetor u pertence a HPP se, e somente, sua orbita

relativa ao grupo unitério, isto é,
O(u) := {e " u,t € R},

possui fecho compacto em H. Em particular, observe que se u é estacionario, sua
Orbita é periodica (Secao 13.2 de de Oliveira [2009]).

Dizemos que a trajetoria do vetor é quase periddica se dado € > 0, existe L
tal que, para todo s € R, existe 7 com s < 7 < s+ L que verifica, para todo t € R,

—Z(t-I-T)Hu . 6—th

le uf| <

Temos, também, uma segunda identificacao de HPP com os vetores cujas trajetorias

sao quase-periodicas (Se¢ao 13.2 de de Oliveira [2009]).

30 operador H deve verificar algumas propriedades adicionais para que esta decomposi¢ao
esteja bem definida. Vide a pagina 313 de de Oliveira [2009] para detalhes.
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Por outro lado, se u pertence a H, entao

: —itH 2 _
Jin (e ) =0
para todo v € H (Secao 13.4 de de Oliveira [2009]). Percebe-se, entdo, que en-
quanto a componente puramente pontual esti associada a trajetérias que tendem
a se concentrar em subespacos de dimensao finita, a componente absolutamente
continua se relaciona com vetores cuja trajetoria converge fracamente para o vetor

nulo.

1.2 Os Problemas Abordados

A anéalise das componentes espectrais é um problema de fundamental importan-
cia no estudo de operadores em espacos de Hilbert, e caracterizar os conjuntos
opp(H),04:(H), 05.(H) € um dos objetivos centrais da teoria espectral de operado-
res auto-adjuntos. Em particular, é conveniente estabelecer critérios para que, a
partir da expressao do operador, se possam determinar propriedades do espectro.
Neste sentido, pretendemos estender para o contexto dos operadores de Jacobi a
valores matriciais alguns resultados ja estabelecidos para operadores de Schrodin-

ger, que sao o0 nosso ponto de partida.

No caso escalar, o operador de Jacobi é dado
(Hu)p = Gplpi1 + Gpo1Un_1 + Vply, (1.4)

para u € [*(Z;C), sendo (a,)nez € (vn)nez sequéncias bilaterais de ntimeros com-
plexos. Pode-se também definir a restrigao H* deste operador a [*(Z,;C), com
uma condigao de contorno adequada na origem (veja, por exemplo, pagina 16 de

Teschl [2000]). A maneira mais simples de defini-lo é pela lei

Aplpi1 + VU, sen =0,
(H"u), = (1.5)

ApUp41 + Ap-1Up—1 + UnUn, sen > 0.
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que corresponde ao chamado operador de Dirichlet.

O operador de Schrédinger, por sua vez, é expresso por
(Hu)y = Upy1 + Up_1 + Uplp. (1.6)

Trata-se, portanto, de um caso particular do operador de Jacobi, a saber, com
a, = 1, para todo n € Z. Definidos em [*(Z; C), estes operadores sao denomina-
dos discretos; ha também seus equivalentes continuos, definidos em um espaco de

Hilbert apropriado, e expressos respectivamente por

(Hu)(z) := —% (a(x)%) u(z) + v(z)u(x), (1.7)

d2
(Hu)(x) :== —@u(x) + v(x)u(x). (1.8)
Apesar de em muitos aspectos o estudo do operador no caso discreto produzir resul-
tados equivalentes ao caso continuo, consideraremos apenas o primeiro. Especifica-
mente, estudaremos o operador como definido por (1.4), mas "assumindo"valores

matriciais, denominado operador de Jacobi a valores matriciais, e definido pela lei

[Hul, == D;_ju,_1 + Dpu,i1 + Vou,, (1.9)

sendo (D,,),ez uma sequéncia arbitraria de matrizes nao-nulas em M (I, R), (V},)nez
uma sequéncia de matrizes auto-adjuntas em M (I, R) e (u,),ecz uma sequéncia de
vetores em C'. Também no caso do operador de Schrédinger, denominamos a

generalizacdo de (1.6) por operador de Schrodinger a valores matriciais:
[Hul, :==u, 1 +u,1 + Vou,. (1.10)

Algumas motivagoes para o estudo das propriedades espectrais da classe de
operadores da forma (1.9) serao apresentadas na Segao 2.1.

O primeiro problema que discutiremos é motivado pela chamada teoria de
subordinacao, que relaciona a decomposicao espectral do operador com o com-
portamento assintético das solugoes da equacao de autovalores. Com base nesta

teoria, Last e Simon Last & Simon [1999] estabeleceram uma caracteriza¢ao da
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componente absolutamente continua do espectro do operador (1.4).

O segundo problema, dentro da chamada Teoria de Kotani, se refere a ope-
radores dinamicamente definidos, ou seja, operadores do tipo (1.9) em que as
sequéncias (D, )nez € (Vi)nez sao fungoes matriciais avaliadas ao longo de orbitas
de sistemas dindmicos. A expressao mais geral deste resultado, para operadores da
forma (1.10), é apresentada em Kotani & Simon [1988]. A saber, trata-se de um
resultado de caracterizacao da componente absolutamente continua do espectro.
Estendemos, portanto, esta teoria dos operadores da forma (1.10) para operadores
da forma (1.9).

Demonstraremos, no contexto de operadores dinamicamente definidos por
aplicacoes minimais, uma versao mais fraca da chamada dicotomia exponencial.
Para estes operadores, o conjunto resolvente consiste no conjunto de pontos nos
quais um sistema dinamico (a saber, um cociclo) definido a partir do operador,
satisfaz uma propriedade de crescimento exponencial uniforme. Tal caracterizacao
foi demonstrada por Johnson em Johnson [1986|, para operadores da forma (1.6),
e por Haro e Puig em Haro & Puig [2013], para operadores da forma (1.9) com as
matrizes D,, constantes.

As dificuldades que se apresentam para as generalizagoes que pretendemos
tém origem basicamente em dois fatores: o fato do problema ser transposto do caso
escalar para o caso matricial faz necessaria a utilizacao de novas ferramentas rela-
cionadas a algebra matricial (tais ferramentas permitem contornar, por exemplo, a
dificuldade inerente a nao-comutatividade do produto matricial); o segundo fator é
a propria complexidade estrutural das funcoes matriciais que definem o operador,
0 que muitas vezes exige um célculo mais cuidadoso envolvendo os valores singu-
lares das mesmas. Esta caracteristica de complexidade estrutural dos coeficientes

¢ a principal diferenca técnica entre operadores do Jacobi e de Schrodinger.

1.3 Resultados

Consideraremos em nosso estudo, portanto, operadores de Jacobi a valores matri-
ciais da forma (1.9) para os quais as matrizes D,, sejam reais e simétricas.
O primeiro resultado obtido, no Capitulo 4, é uma extensao da desigualdade

de Jitomirskaya-Last (Jitomirskaya & Last [1999]), do caso escalar para operado-
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res de Jacobi a valores matriciais em [*(Z; C'") (Proposigao 4.3). A desigualdade
estabelece uma relagao direta entre as medidas espectrais e as auto-solucgoes, espe-
cificamente as chamadas solucoes de Neumann e Dirichlet, 1, ¢, respectivamente,
que sdo sequéncias de matrizes em M (I, C) que satisfazem a equagao de autova-
lores com as condicoes iniciais 19 = [,9; = 0 e ¢g = 0,¢; = [. Considerando as

solucoes de Neumann e Dirichlet em x € R, temos que

2
191l N2l

2
191l ) st ()0

191l )
1212

ks < Mz +iy)|| < ke

)

onde ki, ki sao constantes uniformes em y € R, |[¢||,,) ¢ uma norma truncada
no ponto L(y), e a matriz M, chamada de matriz de Weyl-Titchmarsh, é uma

parametrizacao que fornece as medidas espectrais pelo limite

lim S[M (z + iy)],

yd0
conforme demonstraremos na Se¢ao 3.3. Partimos da mesma estratégia utilizada
em Jitomirskaya & Last [1999], uma estimativa a partir de uma formula de variagao
de parametros. Mas no caso matricial temos de comparar o crescimento de um

niimero maior solugoes, o que resulta em um termo adicional na desigualdade em
2

9l L)

Sl[d’h(y) ’

relacao ao caso escalar, o termo que compara o crescimento de solucoes

com a mesma condi¢ao inicial.

O segundo resultado obtido é uma generalizacao da caracterizacao estabe-
lecida em Last & Simon [1999] para a componente absolutamente continua do
operador de Jacobi escalar. Especificamente, demonstramos na Sec¢ao 5.1 (teore-
mas 5.3 e 5.6) que, para 1 < r <[, o fecho essencial (Defini¢ao D.11) do conjunto
S\ Sp41, com

L

1 2 2
S, ={z cR; hﬂg‘}f 7 Zl [Sl—r+1[¢n(x>] + Sl—r+1[¢n(x)u < oo},
coincide com o espectro absolutamente continuo de multiplicidade r do operador
(1.9) restrito a Z, e que satisfaz uma dada condi¢ao de contorno em k = 0 (vide

Secao 3.3), onde si[¢] é o k-ésimo valor singular da matriz ¢ e, novamente, 1 e ¢ sdo
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sequéncias de matrizes formadas por auto-solucoes. Além disso, para a componente
absolutamente continua de multiplicidade total, demonstramos (teoremas 5.14 e
5.15) que

L
.1 2
S :={zx eR; thllcgfz g | AL (2)]|” < oo}

n=0
¢ um suporte minimal da componente absolutamente continua de multiplicidade
[ da medida espectral do mesmo operador, em que as matrizes A,(z), denomi-
nadas matrizes de transferéncia, geram recursivamente as solugoes da equacao de
autovalores em x e podem ser obtidas diretamente da expressao do operador (vide
(2.6)). Desse modo, p(S) = 0 e pif(S) = 0 para qualquer vetor u pertencente
ao dominio do referido operador. A demonstracao do resultado para o suporte S
¢ analoga a demonstragao exibida em Last & Simon [1999], para o caso escalar,
a partir da desigualdade de Jitomirskaya-Last. A dificuldade adicional é cotar o

novo termo que aparece na desigualdade para o caso matricial.

Porém, nao conseguimos aplicar a mesma linha de demonstracao da caracte-
rizacao do suporte § para as componentes absolutamente continuas de multiplici-
dade menor. A solucdo que encontramos para demonstrar os resultados referentes
aos suportes S, parte de uma caracterizacao do espectro do operador em termos
do decaimento de solugoes da equacao de autovalores, explicitamente, o Lema 5.1,
que adaptamos de Teschl [2000].

O terceiro resultado, demonstrado no Capitulo 6, é o chamado Teorema de
Kotani, demonstrado para operadores de Schrédinger ergddicos (isto é, operado-
res dinamicamente definidos por uma aplicagao ergodica) a valores matriciais por
Simon e Kotani em Kotani & Simon [1988]. Podemos definir, a partir das matri-
zes do operador de Jacobi, os expoentes v, denominados expoentes de Lyapunov
e definidos na Secao 6.2. Tais expoentes sao expressos, através das matrizes de
transferéncia, por
w

lim * log (3;[An(w)]) = 7

n—oo 1, 77

identidade esta satisfeita para quase todo w no espaco de medida (£2,v), no qual

estd definida a aplicagdo ergodica. Demonstraremos (Teorema 6.18) que o fecho
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essencial do conjunto
Z, = {x € R; exatamente 2r expoentes y se anulam }

coincide com o espectro absolutamente continuo de multiplicidade r do operador.
Na realidade, o Teorema de Kotani corresponde apenas a inclusio Z, =~ C Cacyrs
a inclusao og4c, € ZGSS, que também demonstramos aqui, € denominada Teorema
de Ishii-Pastur (Teorema 6.20). Seguimos a sequéncia da demonstragao de Kotani
& Simon [1988], a dificuldade adicional, em nosso caso, é considerar a influéncia
das matrizes D,, de (1.9) nas estimativas. Optamos por basear as estimativas na
matriz DyS[M| Dy, conjugada da parte imaginaria da matriz de Weyl-Titchmarsh,
para, posteriormente, relacionar as estimativas com os valores singulares da matriz
lim,, o S[M (z + iy)], por meio da Lei da Inércia de Sylvester (Proposigao C.6).

No capitulo 7, também no contexto dos operadores dinamicamente defini-
dos, mas desta vez por aplicacoes minimais, demonstramos uma versao mais fraca
da chamada dicotomia exponencial (proposi¢oes 7.12 e 7.13); a saber, o conjunto
resolvente do operador corresponde aos valores de energia para os quais o coci-
clo formado pelas matrizes de transferéncia satisfaz uma condicao de crescimento
uniforme. A versao mais geral desta caracterizacao foi demonstrada por Haro e
Puig, em Haro & Puig [2013], para operadores de Jacobi a valores matriciais com
coeficientes constantes; aqui, demonstramos o resultado para o caso de coefici-
entes variaveis, adaptando a demonstragao de Zhang [2018] para cociclos SO(2)
associados ao operador de Schrédinger.

Por fim, no Capitulo 8, demonstramos o Teorema de Kotani para o chamado
operador de Dirac ergodico. A demonstracao do resultado nao é uma adaptacao
imediata dos resultados do Capitulo 6, ja que o operador de Dirac é um exemplo
de operador de Jacobi singular, ou seja, cujas matrizes (Dp,)nez em (1.9) nao sao

invertiveis.

1.4 Organizacao do Texto

Apresentamos, na Secao 2.1, a definicao e algumas motivagoes para o estudo dos

operadores de Jacobi a valores matriciais. Na Secao 2.2, definimos um sitema
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dinamico associado ao operador de Jacobi por meio das respectivas matrizes de
transferéncia. Na Secao 2.3, demonstramos a chamada férmula de Green (Proposi-
¢a0 2.3), que nos permite estudar o comportamento assintotico das auto-solugoes.
Por fim, na Secao 2.4, discutimos o problema de determinacao das extensoes auto-
adjuntas do operador.

No Capitulo 3, obtemos a chamada matriz de Green, isto é, o nicleo integral
do operador resolvente, a qual nos permite, por meio do Teorema Espectral, carac-
terizar a medida espectral. Na Secao 3.1, apresentamos uma parametrizacao das
auto-solucoes que seré associada a funcao de Green, introduzida na Secao 3.2. A
partir desta parametrizacao podemos, como discutido na Secao 3.3, determinar um
suporte minimal para a componente absolutamente continua da medida. Discuti-
mos ainda como o espectro absolutamente continuo é preservado por perturbagoes
de posto finito realizadas sobre o operador.

Abordamos a relagdo entre o comportamento assintético de auto-solucoes
e medidas espectrais no Capitulo 4. Buscamos generalizar, para o contexto de
operadores de Jacobi a valores matriciais, a desigualdade de Jitomirskaya-Last
(Proposicao 4.3).

No Capitulo 5, apresentamos um dos resultados centrais do trabalho. Na Se-
¢ao 5.1, obtemos uma possivel generalizacao, para operadores de Jacobi a valores
matriciais, da caracterizacao do espectro absolutamente continuo de multiplici-
dade arbitraria, a partir do comportamento assintético das solugoes da equacao
de autovalores (Teoremas 5.3 e 5.6). Na Sec¢ao 5.2, partindo da desigualdade de
Jitomirskaya-Last obtida no Capitulo 4, determinamos através dos Teoremas 5.14
e 5.15 um suporte minimal para a componente absolutamente continua de multi-
plicidade total.

A Teoria de Kotani é o assunto central do Capitulo 6. Todos os resultados
desse capitulo se referem a operadores dinamicamente definidos a partir de sis-
temas ergodicos, os quais serao definidos na Segao 6.1. Na Secao 6.2, definimos
os expoentes de Lyapunov associados ao operador e, na Se¢ao 6.3, demonstramos
a Formula de Thouless (Teorema 6.9), que relaciona esses expoentes a chamada
densidade integrada de estados do operador. Apresentamos uma generalizagao do
Teorema de Kotani (Teorema 6.18) na Se¢do 6.4 e a sua reciproca (Teorema 6.20),

conhecida como Teorema de Ishii-Pastur, na Secao 6.5.
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Discutimos, no Capitulo 7, operadores dinamicamente definidos a partir de
transformacoes minimais. Na Secao 7.1, demonstramos a constancia da compo-
nente absolutamente continua (Teorema 7.6) a partir dos resultados obtidos no
Capitulo 5. Caracterizamos os cociclos que satisfazem uma condicao de cresci-
mento uniforme na Secao 7.2 e demonstramos uma versao mais fraca de dicotomia
exponencial (Proposi¢oes 7.12 e 7.13), que representa uma caracteriza¢do do es-
pectro do operador, na Secao 7.3.

No Capitulo 8, aplicamos alguns dos resultados anteriores ao operador de
Dirac, que sera definido na Secao 8.1. Apresentamos o cociclo definido a partir do
operador de Dirac ergodico na Secao 8.2, e na Secao 8.3, as func¢oes de Green e de
Weyl-Titchmarsh. Na Secao 8.4, apresentamos os resultados que caracterizam a
Teoria de Kotani do operador de Dirac.

A precedéncia ideal das se¢oes é como o indicado na Figura 1.1.

Figura 1.1. Precedéncia das secdes.
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Capitulo 2

O Operador de Jacobi em [2(Z;C!)

2.1 Operador de Jacobi

Nesta secao, apresentamos a definicao formal do operador de Jacobi! a valores ma-

triciais e discutimos algumas motivagoes para o estudo de tal classe de operadores.

Definigao 2.1 (Operador de Jacobi a Valores Matriciais). Dado | € N, um opera-
dor de Jacobi a valores matriciais é um operador simétrico em (CY)Z definido pela
led

[Hu),, := D1ty 1 + Dyuyq + Vyuy, (2.1)

onde D,,V, € S(I,R).

Na realidade, a definicao? usual de operador de Jacobi a valores matriciais
nao exige que as matrizes D,, sejam simétricas; entretanto, para os problemas que
consideramos, esta é uma exigéncia necessaria (vide, por exemplo, a Proposi¢do
2.3).

!H4 uma pequena confusdo quanto 4 nomenclatura de operadores de Jacobi. Por exemplo, em
Kotani & Simon [1988], como contraponto ao caso continuo em L2(R;C!), os autores denominam
por matrizes de Jacobi o que , em Marx & Jitomirskaya [2017], é denominado operador de
Schrodinger a valores matriciais. Adotamos a definicdo de Marx & Jitomirskaya [2017] que
condiz, por exemplo, com a defini¢cdo de Stone [1932], paginas 86, 530.

2Como, por exemplo, a defini¢ao apresentada em Marx & Jitomirskaya [2017], onde h4 uma
revisao acerca dos resultados conhecidos para esses operadores.

13
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O operador H pode ser 'representado’ por uma matriz bloco-tridiagonal in-

finita:

V_l D_1 0 0 e u_1

D,l % DO 0 c. Up
Hu =
0 Dy Vi Dy ... u

0 0 D1 ‘/2 L) D))

Em muitas situacoes, é conveniente considerar a restricio H* do operador a
Z,.

Definicao 2.2 (Operador de Jacobi a Valores Matriciais em Z,). Dado H como

na Definicdo 2.1, a restricio de H a Z, é o operador em (CY)2+ definido pela lei

0, sen =0,
[H" ), = (2.2)
D, 1ty + Dyuyyy + Vyou,, sen > 0.

De maneira inteiramente analoga, podemos definir a restricio H~ a Z_. O

operador H* também pode ser representado em forma matricial como

0 00 0 0 ... ][ wu]

Dy Vi Dy 0 ... ||l w

Hu=| 0 D Vi Dy ... || w
0 0 Dy Vi ... || us

Ha diversas situacoes em que o operador da Definicao 2.1 estd associado a
um problema fisico. Inicialmente, considere® o caso escalar, ou seja, [ = 1. Um
dos modelos utilizados na Fisica Cléassica para o comportamento de particulas
em estado sélido é o chamado cristal harmonico. No caso unidimensional, cada

particula pode interagir apenas com seus dois primeiros vizinhos e a interagao é

3Confira Teschl [2000], pagina 22.
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analoga a que ocorre com um oscilador harmonico. Entao, a forca que age sobre a
particula que ocupa a posigao n dependeré de sua massa, m(n), dos deslocamentos
em relacdo a posi¢ao de equilibrio das particulas vizinhas, denotados por z(n—1,1)
e z(n + 1,t), bem como das respectivas constantes harmonicas k(n) e k(n — 1),

conforme indicado na figura 2.1.

Figura 2.1. Modelo de cristal harmonico unidimensional.

m(n-1) m(n) m(n+1)
AN AN NN ERANN-EAANN-E AN
O -0V @@

kin - kin)
‘ x(n,t)

Pela segunda Lei de Newton, para a n-ésima particula, temos a equagao
d2
m(n)ﬁx(n, t)y=k(n—1)(x(n—1,t) —x(n,t)) + k(n)(x(n+ 1,t) — z(n,t)).

Se introduzirmos as coordenadas

p(n.t) = m(n)gz(n,t),

q(n,t) = x(n,t),
o Hamiltoniano do sistema é dado por

P K v 1) — g2

ip, q) = 2m(n) 2

Pela transformagao (u,v) = (\/Lm, v/mgq), o Hamiltoniano pode ser reescrito

Ccomo

h(u,v) = Z v(n)? + 2a(n)u(n)u(n + 1) + b(n)u(n)?,

neZ
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em que
_ k()
a(n) m(n)m(n+1)’
k(n)+k(n—1
b(n) = Ml

As equacoes de movimento, neste caso, sao reescritas como

%u(n,t) = o(n,t),
Lo(n,t) = —Hu(n,t),
onde
Hu=a(n)u(n+1)+a(n — Du(n — 1) + b(n)u(n), (2.3)

de modo que H corresponde ao caso escalar (I = 1) da Definicdo 2.1. Nestas

coordenadas, portanto, a equacao de segunda ordem se torna
d2

ﬁu(n, t) = —Hu(n,t).

Logo, partindo do Calculo Funcional, para conhecermos a solu¢iao?, basta conhe-

cermos a decomposicao espectral de H.

Um outro contexto no qual se fazem presentes operadores de Jacobi é a teoria
da equacoes de diferenca finita, que muitas vezes modela problemas de Mecanica
Quantica; neste caso, os equivalentes dos operadores dindmicos para sequéncias
sdo definidos como (Chen & Shi [2004])

Vu(n) = u(n)—u(n—1),
Au(n) = u(n+1)—u(n).

Em termos destes operadores, uma identidade como (2.3) pode ser escrita
como

Hu = —V(a(n)Au(n)) + b(n)u(n),

4Para maiores detalhes e para ver a expressdo da solu¢do obtida pelo Célculo Funcional,
confira Teschl [2000], pagina 23.
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ou seja, como uma combinacao de operadores dinamicos e um operador de multi-

plicacao correspondente ao potencial.

Em dimensodes maiores, fixado v > 2 e dado 2 C Z*~!, podemos considerar®
o conjunto Z x 2, isto é, uma faixa v-dimensional. Por exemplo, para v = 3,

poderiamos tomar
Q:={P=(0,0:;Q=(1,0;R=(0,1);S = (1,1)} c Z*.

Terfamos entdo, como indicado na Figura 2.2, Z x Q C Z3. Defina, para u €

Figura 2.2. Operador em uma faixa em Z3.

AV
/AL
Vo /)

/A

AV
'
A

AN YA

I>(Z x ©;C), um operador da forma

(HWw)a = Y ug+V(a)u,,
|p—al=1
BEZXQ

com o € Z x ). Note que a interacdo em um sitio o depende apenas dos sitios

®Confira Kotani & Simon [1988].
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primeiros vizinhos. No exemplo tridimensional,

(Hu)pp = Upn—1+Upnt1 +UQn + URp + VPnlipn,
(Hu)gn = ugn-1+UQut1 + Uy + Usn + VQnlign,
(Hu)Rm = URn-1 + UR n+1 + Upn + Usn + URnURn,
(Hll)&n = uSm_l + U n+1 + UQJL + URn + US,nuS,n-

Se definirmos, para cada n € Z, as matrizes

1000 vpn 11 0

S L e
0010 1 0 wvp, 1
0001 0 1 1 wg,

podemos representar H na forma (2.1), com a dimensao das matrizes sendo dada
pela cardinalidade de ). FEvidentemente, poderiamos generalizar este modelo,
para estruturas que ndo estejam contidas em Z" (uma vez que este s6 depende das
relagoes de adjacéncia nos elementos de €2), como é o caso de varios modelos de

cristais.

2.2 Abordagem Dinamica

Fixado z € C, podemos escrever a equagao de autovalores do operador (2.1),

definida para todo n € Z, por
Dnun+1 +Dypqu, g + Vou, = Uy, (24)

na forma matricial

llln+1 ] _ [D;l(z—vn) —DD,_; ] [ u, ] | 25)
I

u, 0 u,_1

A relacao de recorréncia assim obtida define um sistema dinamico discreto,
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segundo a Definicao E.1, com X =C*, G =Ze
m(u, vin) = ((An(2)) 110 + (An(2)) 12V, (An(2))21u + (An(2))22v),

sendo (A, (z));x blocos | x [ da matriz de transferéncia A,,(2), de tamanho 21 x 21,

expressa por

An(2) = (An(2)11 (An(2))12 |
(An(2))21 (An(2))22
e definida pela relacao
[ 113—&-1 = An(z) 3(1) ] . (2.6)

Alternativamente, se denotamos por

DY (2—V,) —-D;'D,, ]
Qp 1= )

I 0
entao )
Qp_ 10 _9...001 O, sen > 1,
Ay (2) = Iy, sen =0, (2.7)
kagla;il...ajéozj, sen < —1.

Equivalentemente, poderiamos escrever a equacao de autovalores como

Ungr | _ D' (2-V,) —-D;! u, | 2.8)
Dnun Dn 0 Dn—lun—l

e entdo escrever as matrizes de transferéncia tomando em (2.7) as matrizes

| Dt (z=Va) —=D,*
- | o0
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em substituicdo as matrizes o,,. A vantagem desta segunda representacao é o fato
das matrizes A,, serem unimodulares (isto é, possuirem determinante 1) e, mais

ainda, simpléticas (vide Defini¢ao C.8).

2.3 Foérmula de Green

A Férmula de Green é uma identidade que decorre diretamente da lei que define o
operador e indica como uma grandeza definida a partir de dois vetores arbitrarios
em (C')Z varia em cada posicao a partir da imagem dos respectivos vetores pelo
operador. Esta quantidade possui uma importancia tanto do ponto de vista dina-
mico (que sera mais explorado na Sec¢ao 3.1), quanto do ponto de vista da teoria

espectral (que é essencial na Se¢ao 2.4).

Para o produto interno em C!, adotaremos a convencao da linearidade com

respeito a primeira componente, ou seja,

l
<1,17 V>(Cl = Z UV -
k=1

Proposicao 2.3 (Formula de Green). Seja H como na Definicao 2.1. Dados

u, v € (CHZ, para quaisquer niimeros inteiros n > m,

<(H’U,)k, ®k>(Cl — <(H’U)k, 'uk>(cl = W[u,'v](” + 1) — W[u,v] (m),

k=m

onde W é o Wronskiano, dado por
Wiw) (1) = (D1, Un—1)t — (Dp—1Vn, Un—1) -
Demonstracao. Pela definicao do operador H,
(Hue, Vi)ee = (Ditiir, Vi + (Die—1ti-1, Vi) + (Villk, Vi) o

(HV)g,tg)e = (DpVis, U)o + (Di—1Vie—1, W) + (Veve, U)o
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de modo que
(Ha)g, Vi) — ((HV)g, U)o =
= (Ditps1, Vi)o + (Di—1k—1, Vi) oo + (Vilg, Vi) @
— (DeVig, U)ot — (De-1Vie—1, W) oo — ViV, Gg) o =
= (Drugsr; Vi) — (De-1Vi—1, Ug) 1)
+({(Dr—1k—1, Vi)t — (DrVit1, Ug) o)

+((Veur, Vi)t — (Vievie, We) ) -

Como as matrizes D e V}, sao reais e simétricas,
(Ha)g, Vi) — (HV)g, Q) = (D1, Vi) oo — (Dp—10k, Vi-1) )
+({(Dr—1p—1, Vi) oo — (DrWg, Vier1) o)
+((Viuk, Vi) oo — (Wk, VaVi) o)
= (Drtpgr, Vi) — (De—1Ug, Vi_1) )
+({(Dr—1k—1, Vi)t — (Dr, Vir1) o)

+(0).

21
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Portanto,
D b (HW)g, Vi) or = (HV)g, Up) o =

= D i (Dettggr, Vi) oo — (Dp—10p, Vi—1) 1)
+ > pn (Dec1i—1, Vi) — (D, Viep1) oo =
= (= (Dm-1Um; Vim—1)c + (DnUni1, Vo))
(D11, Vi)t — (D, V1)) =
= ((Dntng1, Vo)or = (Dnltn, Vig1) )

_(<Dmfluma ‘_fm71>(cl - <Dm71umfla ‘_fm>(cl)-

E, novamente, pelo fato das matrizes D;, serem reais e simétricas,
S ((H) Vi) — (HY) g W) =
= ((Dntns1, Vi) oo — (DaViir, Un) )
— (D1, Vin—1) ot — (D1 Vin, Um—1)gt) =

= W[u,v} (n+ 1) — W[u,v} (m)

Considerando u,,, v,, como vetores-coluna, podemos reescrever o wronskiano

de u e vem n como

W[U,V] (n) = uan—IVn—l - Van—lun—l- (210)

No caso de A,,, B,, serem sequéncias de matrizes [ X [, aplicando o operador
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a cada coluna, temos um resultado anélogo a Formula de Green; a saber,
Z ALH(B)y, — H(A) By, = Wiap (n+ 1) = Wia g (m), (2.11)
k=m

com
W[AvB}(m) = (Afn—le—le - Aanm—le—l)-

Lema 2.4. Seja H como na Defini¢io 2.1. Se u € (C)% ¢ tal que Hu = zu para

algum z € C, entao
%KDnun-&-lv un)cl] - %KDm—luma um—1>(cl] = %[2] Z ||u/<:||2 :
k=m

Demonstracao. Basta aplicar a formula de Green para u e . Como o operador é

simétrico, Hu = zu. O membro esquerdo da féormula fica
D e (HWp, W) — (HQ)g, Q) = 305, (W, Up)er — (Z0k, k)
= D 2 (W, W) — Z (T, )
= D e Z (W, W) — Z (U, )
= Doz (W we) e — Z (g, )
= Dz = 2) (W, wi)
= i 20802 fuil)”
Ja o membro direito se expressa como
W[uvﬁ](” +1) — W[uyﬁ](m> = ((Dpupia, un><cl — (Dnuy, un+1>cl)
~((Dm-1tm, Wn-1)cr = (Dim—1Wm—1, W) 1)

= 21S[(DpUpy1, Un) ] — 2iS[( D1, Uipe1) -
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]

Lema 2.5 (Constancia do Wronskiano). Seja H como na Defini¢ao 2.1. Se u, v €
(CHZ sao tais que Hu = zu e Hv = zv para algum z € C, entdo o Wronskiano

Wiu,w(n) € constante.

Demonstracao. Basta aplicar a formula de Green para u e v. Com efeito,

Z <(H11)k,\7>@ - <(Hv)k7ﬁk>cl = Z <Zuk7‘7k>@ - <kavﬁl€>(cl =0,
k=m k=m
e portanto

W[uw(n + 1) — W[uy](m) =0.

]

Lema 2.6. Seja H como na Definicio 2.1. Se w,v,7,s8 € (CH? sdo tais que

Hu=zu,Hr=zr e Hv=xv, Hs = xs para algum z = x + 1y € C, entao
Wiu—v7—3)(n + 1) = Wiu—v5—35(m) = iy Zn: 2 (uk, T)cr — (W, Sk)er — (Uky Th) o -
k=m
Demonstracao. Temos, para todo k € 7Z, a identidade
(Hu—v))i, (t —8)i)er — (H(E —8)), (T — Vi) =
= (2u — Vg, T — Sk) o — (ZTk — T8k, U — Vi)t =
= (2up, Tp)e — (2Uk, Sk + (TVE, Sk) ot — (TV, i)

+ (ZT%, Vi) — (ZTk, Ug) o + (@8g, W) — (TSk, Vi) -

Agora, somando ambos os membros da identidade anterior de m a n, temos
Do (H (= V))i, (r = 8)i) et — (H (T = 8))i, (0 = V))or =

= ZZ:m 2yl <uk7 rk>Cl - ZZ:m yll <ul€7 sk>(Cl - ZZ:m yZ <V’€7 rk>(Cl :
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O resultado é agora uma consequéncia da formula de Green. [
Lema 2.7. Seja H como na Definicio 2.1. Se u,v € (C)% sdo tais que Hu = zu
e Hv = zv para algum z = x + iy € C, entao
Y Y hem 2 ke = uany o) — (o, w) e =
= 28 [(Dn(u = v)nt, (v = V)n)er] = 29 (D1 (= ), (0 = 0)m-1) ] -
Demonstracao. Basta aplicar o Lema 2.7, com r = u, v = s, e observar que

W[u—v,ﬁ—?](” + ]-) - W[u—v,ﬁ—\’/] (m) - <Dn(u - V)n+17 (ll - V)n>(cl

Lema 2.8. Seja H como na Definicio 2.1. Se B,C € (M(l,C))% sao tais que
HB = 2B e HC = zC para algum z = x + 1y € C, entao

~23[(B = )ty D1 (B = O]

Demonstracao. Basta aplicar o Lema 2.6 as colunas das matrizes B e C. O
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2.4 Extensdes Auto-adjuntas

Tanto o operador da Definicao 2.1 quanto o operador da Definicao 2.2 podem nao
ser limitados, se os considerarmos como definidos em subconjuntos de 1?(Z; C')
e I2(Zy; C!) respectivamente, o que torna necessirio determinar suas respectivas
extensoes auto-adjuntas, caso existam. Observe que, em principio, o operador H+

sequer é simétrico.

Lema 2.9. Seja H* como na Definigio 2.2. Para xy,, w, € (CHN en € Z,, vale
Dt (@, (H M) = 2oy (H Y @)k, we)
+ (<mn7 Dnun+1>(cl - <mn+17 Dnun>(cl)

— ((@0, Dowr )i — (1, Do) ) -

Demonstracao. Analogamente a identidade de Green, temos para todo k € Z,

que

(i, (HT)i) e — (H %), W) =
= (X, DeWeg1) o0 + Xk, Dip—1p—1) 0 + (X, Vil
- (<Dkxk+17 uk>(cl + <Dk71Xk717 Uk><cz + <V1<Xk, llk>(cz) =

= ((xk, Dpit1) o — (Di—1Xp—1, Wi)er) + ((Kiy D—1@p-1) ot — (DrXppg1, We) ) -

Somando ambos os membros da identidade acima de 1 a n, obtemos
EZ:l <Xk7 (H+u>k>(cl = ZZ:1 <(H+X)k7 uk>(cl
+ (<Xn7 Dnun+1>(cl - <Xn+1a Dnun>@l)

— ((x0, D0u1><cl — (x1, D0u0><cl) .
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Portanto, para que o operador definido por H" seja simétrico em um dominio

D C I*(Z,,Cl), é necessario que, para todos u,v € D,

lim ((xn, DpUni1)er — (X1, Dattn) @) = ((%0, Doutr)er — (1, Dotto) ) - (2.12)

n—oo

Podemos partir dos operadores®

HrerLaz : (Hrtax) - ZQ(ZJMCl)? (213)
Hbyoo (HY) — P2, T, (2.14)

em que (H' ) é o conjunto

{'ll S lz(ZJerl) | H+u S ZZ(ZJerl)}a

e (H

o) € o conjunto

{X S COO<Z+7(CI) ‘ (<X07D0u1>(cl - <X17D0u0>(cl) = O,‘v’u € 12<Z+7Cl)}'

Proposicao 2.10. Os operadores H e H'. . definidos acima, satisfazem

mazx min’

(a’) H;_L(l(l? - (Hr—:_un)*?
(b) (H’rzax)* = ij—zm

Demonstracao. (a):
)*). Devido a defini¢ao de

)*) é o conjunto

Mostraremos primeiramente que (H, ) 2 ((H .,
operador adjunto (Definigao B.2), ((H,!.

{x € *(Z,,CY | Iy € *(Z,,Ch, <X, H;;mu> = (y,u),Vu e (H . )}

Supondo que x € ((H. )*), devemos mostrar que Hx € [*(Z,,C'). Pelo Lema

min

6Baseamo-nos nas abordagens de Teschl [2000], pagina 47 e Carmona & Lacroix [1990],
pagina 122.
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2.9, para todo u € (H', ) etodon > 1,

ZZ:I <(H+X)/€7 uk>(Cl Zk 1 <Xk’ mzn k>(cl
- ((Xna Dnun+1>(cl - <Xn+1> Dn“n)@l)
+ (<X07 Dou1>@ - <X1, D0u0>@) )

Tomando o limite em n e considerando y segundo a defini¢ao ((H;, )*),

[M]8

<(H+X)k,11k>(cl = (x,H;,u) = (y,u).

Logo, como u é arbitrario, H*x € [*(Z,,C') e portanto, x € (H} ).

max

Suponha agora que x € (H ). Desejamos mostrar que, para todo u €

Hi.), (x,H,u) = (H,.x,u). Novamente pelo Lema 2.9 e pela relacio (2.12),

[e.9]
Z ma;p k7 uk Z <Xk7 mzn >Cl 9

k=1

e, consequentemente, x € ((H. )*). Logo, (H}, ) C ((H}, )*).

mwn max mwn

Como (Ht, ) =H'

mwn min’

o resultado se segue da alinea (a). O
Suponha que a sequéncia (D,,), satisfaca, para todo par u,v € [?(N;C!),

lim (v, Dptpg1)er — (Vis1, Dpn) @) = 0 (2.15)

n—o0

(basta, por exemplo, exigir que D,, seja limitado). Neste caso, a forma de fronteira

associada a H," = (Definicao B.4) é dada por

max

F(U,V) = Zk 1<( max )kvvk>Cl_<(H$axv)k7ﬁk>(Cl
(2.16)

= = ((vo, Dour) e = (vi, Dowto)er) -

Ainda sob tais hipoteses, para determinarmos explicitamente as extensoes
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auto-adjuntas de H ' mnecessitamos de uma tripla de fronteira (H, p1, p2) (veja a

min?

Definigao B.5). Para tanto, defina’ os subespagos

X = {x=uw —iDyug;u e ((H,)")}

Y = {y=u +iDoug;uc ((H', )},

e as aplicagoes py, po : ((H', )*) — C!, dadas por

man

p1(u) = wu; —iDguy,

pg(ll) = u1+iD0u0.

Entdo, para u,v € ((H, )*),
(p1(0), p1(v))er — (p2(0), p2(V))x = (w1 —iDoug, vi —iDovo) e

— (uy +iDgug, vi +iDovo) e

= (uy,vi)e + (a1, —iDovo)
+ (—iDgug, vi)@ + (—iDoug, —iDyvo) e
— (1, vi)er — (u1,4Dovo)
— (iDoug, V1) — (iDoug, iDgvo)

= 2i(wy, Dyvo) o — 2¢ (Doug, Vi)

= 2il'(u,v),

onde I' é a forma de fronteira dada por (2.16).

Portanto, (C!, p1,p2) ¢ uma tripla de fronteira. Além disto, os indices de

deficiéncia do operador H.'

min

sao iguais. De fato, sabe-se que, no caso geral de

"Seguimos a idéia do exemplo apresentado em de Oliveira [2009], pAgina 181.
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operadores simétricos, os indices de deficiéncia sdo constantes® em cada semi-
plano de C. Como as matrizes do operador sao reais, as auto solu¢oes em z sao
) = ny(H,,

min

conjugadas as auto-solugoes em z; logo, n_(H'

min

). Entdo, podemos
aplicar a Proposi¢ao B.6 e estabelecer os dominios cujas restrigoes de (H, . )* sdo
auto-adjuntas; tais conjuntos sao obtidos através de aplicagoes unitarias U entre
X e Y tais que, para todo u € (H, )*,

pi(u) = Upsz(u).
Assim, se (I + U) for invertivel,

u; — iDouO = Ulll + Z.UDQHO,

ou seja,
(]I - U)'Lll = Z(]I + U)Dou(),

e portanto
i(T+U) (I —U)u; = —Douy.

O operador do membro esquerdo da identidade acima é a transformada de
Cayley da matriz U, e equivale a uma matriz auto-adjunta’. Assim, as exten-
soes auto-adjuntas do operador estao associadas as transformacoes auto-adjuntas
i(I+ U)"YI - U). Em particular, se Bu; = —Dyuy e Bv; = —Dyvy para uma

transformacao auto-adjunta B, entao
({vo, D0U1>cl — (v, D0U0>cl) = ((—Bvl,u1>@ — (v1, —Bu1>@) = 0;

assim, a forma de fronteira se anula.

Sob tais hipoteses, temos entao definidas as extensoes auto-adjuntas do ope-

rador H'

min’

caracterizadas por transformacdes auto-adjuntas em C'. Podemos

8Weidmann [1980], pagina 230.
9de Oliveira [2009], pagina 183.
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representa-las como

[0 0 0 0 ... ][ u]
0 (\,—B) Dy 0 ... w

HPu=|0 D Vo Dy ... u |, (2.17)
0 0 Dy Vi ... us

parametrizadas pelas transformacoes auto-adjuntas B. Em particular, no caso
B = 0, chamado de operador de Dirichlet, o dominio é caracterizado por uy = 0.

Observe que o operador H, definido em
{x € I*(Z,C" | Hx € [*(Z,C"} (2.18)

pela lei (2.1), pode ser visto como uma perturbacao de posto finito da soma direta
dos operadores H? e HB, definidos respectivamente em [*(Z;,C') e 1*(Z_,C"),

com B =0.

Existem, no entanto, matrizes unitarias U que, apesar de (I 4+ U) nao ser
invertivel, também caracterizam extensoes do operador, de maneira que nem todas
as extensdes sdo da forma (2.17). E o caso, por exemplo, de U = —I, denominado
operador de Neumann. Mais geralmente, se (I—U) ¢é invertivel, a condigao p;(u) =
Upo(u) se torna

u, =i(I—U) " (I+ U)Dguy,

de maneira que podemos escrever estas extensoes como

0 00 0 ...|][u
(Dy—ViBDy) 0 Dy 0 ... || w

HBu = ~DiBDy 0 Vo Dy ... | | u |, (2.19)
0 0 Do Vi ... || us

em que B é novamente uma matriz auto-adjunta. Em particular, o operador de

Neumann equivale a B = 0, ou seja, u; = 0.



32 CAPITULO 2. O OPERADOR DE JACOBI EM [?(Z; C!)

Os operadores H, definido em (2.18), e H}

min’

definido como na Proposicao
2.10, tém em principio 2! graus de liberdade, no sentido de que seus indices de
deficiéncia estao entre 0 e 2[. A hipdtese de haver exatamente [ solucoes da equagao
de auto-valores que sejam quadrado-soméaveis em +o0o nos permitird representar
o operador resolvente de uma maneira tinica. De modo mais geral, esta situagao

equivale ao conceito de operador ponto limite em +oc:

Definigao 2.11 (Operador Ponto Limite). O operador H

min

€ dito ponto limite
em +oo se, para algum z € C,, exatamente | solugoes da equagio H u = zu

sao quadrado-somduveis em +0Q.

A definicdo independe de z, pois o indice de deficiéncia de H'. independe

min
de z.

Em outras palavras, o operador é ponto limite se n_(H. Yy =n,(H' )=1I.
O conceito e a denominacao ponto limite se originaram na teoria dos circulos de
Weyl para o caso escalar, discutida no Capitulo 9 de Coddington & Levinson
[1955], por exemplo; neste caso ny € {0,1,2}. Analisando a restri¢do do operador
a intervalos finitos, para ny = 1, as parametrizacoes das solucoes da equacao de
autovalores (fungoes de Weyl-Titchmarsh), que formam um circulo no plano com-
plexo, convergem para um ponto em C quando os intervalos tendem a semirreta,
ponto este que caracteriza o operador resolvente. Se ny = 2, os circulos tendem a
um circulo no plano complexo, e o operador é classificado como circulo limite.

No Capitulo 9 de Atkinson [1964], no contexto de operadores de Sturm-
Liouville, ha um estudo sobre a teoria dos circulos de Weyl para dimensoes mai-
ores que utiliza aplicacoes lineares unitarias como parametrizacoes. No mesmo
contexto, essa teoria é exposta mais detalhadamente em Hinton & Shaw [1981],
em que os casos n4 < [ sao relacionados ao posto da representagao matricial do
operador resolvente.

Para o caso n4 > [, nao ha uma representacao matricial tinica do operador
resolvente. A situacao ni = 2[, por sua vez, é andloga a classificacao de circulo
limite no caso escalar (Shi [2004]).

A questao subsequente é determinar caracterizagoes, ou ao menos condigoes
suficientes, que nos permitam classificar um operador como ponto limite. No nosso

caso, a propriedade (2.15) é essencial para que as extensoes sejam definidas desta
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maneira, forcando que o operador seja ponto limite, segundo a Definicao 2.11. Por
exemplo, determinam-se em Chen & Shi [2004] resultados desta natureza para um
operador escalar semelhante ao caso do operador de Jacobi. Em um ambito mais
geral, ha trabalhos como Atkinson [1981] e Everitt et al. [1986] que tratam de
operadores de Sturm-Liouville. Em dimensao maior, podemos citar Pleijel [1969],
Braeutigam [2017] e Qi & Chen [2004].

Especificamente em Allahverdiev [2003], ha um estudo sobre as extensoes
auto-adjuntas para um caso mais restrito do que o caso ponto limite. Nesse tra-
balho, o ponto de partida é uma das extensées do tipo (2.17), e portanto o indice
Neste
contexto, o operador é dito indeterminado se o indice de deficiéncia é maximo,
ou seja, | e nos trabalhos Kostyuchenko & Mirzoev [1998], Kostyuchenko & Mir-

zoev [1999] e Kostyuchenko & Mirzoev [2001] existem caracteriza¢Oes para o caso

de deficiéncia assume valores entre 0 e [, diferentemente do operador H '

min*

indeterminado.

Nao buscaremos apresentar uma caracterizacao para o conceito de ponto
limite; apenas assumiremos'’, de agora em diante, as condicoes que nos permitiram
definir as extensoes (2.17) e (2.19), em especial a propriedade (2.15), que pode ser
interpretada como uma ’'condicao de contorno’ em +o00. Para o operador de Jacobi
escalar, had uma condi¢ao suficiente para o caso ponto limite (Teschl [2000], pagina

49). Podemos estendé-la para o caso a valores matriciais.

Proposicao 2.12. Se o operador H*, como na Definicao 2.2, satisfaz

=1
= o0, (2.20)
kZO D]

entdo H

min

€ ponto limite em +oo0.

) > 1. Se 2] >0, 0

— z)7! est& definido e & limitado. Considerando (assim como o

Demonstragdo. Demonstraremos inicialmente que n, (H.
operador (H

min

argumento apresentado em Carmona & Lacroix [1990], pagina 124) uma base de

0Por exemplo, Gesztesy et al. [2002] assume apenas que as matrizes D,, e V,, sdo uniforme-
mente limitadas.
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vetores canonicos {ej1,€1,...€1;} (vide (3.7)), o sistema

{([’IJr — 2)7181,1, (HJF — 2)716172, .. (HJr — 2)716171}

min mwn mwn

é linearmente independente, sendo cada um de seus elementos quadrado-somavel
em +oo (recorde que {e;;},_, é uma base espectral, segundo a Defini¢io B.18).

i +
Desse modo, concluimos que ny (H, . ) > .

Agora, supondo por absurdo que n,(H,;". ) >, para z € C fixado, existem
auto-solugoes u, v € 1?(Z,, C!) linearmente independentes e uma constante C' # 0

tais que Wi, v)(1) # C. Pela constancia do Wronskiano, para todo k > 0,
W[u,v]<k> = <Dk71uk;‘7k71>cl - <Dk71Vk,ﬁk71>@ =C,

ou seja,
]
[pors=y|

Somando ambos o membros da desigualdade acima de 1 a n e utilizando a desi-

< (el {vr—all + lvall Tax— D) -

gualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

C
S < S Tl vea + Sy [val o |

< (S Il (S v P)
(S Ivel?) (S e )
< (S TuelP) (i Iwel)

/(0 IvellP) (s )

= 2/(0150 Tuel®) (S vel?).
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Desta maneira, tomando o limite n — oo em ambos os membros, temos que

|C] 1
— E <lu V| < oQ.

Um absurdo. Logo, necessariamente n, (H,. ) <. O

min






Capitulo 3

O Operador Resolvente

Tradicionalmente, as propriedades espectrais de um operador auto-adjunto sao
determinadas pelo comportamento de 'fronteira’ do respectivo operador resolvente,
isto é, o comportamento para z = z + iy € C no limite de y | 0. Com efeito,
com a formula de inversao de Stieltjes e o Teorema Espectral, podemos obter a
medida espectral do operador de Dirichlet, definido a partir de (2.17) e satisfazendo
em (H ), dominio do operador (2.13), a condigdo uy = 0, sendo representado

matricialmente como

(000 0 0 ... [u]
0 Vi Dy 0 ... u

Hlu=|0 Dy Vo Dy ... u | . (3.1)
0 0 Dy Vi ... u;

Para tanto, fixado z no conjunto resolvente de ij, é necessario escrever o
operador resolvente em sua forma integral a partir da fungdo de Green (a valores
matriciais), que sera parametrizada pelas solugbes da equagao de autovalores em

zZ.

37
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3.1 Funcao M de Weyl-Titchmarsh

Inicialmente, parametrizaremos as auto-solucoes quadrado-soméveis em funcao
das condigoes iniciais. Esta parametrizacao é conhecida como Funcao de Weyl-
Titchmarsh.

Se H™ & um operador segundo a Defini¢ao 2.2, fixado z € C \ R, sabemos
que no caso ponto limite (Definigdo 2.11) o conjunto de auto-solug¢oes quadrado

somaveis da equacao H*u = zu em (C')%+, denotado por
To(2) = fu e (©)F | Hru=2uY | < oo}
n=1
é um subespaco de dimensao [.
Definigao 3.1 (Solugoes de Jost). Seja H como na Defini¢ao 2.1 e ponto limite

em +00. Para z € C\ R, eziste uma unica sequéncia (F£+))n de matrizes | X 1 tal

que

(@) D FD + Dy FO 4V, B = 2B,

n

Cada coluna da matriz é uma solucao da equacao de autovalores tendo como
condi¢ao inicial um vetor canonico. Cada uma destas | solucoes é chamada solucao

de Jost.

As solucdes quadrado-somaveis em +oo, que formam as matrizes (FT(LJ’))n,
constituem uma base para J,(z). Também podemos definir, de maneira inteira-
mente analoga, a sequéncia de matrizes (F,E*))n, formadas por solugoes da equacao

de autovalores de H satisfazendo

f;HFé‘)HQ < o0,



3.1. FuncAo M pDE WEYL-TITCHMARSH 39

de tal modo a constituirem uma base de J_(z), o espaco das solu¢oes quadrado-
somaveis em —oo. Apresentaremos a seguir uma maneira conveniente de parame-
trizar os espacos Ji(2).

Defini¢ao 3.2 (Matriz M de Weyl-Titchmarsh). Sejam z € C\ R e (Fé”) ,

(FT(L_)> como na Definicao 3.1. Definimos as funcoes (a valores matriciais) Mj:)

de Weyl-Titchmarsh, associadas aos operadores Hi dados por (3.1), como
M{ = -F3' Dy,

A escolha desta parametrizacao se justifica principalmente por corresponder
a transformada de Borel das medidas espectrais dos operadores Hi), respectiva-
mente (vide Segdo 3.3), mas também por conveniéncia para alguns célculos ne-
cessarios (vide Secao 6.4). Necessitamos estabelecer uma relacao entre a matriz
Weyl-Titchmarsh e as solucoes de Jost, da mesma forma que a Proposicao 2.3 em
Kotani & Simon [1988]:

Proposicao 3.3. Sejam z € C\R, (Fr(f)) como na Definicao 3.1 e Mf a matriz

de Weyl-Titchmarsh correspondente. Entdg,

Demonstracao. Para simplificar a notagao, omitiremos o indice (+).
(a) Da formula de Green (equagdo (2.11)), com Ay = By = Fj, segue-se a

existéncia de uma constante C' tal que, para todon € Z,
W[pr] (n) = (Fqilenlen — Ffiananfl).
Da propriedade (c) da Definigao 3.1, segue-se que
25 W) =0

e assim C' = 0; em particular,

(DoFo)tFl - (D()Fl)tFo == 0
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Como Fy =1 e Dy = D, temos que DyF; = DoM?D, ¢é simétrica; agora, como
D, é simétrica, segue-se que M? também o é.
(b) Novamente utilizando a equacdo (2.11) com Ay = Fy, B, = F, e m = 1,

tomando o limite n — oo, segue-se que
(Dofo)tFl - (Dofl)tFO = %[Z] ZF]:F;C
k=1

(note que a relagao (2.15) é satisfeita, por hipdtese), e portanto o resultado. [

3.2 O Nuacleo Integral do Operador Resolvente

Nesta se¢ao definiremos a funcao de Green associada ao operador de Dirichlet H?,
dado por (3.1). Omitiremos o indice (+) a partir de agora, a fim de tornar a

nota¢ao menos carregada.

Definigao 3.4 (Solugoes de Neumann e Dirichlet). Sejam 1, ¢ sequéncias de so-

lugdes matriciais da equacao de autovalores (2.4) para z € C, que satisfazem as

wU = ]Ia ¢U = 07
,lvbl - 07 qbl = L

Tais solucoes sao denominadas solucoes de Neumann e de Dirichlet, respectiva-

condicoes iniciais

mente.

Podemos exprimir as solucoes de Jost em termos destas solugoes como
F) =4, — ¢, M} Dy, (3.2)

De fato, esta identidade segue do fato de que ambos os membros de (3.2) coincidem
nos sitios 0 e 1 e sao solucoes da mesma equacao de autovalores.
Também a partir destas solugoes, podemos exprimir de maneira conveniente

as matrizes de transferéncia dadas por (2.6); a saber, para todo n € N,

[¢n+1 Ui ] _ An<z>[¢1 o ] 539
gbn ¢n CbO ¢O
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mais geralmente, para n > m > 0,

o Un

¢n+1 wn—i-l
Om  Um

_ Am,n(z) [ gbm—&-l 77Z)m—i-1 ] '

Se optarmos pelas matrizes de transferéncia simpléticas, tal relagao se torna, para
todos n > m > 0,

Pyl Yny1

= Apn(z) [ ﬁm; ;”m; ] (3.4)

Lema 3.5. Sejam H como na Definicao 2.1, e 1, ¢ as solucoes de Neumann e de
Dirichlet, respectivamente, da equacao de autovalores correspondente. Entao, para

todon € Z,,

(a) ¢nDy'dl, — ¢uDy 'y, = 0;
(b) ¢nD0_1¢5L+1 - gano_lwa_l = Drjl;
(C) %+1Do_1¢f~b - ¢n+1D0_1wfz = _Dgl'

Demonstracao. Aplicando a constancia do Wronskiano, por meio da equacao

(2.11), sobre os pares (¢, ), (¥, @), (¢,1) e (¢, ), temos para todo n € Z,, o
sistema de equacoes

%Dn?/}nﬂ—wiHann = 07
¢2Dn¢n+l_w2+1Dn¢n = DOa

¢2Dn¢n+l_¢;+1ann = _DOa

\ ¢$¢Dn¢n+1 _¢Z+1Dn¢n = 0,

que pode ser escrito na forma matricial como

% Z—Q—l Dn 0 J wn ¢n _ J DO 0 : (35)
P Phia 0 D, Yns1 Pnsr 0 Dg
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com

Sabemos que J7! = —J e que

-1
Dy 0 | Dgt 0
0 Dy 0 Dyt |

Logo, multiplicado a esquerda os dois lados da identidade (3.5) por estas

duas inversas, obtemos

Dyt 0 = WLoh || Dn O ] Un  n _|ro
0 1)0_1 ¢$7, iz—&-l O Dn ¢n+1 gbn—f—l 0 ]I .

Assim, como as matrizes comutam,

Un  On Daloﬂ_lg;g+1 Do 0 |y _ [T O
Vns1 Pny1 0 Dy! Loty 0 D, 0 1]

Rearranjando os termos:

(I On D()_l 0 Qﬂ; fH_l D;l 0
-1 J t t =] -1 |’
77bn-|-1 ¢TL+1 0 DO gbn n+1 0 Dn

equacao esta que por sua vez pode ser reescrita como

[ Dy 6, — 6u D5, =0,
@UnDo_lﬁbsz - ¢HD61¢;+1 = D,
Un1 Dy ¢t — dnia Dy = -D,",

 Uns1 Dy '@y — Gnn Dy WL, = 0.



3.2. O NUCLEO INTEGRAL DO OPERADOR RESOLVENTE 43

Lema 3.6. Sejam H como na Definicao 2.1, F' e ¢ as solugoes de Jost em +o0o e
de Dirichlet para z € C\ R, respectivamente. Entao, para todo n € Z.,

(a) E,Dy'¢t, — ¢,Dy ' Ft = 0.

(b) FnDo_l Z+1 - ¢nDo_1F7tz+1 = Dgl-

(¢) Fu1Dy'dl, = ¢ni1Dy = =Dyt

Demonstracao. Basta substituir na equagao (3.2) as equacoes do Lema anterior.
]

Proposigao 3.7. Para H?, dado por (3.1), defina para p,q € Z.,

—¢p(2) Dy ' Fi(2), p<q,
G’(p.q;2) =
—F,(2)Dy'¢l(2), p>q,

em que F' e ¢ sao, respectivamente, as solucoes de Jost em 400 e de Dirichlet para
z € C\ R. Entdo, para todo u € I*(Z,,Cl),

> Gp,gi2)uy = (H® = 2) ")y, (3.6)
q
em outras palavras, G® € a funcio de Green associada ao operador H®.

Demonstracao. Segue-se do fato das matrizes F), serem quadrado-soméveis que se
u € *(Z,,C", entao

(Z G*(p, q; Z)uq> € ’(Zy,C).

PELy

Demonstraremos que

(H? — 2) <Z G?(p, q; z)uq> = (up)pez, -

PELy
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Por defini¢do, omitindo a dependéncia de z em G*(p, ¢; 2),

(1 =) (S, am,) = (Z,00°0+1Lau,)

+ PELy

+ (32, Do i GO o — 1, ), )

PEL

+ (2,0 = 26 (. q)u, )

PELy

Fixado p, temos de separar os casos. Para ¢ < p — 1,

D,G*(p+1,9)u, + D,_1G?(p — 1,q)u, + (V, — 2)G?*(p,q)u, =
= —DpFp Dy du, — Dy Fyoi Dyt dhu, — (V, — 2)F, Dy ¢y =
- = {DPFIH-l + Dp—le—l + (VP B Z)Fp] D51¢Zuq -
= —[0] Dy ' ppu, =
= 0.

Parag=p—1,

D,G%(p+1,q)uy + Dyt G?(p — 1, q)uy + (V, — 2)G%(p, q)u, =
= —DyFp Dy ¢y — Dy 1y 1Dyt Fiug — (V, — 2) E, Dy dhu, =
= —DyFy Dy ¢hu, — Dy Fyi Dy huy — (V, — 2) B, Dy ' dhu, =
= —[DyFpi1 + Dy i By + (V, = 2)F] Dy ' ¢hu, =
= —10] Dalwéuq =

= 0,
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onde usamos o Lema 3.6 (a) na segunda igualdade. Para ¢ = p,
DyG*(g + 1,q)uy + Dy G?(q = L q)uy + (Vg — 2)G%(q, q)u, =
= —DFy1 Dy dlug — Dy_1¢g-1 Dy Flu, — (Vg — 2)¢, Dy ' Flu, =
= —(Dybgs1 Dy FL = I)uy — Dy 11 Dy Fru, — (V, — 2)¢, Dy ' Fru, =
=~ [Daboss + Dym16gr + (Vg = 2)64] Dy Fug + 1y =
= —[0] Dy Flug+u, =
= u,,
onde, na segunda igualdade, utilizamos o Lema 3.6 (¢). Para ¢ > p+ 1,
DyG?(p +1,q)ug + Dpr G?(p — 1, q)uy + (V, — 2)G(p, q)u, =
= —Dybp1 Dy ' Fiu, — Dy16y1 Dy ' Flu, — (V, — 2)¢, Dy ' Flu, =
= —[Dpdps1 + Dyp1¢p1 — (V, — 2)¢p] Dy ' Fluy =

= —10] Daqutuq =

3.3 Suportes Espectrais

A fungdo de Green G®(p, ¢; z) definida em C,, para p, q fixados, é uma fungio de
Herglotz (Defini¢ao D.1) e, portanto, segue-se da Proposi¢do D.2 que

lim G?(p, q; = + iy)
y40
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existe para Lebesgue quase todo z. Mais ainda, pelo Teorema Espectral (Propo-

sigao B.12), temos que, para todo u € [*(Z,,C),

(=2 ww) -

1

r—Zz

dpty ().
Se tomarmos os [ vetores canonicos (ej;)x=1.; em (C")% dados por

1, sen=1,5 =k,
(€1k)n; = (3.7)

0, caso contrério ,

segue-se da identidade (3.6) e da formula de inversao de Stieltjes (Proposi¢ao D.4)
que as medidas espectrais djie, , () sao obtidas como o limite, quando y | 0, da
parte imaginaria dos elementos diagonais da matriz Q := G®(1, 1;z + iy).

Como os vetores (e )r=1..; formam uma base espectral para H? (Definigao

B.18), denomina-se medida espectral do operador H? a matriz (dfie, e, ,)1<ij<i-

Proposicao 3.8 (Suporte Minimal para a Componente Absolutamente Continua).
Sejam H?, dado por (3.1), Mi’ a matriz de Weyl-Titchmarsh associada, definida
por (3.2), e 1 <j <. Entdo, o conjunto

»no

ac,j

= {r eR;3 lim M (x + iy), [%1 SIM L (z +iy)]] = j}

é um suporte minimal (vide Defini¢iao D.8) para a componente absolutamente con-

tinua de multiplicidade j da medida espectral (Defini¢ao B.19), e o conjunto

l
— ¢
Eic T U EULc,j
j=1

€ um suporte minimal para a componente absolutamente continua. Além disso, o
conjunto
¥ .= {z R, lim S[M (2 + iy)]] = oo}
y

¢ um suporte minimal para a componente singular.



3.3. SUPORTES ESPECTRAIS 47

Demonstracao. Por definicao,
G?(1,1;2) = = Dy ' Ft = Dy Dy (M$)t = M. (3.8)

Desta maneira, X, , e 2. sao os suportes dados pela Proposigao D.10, considerando

G?(1,1;2) como uma fungio Herglotz a valores matriciais. O

Necessitamos analisar, como veremos adiante, a relacao entre as medidas
espectrais de operadores que diferem entre si por um operador de posto finito.
Com efeito, podemos relacionar as extensoes (2.17) e (2.19) por perturbagoes deste

tipo. Por exemplo, se H e H} sao operadores da forma (2.17), entao

Hf — H} =(C - B) (Z (,er;) eLj) : (3.9)

j=1

Caso Hj, e HJ, sejam da forma (2.19), entdo

Hyi—H; = Vi(C—B)Dy <Z§':1 <->eo,j>el,j)

(3.10)
+D,(C — B)D, (22:1 (.,e0,) eg,j) .
Mais ainda, se Hf é da forma (2.17) e HZ, é da forma (2.19), entdo
Hf-H. = (Vi-DB) <Z§~:1 (- e1;) eLj) + Dy <Z§':1 (- en;) ez,j)
+(ViCDy — Dy) (Z§:1 (., e0,) el,j) (3.11)

+(D\CDy) (Zézl (., e0;) e2,j> .

Mais especificamente, serd necessario (como discutido nos Capitulos 5 e 6)
relacionar suportes minimais das componentes absolutamente continuas de mul-
tiplicidades arbitrarias das medidas espectrais associadas aos operadores de Diri-

chlet, dado por (3.1), e de Neumann, definido a partir de (2.17) com a condi¢do
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u; = 0, e representado como

0 0 0 u
Dy 0 D; 0 ... u

HYa = 0 Vo Dy ... u | . (3.12)
0 Dy Vi ... u3

Estes operadores satisfazem a relacao

l l l
Hd’ = H¢+‘/i (Z <.,e17j>e1’j> —|—D1 (Z (.,e17j> e27j> _DO ( <.,62,j> eo’j) .
j=1 J=1

i=1 ‘

A saber, perturbacdes de posto finito preservam cada componente absolu-
tamente continua do espectro com a respectiva multiplicidade. O caminho mais
direto para se demonstrar este fato é apelar ao Teorema de Kato-Rosenblum, assim

como em Kotani & Simon [1988].

Proposigao 3.9. Sejam H® e HY, dados por (3.1) e (3.12), respectivamente.
Entao, para 1 < j <1, 04c;(H?) = 04c;(HY).

Demonstragdo. Considere {€s1,€2,...,€2;} como uma base espectral (Defini¢ao
B.18) para H? e HY. Considere ainda, para 1 < k < I, os operadores H, HY

dados pelas restricoes ao subespago gerado por ey .

Uma vez que, para cada k, H,‘f ¢ uma perturbacao de posto finito de H;f, 0s

operadores H ,f , H;f tem o mesmo espectro absolutamente continuo, pelo Teorema
¢ ()

ac,j — %ac,j

B.19). m

de Kato-Rosenblum (Proposi¢ao B.21). Logo, fixado j, o (Definigao

Também desejamos relacionar os operadores Hf, Hf, definidos em Z, e Z_,
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respectivamente, e H, definido em 7Z; a saber

H = (H_"ﬁ o Hf) + Vo (Zi‘:l (- €0,) eo,j)
D0 (S (ve0g) e1s) + Do (i {ers)en)

+D_4 <Z§-:1 (- €0;) e,l,j) + Dy (2321 (- e-14) eo,j) :

Proposicao 3.10. Sejam H, como na Definicao 2.1, definido em [*(Z,C'), Hj’i,
dado por (3.1), definido em 1*(Z,,C'), e H® seu andlogo definido em 1*(Z_,C").
Entao, para 1 < j <2, 040 (H) = 04, (Hf &5 Hf)

Demonstragao. Considere {e11,€12,...,€1;,€_11,€_19,...,€_1,;} como uma base
espectral (Definigao B.18) para H e <ij &) Hf) Paral <k <lem=—1,1, se-
jam os operadores H,, ;, e <Hf & Hf)

ao subespaco gerado por e, .

dados pelas restrigoes de H e (Hf S Hf)

m,k

Uma vez que (Hf @ Hf) é uma perturbagao de posto finito de H,, j, no-

m,k
vamente pelo Teorema de Kato-Rosenblum, os espectros absolutamente continuos
de Hy, 1 e <Hf @ Hf) coincidem. O
m,k






Capitulo 4

Comportamento Assintético de

Auto-solucoes

Uma das maneiras possiveis de estudar as medidas espectrais associadas a um ope-
rador é a partir da analise do comportamento assintético das solugoes da equacao

de autovalores.

No contexto de operadores de Schrédinger escalares, e mais geralmente ope-
radores de Sturm-Liouville, tal analise é realizada de forma bem sucedida pela
teoria de subordinagao, desenvolvida em Khan & Gilbert [1992] e Pearson & Gil-
bert [1987]. Porém, a informagao fornecida por esta abordagem pode ser obtida,
quase integralmente, a partir de uma desigualdade apresentada em Jitomirskaya
& Last [1999], que é um caminho mais curto para a analise do comportamento das
solugoes.

O conceito de solucao subordinada surgiu primeiramente em Gilbert [1984],
tese de Gilbert, seguida pela publicacao de diversos trabalhos da mesma autora

adaptando a teoria a casos especificos de operadores de Schrodinger.

Segundo Pearson & Gilbert [1987], a motivagdo do conceito tem origem nos
trabalhos Hartman & Wintner [1949a], Hartman & Wintner [1947] e Hartman
& Wintner [1949b], nos quais sdo analisadas as relag¢oes entre a propor¢ao de

crescimento das auto-solugoes e propriedades espectrais do operador.

A ideia inicial, uma vez que tais trabalhos tratam do caso escalar, é estudar

ol
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diretamente o limite
im

n—o0 |Uy|

da razao de duas auto-solugoes linearmente independentes. No entanto, este quo-
ciente pode ser um fator probleméatico caso alguma das auto-solucoes se anule em
uma infinidade de pontos. Por este motivo, esses trabalhos tratam de sistemas
nao-oscilatérios! de equacoes diferenciais.

A transicao para o conceito de solugao subordinada permite, entre outros
beneficios, contornar esta dificuldade. No caso escalar, uma solucao da equacgao

de autovalores u é dita subordinada em +o0 se,

n
i |u
lim 2= ] (4.1)
n—o0 Dy |vk|
para toda v linearmente independente de u que satisfaz a mesma equacao de auto-
valores. A relacao desta propriedade com a medida espectral se manifesta através

dos seguintes conjuntos

By := {z € R; nao ha solucao subordinada},

Bs. := {z € R; ha solugao subordinada, que satisfaz condigao de con-
torno na origem, mas que nao pertence a [*(Z,;C')},

B, = {z € R; ha solucao subordinada quadrado-somavel, que satisfaz

condi¢ao de contorno na origem},

que caracterizam suportes minimais (Definigdo D.8) para as componentes abso-
lutamente continua, singular-continua e puramente pontual da medida espectral
do operador de Schrédinger escalar definido em [0, 00) (Pearson & Gilbert [1987],
péagina 53).

No caso escalar, ha apenas duas auto-solucoes linearmente independentes,
logo, para determinar se uma solucao é subordinada, basta verificar a propriedade
(4.1) para uma auto-solugao linearmente independente. Ao tentar definir o conceito
de solugdo subordinada no caso de uma dimensao maior surge uma dificuldade

inerente & estrutura do operador, pois uma auto-funcao u pode, por exemplo,

!Para mais detalhes, veja Hartman & Wintner [1949a], p4gina 638 e Hartman [2002], pagina
355.
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satisfazer a propriedade (4.1) para toda autofunc¢do v em um subespago proprio,
mas nao em relacao a todas as demais solugoes da equacao de autovalores.

Nossa pretensdo inicial, em relacao a teoria de subordinacao, era obter a uma
teoria equivalente a teoria originalmente desenvolvida para operadores de Sturm-
Liouville escalares. Nao chegamos a cumprir completamente nosso plano, uma
vez que o caminho que adotamos foi buscar uma generalizacao da desigualdade
de Jitomirskaya-Last?, e os resultados a que chegamos nio possibilitaram uma ca-
racterizacao idéntica. Isto se deve, entre outros fatores, ao aparecimento de um
novo termo na desigualdade (Proposi¢ao 4.3), que se relaciona & proporgao do
crescimento das normas de auto-solugoes com mesma condigao inicial. A desigual-
dade que obtivemos, todavia, se mostrou suficiente para demonstrarmos, na Secao
5.2, os resultados que se referem a uma caracterizacao de um suporte minimal da
componente absolutamente continua de multiplicidade total da medida espectral.

Ressaltamos também o fato dos suportes para as componentes espectrais de-
finidos na Proposigao 3.8 se basearem no posto da matriz S[M?] (Defini¢ao 3.2),
associada as medidas espectrais. Portanto, a fim de relacionarmos completamente
tais suportes com o comportamento das auto-solugoes, devemos lidar com os valo-
res singulares da matriz S[M¢] isoladamente. A desigualdade de Jitomirskaya-Last
envolve a matriz M? e ndo a matriz J[M?] e, em principio, nao sabemos como se
relacionam, entre si, os seus valores singulares, com excecao dos maiores.

Apesar da aparente impossibilidade de estender o conceito de solucao su-
bordinada a esta situagao, ainda podemos prosseguir na proposta de relacionar o
comportamento assintético das auto-solugoes com a medida espectral.

Precisaremos, como veremos no Capitulo 5, considerar nao somente a norma
das matrizes formadas por auto-solugoes, mas também os valores singulares isola-

damente.

Definigao 4.1 (Norma Truncada). Sejam L > 1, e (B,), € (M(l,C))N uma
sequéncia de matrizes. Definimos a chamada norma truncada em L da sequéncia

como

[L] 2
IBIl, = [ Y Bal® + (L — L) | By ]
n=1

2Jitomirskaya & Last [1999], pAgina 174.
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e 0s valores singulares (Defini¢ao C.2) truncados L como

L] ’
si[Bly = | Y s2[Bul + (L — |L])s} [Bioj+1]

n=1

Podemos verificar que, de fato, a norma truncada é uma norma. Para de-

monstrarmos a desigualdade triangular, observamos que

A+ Bll, =

(SH 1A+ Bl + (L= L) [ Aizyor + Bugaal”)” =

=

(S 1A+ Bl 4 2 = LED Augon + (2= LD Bloge

)

e, utilizando a desigualdade triangular para sequéncias de tamanho | L],

)é

(S NBAIP + || = 1L)* B )

la+Bl, < (SWEL 1A+ [[(L = L) A0

— (S AE + (£ = L) [[Apgal])

+ (S BAP + (£ = L) Bl

assim,
A+ Bl < IAl, + 1Bl -

Nosso objetivo é relacionar, para L € N e z = z + iy € C, fixados, as
normas truncadas das matrizes formadas pelas solugoes de Jost em z e as matrizes
formadas pelas solu¢oes de Neumann e Dirichlet em x. A ideia, extraida de Khan
& Gilbert [1992] e Jitomirskaya & Last [1999], é utilizar uma formula de variagao

de parametros.



%)

Lema 4.2. Sejam, para z = x + iy € C,, as matrizes (F,,),, segundo a Defini¢ao
3.1, e Y, ¢y as solugcoes de Neumann e Dirichlet (Defini¢ao 3.4) em x. Entdo,
para todo n € N,

Fo(z) = tn(x) — ¢n($)M¢(z)DO
—iytn(w) 225y Dy 1 () Fi(2)
+iyn () Yop_y Dy ' h () Fi(2),

em que M? ¢é sequndo a Definicdo 3.2.

Observe que o membro direito nao esta definido para n = 0, mas sabemos

pela Definicao 3.1 que Fy(z) =1L

Demonstracao. Omitiremos a dependéncia das funcoes em x e z para nao carre-

garmos a notacao. Defina
B, =, — $,M®Do — iyth, Y _ Dy ¢} Fy + iydn > Dy dh.Fy,
k=1 k=1

com By := I. Mostraremos que B, assim definida, satisfaz, da mesma maneira
que F},, a equacao de autovalores para z. Primeiramente calcularemos cada termo

isoladamente: D,, B, 11, Dy,_1B,_1 e (V,, —x)B,. Para o termo D, B, 1, temos que

Dan-H = D, (¢n+l - ¢n+1M¢D0)
- (innwrwl ZZI; Dal I/thk)

. n+l y—1 /¢
+ (ZyDn¢n+1 Zk:l Dy @Z)ka) .
Podemos reescrever as duas ultimas parcelas como

_Z.yDnd}n—i-l ZZ:; D(;l I];Fk - _Z.yDnQ/}n—i-lDalqb;Jran—&-l - inn¢n+1Dal¢%Fn

—1yDptn 1 ZZ; Dyl ¢l Fy,



56 CAPITULO 4. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE AUTO-SOLUCOES

WYDnbni1 Yojty Dy pFx = iyDndna Dy Ul Fois + iyDadn 1 Dy WL F,

+iyDndpi1 Sop—i Do UL Fy.

Para o termo D,,_1B,,_1,

ananfl = anlwnfl - Dn71¢n71M¢DO
—1y Dy 151 ZZ;; Dyl ¢, Fy,

+iyDy—1¢n-1 > p_y Dy 'V} Fr.
Por fim,
(Vn - ZL‘)Bn - ((Vn - x)wn - (Vn - x)gbnMd)DO)

— (iy(Va = o) Yy DG 6L F)

+—@y(V%-$)¢n§:Z:11)51¢25%)'
Podemos novamente reescrever as duas ultimas parcelas do membro direito da

identidade anterior como
n n—1
—iy(Va—a)n > Dy ¢4 Fx = —iy(Va =) Dy ' ¢l B =iy (Ve =)t > Dy 0 F
k=1 k=1
[§]
n n—1
iy(Va = 2)bn Y Dy " Fy = iy(Ve — 2)dn Dy "4 F + iy (Ve — ) > Dy "4 P
k=1 k=1

Ao computarmos a soma D, B,y + Dp,_1B,—1 + (V,, — 2)B, e ao agruparmos

. n—1 —1 /.t n—1 —1 1t
os termos nos quais surgem os fatores Y ,_ Dy ;Fy e > 1~ Dy ¢) Fy, temos



algumas simplificacoes, devidas ao fato de ¢, satisfazerem

Dngbn-l—l + Dn—1¢n—1 + (Vn - $)¢n = 07

Dohpi1r + Dby + (Vo — ) = 0,
de modo que
D.B,1+ D, 1B, 1+ (V, —2)B, =
= inn¢n+1D()_1¢$z+1Fn+l - innwn+1D()_l¢%+1Fn+1
+iy Dnn 1 D ", Fy = iy Dntbnia D ' 01,
+iy(Vi — )¢ Dy U Fy — iy(Vy — )0 Dy ¢}, F.
Podemos reescrever a ultima identidade como
D.Bui1+ Dy 1B, 1+ (V,,—2)B, =
= iyDy (¢n+1Do_l¢Z+1 - 7/1n+1D0_1¢Z+1) Fop
+iy Dy ($n+1Dg "W = Yur D ') Fr
iy(Va = ) (6 Dy 1, = n Dy '6},) P
Agora, utilizando as identidades do Lema 3.5, concluimos que
D.B,i1+ Dy 1B,1+ (V,, — 2)B, = iyF,.
Por outro lado, como F,, é auto-solucao em x + 1y,

DnFn+1 + ananfl + (Vn - x)Fn = ZyFn

57

A sequéncia B, por definicdo, satisfaz By = I e By = —M?D,. No caso
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da sequéncia F,,, devido a Definicao 3.2, temos que F; = —M?D, e também, pela
Defini¢ao 3.1, Fy = 1. Como F' e B coincidem nos sitios 0 e 1 e satisfazem a mesma

relacao de segunda ordem, segue-se que F' = B. O

Considere as sequéncias de matrizes 1, ¢, formadas por auto-solugdes (De-
finigdo 3.4). As auto-solugoes que formam as colunas destas sequéncias também
geram todo o auto-espaco. Da constancia do Wronskiano para auto-solucoes, a
existéncia de uma auto-solucao cuja norma decai em +oo implica a existéncia de
outra solucdo ilimitada em +oo. Isto garante que ou ||¢,]|, ou ||¢,|| cresce inde-
finidamente quando n cresce. Assim, se definirmos a funcao f : R, — R, pela

lei
L) =10l 160l ) + (L= LLD [0 ) M 24

temos que f é continua, crescente e limy o, f(L) = oo devido a constancia do
Wronskiano. Desta maneira, dado y > 0 arbitrariamente pequeno, existe L(y) tal

que

g 105 (0l 190 gy + (2 = LED Wl 0l ) = 1 (42

Proposigao 4.3. Sejam x € R, y > 0, M?(x + iy), ¥, e ¢, como no enunciado

do Lema 4.2. Entdo, existem constantes ki, ks > 0 tais que’

191y
1011y

2
HwHL(y) H¢|’L(y)

5
1011y 51 10)7

by < || M2 (2 +iy)|| < ko

em que L(y) > 0 € dado por (4.2).

Demonstracdo. Pelo Lema 4.2, para todo n € N,

Fy =y — ¢uM? Do — iyihcu, + iydu by, (4.3)
onde
= " Dilet
an = Yy Do o F,
-1
Bn = ZZ:l DO wlthk
2
30 termo ‘%# presente na desigualdade é o chamado ntmero de condi¢ao. O ntmero de
h L(y)

condigdo de uma aplicagdo linear A ¢ a quantidade [|A[ ||A~]].
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Desejamos relacionar as sequéncias de matrizes 1, ¢, com a matriz M? e
para isto, utilizaremos a Proposi¢do 3.3—b e a identidade (4.3). O primeiro passo
¢ estimar os termos com « e f a fim de calcular (utilizando a norma matricial de

Frobenius, Defini¢do C.1), para um L € N arbitrério, || F|,:
Il =
= Y (i v D )" (i ¥n Dy 1 )]
HL = L) [(SE v D 6B (S i D5 i) |
= Y (S FronDa ) (Shy vnDy 61 F)]
(L= L) [(SH FronDs ity ) (SHA i DG 01 F ) |
= YL (ke Firow) Dy gitbn D5 (X 61
(L= L)) [(SE Feow) D" intinaDet (S 61k |
Pela ciclicidade do traco, para cada n € N,
(s Fiow) Dy " ia Dyt (4 61 F0)] =
= [UnDy" (Chsy $1F%) (i Fiow) Dyt =

= [Dg' (Cpoy d5Fe) (i Fidn) Dy ']
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e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para a norma de Frobenius,
[(Chot Fiow) Do ndn Dyt (S, 01 F0)] =
= [D5' (i dhF) (ke Fiow) Dy 'iva] - <

< (D5t (Choy 61F) (g Frow) Dy tr [Wien] <

IN

[(ZZ:1 % Fr) (ZZ:1 Fion)] [DO_Q} tr [Wnibn] -

Logo,

2
[pally, <

VAN

S el 105 | S5y Fede) (e i)
gl 105 (L = L) [ (S Frow) (SHE 01 )|
= (D5 P S Nl [ (S S Fi i )|
[zl 1DF I (£ = L)) | (SE S ey )|
= 1D S el (S S [y )

ol 105 * (2 = L)) (S S [Fones ] )



Novamente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, para cada n € N,

22:1 22:1 [F;¢p¢zFQ] -

= S S [E B [0003] [0500) [FuFy)

IN

(Zies VI T 0:6] ) (X VIGiod [FeF])

= (1F1,.)" (lo1,.)*

e, consequentemente,

ol < ISP S enll® ALFIL? (el
2 2
el I105 1 2 = L2 (1 ) (16020

2 2
105 1* S el (11 1) (190 )

IN

+ (lWHLLHl)Z HDJIH2 (L— L)) (HFHLLJH)Q <||¢”LLJ+1>2.

Logo, se tomarmos L tal qual em (4.2), obtemos

2 2
lenaally, < 105 (1F N pger)” (Nl ) S el
2 2 2 2
105 @ = L20) (1) (Hllggn) (Il )

126 17 (1F ) (lllag)” (Il

IN

+ HDO_1H2 <HFHLLJ+1>2 (L —[L])? <”¢“LLJ+1>2 (’WHLLJH)Q

(17 1e) (2)

IN

61
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Analogamente, podemos demonstrar que

1
19811, < (IF o)1) (5) |

Concluimos de (4.3), pela Desigualdade Triangular, que

IFll, > |[v—oM?Dol|, — iyl — lliyeBll,

v

Hw - ¢M¢D0”L —2y (HFHLLJJA) (i) )

e portanto que

[ =MDy, <Pl + 21 Fll 10y < BNFN 1

I
Tome o quadrado de cada membro da desigualdade acima:
I FI Ly 2
> |l + ||[¢M?Dy||? — (L — |L]) |7 M*D
> 9l + oM Do, — (L = L)) |97 41910)+1M? Dy

(4.4)
— S [r9,MP Do) — S [Do(M?)* 6]

— (L = L) [Do(M®)* 61, 11y
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Para cada n € N, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[Do(MP)*¢rain] <

IN

VD Dol [0500 MO (M) diab,] =

= || Doll /[tont;0u MO (M?) 7] <

IN

1Doll\/ Vi bntn 5] [0n NP (M) 5,6, M (M7)+ 7] <

IN

1Doll /T3] [ @ MO (M?)* ] =

= [1Doll l[¢nll /6500 M?(M?)*] <

IN

Dol {I4nl \/\/[émnqﬁnsz]\/[M¢(M¢)*(M¢)*M¢] <

IN

1ol 1nll v/ [¢5.0a] [MO(M?)*] =

= Dol [all gl |22 .

Podemos, entdo, limitar dois dos termos do membro direito da desigualdade (4.4)

por

IA

S [0 M Do) + (L = [L]) [0 11610061 M9 Do

IN

1Dl |22 (1815 1ol gy + (E = LED sl o) <

IN

13]] (1lgg 1gy + C2 = LED) 16 10 ) -

= HDOHHM¢H HD 1H
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e assim obter

1

9 2 ¢ 2 _ Th-1
917y 2 115+ oM Doll; = 2100l 1M1 ey

Agora, utilizando as estimativas da Proposi¢ao C.5-(f),

[oM?Dol|; = S5 [6aM?DoDo(M?) 6%
+ (L = L) 12541 M DoDo(M)" 67, 1|
> [|a0|* si[D3) SN s (60
(L= (L)) [ M2 si[DF st 01811071
= [|a°]|* [ DB si[]3
de modo que (4.5) se torna

O FI Ly = 0115 — 2 1 Doll || 22| +||M?)]* s Dsife):. (4.6

M1

e

A Proposicao 3.3-b garante que
[DoSS[M?] Dy
e 2 1P -

Agora, mais uma vez por Cauchy-Schwarz,

[DoS[M?]Dy) = tr[D3S[M?)] < || D3| ||S[M°]

Y

e como S[M?] = L(M? — M?), pela desigualdade triangular, ||S[M?]|| < || 2.
Substituindo estas tltimas estimativas em (4.6), obtemos uma inequacao quadré-
tica em relagao a || M?|:

9
; DS |22 = 1117, — 2 (1Doll || A2 + || M) siDE)sie13,

y[| Do



ou seja,

| Do
y Iz, — (2 -
N

e, assim, temos uma inequacao da forma

com

o 229 + b 247] + e <0

(

a:=1y (Sl[D(Z]]) (&[Qﬂ%)

b= = (o +91001°)

=

2
cC=Y ”W‘L

\

Ao computarmos o discriminante, obtemos

A= (2

v

> 0,

2
9 1Dol . gD 2) _4( sl[Dal)
(HDOIH Il o5 P

+9uﬂau) M+ M DRl < 0,

2y + 910017 = 4y (D) (o) 11

65

0 que nos mostra que a equacao quadratica correspondente admite duas solugoes

distintas. Logo, podemos estabelecer as desigualdades

ou seja,

- ol  —2b
e < =2

(5) ()

ol ) <1771 < s[D3]
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O resultado se segue ao definirmos kq, ko como

b= =) ()




Capitulo 5

Critérios para Componentes

Espectrais

Neste capitulo, buscaremos uma carcaterizacao da componente espectral absoluta-
mente continua de multiplicidade j, para j = {1,2,...,1}, do operador de Jacobi
Hf, dado por (3.1). Nosso ponto de partida é o resultado obtido por Last e Simon
em Last & Simon [1999] para o caso escalar, que estabelece um suporte minimal
da componente absolutamente continua em termos do comportamento da soma de

Césaro do quadrado da norma da matriz de transferéncia, isto é,

O suporte minimal obtido em Last & Simon [1999] tem medida de Lebesgue total
na componente absolutamente continua do espectro e, mais ainda, a componente

singular da medida espectral atribui peso nulo a este conjunto.

Para estendermos esta caracterizacao para dimensoes maiores, pretendemos
estratificar a informacao relacionada a norma da matriz de transferéncia através
de seus valores singulares.

No caso de tentarmos descrever as componentes espectrais através dos su-
@

ac,; dados pela Proposi¢ao 3.8, mesmo no caso de multiplicidade

portes minimais X

parcial, ha a exigéncia de que o limite da matriz espectral exista, o que exclui o

67
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suporte correspondente a4 componente singular. A primeira dificuldade que encon-
tramos ¢ garantir que a componente singular da medida espectral atribua peso nulo
ao suporte. Para o caso de multiplicidade parcial da componente absolutamente
continua, nao utilizarmos o suporte da Proposicao 3.8. Se tentamos descrever a
componente absolutamente continua de multiplicidade arbitraria, a menos que seja
de multiplicidade total, nao sabemos se o suporte para esta componente excluira
a componente singular. Apesar de nao termos garantias que tal suporte tenha
peso nulo com respeito a componente singular medida espectral, o conjunto de
pontos ao qual a componente singular atribui peso nulo tem, obviamente, medida
de Lebesgue nula. Portanto, ao tomarmos o fecho essencial (Defini¢ao D.11) deste
conjunto com respeito 4 medida de Lebesgue, teremos uma caracterizacao da parte

absolutamente continua do espectro.

Ha, também, a dificuldade em relacionar o crescimento da norma das auto-
solugoes com os valores singulares das matrizes de transferéncia. Podemos obter as
mesmas propriedades do suporte descrito em Last & Simon [1999] apenas para a
componente absolutamente continua de multiplicidade total. Para as componentes
de multiplicidade parcial, nao fomos capazes de relacionar o suporte diretamente
com os valores singulares das matrizes de transferéncia, mas apenas com os valores
singulares das matrizes ¢ e ¢, formadas pelas solucoes de Neumann e Dirichlet
(Definigao 3.4). Também, neste caso, o suporte é obtido ao tomarmos o fecho

essencial de um conjunto com respeito & medida de Lebesgue (vide Secao 5.1).

O que faremos na Secao 5.2, que discute a determinacao de um suporte
minimal da componente espectral absolutamente continua de multiplicidade total
do operador H?, &, para um = € R, relacionar o comportamento assintético das
matrizes de transferéncia com as matrizes de Neumann e Dirichlet. Sabemos, por

meio do capitulo precedente, relacionar estas tltimas a matriz M?. Com efeito, a
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conexao entre as matrizes de transferéncia e M? é dada pelas relacoes:

[¢(x) ||L(y)
7 (a) () NN\

[A@) 1) M(z + iy)
NN () (d)

[o(@) 1)

As passagens (c), (d) sao dadas pela Proposicdo 4.3, e as passagens (a), (b) serdo
demonstradas no Lemas 5.11 e 5.12.
Assumiremos, neste capitulo, as seguinte condi¢des com respeito aos valores

singulares das matrizes D,,:

0 < inf [D,] < sup s1[D,] < oc. (5.1)

neZ4 neZy,

A primeira condicao nos diz que as matrizes D,, sao nao-singulares!, ou seja,
que det(D,,) # 0 para todo n € Z,. Mas, tal como expresso pela condicao,
necessitamos de uma exigéncia maior: que a sequéncia (s;[Dy])nez, seja limitada

inferiormente por um nimero estritamente positivo.

5.1 Caracterizaciao da Componente
Absolutamente Continua de Multiplicidade
Arbitraria

Considerando as matrizes ¢, 1, segundo a Definicao 3.4, mostraremos que, para

cada 1 <r <[—1 (respectivamente r = [), o fecho essencial com respeito & medida

!Neste caso, o proprio operador ¢ dito nao-singular, conforme Marx & Jitomirskaya [2017],
pagina 2.
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de Lebesgue do conjunto S, \ S,41 (respectivamente S;), onde

1 L
S = {37 € R; hLHi}iol.}f z ; Sl2—7~+1[¢n($)] + Slz—r—&-l[wn(x)] < OO} (5'2)

coincide com a componente espectral absolutamente continua de multiplicidade
r (espectivamente [) do operador H?. Mais ainda, pela discussio realizada na
Secao 3.3, Ouer(H?) = 04 (HY); segue-se, portanto que mess coincide com
a componente espectral absolutamente continua de multiplicidade r do operador
HY, e, mais ainda, de qualquer extensido auto-adjunta de H . (em particular, as
extensoes dadas por (2.17) e (2.19)).

Comecaremos a discussao por relacionando o espectro com o decaimento de

auto-solugoes, conforme argumento utilizado em Teschl [2000], pagina 33.

Lema 5.1. Sejam H?, dado por (3.1), e para algum 1 < k <1, e; € (CHN um
vetor candnico, sequndo (3.7). Denote por H,‘f a restricio de H® ao subespaco
ciclico gerado por e, (Definigio B.17). Se z € C\ o(HY), entio ewiste uma

auto-solucao de H,‘f em z que decai exponencialmente.

Demonstracao. Desejamos mostrar que existem C,« > 0 tais que, para todo n €
N,
(L, n)e™| < C,

em que g é a fungao de Green do operador H,f nos sitios 1 e n:

g(Ln) = ((erars (Hf —2)ews)n) -
Para o > 0 arbitrario, considere os operadores

(Qau)n = (ea - 1>Dnun+1 + (e—a - 1)Dn71un717

(Pyu), = €*"u,
em (CY)N. Observe que, para todo n € N,

ea(n—l)g(l’ n) — <(e17k>17 <P—04(H]? - Z)_IPael,k’)n>(Cl .
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Por outro lado,

de modo que

e g(1,n) = ( (v, (H = 2+ Qa) €1 )

ct’

n—1)

Assim, a limitacdo da sequéncia (e g(l,n))neN se seguird da limitacdao do

operador (HZ5 — 2+ Q4) L. Para tanto, devemos estimar Q,:

1Qall < 2(e” — 1) sup [ Dyl

Considere § = (z,0(HY)). Se tomarmos € > 0 tal que

o (14 020,

2sup,, || Dy

teremos que [|Q.]] < (1 —€)d. A segunda identidade do resolvente estabelece que
(HY =2+ Qa)™" = (HY —2)™" + (H{ — 2+ Qo) (~Qu) (H} — 2) ™.
Logo,

Y

| ==+ Q)| < || = 27| + || = 207 | 1Qal | (77 = =+ Qa)

e, uma vez que H(H,jf5 —z)!

1
<.

| ==+ Q) 5

Segue-se que a sequéncia (ea(”*l)g(l,n))neN ¢ limitada e, a partir da Funcao de
Green, obtemos uma auto-solucao que decai exponencialmente.

O

Lema 5.2. Sejam H?, HY 0s operadores dados por (3.1) e (3.12), respectivamente,
erx € (CHN e HY, como no enunciado do Lema 5.1. Se z € C\ o(HY), entdo
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existe uma solucdo da equacdo de autovalores em z do operador HY que cresce

exponencialmente.

Demonstracao. Do lema anterior, existe uma auto-solucao u de H,‘f que decai
exponencialmente. Se v é uma solucao da equacao de autovalores do operador

HY | necessariamente, v; = 0. Logo,
Wi (1) = (Dour, Vo) — (Dovi, Up) e = u’ Dyvy.

Como Dy é invertivel, podemos tomar v de maneira que Wy,+(1) = C' # 0. Da

constancia do Wronskiano, segue-se que para todo n € Z,
W[u,v}(n) = <Dn—1un7‘_’n—1>cl - <Dn—1vn7ﬁn—1>(cl = Ca
e assim, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

ICl < 1Dl (P [Vl + vl [[w-a])

< (SuPneZ+ HDn—lH) (Il 1¥n-ll + l[vall [[@a-al]) -

Logo, ||vy| deve crescer exponencialmente.

]

Teorema 5.3. Dado 0 < r <, a restricao do espectro absolutamente continuo do
operador H?, dado (3.1), ao conjunto S,, dado por (5.2), tem multiplicidade no

mimnimo r.

Demonstragao. Dado x € R, considere a base espectral {e;1,€19,...,€1;} para
H? e denote por Hf a restrigio de H? ao subespago ciclico gerado por ey ;. Por

definicao,

T €SS
¢
U ﬂ o (ij)
(k1. k) 5=1
é um suporte essencial do espectro absolutamente continuo de multiplicidade no
minimo r, em que {ki,...,k.} C {1,2,...,l}. Suponha que x nao pertenca a este

suporte; entao, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula, para toda
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sequéncia (ky, ..., k), existe um k; tal que
d) eSS
x & o(Hy)
Se partimos, por exemplo, da sequéncia {1,2,...,r} em {1,2,... 1}, existe
k1 €{1,2,...,7} tal que
—d)ess
r¢o (Hkl)
Considere agora a sequéncia obtida retirando de {1,2,...,r} o elemento k; e

substituindo-o pelo primeiro indice fora deste conjunto, ou seja, r + 1. Obte-
mos assim a sequéncia {1,2,.... k; —Lr+ 1,k +1,...,7r—1,r} em {1,2,...,1}.
Novamente, existe ko € {1,2,...,ky — Lr+ 1,k +1,...,7r— 1,7} tal que

e ko # k1. Podemos repetir o raciocinio, substituindo ke em {1,2,... &k — 1,7 +
1,k1+1,...,7—1,r} por um namero distinto de ky e obter ks, distinto de k; e ks,

para o qual

—— [ €SS

v ¢ o(H},)

Desta maneira, repetindo o procedimento, existirao ao menos [ — r + 1 valores

distintos de k;, para os quais

Segue-se agora do Lema 5.2 a existéncia de [ — r + 1 solucoes distintas da
equacdo de autovalores do operador HY que crescem exponencialmente. Conse-
quentemente, uma vez que as colunas v, (z) sdo formadas por solugdes que satis-
fazem a condicao de Neumann, e pela caracterizacao de aproximacao de valores

singulares (Proposicao C.3),
lm s,y 1[thn(2)] = 0.
n—oo

Logo,

L—oo

L
.1
it 7 3ot rialin(e)] = oc
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e consequentemente, r ¢ S,.

Demonstraremos, a seguir, a reciproca da Proposicao 5.3.

Lema 5.4. Seja G® a matriz da funcio de Green do operador H®, definida na
Proposi¢ao 3.7. Entao, para todon € Z,,

/lylg)l SG?(n,n;x + iy)dr(z) = /¢n(aj) lyi{gl% [M?(z + iy)] ¢ (z)dr(),

em que M? ¢ a matriz da Definicio 3.2.

Demonstracdo. Por definicdo, a matriz de Green do operador H? ¢ dada, para

todon € Z,, por
G(n, ;2 +iy) = —¢n(a + iy) Dy ' Fy(a + iy).

Como F!(x +iy) = ! (z +iy) — DoM?(x + iy) ¢t (v + iy), segue-se da identidade
(3.2) que

G(n,nyx+1iy) = —¢n(x +iy) Dy (Y}, (x +1y) — DyM?(x +iy)¢}, (x + iy))
= —¢n(x +iy) Dy 'YL (x + iy) + dn( + iy) M (x + iy) ¢l (x + iy).

Note que, para x,n fixados, ¥, (x + iy), ¢, (z + 1y) e M?(z + iy) sao fungoes

complexas de y, e que

llmy¢own($+2y) = wn<x)7

limyw ¢n(x -+ Zy) = ¢n(x)7

sendo ¥, (x), ¢p(z) € M(I,R). Desta forma,

lim S [¢n (@ +iy) Dy "¢ (@ + iy)] =0
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lim S [fn(z + iy) M?(z + iy) ¢l (z + iy)] = dn(2) lim 3 [M?(z +iy)] ¢l (2),

caso limy o S [M?(z + iy)] exista, e entdo

1;%1% [G(n,n;x +iy)] = dn(x) lyig)l% [M¢($ + Z?/)] O ().

Como o limite lim, o [M¢(a: + zy)] existe k-q.t.p., o resultado se segue.

Lema 5.5. Seja M? como na Definicio 3.2. Entdo, para todo n € Z.,
1
~ [ on)tim S G+ )] 6 ()d(2) = 1, (5.3)
T y

com ¢ como na Defini¢cdo 5.4.

Demonstracao. Para 1l < k,j <,

. 1 1
G(n, n;xr + Zy)k,j = <(H — Z) ek7n7 ej’n> = :d/jekm,eﬁn (t)

Logo

/ lim S [G(n, s & + iy, di(z) = / lim S [ / e e ()] dr(a).

yd0

Observe que se 0 < y < 1, entao

el e
t—(z+iy)] (t—2)P+y* " (t—2)p?+1

de modo que existe uma constante C' < oo tal que, para todo 0 < y < 1,

/ S { / mduem%(o dr(z) < C.

Podemos assim utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada para estabelecer
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que

1 1
lim & —————dte, ., (t)| d =lim [ & ——————dte, . e, (t)| dr(x);
/ yio {/ t—(x+1y) Hes i )} w(a) wo | [/ t— (z+1iy) Her i (1) | dK(T)

agora, pela formula de inversdo de Stieltjes (Proposigao D.5),

1 1
i [ 9] [ e 0] 0600) = g, ()

yl0 T T 41y

Como

Heg nejn (R) = (€40, €50) = Ok j;

concluimos que
1
1 / lim S [Gn, s 2 + iy di(z) = 5,

7T y40

isto é, que
1
— / lim §[G(n,n;z + iy)] de(x) = L

s y40

O resultado é agora uma consequéncia do Lema 5.4.

Dadas duas medidas de Borel finitas, uq e ps, definidas na reta real, considere

a medida min(u,, o) definida pela lei
min gy, po)(A) := inf{uy (A1) + pa(A2); A C Ay U As}. (5.4)

Teorema 5.6. Sejam 1 < r <[ e S, dado por (5.2). Entao, para quase todo
x com respeito a medida n,dk, x € S,, em que n,.dx = min(n?dk,n¥dr), com as
funcoes

et () = (0, 00)

definidas por

1Pt (@) = s, S (MO (@ + iy)]).
Y

em que
(%) :={z € R;0 < sr[liﬂ?% [M*¥(z + iy)]] < oo}
v
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Demonstragao. Tomando o traco nos dois membros da identidade (5.3) obtemos,

paran € Z,,

%/ (b () im S [MO(z + iy)] ¢!, ()] dr(w) = I

yd0

agora, segue-se da desigualdade da Proposigdo C.5—(c) e da ciclicidade do trago

que
[fn () limyo S [M?(x +iy)] ¢, (2)] = [limyy S [M?(z +iy)] ¢}, (x)dn(2)]
> (sT limy o [M¢(:1: + zy)]]) (81-r41[@},(2)Pn()])

= (so[limyyo S [M?(z + iy)]]) (s7psa[dn(@)]) -

Logo,
[ sl o+ i)l fon@))dn(o) < b (55)

e, analogamente,

[ sl @ i)t @)lde(a) < i (56)

Note que se z € | J\_ %9, (com X2, segundo a Proposicio 3.8), entdo, para
1<k<r,
0< Sk[liﬂ)l I[M?(x + iy)]] < oo.
y

ac,r

A Proposicao 3.9 garante que os conjuntos XY, . e £, ., que sao suportes mi-
nimais das medidas n®dx, n¥dk, diferem, no maximo, por um conjunto de medidas
de Lebesgue e espectral nulas. Segue-se, portanto, que as medidas n?ds e n¥dx
sao equivalentes; assim temos, da definicdo de 1 e das relagoes (5.5) e (5.6), que

para todon € Z,

[ GEalon@) + 5t ln(2)) nie)dsta) < 21m (5.7)
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e portanto para todo L € N,

/ % 2 (5711 [0n(@)] + 57 [Un(@)]) m(2)dr(z)) < 2.

Por fim, pelo Lema de Fatou,

L-1

[timing 237 (5 s fon(@)] + 52 aln@) la)du(@) < 20,

L—oo
n=0

e consequentemente, para quase todo x com respeito a medida ndx,

L-1

timinf 37 (57060 (2)] + 52 () < oo

n=0

Segue-se do Teorema 5.6 a seguinte caracterizacao:

Corolario 5.7. Dado 1 < r <[, a restricao do espectro absolutamente continuo
do operador H?, como no enunciado do Teorema 5.5, ao conjunto S, \ S,41 tem

multiplicidade no mdzrimo r.

Demonstragao. Segue-se do Teorema 5.6 que se x ¢ S,.Hess, entao

v ¢ | 0w (H)

j=r+1

logo, a restrigdo de espectro absolutamente continuo ao conjunto S, \ S,41 tem

multiplicidade no méaximo 7.

]

Corolario 5.8. Seja S, dado por (5.2). Entao, o conjunto S, \STHess corresponde
a componente espectral absolutamente continua de multiplicidade r de qualquer

extensio auto-adjunta do operador H' . = como definido em (2.14).

min’

Demonstragao. Do Teorema 5.3 e do Corolario 5.7, temos que S, \ STHGSS corres-

ponde & componente absolutamente continua de multiplicidade r do operador H?.
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Pela Proposicao 3.9, o mesmo vale para o operador HY e mais geralmente para

qualquer extensdo auto-adjunta de H'. . uma vez que este operador podem ser

min’
escrito como uma perturbagao de posto finito de H? (donde o resultado se segue,
pela Proposi¢ao 3.9).

]

5.2 Componente Absolutamente Continua de

Multiplicidade Total

No caso da componente absolutamente continua de multiplicidade total, tal qual
obtido em Last & Simon [1999], o suporte minimal que obtivemos neste trabalho é
diretamente caracterizado a partir do comportamento assintético das solucoes da
equacao de autovalores, sem a necessidade de eliminarmos conjuntos cujas medidas
de Lebesgue nulas.

Além disso, como a caracterizacao se baseia no maior valor singular das ma-
trizes 1 e ¢, podemos relacionar o suporte diretamente com a norma das matrizes

de transferéncia.

A desigualdade da Proposicao 4.3 relaciona a norma da matriz M de Weyl-
Titchmarsh (e portanto as propriedades espectrais do operador) com o compor-
tamento assintotico das solucoes da equacao de autovalores do operador. Nosso
primeiro objetivo nesta secao é combinar a desigualdade com o comportamento

assintotico das matrizes de transferéncia (2.6).

Lema 5.9. Sejam (B,,), uma sequéncia de matrizes [ X1 cugjas colunas sao solugoes
da equacao de autovalores em v € R do operador H', como na Definicao 2.2, e
(An)n @ sequéncia de matrizes de transferéncia simpléticas 21 x 21, dadas por (2.7)
a partir das matrizes (2.9). Entdo, existe uma constante C, que depende de x e
de (Bp)n, tal que, para todo L € N,

h

ZHB <o+ ZHA [

n=0
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Demonstracao. Considerando as matrizes de transferéncia definidas a partir das

matrizes (2.9), segue-se da relagdo (2.8) que, para todo n € Z,

BnJrl
D, B,

B,
Dy By

n

Logo, considerando a norma de Frobenius, temos que
(IBustlI* + 1D Ball*) < Al (I B1l* + [[1DoBo|),
e, em particular,
1w Ball* < 14alI” (I B1lI” + 1 Do Boll”) -

Desta forma
St D] | Bull® < |ARN? (1B1]1* + [ Do Bol ) -

Por (5.1), tomando
a = inf 5;[D,],

neN

segue-se que
1 L—1 1 L—1 )
2
IS B <ot S A,
n=0 n=0

com € = & (IBill° + [ DoBol)-

Lema 5.10. Sejam, para © € R, (By,), e (A,)n sequéncias de matrizes como
definidas no enunciado do Lema 5.9. FEntao, existe uma constante C' > 0, que
depende de x e de (By),, tal que, para todo L € N,
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Demonstracao. Podemos reescrever a relacao

Bn+1 _ Bl
D, B, "1 DyBy |’
satisfeita para todo n € Z, como
Bnyi Bag _ B B,
DnB, D,B, "| DoBy DBy |

Uma vez que as matrizes presentes na relagao anterior sao quadradas, segue-se da

caracterizagao de valores singulares fornecida pela Proposicao C.3 que

B, B, B B
Sl[Dan] Z S i i =S5 An ' ! 5
Dan Dan DOBO DOBO
e portanto,
B B
si[DnBa] = s [A)si | L.
DyBy DyBy
Agora, pela Proposicao C.5-(f),
B B
siDalsilBy] > sulAnsi | |,
DyBy DyBy

0 que resulta em
asi[B,] > sulAn),

= (s siDn) ( )

Desse modo, existe uma constante C' tal que, para todo L € N,

com
By By
DoBy  DoBy

L—

S (s[B)? 2 07 S (sulAd)?

=0

—_
~
—_

S~ =
3
3
Il
o
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ou, equivalentemente,

L S0 L

Yono(saulAn])? T S (siBul)?

Sendo a média aritmética de um conjunto finito de nimeros positivos maior do

que sua média harmoénica, obtemos

L—

ary

1 1 L
L2 Gal Al = CZL*I(SZ[Bn])Q'

=0 n=0

3

Precisamos agora relacionar syo[A,] e ||A,|. Dado que as matrizes A, sdo

simpléticas?, temos pelo Lema C.9-b, que

1
s11An] = ’
A =
e assim vale L
1 «— L
= (s1[An])? > O == :
L= S (s1Ba))?

Como a norma de Frobenius e o maior valor singular satisfazem, para todo
n e Z+,
2 2
(s1[An])” < [[Anll”,

o resultado se segue.
O

Lema 5.11. Sejam, para v € R, (B,), € (An)n sequéncias de matrizes como
definidas no enunciado do Lema 5.9. FEntao, existe uma constante C' > 0, que
depende de x e de (By),, tal que, para todo L € N,

2
SE B 1
S<COlz 24l
Zn:O (Sl [Bn]) n=0

?Inicialmente, acreditdvamos que este resultado se seguiria por argumentos analogos aos
apresentados na demonstracao do Lema 5.9, mas a exigéncia de que as matrizes de transi¢ao
sejam simpléticas se mostrou essencial. De fato, sendo as matrizes apenas unimodulares, a

melhor estimativa seria (s1[A])'~" > = e a cota final dependeria da dimensao I.
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Demonstracao. Segue-se dos Lemas 5.9 e 5.10 a existéncia de constantes C e Cy

tais que, para todo L € N,

= =
- B,|I* < O~ AP
LB <G 3l
¢ -1
1 1L )
<G ) A"
T—
T 2 ono(s1[Bn])? L nz—%
Logo,
L-1 2 L-1 2
—o |1 Bn 1
e (EZ||An||2> ,
2 n—o(8:[Bn]) ot

e o resultado se segue ao tomarmos C' = C (5.

Lema 5.12. % Sejam (B,), e (E,). sequéncias de malrizes | x | cujas colunas
sao solucoes da equacdo de autovalores em x do operador HT, dado pela Definicao
2.2, tais que Wip g (1) # 0 (sequndo (2.11)). Se (A,), € a sequéncia de matrizes
transferéncia 21 x 21 dadas por (2.7), entdo existe uma constante C' > 0, que
depende de x, (By,)n € (Ep)n, tal que, para todo L € N,

2
o IBall® _ o (1574 e
n=0 n n=0

Demonstracao. Seja n € N. Pela defini¢do de Wronskiano (Proposi¢ao 2.3) e pela

desigualdade triangular, temos

|Wis.g(n)|| = ||Bh1Dn-1En — BLDy 1 Eyi||

< HB;—IDn_lEHH + ||B;Dn—1En—1|| )

3Seguimos a demonstragao presente em Last & Simon [1999)].
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e agora pela Proposicao C.5-(f),

IN

[Wis.51(n) $1 Dol [ Bua [ Enll + s [Dna] [ Ball [ Enall

IN

251 (Dot A IBall? + 1 Bacs [P\ 1 Eal® + | B

< 2a\/ Bl + | Bt I\ 1Bl + | Euca

em que a = sup,,cz, 51Dy

Logo, supondo sem perda de generalidade que Wp 5(0) = 1 e utilizando a

desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos para todo L € N,

L—-1 2 2 2 2
L < AL B 4 1Bus P IEE + | Eusa]

VAN

2 (S B IE + 1Bl (SE IR + [ Bl

B+ 1Bual?) | (2 N + Bl

e assim

1

/
Za\/

n=0

(% ZTLL;é ||Bn||2 + ||Bn+1||2) -1
< (2 S UB + 1B ]? (5.8)
iy - n TL+ . .
1 L—-1 2 2 L
(A SIS B + 1B )

Segue-se das desigualdades
L—1 2 2 L 2
Dm0 I1Ball” + 1Buall” = 22 1Bnll”,

L-1 2 2 L 2
2n=o 1Enll” + 1 Bna ™ < 23500 [[Enll
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que
L1 2 2
JESEIBIE+1Bl) S BT
> — .
_ - L 2
JESEIEIE +1Eal?) V2B
Agora, pelo Lema 5.9, existe uma constante C'; > 0 tal que
-1 -1
2 2
S IBAIP < G Y IIAP
n=0 n=0
assim,

1 L-1 9 L 9 L
n=0 n=0 n=0

Combinando tais estimativas com (5.8), obtemos

22 o||E ||2 a =0

O resultado se segue ao tomarmos C' = 32a*C?%.

85

]

Combinaremos os resultados anteriores com a Proposicao 4.3, a fim de mos-

trarmos que conjunto

L
| 2
S :={zreR; erri)gfz EO | A, (2)]|” < oo},

(5.9)

sendo (A, (7))nen a sequéncia de matrizes de transferéncia simpléticas dadas por

(2.8) e (2.9), & um suporte essencial da componente absolutamente continua de

multiplicidade total do operador H?; consequentemente, a componente singular

da medida espectral atribui peso nula a este conjunto.

Lema 5.13. Sejam X% como definido na Proposi¢io 5.8 e S o conjunto definido

por (5.9). Entio, ¢ NS = 0.
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Demonstracao. Defina o conjunto
P:={zeR; limi%nf | [M (z + 1y)]|| < oo}
Y

Denote por Q o conjunto dos « € R para os quais todas as sequéncias (By,)n, (Ep)n

de matrizes [ x [ formadas por solucoes da equagao de autovalores em x satisfazem

L—1 2
fmint b | Ba(0)1
i S B

Ainda, denote por R o conjunto dos x € R para os quais todas as sequéncias

(E,)n de matrizes | x [ formadas por auto-solucoes da equacao de autovalores em

x verificam

e S B
= D 0(81[ n(2)])?

Segue-se dos Lemas 5.11 e 5.12 que S C R e § C Q, respectivamente; logo
SCRNO.

Agora, se x € QN R, tomando B = ¢ e E = ¢ no membro direito da
desigualdade de Jitomirskaya-Last (Proposicdo 4.3), temos que

liminf || M (z + iy)|| < oo.
y40

Portanto Q N'R C P e, consequentemente, S C P. De acordo com a Proposicao
3.8, P C (29)¢, donde se segue que X2 NS = 0.
m

Teorema 5.14. Sejam ¢ . como definido na Proposicao 3.8, e S o conjunto

ac,l?

definido por (5.9). Entdo, o espectro do operador H® restrito a S é puramente

absolutamente continuo de muliplicidade [.

Demonstracao. Segue-se do Teorema 5.3 que

—=€SS

S Cgacl<H¢)

Por outro lado, pelo Lema 5.13, X3¢ NS = 0.
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Demonstraremos, a seguir, a reciproca do Teorema acima.

Teorema 5.15. Seja S dado por (5.9). Para quase todo x com respeito & medida

mdk, vale x € S, sendo n; definida como enunciado do Teorema 5.6.

Demonstra¢ao. Tomando r = [ nas desigualdades (5.5) e (5.6), obtemos

L i (it + i) oo ) < 510
L i (Mgt i) o) P o) < 1 6511

Temos ainda, de (3.4), que para todo n € Z,

gbn-i—l ¢n+1 :A (l’)
Dyn¢n Dytbn "

¢
Dogo  Doibo

ou seja, que para todo n € Z,,

Ony1 Unp IV _ Gns1 Unyp1 Dyt
Dypén Duthy | | 0 Dyt Dynén Dyt Dy

Ay (x) = [

Assim, assumindo a condicdo (5.1) e considerando a fun¢ao mensurével n; tal
qual no enunciado, segue-se de (5.10) e (5.11) a existéncia de uma constante C' tal

que, para todo n € Z,,

[ 1@ P neyinta) <

Logo, para todo L € N,

/( ZHA ) x)dk(z) < C.

Portanto, pelo Lema de Fatou,

/n]:rgg}f< LZ ) 2)d(z) < C

n=0
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e por fim, para quase todo x com respeito a ndk,

L—-1

| 2
errilorngZHAn(x)H < 00.

n=0

Agora, pela Proposicao 3.8, (1) C Y2 N ch,z e, pela Proposicao 3.9, ¥ Ny

ac,l ac,l ac,l

¢ um suporte minimal da componente absolutamente continua de multiplicidade

[.
]

Combinando os Teoremas 5.14 e 5.15, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.16. O conjunto S, dado por (5.9), é um suporte minimal da compo-

nente absolutamente continua de multiplicidade | da medida espectral do operador
H?.

Pelas mesmas consideracoes presentes na demonstracao do Corolario 5.8,
temos que este resultado vale ndo somente para H?, mas para qualquer extensdo

auto-adjunta do operador H'. = dado por (2.14).

min?



Capitulo 6

Operadores Ergddicos

6.1 O Conceito de Operador Dinamicamente
Definido

A partir de agora, estudaremos operadores dinamicamente definidos, isto é ope-
radores da forma (2.1), em que as sequéncias (D,,)nez € (Vy)nez estao associadas
a um dado sistema dinamico. Esta estrutura permite-nos dar mais precisao a al-
gumas idéias ja exploradas, como a relacao entre comportamento assintotico de
auto-solucoes e medidas espectrais, e também explorar novos conceitos e definicoes,

como é o caso do expoente de Lyapunov (Definigdo 6.5).

A origem desta teoria estd nos operadores de Schrodinger periddicos em
C?(R), expressos por

d?

h(g) = ——=

(9) e

onde g é uma funcao periddica. Tais operadores sao, de fato, o tipo mais simples

9(x) + q(),

de operadores dinamicamente definidos. Neste contexto, uma estratégia possivel
para a andlise espectral, conhecida como teoria de Floquet, é procurar, para z € C
fixado, auto-solucées compativeis com o periodo do potencial ¢q. Explicitamente,
se L ¢ o periodo do potencial, devemos buscar solugoes da equacao e autovalores

em z que verifiquem
9:(x + L) = p(z)g.(x)

39
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para algum p € C e todo z € R. O escalar p fornece informagao sobre o cresci-
mento da funcao g. Na realidade, sabe-se que os escalares p, e pu_ associados as
duas solugoes linearmente independentes sao inversos multiplicativos um do outro,
de modo que, como nos interessa lidar com o crescimento exponencial (de acordo

com o que discutiremos), é mais conveniente lidar com o escalar w(z), dado por

w(z) = 7 log(y(2)), (6.1)

denominado expoente de Floquet. Decompondo este fator em partes real e imagi-
naria, isto é,

w(z) = —v(2) + ia(z), (6.2)

temos que 7(z) quantifica a mudanca de amplitude de g+ em um periodo L, en-
quanto que «(z) quantifica a mudanga de fase. Sendo o potencial periodico, o
espectro é continuo, coincide com os pontos em que y(z) se anula, e em geral é
formado por uma unido de intervalos'. Portanto, neste exemplo, compreendemos
bem a natureza espectral, e consequentemente, a dinamica (quantica) do operador.

A generalizacao mais imediata desta classe de operadores consiste em consi-

derar potenciais quase-perioédicos, como por exemplo, funcoes do tipo
q(x) = a(cos(2mx) + cos(2mfx)),

coma € Re € R\ Q. Espera-se entao, neste caso, que o espectro do operador
seja semelhante ou mesmo coincida com um conjunto de Cantor. Pode-se ainda
indagar se para alguns valores dos parametros a e (3, o espectro do operador possa
ser puramente pontual.

Tanto no caso periodico como no caso quase-periédico, os potenciais sao
funcoes que assumem valores em o6rbitas de sistemas dindmicos? em R. Neste
sentido, associaremos o conceito de operador dinamicamente definido ao operador

de Jacobi por meio de um sistema dinamico discreto:

Defini¢ao 6.1 (Operador de Jacobi Dinamicamente Definido). Sejam Q # () um

conjunto arbitrario, T : Q — Q wma aplicacao invertivel, | € N e aplicagoes

!Confira Magnus & Winkler [1979].
2Veja a Definicdo E.1.
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D,V : Q — S(,R). Um operador dinamicamente definido é uma familia de

operadores em (CYZ definidos, para cada w € ), pela lei
[H,ul, = D(T" W), + D(T W)ty i1 + V(T"W)uy, (6.3)

para todo n € 7.
Se (Q,v) é um espago de probabilidade e T' : Q0 — Q uma aplicacdo ergddica,

dizemos que a familia (H,),cq € uma familia de operadores ergddicos.

Neste caso, também podemos definir um cociclo® através das matrizes de
transferéncia definidas pela relagoes (2.6) e (2.8). Especificamente, podemos definir
a funcao A : Q — My (C) pela lei

D7 (w)(z = V(w)) —D7Hw)
A(z,w) == ) (6.4)
D(w) 0

de acordo com a equagao (2.4). O cociclo sera entdo a aplicagao

(T,A): QxC* — QxC*

(6.5)
(w,u) — (T(w), A(z,w)u).

A partir de um cociclo é possivel definir novamente as matrizes de transfe-
réncia como

;

AT Y (w) AT (W) A(T(w)Aw), sen> 1,

An(z,w) = Iy, sen =0, (6.6)

AN (T (W))... A Y (T2 (W) A (T (w)), sen < —1.

\

Logo, cada auto-solucao esta associada a uma oOrbita do cociclo através da
relacao
(w,u) = (T(w), A(z,w)u) .

3Confira a Definicao E.3.
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Se (2, v) for um espaco de probabilidade e T" for uma transformacgao ergo-
dica, podemos definir, a partir do Teorema Ergodico de Birkhoff (Proposigao F.2),
diversas grandezas através do valor esperado de funcoes integraveis com respeito

a v. Temos como exemplo a densidade integrada de estados:

Definicdo 6.2 (Densidade Integrada de Estados). Seja (H,), como na Defini¢ao
6.1, com (Q,v) um espago de probabilidade e T uma aplicagao ergddica. Definimos

densidade integrada de estados pela lei

B(A) = /Q <Z <7>w(A)eLj,eLj>> dv(w), (6.7)

j=1

em que N € A, sendo A a o-dlgebra dos borelianos de R, P, : A — B(I*(Z;C))
a resolugio da identidade associada ao operador HS (Proposicio B.12) e ey os

vetores canonicos, dados por (3.7).

O expoente de Floquet, definido por (6.1) no caso escalar, também pode ser

generalizado*:

Definicao 6.3 (Expoente de Floquet). Seja (H, ), como na Defini¢ao 6.2. Para
cadaw € 2, denote por M?(z,w) a fungio de Weyl-Titchmarsh associada ao opera-

dor H?, como na Definicdo 3.2. Denominamos exponente de Floquet a quantidade

w(z) = / llog(M® (2, w))]dv(w). (6.8)

Na Secao 6.3, utilizaremos a densidade de estados para obter propriedades
de regularidade de uma func¢ao associada ao expoente de Floquet.

Assim como o que ocorre no caso escalar de operadores de Schrodinger perio-
dicos, podemos especular se ha conexao entre o expoente 7, segundo a relagao (6.2),
e o espectro de operadores de Jacobi dinamicamente definidos. Como veremos na
Secao 6.4, a expectativa é confirmada: em um certo sentido, a componente abso-
lutamente continua da medida espectral ¢ dada pelos pontos em que « se anula. O

caminho que seguiremos para demonstraremos tal resultado, denominado Teoria

*Veja, por exemplo, Kotani & Simon [1988].
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de Kotani, pode ser esclarecido por meio do seguinte diagrama’:

M(z + iy, w)
) (a)
w(z + iy)
v/ NN
—R[w(x + iy)] Sw(x + iy)]
(0) M M (c)
V(z) a(x)
NN /!
(d) (e)

k

onde a passagem (a) ¢ dada pela relagao (6.8). As passagens (b) e (c) sao analises
do limite y | 0. Na realidade, realizaremos apenas a passagem (b), através do Lema
6.12. No caso de operadores de Schrodinger escalares, a passagem (e) corresponde
a Teoria de oscilagdo de Sturm e a passagem (d) ao Teorema da Fatorizagao de
Hadamard, ou, alternativamente, a Férmula de Thouless, que abordaremos na
Secao 6.3.

Primeiramente, empregaremos a Formula de Thouless para mostrar que o
expoente v é uma funcao sub-harmonica; abordaremos, em seguida, a relagao en-
tre v e M, estendendo assim os resultados da Teoria de Kotani para a classe de
operadores de Jacobi a valores matriciais ergodicos (Defini¢ao 6.1). Sequencial-
mente, segundo o diagrama, o que faremos, ao longo das Secoes 6.3 e 6.4, equivale
ao caminho (d) — (b) — (a).

Quando consideramos uma familia de operadores (H,,).,,, a principio, o espec-

®Adaptado de Lang [1991], p4gina 86.
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tro de cada operador pode variar em relacao a w. Esta é uma questao importante
que nao trataremos aqui. Para o caso de operadores de Schrédinger escalares, se
T' & uma aplicagao ergddica, existem conjuntos Y., 2., 2pp que coincidem, para
quase todo w, com os respectivos suportes espectrais do operador H, (Kunz &
Souillard [1981]). O Teorema de Kotani responde parcialmente a questao em rela-

¢cao a componente absolutamente continua.

6.2 Expoentes de Lyapunov do Operador

Assumiremos, a partir de agora, que o conjunto (£2,v) presente na definicdo do
cociclo (6.5) é um espago de medida. Com estas hipoteses, podemos definir os

expoentes de Lyapunov do cociclo gracas ao Teorema de Oseledets:

Teorema 6.4 (Teorema de Oseledets®). Seja (T, A) um cociclo em M (p,C) tal
que

log® [AW)]|: @ — R e L'(v).
Entao, para v-quase todo w € §Q, existem um inteiro m = m(w), nimeros reais
(W), ooy Ym(w) € uma decomposicao

CP=E'0E20.0E" '0E" (6.9)

tais que, para j € {1,...,m} e v-quase todo w € Q, as sequintes propriedades sao

satisfeitas:

(1) (Invaridncia):
(m(T(w)) = mw),

v (Tw) = v(w),

j J
AWw)E], = Epy)

6Resultado publicado originalmente em Oseledets [1968]. Adotamos o enunciado exposto em
Oliveira & Viana [2014], pagina 80.
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(ii) Para todo v € E? \ {0},
lim ! log || A (w)v|| = v4(w 6.10
L n 0g [[An(w)v]| = 7;(w). (6.10)

(¢ii) Seja d;(w) := dim EY; entdo,

w?

m

Tim % log det(A,()) = 3 d;w)y(w). (6.11)

Os nimeros m(w),v;(w), e os subespagos EJ sao mensurdveis com respeito

7

Podemos caracterizar’ os expoentes (6.10) do cociclo (T, A) em fun¢ao dos

valores singulares das matrizes de transferéncia:

lim — log (5,4 (@)]) = 7(w) (6.12)

n—oo 1N,

Como os expoentes sao constantes nas orbitas, se T' for um automorfismo ergddico,
a decomposicao ¢ constante em um conjunto de medida total, e assim podemos

considerar os expoentes independentes de w.

Defini¢ao 6.5 (Expoentes de Lyapunov). Seja (T, A) um cociclo definido por um
automorfismo ergddico T. Os ndmeros v;, definidos por (6.12), sao chamados de
expoentes de Lyapunov do cociclo (T, A). Os nimeros v, € Yy, sdo chamados de
expoentes de Lyapunov extremais. Cada d;, sequndo o Teorema 6.4, é chamado

multiplicidade do expoente de Lyapunov ;.

Supondo que a aplicacao D da Definicao 6.1 seja limitada, para cada w, o

operador H . associado a restricao de H,, a Z, é ponto limite, segundo a Defi-

w,min

ni¢do 2.11. Podemos entdo considerar a sequéncia de matrizes (FT(LH(Z, W))nez, €

I>(Zy,M(l,C)), formada pelas solucdes de Jost (Defini¢ao 3.1), que geram o su-

"Veja Ruelle [1979].
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bespago J.(z,w) e satisfazem

Fi (2 w) M, (z,w)
= A,(z,w) : (6.13)
D(T"w)F{ (2, w) D(w)

bem como a sequéncia (F)(z, w))nez, € 1*(Z—, M(l,C)), formada pelas solugoes

de Jost que geram o subespaco J_(z,w) e satisfazem

F:)_l(z,w) M_(z,w)
=A_,(z,w) ; (6.14)
D(T"w)F) (z,w) D(w)

aqui, as matrizes A_,,(z,w) s@o definidas por (6.6).

Os subespagos satisfazem dim (7, (z,w)) = dim(J-(z,w)) = [ e geram o
espaco das solugoes da equacao de autovalores.

Como as matrizes A,, sdo simpléticas, a relagdo (6.12) garante que os expo-
entes de Lyapunov sao pares de nimeros opostos. Mais ainda, como as sequéncias
(F,(Li))nez+ se relacionam com as matrizes de transferéncia pelas equagoes (6.13) e

(6.14), temos, ao assumirmos que as matrizes D sdo uniformemente limitadas, que

lim llog (5j[An(z,w)]) = lim llog (Sj[F;(f)(Z,w)D ;

n—oo 1 n—oo 1M

para j =1,2,...,1, e

lim llog (5j[An(z,w)]) = lim llog (Sj[F7(l+)(Z,W)D ;

n—oo 1M n—oo 1

para j =1+ 1,14+ 2,...,2l.
Aplicando tais cosideragoes, especificamente ao cociclo (6.5), podemos esta-

belecer o seguinte resultado:

Proposicao 6.6. FEziste, associado ao operador dinamicamente definido (H,),e
a cada z € C\ 'R, um cociclo simplético® em SP(l,C), definido por (6.5), com 21

8Veja a Defini¢ao C.8.
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expoentes de Lyapunov (nao necessariamente distintos) satisfazendo

V() > 2y(2) 29 (2) 20> 97 (2) 29 4(2) > ... > 91 (2),

com 7 (z) = —v; (2), para todo j. Para cada 1 < j < I, tais expoentes se

relacionam com as solucoes de Jost da sequinte maneira:

) @) 4 = m Leg[VFO @) (615)
v (2)+ 75 (2)+ ...+ fyj_(z) = nh_)rgo % log ||Aj(F,§+)(z,w))|| , (6.16)

para v-quase todo w.

6.3 Férmula de Thouless

A fim de demonstrarmos propriedades de regularidade destes expoentes, mostra-

remos, através da formula de Thouless,” que a quantidade

Y(z) = (2) + 7 () + -+ (2), (6.17)

definida no enunciado da Proposi¢ao 6.6, é uma funcao sub-harmoénica (Defini¢ao
A.T1). Para tanto, necessitamos da densidade integrada de estados (Defini¢ao 6.2).

Dada uma familia de operadores dinamicamente definidos (H,,)., segundo a
Definigao 6.1, considere, para cada N € N e cada w € €, a restrigao HY de H? ao
espaco 12({0,1,..., N —1,N}). Considere, ainda, a funcao kY : R — Z,, definida
pela lei

k) (z) == & # {autovalores de H) menores ou iguais a z}. (6.18)

Mostraremos, a seguir, que a sequéncia de medidas (kY drk)yen converge fra-

camente para a densidade integrada de estados k.

9Baseamo-nos na demonstracao exposta em Cycon et al. [1987], pagina 183 e na demonstragao
de Kotani & Simon [1988]. A unica diferenca na férmula que obtivemos para o operador de Jacobi
é termo constante adicional [, log det (D(w)) dv(w), de acordo com o Teorema 6.9.
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Proposicao 6.7. Sejam (H,), uma familia de operadores de Jacobi ergddicos,
como na Definicdo 6.1, k a medida de densidade integrada de estados, sequndo a
Definicio 6.2, f : R — R uma funcao mensurdvel e limitada, (kY )nen a sequén-
cia definida por (6.18), e k a medida de Lebesque. Entao, eriste um conjunto

mensurdvel Qg tal que v(€y) =1 e, para todo w € Qy,

hm/f Ve (x)drk(x /f Ydk(x
N—o0

Demonstracao. Seja P, a resolucio da identidade correspondente ao operador H?
(segundo a Proposicao B.12). Pela defini¢ao de traco de um operador (Definigao
B.20),

1
[ H@ @)dsta) = Puls)xa (619
Como os vetores canonicos e, formam uma base ortonormal de [*(Z,, C!),

N-1

l
P = 3 30 ST P Plenss en) (6:20)

=1 k=1

3

Por outro lado, como o operador H ¢nw é obtido do operador H? por meio de

uma translacao, segue-se que para todon € Z,

(Pw(f)emk? en,k> = (Pan(f)eLk, el,k) . (621)

Desta maneira, se definirmos

!
— Z (Po(fleir €1k,

k=1

concluimos de (6.19), (6.20) e (6.21) que
N-—
/ f(@)EN () dr(x Z? (T"w

Pelo Teorema Ergodico de Birkhoff (Proposi¢do F.2), existe um conjunto
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mensuravel Q; tal que v(€y) =1 e, para todo w € Qy,

Pela definicao de k,

l

=F Z<Pw<f>el,k;el,k>] = /f(:c)dk(:c)

k=1

Das tltimas trés identidades, concluimos que, para todo w € Qy,

Jim [ f@R @axta) = [ k)

O

Proposicao 6.8. Sejam (H,)., k e (kY)nen como no enunciado da Proposicao

6.7. Entao, (kY )nen converge fracamente para a medida k, para v-quase todo w.

Demonstracao. Seja Cy o espaco das fungoes f : R — R continuas de suporte
compacto. Seja (g,), uma sequéncia de fungoes reais mensuraveis limitadas densa

em Cj no sentido da convergéncia uniforme. Defina

Qo =[] ...

neN

sendo €, como no enunciado da Proposicao 6.7; entdo, v(€) = 1.

Agora, dados f € Cy e w € Q, segue-se da Proposicao 6.7 que

th/f Ve (2)dk (z /f )dk(z

]

Podemos, agora, demonstrar a formula de Thousless, de maneira anéloga a

demonstragao exibida em Kotani & Simon [1988].
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Teorema 6.9 (Formula de Thouless). Sejam (H,)., como no enunciado da Propo-
si¢ao 6.7, v(z) a soma dos expoentes de Lyapunov, dada por (6.17), e k a densidade
de estados (Definicao 6.2). Entao, para todo z € C,

v(z) = /Rlog]z —z|dk(z) — /Qlogdet (D(w)) dv(w).

Demonstragao. Considere primeiramente o caso z € C \ R. Fixado w € 2, sejam
F®)(z,w) as solugdes de Jost (Definicdo 3.1) para o operador H,. Segue-se da

Proposicao 6.6 que, para v-quase todo w,

1
lim — log det (Frg_)(z,w)) =m(2) +...+n(2).

n—oo 1

Como z € p(H,), o espaco das solucoes da equagdo de autovalores tem dimensao
2l e é gerado pelas solucoes de Jost. Se considerarmos a solucao de Dirichlet
On(w, ), cada sequéncia de colunas das matrizes ¢, (w, z) pode ser escrita como
combinacdio linear de sequéncias de colunas das matrizes F\" (z,w) e F\ (2, w).
Desta maneira, existem matrizes B, C' tais que, para todon € Z,

On(z,w) = F)(2,w)B + F{P) (z,w)C. (6.22)

n

Se B nao fosse invertivel, existiria um v # 0 tal que Bv = 0 e, consequentemente,
(2, w)v = FH)(z,w)Cv seria quadrado-somavel em +o0o; assim, z seria um auto-
valor de H?, o que é um absurdo. Concluimos, portanto, que B ¢ invertivel. Como,

para z € C\ R, F,E_)(z, w) ¢é invertivel, podemos reescrever (6.22) como

n

on(z,w) = [T+ FP(z,w)CB™! (Fé_)(z,w))_l} F)(z,w)B.
Das relagoes (6.15) e (6.16), temos que
lim llog det (¢ (z,w)) = lim llogdet (F(’)(z w)) =(z) (6.23)
n—oo M " ’ n—oo 1 n ’ ’

Como ¢ satisfaz a relacao de recorréncia

Dn¢n+1 = (Z - Vn)(bn - anlgbnfla



6.3. FOrRMULA DE THOULESS 101

considerada como funcao de z, D,¢,+1 ¢ uma matriz cujas entradas sao forma-
das por polindmios moénicos de graus menores ou iguais a n. Desta maneira,

det (Dp¢n11) € um polinémio'® de grau nl.

Observe que se v # 0 é tal que ¢n41(z,w)v = 0, entao existe uma solu¢ao da
equacao de autovalores em z que é combinacao linear das colunas de (¢, (2, w))nez,
e que se anula nos sitios 0 e N+1. Neste caso, z & um auto-valor de H". Logo, como
Dy é invertivel, det (Dy(w)én11(2,w)) = 0 se, e somente se, z é um autovalor de
HY.

Assim det (Dy(w)dn+1(2,w)) é um polindmio em z cujas raizes sao os auto-

valores de HY. Se denotarmos por (\)i<p<n; 0s autovalores de HY, temos que

Nl

det (D (w)gn11(zw)) = [J(z = ). (6.24)

k=1

Portanto, se considerarmos, para N € N e w € {2, a medida  definida nos

borelianos de R, definida pela lei
BN(A) = # {x e A;xéum autovalor de HY}, (6.25)

entdo, para todos w € Q e N € N, segue-se de (6.24) que
log det (D (w)) + log det (61 (=, w)) = / log |2 — 2| 3" (x).
Consequentemente, pela defini¢ao de £,

lim —
Nl—r>n<>o N

! (logdet (Dyy1(w)) + logdet (pn41(z,w))) = A}I_I)noo / log |z — | kY (x)dr ().

Concluimos da Proposicao 6.8 que, para v-quase todo w € €2,

N—o0

lim % (logdet (Dy(w)) + logdet (¢pn(2z,w))) = /log |z — x| dk(z).  (6.26)

Por outro lado, pelo Teorema Ergodico de Birkhoff (Proposi¢ao F.2), uma

Em analogia ao argumento utilizado em Cycon et al. [1987], pagina 185.
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vez que D, (w) = D(T"w), segue-se que para v-quase todo w € €,

lim l(logdet (Dy(w))) :/Qlogdet (D(w)) dv(w). (6.27)

N—oco N

Combinando as identidades (6.26), (6.23) e (6.27), obtemos

/Qlog det (D(w)) dv(w) +7(z) = /Rlog |z — | dk(z). (6.28)

Resta-nos demonstrar a identidade para x € R. Dado r > 0, segue-se de

(6.28) que para todo z € C\ R, tomando a média em um disco de raio r em C,

w7 o (prai) < V(P + 1) dr(p)dr(q) =

— Jologdet (D(w)) dv(w) (6.29)
+-1 fle(erqi)‘ST Jg log|(p + qi) — s| dk(s)dr(p)dr(q).
Agora, pelo Lema A.4, a fungao f: C — CU {—o0}, definida pela lei
f(z):= —/log det (D(w)) dv(w) + /log|z — 5| dk(s),
Q

¢ sub-harmonica. Logo, fazendo r tender a zero em ambos 0os membros de (6.29),

obtemos, pelo Lema A.2,

v(z) = f(x) = —/Qlogdet (D(w)) dv(w) + /log\x — s|dk(s).
0

Corolario 6.10. Seja v(z) como no enunciado do Teorema 6.9. Entdo, para k-

quase todo x € R, a derivada normal

(e+iy) . @) =z +iy)
oy Y40 Yy

existe e € finita.
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Demonstracao. Segue-se do Teorema 6.9 e da Proposicao A.5. [

6.4 Teorema de Kotani

Demonstraremos agora o Teorema de Kotani, que relaciona os expoentes de Lya-
punov do cociclo (6.5) as esperangas dos valores singulares da matriz espectral.
Especificamente, demonstraremos que um expoente de Lyapunov nulo implica em
que a esperanca do respectivo valor singular da matriz espectral seja positiva e
finita.

O ponto de partida da demonstracdo ¢ a existéncia da derivada de v(z)
(Corolario 6.10). Seguiremos a sequéncia de argumentos utilizados em Kotani &
Simon [1988], que trata do caso do operador de Schrodinger a valores matriciais'!,
com as adaptacoes necessarias.

A maior dificuldade é a presenca das matrizes D, nas relacoes de recorr-
réncia. A solucao que adotamos foi incorporar tais matrizes a4 grandeza dindmica
que estimamos para, posteriormente, relacionar esta grandeza a matriz espectral,
gragas a Lei Inércia de Sylvester (Proposigao C.6).

No caso de um operador dinamicamente definido, podemos generalizar a
funcao M? de Weyl-Titchmarsh a partir da sequéncia

M?(z,w) = —Fp1(z,w)F, (2, w)D; Hw), (6.30)

n

em que z € Cy, w € Qe Fu(z,w) = F{7(2,w); omitiremos o super-indice (+)

para simplificarmos a notacao. Por definicao,

M&-l(% (.O) = Mn(z7 T(,U)

Lema 6.11. Sejam, para z € Cy ew € Q, (F.(z,w))nen @ sequéncia de matri-
zes de Jost em z, e (M2(z,w))nez, a sequéncia de matrizes de Weyl-Titchmarsh

associadas ao operador H?, definida por (6.30). Entdo, para todos m,n € Z,

(a) E(T™w)Fp(w) = Fym(w);

1A demonstragao para o caso do operador de Jacobi escalar foi apresentada em Teschl [2000],
pagina 98.
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() Mg (T"w)Dyn(w) = Frnr (0) ()

m

(¢) —(MO) (T 'w) — Dyp(w)MS(T"w) Dy (w) + Vy(w) = 21

Demonstracao. Para simplificar a notacao, omitiremos a dependéncia das funcoes

em z.

(a):

Sejaa € Cl. A sequéncia u,, = F},(w)a corresponde & auto-solugao u € J, (w)
do operador H, que satisfaz uy = a. Logo, v,, = F,,(T™w)a corresponde a soluc¢ao
v € J4(T™w) do operador Hrm,, que satisfaz vy = a.

Por outro lado, w,, = F},,,(w)a corresponde & auto-solugdo u € J,(w) que
satisfaz w,, = a.

Portanto, cada coluna de F),(T™w)F,,(w) é a solugao em J,(T™w) do ope-

rador Hrm,, que no sitio 0 é a coluna correspondente de F,(w).

(b):

Na alinea (a), demonstramos que
Fi(T"w)Fh(w) = Fiom(w).
Pela relagao (6.30), considerando que Fi(T™"w) =1e D,,(w) = D(T"w), temos
M?(T"w) = —F (T™w)D; ! (w);

m

segue-se das relacoes anteriores que
M?(T™w) = —Fpir (W) F N (w) D (w).

(¢):

Segue-se da equagao de autovalores que

Dy 1 (W) Fy_ 1 (W) F N (W) + Dyy(w) Frpr (W) E N w) + Vi (w) = 21,

n

e da alinea (b) que

—(M?*)"HT" W) — Dy (w)M?(T"w) Dy (w) + Vi (w) = 21
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]

Lema 6.12. Sejam z e M?(w) como definidos no enunciado do Lema 6.11, e ~y(z)

a soma dos expoentes de Lyapunov, definida por (6.17). Entdo, para todo n € Z,

Sl

E [mgdet (11+ MH = 29(2). (6.31)

Demonstracao. Fixe w € (). Segue-se, ao tomarmos a parte imaginéaria no dois

membros da identidade do Lema 6.11-(c), que, para todo n € N,

—D,S[MZID, — S[(M_) "] = S[L. (6.32)
Logo,
T+ — UL () IS (MEL) (D,SMEDL)
D, S[M;]Dy,
e consequentemente,
Sz _ _ml
E [1og det (11 + D,,Ls[MmD,)] ~ —E |logdet

(M)
S|

(
+E :log det (
-E :log det <M¢_1>} — 2E [log det (D,,)]

—E [log det (3[MZ])] .

Como
E [log det <§‘9[M,f_1]>] — E [log det (S[M2])]

E [log det (Mffl)] =E [log det <(Mff,1)*>} ,
concluimos que

Sl

E |logdet [T+ —MM—
l & ( D,S[M{]D,,

)} — 9E [logdet (M;f,l) +log det (Dn)} . (6.33)
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Por outro lado, M¢ = —F,, .1 F, ' D!, pela defini¢ao (6.30). Logo, para todo
weQetodon e Z,,
log det (M2(w)) = logdet (—F41(w)) + log det (E, '(w)) + logdet (D, (w)).

O Teorema Ergodico (Proposigao F.2) estabelece que, para v-quase todo w € €,

L-1

E [log det (M?)] = ngrolo % Zlog det (Mg (w)),
n=0

e portanto que
E [logdet (M?)] = limj o 1 (logdet (Fi(w)) — log det (Fy(w)))
+limy oo 7 (Zﬁ;& log det (D;l(w))> :
Computemos, agora, os membros desta identidade. Naturalmente,
lim — log det (Fy(w)) = 0.
L—oo L

Pela Proposicao 6.6,

Jim - (log det (Fy(w)) = —(2),

e além disso, novamente pelo Teorema Ergodico,

L-1
1
lim — Z logdet (D, ' (w)) = —E[log det (D,,)]
n=0

L—oo I
para v-quase todo w € ). Segue-se que
E [log det (M?)] = —7(2) — E [logdet (D,,)] . (6.34)

O resultado é agora uma consequéncia das identidades (6.33) e (6.34). O

Proposigao 6.13. Sejam z, M?(w) e v(2) como definidos no enunciado do Lema
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6.11. Entao, para todon € Z.,

1
E <22

[Dn%[Mﬁ]DnJr%g]] = 79z

Demonstracdo. Para toda matriz quadrada A, sabemos que'?
det (eA) = el
Se B for tal que I+ B = e, segue-se que'®
det (I+ B) = ellos(I+B)]

ou seja,
logdet (I+ B) = [log(I+ B)].

A igualdade (6.31) pode, entdo, ser reescrita como

(e )] v

que por sua vez, pela Proposi¢ao C.5-(e), pode ser traduzida em termos dos valores

singulares, pi, de DyS[M] Dy como

; (log (1 + %))] = 27(2).

Segue-se da desigualdade

E

x
1+

log(1+ x) > , (6.35)

N8

12Veja, por exemplo, Taylor [2011], pagina 25.
130 logaritmo esta definido para qualquer matriz com autovalores positivos, Higham [2008],
pagina 269.
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valida para todo x > 0, que

e assim que

< 29(z).

1
Z—s[z]

1 ME T =

E finalmente, uma vez que a média aritmética de um conjunto finito de ntimeros

nao-negativos ¢ maior do que sua média harmonica,

1
E <E

D,S[M{)D, + 2|

O Corolério 6.10 garante que a derivada normal W(m) existe para quase
Y
todo x com respeito a medida de Lebesgue. Desta maneira, para todo x € R em

que a derivada norma existe e y(x) = 0,

Oy(x + iy) (2) = lim e tiy) (@) . (e +iy)
dy y40 Y yl0 Y

Entao, como consequéncia da Proposicao 6.13,

. 1
limsup E — < 00
yl0 [Dn%[Mﬁf (z + iy)| D, + %}
para k-quase todo x e, pelo Lema de Fatou,
K [hm infylo [Dn%[M,‘f(erliy)]Dn+g£z]J =

D S[M, (z-+iy)| Dp+2L2

< limsupwaL 1 ]} .
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Logo, para r-quase-todo z tal que v(z) = 0 e v-quase todo w € €2,

limﬁ]nf [D,S[M(z + iy, w)]D,] > 0.
Y

Por outro lado, por (3.8), a fungio M?(z) é Herglotz, e consequentemente, o limite

hg)l [D,S[M(z + iy, w)|Dy)
Y

¢ finito para r-quase todo z e todo w € 2. Portanto, para k-quase todo x tal que

v(z) = 0 e v-quase todo w € €,

0< lig)l [D,S[M(z + iy, w)]Dy] < oco. (6.36)
Y

Se definirmos os conjuntos'*
Z; = {z € R; exatamente 2j expoentes 7 se anulam}, (6.37)

segue-se de (6.36) que Z, C 040i(H?) para v-quase todo w € Q. De fato, pela
Lei de Inércia de Sylvester (Proposigao C.6), obtemos de (6.36) que, para k-quase
todo x tal que y(z) =0 e v quase todo w € ,

0 < lipn [S[MZ (o + iy, )] < o0
a afirmacao agora é uma consequéncia da Proposicao 3.8.

Podemos, assim como realizado em Kotani & Simon [1988], prosseguir na
analise e obter, a partir da Proposicao 6.13, uma caraterizacao estratificada com
respeito a multiplicidade, expressa por meio dos conjuntos (6.37).

A saber, relacionaremos os maiores valores singulares da matriz espectral M?

com 0s menores expoentes de Lyapunov:

Lema 6.14. Sejam z, M?®(w) e v(z) definidos como no enunciado do Lema 6.12.
Sejam iy (w) > po(w) > ... > mw(w) os valores singulares de DoS[Mg (w)]Do.

140s expoentes se Lyapunov do operador, por serem pares de niimeros opostos, se anulam aos
pares.
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Entao,

Zi:]E {IOg (1 + %H <2(Yig1—j + -+ 7).

i

Demonstrag¢ao. Partindo novamente da Equagdo (6.32), temos, para todo n € N,
_Dn%[MﬂDn = Q2|1 - ((va—l)*)_lg[MfL)—l](Ms)—l)_l'

Multiplicando ambos os membros da equagao anterior a esquerda por F) e a direita

por F},, obtemos

_F;Dn%[Mg]DnFn = FZ%[Z]Fn - F;k((Maf—l)*)il%[Mﬁ—l](Mg—l)ian-

Como
Fr(Mg_))™ = —F'_ Dy,

(Mf—l)_an = —D,1F,,

a igualdade pode ser reescrita como
—F'D,S[MC]D, F, = S|2]FiF, — F*_ Dy 1S[M? ]Dy 1 F,_y,

que é uma relacao entre matrizes positivas semi-definidas . Denotando por P, :=
\/Dn%[Mﬂf]DnFn, temos a identidade

P P, =Sz|FF, + PP,
que resulta na relacao de recorréncia

C\4
P P, =P (]1 + LZ]]) P (6.38)

O préximo passo consiste em aplicarmos os operadores AF a ambos os mem-
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bros de (6.38)'°. Para cada 0 < j <[ — 1, temos

NI (P Py) = A (P (T4 528 ) )

DnS[ME)D,,

— Al-d _ Sl *
= AT ((H + Dn%[Mff]Dn> P”P”> ’

de modo que

il < |1 (o s )W e

V”@*a%%aW::@+m%%®)

a desigualdade (6.39) pode ser reescrita como

Como

log || A (P2, Py < Zlog <1+m - k[(; >> T log|[AI(PEP,)||. (6.40)

Segue-se da relagao recursiva (6.40) que

n l—j

N
log [N (P Ry)|| < log (1 i) log [[A™(P*P,
Og” ’ H ;; Og( " i 1—k(T9w) " Og” )”

Dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por n e fazendo n — oo,
segue-se do Teorema Ergodico de Birkhoff (Proposicao F.2) que, para v-quase todo
w € Q,

O<ZE [log (1+ Ste] )} + lim 110g||Al PP (6.41)

Hi+1—k n—0oo 1
Por outro lado, por definicao, F' e P satisfazem, para todo n € Z,,

P!P, = F*D,S[M?|D,F,,

15Vide o Lema C.7 e arelacdo (C.3) para a defini¢io e algumas propriedades destes operadores.
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de modo que, pela relacio (C.2),
A (PP = A (F:D,S[MYID,F,)
— A (D,S[M?|D,F,F),
e portanto
1og ||\ (PP | < - log [N (DS[MLD,) |+ og [AT(FLE)] - (6.42)
Segue-se agora da Proposicio 6.6 que, para v-quase todo w € 9,

—v(2) = lim llogHAl Fo(w, z))H

n—oo M,

e como log ’)Al_j(Do%[M(?]DO)(w)H ¢ limitada superiormente, obtemos

lim —log A (PiP)|| < —2v(). (6.43)

n—oo N

Segue-se das relagbes (6.43) e (6.41) que

Z]E {log (1 Skl )} > 20y 4. ) (6.44)

Hi+1—k

Por fim, obtemos do Lema 6.12 e de (6.44) que

ZE{log (1+—)} Z E[log( St )} <241+ -+ ),

k=l—j+1 Pit1-k

como queriamos demonstrar. ]

Suponha agora que para um x € R dado exista uma auto-solucao do ope-
rador H, como na Definicao 6.1. Dado y > 0, uma vez que x + iy pertence ao
conjunto resolvente, também existe a auto-solucao correspondente & energia x +1y.
Podemos, assim, utilizar a formula de Green para comparar as normas [%(Z,,C!)

destas duas auto-solugoes.
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Lema 6.15. Seja (H,), como na Definicio 6.1. Fizados w € Q, 1 <k <l e
n € Z,, seja f(k (x+iy,w) a k-ésima coluna da matriz F,,(x+iy,w). Se a solu¢do

de Jost f( (x,w) for quadrado-somdvel em 400, entio

Sl < X el

Demonstracao. Para simplificar a notacao, omitiremos a dependéncia em w. Seja
2 =z 4 iy. Aplicando o Lema 2.6 a f¥)(z) e f%)(z), obtemos

s;z](QH#M(@HQ-<ﬁ@(@,#M¢m>-<ﬁ“(xyﬂmpa>) —0,

pois sendo as auto-solucoes quadrado-somaveis,

n—oo
e como fgk)(z) - ff)k)(x) =0,

W 0.

()10 @, ()9 () (1) =

Portanto,

el = e el

—(£9(:),£9(@)) = (£9(@).£9(=) )

e - e

e consequentemente

[ - [ >0

]

Corolario 6.16. Sejam z, (H,),,, M?(w) e y(z) como no enunciado do Lema 6.12.
Dado z € R, se, para um 1 < j <, ~;(z) > 0, entdo, para todo y > 0, v;(x) <
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v(x + iy).

Demonstragdo. Se vj(x) > 0, para v-quase todo w, ha uma auto-solugao f(z,w)
em x que decai exponencialmente. O Lema 6.15 estabelece que, para v-quase todo
w, a auto-solugao correspondente f(x + iy, w) deve decair no minimo com a mesma

taxa. Logo vj(x) < v,(z + iy). O

Proposicao 6.17. Sejam (H,).,, M®(w), 7 e (ux),_, como definidos no enunciado
do Lema 6.14. Fizados x € R e 0 < j <[ — 1, suponha que existam, para cada
k=1,2,...,1— 7, os limites

Ye(x) = lm v, (z + dy).
yJ0
Entao, para todo y > 0,

J 1
E ( k=1 uk(x-i-iy)-i-%)

IA

% (Eizl Vi1—k (T + ZZ/))

+§ (Zizjﬂ(wﬂ_k(x +1y) — 7z+1_k($))> :

Demonstracao. Do Lema 6.14, temos que

J
ZE |:10g (1 + i):| S 2('714—1—]’ + ...+ ’Yl).
—1 M

Desta desigualdade, utilizando argumentos analogos aqueles empregados na de-

monstracao da Proposicao 6.13, podemos mostrar que

J 1 9 J .
E (Z (z +iy) + %> < ;;’YZH—k(f +iy). (6.45)

g Mk

Por outro lado, pelo Corolario 6.16,

l

Z (Vs 1-r(2 4+ iy) — Y41-1(2)) >0,
k=j+1
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e, como y > 0,

I

2

; Z Ver1-k(T + 1Y) — Nr1-k()). (6.46)
Somando, membro a membro, (6.45) e (6.46), o resultado se segue. O

Teorema 6.18 (Teorema de Kotani). Sejam (H,), uma familia de operadores
ergddicos, como na Defini¢ao 6.1, e para cada 1 < j <1, Z; o conjunto dado por
(6.37). Entdo, para v-quase todo w, a restricao do espectro absolutamente continuo

ao conjunto Z; tem multiplicidade no minimo 2j.

Demonstracao. Considere os conjuntos

@1 = {zr eR;3limyoy(z +iy)},

Q2 = {x e R;3limy g—;(az+iy)},

Qs = {r € Q1NQqlimy [w — g—;(x + zy)] =0},
Qs = {x € R;3limy, S[M(z + iy, w)], para v- quase todo w}.

Segue-se do Corolario 6.10 que k(R \ @3) = 0, para v-quase todo w € €.
Para todo xy em Z; N @3, existe o limite

l

: .1 :
im Z% no+iy) + Y (wlwo+iy) - mxo))] = lim_[7(z0 +i9) = 7(w0)]
k=j+1

Segue-se, portanto, da Proposicao 6.17 que para todos xp € Z; N Q3 e todo
1<k<j,

. 1
hmsupE[ : y} < 00,
Y10 (o +iy) + 5

e consequentemente, pelo Lema de Fatou, que

1 1
E (liminf : y} < limsupE[ : y} < 00.
vl (o +iy) + 4 410 (o +1y) + 4
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Logo, para v-quase todo w, todo 29 € Z; N Q3 e todo 1 < k < j, temos

liminf py (g + iy, w) > 0.
y40

Por outro lado, por (3.8), M? é uma funcao Herglotz. Logo, x(R\ Q4) = 0.
Portanto, se zp € Z; N Q)3 N 4, entao, para v-quase todo w e todo 1 < k < j,

0 < lim pg(zo + iy, w) < 0.
yd0

Concluimos que, nestas condigoes,
[Do(w)S[M (0, w)] Do(w)] = j.

Pela Lei da Inércia de Sylvester (Proposi¢do C.6), o mesmo vale para a matriz
S[M (9, w)].

Utilizando argumentos andlogos, podemos demonstrar o mesmo resultado
para a familia (Hf’(f))w definida em {—1,—2,...} e, a partir da Proposigao 3.10,
podemos estender, com multiplicidade 2j, o resultado a familia de operadores
(Hy,). definidos em Z. O

6.5 Teorema de Ishii-Pastur

Discutiremos na presente secao o Teorema de Ishii-Pastur, a reciproca do Teorema
de Kotani (demonstrado para o caso escalar de operadores de Schrédinger, por
exemplo, em Ishii [1973] e Pastur [1980]). No contexto de operadores de Schro-
dinger a valores matriciais, podemos citar a demonstragao exposta em Kotani &
Simon [1988]. Demonstraremos uma versao do resultado para o caso de operado-
res de Jacobi a valores matriciais através de relagoes provenientes da Formula de
Green. Ao combinarmos os teoremas de Kotani e de Ishii-Pastur, obtemos aquilo

que se conhece na literatura por Teoria de Kotani.

Proposigao 6.19. Sejam (H,), como na Definicio 6.1, M?(z,w) a matriz de
Weyl- Titchmarsh para o operador H? e f(k)(z) como no Lema 6.15. Fizados w € €2
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ex € R, se a solucao de Jost f““ ) for quadrado-somdvel em 400, entdo

liﬂr)l(Do%[M‘ﬁ(x + iy, w)|Do)gr = 0.
y

Demonstracao. Sabemos, da Proposi¢ao 3.3-(b), que para todo y > 0,

(D()%[M(Z‘—Fiy, Do kk—yZFF kk = x—i—zy H =
O Lema 6.15 garante, sob as hipoteses do enunciado, que
) x + 1y H ’
Consequentemente, como z ¢ fixado,
DoS[M =

lim (DoSM (x + iy, < o0,

yl0 Y —
e assim, necessariamente, lim,o(DoS[M (z + iy, w)] Do)k = 0. O

Teorema 6.20 (Teorema de Ishii-Pastur). Seja (H,), uma familia de operadores
ergddicos, como na Definicao 6.1, e seja para cada 1 < j <1, Z; o conjunto dado
por (6.37). Entdo, a multiplicidade do espectro absolutamente continuo restrito a

Z; € no mdzimo 2j.

Demonstracao. Suponha que x € Z;. Desta hipotese e do Teorema de Oseledets
temos que, para v-quase todo w, existem [ — 7+ 1 auto-solucoes ffuk) (x) linearmente
independentes com decaimento exponencial em +o00.

Pela Proposicao 6.19, segue-se que, para [ — j + 1 valores do indice £k,

h{g(Do%[Mqﬁ(x +iy)] Do )i, = 0.

Y

Logo, pela Lei da Inércia de Sylvester, existem [ — j + 1 valores do indice k tais
que

lm(S[M?(z + iy)] )k = 0,
y40
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e, portanto,

lim S (o + )] <

Analogamente, como na demonstragao do Teorema 6.18, a mesma conclusao
vale para a familia (Hf’(_))w definida em {—1,—2,...}, e novamente a partir da
Proposicao 3.10, podemos estender o resultado, para Lebesgue quase todo z € Zj,

a familia de operadores (H,,),, definidos em Z, com multiplicidade 2;. O
Segue-se dos Teoremas 6.18 e 6.20 o seguinte resultado.

Corolario 6.21. Sejam (H,)., e Z; como no enunciado do Teorema 6.20. Entao,
(a) o conjunto Z; é o suporte essencial do espectro absolutamente continuo
de multiplicidade 2j;

(b) nao existe espectro absolutamente continuo de multiplicidade impar.



Capitulo 7

Operadores Minimais

Uma outra situacao natural a ser considerada no contexto de operadores dinami-
camente definidos (Defini¢ao 6.1), é aquela em que € é um espago topologico e T
¢ uma transformacgao continua minimal. Se €2 é um espag¢o métrico compacto e T’
¢ uma transformacao minimal, pode-se demonstrar uma versao fraca da chamada
dicotomia exponencial entre o espectro e o conjunto resolvente, além da constan-
cia em w das componentes absolutamente continuas de multiplicidades quaisquer
dos operadores da familia (H,), (ou seja, que ouc,(Hy,) = 0acr(Hy,), para todos
wi,wy € , com 1 < r < ). Demonstraremos esta ultima afirmacao, na Secao
7.1, utilizando os resultados estabelecidos no Capitulo 5. J4 a referida versao da

dicotomia exponencial serd demonstrada na Secao 7.3.

7.1 Constancia do Espectro Absolutamente

Continuo

Dentre os potenciais dinamicamente definidos a partir de transformacgoes minimais
em espacos métricos, destacam-se no estudo de operadores de Schrodinger escalares
aqueles chamados almost — periodic; em particular, temos os chamados potenciais
periddicos, limit — periodic e quast — periodic.

Podemos estender tais definicoes para o caso do operador de Jacobi a valores

matriciais.

119
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Definicao 7.1 (Potencial almost — periodic). Uma fung¢io V : Z — M(l,C) limi-
tada € dita um potencial almost — periodic se a sequéncia (S™(V'))nez € compacta
em 1°(Z; M(l,C)), em que

S 1®(Z; M(I,C)) — 1(Z; M(I,C))
(Vo) = (Vas1)

€ a aplicacao deslocamento.

Dada uma aplicagao W : N — M (I, C), a envoltoria de W é o conjunto

(W) :={S"(W),n € N}, (7.1)

com o fecho tomado com respeito a topologia da convergéncia uniforme no espaco
[*°(Z; M(1,C)). Se W & almost — periodic, (W) é compacto. Claramente, toda
funcao periddica é almost — periodic. Em geral, operadores de Schrédinger defi-
nidos por potenciais almost — periodic sao estudados no ambito dos operadores

ergodicos, tais como definidos na Capitulo 6.

Definicao 7.2 (Potencial Limit — periodic). Um potencial V' : Z — M(l,C) é
dito limit — periodic se existem sequéncias periddicas W™ : Z — M(I,C) tais
que

lim sup HVk — W,ﬁm)H = 0.

M= ez,

Novamente, se V' é uma funcao periddica, entao V é um potencial limit —
periodic. Se V é um potencial limit — periodic, entao é um potencial almost —
pertodic. Em contrapartida, para o caso escalar, suponha que V seja almost —
periodic, mas que nao seja perioddico; entao, V' é limit — periodic se, e somente se,

(V) é totalmente desconexo, onde (V') é a envoltoria de V', dada por (7.1).

Definigdo 7.3 (Potencial quasi — periodic). Sejam T? o toro d-dimensional e
f e (T4, M(l,C)) uma fungdo continua. Uma aplicagio V : Z — M(I,C) € dita

um potencial quasi — periodic se € da forma

V(n) = f(w+na),
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comw,a €T, ea=(ay,...,az) € tal que se

d
> kjo;=0€T,
j=1

com kj € Z, entao kj =0 para 1 < 5 < d.

Em outras palavras, um potencial quasi—periodic é dado por uma translacao
minimal no toro d-dimensional.

Se V' é um potencial almost — periodic, denote (V') por Q. O conjunto €2
¢ um subespaco topologico compacto de [*°(Z; M(l,C)), e podemos definir em

) uma estrutura de grupo abeliano. De fato, se Wy, W5 sao potenciais tais que
Wy = S (V) e Wy = S*2(V), para ki, ky € Z, definimos

Wy Wy = Sktk (),

E ainda podemos estender continuamente esta operacao a {2, que passa a ser um
grupo topologico compacto, no qual podemos definir a medida de Haar.
Portanto, um potencial almost — periodic pode ser representado por uma

translagao minimal 7" : €2 — {2 em um grupo abeliano compacto 2 como
Vo =V,(n) = f(T"w), (7.2)

em que f:Q — M(l,C) é uma aplicagdo continua.

Podemos generalizar o resultado anterior e definir o conceito de operador
dinamicamente definido minimal, ou seja, um operador como na Defini¢ao 6.1,
com §) um espago topolégico compacto e T' uma transformacao minimal. Uma das
consequéncias dos Teoremas 5.3 e 5.6, conforme resultados apresentados em Last
& Simon [1999] para o caso escalar, é a constancia da componente absolutamente
continua do espectro para operadores minimais.

A definicao de potencial minimal tem certas implica¢oes topologicas:

Definicdo 7.4 (Limite & Direita e & Esquerda de um Potencial). Sejam V,W :
Z — M(l,C) funcgoes limitadas. Dizemos que W € limite a direita de V' se existe
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uma sequéncia (n;); com lim;_,.,n; = oo tal que, para todo n € Z,

lim V(n —n;) = W(n).

Jj—o0
Nas mesmas condicoes, dizemos que W € limile & esquerda de V se, para todo
n € 7,

lim V(n+n;) = W(n)

j—oo

Se V' é um potencial minimal e W € (V'), por definigao, W é limite & esquerda

de V.

Proposigao 7.5. Sejam Hyy e Hy) operadores de Jacobi, sequndo a Definicao 2.1,
associados, respectivamente, aos pares de sequéncias de matrizes reais e simétricas
(D,(zl))n,(Vn(l))n e (Dg))n,(Vn@))n. Se (D,(?))n é limite o esquerda de (D,(LD)” e
(Mfz))n é limite a esquerda de (Mfl))n, entdo, para todo k € {1,2,...,1},

O-ac,k<H(¢1)> = Uac,k<Hé)>7

em que aac’k(HEé)) € o espectro absolutamente continuo de multiplicidade k do

J

operador H&.

Demonstragdo. Por hipétese, existe uma sequéncia (n;); de numeros inteiros com

lim; o n; = oo tal que, para todo m € Z,

lim o Dy, DY
lim;_, V,Sln 2,

Considere as solucoes de Dirichlet e Neumann do operador H ), respectiva-
mente ¢(1) e (M. Como ¢V e ¢V satisfazem a equacio de autovalores, temos,

para todos m,j € Z.,

1 1 1 1 1 1 1
Diﬂz‘rnj ¢’Enl-nj+1 + D’Enzl—nj—1¢7(nz,-nj—1 + V7£L4)-TL] ¢£nl-nj - $¢£fb2‘rnj
(7.3)

SORACY 1) (1) O IEAC) B 1)
Dm—&-njwm«#nj«#l + Dm+njfl m+n;—1 + Vm—i—n]- wm—f—nj - xwm-‘rnj'
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Por compacidade, tomando uma subsequéncia se necessario, podemos consi-

derar para cada m € Z., os limites

Bm = hmj—mogb?(v}bl-njv
Cr = limy e Y, -

Tomando o limite em j nas identidades (7.3), temos que estas sequéncias satisfazem

D) Byis + DS\ By + VP B,, = 1B,

D Crv1 + D Crpy + Vi C = 2C).

m—1

Portanto, (Bn)nez+ e (C’n)nez+ sao solucgoes da equagao de autovalores do operador
H(z)

Como dicutido na demonstracdo do Lema 3.5, aplicando a equacao (2.11)

sobre ¢ e (V' obtemos, para todos m,j € Z..,

(U8 D 041 = Uy ) Dl Uik, = 0,
(W, ) Dk Oy i1 = U 1) Dl S, = DY,
(O0en,) Dinlin Uiy ir = (S ) D, i, = =D,

[ (000, D By i1 — (O ) DA Ok, = 0.

Tomando novamente o limite em 7, segue-se que

( (Cm)th)Cm-l-l - (Cm—i—l)th)Om = 07
(Cm)tD’Sg)Berl - (Cm+1)tD7(’r%)Bm = D(()1)>

(Bm>tD7(7?L)Cm+1_(Bm+1>tD7(n2)Cm - _D(()1)>

(Bm)thr%)Bm—ﬁ—l_ (Bm—&-l)tD'g)Bm = 0.

\
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Logo, as sequéncias (B, )nez, € (Cp)nez, satisfazem relacoes andlogas as que
foram necessarias, na Se¢do 5.1, para definir os suportes (5.2) a partir de ¢ e
¢. Disso concluimos que B e C formam uma base para o espaco gerado pelas
solugoes da equagao de autovalores associado a Hy). Logo, pelo Corolario 5.8,

para 1 < r <[, os conjuntos
| L
o i 2 2
T (o € Rilipint 232 Ba(o)] + 57 [Cule)] < o)

- . = €S8 . .
sao tais que 7, \ 7,41  corresponde & componente espectral absolutamente conti-
Jr

nua de multiplicidade r de qualquer extensao auto-adjunta do operador (H2))in;

em particular Hg).

Assim, como na demonstracdo do Teorema 5.6 (Desigualdade (5.7)), para
todon € Z, etodo 1 <r <k,

/(Sl r+1[¢( )( )] + Sl r+1[’¢(1 ( )]) U(l)(x)dﬁ(ﬂﬁ) é 2l7T,

(com nMdk suportada em O'ac,k(Hg)) e, consequentemente, para L,j € Z, arbi-

trarios,

JEin (stlell, @) + st o, @) 1 @)de(x) =
= 1 (s @) + st [ @) 1 @)dn(2) < 2

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

/%Z (71 [Br(2)] + 811 [Ci(2)]) 0V (2)dr(z) < 21,

e, finalmente, utilizando o Lema de Fatou, obtemos

L

|
liminf - st 41 [Bi(@)] + 57,1 [Chl()] < oo, (7.4)

k=1
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para quase todo x com o respeito & medida n(Vdk. Logo, pelo Teorema 5.3,
O'ac,k(Hé)) g Uac,k(Hg)>-

Como a outra inclusao se demonstra analogamente, o resultado se segue. [J

Teorema 7.6. Seja (H,),cq uma familia de operadores de Jacobi dinamicamente

definidos minimal. Entao, para todos wy,w, € Qe 1 < k </,
UaC,k(Hfl) = UaC,k(H(fO):

sendo H? € 0,01 (H?) como no enunciado da Proposicdo 7.5.

Demonstracao. Para cada w € €2, denote por D* a sequéncia (D,,(w))nez. Dados
wo,wy € Q, D* € (D*°). Logo, D“° é limite & direita de D“*. Da mesma maneira,

V«o ¢ limite a direita de VV“! e o resultado decorre da proposicao anterior. O

Este resultado pode ser diretamente estendido ao operador definido em Z no

seguinte sentido:

Corolario 7.7. Seja (H,)weq uma familia de operadores de Jacobi dinamicamente

definidos minimal. Entao, para todos wy,w, € Q2 e 1 < k </,

Uac,Qk(Hwo) = Uac,2k(Hw1>7

e existem apenas componentes absolutamente continuas de multiplicidade par.

Demonstracao. Fixe wy € Q associado aos potenciais V, D, segundo (7.2). Como

w; € (wp), seja n; tal que S™w; = wy. Dessa maneira, se denotarmos por ¢“° e

¢*° as solucoes de Neumann e Dirichlet associadas ao operador H,,,, assim como
- - c e .

na demonstracdo da Proposicao 7.5, existirao sequéncias (B, )nez, € (Cn)nez de

solucoes da equacao de autovalores do operador H,,, tais que, para cada m € Z,

R 3 wo
Cp = limj ¢m+nj.
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Em particular, para todos 1 <r <le L €N,
% Z_L:—l Sl2fr+1[Bm(l’)] + 3127r+1[0m($)] =

. -L
= lim;_, % D1 St ‘fqﬁnj ()] + 57,4 ;UnOJrnj(x)]'

Assim como na demonstracao da Proposicao 7.5, paratodom € Z, 1 <r <k

e todo nj,
-L

/ <% Z 812_7"+1[¢L;$+"j ()] + 512—r+1[1/)(fn0+nj (@]) dn“* (z)dr(z) < 2ml,

m=—1
com 7°°dr suportada em oaek((H? ), ). Pelo Teorma da Convergéncia Dominada,

/ (% S 5 Ba(@) +sf_r+1[cm+nj<m>]> o (2)di(a) < 21,

m=—1
e pelo Lema de Fatou,

—L
|
hlljri}o%f E Z Sl2—r+1[Bm($)] + sl2—r+1[cm+n]'(x)] < o0,

m=—1

para quase todo x com respeito a n“°dk. Portanto, pelo Teorema 5.3 e por consi-

deragoes analogas as utilizadas na demonstragao da Proposicao 7.5,

O'ac,k«Hf)un) C O'ac,k((Hi)um)'

Trocando os papéis de wy e wq, obtemos

Uac,k((Hf)wo) - Uac,k((Hi)m)v

e pela Proposicao 7.5,

Uac,k((Hf)wo) = Uac,k((“—{?)m)
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Oaci(HY)uo) = Tac(H)r ).

O resultado se segue como consequéncia da Proposicao 3.10. [

7.2 Cociclos e Crescimento Exponencial

Uniforme

Nosso objetivo nesta secao ¢ explorar propriedades topologicas do cociclo 6.5, em
especial, a compacidade de €2 e a continuidade das aplicacoes T e A, e assim
demonstrar uma caracterizacao de crescimento exponencial uniforme que nos per-
mitird demonstrar, na Secao 7.3, uma versao mais fraca da dicotomia exponencial;
a saber, o conjunto resolvente consiste no conjunto de pontos em que o cociclo
associado ao operador, dado por (6.5), cresce uniformemente (Defini¢ao 7.8).

Hé em Sacker & Sell [1976] uma caracterizacdo da dicotomia exponencial para
a dindmica de fluxos em espacos compactos. Preferimos seguir, com as adaptacoes
necessarias, argumentos presentes em Zhang [2018], que considera cociclos em
SL(2,R).

Definicao 7.8 (Condigdo de Crescimento Exponencial Uniforme). Um cociclo
(T, A) satisfaz a condicdo de crescimento exponencial uniforme se existem cons-
tantes 3> 0 e X\ > 1 tais que, para todo v € CN \ {0} e todo w € Q,

o]
ou A
H _|T£Tr>v|| Z B)\",Vn c N

Denotamos o fato do cociclo (T, A) satisfazer a condigdo de crescimento ex-

ponencial uniforme por (T, A) € UG

Observamos que apesar de ser simples mostrar que hiperbolicidade uniforme

implica condicao de crescimento exponencial uniforme, a reciproca nao é imediata.
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Lema 7.9. Seja (T, A) um cociclo definido em um espago topoldgico compacto S).
Se existem ¢ > 0 e L € N tais que, para todos (w,v) € Qx CN com ||v| = 1, existe
l€Z tal que |l| < L e

|A/(w)v|| > 1 +¢, (7.5)

entao (T, A) satisfaz a condi¢ao de crescimento exponencial uniforme.

Demonstra¢ao. Dado (w,v) nas condigbes do enunciado, denote por {(w, V) o ni-

mero natural definido como
l(w,v) = m;|m|=min{|l|||l] < L,l e w, v satisfazem (7.5)}.

Definiremos indutivamente uma sequéncia (I, v, wy)x em Z x CN x Q. Para

k=0, sejam lp =0, vo =V, e wg = w. Para k > 0, sejam

( lp = l(wkflakal)a

Ay (wr—1)VE—1

HAlk(Wk—l)Vk—lH7

[ W = T (wp_1).
Desta maneira, para todo k£ € N,

||Alk+1 (Wk)vlc” > 1+e,

ou seja, da defini¢ao de vy,

i

Azkﬂ(wk)Azk (Wk—l)vk—l = Alk+1+zk (Wk—l)vk—la

Alk (wkq)vk
| Ar,, (wr—1) Vi

Alk+1 (wk) :1” H 2 1 _'_ €

Assim, como

segue-se que
HAlk+1+lk (wk—l)vk—l H
|| Apy (wWr—1) Vie—1]]

>1+e
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ou seja, que
HAlkHJrlk (wkfl)kalu > (1+ 6)2.

Prosseguindo indutivamente, temos, para k > p > 1,

| Ap ot (Wre i) Vi || = (14 €72, (7.6)

Defina, para p € Z e q € Z., o intervalo
p—q+1lp+q—1], seq#0,

[p_17p+1]7 Seq:OJ

em Z, centrado em p e de comprimento 2(¢ — 1). Denote também, para k € Z,
L}C = Z;?:l lj (&

k
I = [ J Y5, (1L51)-

j=1
Segue-se da definicdo de i, que Ly ¢ I,_q, pois se existisse j tal que L, €
Y5 (1L;-1)). entéo

L = Lja| < [l;] = 1.

Agora, como Ly — Lj_y =l + ...+ lj41, segue-se de (7.6) que
||AkaLj71(wjfl)ijlH Z (1 + E)kij > (1 + E),
o que contraria a minimalidade de ;.

Por outro lado, também por definicao, I; ¢ um intervalo em Z, com um
extremo em Ly e, mais ainda, |Ix.1| > |Iy| + 1. Portanto, sendo L tal qual no
enunciado, existe 0 < t < L tal que |Iy| > L para todo k > t. Desta maneira,

como || < L, segue-se que

ou Ly > Lg, paratodok >t,

ou Lp <L, paratodok >t.
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Assuma inicialmente a primeira possibilidade. Neste caso,

t+1 t+1

0< Ly =Y ;<> | <LL+1).
j=1 j=1

Entao, dado n > L, existe ) € N tal que Lg < n < Lg4+i. Observe ainda que
Lgy1 — Ly < Lgy1-+, donde se segue que Q > 7. Logo, pela Proposigao C.5-f,

[An(@) V]| = ||An-r1o (T W) ALy (w)v]| > sy [An—ro (T"w)] || AL, (W)v]|.-

Como n — Lo < L e as matrizes sao simpléticas, pela continuidade de A e

por compacidade, existe uma constante uniforme C' > 0 tal que
SN [An,LQ (TLQw)] > (.
Deste modo,
[Vl > C Ay (@)v]| = O+ % = C(1+ ).

Assumindo a segunda possibilidade, dado n € N tal que —n < L;, existe
€ N tal que Lpy1 < —n < Lg, de forma que Q > 2. Assim, por argumentos
Q+ Q 7 g

analogos aos do caso anterior, existe uma constante D tal que
[A—a(@)vll 2 D | Az (@)v]| > D(1 + % > D1 +)E .

Concluimos, portanto, que (7', A) satisfaz a condigdo de crescimento expo-

nencial uniforme. OJ

Proposicao 7.10. Seja (T, A) um cociclo definido em 2, um espago topoldgico
compacto, com T um homeomorfismo em Q e A : Q — SP(l,C) uma aplicacdo
continua. O cociclo (T, A) nao satisfaz a condi¢do de crescimento exponencial

uniforme se, e somente se, existem w € Q e v € C%, com ||v|| = 1, tais que
[Au(w)ol] < 1,¥n € Z.

Demonstragao. Se (T, A) € UG, entdo claramente por defini¢do o cociclo nao pode
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satisfazer a propriedade do enunciado.
Suponha agora que (7', A) nao satisfaga a condi¢do de crescimento exponen-
cial uniforme. Neste caso, pelo Lema 7.9, dados £k € N e L > 0, existe um par

(wr, vi) € Q x C% com ||vi]| = 1, tal que para todo | € Z com |I| < L,

1
||Al(wk)vk|| <1+ E

Como ) é compacto, existem w € Q e v € C¥ tais que

limj ,owy;, = w,

limj oo vy, = v,

para determidadas subsequéncias (wy; ); € (Vi;);. Pela continuidade de A, segue-se
para todo n € Z que
[An(w)v] < 1.

7.3 Dicotomia Exponencial

Podemos, a partir da analise da secao anterior, fornecer uma caracterizacao dina-
mica para o espectro do operador dinamicamente definido H,. Especificamente,
demonstraremos que, para cada w € €2, o conjunto resolvente associado ao ope-
rador H,, como na Definicao 6.1, consiste nos pontos em que o cociclo definido
pela relagao (6.5) satisfaz a condicao de crescimento exponencial uniforme. Tal re-
sultado é uma versao fraca da chamada dicotomia exponencial, sendo esta tltima
demonstrada para o operador de Schrodinger escalar primeiramente em Johnson
|1986]. Em Marx [2014], h4 uma demonstracao da dicotomia exponencial para um
operador de Jacobi escalar e, em Haro & Puig [2013], encontra-se uma demonstra-
¢ao para um operador da forma (2.1) com a sequéncia (D,,),, constante (apesar de
constantes, nesse trabalho, as matrizes D,, ndo sdo necessariamente simétricas).
Reforcaremos, em um contexto mais expecifico, o resultado do Lema 5.1.

Necessitamos primeiramente de uma caracterizacao espectral através do critério
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de Weyl (Proposicao B.10):

Lema 7.11. Seja (H,)., como na Definicao 6.1, com (H,) = 1%(Z,C") para todo
w e Q, e sejax €R. Entdo, para cada w € Q, v € o(H,) se, e somente se, dado

€ > 0, existir um vetor unitdrio u € coo(Z, C') tal que

|(H, — z)u|| <e.

Demonstrag¢ao. Fixado w, suponha que = € o(H,). Dado € > 0 arbitrario, tome

§ > 0 tal que =% < e. Pelo Critério de Weyl (Proposiciao B.10), existe um vetor
26

unitério v € [*(Z,C!) tal que
)
H, — < -.
I vl <
Para cada ¢ € N, defina o vetor v(@ € (C))? pela lei
Vnp, N € {_Q7Q]7
Oa n ¢ [_Q7 Q]

Desta maneira, segue-se das continuidades da norma e do operador que, para L € N

suficientemente grande, HV(L) — VH < % e

)
[ =yt < 2.
Portanto, basta tomarmos u := v para chegarmos ao resultado. De fato, pela

[Vl
desigualdade triangular,

L= el < 0 o0 o] = [+
ou seja, |[vP|| > £2. Assim,

_ [, —2)v®| | (2 J
I, - oyl = L2 < o, — o) (25) <5
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A reciproca decorre diretamente do Critério de Weyl. [

Proposigao 7.12. Seja (H,,),, como na Definicdo 6.1, com (H,) = I>(Z,C) para
todo w € , sendo ) um espaco topologico compacto e T' uma aplicacao minimal.

Entao, para todo w € Q,
U(Hw) 2 {fL‘ S ]Ra (TvA(er)) é ug}

Demonstragao. Fixado w, considere as sequéncias V' = (Vy,)nez € D = (Dy)nez
reais e simétricas que definem o operador H,,. Denote por S o operador shift no
espaco das sequéncias de matrizes e defina, considerando a topologia produto e as
envoltorias (dadas por (7.1)) Ay = (D,,), Ay = (V,,), 0 espago A = Ay X As.

Seja g a funcao que, dada uma sequéncia de matrizes em A; ou A,, fornece
a matriz da posigao 0, ou seja, g(B) = By. Podemos entdo, fixado x € R, definir

o cociclo
(S,F(z)): AxC¥ — AxC*

(Nv) = (SO Fz; A)v)

em que, denotando por A = (B,C) € Ay X Ay,
F(z; ) :==

Evidentemente, se o cociclo (T, A), definido pela equacao (6.5) e associado ao
operador H,, nao satisfaz a condi¢ao de crescimento exponencial uniforme, entao
(S, F) ¢ UG. Neste caso, pela Proposi¢ao 7.10, existem' (\,v) € A x S*~! tais
que

|Fu(x; v < 1, Vne€Z. (7.7)

Defina u € (C)Z pela lei

Un
Up41

!Confira também Sacker & Sell [1976].

= FL(x; \)v. (7.8)
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Denote por H) o operador de Jacobi formado pelas sequéncias de matrizes
A = (B,C). Claramente, por (7.7), ||ul|, < oo, e por (7.8), Hyu = zu. Se
u € [2(Z,C), entdo x € o(H,). Caso contrario, fixado L € N, defina u'®) pela lei

u,, [n| <L,

0, |n|> L.

Se |n| < L, como u é solu¢ao da equacgao de autovalores, entao
[(H/\ — xﬂ)u(L)]n = 0,

e, especificamente nos sitios n = L — 1, L, L + 1, temos que

( [(H)\ — CL’H)HL} -1 — g(SLiZB)U.L_Q + g(SLilB)uL + (J]H — g(SLilo»llL_l,
[(Hy—aDu*], = g(S*'B)up_y + g(S*C)uy,
| [(H\ — 2D)u”] L = g(StB)uy.
Um comportamento analogo ocorre para n = —L + 1,—L, —L — 1, de forma que

existe uma constante K tal que, para todo L € N,
|(Hy —2D)uP|| < K

(note que (V,,)nez € (Dy)nez S0 sequéncias uniformemente limitadas). Se tomar-
L) - u(L)

mos o vetor unitario w( @]

, dividindo ambos os membros da desigualdade

por |[ul®||, temos que

K
_ L
H(HA zlw H < [ul|’
Logo, como limy,_, ., HuLH = 00, segue-se do Lema 7.11, x € o(H)).

Para demonstrar que, neste caso, x € o(H,), note que é possivel tomar N

suficientemente grande de maneira que SV esteja tao proximo de (D(w), V(w))
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quanto se queira. Ou seja, dado € arbitrariamente pequeno, existe N € N tal que

[(SM(B) = D] <

N

[(SM(C) = V)il <

Y

o

para todo k € Z. Logo, dados € > 0 e v € [*(Z; C"), existe N tal que
|(H. = aD)v = (Hoy — al)v]| < 3.

Por outro lado, se x € o(H,), novamente pelo Lema 7.11, existe u (que pode ser

assumido como finitamente suportado) tal que

[(Hgwy — al)ul| <

DO ™

Assim,

€

€
(= eT)u] < [(H, = oT)ju = (Hgvy = al)u] + [(Hsny - alu] < -+

[\]

Portanto, novamente pelo Lema 7.11, x € o(H,). ]

A reciproca a Proposicao 7.12, que fornece enfim a caracterizacao, é mais

simples de se demonstrar.

Proposigao 7.13. Seja (H,).,, como na Definicio 6.1 definido em 1*(Z,Cl). En-
tao, para todo w € (Q,

o(H,) C{x e R;(T, A(w,x)) ¢ UG}.

Demonstra¢ao. Suponha que z € R seja tal que (T, A(w,x)) € UG. Assim, te-
mos 21 solugoes da equagao de autovalores crescendo exponencialmente em +oo (e
decaindo em —o0) ou crescendo exponencialmente em —oo (e decaindo em +00).
Como as matrizes de transferéncia sao simpléticas, a dimensao do espago das solu-
¢oes que crescem em +o00 € igual a dimensao do espago das solugoes que crescem em
—o00. Estes espagos sao, respectivamente, os espagos J_(z,w) e Jy(z,w) formados

pela solugao de Jost (Definigao 3.1).
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Uma vez definidas as sequéncias de matrizes (Fn(ﬂ)n e (F,Ef))n formadas
pelas solucoes de Jost, podemos obter a funcao de Green associada ao operador
resolvente de H, de forma semelhante ao apresentado na Proposicao 3.7, isto é,

Ccomo ( +
Fy ) (Wipe pon(0) N E), p<yq,

G(p,q) =
E Y (Wipeo pon(0) 7 (Fg ), >4,
onde W[F(+)7F(_)](0) ¢ o Wronskiano das sequéncias de matrizes em 0. Desta ma-

neira, para todo p € Z,

Z G(p,a)ug = ((Ho — 2)"'u),,

qEZL

ou seja, x € p(H,). H



Capitulo 8

O Operador de Dirac em [*(Z,C?)

8.1 Deducao da Equacao de Dirac

Duas das principais teorias fisicas desenvolvidas no século XX sao a teoria da
relatividade especial e a mecanica quantica. A tentativa mais bem sucedida' de
conciliar estas duas abordagens foi empreendida em Dirac [1928| e consiste em

descrever a equacao de onda de um elétron do ponto de vista relativistico.

O ponto de partida é o Hamiltoniano relativistico de uma particula de massa

m, eXpresso por

H = c\/m2c2+p%+p§+p§,

sendo ¢ a velocidade da luz e p, = iha%k os momentos lineares. Este Hamiltoniano

conduz a equagao de onda

[po— \/m2c2+p?+p§+p§] u=0.

Podemos eliminar? a raiz na expressao 'multiplicando’ os dois lados da igualdade
por [po +v/m2c2 + p? + p3 + pg} e obter

[p§ —m*c — pi —p3 — p3]u=0,

!Sakurai [1967], pagina 77.
%Veja Esposito [1998].

137
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que é uma equacao de segunda ordem e quadratica em pgy, o que a torna incom-
pativel com a equagao de evolugao de Schrodinger (1.1). No caso unidimensional,

considerando py = 0, podemos reescrever a equacao como

. d . d 22
(Zhda:> <Zhdx> u = m-cu. (8.1)

Se definirmos

ul) =,

a equagao (8.1) pode ser reescrita como

(iﬁ%) uB® = meu®,

(ih%) u® = meu®,

Os indices R, L dizem respeito ao spin associado ao elétron. Tomando-se o limite
m | 0, a funcio u modela o spin paralelo & direcio do momento e u™ se refere
ao spin perpendicular a direcao do momento.

Uma maneira mais direta de definir a equacao de Dirac® é considerar um

intervalo I C R e para u € C5°(I; C?) o operador

Uy me? —ictk Uy
H (x) = (x).
Uo —ic% mc? Ug

Temos entdo um modelo* do operador de Dirac com potencial nulo, densamente
definido no espago L?(I;C?).

H& também modelos discretos para o operador de Dirac, em particular o
modelo proposto em de Oliveira & Prado [2005a] e de Oliveira & Prado [2005b] :

3de Oliveira [2009], pagina 77.
4Existem outros modelos e abordagens para a equacdo de Dirac, veja, por exemplo, Sakurai
& Napolitano [1994], pagina 486.
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Definicdo 8.1 (Operador de Dirac). O operador de Dirac H em [*(Z,C?) é defi-

nido pela les
cd*

—mc?® + [

mec? + VU,

(Hu)k = cd

Uy,
em que m,c € R; a sequéncia real (v)rez € chamada de potencial do operador e

0s operadores de diferenca finita d,d* agem da sequinte maneira:

Tr+1 — Tk,

LTlp—1 — Tk-

Uma interessante questao é determinar se, em algum sentido, é possivel obter

a equacao de Schrodinger a partir da equacao de Dirac®.

8.2 O Cociclo Associado ao Operador de Dirac

Observe que operador de Dirac, segundo a Definicao 8.1, pode ser escrito na forma

da equagao (2.1) que define um operador de Jacobi com [ = 2; a saber,

Hu n un— uTL [ un
( ) 1 D, , 1,1 D +1,1 LV 1 ’
(Hu)n,Q Up—1,2 Upi1,2 | Un,2
com -
0 ¢ me? + v, —c
Dn = 7Vn =
00 —c —mc? + v,

Uma vez que as matrizes D,, nao sao invertiveis, nao podemos definir as matrizes
de transferéncia da maneira usual, isto é, nao faz sentido definir as matrizes na

forma (2.9). Porém, como realizado em Carvalho et al. [2011], h4 uma maneira de

SEm de Oliveira [2009], pagina 269, h4 uma analise deste problema, através da demonstragao
que, no limite nao-relativistico (isto é, ¢ — 00), o resolvente do operador de Dirac converge para
o resolvente do operador de Schrédinger.
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se contornar esta dificuldade. Se escrevermos a equagao de autovalores

(mc? — 2z + U)Wk + c(Up—12 — Ug2) =0,

(8.2)

c(Wpr11 — 1) + (—mc® — 2 + vp)uge = 0,

ao isolarmos uy » na primeira equacao e substitui-lo na segunda equacao, obtemos

o sistema equivalente

( (mc?—z+uy,)

C ) U1+ Ug_12 = Ug2,

2

( 1—(mc?—z4vp) (—mc? —z4vg)

> ) W1 — (—me® — 2 + UpC) Ug_1 2 = Wt 1,

que pode ser representado matricialmente como

(z—vp)?—m?c*  (—=mc?—z4wy)

Upy11 1— = P uy
= (8.3)

(mc?—z+wvy) 1

uy o Ur—1,2

Observe que, nesta relagao de recorréncia, ha uma mescla de componentes em
sitios diferentes. Por outro lado, a matriz que estabelece a recorréncia é uma
matriz unimodular, e no caso em que (v,,),, € um potencial dinamicamente definido,

podemos ainda definir um cociclo baseado em matrizes 2 x 2 (vide Segao 8.4).

Podemos, entao, definir novamente o Wronskiano de duas sequéncias, analo-

gamente ao realizado na Secao 2.3, como

Wav(k) = g1 VE—12 — Ug_12VE1,

)

de maneira a termos uma formula de Green:

n

> {(Hw), W) = (HV)i, W) = ¢ (Way(n+ 1) = Wy (m)). (8.4)

k=m
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8.3 Funcao de Green do Operador de Dirac

O operador de Dirac, como na Defini¢ao 8.1, é ponto limite (vide Defini¢ao 2.11),
) = 1, sendo H'

min

com n, (H/

i a restricao do operador a Z, sem condicao de
contorno (com efeito, como ¢ é uma constante, a sequéncia dos coeficientes é limi-
tada). Neste caso, analogamente & discussao apresentada na Secgao 3.1, o operador
possui, para z € p(H) fixado, uma solucdo u*) da equagio de autovalores em z
que é quadrado somavel em +oo (a saber, a solu¢do de Jost). Da mesma maneira,

obtemos uma solucio u'~), quadrado soméavel em —oo.

Da constancia do Wronskiano para as solugoes da equacao de autovalores,

podemos escolher u*) e u(~) de forma que, para todo n € Z,

¢= u(:)1,2u$1,+1) - uSLTl)uth)l,? (8.5)

Analogamente & demonstracao da Proposicao 3.7, podemos computar expli-
citamente a fungao de Green do operador Dirac definido em Z (em Carvalho et al.

[2011], & exibida a func¢ao de Green para o operador de Dirac em Z, ):

Proposicgao 8.2 (Fungao de Green do Operador de Dirac). Seja H o operador de
Dirac como na Definigio 8.1. Para z € p(H) fizado, considere ™) e u'™) as auto-
solugoes quadrado-somdveis em +oo, respectivamente, satisfazendo (8.5). FEntao,
a funcdo de Green associada ao operador, ou seja, a fungio G : Z* — M(2,C) que
satisfaz, para todo uw € 1*(Z,C?),

(H=2)"u) = ZG(/{,n)uk,

keZ
€ dada por
(tutuy), p<a, (Luiul), p<g
Guilpg) = ¢ Wd), p=q  Gualpa) = ¢ WJ)d), p=g
[ tulyY, > Ll Vuly), p>
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(1,5, () (1, ()

c g2 Yplo P<gq e %q,2 %p2> p<4q,

Gaa(p,q) = %%?%&?; p=q, Gaap,q) = A %uf];)uég), p=q,
=), (+ -), . (+

. %“51,2)“7(0,1)> P =>4 L %’U«(;g) ég)» p>q.

Podemos definir as solucoes Neumann e Dirichlet, naturalmente, como as solugoes

da equacao de autovalores que satisfazem as condicoes iniciais

v = w1 = 0 g
UN12 = O, u9172 — 17

e as funcoes de Weyl-Titchmarsh como

ut = uP + MUV,

u® = u¥ 4 MOu?,
Segue-se das defini¢oes anteriores que

(+) (=)
u u
ME = 0L ) = 212 (8.7)

+ ) —
U-(—1),2 u((),l)

Podemos ainda definir as sequéncias, para n € Z,

() (=)

u, _ u, 5o
MY = 5 M) = (8.8)
u, 4o u, 4

Considerando a constancia do Wronskiano (Equagao (8.5)) para as auto-

solugoes ul=) e ul=), podemos reescrever G 1(0,0,2) e Goo(—1, —1, 2), respectiva-
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mente, como

_ _ -1
_ Lo ug ug) _(uS, ),
G11(0,0,2) = —uy/uy, = — _
LI s c 01701 (=) () (=), (+) (=) (+)
U_joU57 — Ugr U g9 Up,1 Up
e
-) L+ + -\ !
Lo upu, ug?  up
Goo(—1,—1,2) = —u'/,u'yy, = = _
22T T c TB2ToL2 T () () () () ) ) ’
U_qoUgy —Ugy U g9 u_y u_q

de tal modo que

—1
G11(0,0, 2) — (Mé‘)— 1 ) :

M0(+)

(8.9)

1
Gool—1,—1,2) = (M - 1) |
al-1-12) = (M- g

Ao computarmos as partes imaginarias de ambos os membros das identidades

acima, obtemos

—2
— %M(+) _
w00 = - gt (-3 - ).
0
S R I Y R
SlGza(=L=La)] = Mo = e _\M<3>\2_‘$[M0 R
0

Pela Formula de Inversao de Stieltjes (D.5), segue-se do mesmo argumento
empregado na demonstracao do Lema 5.5 que
dte, 1

IR |
() = —lim (G (0,0, + iy)dk(x)

dite v, , 1. .
dr ([L’) - ;lylﬁ)l\s[Gl,l(OaO:x+Zy)]d'%(x)v

em que €p1,€_19 Sao vetores canodnicos que formam uma base espectral para o

operador (é justamente o fato de {eg,e_12} constituir uma base espectral para
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o operador de Dirac em Z que nos permite implementar a abordagem discutida
aqui) e k a medida de Lebesgue.

Temos portanto, em analogia a Proposicao 3.8, que o conjunto

Yo ={z eR;0< — h?ol% Méi) (x +iy)| < oo} (8.10)
Y
¢ um suporte minimal para a componente absolutamente continua de multiplici-

dade 2 do espectro do operador de Dirac segundo a Definicao 8.1.

8.4 Classificacao do Espectro

Apresentaremos uma demonstracao do Teorema de Kotani para o operador de
Dirac. Diferentemente do que fizemos na Secao 6.4, em que partimos da anélise
do operador definido em Z, a fim de obter a informacao referente ao operador
definido em Z, consideraremos desde o inicio o operador de Dirac definido em Z,
pois ja determinamos um suporte referente & componente absolutamente continua
de multiplicidade 2 deste operador (relagao (8.10)). A sequéncia de passos na

demonstragao é, no entanto, a mesma que seguimos nas Secoes 6.4 e 6.5.

Definicdo 8.3 (Operador de Dirac Dinamicamente Definido). Sejam Q # 0 um
conjunto arbitrario, T : Q0 — Q uma transformacgao e v :  — R uma aplicagao.
Um operador de Dirac dinamicamente definido € uma familia de operadores em
(CHZ definidos, para cada w € Q, dada pela lei

mc? + v(T*w) cd*

H,u), =
(How) cd —mc? + v(T*w)

uy,

para todo k € 7Z, sendo m,c,d e d* como na Definicao 8.1.

Podemos definir um cociclo em SU(2) a partir das matrizes (8.3), estando
este associado a uma familia de operadores de Dirac com potencial dinamicamente

definido por uma transformacao ergddica. Especificamente, temos:

Definicao 8.4 (Cociclo associado ao operador de Dirac). Sejam (€, v) um espago

de medida, T : Q — Q uma aplicacdo ergddica, e v : Q — R uma funcio. Fizado
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z € C, definimos o cociclo associado ao operador de Dirac como a aplicagao (T, A) :

QO x C? = Q x C?, dada pela lei
(T, 4)(w, ) = (Tw, A(z,w)0),

sendo as matrizes A(z,w) tais que

1 — (z—v(W))2—m?ct  (=mc—ztv(w))
c? c
A(z,w) = : (8.11)
(mc?—z+v(w)) 1

c

Este cociclo possui dois expoentes de Lyapunov, definidos para v-quase todo

w € €} por
o1
m(z) = Jingoﬁlog s1[An (2, w)]
¢ 1
1a(2) 1= lim +log ol (2,)]
Como as matrizes A(z,w) sao unimodulares, v,(z) = —72(z), de maneira que de

agora em diante, referir-nos-emos apenas ao expoente 7;(z) como simplesmente
7(2).
Para z € p(H), ¢ possivel mostrar, a partir da relagdo (8.3) (em analogia &

Proposigao 6.6), que

2

.1 2
v(z) = _nlgrolo ﬁlOg \/ “5:)2,2(“)‘ + u;t)m(w) )
ou ainda que
o1 _ 2 B 2
Y(z) = lim Elog\/u2_>2,2<w)\ + o2 w)|
Nosso objetivo é mostrar que o conjunto
Z:={z eR;y(z) =0} (8.12)

satisfaz 2 = 0ac2(H,) para v-quase todo w € €, isto é, que a restricdo do
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espectro absolutamente continuo a Z tem multiplicidade 2, para r-quase todo
w € Q.

Lema 8.5. Considere (H,), como na Definicio 8.3. Sejam z € C\ R, ul7)(w) e
u™(w) as solugdes da equacio de autovalores quadrado-somdveis em —oo e 400,

respectivamente. Entao,

R u(();) w
/Q log S [udt] dv(w) < (=),

[ 10 3 [whie] dv(w) < (2),
Q

S [u )]

em que y(z) é o expoente de Lyapunov do cociclo definido por (8.11).

Demonstracao. Pelo Teorema Ergodico (Proposigao F.2), segue-se que, para v-

quase todo w € (2,

Sfuf ;) ()]

o,z 1)) Slup @)
S, W)

Sfuy”) L ()]

du(w) = limn_,oo% Z;S lo

flo

Su ) ()]
(

uf ), (w)]

- . 1 n—1
= limy o 7 log [T,

ST

Sl L (w
— hmn*ﬂ)o 1 log [ n—1,2( )}

" S, W)
(-) (-) 2 e nl’
Agora, como ‘%[un_m(w)]‘ </ u W) +(u, (W),
() ul )5 (w) g )} (w) :
S, o (w)] n-12 1
lim —log n(_)’ < lim —log ,
meon  suw) | T roen S, @)
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e também, como

R PN et et =
Slulys(w)] ‘u(_l) (w)

u(_)m(w)

ug 1 \/ n—
——=—"—|dp(w) < lim — log
v n—oo M -)
\/‘u—zz(“’)

2 ) 2
+ |0l (@)

Lema 8.6. Considere (H,), como na Defini¢ao 8.5. Entao, para todo z € CT,
/1 - SEL ) ) < () (8.13)
og|l— —— | dv(w) < v(2), :
Q c%[M((i)J)]

em que v(z) € o expoente de Lyapunov do cociclo definido por (8.11) e M*®) sdo
as fungoes de Weyl-Titchmarsh, definidas por (8.7).

Demonstracao. A primeira das equagbes de recorréncia do sistema (8.2) nos for-

nece, para n = 0, a identidade

0 = (mc®+wvy— z)ué;) +c (11(__1)2 — ué?)

2 ully ugy
= (mc*+vy—2)+c| = -5 .
u

0,1 Ug 1

Logo, tomando as partes imaginarias em ambos os membros da equagao, obtemos

(<)
u
Sz +c %pﬂ”}—g —02 1) o,
(va) u(_)
0,1
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e como [M((;))} # 0, segue-se que

,w

(=)
[
& e
_OJ[Z(]A A o1 ="
S[M))] S M)
Entao,
4
Q. C uoy
es M| s[m(),)]

%9
| =
o
v
s
29

RN e
—1,2Y0,1
Uma vez que 11((]7_1) =1,
Cx Q3 (_)
1_ S2] . Slug s
cS¥ [M((Z_w)] S[1]-(—_1)2]

Do Lema 8.5, concluimos que

Sl
/Qlog (1 - m) dv(w) < v(2).

A demonstracdo do resultado para MT) se segue de maneira analoga,

empregando-se agora a segunda das equagoes de recorréncia do sistema (8.2). [
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Lema 8.7. Considere (H,), como na Defini¢ao 8.5. Entao, para todo z € CT,

(2)
=]

)

1
sodv(w) <
/Q —c%[]\/[(ii)] + Sk

&

em que y(z) e M®) sio definidos como no enunciado do Lema 8.6.

Demonstracao. Como, para todo w € Q,

Logo, integrando em w, temos

1 L o — & v(w
/g—c%[M(Cfl)] MEERAEE o (1 M, >]> v

O resultado é agora uma consequéncia do Lema 8.6. [

Proposigao 8.8 (Formula de Thouless). Sejam (H,), como na Definicao 8.3 e

k a densidade integrada de estados, definida em analogia a (6.7) por

B(A) = / (P(A)eos, €0s) + (P¥(A)era, 1)) di(w),

para todo boreliano A C R. Entao,

v(z) = —log(c) + /log |z — z| dk(z),

sendo ¢ como na Definicao 8.1.
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Demonstragao. Considere inicialmente o caso z € C\ R. Dado w € , observe
que podemos escrever as matrizes de transferéncia associadas ao operador H, em

Z Como
Plrfl(z7w) P{fZ(va)

A,(z,w) =
BO=1 P ) Py

?

em que P7(z,w) sdo polinomios em z. Em especial, PP’ (z,w) tem grau 2n,

PPy(2z,w) tem grau 2n — 1, Py (2, w) tem grau 2n — 1, Pyy(2,w) tem grau 2n —2 e
Pr(z,w)=0 < Ju, Hau=z2u, Uy =uy =0,
Ply(z,w) =0 & Ju, Hau=z2u, u,=u,;=0,
Pi(z,w) =0 & Ju, Hu=z2u, uy,=1uy =0,

Ply(z,w) =0 « Ju, Hyu=zu, Uy, =1uy=0.

Assim, as raizes do polinomios P/;(z,w) sdo autovalores da restricio do operador
)\(T’L),UJ

H, a I?([0,n],C?). Dessa maneira, se denotarmos por (A;;“(k))i_, as rafzes de

Pl(z,w), teremos
Pr(zw) = (D", (= = AT (k)
Piy(z,w) = (D" (2 = A (),
Pi(zw) = (BTS2 = AY“(R)),

Pyy(z,w) = ("2 TT5 (= = ASY (k).

)
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Portanto,
log | Pfy(z,w)] = n(—log(c) + X, log |z — A} (k)|
log | Piy(z,w)| = (n—1)(—log(c)) + Xp—tlog |2 — AT9“ (k)|
log [Pgy(z,w)] = (n—1)(=log(c)) + 3= log |2 — AT (k)]
log | Pyy(z.w)| = (n—2)(—log(c) + Sp—7 log |z — ALY (k)| .

Se definirmos, como (6.25), as medidas 877", 85", 850", B associadas aos autova-
) ? 1,1 »~1,2 5 M21 5 /~22

lores das restrigoes do operador H,, a [%(]0,n], C?) que satisfazem as condigoes de
contorno verificadas pelos respectivos polindmios, podemos reescrever as identida-

des acima como

log |Ply(z,w)| = n(—log(c)) + [log|z — s| B77"),

log |Ply(z,w)| = (n—1)(—log(c)) + [log|z — s| B73),
log |Pyy(z,w)| = (n—1)(—log(c)) + [log|z — s| B51"),
log |Pyy(z,w)| = (n—2)(—log(c)) + [log|z — s| B53).

Logo, de maneira analoga a demonstracao do Teorema 6.9, segue-se para v-quase

todo w € Q2 que

1
lim —log |P/(z,w)| = —log(c) +/log|z—s]dk(s),

n—aoo 1

e portanto, pela defini¢do de v e pelo Teorema Ergodico de Birkhoff (Proposi¢ao
F.2),

v(z) = —log(c) + /log |z — s| dk(s). (8.14)

Para demonstrar que a identidade vale para z € R, basta seguir os passos

apresentados no final da demonstracao do Teorema 6.9. [
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Proposicao 8.9. Seja (H,), como na Definicao 8.5. Entao, para k-quase todo
x € Z (dado por 8.12) e para v-quase todo w € €2,

—00 < lim S[MP) (2 + iy,w)] < 0,

y40

com M®) as funcées de Weyl-Titchmarsh definidas por (8.7).

Demonstracao. Seja z € C. Pela Formula de Thouless (Proposigao 8.8),
v(2z) = —log(c) + /log |z — | dk(z).
Como 7(z) € R, segue-se que [ [ log(z — )dk(z)] = 0, e portanto

() = —log(c) + B [ / log(> — x)dk(m)} |

Logo, v(z) é a parte real de uma fungao cuja derivada é a transformada de Borel
da medida dk; segue-se que existe um conjunto Lebesgue mensuravel A;, com
k(R\ Ay) =0, tal que

i 7@ + ) —(2)
yl0 y—0
existe para cada x € Ay, e em particular, para cada z € ZNA;. Sex € ZNA;

(neste caso, y(z) = 0), entao

f 2 W) =00) 2 )y, 22)
y—0 y—0 yl0 Yy 3lz1l0 (2]

existe e é finito. Segue-se agora, a partir do Lema 8.7, que para todo xz € Z N A,

vale . ‘
lim sup/ ) dv(w) < limsup @+ iy) < 00,
wo Ja —cS[M L, ]+ ylo y

e consequentemente
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Pelo Lema de Fatou,

1
liminf ——————dr(w) < o0
/Q wo =M, )] ’
Fixado w € €, as funcdes —M*) sio Herglotz (pois se tratam das transfor-
madas de Borel das medidas espectrais associadas aos vetores e e e_j o, respecti-

vamente); portanto, existe um conjunto A, de medida total em R tal que o limite

lim,, o M(::lz::Jriy w) existe e é finito. Logo, parax € ZNA; NA,,
: [ AfE)
0< l;ﬂ)l =M Ly )] < (8.15)
m

Teorema 8.10 (Teorema de Kotani). Sejam (H,), ¢ Z como no enunciado da

Proposicio 8.9. Entio, para v-quase todo w, Z C 04e(Hy).

Demonstrag¢ao. Da Proposicao anterior, segue-se que Lebesgue quase todo x € Z
satisfaz (8.15) para v-quase todo w € €. Neste caso, x € X% | o suporte minimal

ac’

para componente absolutamente continua do operador H,, dado por (8.10). [

Demonstraremos agora a outra inclusao, conhecida como o Teorema de Ishii-

Pastur.

Lema 8.11. Seja (H,,),, como no enunciado da Proposicao 8.9. Fizado w, se para
um dado x € R, a solugdo de Neumann u” (), dada por (8.6), € quadrado-somdvel
em +o00, entao

11&1% [M(+)(x + iy,w)]| = oo.
y

Demonstracao. Ao computarmos explicitamente o Wronskiano para a solucao de

N( (+)

Neumann u” (z,w) e a solugao de Jost u,"’(x + iy,w), obtemos

W ueo (0) = udul” 1o —u¥ulo = 11— 0. = 1.
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Pela formula de Green (Equagao (8.9)), fazendo m = 0 e tomando o limite em n,

segue-se que
. + .
() Z <ul(c )(ZE + 1y, w)a uljcv(x7w)>(c2 = —¢C
k=0

Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

() < (S ey (S wol)

Por outro lado, aplicando a formula de Green para u™ (z +iy, w) e at (x+

iy, w), obtemos

b 2
x (+) . _ (+) .
S M+ iy, w)] —ykZHuk (o +iy,)]| (8.16)
Logo,
2 > 2 S MD (z + iy, w
() < (S st ) (2wl
Y =0 c2 Yy
e consequentemente,
2 o
yS M (2 + iy, w) ;H ‘ 2’
Portanto,
lim S [MP) (2 + iy, w)] = 0.
im S [M™) (2 + iy, )]
]

Lema 8.12. Seja (H,), como no enunciado da Proposicao 8.9. Fizado w, se para
um dado x € R a solugio de Dirichlet uP(x), dada por (8.6), é quadrado-somdvel
em +00, entao

lim & [M™) (2 + iy, w)] = 0.
;ﬂ)ld[ (z + iy, w)]

Demonstragio. Aplicando a formula de Green (Equacgdo (8.9)) sobre u*) —u? e
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at) —aP, temos que
W50 = iy (2 a0 (0 0?) (P ).

Como

+)

Wi ap gt g = (M) —0)(1=1) = (1 = )@ —0) =0,
segue-se que
©° 2 o 2
Z Hufj)(x + iy,w)HC2 < Z "u,gN)(x,w) o
k=0 k=0
Portanto, de (8.16),
S [MD (z + iy, w > 2
SRILTICETR I S

e consequentemente,

]

Teorema 8.13 (Teorema de Ishii-Pastur). Sejam (H,), € Z como no enunciado

—~€SSs

w CZ

ac ‘

da Proposicao 8.9. Entao, para v-quase todo w € ), o

Demonstragdo. Seja x € R tal que v(z) > 0. Neste caso, ou u?(z) ou u"(z)
decai exponencialmente em +o00. Portanto, segue-se dos Lemas 8.11 e 8.12 que ou
limyo S [M (2 +iy,w)] = 0, ou limyy S [MP(z +iy,w)] = co. O resultado é

agora uma consequéncia da relacdo (8.10). O






Capitulo 9

Consideracoes Finais

Discutiremos neste tltimo capitulo algumas questoes naturais aos temas conside-
rados, mas que nao foram abordadas ao longo do texto, e que desse modo podem

ser estudadas futuramente.

9.1 Regularidade do Operador

No Capitulo 2, o primeiro problema que se apresenta, logo em seguida & definicao

do operador Jacobi, é conhecer os indices de deficiéncia de H'. | a fim de se

min?

estabelecerem suas possiveis extensoes auto-adjuntas. Idealmente, gostariamos de
obter uma determinacao dos indices a partir da propria lei que define o operador.
Na Secao 2.4 garantimos, sob a hipotese (2.15), que o operador H'. ¢é ponto

) = n4(H,

min

limite, ou seja, que n_(H} . ) = [. Apresentamos também, segundo
a abordagem de Teschl [2000], um critério para o caso ponto limite baseado na
expressao do operador, a saber, a propriedade (2.20).

Observe que se a sequéncia de matrizes (D,,)nez, satisfaz (2.20), entdo tam-
bém satisfaz (2.15). Tornou-se necessario, no entanto, assumir a partir do Capitulo
5 as hipoteses (5.1), mais fortes que as anteriores.

Poderiamos tentar caracterizar as situacoes distintas do caso ponto limite
por relagoes semelhantes a (2.20), considerando os valores singulares da matrizes

D,, isoladamente.
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Vale ressaltar que no caso continuo, dado por (1.7), a regularidade da fungao
a(x) proxima a origem se torna um fator importante para a andlise dos indices de

deficiéncia.

9.2 Auto-solucoes e Propriedades Espectrais

A férmula de Green é o ponto de partida para anélise, realizada no Capitulo 4, do
comportamento assintético das solucoes da equacao de autovalores. A férmula de
Green pode oferecer ainda algumas identidades que nao exploramos ao longo do
trabalho.

Por exemplo, para z = z+1y fixado, sejam (F,(z)),, a sequéncia das matrizes
formadas pelas solucoes de Jost e (), a sequéncia de matrizes formada pelas
solucoes de Neumann para a energia x. Entao, aplicando o Lema 2.8 com B = F

e C' = 1) obtemos, para todo n € N,

n
Yy 2F;Fy— Fihp — i Fr = 23 [FLD, Frr] =28 [FL] Duthngs — 204D, S [Faga]
k=1
Considerando a sequéncia (F,),eny como incognita, esta identidade é um tipo de
equacao de Volterra. Poderfamos aplicar a teoria conhecida para este tipo de
equagdo a fim de extrair alguma informagao relevante sobre (F),)nen a partir das
sequéncias (¥, )nen € (Dp)nen. A sequéncia (F,(z)),, por sua vez, estd estritamente

relacionada & matriz M?.

Por outro lado, como realizado em Jitomirskaya & Last [1999], poderiamos
utilizar a Proposicao 4.3 para obter mais informagoes relevantes sobre a medida
espectral como, por exemplo, a sua continuidade com respeito a uma familia de
medidas de Hausdorff.

Ainda, talvez seja possivel aprimorar o resultado da Proposicao 4.3, obtendo
relacoes separadas para os valores singulares de M? e os valores singulares das ma-
trizes ¢ e 1. Tais relagoes poderiam ser empregadas na determinacao de suportes

minimais para as componentes absolutamente continuas da medida espectral.
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9.3 Caracterizacao e Invariancia das

Componentes Espectrais

Ha uma clara concordancia entre as caracterizacoes obtidas nos Capitulos 5 e 6,
no sentido de que ambas relacionam o espectro absolutamente continuo com a
limitagao do crescimento das solucoes da equacao de autovalores. Em particular,
ambos permitem concluir que as componentes absolutamente continuas assumem

apenas multiplicidades pares.

Além disso, comparando os Corolarios 5.7 e 6.21, concluimos que dada uma
familia de operadores de Jacobi ergodicos, para v-quase todo w € €) e k-quase todo
r € R,

L
L1
(@) = 0 iminf — 3752 [0, 0)] + 5[0 (,0)] < oo

n=1

Os resultados do Capitulo 5 possibilitam demonstrar, no Capitulo 7, a cons-
tancia das componentes espectrais absolutamente continuas de multiplicidades ar-

bitrarias para operadores minimais

Vale notar que, no Capitulo 7, para que os operadores sejam simétricos, exi-
gimos que os potenciais almost — periodic (ou que satisfagam outra propriedade
de recorréncia) tenham como imagens matrizes simétricas. Talvez nao seja sim-
ples obter exemplos nao-triviais desse tipo de aplicacao. Evidentemente, o exem-
plo mais simples é o produto de uma matriz simétrica constante por um funcao

almost — periodic escalar.

Nao discutimos uma caracterizacao da componente singular da medida es-
pectral. Para o caso de operadores de Schrédinger minimais escalares, no entanto,
a constancia é conhecida em geral apenas para a componente absolutamente con-
tinua. Foi conjecturado por Simon (vide Marx & Jitomirskaya [2017], pagina 5)

que a componente singular também é constante.

Sabe-se, devido ao trabalho de Kunz e Souillard em Kunz & Souillard [1981],

que para o caso de uma familia ergodica (H,),cq de operadores de Schrodinger
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escalares, existem conjuntos X, X € Xy, tais que, para v-quase todo w € €2,

Uac<Hw) = Zaca
Usc(Hw) - Esm
opp(Hy) = Xpp.

A versao fraca da dicotomia exponencial, demonstrada na Secao 7.3, permite-
nos caracterizar o espectro de uma familia minimal de operadores de Jacobi. Talvez
outras propriedades dinamicas do cociclo, como por exemplo a hiperbolicidade par-

cial, possam estar relacionadas a propriedades espectrais mais finas do operador.
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Apresentamos neste apéndice alguns conceitos e resultados importantes uti-

lizados ao longo do texto.






Apéndice A
Analise Complexa

Definicdo A.1 (Func¢ao Sub-harmoénica). Uma fungio f: C — RU{—o0} € dita

sub-harménica se, para todos zg € C er > 0,

- 27

1
fe <y [ s
|z—z0|=r
e toda sequéncia (z,)nen com z, — 2o satisfaz

lim inf f(z,) < f(20).

n—o0
Lema A.2. Se f ¢ uma func¢ao sub-harmonica, entao, para todo zy € C,

f(z0) = limi/| | f(2)dz.

r—0 71'7’2

Demonstracao. Veja Cycon et al. [1987], pagina 183.
O

Lema A.3. Se ¢ f, uma sequéncia decrescente de fungoes sub-harmonicas, entao
a funcao fo dada por

fo(z) :== i%f fn(2)
€ sub-harmonica.

Demonstracao. Veja Cycon et al. [1987], pagina 183.
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]

Lema A.4. Dada uma medida de Borel i finita, definida em R, a funcao f: C —
RU{—o00}, dada pela lei

f(z) = / log |2 — 2| du(x),

é sub-harménica (convencionando que f(z) = —oo caso a integral divirja em —o0).

Demonstragao. Veja Cycon et al. [1987], pagina 186.
O

Proposicao A.5. Seja f(2) a funcdo definida no enunciado do Lema A.J. Entao,

a derivada normal de [ existe para k-quase todo ponto v € R.

Demonstracao. Pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona,

hmy¢0 f(:ching)ff(x) _ 1imy¢0 fR log|w+iyfz|flog|zfs\dﬂ(é})

= f]R Zﬁdu(s)

Logo, como a transformada de Borel da medida p existe em k-quase todo z, o

fatiy)—f(z)

mesmo vale para o limite lim, m

]



Apéndice B
Teoria Espectral

Todos os resultados desta se¢do podem ser encontrados em de Oliveira [2009].

B.1 Operadores Auto-adjuntos

Definigao B.1 (Operadores Simétricos e Hermitianos). Seja H um espaco de
Hilbert. Um operador linear T : (T') C H — H € simétrico se, para todos u,v €
(1),

(Tw,v) = (u, Tv) .

O operador T serd dito hermitiano se for simétrico e se (T) for um subespago

denso em H.

Definigao B.2 (Operador Adjunto). Sejam Hi, Ha espagos de Hilbert. Seja T :
(T) € Hi1 — Ho uma aplicagdo linear, com (T) um subespa¢o denso em H;.

Defina o conjunto
(1) = {@ € Ha | Ty € My, (, Ty, = (g, u)y, V€ (T)}

Como (T') € denso, y € unicamente definido. A aplicacao linear T* : (T*) — Hq,
chamada de adjunto de T, € a aplicagao T*(x) = y como definida acima, de modo

que
(2, T(w))y, = (T"(x), w)yy, ,
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para todos u € (T) e z € (T%).

Defini¢do B.3 (Subespacos de Deficiéncia e Indices de Deficiéncia). Se T' é um

operador hermitiano, os subespagos fechados

o

By
~
I

= [T*+i] = ([T —)*,
K (T) = [T*—il] = ([T+il])*,

sao chamados de espacos de deficiéncia de T e 0os nimeros
ny(T) = dim([T* +40]) = dim([T —))*,
n_(T) = dim([T* —il]) = dim([T +I])*,
sao chamados de niimeros de deficiéncia de T'.

O grafico de um operador T é o conjunto [T] C H x ‘H dado por
1] :={(w,Tu);u € (1)}

Um segundo operador 77 é dito uma extensao de T', denotando-se por T' C T,
se [T] C [T1]. No caso de um operador T' possuir extensoes, a menor destas
extensoes serd denominada fecho de T e denotada por T. E possivel mostrar que
se T' é fechéavel (algo sempre possivel caso T' seja densamente definido em H), entao
[T] = m, sendo o fecho definido com respeito a topologia produto em H x H (veja,
por exemplo, Carmona & Lacroix [1990], pagina 2).

Definicao B.4 (Forma de Fronteira). Seja T um operador hermitiano. A forma
de fronteira de T € a aplicagao ' : (T*) x (T*) — C definida pela lei

I'(u,v) == (v,T"uw) — (T"v, u) .

Definicdo B.5 (Tripla de Fronteira). Seja T wum operador hermitiano com
ny(T) = n_(T). Uma tripla de fronteira é uma terna (H,p1,p2), em que H é
um espaco de Hilbert e py,ps @ (T*) — H sdo aplicagoes lineares com imagens

densas tais que Ja # 0 de modo que, Vu, v € (T%),

al'(u, v) = (p1(w), p1(v)) = (pa(u), p2(v)) -
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Proposi¢ao B.6 (Teorema 7.1.13 em de Oliveira [2009]). Seja T : (T) — H,
um operador hermitiano com n,(T) = n_(T). Se (Hz, p1,p2) € uma tripla de
fronteira para T, entdo existe uma bijecdo entre as extensoes auto-adjuntas de

T e as aplicacoes unitdarias em Ha; a saber, associa-se a cada aplicacao unitdria
U:Hs — Ho a aplicagao Ty : (Ty) — Ha definida em

(Ty) = {v € (T7); p2(v) = Upi(v) }
e dada pela let Tyv = T*v.

Proposicao B.7 (Primeira Identidade do Resolvente; Proposi¢ao 1.5.9 em de Oli-
veira [2009]). Sejam T : (T)) C H — H um operador linear e z,s € p(T). Entao,

R.(T) — Ry(T) = (z — s)Rs(T)R.(T).
Como consequéncia, Rs(T) e R,(T) comutam.

Proposicao B.8 (Segunda Identidade do Resolvente; Exercicio 1.5.10 em de Oli-
veira [2009]). Sejam T : (T) C H — H e S : (S) C H — H operadores lineares
tais que (S) C (T'). Se A € p(S)Np(T), entio

RA(T) — RA(S) = RA(T)(S — T)RA(S).
Agora, se p(S) = p(T), entdo
RA(T) — RA(S) = Ra(S)(S — T)RA(T).

Proposigao B.9 (Terceira Identidade do Resolvente; Proposicao 1.5.11 em de Oli-
veira [2009]). Sejam T : (T) C H — H e S : (S) C H — H operadores lineares
tais que (S) C (T'). Se z,z9 € p(S) N p(T), entao

RZ(T> - RZ(S) - [H + (Z - ZO)Rz(T>] [Rzo (T) - Rzo(s)] []I + (Z - ZO)RZ(S>] :

Proposigao B.10 (Critério de Weyl; Teorema 2.4.8 em de Oliveira [2009]). Sejam

T:(T) CH — H um operador linear e z € C. Se existe uma sequéncia (v,)nen
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de vetores unitdrios em (T) tal que

lim (T — z)v, = 0,

n—oo

entio z € o(T).

B.2 Decomposicao Espectral

Defini¢ao B.11 (Resolucao da Identidade). Sejam A a o-dlgebra de Borel em R
e (H) o conjunto das projecies ortogonais definidas em um espago de Hilbert H.

Uma resolucao da identidade em H € uma aplicacao
P:A— (H)

tal que:

(a) P(R) =1
(b) Seja (Aj)jen uma familia de elementos de A dois a dois disjuntos

e considere A = J;2, A; (unido disjunta). Entdo,

s— lim Y P(A;) =P(A),
n—oo =
ou seja, Y5 P(A;) converge fortemente a P(A).

Se P ¢é uma resolucao da identidade em H, podemos associar a cada u € H

uma medida de Borel positiva em R, pu,, através da relacao
(M) = (P(A)u,u)

E possivel estender uma resolucio da identidade P : A — (H) para P :
B>*(R) — B(H), onde B>®(R) ¢ o espaco vetorial das funcoes limitadas em R.

Desta maneira, se f € B®(R), entao

(P(f)u,u) = / £ () dpat). (B.1)
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Proposigao B.12 (Teorema Espectral; Teorema 8.3.8 em de Oliveira [2009]). A
cada operador auto-adjunto T : (T) C H — H corresponde uma resolu¢io da
identidade PT em H tal que

- / 1P (1),

Definicao B.13 (Espectro Discreto). Se T': (T') C H — H é um operador auto-
adjunto, o espectro discreto de T € o conjunto oq(T') dos autovalores isolados de

T que possuem multiplicidade finita.

Definicdo B.14 (Espectro Essencial). Se T : (T) € H — H ¢é um operador
auto-adjunto, o espectro essencial de T € o conjunto o.ss(T) formado pelos pontos
de acumulacao do espectro o(T) e pelos autovalores isolados de T que possuem

multiplicidade infinita.

Seja p uma medida o-finita definida na o-algebra de Borel de R. Entao,

existem tnicas’ p, e p,. tais que

=y + e,

em que ., denominada componente continua, satisfaz u.({t}) = 0,Vt € R e p,,
denominada componente pontual, satisfaz p,(R\ ) = 0, para algum Q C R
enumeravel.

Podemos prosseguir e utilizar o Lema da decomposi¢ao de Lebesgue a fim de

obter Ginicas i € s tais que

He = Hac + Msc

em que [i,., denominada componente absolutamente continua, é absolutamente
continua com respeito a kK € s, denominada componente singular continua, é

singular com respeito a k.

Definicao B.15 (Subespacos Pontual e Continuo). Seja T': (T) C H — H um
operador auto-adjunto. O subespago pontual, denotado por H,(T), € o fecho do

Veja, por exemplo, Rudin [1970], pagina 151.



176 APENDICE B. TEORIA ESPECTRAL

subespaco gerado pelas auto-solucoes de T'. O O subespaco continuo, denotado por
H.(T) € o complemento ortogonal de H,(T), ou seja, H(T) := (H,(T))*.

E possivel demonstrar que H = H,PH.. A justificativa para a nomenclatura
reside no fato que se denotarmos por A o conjunto dos autovalores de T, que é um

conjunto enumeravel, entao
Hy(T) = {u € H | jpa(R\ A) = 0}.

Por outro lado,
He(T) ={ueH|u({t}) =0, Vt € R}.

Sejam P, P! as projecoes em H,(T), Ho(T). Se denotarmos por

T, = TPpT,
T, = TPT,

podemos demonstrar que 7" = T, @ T,. Neste caso, definimos o espectro pontual
de T como 0,(T) := o(T},) e o espectro continuo de 7' como o.(T) := o(1,), que

nao sao necessariamente disjuntos, mas satisfazem
o(T) =o0,(T)Uo.(T). (B.2)

Defini¢ao B.16 (Subespagos Singular, Singular-continuo e Absolutamente Con-
tinuo). Seja T : (T') C H — H um operador auto-adjunto.

(a) O subespago singular de T € o conjunto
Ho(T) :={ueH|p,lr}.
(b) O subespago absolutamente continuo de T' € o conjunto
Hae(T) :={u € H | pu << K}.
(¢) O subespaco singular continuo de T é o conjunto

Hse(T) :={u € H | pulr, ua({t}) =0, vt € R}.
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Temos as relagoes

Hy(T) < Hy (D),
Hae(T) C H(T),

HolT) C HoAT) N H(D),
e também as decomposicoes

HS(T) = HP(T>@,HSC(T)’
He(T) = HaelT) ® HoolT),

H = Hy(T)® HaelT) ® HeoT).

Definicdo B.17 (Subespaco Ciclico Gerado). Seja T : (T)) — H um operador
auto-adjunto. Dado um conjunto B = {uy, us, ..., w} de elementos de H, o su-

bespaco ciclico gerado por B € o subespaco

k

{U U Tn(uj)}. (B.3)
j=1neN

Definicao B.18 (Base Espectral). Seja T : (T') — H um operador auto-adjunto.

Dizemos que um conjunto B = {uy, us, ..., ur} € uma base espectral para T se u;

forem lineramente independentes e o subespaco gerado por B coincide com H, com

k sendo o menor inteiro tal que (B.3) coincide com H.

Definigao B.19 (Multiplicidade Espectral). Dado T : (T) — H um operador
auto-adjunto, seja B = {uy, Uy, ..., up} uma base espectral para T. Dizemos que
em um ponto x € c4.(T) da componente absolutamente continua tem multiplicidade
m se existir uma sequéncia x, — v tal que para exatamente m vetores de B, as
respectivas medidas espectrais tém deriwadas de Radon-Nikodym positivas e nao

nulas em cada x,,. Denotamos o conjunto formado por estes pontos por aem(T).
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Definigao B.20 (Operador Classe-Traco). Seja Q : H — H um operador limitado
positivo, isto €, (u, Qu) > 0,Yu € H. Dada uma base ortonormal {ex}, em H, o

traco de Q) € a quantidade

Q] := Z (ex, Qer,) -

k
Um operador B € dito classe-trago se [B] < 0.

Proposigao B.21 (Kato-Rosenblum; Proposi¢ao 12.3.24 em de Oliveira [2009]).
Sejom T : (T) C H — H e B : H — H operadores auto-adjuntos no espaco de
Hilbert H. Se B € classe-traco, entio 04.(T) = 04.(T + B).
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Matrizes e Valores Singulares

Denotaremos por M(l,K) a algebra de matrizes [ x [ no corpo K, e por GL(I,K)
o grupo, chamado de grupo linear, dos elementos de M (I, KK) cujo determinante é

diferente de zero.

As matrizes A de M(l,K) que satisfazem, para todos x,y € K",

(Az, Ay) = (x,y),

formam o chamado grupo ortogonal O(I,K). Se A € O(l,R), entdo det(A) €
{=1,41}. Os elementos de O(l,R) cujo determinante vale 1 formam o subgrupo
SO(l), chamado grupo ortogonal especial.

No caso especifico em que K = C, O(/,K) é denominado grupo unitario e
denotado por U(l). Se A € U(l), entao |det(A)| = 1. Os elementos de U(()
cujo determinante vale 1 formam o subgrupo SU(l), chamado de grupo unitario
especial.

Uma matriz A € M([,K) é dita hermitiana se A* = A. Uma matriz her-
mitiana A é dita positiva semi-definida se, para todo u € K'\ {0}, uAu® > 0.
Escrevemos, neste caso, A > 0. Observe que, para todo A € M([,K), A*A é
hermitiana e positiva semi-definida.

Podemos definir uma ordenacgao parcial no conjunto das matrizes positivas
semi-definidas. Se A, B sdo matrizes positivas semi-definidas de mesma ordem,

dizemos que A > B se uAu' > uBu!, para todo u. Em outras palavras, A > B

179
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se A — B é positiva semi-definida.

Se A é uma matriz positiva semi-definida, existe uma tnica matriz positiva
semi-definida B tal que B?> = A. A matriz B é chamada raiz quadrada' da matriz
A e denotada por VA.

Dado A € M(l,K), A*A é uma matriz positiva semi-definida. Denominamos
valor absoluto de A, denotado por |A|, a matriz v/ A*A.

Dadas A, B € M(l,K), a aplicagao
(A, B) := [A*B]

define um produto interno em A € M (I, K).

Definigao C.1 (Norma de Frobenius?). A norma em M(l,K) proveniente do pro-

duto interno definido acima é chamada de norma de Frobenius:

1Al g = V]A*A].

Definicdo C.2 (Valor Singular). Dada A € M(l,K), os valores singulares de A
sao os autovalores de |A|. Denotamo-los por
s1[A] > s9[A] > ... > si1[A] > s1[A4],

com si[A] = A\ (JA|) > 0, contando a multiplicidade.

Proposicao C.3 (Expressiao Minimax e Expressao de Aproximacao; Teorema 6.7
em Hiai & Petz [2014]). Se A € M(l,K), entao, para 1 < k <1,

sk[A] = min{||[Ao (I — P)|; P € uma projecao de posto k — 1}.
Se A >0, entao, para 1 < k <1,

silA] = min{max {(u, Au);u € M*, ||u|| =1} ;M ¢é um sub-espago de dimensdio k — 1}.

!Confira Hiai & Petz [2014], pagina 28.
2Também denominada norma de Hilbert-Schmidt.
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Tais expressoes sao chamadas de expressoes minimaz dos valorer singulares. Se
A€ M(l,K), entao, para 1 < k <,

sklA] = inf{||A — X||; X € M(|,K), [X] < k};

tal expressao é chamada de aproxrimacao dos valores singulares.

Proposicao C.4 (Valores Singulares e Normas; Teorema 6.7 em Hiai & Petz
[2014]). Dada A € M(l,K), a norma matricial usual satisfaz

[All = s1[A].

Jd a norma de Frobenius satisfaz

JAlLe = /$20A] + $3[4] + ..+ s2[4] =

Mais ainda, para cada 1 < k <,

IAll gy = \/sﬂA] +s2A] + ...+ s2[A]

define uma norma.

Proposigao C.5 (Propriedades de Valores Singulares; Teorema 6.7 em Hiai &
Petz [2014]). Sejam A, B € M(l,K).

(a) Se 0 < A< B, entao , para 1 < k <1,

Sk[A} < Sk[B]

(b) Se k+m —1 <1, entdo

Skm—1[A + B] < sp[A] + s, [ B].
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(c)® Para todo 1 < k <1,

(d) Se 1 <k <1, entao
|sk[A] — sk[B]| < |[A = BJ[.
(e) Se A>0e f:RT — R € uma funcao crescente, entao para 1 < k <1,
self(A)] = [f(s[A]).
(f) Sel<km<lek+m—1<I, entao
$1[B]sm[B] < Sksm—1[AB] < 51(Blsp[B].

Proposicao C.6 (Principio da Inércia de Sylvester; Teorema tinico em Schneider

[1966]). Seja A uma matriz hermitiana. Sejam

w(A) = niudmero de autovalores positivos de A,
v(A) = ndmero de autovalores negativos de A,
d(A) = numero de autovalores nulos de A.

Entao, para toda matriz X nao-singular,

m(A) = w(X*AX),
v(A) = v(X*AX),
I(A) = (X AX).

Denote® por AP(C!) o espago vetorial das p-formas alternadas no espago dual
de C'. Dados uj,u,...,u, € C'e fi, fa,..., f, € (C))*, defina a matriz N pela
lei N;; := fi(u;). Podemos entao definir a aplicagio u; Aug A ... Au, € AP(C)

3Resultado de Wang & Xi [1997].
*Confira Carmona & Lacroix [1990], p4gina 179 e Hiai & Petz [2014], pagina 43.
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como
U1/\UQ/\.../\up(fl,fQ,...,fp) :det(N)

Os elementos de AP(C') da forma U = u; Aug A ... A u, sdo chamados
vetores p-decomponiveis. O elemento U pode ser representado pela matriz [ X p
cujas colunas sao coordenadas dos vetores uy, u, ..., u, em C'. Podemos, a partir
desta representacao, definir um produto interno nos vetores p-decomponiveis de
AP(C) pela lei

(W Aug Ao AU,, Vi AVa AL AV, i=det(U™V). (C.1)

Lema C.7 (Lema IV.2.1 em Carmona & Lacroix [1990]). Seja AP(C!) o espago

vetorial das p-formas alternantes em (C')*. Entao,

(a) o conjunto dos vetores p-decomponiveis gera o espago AP(C!);

(b) um wvetor p-decomponivel uy N us A ... A u, € nio nulo se o sistema

(U1, Ug, ..., u,) € linearmente independente;

(¢) a extensdo da formula (C.1) em AP(C) define um produto interno.

Se B € GL(l,C), podemos definir um automorfismo linear em AP(C') pela
lei
AP(B)(ug Aug A ... Auy) == (Buy A Bus A ... A Bu,).

Desta maneira, se B,C € GL(l,C), entao
AP(BC) = AP(B)AP(C) (C.2)
E mais, se calcularmos a norma da aplicacdo AP(B), obteremos

[IAP(B)| = s1[Bls2[B] . .. sp[B]. (C.3)
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Definicdo C.8 (Grupo Simplético). O subconjunto das matrizes B € GL(2l,C)
que satisfazem B*JB =], com
0 I
J =
-I 0

é chamado grupo simplético e denotado por SP(l,C).

Y

Lema C.9 (Lema [V.2.3 em Carmona & Lacroix [1990]). Seja B € SP(l,C).

Entao,

(a) B* € SP(l,C) e det(B) = 1;

(b) se X € autovalor de B, entio ; também o é.



Apéndice D
Medidas a VValores Matriciais

Os resultados desta secao podem ser encontrados em Gesztesy & Tsekanovskii
[2004].

Definicao D.1 (Funcao de Herglotz a valores matriciais). Seja @ : Cy — M(I,C)
uma funcao que associa a cada nimero complexo uma matriz 1 X [. () € dita uma
funcdo de Herglotz a valores matriciais se @ € analitica e S[Q(z)] > 0, para todo
z e Cy.

Proposicao D.2 (Regularidade de Fungoes Herglotz; Teorema 5.4 em Gesztesy

& Tsekanovskii [2004]). Se Q é uma fung¢ao Herglotz a valores matriciais, entao:

(a) cada elemento da diagonal Qi (z) € uma fung¢ao Herglotz escalar;

(b) o limite

lim Q(x £
wa( Y)

eziste para k-quase todo x € R;

(c) se, para todo 1 < k <1 e todo x em um conjunto de medida de
Lebesgue positiva,
yd0

entao Q(z) = P, sendo P uma matriz auto-adjunta com todos os ele-

mentos da diagonal nulos.
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Proposicao D.3 (Representacao de Fungoes de Herglotz; Teorema 5.4 em Gesz-
tesy & Tsekanovskii [2004]). Se @ é uma fun¢ao Herglotz a valores matriciais,
entao existe uma medida a valores matriciais €, definida nos borelianos de R, tal

que

/Rﬁ (w4, ) u) 1 < 00,

para todo u € C e

Q@%:C+Ez+4<xiz—1fﬁ)mﬂm,

com C'=R[M(i)] e E >0 dada por

E = lim (iM(mﬁ) |

nt0 \ 11

Proposicao D.4 (Formula de Inversdo de Stieltjes; Teorema 5.4 em Gesztesy &
Tsekanovskii [2004]). Se @ é uma funcdo de Herglotz a valores matriciais e Q € a
medida matricial correspondente, entao

LMD + 32A0a)) + (D Aa) = Hlim [ S(Q(e + i) d(a),

T yd0 A

e a componente absolutamente continua de €2 € expressa por

a0 1. . .
@) = —lim S(Q(a + iy)ldr(o).

No caso escalar, a formula de inversao de Stieltjes pode ser enunciada como

Proposicao D.5 (Formula de Inversao de Stieltjes). Seja p uma medida de pro-

babilidade com momentos de todas as ordens finitos, e para z € C\ [u], seja

F(2) = [ ——dut)

r —z
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a correspondente transformada de Stieljes. Entao,

b

pl(a,)) + () + 5u((0}) = lim = [ S{F(e -+ ig)ldu()

Proposicao D.6 (Teorema 5.5 em Gesztesy & Tsekanovskii [2004]). Se @ ¢ uma
funcao de Herglotz a valores matriciais e ) é a medida matricial correspondente,

entao, para todo x € R,

limy o yR[Q(x £ iy)] = 0,

limy o yS[Q(z £iy)] = Q({z}).

Proposicao D.7 (Teorema 5.5 em Gesztesy & Tsekanovskii [2004]). Seja Q €
uma funcao de Herglotz a valores matriciats. Se para Lebesque quase todo todo
r € (A, \) CR,

lim R[Q(z + iy)] =0,

yd0

entao @ possui continuagio analitica entre C, e C_ através de (A1, \2) e

lim S[Q(x £ iy)] > 0,
y40

para todo x € (A1, A2).

E necessario caracterizar suportes para as medidas espectrais e suas compo-

nentes. Comecemos com o conceito de suporte minimal:

Definicao D.8 (Suporte Minimal de uma Medida). Um subconjunto S C R € um

suporte minimal de uma medida p se

(1) u(R\S)=0,
(17) Se Sy € subconjunto de S com p(Sy) =0, entdo r(Sy) = 0.

A ideia de suporte minimal é fornecer um conjunto no qual a medida se
concentra e simultaneamente é bem comportada em relacao & medida de Lebesgue.

Pode-se demonstrar que um suporte minimal de p é uma classe de equivaléncia
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pela relacao

Sl ~ 52 <~ K/(SlASQ) = M(SlASQ) = O,

em que S1ASy := (57 \ S2) U (S2 '\ S1) € a diferenga simétrica dos conjuntos Sy e
Sy (Lema 2.20 em Gilbert [1984]).

Definicao D.9. Seja QQ uma funcao de Herglotz a valores matriciais. Defina os

conjuntos
Sace = {x € R;3limy o Q(z +iy), [limyyo S[Q(x + iy)]] = r};
Sae = Unzy Saer
Sppar = {x € R; [limy0 yQ(a +iy)] = r};
Sep = Urct Soori
Ss = {z € Rilimy S[[Q(z + iy)]] = oo}
Sse = {x € 8, limy 0 y[Q(x + iy)] = 0}.

Proposi¢ao D.10 (Teorema 6.1 em Gesztesy & Tsekanovskii [2004]). Sejam @
uma fungao de Herglotz a valores matriciais e ) a medida matricial correspondente.

FEntao

a) Sger € um suporte minimal para Qger;
b)
c)

d

)
e) S:=S8,USs € um suporte minimal para €.

See € um suporte minimal para Qg.;
Spp.r € um suporte minimal para

Spp € um suporte minimal para Cpy,;

e N N N

Defini¢ao D.11 (Fecho essencial de um conjunto). Seja B C R um subconjunto

da reta Lebesgue mensurdvel. O fecho essencial de B é definido como o conjunto

B :={z € R,k((x — ¢,x +¢) N B) > 0,Ve > 0},
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onde k ¢ a medida de Lebesgue.

E simples demonstrar que conjunto B possui fecho essencial vazio se, e so-

mente se, kK(B) = 0.






Apéndice E
Sistemas Dindmicos e Cociclos

Definicdo E.1 (Sistema Dinamico'). Sejam X um espaco topoldgico e G um semi-
grupo. Um sistema dindmico em X € uma aplicacao continua 7w : X X G — X tal

que

(1) w(x,0)=x;VereX (propriedade de identidade),

(17) w(m(z,t),s) =n(z,t+s);Ve € X,Vs,t € G (propriedade de semi-grupo).

Se G € nao-enumerdvel, o sistema dindmico é dito continuo; caso G seja

enumerdvel, o sistema € dito discreto.

Definigao E.2 (Aplicacao Minimal). Seja X um espago topoldgico. Uma aplica¢ao
T:X — X é dita minimal se, para todo x € X,

{Trz |neZi}=X.

Definigao E.3 (Cociclo Linear?). Sejam X # 0 um conjunto arbitrdrio e T : X —
X uma apliagao. Um cociclo linear sobre T € uma aplicagao A : X xZ — GL(l,K)
que satisfaz, para todo x € X e todos m,k € Z,

Alz,m + k) = A(T*(x),m)A(x, k).

1Krabs & Pickl [2010], pagina 1.
?Katok & Hasselblatt [1995], pagina 661.
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Apéndice F
Teoria Ergddica

Defini¢ao F.1 (Aplicagdo que Preserva Medida). Seja (X, 1) um espaco de me-
dida. Uma aplicagao T : X — X mensurdvel é dita uma aplicacao que preserva

medida se, para todo A C X mensurdvel, T~1(A) ¢ mensurdvel e u(T~(A)) =
1(A).

Proposigdo F.2 (Teorema Ergodico de Birkhoff!). Seja (X, u) um espago de
medida. Se T : X — X ¢ uma aplica¢io que preserva a medida p e ¢ € L' (X, 1),

entao
1 n—1
pr(v) = lim ~ kz p(TF)
=0

existe para p-quase todo x € X e

/ prdp = / pdp.
X X

Defini¢ao F.3 (Aplicagdo Ergodica). Sejam (X, ) um espago de medida e T :
X — X wuma aplicacao que preserva a medida. T € dita ergodica se, para todo

conjunto T-invariante A C X, ou u(A) =0 ou p(A) = 1.

Proposicao F.4. Sejam (X, p) um espago de medida e T : X — X uma aplica¢ao

!Katok & Hasselblatt [1995], pagina 136 e Oliveira & Viana [2014], p4gina 67.
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ergédica. Se u(X) =1 e € LY(X, ), entdo, para p-quase todo r € X,

pr(z) = /X pdp.
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