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Resumo

Apresentamos, neste trabalho, caracterizações da componente espectral absolu-

tamente contínua de multiplicidade arbitrária associada ao operador de Jacobi

discreto a valores matriciais de�nido em l2(Z;Cl). Os resultados apresentados são,

essencialmente, extensões, pois tratam-se de caracterizações já conhecidas, em al-

guns casos, para operadores de Schrödinger a valores matriciais e, em outros, para

operadores de Jacobi escalares.

O primeiro resultado que obtivemos é uma extensão, para o caso matricial,

da desigualdade de Jitomirskaya-Last (Jitomirskaya & Last [1999]), que relaciona

o comportamento assintótico de soluções da equação de autovalores com a medida

espectral do operador.

Tais caracterizações são baseadas na chamada Teoria de Kotani (Kotani &

Simon [1988]), desenvolvida para operadores ergódicos, e nos resultados obtidos

por Last e Simon (Last & Simon [1999]), que relacionam o comportamento assin-

tótico da média de Cesàro das normas das matrizes de transferência do cociclo

associado ao operador ao seu tipo espectral.

Especi�camente, demonstramos para operadores ergódicos que para um in-

teiro 1 ≤ r ≤ l, a componente absolutamente contínua de multiplicidade 2r do

operador está associada ao conjunto das energias para as quais os 2r menores

exponentes de Lyapunov (de�nidos a partir do cociclo) se anulam.

Também demonstramos que esta mesma componente absolutamente contí-

nua de multiplicidade 2r está associada ao comportamento assintótico, em ±∞,

da média de Cesàro do r-ésimo menor valor singular de matrizes dadas por solu-

ções da equação de autovalores associada ao operador. Tal resultado nos permite

demonstrar a constância dessas componentes espectrais associadas a operadores

xiii



dinamicamente de�nidos por aplicações minimais. Ainda nesse contexto, demons-

tramos uma versão mais fraca da chamada dicotomia exponencial (Haro & Puig

[2013], Johnson [1986], Marx [2014]). A saber, demonstramos que o conjunto re-

solvente associado a um operador minimal coincide com o conjunto de pontos nos

quais o cociclo satisfaz uma condição de crescimento exponencial uniforme.

Por �m, apresentamos também a Teoria de Kotani para operadores de Di-

rac ergódicos, um caso particular de operadores de Jacobi a valores matriciais

singulares.

Palavras-chave: Operador de Jacobi a valores matriciais, Teoria de Kotani, Di-

cotomia Exponencial, Operador de Dirac.
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Abstract

We dicuss in this work some characterizations of the absolutely continuous spec-

trum of arbitrary multiplicity of discrete matrix-valued Jacobi operators on

l2(Z;Cl). Essentially, these results extend some well-known characterizations for

scalar Schrödinger operators.

The �rst result obtained is an extension of the Jitomirskaya-Last inequa-

lity (Jitomirskaya & Last [1999]), which relates the asymptoptic behavior of the

solutions to the eingenvalue equation to the spectral measures.

Such characterizations are extensions of Kotani's theory (Kotani & Simon

[1988]) for ergodic operators, and of Last-Simon results (Last & Simon [1999]),

which relate the absolutely continuous spectrum to the assintoptical behavior of

the Cesàro mean of the transfer matrices' norms.

Especi�cally, we prove (as in Kotani & Simon [1988]) that for an integer

1 ≤ r ≤ l, the absolutely continuous spectrum of multiplicity 2r is related to the

energies for which the 2r smaller Lyapunov exponents are 0.

We also prove that the absolutely continuous spectrum of multiplicity 2r is

also related to the asymptoptic behavior, in±∞, of the Cesàro mean of the singular

values of some matrices given by solutions to the eigenvalue equation. This result

allows us to prove the constancy of these spectral components for minimal Jacobi

operators. In this setting, we give a proof of a weaker version of the exponential

dichotomy (Haro & Puig [2013], Johnson [1986], Marx [2014]). Namely, we prove

that the resolvent set is the set of energies for which the operator's cocicle satis�es

an uniformly exponential growth condition.

We also discuss Kotani's theory for ergodic Dirac operators, which can be

seen as particular class of singular matrix-valued Jacobi operators.
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Keywords: Matrix-valued Jacobi operator, Kotani's theory, Exponential Dicho-

tomy, Dirac operator.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 O Contexto

A equação diferencial que descreve a dinâmica de partículas no âmbito da mecânica

quântica é dada por

Hu = i~
∂u

∂t
, (1.1)

em que H é um operador auto-adjunto, chamado Hamiltoniano, de�nido em um

espaço de Hilbert. Matematicamente, esta relação de�ne o que se denomina um

grupo unitário de evolução. Tal estrutura implica que se um estado inicial u0 tem

uma energia E bem de�nida, preservada pelo operador H, então sua evolução no

tempo, u(t, x), é expressa por

u(t, x) = e−
i
~Etu0(x), (1.2)

que é a solução da Equação 1.1. Tais estados, chamados estados estacionários, são

justamente as auto-soluções de H e veri�cam Hu = Eu para algum E ∈ R. Em
particular, se um estado u pode ser escrito como combinação linear de estados

estacionários, isto é, u =
∑n

k=1 ckuk, então

u(t, x) =
n∑
k=1

cke
− i

~Ektuk(x).

1



2 Capítulo 1. Introdução

Este fato desperta interesse sobre os estados estacionários; mais geralmente,

há interesse em se estudar o espectro do operadorH, que intuitivamente correspon-

deria à generalização das energias associadas a estados estacionários, denominadas

autovalores1.

Nos casos mais frequentes, o operadorH está associado à energia do momento

linear 1
2m

(p2
x1

+ p2
x2

+ p2
x3

), e a equação da dinâmica se torna

i~
∂u

∂t
= − ~2

2m
∆u + V u, (1.3)

onde m denota a massa da partícula, V (x1, x2, x3) é uma função real, que será

chamada potencial, e ∆ é o laplaciano:

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

,

nas coordenadas euclidianas tridimensionais x1, x2, x3 em um domínio adequado

de R3. A Equação 1.3 é a forma original da Equação 1.1 proposta em Schrödinger

[1926], que descreve com sucesso diversos fenômenos das partículas quânticas.

A complexidade do potencial pode conduzir a grandes di�culdades na resolu-

ção das equações de Schrödinger e da equação de estados estacionários. Por outro

lado, o estudo do espectro destes operadores sempre despertou grande interesse,

principalmente graças às suas consequências físicas; em particular, destaca-se a

distinção entre espectro discreto e espectro contínuo (vide relação (B.2)).

Se H é um operador auto-adjunto limitado em um espaço de Hilbet H, é
possível associar cada vetor u a uma medida µu suportada no espectro σ(H) do

operador H e expressa pela relação (vide relação (B.1))

〈H(u),u〉 =

∫
R
sdµu(s).

Para �ns de compreensão, considere o caso particular em que H = L2(R).

Se u0 é uma auto-solução associada ao autovalor E, então u0 ∈ L2(R), e portanto

a função u0(x) decai em ±∞. Logo, para todo t, como
∣∣∣e− i

~Et
∣∣∣ = 1, a evolu-

ção temporal da auto-solução, dada por 1.2, em um tempo t arbitrário, também

1Landau & Lifshitz [1965], página 28.
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decai em ±∞. Podemos interpretar este comportamento da função do seguinte

modo: quanto mais afastado da origem for um conjunto, menor a probabilidade

da partícula se encontrar neste conjunto, independentemente do tempo.

Imagine, agora, que u seja uma uma função no subespaço contínuo (De�nição

B.15). Neste caso, sua evolução no instante t poderia ser escrita como

u(t, x) =

∫
σ(H)

a(E)e−
i
~EtuE(x)dE.

Note que, para x e t �xados,

|u(t, x)|2 =

∫
σ(H)

∫
σ(H)

a(E)a∗(E ′)e−
i
~ (E−E′)tuE(x)u∗E′(x)dEdE ′;

assim, ao tomarmos a média de |u(t, x)|2 em um intervalo de tempo [0, T ], o valor

esperado dos fatores e−
i
~ (E−E′)t tende a se anular no limite T →∞, o que signi�ca

que a probabilidade de se encontrar a partícula em uma região �nita tende a zero

(Landau & Lifshitz [1965], página 30).

Podemos ir mais além e decompor a medida espectral µu em três componen-

tes2:

µu = µpp
u

+ µac
u

+ µsc
u
.

A componente puramente pontual µpp
u

tem suporte em um conjunto discreto. A

componente absolutamente contínua µac
u
, por sua vez, é uma medida absolutamente

contínua em relação à medida de Lebesgue. A componente singular contínua µsc
u

está suportada em um conjunto de medida de Lebesgue nula e atribui peso nulo a

qualquer conjunto enumerável.

Se de�nirmos os conjuntos

Hpp := {u ∈ H;µu = µpp
u
},

Hac := {u ∈ H;µu = µac
u
},

Hsc := {u ∈ H;µu = µsc
u
},

2Veja a Seção B.2 do Apêndice.
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temos uma decomposição3

H = Hpp ⊕Hac ⊕Hsc.

Uma vez que as restrições H |Hpp , H |Hac , H |Hsc são bem de�nidas, faz sen-

tido considerar os conjuntos

σpp(H) := σ(H |Hpp),
σac(H) := σ(H |Hac),
σsc(H) := σ(H |Hsc).

De tais conjuntos resulta a decomposição σ(H) = σpp(H)∪ σac(H)∪ σsc(H).

Dizemos que H tem espectro puramente pontual se σac(H) = ∅ e σsc(H) = ∅, H
tem espectro puramente absolutamente contínuo se σpp(H) = ∅ e σsc(H) = ∅, e H
tem espectro puramente singular contínuo se σpp(H) = ∅ e σac(H) = ∅.

Conforme a exposição no Capítulo 13 de de Oliveira [2009], esta decomposi-

ção se relaciona com uma interessante classi�cação do comportamento assintótico

da evolução dos elementos de H. Há, por exemplo, duas caracterizações dos ve-

tores do subespaço Hpp. Um vetor u pertence a Hpp se, e somente, sua órbita

relativa ao grupo unitário, isto é,

O(u) := {e−itHu, t ∈ R},

possui fecho compacto em H. Em particular, observe que se u é estacionário, sua

órbita é periódica (Seção 13.2 de de Oliveira [2009]).

Dizemos que a trajetória do vetor é quase periódica se dado ε > 0, existe L

tal que, para todo s ∈ R, existe τ com s ≤ τ ≤ s+L que veri�ca, para todo t ∈ R,

∥∥e−i(t+τ)Hu− e−itHu
∥∥ < ε.

Temos, também, uma segunda identi�cação deHpp com os vetores cujas trajetórias

são quase-periódicas (Seção 13.2 de de Oliveira [2009]).

3O operador H deve veri�car algumas propriedades adicionais para que esta decomposição
esteja bem de�nida. Vide a página 313 de de Oliveira [2009] para detalhes.
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Por outro lado, se u pertence a Hac, então

lim
t→∞

∣∣〈e−itHu,v〉∣∣2 = 0

para todo v ∈ H (Seção 13.4 de de Oliveira [2009]). Percebe-se, então, que en-

quanto a componente puramente pontual está associada a trajetórias que tendem

a se concentrar em subespaços de dimensão �nita, a componente absolutamente

contínua se relaciona com vetores cuja trajetória converge fracamente para o vetor

nulo.

1.2 Os Problemas Abordados

A análise das componentes espectrais é um problema de fundamental importân-

cia no estudo de operadores em espaços de Hilbert, e caracterizar os conjuntos

σpp(H), σac(H), σsc(H) é um dos objetivos centrais da teoria espectral de operado-

res auto-adjuntos. Em particular, é conveniente estabelecer critérios para que, a

partir da expressão do operador, se possam determinar propriedades do espectro.

Neste sentido, pretendemos estender para o contexto dos operadores de Jacobi a

valores matriciais alguns resultados já estabelecidos para operadores de Schrödin-

ger, que são o nosso ponto de partida.

No caso escalar, o operador de Jacobi é dado

(Hu)n := anun+1 + an−1un−1 + vnun, (1.4)

para u ∈ l2(Z;C), sendo (an)n∈Z e (vn)n∈Z sequências bilaterais de números com-

plexos. Pode-se também de�nir a restrição H+ deste operador a l2(Z+;C), com

uma condição de contorno adequada na origem (veja, por exemplo, página 16 de

Teschl [2000]). A maneira mais simples de de�ni-lo é pela lei

(H+u)n :=


anun+1 + vnun, se n = 0,

anun+1 + an−1un−1 + vnun, se n > 0.

(1.5)
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que corresponde ao chamado operador de Dirichlet.

O operador de Schrödinger, por sua vez, é expresso por

(Hu)n := un+1 + un−1 + vnun. (1.6)

Trata-se, portanto, de um caso particular do operador de Jacobi, a saber, com

an = 1, para todo n ∈ Z. De�nidos em l2(Z;C), estes operadores são denomina-

dos discretos; há também seus equivalentes contínuos, de�nidos em um espaço de

Hilbert apropriado, e expressos respectivamente por

(Hu)(x) := − d

dx

(
a(x)

d

dx

)
u(x) + v(x)u(x), (1.7)

e

(Hu)(x) := − d2

dx2
u(x) + v(x)u(x). (1.8)

Apesar de em muitos aspectos o estudo do operador no caso discreto produzir resul-

tados equivalentes ao caso contínuo, consideraremos apenas o primeiro. Especi�ca-

mente, estudaremos o operador como de�nido por (1.4), mas "assumindo"valores

matriciais, denominado operador de Jacobi a valores matriciais, e de�nido pela lei

[Hu]n := D∗n−1un−1 +Dnun+1 + Vnun, (1.9)

sendo (Dn)n∈Z uma sequência arbitrária de matrizes não-nulas emM(l,R), (Vn)n∈Z

uma sequência de matrizes auto-adjuntas em M(l,R) e (un)n∈Z uma sequência de

vetores em Cl. Também no caso do operador de Schrödinger, denominamos a

generalização de (1.6) por operador de Schrödinger a valores matriciais:

[Hu]n := un−1 + un+1 + Vnun. (1.10)

Algumas motivações para o estudo das propriedades espectrais da classe de

operadores da forma (1.9) serão apresentadas na Seção 2.1.

O primeiro problema que discutiremos é motivado pela chamada teoria de

subordinação, que relaciona a decomposição espectral do operador com o com-

portamento assintótico das soluções da equação de autovalores. Com base nesta

teoria, Last e Simon Last & Simon [1999] estabeleceram uma caracterização da
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componente absolutamente contínua do espectro do operador (1.4).

O segundo problema, dentro da chamada Teoria de Kotani, se refere a ope-

radores dinamicamente de�nidos, ou seja, operadores do tipo (1.9) em que as

sequências (Dn)n∈Z e (Vn)n∈Z são funções matriciais avaliadas ao longo de órbitas

de sistemas dinâmicos. A expressão mais geral deste resultado, para operadores da

forma (1.10), é apresentada em Kotani & Simon [1988]. A saber, trata-se de um

resultado de caracterização da componente absolutamente contínua do espectro.

Estendemos, portanto, esta teoria dos operadores da forma (1.10) para operadores

da forma (1.9).

Demonstraremos, no contexto de operadores dinamicamente de�nidos por

aplicações minimais, uma versão mais fraca da chamada dicotomia exponencial.

Para estes operadores, o conjunto resolvente consiste no conjunto de pontos nos

quais um sistema dinâmico (a saber, um cociclo) de�nido a partir do operador,

satisfaz uma propriedade de crescimento exponencial uniforme. Tal caracterização

foi demonstrada por Johnson em Johnson [1986], para operadores da forma (1.6),

e por Haro e Puig em Haro & Puig [2013], para operadores da forma (1.9) com as

matrizes Dn constantes.

As di�culdades que se apresentam para as generalizações que pretendemos

têm origem basicamente em dois fatores: o fato do problema ser transposto do caso

escalar para o caso matricial faz necessária a utilização de novas ferramentas rela-

cionadas à álgebra matricial (tais ferramentas permitem contornar, por exemplo, a

di�culdade inerente à não-comutatividade do produto matricial); o segundo fator é

a própria complexidade estrutural das funções matriciais que de�nem o operador,

o que muitas vezes exige um cálculo mais cuidadoso envolvendo os valores singu-

lares das mesmas. Esta característica de complexidade estrutural dos coe�cientes

é a principal diferença técnica entre operadores do Jacobi e de Schrödinger.

1.3 Resultados

Consideraremos em nosso estudo, portanto, operadores de Jacobi a valores matri-

ciais da forma (1.9) para os quais as matrizes Dn sejam reais e simétricas.

O primeiro resultado obtido, no Capítulo 4, é uma extensão da desigualdade

de Jitomirskaya-Last (Jitomirskaya & Last [1999]), do caso escalar para operado-
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res de Jacobi a valores matriciais em l2(Z+;Cl) (Proposição 4.3). A desigualdade

estabelece uma relação direta entre as medidas espectrais e as auto-soluções, espe-

ci�camente as chamadas soluções de Neumann e Dirichlet, ψ, φ, respectivamente,

que são sequências de matrizes em M(l,C) que satisfazem a equação de autova-

lores com as condições iniciais ψ0 = I, ψ1 = 0 e φ0 = 0, φ1 = I. Considerando as

soluções de Neumann e Dirichlet em x ∈ R, temos que

k1

‖ψ‖L(y)

‖φ‖L(y)

≤ ‖M(x+ iy)‖ ≤ k2

‖ψ‖L(y)

‖φ‖L(y)

‖φ‖2
L(y)

sl [φ]2L(y)

,

onde k1, k1 são constantes uniformes em y ∈ R, ‖ψ‖L(y) é uma norma truncada

no ponto L(y), e a matriz M , chamada de matriz de Weyl-Titchmarsh, é uma

parametrização que fornece as medidas espectrais pelo limite

lim
y↓0
=[M(x+ iy)],

conforme demonstraremos na Seção 3.3. Partimos da mesma estratégia utilizada

em Jitomirskaya & Last [1999], uma estimativa a partir de uma fórmula de variação

de parâmetros. Mas no caso matricial temos de comparar o crescimento de um

número maior soluções, o que resulta em um termo adicional na desigualdade em

relação ao caso escalar, o termo
‖φ‖2L(y)

sl[φ]2L(y)

, que compara o crescimento de soluções

com a mesma condição inicial.

O segundo resultado obtido é uma generalização da caracterização estabe-

lecida em Last & Simon [1999] para a componente absolutamente contínua do

operador de Jacobi escalar. Especi�camente, demonstramos na Seção 5.1 (teore-

mas 5.3 e 5.6) que, para 1 ≤ r ≤ l, o fecho essencial (De�nição D.11) do conjunto

Sr \ Sr+1, com

Sr := {x ∈ R; lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=1

[
s2
l−r+1[φn(x)] + s2

l−r+1[ψn(x)]
]
<∞},

coincide com o espectro absolutamente contínuo de multiplicidade r do operador

(1.9) restrito a Z+ e que satisfaz uma dada condição de contorno em k = 0 (vide

Seção 3.3), onde sk[φ] é o k-ésimo valor singular da matriz φ e, novamente, ψ e φ são
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sequências de matrizes formadas por auto-soluções. Além disso, para a componente

absolutamente contínua de multiplicidade total, demonstramos (teoremas 5.14 e

5.15) que

S := {x ∈ R; lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=0

‖An(x)‖2 <∞}

é um suporte minimal da componente absolutamente contínua de multiplicidade

l da medida espectral do mesmo operador, em que as matrizes An(x), denomi-

nadas matrizes de transferência, geram recursivamente as soluções da equação de

autovalores em x e podem ser obtidas diretamente da expressão do operador (vide

(2.6)). Desse modo, µpp
u

(S) = 0 e µsc
u

(S) = 0 para qualquer vetor u pertencente

ao domínio do referido operador. A demonstração do resultado para o suporte S
é análoga à demonstração exibida em Last & Simon [1999], para o caso escalar,

a partir da desigualdade de Jitomirskaya-Last. A di�culdade adicional é cotar o

novo termo que aparece na desigualdade para o caso matricial.

Porém, não conseguimos aplicar a mesma linha de demonstração da caracte-

rização do suporte S para as componentes absolutamente contínuas de multiplici-

dade menor. A solução que encontramos para demonstrar os resultados referentes

aos suportes Sr parte de uma caracterização do espectro do operador em termos

do decaimento de soluções da equação de autovalores, explicitamente, o Lema 5.1,

que adaptamos de Teschl [2000].

O terceiro resultado, demonstrado no Capítulo 6, é o chamado Teorema de

Kotani, demonstrado para operadores de Schrödinger ergódicos (isto é, operado-

res dinamicamente de�nidos por uma aplicação ergódica) a valores matriciais por

Simon e Kotani em Kotani & Simon [1988]. Podemos de�nir, a partir das matri-

zes do operador de Jacobi, os expoentes γ, denominados expoentes de Lyapunov

e de�nidos na Seção 6.2. Tais expoentes são expressos, através das matrizes de

transferência, por

lim
n→∞

1

n
log (sj[An(ω)]) = γωj ,

identidade esta satisfeita para quase todo ω no espaço de medida (Ω, ν), no qual

está de�nida a aplicação ergódica. Demonstraremos (Teorema 6.18) que o fecho



10 Capítulo 1. Introdução

essencial do conjunto

Zr := {x ∈ R; exatamente 2r expoentes γ se anulam}

coincide com o espectro absolutamente contínuo de multiplicidade r do operador.

Na realidade, o Teorema de Kotani corresponde apenas à inclusão Zr
ess ⊆ σac,r;

a inclusão σac,r ⊆ Zr
ess
, que também demonstramos aqui, é denominada Teorema

de Ishii-Pastur (Teorema 6.20). Seguimos a sequência da demonstração de Kotani

& Simon [1988], a di�culdade adicional, em nosso caso, é considerar a in�uência

das matrizes Dn de (1.9) nas estimativas. Optamos por basear as estimativas na

matriz D0=[M ]D0, conjugada da parte imaginária da matriz de Weyl-Titchmarsh,

para, posteriormente, relacionar as estimativas com os valores singulares da matriz

limy↓0=[M(x+ iy)], por meio da Lei da Inércia de Sylvester (Proposição C.6).

No capítulo 7, também no contexto dos operadores dinamicamente de�ni-

dos, mas desta vez por aplicações minimais, demonstramos uma versão mais fraca

da chamada dicotomia exponencial (proposições 7.12 e 7.13); a saber, o conjunto

resolvente do operador corresponde aos valores de energia para os quais o coci-

clo formado pelas matrizes de transferência satisfaz uma condição de crescimento

uniforme. A versão mais geral desta caracterização foi demonstrada por Haro e

Puig, em Haro & Puig [2013], para operadores de Jacobi a valores matriciais com

coe�cientes constantes; aqui, demonstramos o resultado para o caso de coe�ci-

entes variáveis, adaptando a demonstração de Zhang [2018] para cociclos SO(2)

associados ao operador de Schrödinger.

Por �m, no Capítulo 8, demonstramos o Teorema de Kotani para o chamado

operador de Dirac ergódico. A demonstração do resultado não é uma adaptação

imediata dos resultados do Capítulo 6, já que o operador de Dirac é um exemplo

de operador de Jacobi singular, ou seja, cujas matrizes (Dn)n∈Z em (1.9) não são

invertíveis.

1.4 Organização do Texto

Apresentamos, na Seção 2.1, a de�nição e algumas motivações para o estudo dos

operadores de Jacobi a valores matriciais. Na Seção 2.2, de�nimos um sitema
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dinâmico associado ao operador de Jacobi por meio das respectivas matrizes de

transferência. Na Seção 2.3, demonstramos a chamada fórmula de Green (Proposi-

ção 2.3), que nos permite estudar o comportamento assintótico das auto-soluções.

Por �m, na Seção 2.4, discutimos o problema de determinação das extensões auto-

adjuntas do operador.

No Capítulo 3, obtemos a chamada matriz de Green, isto é, o núcleo integral

do operador resolvente, a qual nos permite, por meio do Teorema Espectral, carac-

terizar a medida espectral. Na Seção 3.1, apresentamos uma parametrização das

auto-soluções que será associada à função de Green, introduzida na Seção 3.2. A

partir desta parametrização podemos, como discutido na Seção 3.3, determinar um

suporte minimal para a componente absolutamente contínua da medida. Discuti-

mos ainda como o espectro absolutamente contínuo é preservado por perturbações

de posto �nito realizadas sobre o operador.

Abordamos a relação entre o comportamento assintótico de auto-soluções

e medidas espectrais no Capítulo 4. Buscamos generalizar, para o contexto de

operadores de Jacobi a valores matriciais, a desigualdade de Jitomirskaya-Last

(Proposição 4.3).

No Capítulo 5, apresentamos um dos resultados centrais do trabalho. Na Se-

ção 5.1, obtemos uma possível generalização, para operadores de Jacobi a valores

matriciais, da caracterização do espectro absolutamente contínuo de multiplici-

dade arbitrária, a partir do comportamento assintótico das soluções da equação

de autovalores (Teoremas 5.3 e 5.6). Na Seção 5.2, partindo da desigualdade de

Jitomirskaya-Last obtida no Capítulo 4, determinamos através dos Teoremas 5.14

e 5.15 um suporte minimal para a componente absolutamente contínua de multi-

plicidade total.

A Teoria de Kotani é o assunto central do Capítulo 6. Todos os resultados

desse capítulo se referem a operadores dinamicamente de�nidos a partir de sis-

temas ergódicos, os quais serão de�nidos na Seção 6.1. Na Seção 6.2, de�nimos

os expoentes de Lyapunov associados ao operador e, na Seção 6.3, demonstramos

a Fórmula de Thouless (Teorema 6.9), que relaciona esses expoentes à chamada

densidade integrada de estados do operador. Apresentamos uma generalização do

Teorema de Kotani (Teorema 6.18) na Seção 6.4 e a sua recíproca (Teorema 6.20),

conhecida como Teorema de Ishii-Pastur, na Seção 6.5.



12 Capítulo 1. Introdução

Discutimos, no Capítulo 7, operadores dinamicamente de�nidos a partir de

transformações minimais. Na Seção 7.1, demonstramos a constância da compo-

nente absolutamente contínua (Teorema 7.6) a partir dos resultados obtidos no

Capítulo 5. Caracterizamos os cociclos que satisfazem uma condição de cresci-

mento uniforme na Seção 7.2 e demonstramos uma versão mais fraca de dicotomia

exponencial (Proposições 7.12 e 7.13), que representa uma caracterização do es-

pectro do operador, na Seção 7.3.

No Capítulo 8, aplicamos alguns dos resultados anteriores ao operador de

Dirac, que será de�nido na Seção 8.1. Apresentamos o cociclo de�nido a partir do

operador de Dirac ergódico na Seção 8.2, e na Seção 8.3, as funções de Green e de

Weyl-Titchmarsh. Na Seção 8.4, apresentamos os resultados que caracterizam a

Teoria de Kotani do operador de Dirac.

A precedência ideal das seções é como o indicado na Figura 1.1.

Figura 1.1. Precedência das seções.



Capítulo 2

O Operador de Jacobi em l2(Z;Cl)

2.1 Operador de Jacobi

Nesta seção, apresentamos a de�nição formal do operador de Jacobi1 a valores ma-

triciais e discutimos algumas motivações para o estudo de tal classe de operadores.

De�nição 2.1 (Operador de Jacobi a Valores Matriciais). Dado l ∈ N, um opera-

dor de Jacobi a valores matriciais é um operador simétrico em (Cl)Z de�nido pela

lei

[Hu]n := Dn−1un−1 +Dnun+1 + Vnun, (2.1)

onde Dn, Vn ∈ S(l,R).

Na realidade, a de�nição2 usual de operador de Jacobi a valores matriciais

não exige que as matrizes Dn sejam simétricas; entretanto, para os problemas que

consideramos, esta é uma exigência necessária (vide, por exemplo, a Proposição

2.3).

1Há uma pequena confusão quanto à nomenclatura de operadores de Jacobi. Por exemplo, em
Kotani & Simon [1988], como contraponto ao caso contínuo em L2(R;Cl), os autores denominam
por matrizes de Jacobi o que , em Marx & Jitomirskaya [2017], é denominado operador de
Schrödinger a valores matriciais. Adotamos a de�nição de Marx & Jitomirskaya [2017] que
condiz, por exemplo, com a de�nição de Stone [1932], páginas 86, 530.

2Como, por exemplo, a de�nição apresentada em Marx & Jitomirskaya [2017], onde há uma
revisão acerca dos resultados conhecidos para esses operadores.

13
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O operador H pode ser 'representado' por uma matriz bloco-tridiagonal in-

�nita:

Hu =



. . .
...

...
...

...

. . . V−1 D−1 0 0 . . .

. . . D−1 V0 D0 0 . . .

. . . 0 D0 V1 D1 . . .

. . . 0 0 D1 V2 . . .
...

...
...

...
. . .





...

u−1

u0

u1

u2

...


.

Em muitas situações, é conveniente considerar a restrição H+ do operador a

Z+.

De�nição 2.2 (Operador de Jacobi a Valores Matriciais em Z+). Dado H como

na De�nição 2.1, a restrição de H a Z+ é o operador em (Cl)Z+ de�nido pela lei

[H+u]n :=


0, se n = 0,

Dn−1un−1 +Dnun+1 + Vnun, se n > 0.

(2.2)

De maneira inteiramente análoga, podemos de�nir a restrição H− a Z−. O
operador H+ também pode ser representado em forma matricial como

H+u =



0 0 0 0 . . .

D0 V1 D1 0 . . .

0 D1 V2 D2 . . .

0 0 D2 V3 . . .
...

...
...

...
. . .





u0

u1

u2

u3

...


.

Há diversas situações em que o operador da De�nição 2.1 está associado a

um problema físico. Inicialmente, considere3 o caso escalar, ou seja, l = 1. Um

dos modelos utilizados na Física Clássica para o comportamento de partículas

em estado sólido é o chamado cristal harmônico. No caso unidimensional, cada

partícula pode interagir apenas com seus dois primeiros vizinhos e a interação é

3Con�ra Teschl [2000], página 22.
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análoga a que ocorre com um oscilador harmônico. Então, a força que age sobre a

partícula que ocupa a posição n dependerá de sua massa, m(n), dos deslocamentos

em relação à posição de equilíbrio das partículas vizinhas, denotados por x(n−1, t)

e x(n + 1, t), bem como das respectivas constantes harmônicas k(n) e k(n − 1),

conforme indicado na �gura 2.1.

Figura 2.1. Modelo de cristal harmônico unidimensional.

Pela segunda Lei de Newton, para a n-ésima partícula, temos a equação

m(n)
d2

dt2
x(n, t) = k(n− 1)(x(n− 1, t)− x(n, t)) + k(n)(x(n+ 1, t)− x(n, t)).

Se introduzirmos as coordenadas
p(n, t) = m(n) d

dt
x(n, t),

q(n, t) = x(n, t),

o Hamiltoniano do sistema é dado por

h(p, q) =
∑
n∈Z

p(n)2

2m(n)
+
k(n)

2
(q(n+ 1)− q(n))2.

Pela transformação (u, v) = ( p√
m
,
√
mq), o Hamiltoniano pode ser reescrito

como

h(u, v) =
∑
n∈Z

v(n)2 + 2a(n)u(n)u(n+ 1) + b(n)u(n)2,
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em que 
a(n) := −k(n)√

m(n)m(n+1)
,

b(n) := k(n)+k(n−1)
m(m)

.

As equações de movimento, neste caso, são reescritas como
d
dt
u(n, t) = v(n, t),

d
dt
v(n, t) = −Hu(n, t),

onde

Hu = a(n)u(n+ 1) + a(n− 1)u(n− 1) + b(n)u(n), (2.3)

de modo que H corresponde ao caso escalar (l = 1) da De�nição 2.1. Nestas

coordenadas, portanto, a equação de segunda ordem se torna

d2

dt2
u(n, t) = −Hu(n, t).

Logo, partindo do Cálculo Funcional, para conhecermos a solução4, basta conhe-

cermos a decomposição espectral de H.

Um outro contexto no qual se fazem presentes operadores de Jacobi é a teoria

da equações de diferença �nita, que muitas vezes modela problemas de Mecânica

Quântica; neste caso, os equivalentes dos operadores dinâmicos para sequências

são de�nidos como (Chen & Shi [2004])
∇u(n) := u(n)− u(n− 1),

∆u(n) := u(n+ 1)− u(n).

Em termos destes operadores, uma identidade como (2.3) pode ser escrita

como

Hu = −∇(a(n)∆u(n)) + b(n)u(n),

4Para maiores detalhes e para ver a expressão da solução obtida pelo Cálculo Funcional,
con�ra Teschl [2000], página 23.
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ou seja, como uma combinação de operadores dinâmicos e um operador de multi-

plicação correspondente ao potencial.

Em dimensões maiores, �xado ν ≥ 2 e dado Ω ⊂ Zν−1, podemos considerar5

o conjunto Z × Ω, isto é, uma faixa ν-dimensional. Por exemplo, para ν = 3,

poderíamos tomar

Ω := {P = (0, 0);Q = (1, 0);R = (0, 1);S = (1, 1)} ⊂ Z2.

Teríamos então, como indicado na Figura 2.2, Z × Ω ⊂ Z3. De�na, para u ∈

Figura 2.2. Operador em uma faixa em Z3.

l2(Z× Ω;C), um operador da forma

(H(u))α :=
∑
|β−α|=1

β∈Z×Ω

uβ + V (α)uα,

com α ∈ Z × Ω. Note que a interação em um sítio α depende apenas dos sítios

5Con�ra Kotani & Simon [1988].
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primeiros vizinhos. No exemplo tridimensional,

(Hu)P,n = uP,n−1 + uP,n+1 + uQ,n + uR,n + vP,nuP,n,

(Hu)Q,n = uQ,n−1 + uQ,n+1 + uP,n + uS,n + vQ,nuQ,n,

(Hu)R,n = uR,n−1 + uR,n+1 + uP,n + uS,n + vR,nuR,n,

(Hu)S,n = uS,n−1 + uS,n+1 + uQ,n + uR,n + vS,nuS,n.

Se de�nirmos, para cada n ∈ Z, as matrizes

Dn :=


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , Vn :=


vP,n 1 1 0

1 vQ,n 0 1

1 0 vR,n 1

0 1 1 vS,n

 ,

podemos representar H na forma (2.1), com a dimensão das matrizes sendo dada

pela cardinalidade de Ω. Evidentemente, poderíamos generalizar este modelo,

para estruturas que não estejam contidas em Zν (uma vez que este só depende das

relações de adjacência nos elementos de Ω), como é o caso de vários modelos de

cristais.

2.2 Abordagem Dinâmica

Fixado z ∈ C, podemos escrever a equação de autovalores do operador (2.1),

de�nida para todo n ∈ Z, por

Dnun+1 +Dn−1un−1 + Vnun = zun, (2.4)

na forma matricial[
un+1

un

]
=

[
D−1
n (z − Vn) −D−1

n Dn−1

I 0

][
un

un−1

]
. (2.5)

A relação de recorrência assim obtida de�ne um sistema dinâmico discreto,
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segundo a De�nição E.1, com X = C2l, G = Z e

π(u,v;n) = ((An(z))11u + (An(z))12v, (An(z))21u + (An(z))22v),

sendo (An(z))jk blocos l× l da matriz de transferência An(z), de tamanho 2l× 2l,

expressa por

An(z) =

[
(An(z))11 (An(z))12

(An(z))21 (An(z))22

]
,

e de�nida pela relação [
un+1

un

]
= An(z)

[
u1

u0

]
. (2.6)

Alternativamente, se denotamos por

αn :=

[
D−1
n (z − Vn) −D−1

n Dn−1

I 0

]
,

então

An(z) :=



αn−1αn−2...α1α0, se n ≥ 1,

I2l, se n = 0,

α−1
n α−1

n−1...α
−1
−2α

−1
−1, se n ≤ −1.

(2.7)

Equivalentemente, poderíamos escrever a equação de autovalores como[
un+1

Dnun

]
=

[
D−1
n (z − Vn) −D−1

n

Dn 0

][
un

Dn−1un−1

]
, (2.8)

e então escrever as matrizes de transferência tomando em (2.7) as matrizes

βn :=

[
D−1
n (z − Vn) −D−1

n

Dn 0

]
, (2.9)
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em substituição às matrizes αn. A vantagem desta segunda representação é o fato

das matrizes An serem unimodulares (isto é, possuírem determinante 1) e, mais

ainda, simpléticas (vide De�nição C.8).

2.3 Fórmula de Green

A Fórmula de Green é uma identidade que decorre diretamente da lei que de�ne o

operador e indica como uma grandeza de�nida a partir de dois vetores arbitrários

em (Cl)Z varia em cada posição a partir da imagem dos respectivos vetores pelo

operador. Esta quantidade possui uma importância tanto do ponto de vista dinâ-

mico (que será mais explorado na Seção 3.1), quanto do ponto de vista da teoria

espectral (que é essencial na Seção 2.4).

Para o produto interno em Cl, adotaremos a convenção da linearidade com

respeito à primeira componente, ou seja,

〈u,v〉Cl :=
l∑

k=1

ukvk.

Proposição 2.3 (Fórmula de Green). Seja H como na De�nição 2.1. Dados

u, v ∈ (Cl)Z, para quaisquer números inteiros n > m,

n∑
k=m

〈(Hu)k, v̄k〉Cl − 〈(Hv)k, ūk〉Cl = W[u,v](n+ 1)−W[u,v](m),

onde W é o Wronskiano, dado por

W[u,v](n) := 〈Dn−1un, v̄n−1〉Cl − 〈Dn−1vn,un−1〉Cl .

Demonstração. Pela de�nição do operador H,
〈(Hu)k, v̄k〉Cl = 〈Dkuk+1, v̄k〉Cl + 〈Dk−1uk−1, v̄k〉Cl + 〈Vkuk, v̄k〉Cl ,

〈(Hv)k, ūk〉Cl = 〈Dkvk+1, ūk〉Cl + 〈Dk−1vk−1, ūk〉Cl + 〈Vkvk, ūk〉Cl ,
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de modo que

〈(Hu)k, v̄k〉Cl − 〈(Hv)k, ūk〉Cl =

= 〈Dkuk+1, v̄k〉Cl + 〈Dk−1uk−1, v̄k〉Cl + 〈Vkuk, v̄k〉Cl

−〈Dkvk+1, ūk〉Cl − 〈Dk−1vk−1, ūk〉Cl − 〈Vkvk, ūk〉Cl =

= (〈Dkuk+1, v̄k〉Cl − 〈Dk−1vk−1, ūk〉Cl)

+(〈Dk−1uk−1, v̄k〉Cl − 〈Dkvk+1, ūk〉Cl)

+(〈Vkuk, v̄k〉Cl − 〈Vkvk, ūk〉Cl).

Como as matrizes Dk e Vk são reais e simétricas,

〈(Hu)k, v̄k〉Cl − 〈(Hv)k, ūk〉Cl = (〈Dkuk+1, v̄k〉Cl − 〈Dk−1uk, v̄k−1〉Cl)

+(〈Dk−1uk−1, v̄k〉Cl − 〈Dkuk, v̄k+1〉Cl)

+(〈Vkuk, v̄k〉Cl − 〈uk, Vkvk〉Cl)

= (〈Dkuk+1, v̄k〉Cl − 〈Dk−1uk, v̄k−1〉Cl)

+(〈Dk−1uk−1, v̄k〉Cl − 〈Dkuk, v̄k+1〉Cl)

+(0).
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Portanto, ∑n
k=m 〈(Hu)k, v̄k〉Cl − 〈(Hv)k, ūk〉Cl =

=
∑n

k=m 〈Dkuk+1, v̄k〉Cl − 〈Dk−1uk, v̄k−1〉Cl)

+
∑n

k=m 〈Dk−1uk−1, v̄k〉Cl − 〈Dkuk, v̄k+1〉Cl =

= (−〈Dm−1um, v̄m−1〉Cl + 〈Dnun+1, v̄n〉Cl)

+(〈Dm−1um−1, v̄m〉Cl − 〈Dnun, v̄n+1〉Cl) =

= (〈Dnun+1, v̄n〉Cl − 〈Dnun, v̄n+1〉Cl)

−(〈Dm−1um, v̄m−1〉Cl − 〈Dm−1um−1, v̄m〉Cl).

E, novamente, pelo fato das matrizes Dk serem reais e simétricas,∑n
k=m 〈(Hu)k, v̄k〉Cl − 〈(Hv)k, ūk〉Cl =

= (〈Dnun+1, v̄n〉Cl − 〈Dnvn+1,un〉Cl)

−(〈Dm−1um, v̄m−1〉Cl − 〈Dm−1vm,um−1〉Cl) =

= W[u,v](n+ 1)−W[u,v](m).

Considerando un,vn como vetores-coluna, podemos reescrever o wronskiano

de u e v em n como

W[u,v](n) = utnDn−1vn−1 − vtnDn−1un−1. (2.10)

No caso de An, Bn serem sequências de matrizes l × l, aplicando o operador
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a cada coluna, temos um resultado análogo à Fórmula de Green; a saber,

n∑
k=m

AtkH(B)k −H(A)tkBk = W[A,B](n+ 1)−W[A,B](m), (2.11)

com

W[A,B](m) = (Atm−1Dm−1Bm − AtmDm−1Bm−1).

Lema 2.4. Seja H como na De�nição 2.1. Se u ∈ (Cl)Z é tal que Hu = zu para

algum z ∈ C, então

=[〈Dnun+1,un〉Cl ]−=[〈Dm−1um,um−1〉Cl ] = =[z]
n∑

k=m

‖uk‖2 .

Demonstração. Basta aplicar a fórmula de Green para u e ū. Como o operador é

simétrico, Hu = zu. O membro esquerdo da fórmula �ca∑n
k=m 〈(Hu)k,uk〉Cl − 〈(Hū)k, ūk〉Cl =

∑n
k=m 〈zuk,uk〉Cl − 〈z̄ūk, ūk〉Cl

=
∑n

k=m z 〈uk,uk〉Cl − z̄ 〈ūk, ūk〉Cl

=
∑n

k=m z 〈uk,uk〉Cl − z̄ 〈ūk, ūk〉Cl

=
∑n

k=m z 〈uk,uk〉Cl − z̄ 〈uk,uk〉Cl

=
∑n

k=m(z − z̄) 〈uk,uk〉Cl

=
∑n

k=m 2i=[z] ‖uk‖2 .

Já o membro direito se expressa como

W[u,ū](n+ 1)−W[u,ū](m) = (〈Dnun+1,un〉Cl − 〈Dnun,un+1〉Cl)

−(〈Dm−1um,um−1〉Cl − 〈Dm−1um−1,um〉Cl)

= 2i=[〈Dnun+1,un〉Cl ]− 2i=[〈Dm−1um,um−1〉Cl ].



24 Capítulo 2. O Operador de Jacobi em l2(Z;Cl)

Lema 2.5 (Constância do Wronskiano). Seja H como na De�nição 2.1. Se u, v ∈
(Cl)Z são tais que Hu = zu e Hv = zv para algum z ∈ C, então o Wronskiano

W[u,v](n) é constante.

Demonstração. Basta aplicar a fórmula de Green para u e v. Com efeito,

n∑
k=m

〈(Hu)k, v̄〉Cl − 〈(Hv)k, ūk〉Cl =
n∑

k=m

〈zuk, v̄k〉Cl − 〈zvk, ūk〉Cl = 0,

e portanto

W[u,v](n+ 1)−W[u,v](m) = 0.

Lema 2.6. Seja H como na De�nição 2.1. Se u, v, r, s ∈ (Cl)Z são tais que

Hu = zu, Hr = zr e Hv = xv, Hs = xs para algum z = x+ iy ∈ C, então

W[u−v,r̄−s̄](n+ 1)−W[u−v,r̄−s̄](m) = iy
n∑

k=m

2 〈uk, rk〉Cl − 〈uk, sk〉Cl − 〈vk, rk〉Cl .

Demonstração. Temos, para todo k ∈ Z, a identidade

〈(H(u− v))k, (r− s)k〉Cl − 〈(H(r̄− s̄))k, (ū− v̄)k〉Cl =

= 〈zuk − xvk, rk − sk〉Cl − 〈z̄r̄k − xs̄k, ūk − v̄k〉Cl =

= 〈zuk, rk〉Cl − 〈zuk, sk〉Cl + 〈xvk, sk〉Cl − 〈xvk, rk〉Cl

+ 〈z̄r̄k, v̄k〉Cl − 〈z̄r̄k, ūk〉Cl + 〈xs̄k, ūk〉Cl − 〈xs̄k, v̄k〉Cl .

Agora, somando ambos os membros da identidade anterior de m a n, temos∑n
k=m 〈(H(u− v))k, (r− s)k〉Cl − 〈(H(r̄− s̄))k, (ū− v̄)k〉Cl =

=
∑n

k=m 2yi 〈uk, rk〉Cl −
∑n

k=m yi 〈uk, sk〉Cl −
∑n

k=m yi 〈vk, rk〉Cl .
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O resultado é agora uma consequência da fórmula de Green.

Lema 2.7. Seja H como na De�nição 2.1. Se u, v ∈ (Cl)Z são tais que Hu = zu

e Hv = xv para algum z = x+ iy ∈ C, então

y
∑n

k=m 2 ‖uk‖2
Cl − 〈uk, vk〉Cl − 〈vk,uk〉Cl =

= 2= [〈Dn(u− v)n+1, (u− v)n〉Cl ]− 2= [〈Dm−1(u− v)m, (u− v)m−1〉Cl ] .

Demonstração. Basta aplicar o Lema 2.7, com r = u,v = s, e observar que

W[u−v,ū−v̄](n+ 1)−W[u−v,ū−v̄](m) = 〈Dn(u− v)n+1, (u− v)n〉Cl

−〈(Dnū− v̄)n+1, (ū− v̄)n〉Cl

−〈Dm−1(u− v)m, (u− v)m−1〉Cl

+ 〈(Dm−1ū− v̄)m, (ū− v̄)m−1〉Cl

= 2i= [〈Dn(u− v)n+1, (u− v)n〉Cl ]

−2i= [〈Dm−1(u− v)m, (u− v)m−1〉Cl ] .

Lema 2.8. Seja H como na De�nição 2.1. Se B,C ∈ (M(l,C))Z são tais que

HB = zB e HC = xC para algum z = x+ iy ∈ C, então

y
∑n

k=m 2B∗kBk −B∗kCk − C∗kBk = 2= [(B − C)tnDn(B − C)n+1]

−2=
[
(B − C)tm−1Dm−1(B − C)m

]
.

Demonstração. Basta aplicar o Lema 2.6 às colunas das matrizes B e C.
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2.4 Extensões Auto-adjuntas

Tanto o operador da De�nição 2.1 quanto o operador da De�nição 2.2 podem não

ser limitados, se os considerarmos como de�nidos em subconjuntos de l2(Z;Cl)

e l2(Z+;Cl) respectivamente, o que torna necessário determinar suas respectivas

extensões auto-adjuntas, caso existam. Observe que, em princípio, o operador H+

sequer é simétrico.

Lema 2.9. Seja H+ como na De�nição 2.2. Para xk,uk ∈ (Cl)N e n ∈ Z+, vale∑n
k=1 〈xk, (H+u)k〉Cl =

∑n
k=1 〈(H+x)k,uk〉Cl

+ (〈xn, Dnun+1〉Cl − 〈xn+1, Dnun〉Cl)

− (〈x0, D0u1〉Cl − 〈x1, D0u0〉Cl) .

Demonstração. Analogamente à identidade de Green, temos para todo k ∈ Z+

que

〈xk, (H+u)k〉Cl − 〈(H+x)k,uk〉Cl =

= 〈xk, Dkuk+1〉Cl + 〈xk, Dk−1uk−1〉Cl + 〈xk, Vkuk〉Cl

− (〈Dkxk+1,uk〉Cl + 〈Dk−1xk−1,uk〉Cl + 〈Vkxk,uk〉Cl) =

= (〈xk, Dkuk+1〉Cl − 〈Dk−1xk−1,uk〉Cl) + (〈xk, Dk−1uk−1〉Cl − 〈Dkxk+1,uk〉Cl) .

Somando ambos os membros da identidade acima de 1 a n, obtemos∑n
k=1 〈xk, (H+u)k〉Cl =

∑n
k=1 〈(H+x)k,uk〉Cl

+ (〈xn, Dnun+1〉Cl − 〈xn+1, Dnun〉Cl)

− (〈x0, D0u1〉Cl − 〈x1, D0u0〉Cl) .
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Portanto, para que o operador de�nido por H+ seja simétrico em um domínio

D ⊆ l2(Z+,Cl), é necessário que, para todos u,v ∈ D,

lim
n→∞

(〈xn, Dnun+1〉Cl − 〈xn+1, Dnun〉Cl) = (〈x0, D0u1〉Cl − 〈x1, D0u0〉Cl) . (2.12)

Podemos partir dos operadores6

H+
max : (H+

max)→ l2(Z+,Cl), (2.13)

H+
min : (H+

min)→ l2(Z+,Cl), (2.14)

em que (H+
max) é o conjunto

{u ∈ l2(Z+,Cl) | H+u ∈ l2(Z+,Cl)},

e (H+
min) é o conjunto

{x ∈ c00(Z+,Cl) | (〈x0, D0u1〉Cl − 〈x1, D0u0〉Cl) = 0,∀u ∈ l2(Z+,Cl)}.

Proposição 2.10. Os operadores H+
max e H+

min, de�nidos acima, satisfazem

(a) H+
max = (H+

min)∗;

(b) (H+
max)

∗ = H+
min.

Demonstração. (a):

Mostraremos primeiramente que (H+
max) ⊇ ((H+

min)∗). Devido à de�nição de

operador adjunto (De�nição B.2), ((H+
min)∗) é o conjunto

{x ∈ l2(Z+,Cl) | ∃y ∈ l2(Z+,Cl),
〈
x, H+

minu
〉

= 〈y,u〉 , ∀u ∈ (H+
min)}.

Supondo que x ∈ ((H+
min)∗), devemos mostrar que H+x ∈ l2(Z+,Cl). Pelo Lema

6Baseamo-nos nas abordagens de Teschl [2000], página 47 e Carmona & Lacroix [1990],
página 122.
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2.9, para todo u ∈ (H+
min) e todo n > 1,

∑n
k=1 〈(H+x)k,uk〉Cl =

∑n
k=1

〈
xk, (H

+
minu)k

〉
Cl

− (〈xn, Dnun+1〉Cl − 〈xn+1, Dnun〉Cl)

+ (〈x0, D0u1〉Cl − 〈x1, D0u0〉Cl) .

Tomando o limite em n e considerando y segundo a de�nição ((H+
min)∗),

∞∑
k=1

〈
(H+x)k,uk

〉
Cl =

〈
x, H+

minu
〉

= 〈y,u〉 .

Logo, como u é arbitrário, H+x ∈ l2(Z+,Cl) e portanto, x ∈ (H+
max).

Suponha agora que x ∈ (H+
max). Desejamos mostrar que, para todo u ∈

(H+
min),

〈
x, H+

minu
〉

= 〈H+
maxx,u〉. Novamente pelo Lema 2.9 e pela relação (2.12),

∞∑
k=1

〈
(H+

maxx)k,uk
〉
Cl =

∞∑
k=1

〈
xk, (H

+
minu)k

〉
Cl ,

e, consequentemente, x ∈ ((H+
min)∗). Logo, (H+

max) ⊆ ((H+
min)∗).

(b):

Como (H+
min)∗∗ = H+

min, o resultado se segue da alínea (a).

Suponha que a sequência (Dn)n satisfaça, para todo par u,v ∈ l2(N;Cl),

lim
n→∞

(〈vn, Dnun+1〉Cl − 〈vn+1, Dnun〉Cl) = 0 (2.15)

(basta, por exemplo, exigir que Dn seja limitado). Neste caso, a forma de fronteira

associada a H+
max (De�nição B.4) é dada por

Γ(u,v) =
∑∞

k=1 〈(H+
maxu)k, v̄k〉Cl − 〈(H+

maxv)k, ūk〉Cl

= − (〈v0, D0u1〉Cl − 〈v1, D0u0〉Cl) .
(2.16)

Ainda sob tais hipóteses, para determinarmos explicitamente as extensões
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auto-adjuntas de H+
min, necessitamos de uma tripla de fronteira (H, ρ1, ρ2) (veja a

De�nição B.5). Para tanto, de�na7 os subespaços

X := {x = u1 − iD0u0;u ∈ ((H+
min)∗)},

Y := {y = u1 + iD0u0;u ∈ ((H+
min)∗)},

e as aplicações ρ1, ρ2 : ((H+
min)∗)→ Cl, dadas por

ρ1(u) = u1 − iD0u0,

ρ2(u) = u1 + iD0u0.

Então, para u,v ∈ ((H+
min)∗),

〈ρ1(u), ρ1(v)〉Cl − 〈ρ2(u), ρ2(v)〉Cl = 〈u1 − iD0u0,v1 − iD0v0〉Cl

−〈u1 + iD0u0,v1 + iD0v0〉Cl

= 〈u1,v1〉Cl + 〈u1,−iD0v0〉Cl

+ 〈−iD0u0,v1〉Cl + 〈−iD0u0,−iD0v0〉Cl

−〈u1,v1〉Cl − 〈u1, iD0v0〉Cl

−〈iD0u0,v1〉Cl − 〈iD0u0, iD0v0〉Cl

= 2i 〈u1, D0v0〉Cl − 2i 〈D0u0,v1〉Cl

= 2iΓ(u,v),

onde Γ é a forma de fronteira dada por (2.16).

Portanto, (Cl, ρ1, ρ2) é uma tripla de fronteira. Além disto, os índices de

de�ciência do operador H+
min são iguais. De fato, sabe-se que, no caso geral de

7Seguimos a idéia do exemplo apresentado em de Oliveira [2009], página 181.
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operadores simétricos, os índices de de�ciência são constantes8 em cada semi-

plano de C. Como as matrizes do operador são reais, as auto soluções em z são

conjugadas às auto-soluções em z; logo, n−(H+
min) = n+(H+

min). Então, podemos

aplicar a Proposição B.6 e estabelecer os domínios cujas restrições de (H+
max)

∗ são

auto-adjuntas; tais conjuntos são obtidos através de aplicações unitárias U entre

X e Y tais que, para todo u ∈ (H+
min)∗,

ρ1(u) = Uρ2(u).

Assim, se (I + U) for invertível,

u1 − iD0u0 = Uu1 + iUD0u0,

ou seja,

(I− U)u1 = i(I + U)D0u0,

e portanto

i(I + U)−1(I− U)u1 = −D0u0.

O operador do membro esquerdo da identidade acima é a transformada de

Cayley da matriz U , e equivale a uma matriz auto-adjunta9. Assim, as exten-

sões auto-adjuntas do operador estão associadas às transformações auto-adjuntas

i(I + U)−1(I − U). Em particular, se Bu1 = −D0u0 e Bv1 = −D0v0 para uma

transformação auto-adjunta B, então

(〈v0, D0u1〉Cl − 〈v1, D0u0〉Cl) = (〈−Bv1,u1〉Cl − 〈v1,−Bu1〉Cl) = 0;

assim, a forma de fronteira se anula.

Sob tais hipóteses, temos então de�nidas as extensões auto-adjuntas do ope-

rador H+
min, caracterizadas por transformações auto-adjuntas em Cl. Podemos

8Weidmann [1980], página 230.
9de Oliveira [2009], página 183.
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representá-las como

HB
+u =



0 0 0 0 . . .

0 (V1 −B) D1 0 . . .

0 D1 V2 D2 . . .

0 0 D2 V3 . . .
...

...
...

...
. . .





u0

u1

u2

u3

...


, (2.17)

parametrizadas pelas transformações auto-adjuntas B. Em particular, no caso

B = 0, chamado de operador de Dirichlet, o domínio é caracterizado por u0 = 0.

Observe que o operador H, de�nido em

{x ∈ l2(Z,Cl) | Hx ∈ l2(Z,Cl)} (2.18)

pela lei (2.1), pode ser visto como uma perturbação de posto �nito da soma direta

dos operadores HB
+ e HB

− , de�nidos respectivamente em l2(Z+,Cl) e l2(Z−,Cl),

com B = 0.

Existem, no entanto, matrizes unitárias U que, apesar de (I + U) não ser

invertível, também caracterizam extensões do operador, de maneira que nem todas

as extensões são da forma (2.17). É o caso, por exemplo, de U = −I, denominado

operador de Neumann. Mais geralmente, se (I−U) é invertível, a condição ρ1(u) =

Uρ2(u) se torna

u1 = i(I− U)−1(I + U)D0u0,

de maneira que podemos escrever estas extensões como

HB
+u =



0 0 0 0 . . .

(D0 − V1BD0) 0 D1 0 . . .

−D1BD0 0 V2 D2 . . .

0 0 D2 V3 . . .
...

...
...

...
. . .





u0

u1

u2

u3

...


, (2.19)

em que B é novamente uma matriz auto-adjunta. Em particular, o operador de

Neumann equivale a B = 0, ou seja, u1 = 0.
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Os operadores H, de�nido em (2.18), e H+
min, de�nido como na Proposição

2.10, têm em princípio 2l graus de liberdade, no sentido de que seus índices de

de�ciência estão entre 0 e 2l. A hipótese de haver exatamente l soluções da equação

de auto-valores que sejam quadrado-somáveis em +∞ nos permitirá representar

o operador resolvente de uma maneira única. De modo mais geral, esta situação

equivale ao conceito de operador ponto limite em +∞:

De�nição 2.11 (Operador Ponto Limite). O operador H+
min é dito ponto limite

em +∞ se, para algum z ∈ C+, exatamente l soluções da equação H+
maxu = zu

são quadrado-somáveis em +∞.

A de�nição independe de z, pois o índice de de�ciência de H+
min independe

de z.

Em outras palavras, o operador é ponto limite se n−(H+
min) = n+(H+

min) = l.

O conceito e a denominação ponto limite se originaram na teoria dos círculos de

Weyl para o caso escalar, discutida no Capítulo 9 de Coddington & Levinson

[1955], por exemplo; neste caso n± ∈ {0, 1, 2}. Analisando a restrição do operador
a intervalos �nitos, para n± = 1, as parametrizações das soluções da equação de

autovalores (funções de Weyl-Titchmarsh), que formam um círculo no plano com-

plexo, convergem para um ponto em C quando os intervalos tendem à semirreta,

ponto este que caracteriza o operador resolvente. Se n± = 2, os círculos tendem a

um círculo no plano complexo, e o operador é classi�cado como círculo limite.

No Capítulo 9 de Atkinson [1964], no contexto de operadores de Sturm-

Liouville, há um estudo sobre a teoria dos círculos de Weyl para dimensões mai-

ores que utiliza aplicações lineares unitárias como parametrizações. No mesmo

contexto, essa teoria é exposta mais detalhadamente em Hinton & Shaw [1981],

em que os casos n± < l são relacionados ao posto da representação matricial do

operador resolvente.

Para o caso n± > l, não há uma representação matricial única do operador

resolvente. A situação n± = 2l, por sua vez, é análoga à classi�cação de círculo

limite no caso escalar (Shi [2004]).

A questão subsequente é determinar caracterizações, ou ao menos condições

su�cientes, que nos permitam classi�car um operador como ponto limite. No nosso

caso, a propriedade (2.15) é essencial para que as extensões sejam de�nidas desta
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maneira, forçando que o operador seja ponto limite, segundo a De�nição 2.11. Por

exemplo, determinam-se em Chen & Shi [2004] resultados desta natureza para um

operador escalar semelhante ao caso do operador de Jacobi. Em um âmbito mais

geral, há trabalhos como Atkinson [1981] e Everitt et al. [1986] que tratam de

operadores de Sturm-Liouville. Em dimensão maior, podemos citar Pleijel [1969],

Braeutigam [2017] e Qi & Chen [2004].

Especi�camente em Allahverdiev [2003], há um estudo sobre as extensões

auto-adjuntas para um caso mais restrito do que o caso ponto limite. Nesse tra-

balho, o ponto de partida é uma das extensões do tipo (2.17), e portanto o índice

de de�ciência assume valores entre 0 e l, diferentemente do operador H+
min. Neste

contexto, o operador é dito indeterminado se o índice de de�ciência é máximo,

ou seja, l e nos trabalhos Kostyuchenko & Mirzoev [1998], Kostyuchenko & Mir-

zoev [1999] e Kostyuchenko & Mirzoev [2001] existem caracterizações para o caso

indeterminado.

Não buscaremos apresentar uma caracterização para o conceito de ponto

limite; apenas assumiremos10, de agora em diante, as condições que nos permitiram

de�nir as extensões (2.17) e (2.19), em especial a propriedade (2.15), que pode ser

interpretada como uma 'condição de contorno' em +∞. Para o operador de Jacobi

escalar, há uma condição su�ciente para o caso ponto limite (Teschl [2000], página

49). Podemos estendê-la para o caso a valores matriciais.

Proposição 2.12. Se o operador H+, como na De�nição 2.2, satisfaz

∞∑
k=0

1

‖Dk‖
=∞, (2.20)

então H+
min é ponto limite em +∞.

Demonstração. Demonstraremos inicialmente que n+(H+
min) ≥ l. Se =[z] > 0, o

operador (H+
min − z)−1 está de�nido e é limitado. Considerando (assim como o

argumento apresentado em Carmona & Lacroix [1990], página 124) uma base de

10Por exemplo, Gesztesy et al. [2002] assume apenas que as matrizes Dn e Vn são uniforme-
mente limitadas.
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vetores canônicos {e1,1, e1,2, . . . e1,l} (vide (3.7)), o sistema

{(H+
min − z)−1e1,1, (H

+
min − z)−1e1,2, . . . (H

+
min − z)−1e1,l}

é linearmente independente, sendo cada um de seus elementos quadrado-somável

em +∞ (recorde que {e1,k}lk=1 é uma base espectral, segundo a De�nição B.18).

Desse modo, concluímos que n+(H+
min) ≥ l.

Agora, supondo por absurdo que n+(H+
min) > l, para z ∈ C �xado, existem

auto-soluções u,v ∈ l2(Z+,Cl) linearmente independentes e uma constante C 6= 0

tais que W[u,v](1) 6= C. Pela constância do Wronskiano, para todo k > 0,

W[u,v](k) = 〈Dk−1uk, v̄k−1〉Cl − 〈Dk−1vk,uk−1〉Cl = C,

ou seja,
|C|
‖Dk−1‖

≤ (‖uk‖ ‖vk−1‖+ ‖vk‖ ‖uk−1‖) .

Somando ambos o membros da desigualdade acima de 1 a n e utilizando a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos∑n
k=1

|C|
‖Dk−1‖

≤
∑n

k=1 ‖uk‖ ‖vk−1‖+
∑n

k=1 ‖vk‖ ‖uk−1‖

≤
√(∑n

k=1 ‖uk‖
2) (∑n

k=1 ‖vk−1‖2)
+
√(∑n

k=1 ‖vk‖
2) (∑n

k=1 ‖uk−1‖2)
≤

√(∑n+1
k=0 ‖uk‖

2) (∑n+1
k=0 ‖vk‖

2)
+
√(∑n+1

k=0 ‖vk‖
2) (∑n+1

k=0 ‖uk‖
2)

= 2
√(∑n+1

k=0 ‖uk‖
2) (∑n+1

k=0 ‖vk‖
2).
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Desta maneira, tomando o limite n→∞ em ambos os membros, temos que

|C|
2

∞∑
k=0

1

‖Dk‖
≤ ‖u‖ ‖v‖ <∞.

Um absurdo. Logo, necessariamente n+(H+
min) ≤ l.





Capítulo 3

O Operador Resolvente

Tradicionalmente, as propriedades espectrais de um operador auto-adjunto são

determinadas pelo comportamento de 'fronteira' do respectivo operador resolvente,

isto é, o comportamento para z = x + iy ∈ C no limite de y ↓ 0. Com efeito,

com a fórmula de inversão de Stieltjes e o Teorema Espectral, podemos obter a

medida espectral do operador de Dirichlet, de�nido a partir de (2.17) e satisfazendo

em (H+
max), domínio do operador (2.13), a condição u0 = 0, sendo representado

matricialmente como

Hφ
+u =



0 0 0 0 . . .

0 V1 D1 0 . . .

0 D1 V2 D2 . . .

0 0 D2 V3 . . .
...

...
...

...
. . .





u0

u1

u2

u3

...


. (3.1)

Para tanto, �xado z no conjunto resolvente de Hφ
+, é necessário escrever o

operador resolvente em sua forma integral a partir da função de Green (a valores

matriciais), que será parametrizada pelas soluções da equação de autovalores em

z.

37
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3.1 Função M de Weyl-Titchmarsh

Inicialmente, parametrizaremos as auto-soluções quadrado-somáveis em função

das condições iniciais. Esta parametrização é conhecida como Função de Weyl-

Titchmarsh.

Se H+ é um operador segundo a De�nição 2.2, �xado z ∈ C \ R, sabemos

que no caso ponto limite (De�nição 2.11) o conjunto de auto-soluções quadrado

somáveis da equação H+u = zu em (Cl)Z+ , denotado por

J+(z) := {u ∈ (Cl)Z+ | H+u = zu,
∞∑
n=1

‖un‖2 <∞},

é um subespaço de dimensão l.

De�nição 3.1 (Soluções de Jost). Seja H como na De�nição 2.1 e ponto limite

em +∞. Para z ∈ C \R, existe uma única sequência (F
(+)
n )n de matrizes l× l tal

que

(a) DnF
(+)
n+1 +Dn−1F

(+)
n−1 + VnF

(+)
n = zF

(+)
n ,

(b) F
(+)
0 = I,

(c)
∑∞

n=0

∥∥∥F (+)
n

∥∥∥2

<∞.

Cada coluna da matriz é uma solução da equação de autovalores tendo como

condição inicial um vetor canônico. Cada uma destas l soluções é chamada solução

de Jost.

As soluções quadrado-somáveis em +∞, que formam as matrizes (F
(+)
n )n,

constituem uma base para J+(z). Também podemos de�nir, de maneira inteira-

mente análoga, a sequência de matrizes (F
(−)
n )n, formadas por soluções da equação

de autovalores de H satisfazendo

−∞∑
n=0

∥∥F (−)
n

∥∥2
<∞,
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de tal modo a constituírem uma base de J−(z), o espaço das soluções quadrado-

somáveis em −∞. Apresentaremos a seguir uma maneira conveniente de parame-

trizar os espaços J±(z).

De�nição 3.2 (Matriz M de Weyl-Titchmarsh). Sejam z ∈ C \ R e
(
F

(+)
n

)
n
,(

F
(−)
n

)
n
como na De�nição 3.1. De�nimos as funções (a valores matriciais) Mφ

±

de Weyl-Titchmarsh, associadas aos operadores Hφ
± dados por (3.1), como

Mφ
± = −F (±)

±1 D
−1
0 .

A escolha desta parametrização se justi�ca principalmente por corresponder

à transformada de Borel das medidas espectrais dos operadores Hφ
±, respectiva-

mente (vide Seção 3.3), mas também por conveniência para alguns cálculos ne-

cessários (vide Seção 6.4). Necessitamos estabelecer uma relação entre a matriz

Weyl-Titchmarsh e as soluções de Jost, da mesma forma que a Proposição 2.3 em

Kotani & Simon [1988]:

Proposição 3.3. Sejam z ∈ C\R,
(
F

(+)
n

)
n
como na De�nição 3.1 e Mφ

+ a matriz

de Weyl-Titchmarsh correspondente. Então,

(a) (Mφ
+)t = Mφ

+;

(b) D0=[Mφ
+]D0 = =[z]

∑∞
k=1 F

(+)
k
∗F

(+)
k .

Demonstração. Para simpli�car a notação, omitiremos o índice (+).

(a) Da fórmula de Green (equação (2.11)), com Ak = Bk = Fk, segue-se a

existência de uma constante C tal que, para todo n ∈ Z+,

W[F,F ](n) = (F t
n−1Dn−1Fn − F t

nDn−1Fn−1).

Da propriedade (c) da De�nição 3.1, segue-se que

lim
n→∞

W[F,F ](n) = 0,

e assim C = 0; em particular,

(D0F0)tF1 − (D0F1)tF0 = 0.
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Como F0 = I e D0 = Dt
0, temos que D0F1 = D0M

φD0 é simétrica; agora, como

D0 é simétrica, segue-se que Mφ também o é.

(b) Novamente utilizando a equação (2.11) com Ak = F k, Bk = Fk e m = 1,

tomando o limite n→∞, segue-se que

(D0F 0)tF1 − (D0F 1)tF0 = =[z]
∞∑
k=1

F ∗kFk

(note que a relação (2.15) é satisfeita, por hipótese), e portanto o resultado.

3.2 O Núcleo Integral do Operador Resolvente

Nesta seção de�niremos a função de Green associada ao operador de Dirichlet Hφ,

dado por (3.1). Omitiremos o índice (+) a partir de agora, a �m de tornar a

notação menos carregada.

De�nição 3.4 (Soluções de Neumann e Dirichlet). Sejam ψ, φ sequências de so-

luções matriciais da equação de autovalores (2.4) para z ∈ C, que satisfazem as

condições iniciais {
ψ0 = I,
ψ1 = 0,

{
φ0 = 0,

φ1 = I.

Tais soluções são denominadas soluções de Neumann e de Dirichlet, respectiva-

mente.

Podemos exprimir as soluções de Jost em termos destas soluções como

F (+)
n = ψn − φnMφ

+D0. (3.2)

De fato, esta identidade segue do fato de que ambos os membros de (3.2) coincidem

nos sítios 0 e 1 e são soluções da mesma equação de autovalores.

Também a partir destas soluções, podemos exprimir de maneira conveniente

as matrizes de transferência dadas por (2.6); a saber, para todo n ∈ N,[
φn+1 ψn+1

φn ψn

]
= An(z)

[
φ1 ψ1

φ0 ψ0

]
, (3.3)
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mais geralmente, para n ≥ m ≥ 0,[
φn+1 ψn+1

φn ψn

]
= Am,n(z)

[
φm+1 ψm+1

φm ψm

]
.

Se optarmos pelas matrizes de transferência simpléticas, tal relação se torna, para

todos n ≥ m ≥ 0,[
φn+1 ψn+1

Dnφn Dnψn

]
= Am,n(x)

[
φm+1 ψm+1

Dmφm Dmψm

]
. (3.4)

Lema 3.5. Sejam H como na De�nição 2.1, e ψ, φ as soluções de Neumann e de

Dirichlet, respectivamente, da equação de autovalores correspondente. Então, para

todo n ∈ Z+,

(a) ψnD
−1
0 φtn − φnD−1

0 ψtn = 0;

(b) ψnD
−1
0 φtn+1 − φnD−1

0 ψtn+1 = D−1
n ;

(c) ψn+1D
−1
0 φtn − φn+1D

−1
0 ψtn = −D−1

n .

Demonstração. Aplicando a constância do Wronskiano, por meio da equação

(2.11), sobre os pares (ψ, ψ), (ψ, φ), (φ, ψ) e (φ, φ), temos para todo n ∈ Z+, o

sistema de equações 

ψtnDnψn+1 − ψtn+1Dnψn = 0,

ψtnDnφn+1 − ψtn+1Dnφn = D0,

φtnDnψn+1 − φtn+1Dnψn = −D0,

φtnDnφn+1 − φtn+1Dnφn = 0,

que pode ser escrito na forma matricial como[
ψtn ψtn+1

φtn φtn+1

][
Dn 0

0 Dn

]
J

[
ψn φn

ψn+1 φn+1

]
= J

[
D0 0

0 D0

]
, (3.5)
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com

J =

[
0 I
−I 0

]
.

Sabemos que J−1 = −J e que[
D0 0

0 D0

]−1

=

[
D−1

0 0

0 D−1
0

]
.

Logo, multiplicado à esquerda os dois lados da identidade (3.5) por estas

duas inversas, obtemos([
D−1

0 0

0 D−1
0

]
J−1

[
ψtn ψtn+1

φtn φtn+1

][
Dn 0

0 Dn

]
J

)([
ψn φn

ψn+1 φn+1

])
=

[
I 0

0 I

]
.

Assim, como as matrizes comutam,([
ψn φn

ψn+1 φn+1

])([
D−1

0 0

0 D−1
0

]
J−1

[
ψtn ψtn+1

φtn φtn+1

][
Dn 0

0 Dn

]
J

)
=

[
I 0

0 I

]
.

Rearranjando os termos:[
ψn φn

ψn+1 φn+1

][
D−1

0 0

0 D−1
0

]
J

[
ψtn ψtn+1

φtn φtn+1

]
= J

[
D−1
n 0

0 D−1
n

]
,

equação esta que por sua vez pode ser reescrita como

ψnD
−1
0 φtn − φnD−1

0 ψtn = 0,

ψnD
−1
0 φtn+1 − φnD−1

0 ψtn+1 = D−1
n ,

ψn+1D
−1
0 φtn − φn+1D

−1
0 ψtn = −D−1

n ,

ψn+1D
−1
0 φtn+1 − φn+1D

−1
0 ψtn+1 = 0.
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Lema 3.6. Sejam H como na De�nição 2.1, F e φ as soluções de Jost em +∞ e

de Dirichlet para z ∈ C \ R, respectivamente. Então, para todo n ∈ Z+,

(a) FnD
−1
0 φtn − φnD−1

0 F t
n = 0.

(b) FnD
−1
0 φtn+1 − φnD−1

0 F t
n+1 = D−1

n .

(c) Fn+1D
−1
0 φtn − φn+1D

−1
0 F t

n = −D−1
n .

Demonstração. Basta substituir na equação (3.2) as equações do Lema anterior.

Proposição 3.7. Para Hφ, dado por (3.1), de�na para p, q ∈ Z+,

Gφ(p, q; z) =


−φp(z)D−1

0 F t
q (z), p ≤ q,

−Fp(z)D−1
0 φtq(z), p > q,

em que F e φ são, respectivamente, as soluções de Jost em +∞ e de Dirichlet para

z ∈ C \ R. Então, para todo u ∈ l2(Z+,Cl),∑
q

Gφ(p, q; z)uq = ((Hφ − z)−1u)p; (3.6)

em outras palavras, Gφ é a função de Green associada ao operador Hφ.

Demonstração. Segue-se do fato das matrizes Fn serem quadrado-somáveis que se

u ∈ l2(Z+ ,Cl), então (∑
q

Gφ(p, q; z)uq

)
p∈Z+

∈ l2(Z+,Cl).

Demonstraremos que

(Hφ − z)

(∑
q

Gφ(p, q; z)uq

)
p∈Z+

= (up)p∈Z+ .
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Por de�nição, omitindo a dependência de z em Gφ(p, q; z),

(Hφ − z)
(∑

q G
φ(p, q)uq

)
p∈Z+

=
(∑

qDpG
φ(p+ 1, q)uq

)
p∈Z+

+
(∑

qDp−1G
φ(p− 1, q)uq

)
p∈Z+

+
(∑

q(Vp − z)Gφ(p, q)uq

)
p∈Z+

.

Fixado p, temos de separar os casos. Para q < p− 1,

DpG
φ(p+ 1, q)uq +Dp−1G

φ(p− 1, q)uq + (Vp − z)Gφ(p, q)uq =

= −DpFp+1D
−1
0 φtquq −Dp−1Fp−1D

−1
0 φtquq − (Vp − z)FpD

−1
0 φtquq =

= − [DpFp+1 +Dp−1Fp−1 + (Vp − z)Fp]D
−1
0 φtquq =

= − [0]D−1
0 φtquq =

= 0.

Para q = p− 1,

DpG
φ(p+ 1, q)uq +Dp−1G

φ(p− 1, q)uq + (Vp − z)Gφ(p, q)uq =

= −DpFp+1D
−1
0 φtquq −Dp−1φp−1D

−1
0 F t

quq − (Vp − z)FpD
−1
0 φtquq =

= −DpFp+1D
−1
0 φtquq −Dp−1Fp−1D

−1
0 φtquq − (Vp − z)FpD

−1
0 φtquq =

= − [DpFp+1 +Dp−1Fp−1 + (Vp − z)Fp]D
−1
0 φtquq =

= − [0]D−1
0 ψtquq =

= 0,
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onde usamos o Lema 3.6 (a) na segunda igualdade. Para q = p,

DqG
φ(q + 1, q)uq +Dq−1G

φ(q − 1, q)uq + (Vq − z)Gφ(q, q)uq =

= −DqFq+1D
−1
0 φtquq −Dq−1φq−1D

−1
0 F t

quq − (Vq − z)φqD
−1
0 F t

quq =

= −(Dqφq+1D
−1
0 F t

q − I)uq −Dq−1φq−1D
−1
0 F t

quq − (Vq − z)φqD
−1
0 F t

quq =

= − [Dqφq+1 +Dq−1φq−1 + (Vq − z)φq]D
−1
0 F t

quq + uq =

= − [0]D−1
0 F t

quq + uq =

= uq,

onde, na segunda igualdade, utilizamos o Lema 3.6 (c). Para q ≥ p+ 1,

DpG
φ(p+ 1, q)uq +Dp−1G

φ(p− 1, q)uq + (Vp − z)Gφ(p, q)uq =

= −Dpφp+1D
−1
0 F t

quq −Dp−1φp−1D
−1
0 F t

quq − (Vp − z)φpD
−1
0 F t

quq =

= − [Dpφp+1 +Dp−1φp−1 − (Vp − z)φp]D
−1
0 F t

quq =

= − [0]D−1
0 F t

quq =

= 0.

3.3 Suportes Espectrais

A função de Green Gφ(p, q; z) de�nida em C+, para p, q �xados, é uma função de

Herglotz (De�nição D.1) e, portanto, segue-se da Proposição D.2 que

lim
y↓0

Gφ(p, q;x± iy)
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existe para Lebesgue quase todo x. Mais ainda, pelo Teorema Espectral (Propo-

sição B.12), temos que, para todo u ∈ l2(Z+,Cl),

〈
(Hφ − z)−1u,u

〉
=

∫
1

x− z
dµu(x).

Se tomarmos os l vetores canônicos (e1,k)k=1,...l em (Cl)Z+ , dados por

(e1,k)n,j =


1, se n = 1, j = k,

0, caso contrário ,

(3.7)

segue-se da identidade (3.6) e da fórmula de inversão de Stieltjes (Proposição D.4)

que as medidas espectrais dµe1,k(x) são obtidas como o limite, quando y ↓ 0, da

parte imaginária dos elementos diagonais da matriz Q := Gφ(1, 1;x+ iy).

Como os vetores (e1,k)k=1,...l formam uma base espectral para Hφ (De�nição

B.18), denomina-se medida espectral do operador Hφ a matriz (dµe1,i,e1,j)1≤i,j≤l.

Proposição 3.8 (Suporte Minimal para a Componente Absolutamente Contínua).

Sejam Hφ, dado por (3.1), Mφ
+ a matriz de Weyl-Titchmarsh associada, de�nida

por (3.2), e 1 ≤ j ≤ l. Então, o conjunto

Σφ
ac,j := {x ∈ R;∃ lim

y↓0
Mφ

+(x+ iy), [lim
y↓0
=[Mφ

+(x+ iy)]] = j}

é um suporte minimal (vide De�nição D.8) para a componente absolutamente con-

tínua de multiplicidade j da medida espectral (De�nição B.19), e o conjunto

Σφ
ac :=

l⋃
j=1

Σφ
ac,j

é um suporte minimal para a componente absolutamente contínua. Além disso, o

conjunto

Σφ
s := {x ∈ R; lim

y↓0
=[[Mφ

+(x+ iy)]] =∞}

é um suporte minimal para a componente singular.
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Demonstração. Por de�nição,

Gφ(1, 1; z) = −φ1D
−1
0 F t

1 = D−1
0 Dt

0(Mφ
+)t = Mφ

+. (3.8)

Desta maneira, Σac,r e Σc são os suportes dados pela Proposição D.10, considerando

Gφ(1, 1; z) como uma função Herglotz a valores matriciais.

Necessitamos analisar, como veremos adiante, a relação entre as medidas

espectrais de operadores que diferem entre si por um operador de posto �nito.

Com efeito, podemos relacionar as extensões (2.17) e (2.19) por perturbações deste

tipo. Por exemplo, se H+
B e H+

C são operadores da forma (2.17), então

H+
B −H

+
C = (C −B)

(
l∑

j=1

〈., e1,j〉 e1,j

)
. (3.9)

Caso H+
B e H+

C sejam da forma (2.19), então

H+
B −H

+
C = V1(C −B)D0

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e1,j

)
+D1(C −B)D0

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e2,j

)
.

(3.10)

Mais ainda, se H+
B é da forma (2.17) e H+

C é da forma (2.19), então

H+
B −H

+
C = (V1 −B)

(∑l
j=1 〈., e1,j〉 e1,j

)
+D1

(∑l
j=1 〈., e1,j〉 e2,j

)
+(V1CD0 −D0)

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e1,j

)
+(D1CD0)

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e2,j

)
.

(3.11)

Mais especi�camente, será necessário (como discutido nos Capítulos 5 e 6)

relacionar suportes minimais das componentes absolutamente contínuas de mul-

tiplicidades arbitrárias das medidas espectrais associadas aos operadores de Diri-

chlet, dado por (3.1), e de Neumann, de�nido a partir de (2.17) com a condição



48 Capítulo 3. O Operador Resolvente

u1 = 0, e representado como

Hψu =



0 0 0 0 . . .

D0 0 D1 0 . . .

0 0 V2 D2 . . .

0 0 D2 V3 . . .
...

...
...

...
. . .





u0

u1

u2

u3

...


. (3.12)

Estes operadores satisfazem a relação

Hφ = Hψ +V1

(
l∑

j=1

〈., e1,j〉 e1,j

)
+D1

(
l∑

j=1

〈., e1,j〉 e2,j

)
−D0

(
l∑

j=1

〈., e2,j〉 e0,j

)
.

A saber, perturbações de posto �nito preservam cada componente absolu-

tamente contínua do espectro com a respectiva multiplicidade. O caminho mais

direto para se demonstrar este fato é apelar ao Teorema de Kato-Rosenblum, assim

como em Kotani & Simon [1988].

Proposição 3.9. Sejam Hφ e Hψ, dados por (3.1) e (3.12), respectivamente.

Então, para 1 ≤ j ≤ l, σac,j(Hφ) = σac,j(H
ψ).

Demonstração. Considere {e2,1, e2,2, . . . , e2,l} como uma base espectral (De�nição

B.18) para Hφ e Hψ. Considere ainda, para 1 ≤ k ≤ l , os operadores Hφ
k , H

ψ
k

dados pelas restrições ao subespaço gerado por e2,k.

Uma vez que, para cada k, Hφ
k é uma perturbação de posto �nito de Hψ

k , os

operadores Hφ
k , H

ψ
k tem o mesmo espectro absolutamente contínuo, pelo Teorema

de Kato-Rosenblum (Proposição B.21). Logo, �xado j, σφac,j = σψac,j (De�nição

B.19).

Também desejamos relacionar os operadores Hφ
+, H

φ
−, de�nidos em Z+ e Z−,
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respectivamente, e H, de�nido em Z; a saber

H =
(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
+ V0

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e0,j

)
+D0

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e1,j

)
+D0

(∑l
j=1 〈., e1,j〉 e0,j

)
+D−1

(∑l
j=1 〈., e0,j〉 e−1,j

)
+D−1

(∑l
j=1 〈., e−1,j〉 e0,j

)
.

Proposição 3.10. Sejam H, como na De�nição 2.1, de�nido em l2(Z,Cl), Hφ
+,

dado por (3.1), de�nido em l2(Z+,Cl), e Hφ
− seu análogo de�nido em l2(Z−,Cl).

Então, para 1 ≤ j ≤ 2l, σac,j (H) = σac,j

(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
.

Demonstração. Considere {e1,1, e1,2, . . . , e1,l, e−1,1, e−1,2, . . . , e−1,l} como uma base

espectral (De�nição B.18) para H e
(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
. Para 1 ≤ k ≤ l e m = −1, 1, se-

jam os operadoresHm,k e
(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
m,k

dados pelas restrições deH e
(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
ao subespaço gerado por em,k.

Uma vez que
(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
m,k

é uma perturbação de posto �nito de Hm,k, no-

vamente pelo Teorema de Kato-Rosenblum, os espectros absolutamente contínuos

de Hm,k e
(
Hφ

+ ⊕H
φ
−

)
m,k

coincidem.





Capítulo 4

Comportamento Assintótico de

Auto-soluções

Uma das maneiras possíveis de estudar as medidas espectrais associadas a um ope-

rador é a partir da análise do comportamento assintótico das soluções da equação

de autovalores.

No contexto de operadores de Schrödinger escalares, e mais geralmente ope-

radores de Sturm-Liouville, tal análise é realizada de forma bem sucedida pela

teoria de subordinação, desenvolvida em Khan & Gilbert [1992] e Pearson & Gil-

bert [1987]. Porém, a informação fornecida por esta abordagem pode ser obtida,

quase integralmente, a partir de uma desigualdade apresentada em Jitomirskaya

& Last [1999], que é um caminho mais curto para a análise do comportamento das

soluções.

O conceito de solução subordinada surgiu primeiramente em Gilbert [1984],

tese de Gilbert, seguida pela publicação de diversos trabalhos da mesma autora

adaptando a teoria a casos especí�cos de operadores de Schrödinger.

Segundo Pearson & Gilbert [1987], a motivação do conceito tem origem nos

trabalhos Hartman & Wintner [1949a], Hartman & Wintner [1947] e Hartman

& Wintner [1949b], nos quais são analisadas as relações entre a proporção de

crescimento das auto-soluções e propriedades espectrais do operador.

A ideia inicial, uma vez que tais trabalhos tratam do caso escalar, é estudar

51
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diretamente o limite

lim
n→∞

|un|
|vn|

da razão de duas auto-soluções linearmente independentes. No entanto, este quo-

ciente pode ser um fator problemático caso alguma das auto-soluções se anule em

uma in�nidade de pontos. Por este motivo, esses trabalhos tratam de sistemas

não-oscilatórios1 de equações diferenciais.

A transição para o conceito de solução subordinada permite, entre outros

benefícios, contornar esta di�culdade. No caso escalar, uma solução da equação

de autovalores u é dita subordinada em +∞ se,

lim
n→∞

∑n
k=1 |uk|∑n
k=1 |vk|

= 0 (4.1)

para toda v linearmente independente de u que satisfaz a mesma equação de auto-

valores. A relação desta propriedade com a medida espectral se manifesta através

dos seguintes conjuntos

Bac := {x ∈ R; não há solução subordinada},
Bsc := {x ∈ R; há solução subordinada, que satisfaz condição de con-

torno na origem, mas que não pertence a l2(Z+;Cl)},
Bp := {x ∈ R; há solução subordinada quadrado-somável, que satisfaz

condição de contorno na origem},

que caracterizam suportes minimais (De�nição D.8) para as componentes abso-

lutamente contínua, singular-contínua e puramente pontual da medida espectral

do operador de Schrödinger escalar de�nido em [0,∞) (Pearson & Gilbert [1987],

página 53).

No caso escalar, há apenas duas auto-soluções linearmente independentes,

logo, para determinar se uma solução é subordinada, basta veri�car a propriedade

(4.1) para uma auto-solução linearmente independente. Ao tentar de�nir o conceito

de solução subordinada no caso de uma dimensão maior surge uma di�culdade

inerente à estrutura do operador, pois uma auto-função u pode, por exemplo,

1Para mais detalhes, veja Hartman & Wintner [1949a], página 638 e Hartman [2002], página
355.
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satisfazer a propriedade (4.1) para toda autofunção v em um subespaço próprio,

mas não em relação a todas as demais soluções da equação de autovalores.

Nossa pretensão inicial, em relação à teoria de subordinação, era obter a uma

teoria equivalente à teoria originalmente desenvolvida para operadores de Sturm-

Liouville escalares. Não chegamos a cumprir completamente nosso plano, uma

vez que o caminho que adotamos foi buscar uma generalização da desigualdade

de Jitomirskaya-Last2, e os resultados a que chegamos não possibilitaram uma ca-

racterização idêntica. Isto se deve, entre outros fatores, ao aparecimento de um

novo termo na desigualdade (Proposição 4.3), que se relaciona à proporção do

crescimento das normas de auto-soluções com mesma condição inicial. A desigual-

dade que obtivemos, todavia, se mostrou su�ciente para demonstrarmos, na Seção

5.2, os resultados que se referem a uma caracterização de um suporte minimal da

componente absolutamente contínua de multiplicidade total da medida espectral.

Ressaltamos também o fato dos suportes para as componentes espectrais de-

�nidos na Proposição 3.8 se basearem no posto da matriz =[Mφ] (De�nição 3.2),

associada às medidas espectrais. Portanto, a �m de relacionarmos completamente

tais suportes com o comportamento das auto-soluções, devemos lidar com os valo-

res singulares da matriz =[Mφ] isoladamente. A desigualdade de Jitomirskaya-Last

envolve a matriz Mφ e não a matriz =[Mφ] e, em princípio, não sabemos como se

relacionam, entre si, os seus valores singulares, com exceção dos maiores.

Apesar da aparente impossibilidade de estender o conceito de solução su-

bordinada a esta situação, ainda podemos prosseguir na proposta de relacionar o

comportamento assintótico das auto-soluções com a medida espectral.

Precisaremos, como veremos no Capítulo 5, considerar não somente a norma

das matrizes formadas por auto-soluções, mas também os valores singulares isola-

damente.

De�nição 4.1 (Norma Truncada). Sejam L > 1, e (Bn)n ∈ (M(l,C))N uma

sequência de matrizes. De�nimos a chamada norma truncada em L da sequência

como

‖B‖L :=

 bLc∑
n=1

‖Bn‖2 + (L− bLc)
∥∥BbLc+1

∥∥2

 1
2

,

2Jitomirskaya & Last [1999], página 174.
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e os valores singulares (De�nição C.2) truncados L como

sk [B]L :=

 bLc∑
n=1

s2
k [Bn] + (L− bLc)s2

k

[
BbLc+1

] 1
2

.

Podemos veri�car que, de fato, a norma truncada é uma norma. Para de-

monstrarmos a desigualdade triangular, observamos que

‖A+B‖L =

=
(∑bLc

n=1 ‖An +Bn‖2 + (L− bLc)
∥∥AbLc+1 +BbLc+1

∥∥2
) 1

2
=

=

(∑bLc
n=1 ‖An +Bn‖2 +

∥∥∥(L− bLc) 1
2AbLc+1 + (L− bLc) 1

2BbLc+1

∥∥∥2
) 1

2

,

e, utilizando a desigualdade triangular para sequências de tamanho bLc,

‖A+B‖L ≤
(∑bLc

n=1 ‖An‖
2 +

∥∥∥(L− bLc) 1
2AbLc+1

∥∥∥) 1
2

+
(∑bLc

n=1 ‖Bn‖2 +
∥∥∥(L− bLc) 1

2BbLc+1

∥∥∥) 1
2

=
(∑bLc

n=1 ‖An‖
2 + (L− bLc)

∥∥AbLc+1

∥∥) 1
2

+
(∑bLc

n=1 ‖Bn‖2 + (L− bLc)
∥∥BbLc+1

∥∥) 1
2

;

assim,

‖A+B‖L ≤ ‖A‖L + ‖B‖L .

Nosso objetivo é relacionar, para L ∈ N e z = x + iy ∈ C+ �xados, as

normas truncadas das matrizes formadas pelas soluções de Jost em z e as matrizes

formadas pelas soluções de Neumann e Dirichlet em x. A ideia, extraída de Khan

& Gilbert [1992] e Jitomirskaya & Last [1999], é utilizar uma fórmula de variação

de parâmetros.
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Lema 4.2. Sejam, para z = x+ iy ∈ C+, as matrizes (Fn)n, segundo a De�nição

3.1, e ψn, φn as soluções de Neumann e Dirichlet (De�nição 3.4) em x. Então,

para todo n ∈ N,

Fn(z) = ψn(x)− φn(x)Mφ(z)D0

−iyψn(x)
∑n

k=1D
−1
0 φtk(x)Fk(z)

+iyφn(x)
∑n

k=1D
−1
0 ψtk(x)Fk(z),

em que Mφ é segundo a De�nição 3.2.

Observe que o membro direito não está de�nido para n = 0, mas sabemos

pela De�nição 3.1 que F0(z) = I.

Demonstração. Omitiremos a dependência das funções em x e z para não carre-

garmos a notação. De�na

Bn := ψn − φnMφD0 − iyψn
n∑
k=1

D−1
0 φtkFk + iyφn

n∑
k=1

D−1
0 ψtkFk,

com B0 := I. Mostraremos que Bn, assim de�nida, satisfaz, da mesma maneira

que Fn, a equação de autovalores para z. Primeiramente calcularemos cada termo

isoladamente: DnBn+1, Dn−1Bn−1 e (Vn−x)Bn. Para o termo DnBn+1, temos que

DnBn+1 = Dn

(
ψn+1 − φn+1M

φD0

)
−
(
iyDnψn+1

∑n+1
k=1 D

−1
0 φtkFk

)
+
(
iyDnφn+1

∑n+1
k=1 D

−1
0 ψtkFk

)
.

Podemos reescrever as duas últimas parcelas como

−iyDnψn+1

∑n+1
k=1 D

−1
0 φtkFk = −iyDnψn+1D

−1
0 φtn+1Fn+1 − iyDnψn+1D

−1
0 φtnFn

−iyDnψn+1

∑n−1
k=1 D

−1
0 φtkFk
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e

iyDnφn+1

∑n+1
k=1 D

−1
0 ψtkFk = iyDnφn+1D

−1
0 ψtn+1Fn+1 + iyDnφn+1D

−1
0 ψtnFn

+iyDnφn+1

∑n−1
k=1 D

−1
0 ψtkFk.

Para o termo Dn−1Bn−1,

Dn−1Bn−1 = Dn−1ψn−1 −Dn−1φn−1M
φD0

−iyDn−1ψn−1

∑n−1
k=1 D

−1
0 φtkFk

+iyDn−1φn−1

∑n−1
k=1 D

−1
0 ψtkFk.

Por �m,
(Vn − x)Bn =

(
(Vn − x)ψn − (Vn − x)φnM

φD0

)
−
(
iy(Vn − x)ψn

∑n
k=1D

−1
0 φtkFk

)
+
(
iy(Vn − x)φn

∑n
k=1D

−1
0 ψtkFk

)
.

Podemos novamente reescrever as duas últimas parcelas do membro direito da

identidade anterior como

−iy(Vn−x)ψn

n∑
k=1

D−1
0 φtkFk = −iy(Vn−x)ψnD

−1
0 φtnFn−iy(Vn−x)ψn

n−1∑
k=1

D−1
0 φtkFk

e

iy(Vn − x)φn

n∑
k=1

D−1
0 ψtkFk = iy(Vn − x)φnD

−1
0 ψtnFn + iy(Vn − x)φn

n−1∑
k=1

D−1
0 ψtkFk.

Ao computarmos a soma DnBn+1 + Dn−1Bn−1 + (Vn − x)Bn e ao agruparmos

os termos nos quais surgem os fatores
∑n−1

k=1 D
−1
0 ψtkFk e

∑n−1
k=1 D

−1
0 φtkFk, temos
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algumas simpli�cações, devidas ao fato de φ, ψ satisfazerem
Dnφn+1 +Dn−1φn−1 + (Vn − x)φn = 0,

Dnψn+1 +Dn−1ψn−1 + (Vn − x)ψn = 0,

de modo que

DnBn+1 +Dn−1Bn−1 + (Vn − x)Bn =

= iyDnφn+1D
−1
0 ψtn+1Fn+1 − iyDnψn+1D

−1
0 φtn+1Fn+1

+iyDnφn+1D
−1
0 ψtnFn − iyDnψn+1D

−1
0 φtnFn

+iy(Vn − x)φnD
−1
0 ψtnFn − iy(Vn − x)ψnD

−1
0 φtnFn.

Podemos reescrever a última identidade como

DnBn+1 +Dn−1Bn−1 + (Vn − x)Bn =

= iyDn

(
φn+1D

−1
0 ψtn+1 − ψn+1D

−1
0 φtn+1

)
Fn+1

+iyDn

(
φn+1D

−1
0 ψtn − ψn+1D

−1
0 φtn

)
Fn

iy(Vn − x)
(
φnD

−1
0 ψtn − ψnD−1

0 φtn
)
Fn.

Agora, utilizando as identidades do Lema 3.5, concluímos que

DnBn+1 +Dn−1Bn−1 + (Vn − x)Bn = iyFn.

Por outro lado, como Fn é auto-solução em x+ iy,

DnFn+1 +Dn−1Fn−1 + (Vn − x)Fn = iyFn

A sequência Bn, por de�nição, satisfaz B0 = I e B1 = −MφD0. No caso
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da sequência Fn, devido à De�nição 3.2, temos que F1 = −MφD0 e também, pela

De�nição 3.1, F0 = I. Como F e B coincidem nos sítios 0 e 1 e satisfazem a mesma

relação de segunda ordem, segue-se que F = B.

Considere as sequências de matrizes ψn, φn formadas por auto-soluções (De-

�nição 3.4). As auto-soluções que formam as colunas destas sequências também

geram todo o auto-espaço. Da constância do Wronskiano para auto-soluções, a

existência de uma auto-solução cuja norma decai em +∞ implica a existência de

outra solução ilimitada em +∞. Isto garante que ou ‖ψn‖, ou ‖φn‖ cresce inde-
�nidamente quando n cresce. Assim, se de�nirmos a função f : R+ → R+ pela

lei

f(L) := ‖ψ‖bLc ‖φ‖bLc + (L− bLc) ‖ψ‖bLc+1 ‖φ‖bLc+1 ,

temos que f é contínua, crescente e limL→∞ f(L) = ∞ devido à constância do

Wronskiano. Desta maneira, dado y > 0 arbitrariamente pequeno, existe L(y) tal

que

y
∥∥D−1

0

∥∥(‖ψ‖bLc ‖φ‖bLc + (L− bLc) ‖ψ‖bLc+1 ‖φ‖bLc+1

)
= 1. (4.2)

Proposição 4.3. Sejam x ∈ R, y > 0, Mφ(x + iy), ψn e φn como no enunciado

do Lema 4.2. Então, existem constantes k1, k2 > 0 tais que3

k1

‖ψ‖L(y)

‖φ‖L(y)

≤
∥∥Mφ(x+ iy)

∥∥ ≤ k2

‖ψ‖L(y)

‖φ‖L(y)

‖φ‖2
L(y)

sl [φ]2L(y)

.

em que L(y) > 0 é dado por (4.2).

Demonstração. Pelo Lema 4.2, para todo n ∈ N,

Fn = ψn − φnMφD0 − iyψnαn + iyφnβn, (4.3)

onde 
αn :=

∑n
k=1 D

−1
0 φtkFk,

βn :=
∑n

k=1 D
−1
0 ψtkFk.

3O termo
‖φ‖2L(y)

sl[φ]2L(y)

presente na desigualdade é o chamado número de condição. O número de

condição de uma aplicação linear A é a quantidade ‖A‖
∥∥A−1

∥∥.
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Desejamos relacionar as sequências de matrizes ψn, φn com a matriz Mφ e,

para isto, utilizaremos a Proposição 3.3−b e a identidade (4.3). O primeiro passo

é estimar os termos com α e β a �m de calcular (utilizando a norma matricial de

Frobenius, De�nição C.1), para um L ∈ N arbitrário, ‖F‖L:

‖ψα‖2
L =

=
∑bLc

n=1

[(∑n
k=1 ψnD

−1
0 φ∗kFk

)∗ (∑n
k=1 ψnD

−1
0 φ∗kFk

)]
+(L− bLc)

[(∑bLc+1
k=1 ψbLc+1D

−1
0 φ∗kFk

)∗ (∑bLc+1
k=1 ψbLc+1D

−1
0 φ∗kFk

)]
=

∑bLc
n=1

[(∑n
k=1 F

∗
kφkD

−1
0 ψ∗n

) (∑n
k=1 ψnD

−1
0 φ∗kFk

)]
+(L− bLc)

[(∑bLc+1
k=1 F ∗kφkD

−1
0 ψ∗bLc+1

)(∑bLc+1
k=1 ψbLc+1D

−1
0 φ∗kFk

)]
=

∑bLc
n=1

[
(
∑n

k=1 F
∗
kφk)D

−1
0 ψ∗nψnD

−1
0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk)

]
+(L− bLc)

[(∑bLc+1
k=1 F ∗kφk

)
D−1

0 ψ∗bLc+1ψbLc+1D
−1
0

(∑bLc+1
k=1 φ∗kFk

)]
.

Pela ciclicidade do traço, para cada n ∈ N,[
(
∑n

k=1 F
∗
kφk)D

−1
0 ψ∗nψnD

−1
0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk)

]
=

=
[
ψnD

−1
0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk) (

∑n
k=1 F

∗
kφk)D

−1
0 ψ∗n

]
=

=
[
D−1

0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk) (

∑n
k=1 F

∗
kφk)D

−1
0 ψ∗nψn

]
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e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para a norma de Frobenius,[
(
∑n

k=1 F
∗
kφk)D

−1
0 ψ∗nψnD

−1
0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk)

]
=

=
[
D−1

0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk) (

∑n
k=1 F

∗
kφk)D

−1
0 ψ∗nψn

]
≤

≤
[
D−1

0 (
∑n

k=1 φ
∗
kFk) (

∑n
k=1 F

∗
kφk)D

−1
0

]
tr [ψ∗nψn] ≤

≤ [(
∑n

k=1 φ
∗
kFk) (

∑n
k=1 F

∗
kφk)]

[
D−2

0

]
tr [ψ∗nψn] .

Logo,

‖ψα‖2
L ≤

≤
∑bLc

n=1 ‖ψn‖
2
∥∥D−1

0

∥∥2
[(
∑n

k=1 F
∗
kφk) (

∑n
k=1 φ

∗
kFk)]

+
∥∥ψbLc+1

∥∥2 ∥∥D−1
0

∥∥2
(L− bLc)

[(∑bLc+1
k=1 F ∗kφk

)(∑bLc+1
k=1 φ∗kFk

)]
=

∥∥D−1
0

∥∥2∑bLc
n=1 ‖ψn‖

2
[(∑n

p=1

∑n
q=1 F

∗
p φpφ

∗
qFq

)]
+
∥∥ψbLc+1

∥∥2 ∥∥D−1
0

∥∥2
(L− bLc)

[(∑bLc+1
p=1

∑bLc+1
q=1 F ∗p φpφ

∗
qFq

)]
=

∥∥D−1
0

∥∥2∑bLc
n=1 ‖ψn‖

2
(∑n

p=1

∑n
q=1

[
F ∗p φpφ

∗
qFq
])

+
∥∥ψbLc+1

∥∥2 ∥∥D−1
0

∥∥2
(L− bLc)

(∑bLc+1
p=1

∑bLc+1
q=1

[
F ∗p φpφ

∗
qFq
])
.



61

Novamente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, para cada n ∈ N,∑n
p=1

∑n
q=1

[
F ∗p φpφ

∗
qFq
]

=

=
∑n

p=1

∑n
q=1

√[
F ∗pFp

] [
φpφ∗p

] [
φ∗qφq

] [
FqF ∗q

]
≤

(∑n
k=1

√
[F ∗kFk] [φkφ∗k]

)(∑n
k=1

√
[φ∗kφk] [FkF ∗k ]

)
= (‖F‖n)2 (‖φ‖n)2 ,

e, consequentemente,

‖ψα‖2
L ≤

∥∥D−1
0

∥∥2∑bLc
n=1 ‖ψn‖

2 (‖F‖n)2 (‖φ‖n)2

+
∥∥ψbLc+1

∥∥2 ∥∥D−1
0

∥∥2
(L− bLc)

(
‖F‖bLc+1

)2 (
‖φ‖bLc+1

)2

≤
∥∥D−1

0

∥∥2∑bLc
n=1 ‖ψn‖

2
(
‖F‖bLc+1

)2 (
‖φ‖bLc

)2

+
(
‖ψ‖bLc+1

)2 ∥∥D−1
0

∥∥2
(L− bLc)

(
‖F‖bLc+1

)2 (
‖φ‖bLc+1

)2

.

Logo, se tomarmos L tal qual em (4.2), obtemos

‖ψnαn‖2
L ≤

∥∥D−1
0

∥∥2
(
‖F‖bLc+1

)2 (
‖φ‖bLc

)2∑bLc
n=1 ‖ψn‖

2

+
∥∥D−1

0

∥∥2
(L− bLc)

(
‖F‖bLc+1

)2 (
‖φ‖bLc+1

)2 (
‖ψ‖bLc+1

)2

≤
∥∥D−1

0

∥∥2
(
‖F‖bLc+1

)2 (
‖φ‖bLc

)2 (
‖ψ‖bLc

)2

+
∥∥D−1

0

∥∥2
(
‖F‖bLc+1

)2

(L− bLc)2
(
‖φ‖bLc+1

)2 (
‖ψ‖bLc+1

)2

≤
(
‖F‖bLc+1

)2 (
1
y

)2

.
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Analogamente, podemos demonstrar que

‖φβ‖L ≤
(
‖F‖bLc+1

)(1

y

)
.

Concluímos de (4.3), pela Desigualdade Triangular, que

‖F‖L ≥
∥∥ψ − φMφD0

∥∥
L
− ‖iyψα‖L − ‖iyφβ‖L

≥
∥∥ψ − φMφD0

∥∥
L
− 2y

(
‖F‖bLc+1

)(
1
y

)
,

e portanto que

∥∥ψ − φMφD0

∥∥
L
≤ ‖F‖L + 2 ‖F‖bLc+1 ≤ 3 ‖F‖bLc+1 .

Tome o quadrado de cada membro da desigualdade acima:

9 ‖F‖2
bLc+1 ≥

≥ ‖ψ‖2
L +

∥∥φMφD0

∥∥2

L
− (L− bLc)

[
ψ∗bLc+1φbLc+1M

φD0

]
−
∑bLc

n=1

[
ψ∗nφnM

φD0

]
−
∑bLc

n=1

[
D0(Mφ)∗φ∗nψn

]
− (L− bLc)

[
D0(Mφ)∗φ∗bLc+1ψbLc+1

]
.

(4.4)
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Para cada n ∈ N, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,[
D0(Mφ)∗φ∗nψn

]
≤

≤
√

[D∗0D0]
√

[ψ∗nφnM
φ(Mφ)∗φ∗nψn] =

= ‖D0‖
√

[ψnψ∗nφnM
φ(Mφ)∗φ∗n] ≤

≤ ‖D0‖
√√

[ψ∗nψnψnψ
∗
n]
√

[φnMφ(Mφ)∗φ∗nφnM
φ(Mφ)∗φ∗n] ≤

≤ ‖D0‖
√

[ψ∗n] [φnMφ(Mφ)∗φ∗n] =

= ‖D0‖ ‖ψn‖
√

[φ∗nφnM
φ(Mφ)∗] ≤

≤ ‖D0‖ ‖ψn‖
√√

[φ∗nφnφnφ
∗
n]
√

[Mφ(Mφ)∗(Mφ)∗Mφ] ≤

≤ ‖D0‖ ‖ψn‖
√

[φ∗nφn] [Mφ(Mφ)∗] =

= ‖D0‖ ‖ψn‖ ‖φn‖
∥∥Mφ

∥∥ .
Podemos, então, limitar dois dos termos do membro direito da desigualdade (4.4)

por

∑bLc
n=1 [ψ∗nφnMD0] + (L− bLc)

[
ψ∗bLc+1φbLc+1M

φD0

]
≤

≤ ‖D0‖
∥∥Mφ

∥∥(‖ψ‖bLc ‖φ‖bLc + (L− bLc)
∥∥ψbLc+1

∥∥∥∥φbL+1c
∥∥) ≤

≤
∥∥Mφ

∥∥(‖ψ‖bLc ‖φ‖bLc + (L− bLc) ‖ψ‖bLc+1 ‖φ‖bL+1c

)
=

= ‖D0‖
∥∥Mφ

∥∥ 1

y‖D−1
0 ‖

,
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e assim obter

9 ‖F‖2
bLc+1 ≥ ‖ψ‖

2
L +

∥∥φMφD0

∥∥2

L
− 2 ‖D0‖ ‖M‖

1

y
∥∥D−1

0

∥∥ . (4.5)

Agora, utilizando as estimativas da Proposição C.5-(f),∥∥φMφD0

∥∥2

L
=

∑bLc
n=1

[
φnM

φD0D0(Mφ)∗φ∗n
]

+ (L− bLc)
[
φbLc+1M

φD0D0(Mφ)∗φ∗bLc+1

]
≥

∥∥Mφ
∥∥2
sl[D

2
0]
∑bLc

n=1 sl [φnφ
∗
n]

+ (L− bLc)
∥∥Mφ

∥∥2
sl[D

2
0]sl

[
φbLc+1φ

∗
bLc+1

]
=

∥∥Mφ
∥∥2
sl[D

2
0]sl[φ]2L,

de modo que (4.5) se torna

9 ‖F‖2
bLc+1 ≥ ‖ψ‖

2
L − 2 ‖D0‖

∥∥Mφ
∥∥ 1

y
∥∥D−1

0

∥∥ +
∥∥Mφ

∥∥2
sl[D

2
0]sl[φ]2L. (4.6)

A Proposição 3.3-b garante que

[D0=[Mφ]D0]

y
≥ ‖F‖2

bLc+1 .

Agora, mais uma vez por Cauchy-Schwarz,

[D0=[Mφ]D0] = tr[D2
0=[Mφ]] ≤

∥∥D2
0

∥∥∥∥=[Mφ]
∥∥ ,

e como =[Mφ] = 1
2i

(Mφ −Mφ), pela desigualdade triangular,
∥∥=[Mφ]

∥∥ ≤ ∥∥Mφ
∥∥.

Substituindo estas últimas estimativas em (4.6), obtemos uma inequação quadrá-

tica em relação a
∥∥Mφ

∥∥:
9

y

∥∥D2
0

∥∥∥∥Mφ
∥∥ ≥ ‖ψ‖2

L − 2 ‖D0‖
∥∥Mφ

∥∥ 1

y
∥∥D−1

0

∥∥ +
∥∥Mφ

∥∥2
sl[D

2
0]sl[φ]2L,
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ou seja,

y ‖ψ‖2
L −

(
2
‖D0‖∥∥D−1

0

∥∥ + 9
∥∥D2

0

∥∥)∥∥Mφ
∥∥+ y

∥∥Mφ
∥∥2
sl[D

2
0]sl[φ]2L ≤ 0,

e, assim, temos uma inequação da forma

a
∥∥Mφ

∥∥2
+ b
∥∥Mφ

∥∥+ c ≤ 0,

com 

a := y (sl[D
2
0]) (sl[φ]2L)

b := −
(

2 ‖D0‖
‖D−1

0 ‖
+ 9 ‖D0‖2

)
,

c := y ‖ψ‖2
L .

Ao computarmos o discriminante, obtemos

∆ =

(
2 ‖D0‖
‖D−1

0 ‖
+ 9 ‖D0‖2

)2

− 4y2 (sl[D
2
0]) (sl[φ]2L) ‖ψ‖2

L

≥
(

2 ‖D0‖
‖D−1

0 ‖
+ 9 ‖D0‖2

)2

− 4

(
sl[D

2
0 ]

‖D−1
0 ‖2

)

> 0,

o que nos mostra que a equação quadrática correspondente admite duas soluções

distintas. Logo, podemos estabelecer as desigualdades

−c
b
<
∥∥Mφ

∥∥ < −2b

a
,

ou seja,(
−1

b

)(
1∥∥D−1
0

∥∥
)(
‖ψ‖L
‖φ‖L

)
<
∥∥Mφ

∥∥ < −2b

(∥∥D−1
0

∥∥
sl[D2

0]

)(
‖φ‖2

L

sl[φ]2L

)(
‖ψ‖L
‖φ‖L

)
.
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O resultado se segue ao de�nirmos k1, k2 como
k1 = −

(
1
b

)(
1

‖D−1
0 ‖

)
,

k2 = −2b

(
‖D−1

0 ‖
sl[D

2
0 ]

)
.



Capítulo 5

Critérios para Componentes

Espectrais

Neste capítulo, buscaremos uma carcaterização da componente espectral absoluta-

mente contínua de multiplicidade j, para j = {1, 2, . . . , l}, do operador de Jacobi

Hφ
+, dado por (3.1). Nosso ponto de partida é o resultado obtido por Last e Simon

em Last & Simon [1999] para o caso escalar, que estabelece um suporte minimal

da componente absolutamente contínua em termos do comportamento da soma de

Cèsaro do quadrado da norma da matriz de transferência, isto é,

1

L

L−1∑
n=0

‖An(x)‖2 .

O suporte minimal obtido em Last & Simon [1999] tem medida de Lebesgue total

na componente absolutamente contínua do espectro e, mais ainda, a componente

singular da medida espectral atribui peso nulo a este conjunto.

Para estendermos esta caracterização para dimensões maiores, pretendemos

estrati�car a informação relacionada à norma da matriz de transferência através

de seus valores singulares.

No caso de tentarmos descrever as componentes espectrais através dos su-

portes minimais Σφ
ac,j dados pela Proposição 3.8, mesmo no caso de multiplicidade

parcial, há a exigência de que o limite da matriz espectral exista, o que exclui o

67
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suporte correspondente à componente singular. A primeira di�culdade que encon-

tramos é garantir que a componente singular da medida espectral atribua peso nulo

ao suporte. Para o caso de multiplicidade parcial da componente absolutamente

contínua, não utilizarmos o suporte da Proposição 3.8. Se tentamos descrever a

componente absolutamente contínua de multiplicidade arbitrária, a menos que seja

de multiplicidade total, não sabemos se o suporte para esta componente excluirá

a componente singular. Apesar de não termos garantias que tal suporte tenha

peso nulo com respeito à componente singular medida espectral, o conjunto de

pontos ao qual a componente singular atribui peso nulo tem, obviamente, medida

de Lebesgue nula. Portanto, ao tomarmos o fecho essencial (De�nição D.11) deste

conjunto com respeito à medida de Lebesgue, teremos uma caracterização da parte

absolutamente contínua do espectro.

Há, também, a di�culdade em relacionar o crescimento da norma das auto-

soluções com os valores singulares das matrizes de transferência. Podemos obter as

mesmas propriedades do suporte descrito em Last & Simon [1999] apenas para a

componente absolutamente contínua de multiplicidade total. Para as componentes

de multiplicidade parcial, não fomos capazes de relacionar o suporte diretamente

com os valores singulares das matrizes de transferência, mas apenas com os valores

singulares das matrizes ψ e φ, formadas pelas soluções de Neumann e Dirichlet

(De�nição 3.4). Também, neste caso, o suporte é obtido ao tomarmos o fecho

essencial de um conjunto com respeito à medida de Lebesgue (vide Seção 5.1).

O que faremos na Seção 5.2, que discute a determinação de um suporte

minimal da componente espectral absolutamente contínua de multiplicidade total

do operador Hφ, é, para um x ∈ R, relacionar o comportamento assintótico das

matrizes de transferência com as matrizes de Neumann e Dirichlet. Sabemos, por

meio do capítulo precedente, relacionar estas últimas à matriz Mφ. Com efeito, a
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conexão entre as matrizes de transferência e Mφ é dada pelas relações:

‖ψ(x)‖L(y)

↗↙ (a) (c)↘↖

‖A(x)‖L(y) M(x+ iy)

↘↖ (b) (d)↗↙

‖φ(x)‖L(y)

As passagens (c), (d) são dadas pela Proposição 4.3, e as passagens (a), (b) serão

demonstradas no Lemas 5.11 e 5.12.

Assumiremos, neste capítulo, as seguinte condições com respeito aos valores

singulares das matrizes Dn:

0 < inf
n∈Z+

sl[Dn] ≤ sup
n∈Z+

s1[Dn] <∞. (5.1)

A primeira condição nos diz que as matrizes Dn são não-singulares1, ou seja,

que det(Dn) 6= 0 para todo n ∈ Z+. Mas, tal como expresso pela condição,

necessitamos de uma exigência maior: que a sequência (sl[Dn])n∈Z+ seja limitada

inferiormente por um número estritamente positivo.

5.1 Caracterização da Componente

Absolutamente Contínua de Multiplicidade

Arbitrária

Considerando as matrizes φ, ψ, segundo a De�nição 3.4, mostraremos que, para

cada 1 ≤ r ≤ l−1 (respectivamente r = l), o fecho essencial com respeito à medida

1Neste caso, o próprio operador é dito não-singular, conforme Marx & Jitomirskaya [2017],
página 2.
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de Lebesgue do conjunto Sr \ Sr+1 (respectivamente Sl), onde

Sr := {x ∈ R; lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=1

s2
l−r+1[φn(x)] + s2

l−r+1[ψn(x)] <∞} (5.2)

coincide com a componente espectral absolutamente contínua de multiplicidade

r (espectivamente l) do operador Hφ. Mais ainda, pela discussão realizada na

Seção 3.3, σac,r(Hφ) = σac,r(H
ψ); segue-se, portanto que Sr \ Sr+1

ess
coincide com

a componente espectral absolutamente contínua de multiplicidade r do operador

Hψ, e, mais ainda, de qualquer extensão auto-adjunta de H+
min (em particular, as

extensões dadas por (2.17) e (2.19)).

Começaremos a discussão por relacionando o espectro com o decaimento de

auto-soluções, conforme argumento utilizado em Teschl [2000], página 33.

Lema 5.1. Sejam Hφ, dado por (3.1), e para algum 1 ≤ k ≤ l, e1,k ∈ (Cl)N um

vetor canônico, segundo (3.7). Denote por Hφ
k a restrição de Hφ ao subespaço

cíclico gerado por e1,k (De�nição B.17). Se z ∈ C \ σ(Hφ
k ), então existe uma

auto-solução de Hφ
k em z que decai exponencialmente.

Demonstração. Desejamos mostrar que existem C, α > 0 tais que, para todo n ∈
N,

|g(1, n)eαn| < C,

em que g é a função de Green do operador Hφ
k nos sítios 1 e n:

g(1, n) :=
〈

(e1,k)1, ((H
φ
k − z)−1e1,k)n

〉
Cl
.

Para α > 0 arbitrário, considere os operadores

(Qαu)n := (eα − 1)Dnun+1 + (e−α − 1)Dn−1un−1,

(Pαu)n := eαnun

em (Cl)N. Observe que, para todo n ∈ N,

eα(n−1)g(1, n) =
〈

(e1,k)1, (P−α(Hφ
k − z)−1Pαe1,k)n

〉
Cl
.
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Por outro lado,

P−α(Hφ
k − z)Pα = (Hφ

k − z +Qα),

de modo que

eα(n−1)g(1, n) =
〈

(e1,k, ((H
φ
k − z +Qα)−1e1,k)n

〉
Cl
.

Assim, a limitação da sequência
(
eα(n−1)g(1, n)

)
n∈N se seguirá da limitação do

operador (Hφ
k − z +Qα)−1. Para tanto, devemos estimar Qα:

‖Qα‖ ≤ 2(eα − 1) sup
n
‖Dn‖ .

Considere δ = (z, σ(Hφ
k )). Se tomarmos ε > 0 tal que

α = log

(
1 +

(1− ε)
2 supn ‖Dn‖

)
,

teremos que ‖Qα‖ ≤ (1− ε)δ. A segunda identidade do resolvente estabelece que

(Hφ
k − z +Qα)−1 = (Hφ

k − z)−1 + (Hφ
k − z +Qα)−1(−Qα)(Hφ

k − z)−1.

Logo,∥∥∥(Hφ
k − z +Qα)−1

∥∥∥ ≤ ∥∥∥(Hφ
k − z)−1

∥∥∥+
∥∥∥(Hφ

k − z)−1
∥∥∥ ‖Qα‖

∥∥∥(Hφ
k − z +Qα)−1

∥∥∥ ,
e, uma vez que

∥∥∥(Hφ
k − z)−1

∥∥∥ = δ−1,

∥∥∥(Hφ
k − z +Qα)−1

∥∥∥ ≤ 1

δε
.

Segue-se que a sequência
(
eα(n−1)g(1, n)

)
n∈N é limitada e, a partir da Função de

Green, obtemos uma auto-solução que decai exponencialmente.

Lema 5.2. Sejam Hφ, Hψ os operadores dados por (3.1) e (3.12), respectivamente,

e1,k ∈ (Cl)N e Hφ
k , como no enunciado do Lema 5.1. Se z ∈ C \ σ(Hφ

k ), então
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existe uma solução da equação de autovalores em z do operador Hψ que cresce

exponencialmente.

Demonstração. Do lema anterior, existe uma auto-solução u de Hφ
k que decai

exponencialmente. Se v é uma solução da equação de autovalores do operador

Hψ, necessariamente, v1 = 0. Logo,

W[u,v](1) = 〈D0u1, v̄0〉Cl − 〈D0v1,u0〉Cl = ut1D0v0.

Como D0 é invertível, podemos tomar v de maneira que W[u,v](1) = C 6= 0. Da

constância do Wronskiano, segue-se que para todo n ∈ Z+,

W[u,v](n) = 〈Dn−1un, v̄n−1〉Cl − 〈Dn−1vn,un−1〉Cl = C,

e assim, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|C| ≤ ‖Dn−1‖ (‖un‖ ‖v̄n−1‖+ ‖vn‖ ‖un−1‖)

≤
(
supn∈Z+

‖Dn−1‖
)

(‖un‖ ‖v̄n−1‖+ ‖vn‖ ‖un−1‖) .

Logo, ‖vn‖ deve crescer exponencialmente.

Teorema 5.3. Dado 0 ≤ r ≤ l, a restrição do espectro absolutamente contínuo do

operador Hφ, dado (3.1), ao conjunto Sr, dado por (5.2), tem multiplicidade no

mínimo r.

Demonstração. Dado x ∈ R, considere a base espectral {e1,1, e1,2, . . . , e1,l} para
Hφ e denote por Hφ

j a restrição de Hφ ao subespaço cíclico gerado por e1,j. Por

de�nição, ⋃
(k1,...,kr)

r⋂
j=1

σ(Hφ
kj

)

ess

é um suporte essencial do espectro absolutamente contínuo de multiplicidade no

mínimo r, em que {k1, . . . , kr} ⊆ {1, 2, . . . , l}. Suponha que x não pertença a este

suporte; então, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula, para toda
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sequência (k1, . . . , kr), existe um ki tal que

x /∈ σ(Hφ
ki

)
ess

.

Se partimos, por exemplo, da sequência {1, 2, . . . , r} em {1, 2, . . . , l}, existe
k1 ∈ {1, 2, . . . , r} tal que

x /∈ σ(Hφ
k1

)
ess

.

Considere agora a sequência obtida retirando de {1, 2, . . . , r} o elemento k1 e

substituindo-o pelo primeiro índice fora deste conjunto, ou seja, r + 1. Obte-

mos assim a sequência {1, 2, . . . , k1 − 1, r+ 1, k1 + 1, . . . , r− 1, r} em {1, 2, . . . , l}.
Novamente, existe k2 ∈ {1, 2, . . . , k1 − 1, r + 1, k1 + 1, . . . , r − 1, r} tal que

x /∈ σ(Hφ
k2

)
ess

e k2 6= k1. Podemos repetir o raciocínio, substituindo k2 em {1, 2, . . . , k1 − 1, r +

1, k1 + 1, . . . , r− 1, r} por um número distinto de k1 e obter k3, distinto de k1 e k2,

para o qual

x /∈ σ(Hφ
k3

)
ess

.

Desta maneira, repetindo o procedimento, existirão ao menos l − r + 1 valores

distintos de ki, para os quais

x /∈ σ(Hφ
ki

)
ess

.

Segue-se agora do Lema 5.2 a existência de l − r + 1 soluções distintas da

equação de autovalores do operador Hψ que crescem exponencialmente. Conse-

quentemente, uma vez que as colunas ψn(x) são formadas por soluções que satis-

fazem a condição de Neumann, e pela caracterização de aproximação de valores

singulares (Proposição C.3),

lim
n→∞

sl−r+1[ψn(x)] =∞.

Logo,

lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=1

s2
l−r+1[ψn(x)] =∞
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e consequentemente, x /∈ Sr.

Demonstraremos, a seguir, a recíproca da Proposição 5.3.

Lema 5.4. Seja Gφ a matriz da função de Green do operador Hφ, de�nida na

Proposição 3.7. Então, para todo n ∈ Z+,∫
lim
y↓0
=Gφ(n, n;x+ iy)dκ(x) =

∫
φn(x) lim

y↓0
=
[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x)dκ(x),

em que Mφ é a matriz da De�nição 3.2.

Demonstração. Por de�nição, a matriz de Green do operador Hφ é dada, para

todo n ∈ Z+, por

G(n, n;x+ iy) = −φn(x+ iy)D−1
0 F t

n(x+ iy).

Como F t
n(x+ iy) = ψtn(x+ iy)−D0M

φ(x+ iy)φtn(x+ iy), segue-se da identidade

(3.2) que

G(n, n;x+ iy) = −φn(x+ iy)D−1
0 (ψtn(x+ iy)−D0M

φ(x+ iy)φtn(x+ iy))

= −φn(x+ iy)D−1
0 ψtn(x+ iy) + φn(x+ iy)Mφ(x+ iy)φtn(x+ iy).

Note que, para x, n �xados, ψn(x+ iy), φn(x+ iy) e Mφ(x+ iy) são funções

complexas de y, e que 
limy↓0 ψn(x+ iy) = ψn(x),

limy↓0 φn(x+ iy) = φn(x),

sendo ψn(x), φn(x) ∈M(l,R). Desta forma,

lim
y↓0
=
[
φn(x+ iy)D−1

0 ψtn(x+ iy)
]

= 0
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e

lim
y↓0
=
[
φn(x+ iy)Mφ(x+ iy)φtn(x+ iy)

]
= φn(x) lim

y↓0
=
[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x),

caso limy↓0=
[
Mφ(x+ iy)

]
exista, e então

lim
y↓0
= [G(n, n;x+ iy)] = φn(x) lim

y↓0
=
[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x).

Como o limite limy↓0=
[
Mφ(x+ iy)

]
existe κ-q.t.p., o resultado se segue.

Lema 5.5. Seja Mφ como na De�nição 3.2. Então, para todo n ∈ Z+,

1

π

∫
φn(x) lim

y↓0
=
[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x)dκ(x) = I, (5.3)

com φ como na De�nição 3.4.

Demonstração. Para 1 ≤ k, j ≤ l,

G(n, n;x+ iy)k,j =
〈
(H − z)−1ek,n, ej,n

〉
=

∫
1

t− z
dµek,n,ej,n(t).

Logo∫
lim
y↓0
= [G(n, n;x+ iy)k,j] dκ(x) =

∫
lim
y↓0
=
[∫

1

t− (x+ iy)
dµek,n,ej,n(t)

]
dκ(x).

Observe que se 0 < y < 1, então

=
[

1

t− (x+ iy)

]
=

y

(t− x)2 + y2
≤ 1

(t− x)2 + 1
,

de modo que existe uma constante C <∞ tal que, para todo 0 < y < 1,∫
=
[∫

1

t− (x+ iy)
dµek,n,ej,n(t)

]
dκ(x) ≤ C.

Podemos assim utilizar o Teorema da Convergência Dominada para estabelecer
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que∫
lim
y↓0
=
[∫

1

t− (x+ iy)
dµek,n,ej,n(t)

]
dκ(x) = lim

y↓0

∫
=
[∫

1

t− (x+ iy)
dµek,n,ej,n(t)

]
dκ(x);

agora, pela fórmula de inversão de Stieltjes (Proposição D.5),

lim
y↓0

1

π

∫
=
[∫

1

t− (x+ iy)
dµek,n,ej,n(t)

]
dκ(x) = µek,n,ej,n(R).

Como

µek,n,ej,n(R) = 〈ek,n, ej,n〉 = δk,j,

concluímos que
1

π

∫
lim
y↓0
= [G(n, n;x+ iy)k,j] dκ(x) = δk,j,

isto é, que
1

π

∫
lim
y↓0
= [G(n, n;x+ iy)] dκ(x) = I.

O resultado é agora uma consequência do Lema 5.4.

Dadas duas medidas de Borel �nitas, µ1 e µ2, de�nidas na reta real, considere

a medida min(µ1, µ2) de�nida pela lei

min(µ1, µ2)(Λ) := inf{µ1(Λ1) + µ2(Λ2); Λ ⊆ Λ1 ∪ Λ2}. (5.4)

Teorema 5.6. Sejam 1 ≤ r ≤ l e Sr dado por (5.2). Então, para quase todo

x com respeito à medida ηrdκ, x ∈ Sr, em que ηrdκ = min(ηφr dκ, η
ψ
r dκ), com as

funções

ηφ,ψr : (ηφ,ψr )→ (0,∞)

de�nidas por

ηφ,ψr (x) := sr[lim
y↓0
=
[
Mφ,ψ(x+ iy)

]
],

em que

(ηφ,ψ) := {x ∈ R; 0 < sr[lim
y↓0
=
[
Mφ,ψ(x+ iy)

]
] <∞}.
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Demonstração. Tomando o traço nos dois membros da identidade (5.3) obtemos,

para n ∈ Z+,

1

π

∫
[φn(x) lim

y↓0
=
[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x)]dκ(x) = l;

agora, segue-se da desigualdade da Proposição C.5−(c) e da ciclicidade do traço

que

[φn(x) limy↓0=
[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x)] = [limy↓0=

[
Mφ(x+ iy)

]
φtn(x)φn(x)]

≥
(
sr[limy↓0=

[
Mφ(x+ iy)

]
]
)

(sl−r+1[φtn(x)φn(x)])

=
(
sr[limy↓0=

[
Mφ(x+ iy)

]
]
) (
s2
l−r+1[φn(x)]

)
.

Logo, ∫
sr[lim

y↓0
=
[
Mφ(x+ iy)

]
]s2
l−r+1[φn(x)]dκ(x) ≤ lπ, (5.5)

e, analogamente,∫
sr[lim

y↓0
=
[
Mψ(x+ iy)

]
]s2
l−r+1[ψn(x)]dκ(x) ≤ lπ. (5.6)

Note que se x ∈
⋃l
i=r Σφ

ac,r (com Σφ
ac,r segundo a Proposição 3.8), então, para

1 ≤ k ≤ r,

0 < sk[lim
y↓0
=[Mφ(x+ iy)]] <∞.

A Proposição 3.9 garante que os conjuntos Σψ
ac,r e Σφ

ac,r, que são suportes mi-

nimais das medidas ηφdκ, ηψdκ, diferem, no máximo, por um conjunto de medidas

de Lebesgue e espectral nulas. Segue-se, portanto, que as medidas ηφdκ e ηψdκ

são equivalentes; assim temos, da de�nição de η e das relações (5.5) e (5.6), que

para todo n ∈ Z+,∫ (
s2
r−l+1[φn(x)] + s2

l−r+1[ψn(x)]
)
η(x)dκ(x) ≤ 2lπ, (5.7)
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e portanto para todo L ∈ N,

∫
1

L

L−1∑
n=0

((
s2
r−l+1[φn(x)] + s2

l−r+1[ψn(x)]
)
η(x)dκ(x)

)
≤ 2lπ.

Por �m, pelo Lema de Fatou,

∫
lim inf
L→∞

1

L

L−1∑
n=0

((
s2
l−r+1[φn(x)] + s2

r−l+1[ψn(x)]
)
η(x)dκ(x)

)
≤ 2lπ,

e consequentemente, para quase todo x com respeito à medida ηdκ,

lim inf
L→∞

1

L

L−1∑
n=0

(
s2
l−r+1[φn(x)] + s2

r−l+1[ψn(x)]
)
<∞.

Segue-se do Teorema 5.6 a seguinte caracterização:

Corolário 5.7. Dado 1 ≤ r ≤ l, a restrição do espectro absolutamente contínuo

do operador Hφ, como no enunciado do Teorema 5.3, ao conjunto Sr \ Sr+1 tem

multiplicidade no máximo r.

Demonstração. Segue-se do Teorema 5.6 que se x /∈ Sr+1
ess
, então

x /∈
l⋃

j=r+1

σac,j(H
φ);

logo, a restrição de espectro absolutamente contínuo ao conjunto Sr \ Sr+1 tem

multiplicidade no máximo r.

Corolário 5.8. Seja Sr dado por (5.2). Então, o conjunto Sr \ Sr+1

ess
corresponde

à componente espectral absolutamente contínua de multiplicidade r de qualquer

extensão auto-adjunta do operador H+
min, como de�nido em (2.14).

Demonstração. Do Teorema 5.3 e do Corolário 5.7, temos que Sr \ Sr+1

ess
corres-

ponde à componente absolutamente contínua de multiplicidade r do operador Hφ.
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Pela Proposição 3.9, o mesmo vale para o operador Hψ e mais geralmente para

qualquer extensão auto-adjunta de H+
min, uma vez que este operador podem ser

escrito como uma perturbação de posto �nito de Hφ (donde o resultado se segue,

pela Proposição 3.9).

5.2 Componente Absolutamente Contínua de

Multiplicidade Total

No caso da componente absolutamente contínua de multiplicidade total, tal qual

obtido em Last & Simon [1999], o suporte minimal que obtivemos neste trabalho é

diretamente caracterizado a partir do comportamento assintótico das soluções da

equação de autovalores, sem a necessidade de eliminarmos conjuntos cujas medidas

de Lebesgue nulas.

Além disso, como a caracterização se baseia no maior valor singular das ma-

trizes ψ e φ, podemos relacionar o suporte diretamente com a norma das matrizes

de transferência.

A desigualdade da Proposição 4.3 relaciona a norma da matriz M de Weyl-

Titchmarsh (e portanto as propriedades espectrais do operador) com o compor-

tamento assintótico das soluções da equação de autovalores do operador. Nosso

primeiro objetivo nesta seção é combinar a desigualdade com o comportamento

assintótico das matrizes de transferência (2.6).

Lema 5.9. Sejam (Bn)n uma sequência de matrizes l×l cujas colunas são soluções
da equação de autovalores em x ∈ R do operador H+, como na De�nição 2.2, e

(An)n a sequência de matrizes de transferência simpléticas 2l×2l, dadas por (2.7)

a partir das matrizes (2.9). Então, existe uma constante C, que depende de x e

de (Bn)n, tal que, para todo L ∈ N,

1

L

L−1∑
n=0

‖Bn‖2 ≤ C
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2 .
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Demonstração. Considerando as matrizes de transferência de�nidas a partir das

matrizes (2.9), segue-se da relação (2.8) que, para todo n ∈ Z+,[
Bn+1

DnBn

]
= An

[
B1

D0B0

]
.

Logo, considerando a norma de Frobenius, temos que

(‖Bn+1‖2 + ‖DnBn‖2) ≤ ‖An‖2 (‖B1‖2 + ‖D0B0‖2),

e, em particular,

‖DnBn‖2 ≤ ‖An‖2 (‖B1‖2 + ‖D0B0‖2) .
Desta forma

s2
l [Dn] ‖Bn‖2 ≤ ‖An‖2 (‖B1‖2 + ‖D0B0‖2) .

Por (5.1), tomando

a = inf
n∈N

sl[Dn],

segue-se que

1

L

L−1∑
n=0

‖Bn‖2 ≤ C
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2 ,

com C = 1
a2

(
‖B1‖2 + ‖D0B0‖2).

Lema 5.10. Sejam, para x ∈ R, (Bn)n e (An)n sequências de matrizes como

de�nidas no enunciado do Lema 5.9. Então, existe uma constante C > 0, que

depende de x e de (Bn)n, tal que, para todo L ∈ N,

1
1
L

∑L−1
n=0(sl[Bn])2

≤ C
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2 .
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Demonstração. Podemos reescrever a relação[
Bn+1

DnBn

]
= An

[
B1

D0B0

]
,

satisfeita para todo n ∈ Z+ como[
Bn+1 Bn+1

DnBn DnBn

]
= An

[
B1 B1

D0B0 D0B0

]
.

Uma vez que as matrizes presentes na relação anterior são quadradas, segue-se da

caracterização de valores singulares fornecida pela Proposição C.3 que

sl[DnBn] ≥ sl

[
Bn+1 Bn+1

DnBn DnBn

]
= sl

[
An

[
B1 B1

D0B0 D0B0

]]
,

e portanto,

sl[DnBn] ≥ s2l [An] sl

[
B1 B1

D0B0 D0B0

]
.

Agora, pela Proposição C.5-(f),

s1[Dn]sl[Bn] ≥ s2l[An]sl

[
B1 B1

D0B0 D0B0

]
,

o que resulta em

αsl[Bn] ≥ s2l[An],

com

α =

(
sup
n∈Z+

s1[Dn]

)(
sl

[
B1 B1

D0B0 D0B0

])−1

.

Desse modo, existe uma constante C tal que, para todo L ∈ N,

1

L

L−1∑
n=0

(sl[Bn])2 ≥ C
1

L

L−1∑
n=0

(s2l[An])2,
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ou, equivalentemente,

L∑L−1
n=0(s2l[An])2

≥ C
L∑L−1

n=0(sl[Bn])2
.

Sendo a média aritmética de um conjunto �nito de números positivos maior do

que sua média harmônica, obtemos

1

L

L−1∑
n=0

1

(s2l[An])2
≥ C

L∑L−1
n=0(sl[Bn])2

.

Precisamos agora relacionar s2l[An] e ‖An‖. Dado que as matrizes An são

simpléticas2, temos pelo Lema C.9-b, que

s1[An] =
1

s2l[An]
,

e assim vale
1

L

L−1∑
n=0

(s1[An])2 ≥ C
L∑L−1

n=0(sl[Bn])2
.

Como a norma de Frobenius e o maior valor singular satisfazem, para todo

n ∈ Z+,

(s1[An])2 ≤ ‖An‖2 ,

o resultado se segue.

Lema 5.11. Sejam, para x ∈ R, (Bn)n e (An)n sequências de matrizes como

de�nidas no enunciado do Lema 5.9. Então, existe uma constante C > 0, que

depende de x e de (Bn)n, tal que, para todo L ∈ N,

∑L−1
n=0 ‖Bn‖2∑L−1
n=0(sl[Bn])2

≤ C

(
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2

)2

.

2Inicialmente, acreditávamos que este resultado se seguiria por argumentos análogos aos
apresentados na demonstração do Lema 5.9, mas a exigência de que as matrizes de transição
sejam simpléticas se mostrou essencial. De fato, sendo as matrizes apenas unimodulares, a
melhor estimativa seria (s1[A])

l−1 ≥ 1
s2l[A] e a cota �nal dependeria da dimensão l.
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Demonstração. Segue-se dos Lemas 5.9 e 5.10 a existência de constantes C1 e C2

tais que, para todo L ∈ N,

1

L

L−1∑
n=0

‖Bn‖2 ≤ C1
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2 ,

e
1

1
L

∑L−1
n=0(sl[Bn])2

≤ C2
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2 .

Logo, ∑L−1
n=0 ‖Bn‖2∑L−1
n=0(sl[Bn])2

≤ C1C2

(
1

L

L−1∑
n=0

‖An‖2

)2

,

e o resultado se segue ao tomarmos C = C1C2.

Lema 5.12. 3 Sejam (Bn)n e (En)n sequências de matrizes l × l cujas colunas

são soluções da equação de autovalores em x do operador H+, dado pela De�nição

2.2, tais que W[B,E](1) 6= 0 (segundo (2.11)). Se (An)n é a sequência de matrizes

transferência 2l × 2l dadas por (2.7), então existe uma constante C > 0, que

depende de x, (Bn)n e (En)n, tal que, para todo L ∈ N,

∑L−1
n=0 ‖Bn‖2∑L−1
n=0 ‖En‖

2
< C

(
1

L

L∑
n=0

‖An‖2

)2

.

Demonstração. Seja n ∈ N. Pela de�nição de Wronskiano (Proposição 2.3) e pela

desigualdade triangular, temos∥∥W[B,E](n)
∥∥ =

∥∥Bt
n−1Dn−1En −Bt

nDn−1En−1

∥∥
≤

∥∥Bt
n−1Dn−1En

∥∥+ ‖Bt
nDn−1En−1‖ ,

3Seguimos a demonstração presente em Last & Simon [1999].
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e agora pela Proposição C.5-(f),∥∥W[B,E](n)
∥∥ ≤ s1 [Dn−1] ‖Bn−1‖ ‖En‖+ sl [Dn−1] ‖Bn‖ ‖En−1‖

≤ 2s1 [Dn−1]
√
‖Bn‖2 + ‖Bn−1‖2

√
‖En‖2 + ‖En−1‖2

≤ 2a
√
‖Bn‖2 + ‖Bn−1‖2

√
‖En‖2 + ‖En−1‖2,

em que a = supn∈Z+
s1[Dn].

Logo, supondo sem perda de generalidade que W[B,E](0) = 1 e utilizando a

desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos para todo L ∈ N,

1
2a
≤ 1

L

∑L−1
n=0

√
‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

√
‖En‖2 + ‖En+1‖2

≤ 1
L

√(∑L−1
n=0 ‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

)√(∑L−1
n=0 ‖En‖

2 + ‖En+1‖2
)

=

√(
1
L

∑L−1
n=0 ‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

)√(
1
L

∑L−1
n=0 ‖En‖

2 + ‖En+1‖2
)
,

e assim

1

2a

√(
1
L

∑L−1
n=0 ‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

)
√(

1
L

∑L−1
n=0 ‖En‖

2 + ‖En+1‖2
) ≤

(
1

L

L−1∑
n=0

‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

)
. (5.8)

Segue-se das desigualdades
∑L−1

n=0 ‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2 ≥
∑L

n=0 ‖Bn‖2 ,

∑L−1
n=0 ‖En‖

2 + ‖En+1‖2 ≤ 2
∑L

n=0 ‖En‖
2
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que √(
1
L

∑L−1
n=0 ‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

)
√(

1
L

∑L−1
n=0 ‖En‖

2 + ‖En+1‖2
) ≥

√∑L
n=0 ‖Bn‖2√

2
∑L

n=0 ‖En‖
2
.

Agora, pelo Lema 5.9, existe uma constante C1 > 0 tal que

L−1∑
n=0

‖Bn‖2 ≤ C1

L−1∑
n=0

‖An‖2 ;

assim, (
1

L

L−1∑
n=0

‖Bn‖2 + ‖Bn+1‖2

)
≤ 2

L

L∑
n=0

‖Bn‖2 ≤ C1
2

L

L∑
n=0

‖An‖2 .

Combinando tais estimativas com (5.8), obtemos√ ∑L
n=0 ‖Bn‖2

2
∑L

n=0 ‖En‖
2
≤ C1

4a

L

L∑
n=0

‖An‖2 .

O resultado se segue ao tomarmos C = 32a2C2
1 .

Combinaremos os resultados anteriores com a Proposição 4.3, a �m de mos-

trarmos que conjunto

S := {x ∈ R; lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=0

‖An(x)‖2 <∞}, (5.9)

sendo (An(x))n∈N a sequência de matrizes de transferência simpléticas dadas por

(2.8) e (2.9), é um suporte essencial da componente absolutamente contínua de

multiplicidade total do operador Hφ; consequentemente, a componente singular

da medida espectral atribui peso nula a este conjunto.

Lema 5.13. Sejam Σφ
s como de�nido na Proposição 3.8 e S o conjunto de�nido

por (5.9). Então, Σφ
s ∩ S = ∅.
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Demonstração. De�na o conjunto

P := {x ∈ R; lim inf
y↓0

‖= [M(x+ iy)]‖ <∞}.

Denote por Q o conjunto dos x ∈ R para os quais todas as sequências (Bn)n, (En)n

de matrizes l× l formadas por soluções da equação de autovalores em x satisfazem

lim inf
L→∞

∑L−1
n=0 ‖Bn(x)‖2∑L−1
n=0 ‖En(x)‖2

<∞.

Ainda, denote por R o conjunto dos x ∈ R para os quais todas as sequências

(En)n de matrizes l × l formadas por auto-soluções da equação de autovalores em

x veri�cam

lim inf
L→∞

∑L−1
n=0 ‖En(x)‖2∑L−1
n=0(sl[En(x)])2

<∞.

Segue-se dos Lemas 5.11 e 5.12 que S ⊆ R e S ⊆ Q, respectivamente; logo

S ⊆ R ∩Q.
Agora, se x ∈ Q ∩ R, tomando B = ψ e E = φ no membro direito da

desigualdade de Jitomirskaya-Last (Proposição 4.3), temos que

lim inf
y↓0

‖M(x+ iy)‖ <∞.

Portanto Q ∩ R ⊆ P e, consequentemente, S ⊆ P . De acordo com a Proposição

3.8, P ⊆ (Σφ
s )c, donde se segue que Σφ

s ∩ S = ∅.

Teorema 5.14. Sejam Σφ
ac,l, como de�nido na Proposição 3.8, e S o conjunto

de�nido por (5.9). Então, o espectro do operador Hφ restrito a S é puramente

absolutamente contínuo de muliplicidade l.

Demonstração. Segue-se do Teorema 5.3 que

Sess ⊆ σac,l(H
φ).

Por outro lado, pelo Lema 5.13, Σφ
s ∩ S = ∅.
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Demonstraremos, a seguir, a recíproca do Teorema acima.

Teorema 5.15. Seja S dado por (5.9). Para quase todo x com respeito à medida

ηldκ, vale x ∈ S, sendo ηl de�nida como enunciado do Teorema 5.6.

Demonstração. Tomando r = l nas desigualdades (5.5) e (5.6), obtemos

1

π

∫
sl[lim

y↓0
=
[
M t

φ(x+ iy)
]
]
∥∥φtn(x)

∥∥2
dκ(x) ≤ l, (5.10)

e
1

π

∫
sl[lim

y↓0
=
[
M t

ψ(x+ iy)
]
]
∥∥ψtn(x)

∥∥2
dκ(x) ≤ l. (5.11)

Temos ainda, de (3.4), que para todo n ∈ Z+,[
φn+1 ψn+1

Dnφn Dnψn

]
= An(x)

[
φ1 ψ1

D0φ0 D0ψ0

]
,

ou seja, que para todo n ∈ Z+,

An(x) =

[
φn+1 ψn+1

Dnφn Dnψn

][
I 0

0 D−1
0

]
=

[
φn+1 ψn+1D

−1
0

Dnφn DnψnD
−1
0

]
.

Assim, assumindo a condição (5.1) e considerando a função mensurável ηl tal

qual no enunciado, segue-se de (5.10) e (5.11) a existência de uma constante C tal

que, para todo n ∈ Z+, ∫
‖An(x)‖2 ηl(x)dκ(x) ≤ C.

Logo, para todo L ∈ N,

∫ (
1

L

L−1∑
n=0

‖An(x)‖2

)
ηl(x)dκ(x) ≤ C.

Portanto, pelo Lema de Fatou,

∫
lim inf
L→∞

(
1

L

L−1∑
n=0

‖An(x)‖2

)
ηl(x)dκ(x) ≤ C
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e por �m, para quase todo x com respeito a ηldκ,

lim inf
L→∞

1

L

L−1∑
n=0

‖An(x)‖2 <∞.

Agora, pela Proposição 3.8, (ηl) ⊆ Σφ
ac,l ∩ Σψ

ac,l e, pela Proposição 3.9, Σφ
ac,l ∩ Σψ

ac,l

é um suporte minimal da componente absolutamente contínua de multiplicidade

l.

Combinando os Teoremas 5.14 e 5.15, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 5.16. O conjunto S, dado por (5.9), é um suporte minimal da compo-

nente absolutamente contínua de multiplicidade l da medida espectral do operador

Hφ.

Pelas mesmas considerações presentes na demonstração do Corolário 5.8,

temos que este resultado vale não somente para Hφ, mas para qualquer extensão

auto-adjunta do operador H+
min, dado por (2.14).



Capítulo 6

Operadores Ergódicos

6.1 O Conceito de Operador Dinamicamente

De�nido

A partir de agora, estudaremos operadores dinamicamente de�nidos, isto é ope-

radores da forma (2.1), em que as sequências (Dn)n∈Z e (Vn)n∈Z estão associadas

a um dado sistema dinâmico. Esta estrutura permite-nos dar mais precisão a al-

gumas idéias já exploradas, como a relação entre comportamento assintótico de

auto-soluções e medidas espectrais, e também explorar novos conceitos e de�nições,

como é o caso do expoente de Lyapunov (De�nição 6.5).

A origem desta teoria está nos operadores de Schrödinger periódicos em

C2(R), expressos por

h(g) = − d2

dx2
g(x) + q(x),

onde q é uma função periódica. Tais operadores são, de fato, o tipo mais simples

de operadores dinamicamente de�nidos. Neste contexto, uma estratégia possível

para a análise espectral, conhecida como teoria de Floquet, é procurar, para z ∈ C
�xado, auto-soluções compatíveis com o período do potencial q. Explicitamente,

se L é o período do potencial, devemos buscar soluções da equação e autovalores

em z que veri�quem

gz(x+ L) = µ(z)gz(x)

89
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para algum µ ∈ C e todo x ∈ R. O escalar µ fornece informação sobre o cresci-

mento da função g. Na realidade, sabe-se que os escalares µ+ e µ− associados às

duas soluções linearmente independentes são inversos multiplicativos um do outro,

de modo que, como nos interessa lidar com o crescimento exponencial (de acordo

com o que discutiremos), é mais conveniente lidar com o escalar w(z), dado por

w(z) :=
1

L
log(µ+(z)), (6.1)

denominado expoente de Floquet. Decompondo este fator em partes real e imagi-

nária, isto é,

w(z) = −γ(z) + iα(z), (6.2)

temos que γ(z) quanti�ca a mudança de amplitude de g± em um período L, en-

quanto que α(z) quanti�ca a mudança de fase. Sendo o potencial periódico, o

espectro é contínuo, coincide com os pontos em que γ(z) se anula, e em geral é

formado por uma união de intervalos1. Portanto, neste exemplo, compreendemos

bem a natureza espectral, e consequentemente, a dinâmica (quântica) do operador.

A generalização mais imediata desta classe de operadores consiste em consi-

derar potenciais quase-periódicos, como por exemplo, funções do tipo

q(x) = a(cos(2πx) + cos(2πβx)),

com a ∈ R e β ∈ R \ Q. Espera-se então, neste caso, que o espectro do operador

seja semelhante ou mesmo coincida com um conjunto de Cantor. Pode-se ainda

indagar se para alguns valores dos parâmetros a e β, o espectro do operador possa

ser puramente pontual.

Tanto no caso períodico como no caso quase-periódico, os potenciais são

funções que assumem valores em órbitas de sistemas dinâmicos2 em R. Neste

sentido, associaremos o conceito de operador dinamicamente de�nido ao operador

de Jacobi por meio de um sistema dinâmico discreto:

De�nição 6.1 (Operador de Jacobi Dinamicamente De�nido). Sejam Ω 6= ∅ um
conjunto arbitrário, T : Ω → Ω uma aplicação invertível, l ∈ N e aplicações

1Con�ra Magnus & Winkler [1979].
2Veja a De�nição E.1.
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D, V : Ω → S(l,R). Um operador dinamicamente de�nido é uma família de

operadores em (Cl)Z de�nidos, para cada ω ∈ Ω, pela lei

[Hωu]n := D(T n−1ω)un−1 +D(T nω)un+1 + V (T nω)un, (6.3)

para todo n ∈ Z.
Se (Ω, ν) é um espaço de probabilidade e T : Ω→ Ω uma aplicação ergódica,

dizemos que a família (Hω)ω∈Ω é uma família de operadores ergódicos.

Neste caso, também podemos de�nir um cociclo3 através das matrizes de

transferência de�nidas pela relações (2.6) e (2.8). Especi�camente, podemos de�nir

a função A : Ω→M2l(C) pela lei

A(z, ω) :=

 D−1(ω)(z − V (ω)) −D−1(ω)

D(ω) 0

 , (6.4)

de acordo com a equação (2.4). O cociclo será então a aplicação

(T,A) : Ω× C2l → Ω× C2l

(ω,u) ↪→ (T (ω), A(z, ω)u).
(6.5)

A partir de um cociclo é possível de�nir novamente as matrizes de transfe-

rência como

An(z, ω) =



A(T n−1(ω))A(T n−2(ω))...A(T (ω))A(ω), se n ≥ 1,

I2l, se n = 0,

A−1(T n(ω))...A−1(T−2(ω))A−1(T−1(ω)), se n ≤ −1.

(6.6)

Logo, cada auto-solução está associada a uma órbita do cociclo através da

relação

(ω,u) ↪→ (T (ω), A(z, ω)u) .
3Con�ra a De�nição E.3.
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Se (Ω, ν) for um espaço de probabilidade e T for uma transformação ergó-

dica, podemos de�nir, a partir do Teorema Ergódico de Birkho� (Proposição F.2),

diversas grandezas através do valor esperado de funções integráveis com respeito

a ν. Temos como exemplo a densidade integrada de estados:

De�nição 6.2 (Densidade Integrada de Estados). Seja (Hω)ω como na De�nição

6.1, com (Ω, ν) um espaço de probabilidade e T uma aplicação ergódica. De�nimos

densidade integrada de estados pela lei

k(Λ) :=

∫
Ω

(
l∑

j=1

〈Pω(Λ)e1,j, e1,j〉

)
dν(ω), (6.7)

em que Λ ∈ A, sendo A a σ-álgebra dos borelianos de R, Pω : A → B(l2(Z;Cl))

a resolução da identidade associada ao operador Hφ
ω (Proposição B.12) e e1,j os

vetores canônicos, dados por (3.7).

O expoente de Floquet, de�nido por (6.1) no caso escalar, também pode ser

generalizado4:

De�nição 6.3 (Expoente de Floquet). Seja (Hω)ω como na De�nição 6.2. Para

cada ω ∈ Ω, denote porMφ(z, ω) a função de Weyl-Titchmarsh associada ao opera-

dor Hφ
ω , como na De�nição 3.2. Denominamos exponente de Floquet a quantidade

w(z) =

∫
[log(Mφ(z, ω))]dν(ω). (6.8)

Na Seção 6.3, utilizaremos a densidade de estados para obter propriedades

de regularidade de uma função associada ao expoente de Floquet.

Assim como o que ocorre no caso escalar de operadores de Schrödinger perió-

dicos, podemos especular se há conexão entre o expoente γ, segundo a relação (6.2),

e o espectro de operadores de Jacobi dinamicamente de�nidos. Como veremos na

Seção 6.4, a expectativa é con�rmada: em um certo sentido, a componente abso-

lutamente contínua da medida espectral é dada pelos pontos em que γ se anula. O

caminho que seguiremos para demonstraremos tal resultado, denominado Teoria

4Veja, por exemplo, Kotani & Simon [1988].
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de Kotani, pode ser esclarecido por meio do seguinte diagrama5:

M(x+ iy, ω)

↓↑ (a)

w(x+ iy)

↙↗ ↘↖
−<[w(x+ iy)] =[w(x+ iy)]

(b) ↓↑ ↓↑ (c)

γ(x) α(x)

↘↖ ↙↗
(d) (e)

k

onde a passagem (a) é dada pela relação (6.8). As passagens (b) e (c) são análises

do limite y ↓ 0. Na realidade, realizaremos apenas a passagem (b), através do Lema

6.12. No caso de operadores de Schrödinger escalares, a passagem (e) corresponde

à Teoria de oscilação de Sturm e a passagem (d) ao Teorema da Fatorização de

Hadamard, ou, alternativamente, à Fórmula de Thouless, que abordaremos na

Seção 6.3.

Primeiramente, empregaremos a Fórmula de Thouless para mostrar que o

expoente γ é uma função sub-harmônica; abordaremos, em seguida, a relação en-

tre γ e M , estendendo assim os resultados da Teoria de Kotani para a classe de

operadores de Jacobi a valores matriciais ergódicos (De�nição 6.1). Sequencial-

mente, segundo o diagrama, o que faremos, ao longo das Seções 6.3 e 6.4, equivale

ao caminho (d)→ (b)→ (a).

Quando consideramos uma família de operadores (Hω)ω, a princípio, o espec-

5Adaptado de Lang [1991], página 86.
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tro de cada operador pode variar em relação a ω. Esta é uma questão importante

que não trataremos aqui. Para o caso de operadores de Schrödinger escalares, se

T é uma aplicação ergódica, existem conjuntos Σac,Σsc,Σpp que coincidem, para

quase todo ω, com os respectivos suportes espectrais do operador Hω (Kunz &

Souillard [1981]). O Teorema de Kotani responde parcialmente à questão em rela-

ção à componente absolutamente contínua.

6.2 Expoentes de Lyapunov do Operador

Assumiremos, a partir de agora, que o conjunto (Ω, ν) presente na de�nição do

cociclo (6.5) é um espaço de medida. Com estas hipóteses, podemos de�nir os

expoentes de Lyapunov do cociclo graças ao Teorema de Oseledets:

Teorema 6.4 (Teorema de Oseledets6). Seja (T,A) um cociclo em M(p,C) tal

que

log+ ‖A(ω)‖ : Ω→ R ∈ L1(ν).

Então, para ν-quase todo ω ∈ Ω, existem um inteiro m = m(ω), números reais

γ1(ω), ..., γm(ω) e uma decomposição

Cp = E1
ω ⊕ E2

ω ⊕ ...⊕ Em−1
ω ⊕ Em

ω (6.9)

tais que, para j ∈ {1, ...,m} e ν-quase todo ω ∈ Ω, as seguintes propriedades são

satisfeitas:

(i) (Invariância): 

m(T (ω)) = m(ω),

γj(Tω) = γj(ω),

A(ω)Ej
ω = Ej

T (ω).

6Resultado publicado originalmente em Oseledets [1968]. Adotamos o enunciado exposto em
Oliveira & Viana [2014], página 80.
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(ii) Para todo v ∈ Ej
ω \ {0},

lim
n→±∞

1

n
log ‖An(ω)v‖ = γj(ω). (6.10)

(iii) Seja dj(ω) := dimEj
ω; então,

lim
n→∞

1

n
log det(An(ω)) =

m∑
j=1

dj(ω)γj(ω). (6.11)

Os números m(ω), γj(ω), e os subespaços Ej
ω são mensuráveis com respeito

a ω.

Podemos caracterizar7 os expoentes (6.10) do cociclo (T,A) em função dos

valores singulares das matrizes de transferência:

lim
n→∞

1

n
log (sj[An(ω)]) = γj(ω). (6.12)

Como os expoentes são constantes nas órbitas, se T for um automor�smo ergódico,

a decomposição é constante em um conjunto de medida total, e assim podemos

considerar os expoentes independentes de ω.

De�nição 6.5 (Expoentes de Lyapunov). Seja (T,A) um cociclo de�nido por um

automor�smo ergódico T . Os números γj, de�nidos por (6.12), são chamados de

expoentes de Lyapunov do cociclo (T,A). Os números γ1 e γm são chamados de

expoentes de Lyapunov extremais. Cada dj, segundo o Teorema 6.4, é chamado

multiplicidade do expoente de Lyapunov γj.

Supondo que a aplicação D da De�nição 6.1 seja limitada, para cada ω, o

operador H+
ω,min associado à restrição de Hω a Z+ é ponto limite, segundo a De�-

nição 2.11. Podemos então considerar a sequência de matrizes (F
(+)
n (z, ω))n∈Z+ ∈

l2(Z+,M(l,C)), formada pelas soluções de Jost (De�nição 3.1), que geram o su-

7Veja Ruelle [1979].
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bespaço J+(z, ω) e satisfazem F
(+)
n+1(z, ω)

D(T nω)F
(+)
n (z, ω)

 = An(z, ω)

 M+(z, ω)

D(ω)

 , (6.13)

bem como a sequência (F
(−)
−n (z, ω))n∈Z+ ∈ l2(Z−,M(l,C)), formada pelas soluções

de Jost que geram o subespaço J−(z, ω) e satisfazem F
(−)
−n−1(z, ω)

D(T nω)F
(−)
−n (z, ω)

 = A−n(z, ω)

 M−(z, ω)

D(ω)

 ; (6.14)

aqui, as matrizes A−n(z, ω) são de�nidas por (6.6).

Os subespaços satisfazem dim(J+(z, ω)) = dim(J−(z, ω)) = l e geram o

espaço das soluções da equação de autovalores.

Como as matrizes An são simpléticas, a relação (6.12) garante que os expo-

entes de Lyapunov são pares de números opostos. Mais ainda, como as sequências

(F
(±)
n )n∈Z+ se relacionam com as matrizes de transferência pelas equações (6.13) e

(6.14), temos, ao assumirmos que as matrizes D são uniformemente limitadas, que

lim
n→∞

1

n
log (sj[An(z, ω)]) = lim

n→∞

1

n
log
(
sj[F

(−)
n (z, ω)]

)
,

para j = 1, 2, . . . , l, e

lim
n→∞

1

n
log (sj[An(z, ω)]) = lim

n→∞

1

n
log
(
sj[F

(+)
n (z, ω)]

)
,

para j = l + 1, l + 2, . . . , 2l.

Aplicando tais cosiderações, especi�camente ao cociclo (6.5), podemos esta-

belecer o seguinte resultado:

Proposição 6.6. Existe, associado ao operador dinamicamente de�nido (Hω)ωe

a cada z ∈ C \ R, um cociclo simplético8 em SP (l,C), de�nido por (6.5), com 2l

8Veja a De�nição C.8.
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expoentes de Lyapunov (não necessariamente distintos) satisfazendo

γ+
1 (z) ≥ . . . ≥ γ+

l−1(z) ≥ γ+
l (z) ≥ 0 ≥ γ−l (z) ≥ γ−l−1(z) ≥ . . . ≥ γ−1 (z),

com γ+
j (z) = −γ−j (z), para todo j. Para cada 1 ≤ j ≤ l, tais expoentes se

relacionam com as soluções de Jost da seguinte maneira:

γ+
1 (z) + γ+

2 (z) + . . .+ γ+
j (z) = lim

n→∞

1

n
log
∥∥Λj(F (−)

n (z, ω))
∥∥ , (6.15)

e

γ−1 (z) + γ−2 (z) + . . .+ γ−j (z) = lim
n→∞

1

n
log
∥∥Λj(F (+)

n (z, ω))
∥∥ , (6.16)

para ν-quase todo ω.

6.3 Fórmula de Thouless

A �m de demonstrarmos propriedades de regularidade destes expoentes, mostra-

remos, através da fórmula de Thouless,9 que a quantidade

γ(z) := γ+
1 (z) + γ+

1 (z) + . . .+ γ+
l (z), (6.17)

de�nida no enunciado da Proposição 6.6, é uma função sub-harmônica (De�nição

A.1). Para tanto, necessitamos da densidade integrada de estados (De�nição 6.2).

Dada uma família de operadores dinamicamente de�nidos (Hω)ω, segundo a

De�nição 6.1, considere, para cada N ∈ N e cada ω ∈ Ω, a restrição HN
ω de Hφ

ω ao

espaço l2({0, 1, . . . , N − 1, N}). Considere, ainda, a função kNω : R→ Z+, de�nida

pela lei

kNω (x) := 1
N

# {autovalores de HN
ω menores ou iguais a x}. (6.18)

Mostraremos, a seguir, que a sequência de medidas (kNω dκ)N∈N converge fra-

camente para a densidade integrada de estados k.

9Baseamo-nos na demonstração exposta em Cycon et al. [1987], página 183 e na demonstração
de Kotani & Simon [1988]. A única diferença na fórmula que obtivemos para o operador de Jacobi
é termo constante adicional

∫
Ω
log det (D(ω)) dν(ω), de acordo com o Teorema 6.9.
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Proposição 6.7. Sejam (Hω)ω uma família de operadores de Jacobi ergódicos,

como na De�nição 6.1, k a medida de densidade integrada de estados, segundo a

De�nição 6.2, f : R → R uma função mensurável e limitada, (kNω )N∈N a sequên-

cia de�nida por (6.18), e κ a medida de Lebesgue. Então, existe um conjunto

mensurável Ωf tal que ν(Ωf ) = 1 e, para todo ω ∈ Ωf ,

lim
N→∞

∫
f(x)kNω (x)dκ(x) =

∫
f(x)dk(x).

Demonstração. Seja Pω a resolução da identidade correspondente ao operador Hφ
ω

(segundo a Proposição B.12). Pela de�nição de traço de um operador (De�nição

B.20), ∫
f(x)kNω (x)dκ(x) =

1

N
[Pω(f)χN ]. (6.19)

Como os vetores canônicos en,k formam uma base ortonormal de l2(Z+,Cl),

1

N
[Pω(f)χN ] =

1

N

N−1∑
n=1

l∑
k=1

〈Pω(f)en,k, en,k〉 . (6.20)

Por outro lado, como o operador Hφ
Tnω é obtido do operador Hφ

ω por meio de

uma translação, segue-se que para todo n ∈ Z+,

〈Pω(f)en,k, en,k〉 = 〈PTnω(f)e1,k, e1,k〉 . (6.21)

Desta maneira, se de�nirmos

f(ω) =
l∑

k=1

〈Pω(f)e1,k, e1,k〉 ,

concluímos de (6.19), (6.20) e (6.21) que

∫
f(x)kNω (x)dκ(x) =

1

N

N−1∑
n=1

f(T nω).

Pelo Teorema Ergódico de Birkho� (Proposição F.2), existe um conjunto



6.3. Fórmula de Thouless 99

mensurável Ωf tal que ν(Ωf ) = 1 e, para todo ω ∈ Ωf ,

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f(T nω) = E[f ]

Pela de�nição de k,

E[f ] = E

[
l∑

k=1

〈Pω(f)e1,k, e1,k〉

]
=

∫
f(x)dk(x).

Das últimas três identidades, concluímos que, para todo ω ∈ Ωf ,

lim
N→∞

∫
f(x)kNω (x)dκ(x) =

∫
f(x)dk(x).

Proposição 6.8. Sejam (Hω)ω, k e (kNω )N∈N como no enunciado da Proposição

6.7. Então, (kNω )N∈N converge fracamente para a medida k, para ν-quase todo ω.

Demonstração. Seja C0 o espaço das funções f : R → R contínuas de suporte

compacto. Seja (gn)n uma sequência de funções reais mensuráveis limitadas densa

em C0 no sentido da convergência uniforme. De�na

Ω0 :=
⋂
n∈N

Ωgn ,

sendo Ωgn como no enunciado da Proposição 6.7; então, ν(Ω0) = 1.

Agora, dados f ∈ C0 e ω ∈ Ω0, segue-se da Proposição 6.7 que

lim
N→∞

∫
f(x)kNω (x)dκ(x) =

∫
f(x)dk(x).

Podemos, agora, demonstrar a fórmula de Thousless, de maneira análoga à

demonstração exibida em Kotani & Simon [1988].
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Teorema 6.9 (Fórmula de Thouless). Sejam (Hω)ω como no enunciado da Propo-

sição 6.7, γ(z) a soma dos expoentes de Lyapunov, dada por (6.17), e k a densidade

de estados (De�nição 6.2). Então, para todo z ∈ C,

γ(z) =

∫
R

log |z − x| dk(x)−
∫

Ω

log det (D(ω)) dν(ω).

Demonstração. Considere primeiramente o caso z ∈ C \ R. Fixado ω ∈ Ω, sejam

F (±)(z, ω) as soluções de Jost (De�nição 3.1) para o operador Hω. Segue-se da

Proposição 6.6 que, para ν-quase todo ω,

lim
n→∞

1

n
log det

(
F (−)
n (z, ω)

)
= γ1(z) + . . .+ γl(z).

Como z ∈ ρ(Hω), o espaço das soluções da equação de autovalores tem dimensão

2l e é gerado pelas soluções de Jost. Se considerarmos a solução de Dirichlet

φn(ω, z), cada sequência de colunas das matrizes φn(ω, z) pode ser escrita como

combinação linear de sequências de colunas das matrizes F (+)
n (z, ω) e F (−)

n (z, ω).

Desta maneira, existem matrizes B,C tais que, para todo n ∈ Z+,

φn(z, ω) = F (−)
n (z, ω)B + F (+)

n (z, ω)C. (6.22)

Se B não fosse invertível, existiria um v 6= 0 tal que Bv = 0 e, consequentemente,

φ(z, ω)v = F (+)(z, ω)Cv seria quadrado-somável em +∞; assim, z seria um auto-

valor de Hφ
ω , o que é um absurdo. Concluímos, portanto, que B é invertível. Como,

para z ∈ C \ R, F (−)
n (z, ω) é invertível, podemos reescrever (6.22) como

φn(z, ω) =
[
I + F (+)

n (z, ω)CB−1
(
F (−)
n (z, ω)

)−1
]
F (−)
n (z, ω)B.

Das relações (6.15) e (6.16), temos que

lim
n→∞

1

n
log det (φn(z, ω)) = lim

n→∞

1

n
log det

(
F (−)
n (z, ω)

)
= γ(z). (6.23)

Como φ satisfaz a relação de recorrência

Dnφn+1 = (z − Vn)φn −Dn−1φn−1,
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considerada como função de z, Dnφn+1 é uma matriz cujas entradas são forma-

das por polinômios mônicos de graus menores ou iguais a n. Desta maneira,

det (Dnφn+1) é um polinômio10 de grau nl.

Observe que se v 6= 0 é tal que φN+1(z, ω)v = 0, então existe uma solução da

equação de autovalores em z que é combinação linear das colunas de (φn(z, ω))n∈Z+

e que se anula nos sítios 0 eN+1. Neste caso, z é um auto-valor deHN
ω . Logo, como

DN é invertível, det (DN(ω)φN+1(z, ω)) = 0 se, e somente se, z é um autovalor de

HN
ω .

Assim det (DN(ω)φN+1(z, ω)) é um polinômio em z cujas raízes são os auto-

valores de HN
ω . Se denotarmos por (λk)1≤k≤Nl os autovalores de HN

ω , temos que

det (DN(ω)φN+1(z, ω)) =
Nl∏
k=1

(z − λk). (6.24)

Portanto, se considerarmos, para N ∈ N e ω ∈ Ω, a medida β de�nida nos

borelianos de R, de�nida pela lei

βNω (Λ) = # {x ∈ Λ;x é um autovalor de HN
ω }, (6.25)

então, para todos ω ∈ Ω e N ∈ N, segue-se de (6.24) que

log det (DN(ω)) + log det (φN+1(z, ω)) =

∫
log |z − x| dβNω (x).

Consequentemente, pela de�nição de kNω ,

lim
N→∞

1

N
(log det (DN+1(ω)) + log det (φN+1(z, ω))) = lim

N→∞

∫
log |z − x| kNω (x)dκ(x).

Concluímos da Proposição 6.8 que, para ν-quase todo ω ∈ Ω,

lim
N→∞

1

N
(log det (DN(ω)) + log det (φN(z, ω))) =

∫
log |z − x| dk(x). (6.26)

Por outro lado, pelo Teorema Ergódico de Birkho� (Proposição F.2), uma

10Em analogia ao argumento utilizado em Cycon et al. [1987], página 185.
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vez que Dn(ω) = D(T nω), segue-se que para ν-quase todo ω ∈ Ω,

lim
N→∞

1

n
(log det (DN(ω))) =

∫
Ω

log det (D(ω)) dν(ω). (6.27)

Combinando as identidades (6.26), (6.23) e (6.27), obtemos∫
Ω

log det (D(ω)) dν(ω) + γ(z) =

∫
R

log |z − x| dk(x). (6.28)

Resta-nos demonstrar a identidade para x ∈ R. Dado r > 0, segue-se de

(6.28) que para todo z ∈ C \ R, tomando a média em um disco de raio r em C,

1
πr2

∫
|x−(p+qi)|≤r γ(p+ qi)dκ(p)dκ(q) =

−
∫

Ω
log det (D(ω)) dν(ω)

+ 1
πr2

∫
|x−(p+qi)|≤r

∫
R log |(p+ qi)− s| dk(s)dκ(p)dκ(q).

(6.29)

Agora, pelo Lema A.4, a função f : C→ C ∪ {−∞}, de�nida pela lei

f(z) := −
∫

Ω

log det (D(ω)) dν(ω) +

∫
log |z − s| dk(s),

é sub-harmônica. Logo, fazendo r tender a zero em ambos os membros de (6.29),

obtemos, pelo Lema A.2,

γ(x) = f(x) = −
∫

Ω

log det (D(ω)) dν(ω) +

∫
log |x− s| dk(s).

Corolário 6.10. Seja γ(z) como no enunciado do Teorema 6.9. Então, para κ-

quase todo x ∈ R, a derivada normal

∂γ(x+ iy)

∂y
= lim

y↓0

γ(x)− γ(x+ iy)

y

existe e é �nita.
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Demonstração. Segue-se do Teorema 6.9 e da Proposição A.5.

6.4 Teorema de Kotani

Demonstraremos agora o Teorema de Kotani, que relaciona os expoentes de Lya-

punov do cociclo (6.5) às esperanças dos valores singulares da matriz espectral.

Especi�camente, demonstraremos que um expoente de Lyapunov nulo implica em

que a esperança do respectivo valor singular da matriz espectral seja positiva e

�nita.

O ponto de partida da demonstração é a existência da derivada de γ(z)

(Corolário 6.10). Seguiremos a sequência de argumentos utilizados em Kotani &

Simon [1988], que trata do caso do operador de Schrödinger a valores matriciais11,

com as adaptações necessárias.

A maior di�culdade é a presença das matrizes Dn nas relações de recorr-

rência. A solução que adotamos foi incorporar tais matrizes à grandeza dinâmica

que estimamos para, posteriormente, relacionar esta grandeza à matriz espectral,

graças à Lei Inércia de Sylvester (Proposição C.6).

No caso de um operador dinamicamente de�nido, podemos generalizar a

função Mφ de Weyl-Titchmarsh a partir da sequência

Mφ
n (z, ω) = −Fn+1(z, ω)F−1

n (z, ω)D−1
n (ω), (6.30)

em que z ∈ C+, ω ∈ Ω e Fn(z, ω) = F
(+)
n (z, ω); omitiremos o super-índice (+)

para simpli�carmos a notação. Por de�nição,

Mφ
n+1(z, ω) = Mn(z, Tω).

Lema 6.11. Sejam, para z ∈ C+ e ω ∈ Ω, (Fn(z, ω))n∈N a sequência de matri-

zes de Jost em z, e (Mφ
n (z, ω))n∈Z+ a sequência de matrizes de Weyl-Titchmarsh

associadas ao operador Hφ
ω , de�nida por (6.30). Então, para todos m,n ∈ Z+,

(a) Fn(Tmω)Fm(ω) = Fn+m(ω);

11A demonstração para o caso do operador de Jacobi escalar foi apresentada em Teschl [2000],
página 98.
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(b) Mφ
0 (Tmω)Dm(ω) = Fm+1(ω)F−1

m (ω);

(c) −(Mφ
0 )−1(T n−1ω)−Dn(ω)Mφ

0 (T nω)Dn(ω) + Vn(ω) = zI.

Demonstração. Para simpli�car a notação, omitiremos a dependência das funções

em z.

(a):

Seja a ∈ Cl. A sequência un = Fn(ω)a corresponde à auto-solução u ∈ J+(ω)

do operador Hω que satisfaz u0 = a. Logo, vn = Fn(Tmω)a corresponde à solução

v ∈ J+(Tmω) do operador HTmω que satisfaz v0 = a.

Por outro lado, wn = Fn+m(ω)a corresponde à auto-solução u ∈ J+(ω) que

satisfaz wm = a.

Portanto, cada coluna de Fn(Tmω)Fm(ω) é a solução em J+(Tmω) do ope-

rador HTmω, que no sítio 0 é a coluna correspondente de Fm(ω).

(b):

Na alínea (a), demonstramos que

F1(Tmω)Fm(ω) = F1+m(ω).

Pela relação (6.30), considerando que F1(Tmω) = I e Dm(ω) = D(Tmω), temos

Mφ(Tmω) = −F1(Tmω)D−1
m (ω);

segue-se das relações anteriores que

Mφ(Tmω) = −Fm+1(ω)F−1
m (ω)D−1

m (ω).

(c):

Segue-se da equação de autovalores que

Dn−1(ω)Fn−1(ω)F−1
n (ω) +Dn(ω)Fn+1(ω)F−1

n (ω) + Vn(ω) = zI,

e da alínea (b) que

−(Mφ)−1(T n−1ω)−Dn(ω)Mφ(T nω)Dn(ω) + Vn(ω) = zI.
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Lema 6.12. Sejam z e Mφ(ω) como de�nidos no enunciado do Lema 6.11, e γ(z)

a soma dos expoentes de Lyapunov, de�nida por (6.17). Então, para todo n ∈ Z+,

E
[
log det

(
I +

=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)]
= 2γ(z). (6.31)

Demonstração. Fixe ω ∈ Ω. Segue-se, ao tomarmos a parte imaginária no dois

membros da identidade do Lema 6.11-(c), que, para todo n ∈ N,

−Dn=[Mφ
n ]Dn −=[(Mφ

n−1)−1] = =[z]I. (6.32)

Logo,

I +
=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

= ((Mφ
n−1)∗)−1=[Mφ

n−1](Mφ
n−1)−1(Dn=[Mφ

n ]Dn)−1,

e consequentemente,

E
[
log det

(
I + =[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)]
= −E

[
log det

(
(Mφ

n−1)∗
)]

+E
[
log det

(
=[Mφ

n−1]
)]

−E
[
log det

(
Mφ

n−1

)]
− 2E [log det (Dn)]

−E
[
log det

(
=[Mφ

n ]
)]
.

Como

E
[
log det

(
=[Mφ

n−1]
)]

= E
[
log det

(
=[Mφ

n ]
)]

e

E
[
log det

(
Mφ

n−1

)]
= E

[
log det

(
(Mφ

n−1)∗
)]
,

concluímos que

E
[
log det

(
I +

=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)]
= −2E

[
log det

(
Mφ

n−1

)
+ log det (Dn)

]
. (6.33)
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Por outro lado, Mφ
n = −Fn+1F

−1
n D−1

n , pela de�nição (6.30). Logo, para todo

ω ∈ Ω e todo n ∈ Z+,

log det
(
Mφ

n (ω)
)

= log det (−Fn+1(ω)) + log det
(
F−1
n (ω)

)
+ log det

(
D−1
n (ω)

)
.

O Teorema Ergódico (Proposição F.2) estabelece que, para ν-quase todo ω ∈ Ω,

E
[
log det

(
Mφ

n

)]
= lim

L→∞

1

L

L−1∑
n=0

log det
(
Mφ

n (ω)
)
,

e portanto que

E
[
log det

(
Mφ

n

)]
= limL→∞

1
L

(log det (FL(ω))− log det (F0(ω)))

+ limL→∞
1
L

(∑L−1
n=0 log det (D−1

n (ω))
)
.

Computemos, agora, os membros desta identidade. Naturalmente,

lim
L→∞

1

L
log det (F0(ω)) = 0.

Pela Proposição 6.6,

lim
L→∞

1

L
(log det (FL(ω)) = −γ(z),

e além disso, novamente pelo Teorema Ergódico,

lim
L→∞

1

L

L−1∑
n=0

log det
(
D−1
n (ω)

)
= −E [log det (Dn)] ,

para ν-quase todo ω ∈ Ω. Segue-se que

E
[
log det

(
Mφ

n

)]
= −γ(z)− E [log det (Dn)] . (6.34)

O resultado é agora uma consequência das identidades (6.33) e (6.34).

Proposição 6.13. Sejam z, Mφ(ω) e γ(z) como de�nidos no enunciado do Lema
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6.11. Então, para todo n ∈ Z+,

E

 1[
Dn=[Mφ

n ]Dn + =[z]
2

]
 ≤ 2

γ(z)

=[z]
.

Demonstração. Para toda matriz quadrada A, sabemos que12

det
(
eA
)

= e[A].

Se B for tal que I +B = eA, segue-se que13

det (I +B) = e[log(I+B)],

ou seja,

log det (I +B) = [log(I +B)] .

A igualdade (6.31) pode, então, ser reescrita como

E
[[

log

(
I +

=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)]]
= 2γ(z),

que por sua vez, pela Proposição C.5-(e), pode ser traduzida em termos dos valores

singulares, µk, de D0=[Mφ
0 ]D0 como

E

[
l∑

k=1

(
log

(
1 +
=[z]

µk

))]
= 2γ(z).

Segue-se da desigualdade

log(1 + x) ≥ x

1 + x
2

, (6.35)

12Veja, por exemplo, Taylor [2011], página 25.
13O logaritmo está de�nido para qualquer matriz com autovalores positivos, Higham [2008],

página 269.
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válida para todo x ≥ 0, que

E

 l∑
k=1

(
=[z]
µk

)
1 +

(
=[z]
2µk

)
 ≤ 2γ(z),

e assim que

=[z]E

[
l∑

k=1

1

µk + =[z]
2

]
≤ 2γ(z).

E �nalmente, uma vez que a média aritmética de um conjunto �nito de números

não-negativos é maior do que sua média harmônica,

E

 1[
Dn=[Mφ

n ]Dn + =[z]
2

]
 ≤ E

[
l∑

k=1

1

µk + =[z]
2

]
≤ 2

γ(z)

=[z]
.

O Corolário 6.10 garante que a derivada normal ∂γ(x+iy)
∂y

(x) existe para quase

todo x com respeito à medida de Lebesgue. Desta maneira, para todo x ∈ R em

que a derivada norma existe e γ(x) = 0,

∂γ(x+ iy)

∂y
(x) = lim

y↓0

γ(x+ iy)− γ(x)

y
= lim

y↓0

γ(x+ iy)

y
.

Então, como consequência da Proposição 6.13,

lim sup
y↓0

E

 1[
Dn=[Mφ

n (x+ iy)]Dn + =[z]
2

]
 <∞

para κ-quase todo x e, pelo Lema de Fatou,

E
[
lim infy↓0

1

[Dn=[Mφ
n (x+iy)]Dn+

=[z]
2 ]

]
≤

≤ lim supy↓0 E
[

1

[Dn=[Mφ
n (x+iy)]Dn+

=[z]
2 ]

]
.
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Logo, para κ-quase-todo x tal que γ(x) = 0 e ν-quase todo ω ∈ Ω,

lim inf
y↓0

[
Dn=[Mφ

n (x+ iy, ω)]Dn

]
> 0.

Por outro lado, por (3.8), a funçãoMφ(z) é Herglotz, e consequentemente, o limite

lim
y↓0

[
Dn=[Mφ

n (x+ iy, ω)]Dn

]
é �nito para κ-quase todo x e todo ω ∈ Ω. Portanto, para κ-quase todo x tal que

γ(x) = 0 e ν-quase todo ω ∈ Ω,

0 < lim
y↓0

[
Dn=[Mφ

n (x+ iy, ω)]Dn

]
<∞. (6.36)

Se de�nirmos os conjuntos14

Zj := {x ∈ R; exatamente 2j expoentes γ se anulam}, (6.37)

segue-se de (6.36) que Zessl ⊆ σac,l(H
φ
ω) para ν-quase todo ω ∈ Ω. De fato, pela

Lei de Inércia de Sylvester (Proposição C.6), obtemos de (6.36) que, para κ-quase

todo x tal que γ(x) = 0 e ν quase todo ω ∈ Ω,

0 < lim
y↓0

[
=[Mφ

n (x+ iy, ω)]
]
<∞;

a a�rmação agora é uma consequência da Proposição 3.8.

Podemos, assim como realizado em Kotani & Simon [1988], prosseguir na

análise e obter, a partir da Proposição 6.13, uma caraterização estrati�cada com

respeito à multiplicidade, expressa por meio dos conjuntos (6.37).

A saber, relacionaremos os maiores valores singulares da matriz espectralMφ

com os menores expoentes de Lyapunov:

Lema 6.14. Sejam z,Mφ(ω) e γ(z) de�nidos como no enunciado do Lema 6.12.

Sejam µ1(ω) ≥ µ2(ω) ≥ . . . ≥ µl(ω) os valores singulares de D0=[Mφ
0 (ω)]D0.

14Os expoentes se Lyapunov do operador, por serem pares de números opostos, se anulam aos
pares.



110 Capítulo 6. Operadores Ergódicos

Então,
j∑

k=1

E
[
log

(
1 +
=[z]

µk

)]
≤ 2(γl+1−j + . . .+ γl).

Demonstração. Partindo novamente da Equação (6.32), temos, para todo n ∈ N,

−Dn=[Mφ
n ]Dn = =[z]I− ((Mφ

n−1)∗)−1=[Mφ
n−1](Mφ

n−1)−1.

Multiplicando ambos os membros da equação anterior à esquerda por F ∗n e à direita

por Fn, obtemos

−F ∗nDn=[Mφ
n ]DnFn = F ∗n=[z]Fn − F ∗n((Mφ

n−1)∗)−1=[Mφ
n−1](Mφ

n−1)−1Fn.

Como 
F ∗n((Mφ

n−1)∗)−1 = −F ∗n−1Dn−1,

(Mφ
n−1)−1Fn = −Dn−1Fn−1,

a igualdade pode ser reescrita como

−F ∗nDn=[Mφ
n ]DnFn = =[z]F ∗nFn − F ∗n−1Dn−1=[Mφ

n−1]Dn−1Fn−1,

que é uma relação entre matrizes positivas semi-de�nidas . Denotando por Pn :=√
Dn=[Mφ

n ]DnFn, temos a identidade

P ∗n−1Pn−1 = =[z]F ∗nFn + P ∗nPn,

que resulta na relação de recorrência

P ∗n−1Pn−1 = P ∗n

(
I +

=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)
Pn. (6.38)

O próximo passo consiste em aplicarmos os operadores Λk a ambos os mem-
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bros de (6.38)15. Para cada 0 ≤ j ≤ l − 1, temos

Λl−j (P ∗n−1Pn−1

)
= Λl−j

(
P ∗n

(
I + =[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)
Pn

)
= Λl−j

((
I + =[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)
PnP

∗
n

)
,

de modo que

∥∥Λl−j(P ∗n−1Pn−1)
∥∥ ≤ ∥∥∥∥Λl−j

(
I +

=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)∥∥∥∥∥∥Λl−j(P ∗nPn)
∥∥ . (6.39)

Como ∥∥∥∥Λl−j
(
I +

=[z]

Dn=[Mφ
n ]Dn

)∥∥∥∥ =

l−j∏
k=1

(
1 +

=[z]

µl+1−k(T nω)

)
,

a desigualdade (6.39) pode ser reescrita como

log
∥∥Λl−j(P ∗n−1Pn−1)

∥∥ ≤ l−j∑
k=1

log

(
1 +

=[z]

µl+1−k(T nω)

)
+ log

∥∥Λl−j(P ∗nPn)
∥∥ . (6.40)

Segue-se da relação recursiva (6.40) que

log
∥∥Λl−j(P ∗0P0)

∥∥ ≤ n∑
j=1

l−j∑
k=1

log

(
1 +

=[z]

µl+1−k(T jω)

)
+ log

∥∥Λl−j(P ∗nPn)
∥∥ .

Dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por n e fazendo n → ∞,

segue-se do Teorema Ergódico de Birkho� (Proposição F.2) que, para ν-quase todo

ω ∈ Ω,

0 ≤
l∑

k=1

E
[
log

(
1 +

=[z]

µl+1−k

)]
+ lim

n→∞

1

n
log
∥∥Λl−j(P ∗nPn)

∥∥ . (6.41)

Por outro lado, por de�nição, F e P satisfazem, para todo n ∈ Z+,

P ∗nPn = F ∗nDn=[Mφ
n ]DnFn,

15Vide o Lema C.7 e a relação (C.3) para a de�nição e algumas propriedades destes operadores.
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de modo que, pela relação (C.2),

Λl−j (P ∗nPn) = Λl−j (F ∗nDn=[Mφ
n ]DnFn

)
= Λl−j (Dn=[Mφ

n ]DnFnF
∗
n

)
,

e portanto

1

n
log
∥∥Λl−j(P ∗nPn)

∥∥ ≤ 1

n
log
∥∥Λl−j(Dn=[Mφ

n ]Dn)
∥∥+

1

n
log
∥∥Λl−j(F ∗nFn)

∥∥ . (6.42)

Segue-se agora da Proposição 6.6 que, para ν-quase todo ω ∈ Ω,

−γ(z) = lim
n→∞

1

n
log
∥∥Λl−j(Fn(ω, z))

∥∥ ,
e como log

∥∥∥Λl−j(D0=[Mφ
0 ]D0)(ω)

∥∥∥ é limitada superiormente, obtemos

lim
n→∞

1

n
log
∥∥Λl−j(P ∗nPn)

∥∥ ≤ −2γ(z). (6.43)

Segue-se das relações (6.43) e (6.41) que

l−j∑
k=1

E
[
log

(
1 +

=[z]

µl+1−k

)]
≥ 2(γ1 + . . .+ γl−j). (6.44)

Por �m, obtemos do Lema 6.12 e de (6.44) que

j∑
k=1

E
[
log

(
1 +
=[z]

µk

)]
=

l∑
k=l−j+1

E
[
log

(
1 +

=[z]

µl+1−k

)]
≤ 2(γl+1−j + . . .+ γl),

como queríamos demonstrar.

Suponha agora que para um x ∈ R dado exista uma auto-solução do ope-

rador Hω como na De�nição 6.1. Dado y > 0, uma vez que x + iy pertence ao

conjunto resolvente, também existe a auto-solução correspondente à energia x+iy.

Podemos, assim, utilizar a fórmula de Green para comparar as normas l2(Z+,Cl)

destas duas auto-soluções.
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Lema 6.15. Seja (Hω)ω como na De�nição 6.1. Fixados ω ∈ Ω, 1 ≤ k ≤ l e

n ∈ Z+, seja f(k)
n (x+ iy, ω) a k-ésima coluna da matriz Fn(x+ iy, ω). Se a solução

de Jost f(k)(x, ω) for quadrado-somável em +∞, então

∞∑
m=1

∥∥∥f(k)
m (x+ iy)

∥∥∥2

Cl
≤

∞∑
m=1

∥∥∥f(k)
m (x)

∥∥∥2

Cl
.

Demonstração. Para simpli�car a notação, omitiremos a dependência em ω. Seja

z = x+ iy. Aplicando o Lema 2.6 a f(k)(z) e f(k)(x), obtemos

=[z]

(
2
∥∥∥f(k)(z)

∥∥∥2

−
〈
f(k)(z), f(k)(x)

〉
−
〈
f(k)(x), f(k)(z)

〉)
= 0,

pois sendo as auto-soluções quadrado-somáveis,

lim
n→∞

W
[f(k)(z)−f(k)(x),f

(k)
(z)−f(k)(x)]

(n+ 1) = 0,

e como f(k)
0 (z)− f

(k)
0 (x) = 0,

W
[f(k)(z)−f(k)(x),f

(k)
(z)−f(k)(x)]

(1) = 0.

Portanto, ∥∥∥f(k)(z)− f(k)(x)
∥∥∥2

=
∥∥∥f(k)(z)

∥∥∥2

+
∥∥∥f(k)(x)

∥∥∥2

−
〈
f(k)(z), f(k)(x)

〉
−
〈
f(k)(x), f(k)(z)

〉
=

∥∥∥f(k)(x)
∥∥∥2

−
∥∥∥f(k)(z)

∥∥∥2

,

e consequentemente ∥∥∥f(k)(x)
∥∥∥2

−
∥∥∥f(k)(z)

∥∥∥2

> 0.

Corolário 6.16. Sejam z, (Hω)ω,M
φ(ω) e γ(z) como no enunciado do Lema 6.12.

Dado x ∈ R, se, para um 1 ≤ j ≤ l, γj(x) > 0, então, para todo y > 0, γj(x) ≤
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γ(x+ iy).

Demonstração. Se γj(x) > 0, para ν-quase todo ω, há uma auto-solução f(x, ω)

em x que decai exponencialmente. O Lema 6.15 estabelece que, para ν-quase todo

ω, a auto-solução correspondente f(x+ iy, ω) deve decair no mínimo com a mesma

taxa. Logo γj(x) ≤ γj(x+ iy).

Proposição 6.17. Sejam (Hω)ω,M
φ(ω), γ e (µk)

l
k=1 como de�nidos no enunciado

do Lema 6.14. Fixados x ∈ R e 0 ≤ j ≤ l − 1, suponha que existam, para cada

k = 1, 2, . . . , l − j, os limites

γk(x) = lim
y↓0

γk(x+ iy).

Então, para todo y > 0,

E
(∑j

k=1
1

µk(x+iy)+ y
2

)
≤ 2

y

(∑j
k=1 γl+1−k(x+ iy)

)
+ 2
y

(∑l
k=j+1(γl+1−k(x+ iy)− γl+1−k(x))

)
.

Demonstração. Do Lema 6.14, temos que

j∑
k=1

E
[
log

(
1 +

y

µk

)]
≤ 2(γl+1−j + . . .+ γl).

Desta desigualdade, utilizando argumentos análogos àqueles empregados na de-

monstração da Proposição 6.13, podemos mostrar que

E

(
j∑

k=1

1

µk(x+ iy) + y
2

)
≤ 2

y

j∑
k=1

γl+1−k(x+ iy). (6.45)

Por outro lado, pelo Corolário 6.16,

l∑
k=j+1

(γl+1−k(x+ iy)− γl+1−k(x)) ≥ 0,
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e, como y > 0,

0 ≤ 2

y

l∑
k=j+1

(γl+1−k(x+ iy)− γl+1−k(x)). (6.46)

Somando, membro a membro, (6.45) e (6.46), o resultado se segue.

Teorema 6.18 (Teorema de Kotani). Sejam (Hω)ω uma família de operadores

ergódicos, como na De�nição 6.1, e para cada 1 ≤ j ≤ l, Zj o conjunto dado por

(6.37). Então, para ν-quase todo ω, a restrição do espectro absolutamente contínuo

ao conjunto Zj tem multiplicidade no mínimo 2j.

Demonstração. Considere os conjuntos

Q1 := {x ∈ R; ∃ limy↓0 γ(x+ iy)},

Q2 := {x ∈ R; ∃ limy↓0
∂γ
∂y

(x+ iy)},

Q3 := {x ∈ Q1 ∩Q2; limy↓0

[
γ(x+iy)−γ(x)

y
− ∂γ

∂y
(x+ iy)

]
= 0},

Q4 := {x ∈ R; ∃ limy↓0=[M(x+ iy, ω)], para ν- quase todo ω}.

Segue-se do Corolário 6.10 que κ(R \ Q3) = 0, para ν-quase todo ω ∈ Ω.

Para todo x0 em Zj ∩Q3, existe o limite

lim
y↓0

1

y

[
j∑

k=1

γk(x0 + iy) +
l∑

k=j+1

(γk(x0 + iy)− γk(x0))

]
= lim

y↓0

1

y
[γ(x0 + iy)− γ(x0)].

Segue-se, portanto, da Proposição 6.17 que para todos x0 ∈ Zj ∩ Q3 e todo

1 ≤ k ≤ j,

lim sup
y↓0

E
[

1

µk(x0 + iy) + y
2

]
<∞,

e consequentemente, pelo Lema de Fatou, que

E
[
lim inf
y↓0

1

µk(x0 + iy) + y
2

]
≤ lim sup

y↓0
E
[

1

µk(x0 + iy) + y
2

]
<∞.



116 Capítulo 6. Operadores Ergódicos

Logo, para ν-quase todo ω, todo x0 ∈ Zj ∩Q3 e todo 1 ≤ k ≤ j, temos

lim inf
y↓0

µk(x0 + iy, ω) > 0.

Por outro lado, por (3.8), Mφ é uma função Herglotz. Logo, κ(R \Q4) = 0.

Portanto, se x0 ∈ Zj ∩Q3 ∩Q4, então, para ν-quase todo ω e todo 1 ≤ k ≤ j,

0 < lim
y↓0

µk(x0 + iy, ω) <∞.

Concluímos que, nestas condições,

[D0(ω)=[M(x0, ω)]D0(ω)] ≥ j.

Pela Lei da Inércia de Sylvester (Proposição C.6), o mesmo vale para a matriz

=[M(x0, ω)].

Utilizando argumentos análogos, podemos demonstrar o mesmo resultado

para a família (H
φ,(−)
ω )ω de�nida em {−1,−2, . . .} e, a partir da Proposição 3.10,

podemos estender, com multiplicidade 2j, o resultado à família de operadores

(Hω)ω de�nidos em Z.

6.5 Teorema de Ishii-Pastur

Discutiremos na presente seção o Teorema de Ishii-Pastur, a recíproca do Teorema

de Kotani (demonstrado para o caso escalar de operadores de Schrödinger, por

exemplo, em Ishii [1973] e Pastur [1980]). No contexto de operadores de Schrö-

dinger a valores matriciais, podemos citar a demonstração exposta em Kotani &

Simon [1988]. Demonstraremos uma versão do resultado para o caso de operado-

res de Jacobi a valores matriciais através de relações provenientes da Fórmula de

Green. Ao combinarmos os teoremas de Kotani e de Ishii-Pastur, obtemos aquilo

que se conhece na literatura por Teoria de Kotani.

Proposição 6.19. Sejam (Hω)ω como na De�nição 6.1, Mφ(z, ω) a matriz de

Weyl-Titchmarsh para o operador Hφ
ω e f(k)(z) como no Lema 6.15. Fixados ω ∈ Ω
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e x ∈ R, se a solução de Jost f(k)(x) for quadrado-somável em +∞, então

lim
y↓0

(D0=[Mφ(x+ iy, ω)]D0)kk = 0.

Demonstração. Sabemos, da Proposição 3.3-(b), que para todo y > 0,

(D0=[M(x+ iy, ω)]D0)kk = y
∞∑
n=1

(F ∗nFn)kk = y

∞∑
n=1

∥∥∥f(k)
n (x+ iy)

∥∥∥2

Cl
.

O Lema 6.15 garante, sob as hipóteses do enunciado, que

∞∑
n=1

∥∥∥f(k)
n (x+ iy)

∥∥∥2

Cl
≤

∞∑
n=1

∥∥∥f(k)
n (x)

∥∥∥2

Cl
.

Consequentemente, como x é �xado,

lim
y↓0

(D0=[M(x+ iy, ω)]D0)kk
y

≤
∞∑
n=1

∥∥∥f(k)
n (x)

∥∥∥2

Cl
<∞,

e assim, necessariamente, limy↓0(D0=[M(x+ iy, ω)]D0)kk = 0.

Teorema 6.20 (Teorema de Ishii-Pastur). Seja (Hω)ω uma família de operadores

ergódicos, como na De�nição 6.1, e seja para cada 1 ≤ j ≤ l, Zj o conjunto dado

por (6.37). Então, a multiplicidade do espectro absolutamente contínuo restrito a

Zj é no máximo 2j.

Demonstração. Suponha que x ∈ Zj. Desta hipótese e do Teorema de Oseledets

temos que, para ν-quase todo ω, existem l−j+1 auto-soluções f(k)
ω (x) linearmente

independentes com decaimento exponencial em +∞.

Pela Proposição 6.19, segue-se que, para l − j + 1 valores do índice k,

lim
y↓0

(D0=[Mφ(x+ iy)]D0)kk = 0.

Logo, pela Lei da Inércia de Sylvester, existem l − j + 1 valores do índice k tais

que

lim
y↓0

(=[Mφ(x+ iy)])kk = 0,
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e, portanto,

[lim
y↓0
=[Mφ(x+ iy)]] ≤ j.

Analogamente, como na demonstração do Teorema 6.18, a mesma conclusão

vale para a família (H
φ,(−)
ω )ω de�nida em {−1,−2, . . .}, e novamente a partir da

Proposição 3.10, podemos estender o resultado, para Lebesgue quase todo x ∈ Zj,
à família de operadores (Hω)ω de�nidos em Z, com multiplicidade 2j.

Segue-se dos Teoremas 6.18 e 6.20 o seguinte resultado.

Corolário 6.21. Sejam (Hω)ω e Zj como no enunciado do Teorema 6.20. Então,

(a) o conjunto Zj é o suporte essencial do espectro absolutamente contínuo

de multiplicidade 2j;

(b) não existe espectro absolutamente contínuo de multiplicidade ímpar.



Capítulo 7

Operadores Minimais

Uma outra situação natural a ser considerada no contexto de operadores dinami-

camente de�nidos (De�nição 6.1), é aquela em que Ω é um espaço topológico e T

é uma transformação contínua minimal. Se Ω é um espaço métrico compacto e T

é uma transformação minimal, pode-se demonstrar uma versão fraca da chamada

dicotomia exponencial entre o espectro e o conjunto resolvente, além da constân-

cia em ω das componentes absolutamente contínuas de multiplicidades quaisquer

dos operadores da família (Hω)ω (ou seja, que σac,r(Hω1) = σac,r(Hω2), para todos

ω1, ω2 ∈ Ω, com 1 ≤ r ≤ l). Demonstraremos esta última a�rmação, na Seção

7.1, utilizando os resultados estabelecidos no Capítulo 5. Já a referida versão da

dicotomia exponencial será demonstrada na Seção 7.3.

7.1 Constância do Espectro Absolutamente

Contínuo

Dentre os potenciais dinamicamente de�nidos a partir de transformações minimais

em espaços métricos, destacam-se no estudo de operadores de Schrödinger escalares

aqueles chamados almost−periodic; em particular, temos os chamados potenciais

periódicos, limit− periodic e quasi− periodic.
Podemos estender tais de�nições para o caso do operador de Jacobi a valores

matriciais.

119
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De�nição 7.1 (Potencial almost− periodic). Uma função V : Z→M(l,C) limi-

tada é dita um potencial almost− periodic se a sequência (Sn(V ))n∈Z é compacta

em l∞(Z;M(l,C)), em que

S : l∞(Z;M(l,C)) → l∞(Z;M(l,C))

(Vn) ↪→ (Vn+1)

é a aplicação deslocamento.

Dada uma aplicação W : N→M(l,C), a envoltória de W é o conjunto

(W ) := {Sn(W ), n ∈ N}, (7.1)

com o fecho tomado com respeito à topologia da convergência uniforme no espaço

l∞(Z;M(l,C)). Se W é almost − periodic, (W ) é compacto. Claramente, toda

função periódica é almost − periodic. Em geral, operadores de Schrödinger de�-

nidos por potenciais almost − periodic são estudados no âmbito dos operadores

ergódicos, tais como de�nidos na Capítulo 6.

De�nição 7.2 (Potencial Limit − periodic). Um potencial V : Z → M(l,C) é

dito limit − periodic se existem sequências periódicas W (m) : Z → M(l,C) tais

que

lim
m→∞

sup
k∈Z

∥∥∥Vk −W (m)
k

∥∥∥ = 0.

Novamente, se V é uma função periódica, então V é um potencial limit −
periodic. Se V é um potencial limit − periodic, então é um potencial almost −
periodic. Em contrapartida, para o caso escalar, suponha que V seja almost −
periodic, mas que não seja periódico; então, V é limit− periodic se, e somente se,

(V ) é totalmente desconexo, onde (V ) é a envoltória de V , dada por (7.1).

De�nição 7.3 (Potencial quasi − periodic). Sejam Td o toro d-dimensional e

f ∈ C(Td,M(l,C)) uma função contínua. Uma aplicação V : Z→ M(l,C) é dita

um potencial quasi− periodic se é da forma

V (n) = f(ω + nα),
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com ω, α ∈ Td, e α = (α1, . . . , α2) é tal que se

d∑
j=1

kjαj = 0 ∈ T,

com kj ∈ Z, então kj = 0 para 1 ≤ j ≤ d.

Em outras palavras, um potencial quasi−periodic é dado por uma translação

minimal no toro d-dimensional.

Se V é um potencial almost − periodic, denote (V ) por Ω. O conjunto Ω

é um subespaço topológico compacto de l∞(Z;M(l,C)), e podemos de�nir em

Ω uma estrutura de grupo abeliano. De fato, se W1,W2 são potenciais tais que

W1 = Sk1(V ) e W2 = Sk2(V ), para k1, k2 ∈ Z, de�nimos

W1 ∗W2 := Sk1+k1(V ).

E ainda podemos estender continuamente esta operação a Ω, que passa a ser um

grupo topológico compacto, no qual podemos de�nir a medida de Haar.

Portanto, um potencial almost − periodic pode ser representado por uma

translação minimal T : Ω→ Ω em um grupo abeliano compacto Ω como

Vn = Vω(n) = f(T nω), (7.2)

em que f : Ω→M(l,C) é uma aplicação contínua.

Podemos generalizar o resultado anterior e de�nir o conceito de operador

dinamicamente de�nido minimal, ou seja, um operador como na De�nição 6.1,

com Ω um espaço topológico compacto e T uma transformação minimal. Uma das

consequências dos Teoremas 5.3 e 5.6, conforme resultados apresentados em Last

& Simon [1999] para o caso escalar, é a constância da componente absolutamente

contínua do espectro para operadores minimais.

A de�nição de potencial minimal tem certas implicações topológicas:

De�nição 7.4 (Limite à Direita e à Esquerda de um Potencial). Sejam V,W :

Z → M(l,C) funções limitadas. Dizemos que W é limite à direita de V se existe



122 Capítulo 7. Operadores Minimais

uma sequência (nj)j com limj→∞ nj =∞ tal que, para todo n ∈ Z,

lim
j→∞

V (n− nj) = W (n).

Nas mesmas condições, dizemos que W é limite à esquerda de V se, para todo

n ∈ Z,
lim
j→∞

V (n+ nj) = W (n)

Se V é um potencial minimal eW ∈ (V ), por de�nição,W é limite à esquerda

de V .

Proposição 7.5. Sejam H(1) e H(2) operadores de Jacobi, segundo a De�nição 2.1,

associados, respectivamente, aos pares de sequências de matrizes reais e simétricas

(D
(1)
n )n, (V

(1)
n )n e (D

(2)
n )n, (V

(2)
n )n. Se (D

(2)
n )n é limite à esquerda de (D

(1)
n )n e

(V
(2)
n )n é limite à esquerda de (V

(1)
n )n, então, para todo k ∈ {1, 2, . . . , l},

σac,k(H
φ
(1)) = σac,k(H

φ
(2)),

em que σac,k(H
φ
(j)) é o espectro absolutamente contínuo de multiplicidade k do

operador Hφ
(j).

Demonstração. Por hipótese, existe uma sequência (nj)j de números inteiros com

limj→∞ nj =∞ tal que, para todo m ∈ Z+,

limj→∞D
(1)
m+nj = D

(2)
m ,

limj→∞ V
(1)
m+nj = V

(2)
m .

Considere as soluções de Dirichlet e Neumann do operador H(1), respectiva-

mente φ(1) e ψ(1). Como φ(1) e ψ(1) satisfazem a equação de autovalores, temos,

para todos m, j ∈ Z+,
D

(1)
m+njφ

(1)
m+nj+1 +D

(1)
m+nj−1φ

(1)
m+nj−1 + V

(1)
m+njφ

(1)
m+nj = xφ

(1)
m+nj

D
(1)
m+njψ

(1)
m+nj+1 +D

(1)
m+nj−1ψ

(1)
m+nj−1 + V

(1)
m+njψ

(1)
m+nj = xψ

(1)
m+nj .

(7.3)
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Por compacidade, tomando uma subsequência se necessário, podemos consi-

derar para cada m ∈ Z+, os limites

Bm := limj→∞ φ
(1)
m+nj ,

Cm := limj→∞ ψ
(1)
m+nj .

Tomando o limite em j nas identidades (7.3), temos que estas sequências satisfazem
D

(2)
m Bm+1 +D

(2)
m−1Bm−1 + V

(2)
m Bm = xBm,

D
(2)
m Cm+1 +D

(2)
m−1Cm−1 + V

(2)
m Cm = xCm.

Portanto, (Bn)n∈Z+ e (Cn)n∈Z+ são soluções da equação de autovalores do operador

H(2).

Como dicutido na demonstração do Lema 3.5, aplicando a equação (2.11)

sobre φ(1) e ψ(1), obtemos, para todos m, j ∈ Z+,

(ψ
(1)
m+nj)

tD
(1)
m+njψ

(1)
m+nj+1 − (ψ

(1)
m+nj+1)tD

(1)
m+njψ

(1)
m+nj = 0,

(ψ
(1)
m+nj)

tD
(1)
m+njφ

(1)
m+nj+1 − (ψ

(1)
m+nj+1)tD

(1)
m+njφ

(1)
m+nj = D

(1)
0 ,

(φ
(1)
m+nj)

tD
(1)
m+njψ

(1)
m+nj+1 − (φ

(1)
m+nj+1)tD

(1)
m+njψ

(1)
m+nj = −D(1)

0 ,

(φ
(1)
m+nj)

tD
(1)
m+njφ

(1)
m+nj+1 − (φ

(1)
m+nj+1)tD

(1)
m+njφ

(1)
m+nj = 0.

Tomando novamente o limite em j, segue-se que

(Cm)tD
(2)
m Cm+1 − (Cm+1)tD

(2)
m Cm = 0,

(Cm)tD
(2)
m Bm+1 − (Cm+1)tD

(2)
m Bm = D

(1)
0 ,

(Bm)tD
(2)
m Cm+1 − (Bm+1)tD

(2)
m Cm = −D(1)

0 ,

(Bm)tD
(2)
m Bm+1 − (Bm+1)tD

(2)
m Bm = 0.
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Logo, as sequências (Bn)n∈Z+ e (Cn)n∈Z+ satisfazem relações análogas às que

foram necessárias, na Seção 5.1, para de�nir os suportes (5.2) a partir de ψ e

φ. Disso concluímos que B e C formam uma base para o espaço gerado pelas

soluções da equação de autovalores associado a H(2). Logo, pelo Corolário 5.8,

para 1 ≤ r ≤ l, os conjuntos

Tr := {x ∈ R; lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=1

s2
l−r+1[Bn(x)] + s2

l−r+1[Cn(x)] <∞}

são tais que Tr \ Tr+1

ess
corresponde à componente espectral absolutamente contí-

nua de multiplicidade r de qualquer extensão auto-adjunta do operador (H(2))
+
min,

em particular Hφ
(2).

Assim, como na demonstração do Teorema 5.6 (Desigualdade (5.7)), para

todo n ∈ Z+ e todo 1 ≤ r ≤ k,∫ (
s2
l−r+1[φ(1)

n (x)] + s2
l−r+1[ψ(1)

n (x)]
)
η(1)(x)dκ(x) ≤ 2lπ,

(com η(1)dκ suportada em σac,k(H
φ
(1)) e, consequentemente, para L, j ∈ Z+ arbi-

trários, ∫
1
L

∑L
k=1

(
s2
l−r+1[φ

(1)
k+nj

(x)] + s2
l−r+1[ψ

(1)
k+nj

(x)]
)
η(1)(x)dκ(x) =

=
∫

1
L

∑nj+L
m=nj+1

(
s2
l−r+1[φ

(1)
m (x)] + s2

l−r+1[ψ
(1)
m (x)]

)
η(1)(x)dκ(x) ≤ 2lπ.

Pelo Teorema da Convergência Dominada,

∫
1

L

L∑
k=1

(
s2
l−r+1[Bk(x)] + s2

l−r+1[Ck(x)]
)
η(1)(x)dκ(x) ≤ 2lπ,

e, �nalmente, utilizando o Lema de Fatou, obtemos

lim inf
L→∞

1

L

L∑
k=1

s2
l−r+1[Bk(x)] + s2

l−r+1[Ck(x)] <∞, (7.4)



7.1. Constância do Espectro Absolutamente Contínuo 125

para quase todo x com o respeito à medida η(1)dκ. Logo, pelo Teorema 5.3,

σac,k(H
φ
(2)) ⊆ σac,k(H

φ
(1)).

Como a outra inclusão se demonstra analogamente, o resultado se segue.

Teorema 7.6. Seja (Hω)ω∈Ω uma família de operadores de Jacobi dinamicamente

de�nidos minimal. Então, para todos ω0, ω1 ∈ Ω e 1 ≤ k ≤ l,

σac,k(H
φ
ω1

) = σac,k(H
φ
ω0

),

sendo Hφ
ω e σac,k(Hφ

ω) como no enunciado da Proposição 7.5.

Demonstração. Para cada ω ∈ Ω, denote por Dω a sequência (Dn(ω))n∈Z. Dados

ω0, ω1 ∈ Ω, Dω1 ∈ (Dω0). Logo, Dω0 é limite à direita de Dω1 . Da mesma maneira,

V ω0 é limite à direita de V ω1 e o resultado decorre da proposição anterior.

Este resultado pode ser diretamente estendido ao operador de�nido em Z no

seguinte sentido:

Corolário 7.7. Seja (Hω)ω∈Ω uma família de operadores de Jacobi dinamicamente

de�nidos minimal. Então, para todos ω0, ω1 ∈ Ω e 1 ≤ k ≤ l,

σac,2k(Hω0) = σac,2k(Hω1),

e existem apenas componentes absolutamente contínuas de multiplicidade par.

Demonstração. Fixe ω0 ∈ Ω associado aos potenciais V,D, segundo (7.2). Como

ω1 ∈ (ω0), seja nj tal que Snjω1 = ω0. Dessa maneira, se denotarmos por ψω0 e

φω0 as soluções de Neumann e Dirichlet associadas ao operador Hω0 , assim como

na demonstração da Proposição 7.5, existirão sequências (Bn)n∈Z+ e (Cn)n∈Z de

soluções da equação de autovalores do operador Hω1 tais que, para cada m ∈ Z,

Bm := limj→∞ φ
ω0
m+nj ,

Cm := limj→∞ ψ
ω0
m+nj .
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Em particular, para todos 1 ≤ r ≤ l e L ∈ N,

1
L

∑−L
m=−1 s

2
l−r+1[Bm(x)] + s2

l−r+1[Cm(x)] =

= limj→∞
1
L

∑−L
m=−1 s

2
l−r+1[φω0

m+nj(x)] + s2
l−r+1[ψω0

m+nj(x)].

Assim como na demonstração da Proposição 7.5, para todom ∈ Z, 1 ≤ r ≤ k

e todo nj,

∫ (
1

L

−L∑
m=−1

s2
l−r+1[φω0

m+nj
(x)] + s2

l−r+1[ψω0
m+nj

(x)]

)
dηω0(x)dκ(x) ≤ 2πl,

com ηω0dκ suportada em σac,k((H
φ
+)ω0). Pelo Teorma da Convergência Dominada,

∫ (
1

L

−L∑
m=−1

s2
l−r+1[Bm(x)] + s2

l−r+1[Cm+nj(x)]

)
dηω0(x)dκ(x) ≤ 2πl,

e pelo Lema de Fatou,

lim inf
L→∞

1

L

−L∑
m=−1

s2
l−r+1[Bm(x)] + s2

l−r+1[Cm+nj(x)] <∞,

para quase todo x com respeito à ηω0dκ. Portanto, pelo Teorema 5.3 e por consi-

derações análogas às utilizadas na demonstração da Proposição 7.5,

σac,k((H
φ
−)ω1) ⊆ σac,k((H

φ
+)ω0).

Trocando os papéis de ω0 e ω1, obtemos

σac,k((H
φ
−)ω0) ⊆ σac,k((H

φ
+)ω1),

e pela Proposição 7.5,

σac,k((H
φ
−)ω0) = σac,k((H

φ
−)ω1)
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e

σac,k((H
φ
+)ω0) = σac,k((H

φ
+)ω1).

O resultado se segue como consequência da Proposição 3.10.

7.2 Cociclos e Crescimento Exponencial

Uniforme

Nosso objetivo nesta seção é explorar propriedades topológicas do cociclo 6.5, em

especial, a compacidade de Ω e a continuidade das aplicações T e A, e assim

demonstrar uma caracterização de crescimento exponencial uniforme que nos per-

mitirá demonstrar, na Seção 7.3, uma versão mais fraca da dicotomia exponencial;

a saber, o conjunto resolvente consiste no conjunto de pontos em que o cociclo

associado ao operador, dado por (6.5), cresce uniformemente (De�nição 7.8).

Há em Sacker & Sell [1976] uma caracterização da dicotomia exponencial para

a dinâmica de �uxos em espaços compactos. Preferimos seguir, com as adaptações

necessárias, argumentos presentes em Zhang [2018], que considera cociclos em

SL(2,R).

De�nição 7.8 (Condição de Crescimento Exponencial Uniforme). Um cociclo

(T,A) satisfaz a condição de crescimento exponencial uniforme se existem cons-

tantes β > 0 e λ > 1 tais que, para todo v ∈ CN \ {0} e todo ω ∈ Ω,

‖An(ω)v‖
‖v‖

≥ βλn, ∀n ∈ N,

ou
‖A−n(ω)v‖
‖v‖

≥ βλn,∀n ∈ N.

Denotamos o fato do cociclo (T,A) satisfazer a condição de crescimento ex-

ponencial uniforme por (T,A) ∈ UG

Observamos que apesar de ser simples mostrar que hiperbolicidade uniforme

implica condição de crescimento exponencial uniforme, a recíproca não é imediata.
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Lema 7.9. Seja (T,A) um cociclo de�nido em um espaço topológico compacto Ω.

Se existem ε > 0 e L ∈ N tais que, para todos (ω, v) ∈ Ω×CN com ‖v‖ = 1, existe

l ∈ Z tal que |l| ≤ L e

‖Al(ω)v‖ ≥ 1 + ε, (7.5)

então (T,A) satisfaz a condição de crescimento exponencial uniforme.

Demonstração. Dado (ω,v) nas condições do enunciado, denote por l(ω,v) o nú-

mero natural de�nido como

l(ω,v) := m; |m| = min{|l| | |l| ≤ L, l e ω,v satisfazem (7.5)}.

De�niremos indutivamente uma sequência (lk,vk, ωk)k em Z×CN ×Ω. Para

k = 0, sejam l0 = 0, v0 = v, e ω0 = ω. Para k > 0, sejam

lk := l(ωk−1,vk−1),

vk :=
Alk (ωk−1)vk−1

‖Alk (ωk−1)vk−1‖ ,

ωk := T lk(ωk−1).

Desta maneira, para todo k ∈ N,

∥∥Alk+1
(ωk)vk

∥∥ ≥ 1 + ε,

ou seja, da de�nição de vk,∥∥∥∥Alk+1
(ωk)

Alk(ωk−1)vk−1

‖Alk(ωk−1)vk−1‖

∥∥∥∥ ≥ 1 + ε

Assim, como

Alk+1
(ωk)Alk(ωk−1)vk−1 = Alk+1+lk(ωk−1)vk−1,

segue-se que ∥∥Alk+1+lk(ωk−1)vk−1

∥∥
‖Alk(ωk−1)vk−1‖

≥ 1 + ε,
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ou seja, que ∥∥Alk+1+lk(ωk−1)vk−1

∥∥ ≥ (1 + ε)2.

Prosseguindo indutivamente, temos, para k > p > 1,

∥∥Alk+1+...+lk−j(ωk−j−1)vk−j−1

∥∥ ≥ (1 + ε)j+2. (7.6)

De�na, para p ∈ Z e q ∈ Z+, o intervalo

Yp(q) :=


[p− q + 1, p+ q − 1] , se q 6= 0,

[p− 1, p+ 1] , se q = 0,

em Z, centrado em p e de comprimento 2(q − 1). Denote também, para k ∈ Z+,

Lk :=
∑k

j=1 lj e

Ik :=
k⋃
j=1

Ylj(|Lj−1|).

Segue-se da de�nição de lk, que Lk /∈ Ik−1, pois se existisse j tal que Lk ∈
Ylj(|Lj−1|), então

|Lk − Lj−1| ≤ |lj| − 1.

Agora, como Lk − Lj−1 = lk + . . .+ lj+1, segue-se de (7.6) que∥∥ALk−Lj−1
(ωj−1)vj−1

∥∥ ≥ (1 + ε)k−j > (1 + ε),

o que contraria a minimalidade de lj.

Por outro lado, também por de�nição, Ik é um intervalo em Z, com um

extremo em Lk e, mais ainda, |Ik+1| ≥ |Ik| + 1. Portanto, sendo L tal qual no

enunciado, existe 0 ≤ t ≤ L tal que |Ik| > L para todo k > t. Desta maneira,

como |lk| ≤ L, segue-se que

ou Lk+1 > Lk, para todo k ≥ t,

ou Lk+1 < Lk, para todo k ≥ t.
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Assuma inicialmente a primeira possibilidade. Neste caso,

0 < Lt+1 =
t+1∑
j=1

lj ≤
t+1∑
j=1

|lj| ≤ L(L+ 1).

Então, dado n > Lt, existe Q ∈ N tal que LQ ≤ n < LQ+1. Observe ainda que

LQ+1 − Lt < LQ+1−t, donde se segue que Q > n
L
. Logo, pela Proposição C.5-f ,

‖An(ω)v‖ =
∥∥An−LQ(TLQω)ALQ(ω)v

∥∥ ≥ sN
[
An−LQ(TLQω)

] ∥∥ALQ(ω)v
∥∥ .

Como n − LQ ≤ L e as matrizes são simpléticas, pela continuidade de A e

por compacidade, existe uma constante uniforme C > 0 tal que

sN
[
An−LQ(TLQω)

]
≥ C.

Deste modo,

‖An(ω)v‖ ≥ C
∥∥ALQ(ω)v

∥∥ ≥ C(1 + ε)Q−1 ≥ C(1 + ε)
n
L
−1.

Assumindo a segunda possibilidade, dado n ∈ N tal que −n < Lt, existe

Q ∈ N tal que LQ+1 < −n ≤ LQ, de forma que Q > n
L
. Assim, por argumentos

análogos aos do caso anterior, existe uma constante D tal que

‖A−n(ω)v‖ ≥ D
∥∥ALQ(ω)v

∥∥ ≥ D(1 + ε)Q−1 ≥ D(1 + ε)
n
L
−1.

Concluímos, portanto, que (T,A) satisfaz a condição de crescimento expo-

nencial uniforme.

Proposição 7.10. Seja (T,A) um cociclo de�nido em Ω, um espaço topológico

compacto, com T um homeomor�smo em Ω e A : Ω → SP (l,C) uma aplicação

contínua. O cociclo (T,A) não satisfaz a condição de crescimento exponencial

uniforme se, e somente se, existem ω ∈ Ω e v ∈ C2l, com ‖v‖ = 1, tais que

‖An(ω)v‖ ≤ 1, ∀n ∈ Z.

Demonstração. Se (T,A) ∈ UG, então claramente por de�nição o cociclo não pode
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satisfazer à propriedade do enunciado.

Suponha agora que (T,A) não satisfaça a condição de crescimento exponen-

cial uniforme. Neste caso, pelo Lema 7.9, dados k ∈ N e L > 0, existe um par

(ωk,vk) ∈ Ω× C2l com ‖vk‖ = 1, tal que para todo l ∈ Z com |l| ≤ L,

‖Al(ωk)vk‖ < 1 +
1

k
.

Como Ω é compacto, existem ω ∈ Ω e v ∈ C2l tais que

limj→∞ ωkj = ω,

limj→∞ vkj = v,

para determidadas subsequências (ωkj)j e (vkj)j. Pela continuidade de A, segue-se

para todo n ∈ Z que

‖An(ω)v‖ ≤ 1.

7.3 Dicotomia Exponencial

Podemos, a partir da análise da seção anterior, fornecer uma caracterização dinâ-

mica para o espectro do operador dinamicamente de�nido Hω. Especi�camente,

demonstraremos que, para cada ω ∈ Ω, o conjunto resolvente associado ao ope-

rador Hω, como na De�nição 6.1, consiste nos pontos em que o cociclo de�nido

pela relação (6.5) satisfaz a condição de crescimento exponencial uniforme. Tal re-

sultado é uma versão fraca da chamada dicotomia exponencial, sendo esta última

demonstrada para o operador de Schrödinger escalar primeiramente em Johnson

[1986]. Em Marx [2014], há uma demonstração da dicotomia exponencial para um

operador de Jacobi escalar e, em Haro & Puig [2013], encontra-se uma demonstra-

ção para um operador da forma (2.1) com a sequência (Dn)n constante (apesar de

constantes, nesse trabalho, as matrizes Dn não são necessariamente simétricas).

Reforçaremos, em um contexto mais expecí�co, o resultado do Lema 5.1.

Necessitamos primeiramente de uma caracterização espectral através do critério
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de Weyl (Proposição B.10):

Lema 7.11. Seja (Hω)ω como na De�nição 6.1, com (Hω) = l2(Z,Cl) para todo

ω ∈ Ω, e seja x ∈ R. Então, para cada ω ∈ Ω, x ∈ σ(Hω) se, e somente se, dado

ε > 0, existir um vetor unitário u ∈ c00(Z,Cl) tal que

‖(Hω − x)u‖ < ε.

Demonstração. Fixado ω, suponha que x ∈ σ(Hω). Dado ε > 0 arbitrário, tome

δ > 0 tal que δ
2−δ ≤ ε. Pelo Critério de Weyl (Proposição B.10), existe um vetor

unitário v ∈ l2(Z,Cl) tal que

‖(Hω − x)v‖ < δ

4
.

Para cada q ∈ N, de�na o vetor v(q) ∈ (Cl)Z pela lei

v(q)
n :=


vn, n ∈ [−q, q],

0, n /∈ [−q, q].

Desta maneira, segue-se das continuidades da norma e do operador que, para L ∈ N
su�cientemente grande,

∥∥v(L) − v
∥∥ < δ

2
e

∥∥(Hω − x)v(L)
∥∥ < δ

2
.

Portanto, basta tomarmos u := v
(L)

‖v(L)‖ para chegarmos ao resultado. De fato, pela

desigualdade triangular,

1 = ‖v‖ ≤
∥∥v(L)

∥∥+
∥∥v(L) − v

∥∥ ≤ ∥∥v(L)
∥∥+

δ

2
,

ou seja,
∥∥v(L)

∥∥ ≥ 2−δ
2
. Assim,

‖(Hω − x)u‖ =

∥∥(Hω − x)v(L)
∥∥

‖v(L)‖
≤
∥∥(Hω − x)v(L)

∥∥( 2

2− δ

)
≤ δ

2

(
2

2− δ

)
≤ ε.
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A recíproca decorre diretamente do Critério de Weyl.

Proposição 7.12. Seja (Hω)ω como na De�nição 6.1, com (Hω) = l2(Z,Cl) para

todo ω ∈ Ω, sendo Ω um espaço topológico compacto e T uma aplicação minimal.

Então, para todo ω ∈ Ω,

σ(Hω) ⊇ {x ∈ R; (T,A(ω, x)) /∈ UG}.

Demonstração. Fixado ω, considere as sequências V = (Vn)n∈Z e D = (Dn)n∈Z

reais e simétricas que de�nem o operador Hω. Denote por S o operador shift no

espaço das sequências de matrizes e de�na, considerando a topologia produto e as

envoltórias (dadas por (7.1)) Λ1 = (Dn), Λ2 = (Vn), o espaço Λ = Λ1 × Λ2.

Seja g a função que, dada uma sequência de matrizes em Λ1 ou Λ2, fornece

a matriz da posição 0, ou seja, g(B) = B0. Podemos então, �xado x ∈ R, de�nir
o cociclo

(S, F (x)) : Λ× C2l −→ Λ× C2l

(λ;v) ↪→ (S(λ);F (x;λ)v)

em que, denotando por λ = (B,C) ∈ Λ1 × Λ2,

F (x;λ) :=

[
g(B)−1(x− g(C)) −g(B)−1

g(B) 0

]
.

Evidentemente, se o cociclo (T,A), de�nido pela equação (6.5) e associado ao

operador Hω, não satisfaz a condição de crescimento exponencial uniforme, então

(S, F ) /∈ UG. Neste caso, pela Proposição 7.10, existem1 (λ,v) ∈ Λ × S2l−1 tais

que

‖Fn(x;λ)v‖ ≤ 1, ∀n ∈ Z. (7.7)

De�na u ∈ (Cl)Z pela lei[
un

un+1

]
:= Fn(x;λ)v. (7.8)

1Con�ra também Sacker & Sell [1976].



134 Capítulo 7. Operadores Minimais

Denote por Hλ o operador de Jacobi formado pelas sequências de matrizes

λ = (B,C). Claramente, por (7.7), ‖u‖∞ < ∞, e por (7.8), Hλu = xu. Se

u ∈ l2(Z,Cl), então x ∈ σ(Hλ). Caso contrário, �xado L ∈ N, de�na u(L) pela lei

u(L)
n =


un, |n| ≤ L,

0, |n| > L.

Se |n| < L, como u é solução da equação de autovalores, então

[(Hλ − xI)u(L)]n = 0,

e, especi�camente nos sítios n = L− 1, L, L+ 1, temos que

[
(Hλ − xI)uL

]
L−1

= g(SL−2B)uL−2 + g(SL−1B)uL + (xI− g(SL−1C))uL−1,

[
(Hλ − xI)uL

]
L

= g(SL−1B)uL−1 + g(SLC)uL,

[
(Hλ − xI)uL

]
L+1

= g(SLB)uL.

Um comportamento análogo ocorre para n = −L + 1,−L,−L − 1, de forma que

existe uma constante K tal que, para todo L ∈ N,

∥∥(Hλ − xI)u(L)
∥∥ ≤ K

(note que (Vn)n∈Z e (Dn)n∈Z são sequências uniformemente limitadas). Se tomar-

mos o vetor unitário w(L) := u
(L)

‖u(L)‖ , dividindo ambos os membros da desigualdade

por
∥∥u(L)

∥∥, temos que ∥∥(Hλ − xI)wL
∥∥ ≤ K

‖uL‖
.

Logo, como limL→∞
∥∥uL∥∥ =∞, segue-se do Lema 7.11, x ∈ σ(Hλ).

Para demonstrar que, neste caso, x ∈ σ(Hω), note que é possível tomar N

su�cientemente grande de maneira que SNλ esteja tão próximo de (D(ω), V (ω))
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quanto se queira. Ou seja, dado ε arbitrariamente pequeno, existe N ∈ N tal que∥∥(SN(B)−D)k
∥∥ ≤ ε

4
,

∥∥(SN(C))− V )k
∥∥ ≤ ε

4
,

para todo k ∈ Z. Logo, dados ε > 0 e v ∈ l2(Z;Cl), existe N tal que

‖(Hω − xI)v− (HSNλ − xI)v‖ ≤
ε

2
.

Por outro lado, se x ∈ σ(Hλ), novamente pelo Lema 7.11, existe u (que pode ser

assumido como �nitamente suportado) tal que

‖(HSNλ − xI)u‖ ≤
ε

2
.

Assim,

‖(Hω − xI)u‖ ≤ ‖(Hω − xI)u− (HSNλ − xI)u‖+ ‖(HSNλ − xI)u‖ ≤
ε

2
+
ε

2
.

Portanto, novamente pelo Lema 7.11, x ∈ σ(Hω).

A recíproca à Proposição 7.12, que fornece en�m a caracterização, é mais

simples de se demonstrar.

Proposição 7.13. Seja (Hω)ω como na De�nição 6.1 de�nido em l2(Z,Cl). En-

tão, para todo ω ∈ Ω,

σ(Hω) ⊆ {x ∈ R; (T,A(ω, x)) /∈ UG}.

Demonstração. Suponha que x ∈ R seja tal que (T,A(ω, x)) ∈ UG. Assim, te-

mos 2l soluções da equação de autovalores crescendo exponencialmente em +∞ (e

decaindo em −∞) ou crescendo exponencialmente em −∞ (e decaindo em +∞).

Como as matrizes de transferência são simpléticas, a dimensão do espaço das solu-

ções que crescem em +∞ é igual à dimensão do espaço das soluções que crescem em

−∞. Estes espaços são, respectivamente, os espaços J−(x, ω) e J+(x, ω) formados

pela solução de Jost (De�nição 3.1).
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Uma vez de�nidas as sequências de matrizes (F
(+)
n )n e (F

(−)
n )n formadas

pelas soluções de Jost, podemos obter a função de Green associada ao operador

resolvente de Hω de forma semelhante ao apresentado na Proposição 3.7, isto é,

como

G(p, q) =


F

(−)
p (W[F (+),F (−)](0))−1(F

(+)
q )t, p ≤ q,

F
(+)
p (W[F (+),F (−)](0))−1(F

(−)
q )t, p > q,

onde W[F (+),F (−)](0) é o Wronskiano das sequências de matrizes em 0. Desta ma-

neira, para todo p ∈ Z, ∑
q∈Z

G(p, q)uq = ((Hω − x)−1u)p,

ou seja, x ∈ ρ(Hω).



Capítulo 8

O Operador de Dirac em l2(Z,C2)

8.1 Dedução da Equação de Dirac

Duas das principais teorias físicas desenvolvidas no século XX são a teoria da

relatividade especial e a mecânica quântica. A tentativa mais bem sucedida1 de

conciliar estas duas abordagens foi empreendida em Dirac [1928] e consiste em

descrever a equação de onda de um elétron do ponto de vista relativístico.

O ponto de partida é o Hamiltoniano relativístico de uma partícula de massa

m, expresso por

H = c
√
m2c2 + p2

1 + p2
2 + p2

3,

sendo c a velocidade da luz e pk = i~ ∂
∂xk

os momentos lineares. Este Hamiltoniano

conduz à equação de onda[
p0 −

√
m2c2 + p2

1 + p2
2 + p2

3

]
u = 0.

Podemos eliminar2 a raiz na expressão 'multiplicando' os dois lados da igualdade

por
[
p0 +

√
m2c2 + p2

1 + p2
2 + p2

3

]
e obter

[
p2

0 −m2c2 − p2
1 − p2

2 − p2
3

]
u = 0,

1Sakurai [1967], página 77.
2Veja Esposito [1998].
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que é uma equação de segunda ordem e quadrática em p0, o que a torna incom-

patível com a equação de evolução de Schrödinger (1.1). No caso unidimensional,

considerando p0 = 0, podemos reescrever a equação como(
i~
d

dx

)(
i~
d

dx

)
u = m2c2u. (8.1)

Se de�nirmos 
u(R) := 1

mc

(
i~ d

dx

)
u,

u(L) := u,

a equação (8.1) pode ser reescrita como
(
i~ d

dx

)
u(R) := mcu(L),

(
i~ d

dx

)
u(L) := mcu(R).

Os índices R,L dizem respeito ao spin associado ao elétron. Tomando-se o limite

m ↓ 0, a função u(R) modela o spin paralelo à direção do momento e u(L) se refere

ao spin perpendicular à direção do momento.

Uma maneira mais direta de de�nir a equação de Dirac3 é considerar um

intervalo I ⊆ R e para u ∈ C∞0 (I;C2) o operador

H

 u1

u2

 (x) =

 mc2 −ic d
dx

−ic d
dx

mc2


 u1

u2

 (x).

Temos então um modelo4 do operador de Dirac com potencial nulo, densamente

de�nido no espaço L2(I;C2).

Há também modelos discretos para o operador de Dirac, em particular o

modelo proposto em de Oliveira & Prado [2005a] e de Oliveira & Prado [2005b] :

3de Oliveira [2009], página 77.
4Existem outros modelos e abordagens para a equação de Dirac, veja, por exemplo, Sakurai

& Napolitano [1994], página 486.
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De�nição 8.1 (Operador de Dirac). O operador de Dirac H em l2(Z,C2) é de�-

nido pela lei

(Hu)k =

[
mc2 + vk cd∗

cd −mc2 + vk

]
uk,

em que m, c ∈ R; a sequência real (vk)k∈Z é chamada de potencial do operador e

os operadores de diferença �nita d, d∗ agem da seguinte maneira:
(dx)k = xk+1 − xk,

(d∗x)k = xk−1 − xk.

Uma interessante questão é determinar se, em algum sentido, é possível obter

a equação de Schrödinger a partir da equação de Dirac5.

8.2 O Cociclo Associado ao Operador de Dirac

Observe que operador de Dirac, segundo a De�nição 8.1, pode ser escrito na forma

da equação (2.1) que de�ne um operador de Jacobi com l = 2; a saber,[
(Hu)n,1

(Hu)n,2

]
= Dn−1

[
un−1,1

un−1,2

]
+D∗n

[
un+1,1

un+1,2

]
+ Vn

[
un,1

un,2

]
,

com

Dn =

[
0 c

0 0

]
, Vn =

[
mc2 + vn −c
−c −mc2 + vn

]
.

Uma vez que as matrizes Dn não são invertíveis, não podemos de�nir as matrizes

de transferência da maneira usual, isto é, não faz sentido de�nir as matrizes na

forma (2.9). Porém, como realizado em Carvalho et al. [2011], há uma maneira de

5Em de Oliveira [2009], página 269, há uma análise deste problema, através da demonstração
que, no limite não-relativístico (isto é, c→∞), o resolvente do operador de Dirac converge para
o resolvente do operador de Schrödinger.
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se contornar esta di�culdade. Se escrevermos a equação de autovalores
(mc2 − z + vk)uk,1 + c(uk−1,2 − uk,2) = 0,

c(uk+1,1 − uk,1) + (−mc2 − z + vk)uk,2 = 0,

(8.2)

ao isolarmos uk,2 na primeira equação e substituí-lo na segunda equação, obtemos

o sistema equivalente
(

(mc2−z+vk)
c

)
uk,1 + uk−1,2 = uk,2,

(
1−(mc2−z+vk)(−mc2−z+vk)

c2

)
uk,1 − (−mc2 − z + vkc)uk−1,2 = uk+1,1,

que pode ser representado matricialmente como uk+1,1

uk,2

 =

 1− (z−vk)2−m2c4

c2
− (−mc2−z+vk)

c

(mc2−z+vk)
c

1


 uk,1

uk−1,2

 (8.3)

Observe que, nesta relação de recorrência, há uma mescla de componentes em

sítios diferentes. Por outro lado, a matriz que estabelece a recorrência é uma

matriz unimodular, e no caso em que (vn)n é um potencial dinamicamente de�nido,

podemos ainda de�nir um cociclo baseado em matrizes 2× 2 (vide Seção 8.4).

Podemos, então, de�nir novamente o Wronskiano de duas sequências, analo-

gamente ao realizado na Seção 2.3, como

Wu,v(k) = uk,1vk−1,2 − uk−1,2vk,1,

de maneira a termos uma fórmula de Green:

n∑
k=m

〈(Hu)k,vk〉 − 〈(Hv)k,uk〉 = c (Wu,v(n+ 1)−Wu,v(m)) . (8.4)
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8.3 Função de Green do Operador de Dirac

O operador de Dirac, como na De�nição 8.1, é ponto limite (vide De�nição 2.11),

com n+(H+
min) = 1, sendo H+

min a restrição do operador a Z+ sem condição de

contorno (com efeito, como c é uma constante, a sequência dos coe�cientes é limi-

tada). Neste caso, analogamente à discussão apresentada na Seção 3.1, o operador

possui, para z ∈ ρ(H) �xado, uma solução u(+) da equação de autovalores em z

que é quadrado somável em +∞ (a saber, a solução de Jost). Da mesma maneira,

obtemos uma solução u(−), quadrado somável em −∞.

Da constância do Wronskiano para as soluções da equação de autovalores,

podemos escolher u(+) e u(−) de forma que, para todo n ∈ Z,

c = u
(−)
n−1,2u

(+)
n,1 − u

(−)
n,1u

(+)
n−1,2. (8.5)

Analogamente à demonstração da Proposição 3.7, podemos computar expli-

citamente a função de Green do operador Dirac de�nido em Z (em Carvalho et al.

[2011], é exibida a função de Green para o operador de Dirac em Z+):

Proposição 8.2 (Função de Green do Operador de Dirac). Seja H o operador de

Dirac como na De�nição 8.1. Para z ∈ ρ(H) �xado, considere u(+) e u(−) as auto-

soluções quadrado-somáveis em ±∞, respectivamente, satisfazendo (8.5). Então,

a função de Green associada ao operador, ou seja, a função G : Z2 →M(2,C) que

satisfaz, para todo u ∈ l2(Z,C2),

(
(H − z)−1u

)
n

=
∑
k∈Z

G(k, n)uk,

é dada por

G1,1(p, q) =



1
c
u

(+)
q,1 u

(−)
p,1 , p < q,

1
c
u

(−)
q,1 u

(+)
p,1 , p = q,

1
c
u

(−)
q,1 u

(+)
p,1 , p > q,

G1,2(p, q) =



1
c
u

(+)
q,1 u

(−)
p,2 , p < q,

1
c
u

(−)
q,1 u

(+)
p,2 , p = q,

1
c
u

(−)
q,1 u

(+)
p,2 , p > q,
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G2,1(p, q) =



1
c
u

(+)
q,2 u

(−)
p,1 , p < q,

1
c
u

(+)
q,2 u

(−)
p,1 , p = q,

1
c
u

(−)
q,2 u

(+)
p,1 , p > q,

G2,2(p, q) =



1
c
u

(+)
q,2 u

(−)
p,2 , p < q,

1
c
u

(−)
q,2 u

(+)
p,2 , p = q,

1
c
u

(−)
q,2 u

(+)
p,2 , p > q.

Podemos de�nir as soluções Neumann e Dirichlet, naturalmente, como as soluções

da equação de autovalores que satisfazem as condições iniciais

{
uN0,1 = 1,

uN−1,2 = 0,

{
uD0,1 = 0,

uD−1,2 = 1,
(8.6)

e as funções de Weyl-Titchmarsh como

u(+) = uD +M (+)uN ,

u(−) = uN +M (−)uD.

Segue-se das de�nições anteriores que

M (+) =
u

(+)
0,1

u
(+)
−1,2

,M (−) =
u

(−)
−1,2

u
(−)
0,1

. (8.7)

Podemos ainda de�nir as sequências, para n ∈ Z,

M (+)
n =

u
(+)
n,1

u
(+)
n−1,2

,M (−)
n =

u
(−)
n−1,2

u
(−)
n,1

. (8.8)

Considerando a constância do Wronskiano (Equação (8.5)) para as auto-

soluções u(−) e u(−), podemos reescrever G1,1(0, 0, z) e G2,2(−1,−1, z), respectiva-
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mente, como

G1,1(0, 0, z) =
1

c
u

(−)
0,1 u

(+)
0,1 =

u
(−)
0,1 u

(+)
0,1

u
(−)
−1,2u

(+)
0,1 − u

(−)
0,1 u

(+)
−1,2

=

(
u

(−)
−1,2

u
(−)
0,1

−
u

(+)
−1,2

u
(+)
0,1

)−1

e

G2,2(−1,−1, z) =
1

c
u

(−)
−1,2u

(+)
−1,2 =

u
(−)
−1,2u

(+)
−1,2

u
(−)
−1,2u

(+)
0,1 − u

(−)
0,1 u

(+)
−1,2

=

(
u

(+)
0,1

u
(+)
−1,2

−
u

(−)
0,1

u
(−)
−1,2

)−1

,

de tal modo que

G1,1(0, 0, z) =

(
M

(−)
0 − 1

M
(+)
0

)−1

,

G2,2(−1,−1, z) =

(
M

(+)
0 − 1

M
(−)
0

)−1

.

(8.9)

Ao computarmos as partes imaginárias de ambos os membros das identidades

acima, obtemos

=[G1,1(0, 0, z)] =

∣∣∣∣M (−)
0 − 1

M
(+)
0

∣∣∣∣−2
(
−=[M

(+)
0 ]∣∣∣M(+)

0

∣∣∣2 −=[M
(−)
0 ]

)
,

=[G2,2(−1,−1, z)] =

∣∣∣∣M (−)
0 − 1

M
(+)
0

∣∣∣∣−2
(
−=[M

(−)
0 ]∣∣∣M(−)

0

∣∣∣2 −=[M
(+)
0 ]

)
.

Pela Fórmula de Inversão de Stieltjes (D.5), segue-se do mesmo argumento

empregado na demonstração do Lema 5.5 que

dµe0,1
dκ

(x) =
1

π
lim
y↓0
=[G1,1(0, 0, x+ iy)]dκ(x)

e
dµe−1,2

dκ
(x) =

1

π
lim
y↓0
=[G1,1(0, 0, x+ iy)]dκ(x),

em que e0,1, e−1,2 são vetores canônicos que formam uma base espectral para o

operador (é justamente o fato de {e0,1, e−1,2} constituir uma base espectral para
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o operador de Dirac em Z que nos permite implementar a abordagem discutida

aqui) e κ a medida de Lebesgue.

Temos portanto, em analogia à Proposição 3.8, que o conjunto

Σac := {x ∈ R; 0 < − lim
y↓0
=
[
M

(±)
0 (x+ iy)

]
<∞} (8.10)

é um suporte minimal para a componente absolutamente contínua de multiplici-

dade 2 do espectro do operador de Dirac segundo a De�nição 8.1.

8.4 Classi�cação do Espectro

Apresentaremos uma demonstração do Teorema de Kotani para o operador de

Dirac. Diferentemente do que �zemos na Seção 6.4, em que partimos da análise

do operador de�nido em Z+ a �m de obter a informação referente ao operador

de�nido em Z, consideraremos desde o início o operador de Dirac de�nido em Z,
pois já determinamos um suporte referente à componente absolutamente contínua

de multiplicidade 2 deste operador (relação (8.10)). A sequência de passos na

demonstração é, no entanto, a mesma que seguimos nas Seções 6.4 e 6.5.

De�nição 8.3 (Operador de Dirac Dinamicamente De�nido). Sejam Ω 6= ∅ um
conjunto arbitrário, T : Ω → Ω uma transformação e v : Ω → R uma aplicação.

Um operador de Dirac dinamicamente de�nido é uma família de operadores em

(C2)Z de�nidos, para cada ω ∈ Ω, dada pela lei

(Hωu)k =

[
mc2 + v(T kω) cd∗

cd −mc2 + v(T kω)

]
uk,

para todo k ∈ Z, sendo m, c, d e d∗ como na De�nição 8.1.

Podemos de�nir um cociclo em SU(2) a partir das matrizes (8.3), estando

este associado a uma família de operadores de Dirac com potencial dinamicamente

de�nido por uma transformação ergódica. Especi�camente, temos:

De�nição 8.4 (Cociclo associado ao operador de Dirac). Sejam (Ω, ν) um espaço

de medida, T : Ω → Ω uma aplicação ergódica, e v : Ω → R uma função. Fixado



8.4. Classificação do Espectro 145

z ∈ C, de�nimos o cociclo associado ao operador de Dirac como a aplicação (T,A) :

Ω× C2 → Ω× C2, dada pela lei

(T,A)(ω, v) = (Tω,A(z, ω)v),

sendo as matrizes A(z, ω) tais que

A(z, ω) :=

 1− (z−v(ω))2−m2c4

c2
− (−mc2−z+v(ω))

c

(mc2−z+v(ω))
c

1

 . (8.11)

Este cociclo possui dois expoentes de Lyapunov, de�nidos para ν-quase todo

ω ∈ Ω por

γ1(z) := lim
n→∞

1

n
log s1[An(z, ω)]

e

γ2(z) := lim
n→∞

1

n
log s2[An(z, ω)].

Como as matrizes A(z, ω) são unimodulares, γ1(z) = −γ2(z), de maneira que de

agora em diante, referir-nos-emos apenas ao expoente γ1(z) como simplesmente

γ(z).

Para z ∈ ρ(H), é possível mostrar, a partir da relação (8.3) (em analogia à

Proposição 6.6), que

γ(z) = − lim
n→∞

1

n
log

√∣∣∣u(+)
n−2,2(ω)

∣∣∣2 +
∣∣∣u(+)

n−1,1(ω)
∣∣∣2,

ou ainda que

γ(z) = lim
n→∞

1

n
log

√∣∣∣u(−)
n−2,2(ω)

∣∣∣2 +
∣∣∣u(−)

n−1,1(ω)
∣∣∣2.

Nosso objetivo é mostrar que o conjunto

Z := {x ∈ R; γ(x) = 0} (8.12)

satisfaz Zess = σac,2(Hω) para ν-quase todo ω ∈ Ω, isto é, que a restrição do
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espectro absolutamente contínuo a Z tem multiplicidade 2, para ν-quase todo

ω ∈ Ω.

Lema 8.5. Considere (Hω)ω como na De�nição 8.3. Sejam z ∈ C \ R, u(−)(ω) e

u(+)(ω) as soluções da equação de autovalores quadrado-somáveis em −∞ e +∞,

respectivamente. Então,

∫
Ω

log

∣∣∣∣∣∣
=
[
u

(−)
0,2 (ω)

]
=
[
u

(−)
−1,2(ω)

]
∣∣∣∣∣∣ dν(ω) ≤ γ(z),

e ∫
Ω

log

∣∣∣∣∣∣
=
[
u

(+)
−1,1(ω)

]
=
[
u

(+)
0,1 (ω)

]
∣∣∣∣∣∣ dν(ω) ≤ γ(z),

em que γ(z) é o expoente de Lyapunov do cociclo de�nido por (8.11).

Demonstração. Pelo Teorema Ergódico (Proposição F.2), segue-se que, para ν-

quase todo ω ∈ Ω,

∫
log

∣∣∣∣ =[u
(−)
0,2 (ω)]

=[u
(−)
−1,2(ω)]

∣∣∣∣ dµ(ω) = limn→∞
1
n

∑n−1
k=0 log

∣∣∣∣ =[u
(−)
k,2 (ω)]

=[u
(−)
k−1,2(ω)]

∣∣∣∣
= limn→∞

1
n

log
∏n−1

k=0

∣∣∣∣ =[u
(−)
k,2 (ω)]

=[u
(−)
k−1,2(ω)]

∣∣∣∣
= limn→∞

1
n

log

∣∣∣∣=[u
(−)
n−1,2(ω)]

=[u
(−)
−1,2(ω)]

∣∣∣∣ .
Agora, como

∣∣∣=[u
(−)
n−1,2(ω)]

∣∣∣ ≤√∣∣∣u(−)
n−1,2(ω)

∣∣∣2 +
∣∣∣u(−)

n,1 (ω)
∣∣∣2,

lim
n→∞

1

n
log

∣∣∣∣∣=[u
(−)
n−1,2(ω)]

=[u
(−)
−1,2(ω)]

∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

1

n
log

√∣∣∣u(−)
n−1,2(ω)

∣∣∣2 +
∣∣∣u(−)

n,1 (ω)
∣∣∣2∣∣∣=[u

(−)
−1,2(ω)]

∣∣∣ ,
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e também, como

lim
n→∞

1

n
log

1∣∣∣=[u
(−)
−1,2(ω)]

∣∣∣ = lim
n→∞

1

n
log

1√∣∣∣u(−)
−1,2(ω)

∣∣∣2 +
∣∣∣u(−)

0,1 (ω)
∣∣∣2 = 0,

temos que, para ν-quase todo ω ∈ Ω,

∫
log

∣∣∣∣∣ =[u
(−)
0,2 (ω)]

=[u
(−)
−1,2(ω)]

∣∣∣∣∣ dµ(ω) ≤ lim
n→∞

1

n
log

∣∣∣∣∣∣∣∣
√∣∣∣u(−)

n−2,2(ω)
∣∣∣2 +

∣∣∣u(−)
n−1,1(ω)

∣∣∣2√∣∣∣u(−)
−2,2(ω)

∣∣∣2 +
∣∣∣u(−)
−1,1(ω)

∣∣∣2
∣∣∣∣∣∣∣∣ = γ(z).

Lema 8.6. Considere (Hω)ω como na De�nição 8.3. Então, para todo z ∈ C+,

∫
Ω

log

(
1− =[z]

c=[M
(±)
(z,ω)]

)
dν(ω) ≤ γ(z), (8.13)

em que γ(z) é o expoente de Lyapunov do cociclo de�nido por (8.11) e M (±) são

as funções de Weyl-Titchmarsh, de�nidas por (8.7).

Demonstração. A primeira das equações de recorrência do sistema (8.2) nos for-

nece, para n = 0, a identidade

0 = (mc2 + v0 − z)u
(−)
0,1 + c

(
u

(−)
−1,2 − u

(−)
0,2

)

= (mc2 + v0 − z) + c

(
u
(−)
−1,2

u
(−)
0,1

− u
(−)
0,2

u
(−)
0,1

)
.

Logo, tomando as partes imaginárias em ambos os membros da equação, obtemos

−=[z] + c

(
=
[
M

(−)
(z,ω)

]
−=

[
u

(−)
0,2

u
(−)
0,1

])
= 0,
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e como =
[
M

(−)
(z,ω)

]
6= 0, segue-se que

− =[z]

c=[M
(−)
(z,ω)]

+

1−
=
[
u
(−)
0,2

u
(−)
0,1

]
=
[
M

(−)
(z,ω)

]
 = 0.

Então,

1− =[z]

c=
[
M

(−)
(z,ω)

] =
=
[
u

(−)
0,2

u

(−)
0,1

]
=
[
M

(−)
(z,ω)

]

=

(
=
[
u
(−)
0,2

u
(−)
0,1

])(
=
[
M

(−)
(z,ω)

])−1

=

(
=
[
u
(−)
0,2 u

(−)
0,1

]
∣∣∣u(−)

0,1

∣∣∣2
)(

=
[
u
(−)
−1,2u

(−)
0,1

]
∣∣∣u(−)

0,1

∣∣∣2
)−1

=
=
[
u
(−)
0,2 u

(−)
0,1

]
=
[
u
(−)
−1,2u

(−)
0,1

] .

Uma vez que u(−)
0,1 = 1,

1− =[z]

c=
[
M

(−)
(z,ω)

] =
=[u

(−)
0,2 ]

=[u
(−)
−1,2]

.

Do Lema 8.5, concluímos que

∫
Ω

log

(
1− =[z]

c=[M
(−)
(z,ω)]

)
dν(ω) ≤ γ(z).

A demonstração do resultado para M (+) se segue de maneira análoga,

empregando-se agora a segunda das equações de recorrência do sistema (8.2).
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Lema 8.7. Considere (Hω)ω como na De�nição 8.3. Então, para todo z ∈ C+,∫
Ω

1

−c=[M
(±)
(z,ω)] + =[z]

2

dν(ω) ≤ γ(z)

=[z]
.

em que γ(z) e M (±) são de�nidos como no enunciado do Lema 8.6.

Demonstração. Como, para todo ω ∈ Ω,

1

−c=[M
(±)
(z,ω)] + =[z]

2

=
1

=[z]

(
− =[z]

c=[M
(±)
(z,ω)

]

)

1−

 =[z]

c=[M(±)
(z,ω)

]


2

,

e, para todo x ≥ 0, vale a desigualdade (6.35), obtemos

1

−c=[M
(±)
(z,ω)] + =[z]

2

≤ 1

=[z]
log

(
1− =[z]

c=[M
(±)
(z,ω)]

)
.

Logo, integrando em ω, temos

∫
Ω

1

−c=[M
(±)
(z,ω)] + =[z]

2

dν(ω) ≤ 1

=[z]

∫
Ω

log

(
1− =[z]

c=[M
(±)
(z,ω)]

)
dν(ω).

O resultado é agora uma consequência do Lema 8.6.

Proposição 8.8 (Fórmula de Thouless). Sejam (Hω)ω como na De�nição 8.3 e

k a densidade integrada de estados, de�nida em analogia a (6.7) por

k(Λ) :=

∫
Ω

(〈Pω(Λ)e0,1, e0,1〉+ 〈Pω(Λ)e−1,2, e−1,2〉) dν(ω),

para todo boreliano Λ ⊆ R. Então,

γ(z) = − log(c) +

∫
log |z − x| dk(x),

sendo c como na De�nição 8.1.
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Demonstração. Considere inicialmente o caso z ∈ C \ R. Dado ω ∈ Ω, observe

que podemos escrever as matrizes de transferência associadas ao operador Hω em

z como

An(z, ω) =

[
P n

1,1(z, ω) P n
1,2(z, ω)

P n
2,1(z, ω) P n

2,2(z, ω)

]
,

em que P n
i,j(z, ω) são polinômios em z. Em especial, P n

1,1(z, ω) tem grau 2n,

P n
1,2(z, ω) tem grau 2n− 1, P n

2,1(z, ω) tem grau 2n− 1, P n
2,2(z, ω) tem grau 2n− 2 e

P n
1,1(z, ω) = 0 ⇔ ∃u, Hωu = zu, u1,n+1 = u2,0 = 0,

P n
1,2(z, ω) = 0 ⇔ ∃u, Hωu = zu, u1,n+1 = u1,1 = 0,

P n
2,1(z, ω) = 0 ⇔ ∃u, Hωu = zu, u2,n = u2,0 = 0,

P n
2,2(z, ω) = 0 ⇔ ∃u, Hωu = zu, u2,n = u1,0 = 0.

Assim, as raízes do polinômios P n
i,j(z, ω) são autovalores da restrição do operador

Hω a l2([0, n],C2). Dessa maneira, se denotarmos por (λ
(n),ω
i,j (k))nk=1 as raízes de

P n
i,j(z, ω), teremos

P n
1,1(z, ω) = (1

c
)n
∏n

k=1(z − λ(n),ω
1,1 (k)),

P n
1,2(z, ω) = (1

c
)n−1

∏n−1
k=1(z − λ(n),ω

1,2 (k)),

P n
2,1(z, ω) = (1

c
)n−1

∏n−1
k=1(z − λ(n),ω

2,1 (k)),

P n
2,2(z, ω) = (1

c
)n−2

∏n−2
k=1(z − λ(n),ω

2,2 (k)).
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Portanto,

log
∣∣P n

1,1(z, ω)
∣∣ = n(− log(c)) +

∑n
k=1 log

∣∣∣z − λ(n),ω
1,1 (k)

∣∣∣ ,
log
∣∣P n

1,2(z, ω)
∣∣ = (n− 1)(− log(c)) +

∑n−1
k=1 log

∣∣∣z − λ(n),ω
1,2 (k)

∣∣∣ ,
log
∣∣P n

2,1(z, ω)
∣∣ = (n− 1)(− log(c)) +

∑n−1
k=1 log

∣∣∣z − λ(n),ω
2,1 (k)

∣∣∣ ,
log
∣∣P n

2,2(z, ω)
∣∣ = (n− 2)(− log(c)) +

∑n−2
k=1 log

∣∣∣z − λ(n),ω
2,2 (k)

∣∣∣ .
Se de�nirmos, como (6.25), as medidas βω,n1,1 , β

ω,n
1,2 , β

ω,n
2,1 , β

ω,n
2,2 associadas aos autova-

lores das restrições do operador Hω a l2([0, n],C2) que satisfazem as condições de

contorno veri�cadas pelos respectivos polinômios, podemos reescrever as identida-

des acima como

log
∣∣P n

1,1(z, ω)
∣∣ = n(− log(c)) +

∫
log |z − s| βω,n1,1 ),

log
∣∣P n

1,2(z, ω)
∣∣ = (n− 1)(− log(c)) +

∫
log |z − s| βω,n1,2 ),

log
∣∣P n

2,1(z, ω)
∣∣ = (n− 1)(− log(c)) +

∫
log |z − s| βω,n2,1 ),

log
∣∣P n

2,2(z, ω)
∣∣ = (n− 2)(− log(c)) +

∫
log |z − s| βω,n2,2 ).

Logo, de maneira análoga à demonstração do Teorema 6.9, segue-se para ν-quase

todo ω ∈ Ω que

lim
n−→∞

1

n
log
∣∣P n

i,j(z, ω)
∣∣ = − log(c) +

∫
log |z − s| dk(s),

e portanto, pela de�nição de γ e pelo Teorema Ergódico de Birkho� (Proposição

F.2),

γ(z) = − log(c) +

∫
log |z − s| dk(s). (8.14)

Para demonstrar que a identidade vale para x ∈ R, basta seguir os passos

apresentados no �nal da demonstração do Teorema 6.9.
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Proposição 8.9. Seja (Hω)ω como na De�nição 8.3. Então, para κ-quase todo

x ∈ Z (dado por 8.12) e para ν-quase todo ω ∈ Ω,

−∞ < lim
y↓0
=[M (±)(x+ iy, ω)] < 0,

com M (±) as funções de Weyl-Titchmarsh de�nidas por (8.7).

Demonstração. Seja z ∈ C. Pela Fórmula de Thouless (Proposição 8.8),

γ(z) = − log(c) +

∫
log |z − x| dk(x).

Como γ(z) ∈ R, segue-se que =[
∫

log(z − x)dk(x)] = 0, e portanto

γ(z) = − log(c) + <
[∫

log(z − x)dk(x)

]
.

Logo, γ(z) é a parte real de uma função cuja derivada é a transformada de Borel

da medida dk; segue-se que existe um conjunto Lebesgue mensurável Λ1, com

κ(R \ Λ1) = 0, tal que

lim
y↓0

γ(x+ iy)− γ(x)

y − 0

existe para cada x ∈ Λ1, e em particular, para cada x ∈ Z ∩ Λ1. Se x ∈ Z ∩ Λ1

(neste caso, γ(x) = 0), então

lim
y→0

γ(x+ iy)− γ(x)

y − 0
= lim

y↓0

γ(x+ iy)

y
= lim
=[z]↓0

γ(z)

=[z]

existe e é �nito. Segue-se agora, a partir do Lema 8.7, que para todo x ∈ Z ∩ Λ1

vale

lim sup
y↓0

∫
Ω

1

−c=[M
(±)
(x+iy,ω)] + y

2

dν(ω) ≤ lim sup
y↓0

γ(x+ iy)

y
<∞,

e consequentemente

lim sup
y↓0

∫
Ω

1

−c=[M
(±)
(x+iy,ω)]

dν(ω) <∞.
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Pelo Lema de Fatou,∫
Ω

lim inf
y↓0

1

−=[M±
(x+iy,ω)]

dν(ω) <∞,

Fixado ω ∈ Ω, as funções −M (±) são Herglotz (pois se tratam das transfor-

madas de Borel das medidas espectrais associadas aos vetores e0,1 e e−1,2, respecti-

vamente); portanto, existe um conjunto Λω de medida total em R tal que o limite

limy↓0M
±
(x+iy,ω) existe e é �nito. Logo, para x ∈ Z ∩ Λ1 ∩ Λω,

0 < lim
y↓0
−=[M

(±)
(x+iy,ω)] <∞. (8.15)

Teorema 8.10 (Teorema de Kotani). Sejam (Hω)ω e Z como no enunciado da

Proposição 8.9. Então, para ν-quase todo ω, Zess ⊆ σac(Hω).

Demonstração. Da Proposição anterior, segue-se que Lebesgue quase todo x ∈ Z
satisfaz (8.15) para ν-quase todo ω ∈ Ω. Neste caso, x ∈ Σω

ac, o suporte minimal

para componente absolutamente contínua do operador Hω, dado por (8.10).

Demonstraremos agora a outra inclusão, conhecida como o Teorema de Ishii-

Pastur.

Lema 8.11. Seja (Hω)ω como no enunciado da Proposição 8.9. Fixado ω, se para

um dado x ∈ R, a solução de Neumann uN(x), dada por (8.6), é quadrado-somável

em +∞, então

lim
y↓0
=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
=∞.

Demonstração. Ao computarmos explicitamente o Wronskiano para a solução de

Neumann uN(x, ω) e a solução de Jost u(+)
k (x+ iy, ω), obtemos

WuN ,u(+)(0) = uN0,1u
(+)
k −1,2 − uN−1,2u

(+)
k 0,1 = 1.1− 0.M (+) = 1.
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Pela fórmula de Green (Equação (8.9)), fazendo m = 0 e tomando o limite em n,

segue-se que

iy
∞∑
k=0

〈
u

(+)
k (x+ iy, ω),uNk (x, ω)

〉
C2

= −c.

Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,(
c

y

)2

≤

(
∞∑
k=0

∥∥∥u(N)
k (x, ω)

∥∥∥2

C2

)(
∞∑
k=0

∥∥∥u(+)
k (x+ iy, ω)

∥∥∥2

C2

)
.

Por outro lado, aplicando a fórmula de Green para u(+)(x+ iy, ω) e u(+)(x+

iy, ω), obtemos

=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
= y

∞∑
k=0

∥∥∥u(+)
k (x+ iy, ω)

∥∥∥2

C2
. (8.16)

Logo, (
c

y

)2

≤

(
∞∑
k=0

∥∥∥u(N)
k (x, ω)

∥∥∥2

C2

)(
=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
y

)
,

e consequentemente,

c2

y= [M (+)(x+ iy, ω)]
≤

∞∑
k=0

∥∥∥u(N)
k (x, ω)

∥∥∥2

C2
.

Portanto,

lim
y↓0
=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
=∞.

Lema 8.12. Seja (Hω)ω como no enunciado da Proposição 8.9. Fixado ω, se para

um dado x ∈ R a solução de Dirichlet uD(x), dada por (8.6), é quadrado-somável

em +∞, então

lim
y↓0
=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
= 0.

Demonstração. Aplicando a fórmula de Green (Equação (8.9)) sobre u(+) − uD e
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u(+) − uD, temos que

−cW[u(+)−uD,u(+)−uD](0) = iy
(
2
〈
u(+),u(+)

〉
−
〈
u(+),uD

〉
−
〈
uD,u(+)

〉)
.

Como

W[u(+)−uD,u(+)−uD] = (M (+) − 0)(1− 1)− (1− 1)(M
(+) − 0) = 0,

segue-se que
∞∑
k=0

∥∥∥u(+)
k (x+ iy, ω)

∥∥∥2

C2
≤

∞∑
k=0

∥∥∥u(N)
k (x, ω)

∥∥∥2

C2
.

Portanto, de (8.16),

−c
=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
y

≤
∞∑
k=0

∥∥∥u(+)
k (x+ iy, ω)

∥∥∥2

C2
,

e consequentemente,

lim
y↓0
=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
= 0.

Teorema 8.13 (Teorema de Ishii-Pastur). Sejam (Hω)ω e Z como no enunciado

da Proposição 8.9. Então, para ν-quase todo ω ∈ Ω, σωac ⊆ Z
ess
.

Demonstração. Seja x ∈ R tal que γ(x) > 0. Neste caso, ou uD(x) ou uN(x)

decai exponencialmente em +∞. Portanto, segue-se dos Lemas 8.11 e 8.12 que ou

limy↓0=
[
M (+)(x+ iy, ω)

]
= 0, ou limy↓0=

[
M (+)(x+ iy, ω)

]
= ∞. O resultado é

agora uma consequência da relação (8.10).





Capítulo 9

Considerações Finais

Discutiremos neste último capítulo algumas questões naturais aos temas conside-

rados, mas que não foram abordadas ao longo do texto, e que desse modo podem

ser estudadas futuramente.

9.1 Regularidade do Operador

No Capítulo 2, o primeiro problema que se apresenta, logo em seguida à de�nição

do operador Jacobi, é conhecer os índices de de�ciência de H+
min, a �m de se

estabelecerem suas possíveis extensões auto-adjuntas. Idealmente, gostaríamos de

obter uma determinação dos índices a partir da própria lei que de�ne o operador.

Na Seção 2.4 garantimos, sob a hipótese (2.15), que o operador H+
min é ponto

limite, ou seja, que n−(H+
min) = n+(H+

min) = l. Apresentamos também, segundo

a abordagem de Teschl [2000], um critério para o caso ponto limite baseado na

expressão do operador, a saber, a propriedade (2.20).

Observe que se a sequência de matrizes (Dn)n∈Z+ satisfaz (2.20), então tam-

bém satisfaz (2.15). Tornou-se necessário, no entanto, assumir a partir do Capítulo

5 as hipóteses (5.1), mais fortes que as anteriores.

Poderíamos tentar caracterizar as situações distintas do caso ponto limite

por relações semelhantes a (2.20), considerando os valores singulares da matrizes

Dn isoladamente.
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Vale ressaltar que no caso contínuo, dado por (1.7), a regularidade da função

a(x) próxima à origem se torna um fator importante para a análise dos índices de

de�ciência.

9.2 Auto-soluções e Propriedades Espectrais

A fórmula de Green é o ponto de partida para análise, realizada no Capítulo 4, do

comportamento assintótico das soluções da equação de autovalores. A fórmula de

Green pode oferecer ainda algumas identidades que não exploramos ao longo do

trabalho.

Por exemplo, para z = x+iy �xado, sejam (Fn(z))n a sequência das matrizes

formadas pelas soluções de Jost e (ψn)n a sequência de matrizes formada pelas

soluções de Neumann para a energia x. Então, aplicando o Lema 2.8 com B = F

e C = ψ obtemos, para todo n ∈ N,

y
n∑
k=1

2F ∗kFk−F ∗kψk−ψ∗kFk = 2=
[
F t
nDnFn+1

]
−2=

[
F t
n

]
Dnψn+1−2ψtnDn= [Fn+1] .

Considerando a sequência (Fn)n∈N como incógnita, esta identidade é um tipo de

equação de Volterra. Poderíamos aplicar a teoria conhecida para este tipo de

equação a �m de extrair alguma informação relevante sobre (Fn)n∈N a partir das

sequências (ψn)n∈N e (Dn)n∈N. A sequência (Fn(z))n, por sua vez, está estritamente

relacionada à matriz Mφ.

Por outro lado, como realizado em Jitomirskaya & Last [1999], poderíamos

utilizar a Proposição 4.3 para obter mais informações relevantes sobre a medida

espectral como, por exemplo, a sua continuidade com respeito a uma família de

medidas de Hausdor�.

Ainda, talvez seja possível aprimorar o resultado da Proposição 4.3, obtendo

relações separadas para os valores singulares deMφ e os valores singulares das ma-

trizes φ e ψ. Tais relações poderiam ser empregadas na determinação de suportes

minimais para as componentes absolutamente contínuas da medida espectral.
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9.3 Caracterização e Invariância das

Componentes Espectrais

Há uma clara concordância entre as caracterizações obtidas nos Capítulos 5 e 6,

no sentido de que ambas relacionam o espectro absolutamente contínuo com a

limitação do crescimento das soluções da equação de autovalores. Em particular,

ambos permitem concluir que as componentes absolutamente contínuas assumem

apenas multiplicidades pares.

Além disso, comparando os Corolários 5.7 e 6.21, concluímos que dada uma

família de operadores de Jacobi ergódicos, para ν-quase todo ω ∈ Ω e κ-quase todo

x ∈ R,

γr(x) = 0⇔ lim inf
L→∞

1

L

L∑
n=1

s2
l−r+1[φn(x, ω)] + s2

l−r+1[ψn(x, ω)] <∞.

Os resultados do Capítulo 5 possibilitam demonstrar, no Capítulo 7, a cons-

tância das componentes espectrais absolutamente contínuas de multiplicidades ar-

bitrárias para operadores minimais

Vale notar que, no Capítulo 7, para que os operadores sejam simétricos, exi-

gimos que os potenciais almost − periodic (ou que satisfaçam outra propriedade

de recorrência) tenham como imagens matrizes simétricas. Talvez não seja sim-

ples obter exemplos não-triviais desse tipo de aplicação. Evidentemente, o exem-

plo mais simples é o produto de uma matriz simétrica constante por um função

almost− periodic escalar.

Não discutimos uma caracterização da componente singular da medida es-

pectral. Para o caso de operadores de Schrödinger minimais escalares, no entanto,

a constância é conhecida em geral apenas para a componente absolutamente con-

tínua. Foi conjecturado por Simon (vide Marx & Jitomirskaya [2017], página 5)

que a componente singular também é constante.

Sabe-se, devido ao trabalho de Kunz e Souillard em Kunz & Souillard [1981],

que para o caso de uma família ergódica (Hω)ω∈Ω de operadores de Schrödinger
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escalares, existem conjuntos Σac,Σsc e Σpp tais que, para ν-quase todo ω ∈ Ω,

σac(Hω) = Σac,

σsc(Hω) = Σsc,

σpp(Hω) = Σpp.

A versão fraca da dicotomia exponencial, demonstrada na Seção 7.3, permite-

nos caracterizar o espectro de uma família minimal de operadores de Jacobi. Talvez

outras propriedades dinâmicas do cociclo, como por exemplo a hiperbolicidade par-

cial, possam estar relacionadas a propriedades espectrais mais �nas do operador.
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Apresentamos neste apêndice alguns conceitos e resultados importantes uti-

lizados ao longo do texto.





Apêndice A

Análise Complexa

De�nição A.1 (Função Sub-harmônica). Uma função f : C→ R ∪ {−∞} é dita

sub-harmônica se, para todos z0 ∈ C e r > 0,

f(z0) ≤ 1

2π

∫
|z−z0|=r

f(z)dz,

e toda sequência (zn)n∈N com zn → z0 satisfaz

lim inf
n→∞

f(zn) ≤ f(z0).

Lema A.2. Se f é uma função sub-harmônica, então, para todo z0 ∈ C,

f(z0) = lim
r→0

1

πr2

∫
|z−z0|≤r

f(z)dz.

Demonstração. Veja Cycon et al. [1987], página 183.

Lema A.3. Se é fn uma sequência decrescente de funções sub-harmônicas, então

a função f0 dada por

f0(z) := inf
n
fn(z)

é sub-harmônica.

Demonstração. Veja Cycon et al. [1987], página 183.
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Lema A.4. Dada uma medida de Borel µ �nita, de�nida em R, a função f : C→
R ∪ {−∞}, dada pela lei

f(z) :=

∫
R

log |z − x| dµ(x),

é sub-harmônica (convencionando que f(z) = −∞ caso a integral divirja em −∞).

Demonstração. Veja Cycon et al. [1987], página 186.

Proposição A.5. Seja f(z) a função de�nida no enunciado do Lema A.4. Então,

a derivada normal de f existe para κ-quase todo ponto x ∈ R.

Demonstração. Pelo Teorema da Convergência Monótona,

limy↓0
f(x+iy)−f(x)

y
= limy↓0

∫
R

log|x+iy−s|−log|x−s|
y

dµ(s)

=
∫
R i

1
|x−s|dµ(s)

Logo, como a transformada de Borel da medida µ existe em κ-quase todo x, o

mesmo vale para o limite limy↓0
f(x+iy)−f(x)

y
.



Apêndice B

Teoria Espectral

Todos os resultados desta seção podem ser encontrados em de Oliveira [2009].

B.1 Operadores Auto-adjuntos

De�nição B.1 (Operadores Simétricos e Hermitianos). Seja H um espaço de

Hilbert. Um operador linear T : (T ) ⊂ H → H é simétrico se, para todos u, v ∈
(T ),

〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉 .

O operador T será dito hermitiano se for simétrico e se (T ) for um subespaço

denso em H.

De�nição B.2 (Operador Adjunto). Sejam H1,H2 espaços de Hilbert. Seja T :

(T ) ⊂ H1 → H2 uma aplicação linear, com (T ) um subespaço denso em H1.

De�na o conjunto

(T ∗) := {x ∈ H2 | ∃y ∈ H1, 〈x, Tu〉H2
= 〈y,u〉H1

,∀u ∈ (T )}

Como (T ) é denso, y é unicamente de�nido. A aplicação linear T ∗ : (T ∗) → H1,

chamada de adjunto de T , é a aplicação T ∗(x) = y como de�nida acima, de modo

que

〈x, T (u)〉H2
= 〈T ∗(x),u〉H1

,
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para todos u ∈ (T ) e x ∈ (T ∗).

De�nição B.3 (Subespaços de De�ciência e Índices de De�ciência). Se T é um

operador hermitiano, os subespaços fechados

K+(T ) := [T ∗ + iI] = ([T − iI])⊥,
K−(T ) := [T ∗ − iI] = ([T + iI])⊥,

são chamados de espaços de de�ciência de T e os números

n+(T ) := dim([T ∗ + iI]) = dim([T − iI])⊥,
n−(T ) := dim([T ∗ − iI]) = dim([T + iI])⊥,

são chamados de números de de�ciência de T .

O grá�co de um operador T é o conjunto [T ] ⊆ H×H dado por

[T ] := {(u, Tu);u ∈ (T )}

Um segundo operador T1 é dito uma extensão de T , denotando-se por T ⊂ T1,

se [T ] ⊂ [T1]. No caso de um operador T possuir extensões, a menor destas

extensões será denominada fecho de T e denotada por T . É possível mostrar que

se T é fechável (algo sempre possível caso T seja densamente de�nido em H), então
[T ] = [T ], sendo o fecho de�nido com respeito à topologia produto em H×H (veja,

por exemplo, Carmona & Lacroix [1990], página 2).

De�nição B.4 (Forma de Fronteira). Seja T um operador hermitiano. A forma

de fronteira de T é a aplicação Γ : (T ∗)× (T ∗)→ C de�nida pela lei

Γ(u, v) := 〈v, T ∗u〉 − 〈T ∗v,u〉 .

De�nição B.5 (Tripla de Fronteira). Seja T um operador hermitiano com

n+(T ) = n−(T ). Uma tripla de fronteira é uma terna (H, ρ1, ρ2), em que H é

um espaço de Hilbert e ρ1, ρ2 : (T ∗) → H são aplicações lineares com imagens

densas tais que ∃a 6= 0 de modo que, ∀u, v ∈ (T ∗),

aΓ(u, v) = 〈ρ1(u), ρ1(v)〉 − 〈ρ2(u), ρ2(v)〉 .
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Proposição B.6 (Teorema 7.1.13 em de Oliveira [2009]). Seja T : (T ) → H1

um operador hermitiano com n+(T ) = n−(T ). Se (H2, ρ1, ρ2) é uma tripla de

fronteira para T , então existe uma bijeção entre as extensões auto-adjuntas de

T e as aplicações unitárias em H2; a saber, associa-se a cada aplicação unitária

U : H2 → H2 a aplicação TU : (TU)→ H2 de�nida em

(TU) : {v ∈ (T ∗); ρ2(v) = Uρ1(v)}

e dada pela lei TUv = T ∗v.

Proposição B.7 (Primeira Identidade do Resolvente; Proposição 1.5.9 em de Oli-

veira [2009]). Sejam T : (T ) ⊂ H → H um operador linear e z, s ∈ ρ(T ). Então,

Rz(T )−Rs(T ) = (z − s)Rs(T )Rz(T ).

Como consequência, Rs(T ) e Rz(T ) comutam.

Proposição B.8 (Segunda Identidade do Resolvente; Exercício 1.5.10 em de Oli-

veira [2009]). Sejam T : (T ) ⊂ H → H e S : (S) ⊂ H → H operadores lineares

tais que (S) ⊂ (T ). Se λ ∈ ρ(S) ∩ ρ(T ), então

Rλ(T )−Rλ(S) = Rλ(T )(S − T )Rλ(S).

Agora, se ρ(S) = ρ(T ), então

Rλ(T )−Rλ(S) = Rλ(S)(S − T )Rλ(T ).

Proposição B.9 (Terceira Identidade do Resolvente; Proposição 1.5.11 em de Oli-

veira [2009]). Sejam T : (T ) ⊂ H → H e S : (S) ⊂ H → H operadores lineares

tais que (S) ⊂ (T ). Se z, z0 ∈ ρ(S) ∩ ρ(T ), então

Rz(T )−Rz(S) = [I + (z − z0)Rz(T )] [Rz0(T )−Rz0(S)] [I + (z − z0)Rz(S)] .

Proposição B.10 (Critério de Weyl; Teorema 2.4.8 em de Oliveira [2009]). Sejam

T : (T ) ⊂ H → H um operador linear e z ∈ C. Se existe uma sequência (vn)n∈N
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de vetores unitários em (T ) tal que

lim
n→∞

(T − z)vn = 0,

então z ∈ σ(T ).

B.2 Decomposição Espectral

De�nição B.11 (Resolução da Identidade). Sejam A a σ-álgebra de Borel em R
e (H) o conjunto das projeções ortogonais de�nidas em um espaço de Hilbert H.
Uma resolução da identidade em H é uma aplicação

P : A → (H)

tal que:

(a) P(R) = I
(b) Seja (Λj)j∈N uma família de elementos de A dois a dois disjuntos

e considere Λ =
⋃∞
j=1 Λj (união disjunta). Então,

s− lim
n→∞

n∑
j=1

P(Λj) = P(Λ),

ou seja,
∑n

j=1P(Λj) converge fortemente a P(Λ).

Se P é uma resolução da identidade em H, podemos associar a cada u ∈ H
uma medida de Borel positiva em R, µu, através da relação

µu(Λ) := 〈P(Λ)u,u〉 .

É possível estender uma resolução da identidade P : A → (H) para P :

B∞(R) → B(H), onde B∞(R) é o espaço vetorial das funções limitadas em R.
Desta maneira, se f ∈ B∞(R), então

〈P(f)u,u〉 =

∫
R
f(t)dµu(t). (B.1)
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Proposição B.12 (Teorema Espectral; Teorema 8.3.8 em de Oliveira [2009]). A

cada operador auto-adjunto T : (T ) ⊂ H → H corresponde uma resolução da

identidade PT em H tal que

T =

∫
tdPT (t).

De�nição B.13 (Espectro Discreto). Se T : (T ) ⊂ H → H é um operador auto-

adjunto, o espectro discreto de T é o conjunto σd(T ) dos autovalores isolados de

T que possuem multiplicidade �nita.

De�nição B.14 (Espectro Essencial). Se T : (T ) ⊂ H → H é um operador

auto-adjunto, o espectro essencial de T é o conjunto σess(T ) formado pelos pontos

de acumulação do espectro σ(T ) e pelos autovalores isolados de T que possuem

multiplicidade in�nita.

Seja µ uma medida σ-�nita de�nida na σ-álgebra de Borel de R. Então,

existem únicas1 µp e µc tais que

µ = µp + µc,

em que µc, denominada componente contínua, satisfaz µc({t}) = 0,∀t ∈ R e µp,

denominada componente pontual, satisfaz µp(R \ Ω) = 0, para algum Ω ⊂ R
enumerável.

Podemos prosseguir e utilizar o Lema da decomposição de Lebesgue a �m de

obter únicas µac e µsc tais que

µc = µac + µsc

em que µac, denominada componente absolutamente contínua, é absolutamente

contínua com respeito a κ e µsc, denominada componente singular contínua, é

singular com respeito a κ.

De�nição B.15 (Subespaços Pontual e Contínuo). Seja T : (T ) ⊂ H → H um

operador auto-adjunto. O subespaço pontual, denotado por Hp(T ), é o fecho do

1Veja, por exemplo, Rudin [1970], página 151.



176 Apêndice B. Teoria Espectral

subespaço gerado pelas auto-soluções de T . O O subespaço contínuo, denotado por

Hc(T ) é o complemento ortogonal de Hp(T ), ou seja, Hc(T ) := (Hp(T ))⊥.

É possível demonstrar que H = Hp⊕Hc. A justi�cativa para a nomenclatura

reside no fato que se denotarmos por Λ o conjunto dos autovalores de T , que é um

conjunto enumerável, então

Hp(T ) = {u ∈ H | µu(R \ Λ) = 0}.

Por outro lado,

Hc(T ) = {u ∈ H | µu({t}) = 0, ∀t ∈ R}.

Sejam P T
p , P

T
c as projeções em Hp(T ),Hc(T ). Se denotarmos por

Tp := TP T
p ,

Tc := TP T
c ,

podemos demonstrar que T = Tp ⊕ Tc. Neste caso, de�nimos o espectro pontual

de T como σp(T ) := σ(Tp) e o espectro contínuo de T como σc(T ) := σ(Tc), que

não são necessariamente disjuntos, mas satisfazem

σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ). (B.2)

De�nição B.16 (Subespaços Singular, Singular-contínuo e Absolutamente Con-

tínuo). Seja T : (T ) ⊂ H → H um operador auto-adjunto.

(a) O subespaço singular de T é o conjunto

Hs(T ) := {u ∈ H | µu⊥κ}.

(b) O subespaço absolutamente contínuo de T é o conjunto

Hac(T ) := {u ∈ H | µu << κ}.

(c) O subespaço singular contínuo de T é o conjunto

Hsc(T ) := {u ∈ H | µu⊥κ, µu({t}) = 0, ∀t ∈ R}.
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Temos as relações

Hp(T ) ⊂ Hs(T ),

Hac(T ) ⊂ Hc(T ),

Hsc(T ) ⊂ Hc(T ) ∩Hs(T ),

e também as decomposições

Hs(T ) = Hp(T )⊕Hsc(T ),

Hc(T ) = Hac(T )⊕Hsc(T ),

H = Hp(T )⊕Hac(T )⊕Hsc(T ).

De�nição B.17 (Subespaço Cíclico Gerado). Seja T : (T ) → H um operador

auto-adjunto. Dado um conjunto B = {u1,u2, . . . ,uk} de elementos de H, o su-

bespaço cíclico gerado por B é o subespaço{
k⋃
j=1

⋃
n∈N

T n(uj)

}
. (B.3)

De�nição B.18 (Base Espectral). Seja T : (T )→ H um operador auto-adjunto.

Dizemos que um conjunto B = {u1,u2, . . . ,uk} é uma base espectral para T se uj

forem lineramente independentes e o subespaço gerado por B coincide com H, com
k sendo o menor inteiro tal que (B.3) coincide com H.

De�nição B.19 (Multiplicidade Espectral). Dado T : (T ) → H um operador

auto-adjunto, seja B := {u1,u2, . . . ,uk} uma base espectral para T . Dizemos que

em um ponto x ∈ σac(T ) da componente absolutamente contínua tem multiplicidade

m se existir uma sequência xn → x tal que para exatamente m vetores de B, as
respectivas medidas espectrais têm derivadas de Radon-Nikodym positivas e não

nulas em cada xn. Denotamos o conjunto formado por estes pontos por σac,m(T ).
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De�nição B.20 (Operador Classe-Traço). Seja Q : H → H um operador limitado

positivo, isto é, 〈u, Qu〉 ≥ 0,∀u ∈ H. Dada uma base ortonormal {ek}k em H, o
traço de Q é a quantidade

[Q] :=
∑
k

〈ek, Qek〉 .

Um operador B é dito classe-traço se [B] <∞.

Proposição B.21 (Kato-Rosenblum; Proposição 12.3.24 em de Oliveira [2009]).

Sejam T : (T ) ⊂ H → H e B : H → H operadores auto-adjuntos no espaço de

Hilbert H. Se B é classe-traço, então σac(T ) = σac(T +B).



Apêndice C

Matrizes e Valores Singulares

Denotaremos por M(l,K) a álgebra de matrizes l × l no corpo K, e por GL(l,K)

o grupo, chamado de grupo linear, dos elementos de M(l,K) cujo determinante é

diferente de zero.

As matrizes A de M(l,K) que satisfazem, para todos x, y ∈ Kn,

〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉 ,

formam o chamado grupo ortogonal O(l,K). Se A ∈ O(l,R), então det(A) ∈
{−1,+1}. Os elementos de O(l,R) cujo determinante vale 1 formam o subgrupo

SO(l), chamado grupo ortogonal especial.

No caso especí�co em que K = C, O(l,K) é denominado grupo unitário e

denotado por U(l). Se A ∈ U(l), então |det(A)| = 1. Os elementos de U(l)

cujo determinante vale 1 formam o subgrupo SU(l), chamado de grupo unitário

especial.

Uma matriz A ∈ M(l,K) é dita hermitiana se A∗ = A. Uma matriz her-

mitiana A é dita positiva semi-de�nida se, para todo u ∈ Kl \ {0}, uAut ≥ 0.

Escrevemos, neste caso, A ≥ 0. Observe que, para todo A ∈ M(l,K), A∗A é

hermitiana e positiva semi-de�nida.

Podemos de�nir uma ordenação parcial no conjunto das matrizes positivas

semi-de�nidas. Se A,B são matrizes positivas semi-de�nidas de mesma ordem,

dizemos que A ≥ B se uAut ≥ uBut, para todo u. Em outras palavras, A ≥ B

179
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se A−B é positiva semi-de�nida.

Se A é uma matriz positiva semi-de�nida, existe uma única matriz positiva

semi-de�nida B tal que B2 = A. A matriz B é chamada raiz quadrada1 da matriz

A e denotada por
√
A.

Dado A ∈M(l,K), A∗A é uma matriz positiva semi-de�nida. Denominamos

valor absoluto de A, denotado por |A|, a matriz
√
A∗A.

Dadas A,B ∈M(l,K), a aplicação

〈A,B〉 := [A∗B]

de�ne um produto interno em A ∈M(l,K).

De�nição C.1 (Norma de Frobenius2). A norma em M(l,K) proveniente do pro-

duto interno de�nido acima é chamada de norma de Frobenius:

‖A‖F :=
√

[A∗A].

De�nição C.2 (Valor Singular). Dada A ∈ M(l,K), os valores singulares de A

são os autovalores de |A|. Denotamo-los por

s1[A] ≥ s2[A] ≥ . . . ≥ sl−1[A] ≥ sl[A],

com sk[A] = λk (|A|) ≥ 0, contando a multiplicidade.

Proposição C.3 (Expressão Minimax e Expressão de Aproximação; Teorema 6.7

em Hiai & Petz [2014]). Se A ∈M(l,K), então, para 1 ≤ k ≤ l,

sk[A] = min{‖A ◦ (I− P )‖ ;P é uma projeção de posto k − 1}.

Se A ≥ 0, então, para 1 ≤ k ≤ l,

sk[A] = min{max
{
〈u, Au〉 ;u ∈M⊥, ‖u‖ = 1

}
;M é um sub-espaço de dimensão k − 1}.

1Con�ra Hiai & Petz [2014], página 28.
2Também denominada norma de Hilbert-Schmidt.
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Tais expressões são chamadas de expressões minimax dos valorer singulares. Se

A ∈M(l,K), então, para 1 ≤ k ≤ l,

sk[A] = inf{‖A−X‖ ;X ∈M(l,K), [X] < k};

tal expressão é chamada de aproximação dos valores singulares.

Proposição C.4 (Valores Singulares e Normas; Teorema 6.7 em Hiai & Petz

[2014]). Dada A ∈M(l,K), a norma matricial usual satisfaz

‖A‖ = s1[A].

Já a norma de Frobenius satisfaz

‖A‖F =
√
s2

1[A] + s2
2[A] + . . .+ s2

l [A] =

√√√√ l∑
ij=1

|aij|2.

Mais ainda, para cada 1 ≤ k ≤ l,

‖A‖(k) :=
√
s2

1[A] + s2
2[A] + . . .+ s2

k[A]

de�ne uma norma.

Proposição C.5 (Propriedades de Valores Singulares; Teorema 6.7 em Hiai &

Petz [2014]). Sejam A,B ∈M(l,K).

(a) Se 0 ≤ A ≤ B, então , para 1 ≤ k ≤ l,

sk[A] ≤ sk[B].

(b) Se k +m− 1 ≤ l, então

sk+m−1[A+B] ≤ sk[A] + sm[B].
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(c)3 Para todo 1 ≤ k ≤ l,

k∑
i=1

si[AB] ≥
k∑
i=1

si[A]sl−i+1[B].

(d) Se 1 ≤ k ≤ l, então

|sk[A]− sk[B]| ≤ ‖A−B‖ .

(e) Se A ≥ 0 e f : R+ → R+ é uma função crescente, então para 1 ≤ k ≤ l,

sk[f(A)] = f(sk[A]).

(f) Se 1 ≤ k,m ≤ l e k +m− 1 ≤ l, então

sl[B]sm[B] ≤ sk+m−1[AB] ≤ s1[B]sm[B].

Proposição C.6 (Princípio da Inércia de Sylvester; Teorema único em Schneider

[1966]). Seja A uma matriz hermitiana. Sejam

π(A) = número de autovalores positivos de A,

ν(A) = número de autovalores negativos de A,

δ(A) = número de autovalores nulos de A.

Então, para toda matriz X não-singular,

π(A) = π(X∗AX),

ν(A) = ν(X∗AX),

δ(A) = δ(X∗AX).

Denote4 por Λp(Cl) o espaço vetorial das p-formas alternadas no espaço dual

de Cl. Dados u1,u2, . . . ,up ∈ Cl e f1, f2, . . . , fp ∈ (Cl)∗, de�na a matriz N pela

lei Ni,j := fi(uj). Podemos então de�nir a aplicação u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up ∈ Λp(Cl)

3Resultado de Wang & Xi [1997].
4Con�ra Carmona & Lacroix [1990], página 179 e Hiai & Petz [2014], página 43.
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como

u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up(f1, f2, . . . , fp) = det(N)

Os elementos de Λp(Cl) da forma U = u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up são chamados

vetores p-decomponíveis. O elemento U pode ser representado pela matriz l × p
cujas colunas são coordenadas dos vetores u1,u2, . . . ,up em Cl. Podemos, a partir

desta representação, de�nir um produto interno nos vetores p-decomponíveis de

Λp(Cl) pela lei

〈u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up,v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vp〉 := det(U∗V ). (C.1)

Lema C.7 (Lema IV.2.1 em Carmona & Lacroix [1990]). Seja Λp(Cl) o espaço

vetorial das p-formas alternantes em (Cl)∗. Então,

(a) o conjunto dos vetores p-decomponíveis gera o espaço Λp(Cl);

(b) um vetor p-decomponível u1 ∧ u2 ∧ . . .∧ up é não nulo se o sistema

(u1,u2, . . . ,up) é linearmente independente;

(c) a extensão da fórmula (C.1) em Λp(Cl) de�ne um produto interno.

Se B ∈ GL(l,C), podemos de�nir um automor�smo linear em Λp(Cl) pela

lei

Λp(B)(u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up) := (Bu1 ∧Bu2 ∧ . . . ∧Bup).

Desta maneira, se B,C ∈ GL(l,C), então

Λp(BC) = Λp(B)Λp(C) (C.2)

E mais, se calcularmos a norma da aplicação Λp(B), obteremos

‖Λp(B)‖ = s1[B]s2[B] . . . sp[B]. (C.3)
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De�nição C.8 (Grupo Simplético). O subconjunto das matrizes B ∈ GL(2l,C)

que satisfazem B∗JB = J, com

J :=

[
0 I
−I 0

]
,

é chamado grupo simplético e denotado por SP (l,C).

Lema C.9 (Lema IV.2.3 em Carmona & Lacroix [1990]). Seja B ∈ SP (l,C).

Então,

(a) B∗ ∈ SP (l,C) e det(B) = 1;

(b) se λ é autovalor de B, então 1
λ
também o é.



Apêndice D

Medidas a Valores Matriciais

Os resultados desta seção podem ser encontrados em Gesztesy & Tsekanovskii

[2004].

De�nição D.1 (Função de Herglotz a valores matriciais). Seja Q : C+ →M(l,C)

uma função que associa a cada número complexo uma matriz l × l. Q é dita uma

função de Herglotz a valores matriciais se Q é analítica e =[Q(z)] ≥ 0, para todo

z ∈ C+.

Proposição D.2 (Regularidade de Funções Herglotz; Teorema 5.4 em Gesztesy

& Tsekanovskii [2004]). Se Q é uma função Herglotz a valores matriciais, então:

(a) cada elemento da diagonal Qk,k(z) é uma função Herglotz escalar;

(b) o limite

lim
y↓0

Q(x± iy)

existe para κ-quase todo x ∈ R;

(c) se, para todo 1 ≤ k ≤ l e todo x em um conjunto de medida de

Lebesgue positiva,

lim
y↓0

Qk,k(x± iy) = 0,

então Q(z) ≡ P , sendo P uma matriz auto-adjunta com todos os ele-

mentos da diagonal nulos.

185
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Proposição D.3 (Representação de Funções de Herglotz; Teorema 5.4 em Gesz-

tesy & Tsekanovskii [2004]). Se Q é uma função Herglotz a valores matriciais,

então existe uma medida a valores matriciais Ω, de�nida nos borelianos de R, tal
que ∫

R

1

(1 + x2)
〈u, dΩ(x)u〉Cl <∞,

para todo u ∈ C e

Q(z) = C + Ez +

∫
R

(
1

x− z
− x

1 + x2

)
dΩ(x),

com C = <[M(i)] e E ≥ 0 dada por

E = lim
η↑0

(
1

iη
M(iη)

)
.

Proposição D.4 (Fórmula de Inversão de Stieltjes; Teorema 5.4 em Gesztesy &

Tsekanovskii [2004]). Se Q é uma função de Herglotz a valores matriciais e Ω é a

medida matricial correspondente, então

1

2
Ω({λ1}) +

1

2
Ω({λ2}) + Ω(({λ1, λ2)) =

1

π
lim
y↓0

∫ λ2

λ1

=[Q(x+ iy)]dκ(x),

e a componente absolutamente contínua de Ω é expressa por

dΩ

dκ
(x) =

1

π
lim
y↓0
=[Q(x+ iy)]dκ(x).

No caso escalar, a fórmula de inversão de Stieltjes pode ser enunciada como

Proposição D.5 (Fórmula de Inversão de Stieltjes). Seja µ uma medida de pro-

babilidade com momentos de todas as ordens �nitos, e para z ∈ C \ [µ], seja

F (z) :=

∫
R

1

x− z
dµ(x)
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a correspondente transformada de Stieljes. Então,

µ((a, b)) +
1

2
µ({a}) +

1

2
µ({b}) = lim

y↓0

1

π

∫ b

a

=[F (x+ iy)]dκ(x).

Proposição D.6 (Teorema 5.5 em Gesztesy & Tsekanovskii [2004]). Se Q é uma

função de Herglotz a valores matriciais e Ω é a medida matricial correspondente,

então, para todo x ∈ R,
limy↓0 y<[Q(x± iy)] = 0,

limy↓0 y=[Q(x± iy)] = Ω({x}).

Proposição D.7 (Teorema 5.5 em Gesztesy & Tsekanovskii [2004]). Seja Q é

uma função de Herglotz a valores matriciais. Se para Lebesgue quase todo todo

x ∈ (λ1, λ2) ⊂ R,
lim
y↓0
<[Q(x+ iy)] = 0,

então Q possui continuação analítica entre C+ e C− através de (λ1, λ2) e

lim
y↓0
=[Q(x± iy)] > 0,

para todo x ∈ (λ1, λ2).

É necessário caracterizar suportes para as medidas espectrais e suas compo-

nentes. Comecemos com o conceito de suporte minimal:

De�nição D.8 (Suporte Minimal de uma Medida). Um subconjunto S ⊆ R é um

suporte minimal de uma medida µ se

(i) µ(R \ S) = 0,

(ii) Se S0 é subconjunto de S com µ(S0) = 0, então κ(S0) = 0.

A ideia de suporte minimal é fornecer um conjunto no qual a medida se

concentra e simultaneamente é bem comportada em relação à medida de Lebesgue.

Pode-se demonstrar que um suporte minimal de µ é uma classe de equivalência
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pela relação

S1 ≈ S2 ⇐⇒ κ(S1∆S2) = µ(S1∆S2) = 0,

em que S1∆S2 := (S1 \ S2) ∪ (S2 \ S1) é a diferença simétrica dos conjuntos S1 e

S2 (Lema 2.20 em Gilbert [1984]).

De�nição D.9. Seja Q uma função de Herglotz a valores matriciais. De�na os

conjuntos

Sac,r := {x ∈ R;∃ limy↓0Q(x+ iy), [limy↓0=[Q(x+ iy)]] = r};

Sac :=
⋃l
r=1 Sac,r;

Spp,r := {x ∈ R; [limy↓0 yQ(x+ iy)] = r};

Spp :=
⋃l
r=1 Spp,r;

Ss := {x ∈ R; limy↓0=[[Q(x+ iy)]] =∞};

Ssc := {x ∈ Ss, limy↓0 y[Q(x+ iy)] = 0}.

Proposição D.10 (Teorema 6.1 em Gesztesy & Tsekanovskii [2004]). Sejam Q

uma função de Herglotz a valores matriciais e Ω a medida matricial correspondente.

Então

(a) Sac,r é um suporte minimal para Ωac,r;

(b) Sac é um suporte minimal para Ωac;

(c) Spp,r é um suporte minimal para Ωpp,r;

(d) Spp é um suporte minimal para Ωpp;

(e) S := Sac ∪ Ss é um suporte minimal para Ωpp.

De�nição D.11 (Fecho essencial de um conjunto). Seja B ⊆ R um subconjunto

da reta Lebesgue mensurável. O fecho essencial de B é de�nido como o conjunto

B̄ess := {x ∈ R, κ((x− ε, x+ ε) ∩B) > 0,∀ε > 0},
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onde κ é a medida de Lebesgue.

É simples demonstrar que conjunto B possui fecho essencial vazio se, e so-

mente se, κ(B) = 0.





Apêndice E

Sistemas Dinâmicos e Cociclos

De�nição E.1 (Sistema Dinâmico1). Sejam X um espaço topológico e G um semi-

grupo. Um sistema dinâmico em X é uma aplicação contínua π : X ×G→ X tal

que

(i) π(x, 0) = x; ∀x ∈ X (propriedade de identidade),

(ii) π(π(x, t), s) = π(x, t+ s);∀x ∈ X, ∀s, t ∈ G (propriedade de semi-grupo).

Se G é não-enumerável, o sistema dinâmico é dito contínuo; caso G seja

enumerável, o sistema é dito discreto.

De�nição E.2 (Aplicação Minimal). Seja X um espaço topológico. Uma aplicação

T : X → X é dita minimal se, para todo x ∈ X,

{T nx | n ∈ Z+} = X.

De�nição E.3 (Cociclo Linear2). Sejam X 6= ∅ um conjunto arbitrário e T : X →
X uma apliação. Um cociclo linear sobre T é uma aplicação A : X×Z→ GL(l,K)

que satisfaz, para todo x ∈ X e todos m, k ∈ Z,

A(x,m+ k) = A(T k(x),m)A(x, k).

1Krabs & Pickl [2010], página 1.
2Katok & Hasselblatt [1995], página 661.
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Apêndice F

Teoria Ergódica

De�nição F.1 (Aplicação que Preserva Medida). Seja (X,µ) um espaço de me-

dida. Uma aplicação T : X → X mensurável é dita uma aplicação que preserva

medida se, para todo A ⊆ X mensurável, T−1(A) é mensurável e µ(T−1(A)) =

µ(A).

Proposição F.2 (Teorema Ergódico de Birkho�1). Seja (X,µ) um espaço de

medida. Se T : X → X é uma aplicação que preserva a medida µ e ϕ ∈ L1(X,µ),

então

ϕT (x) := lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ϕ(T kx)

existe para µ-quase todo x ∈ X e∫
X

ϕTdµ =

∫
X

ϕdµ.

De�nição F.3 (Aplicação Ergódica). Sejam (X,µ) um espaço de medida e T :

X → X uma aplicação que preserva a medida. T é dita ergódica se, para todo

conjunto T -invariante A ⊂ X, ou µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Proposição F.4. Sejam (X,µ) um espaço de medida e T : X → X uma aplicação

1Katok & Hasselblatt [1995], página 136 e Oliveira & Viana [2014], página 67.

193



194 Apêndice F. Teoria Ergódica

ergódica. Se µ(X) = 1 e ϕ ∈ L1(X,µ), então, para µ-quase todo x ∈ X,

ϕT (x) =

∫
X

ϕdµ.
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