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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS - ICEX

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Ao Celso Viana, por quem cultivo uma longa amizade. Nossas discussões sobre ma-
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Resumo

Nessa tese, exploramos as subvariedades compactas, orientáveis, CMC e de fronteira

livre Σk ↪→ (Ωn+1, ḡ) com k ≤ n, em que Ωn+1 é uma bola euclidiana Bn+1
r ou um anel

A(r1, r2) := Bn+1
r2
\ Bn+1

r1
e ḡ := ρ2 〈 , 〉, onde ρ é uma função radial suave em Ω. Assim,

obtemos vários resultados de classificação em três casos:

1. Σ2 ↪→ B3
1, em que B3

1 denota a bola euclidiana tridimensional de raio unitário,

2. Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ), em que Σk é uma subvariedade mı́nima,

3. Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ), em que Σn é uma hipersuperf́ıcie mı́nima.

Nos itens acima, mostramos que sob uma determinada condição de pinching na segunda

forma fundamental da imersão, ou no tensor de umbilicidade no caso 1, as subvariedades são

de determinados tipos topológicos, que em alguns casos, podem ser classificadas de forma

mais ŕıgida, isto é, podemos obter propriedades geométricas adicionais.

Palavras-chaves: Hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre; Resultados do tipo gap; Su-

perf́ıcies de Delaunay.
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Abstract

In this thesis we explored the compact, orientable and CMC free boundary submanifolds

Σk ↪→ (Ωn+1, ḡ) with k ≤ n, where Ωn+1 is a euclidean ball Bn+1
r or an annulus A(r1, r2) :=

Bn+1
r2
\ Bn+1

r1
and ḡ := ρ2 〈 , 〉, where ρ is a smooth radial function in Ω. Thus, we obtain

several classification results in three cases:

1. Σ2 ↪→ B3
1, where B3

1 denotes the three dimensional euclidean ball of unit radius.

2. Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ), where Σk is a minimal submanifold,

3. Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ), where Σn is a minimal hypersurface.

In the above items we show that under appropriated pinching condition in the second

fundamental form of the immersion, or in umbilicity tensor to first case, the submanifolds

are of determined topological types and in some cases, we obtain rigidity, is that, we can

obtain more geometric properties.

Keywords: Free boundary minimal hypersurfaces; Gap results; Delaunay surfaces.

vii



Sumário

1 Preliminares 15

1.1 Conceitos iniciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Geometria das subvariedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Formulação do problema de fronteira livre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Métricas conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Resultados de classificação via existência de uma função convexa 33

2.1 Superf́ıcies CMC de fronteira livre na bola euclidiana B3
1 . . . . . . . . . . . 33

2.2 Subvariedades mı́nimas de fronteira livre em uma classe de variedades con-

forme a bola euclidiana Bn+1
r ⊂ Rn+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3 Classificação via condição de gap na segunda forma fundamental 64

3.1 Condição de gap para |A|2 em hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre em

uma classe de variedades conforme à Bn+1
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Introdução

Considere uma variedade riemanniana (Mn+1, g), um domı́nio Ω ⊂ M com ∂Ω suave e

uma subvariedade Σk ↪→ Ω (com int(Σ) ⊂ int(Ω) e ∂Σ ⊂ ∂Ω) imersa isometricamente em

Mn+1, em que k ≤ n. Dizemos que Σk é CMC de fronteira livre quando o seu vetor curvatura

média, denotado por ~H, tem comprimento constante e Σk intersecta ∂Ω ortogonalmente. Se

~H ≡ 0, dizemos que Σk é uma subvariedade mı́nima de fronteira livre. A primeira fórmula de

variação diz que uma subvariedade mı́nima de fronteira livre é um ponto cŕıtico do funcional

t→ |Σt|, em que |Σt| denota o volume k−dimensional induzido por uma variação admisśıvel

ψ : (−ε, ε) × Σ → Ω qualquer. Para o caso em que k = n, uma subvariedade CMC de

fronteira livre, não necessariamente mı́nima, é um ponto cŕıtico do funcional t → |Σt| para

variações admisśıveis que preservam volume (veja sec. 1.3).

Nos últimos anos, muitos autores tem mostrado interesse no estudo de subvariedades

CMC de fronteira livre tendo como principal foco os resultados de existência e classificação.

Por exemplo, podemos citar os trabalhos de Struwe [30] sobre existência de discos mı́nimos

de fronteira livre em uma classe de domı́nios em R3, ou citamos também os trabalhos de

Máximo-Nunes-Smith [26] sobre a existência de superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre com

topologia de um anel e imersas em domı́nios estritamente convexos do espaço R3. Já o

clássico teorema de Nitsche [28] classifica um disco CMC de fronteira livre na bola euclidiana

tridimensional como sendo totalmente umb́ılico. Uma versão desse teorema para superf́ıcies

CMC de fronteira livre em bolas do espaço forma tridimensional foi dada por Ros-Souam

em [29].

Recentemente, o interesse pelo estudo das superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre tem

aumentado, uma vez que Fraser-Schoen estabeleceram uma relação entre métricas que maxi-

mizam o primeiro autovalor de Steklov em uma superf́ıcie com bordo e as superf́ıcies mı́nimas

de fronteira livre na bola euclidiana tridimensional [18], [20] e [19].

Considere a variedade (Bn+1
r , ḡ), em que Bn+1

r denota a bola euclidiana de raio r ≤ ∞ e

ḡ = e2h 〈, 〉 é uma métrica conforme à métrica euclidiana com h(x) = u(|x|2) para alguma

função u : [0, r2) → R suave. Seja A(r1, r2) := Bn+1
r2
\ Bn+1

r1
(r1 < r2 < r) o anel euclidiano

1
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(n+ 1)−dimensional, e de maneira análoga, considere também a variedade (A(r1, r2), ḡ). O

principal objetivo desse trabalho diz respeito ao estudo de subvariedades CMC de fronteira

livre em três casos essencialmente;

i) Σ2 ↪→ B3
1, em que B3

1 denota a bola euclidiana tridimensional de raio unitário,

ii) Σk ↪→ (Bn+1
r0

, ḡ) (r0 < r), em que Σk é uma subvariedade mı́nima,

iii) Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ), em que Σn é uma hipersuperf́ıcie mı́nima.

Nos três casos supracitados, obtemos resultados de classificação sob uma condição de

pinching no quadrado da norma do tensor de umbilicidade das respectivas imersões, como

deixaremos claro a seguir.

Resultados de classificação via existência de uma função

convexa

O trabalho pioneiro que serviu de motivação aos nossos resultados é teorema dado a

seguir.

Teorema 0.1 (Ambrozio-Nunes’2016,[3]). Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima compacta de fron-

teira livre na bola euclidiana B3
1. Assuma que em todos dos pontos x ∈ Σ2,

|A|2 (x) 〈~x,N(x)〉2 ≤ 2, (1)

em que N(x) denota o vetor normal unitário em um ponto x ∈ Σ e A denota a segunda

forma fundamental de Σ. Então, uma das seguintes situações deve ocorrer;

i) |A|2 (x) 〈~x,N(x)〉2 ≡ 0 e Σ é um disco equatorial plano,

ii) ou |A|2 (x) 〈~x,N(x)〉2 = 2 em algum ponto p ∈ Σ e Σ é o catenóide cŕıtico.

O ponto chave na demonstração do teorema acima consiste no fato de que a hipótese

(1) garante que para f(x) = |x|2, temos HessΣf ≥ 0 condição à qual, impõe restrições

topológicas sobre o conjunto C = {p ∈ Σ; |p| = minΣ f(x) = |x|2
2
} que são então traduzidas

em propriedades topológicas e geométricas para Σ.

Apesar de ter uma demonstração bem diferente, o teorema acima possui uma certa

semelhança com o clássico teorema;

Teorema 0.2 (Chern-do Carmo-Kobayashi’1970, [14]). Seja Γn−1 ↪→ Sn uma hipersuperf́ıcie

mı́nima fechada imersa isometricamente na esfera unitária. Suponha que a segunda forma

fundamental A1 de Γn−1 satisfaça

|A1|2 ≤ n− 1.

2
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Então, ocorre uma das duas situações;

1) |A1|2 ≡ 0 e Γn−1 é um equador Sn−1 de Sn,

2) ou |A1|2 ≡ n − 1 e Γn−1 é um toro de Clifford Tm,n := Smλ1
× S(n−1)−m

λ2
, em que

λ1 =
√

m
n−1

, λ2 =
√

(n−1)−m
n−1

e 1 ≤ m ≤ n− 2.

Uma primeira questão interessante é saber se existe uma versão do teorema do Ambrozio-

Nunes para superf́ıcies de curvatura média constante não necessariamente mı́nima, já que o

Teorema 0.2 possui sua generalização como segue.

Teorema 0.3 (Alencar-do Carmo’1994, [1]). Seja Γn−1 ↪→ Sn uma hipersuperf́ıcie fechada

de curvatura média constante H > 0 imersa isometricamente na esfera unitária. Suponha

que o tensor de umbilicidade Å = Π− H
n−1

gSn de Γn−1 satisfaça∣∣Å∣∣2 ≤ C(n,H),

em que C(n,H) denota uma constante que depende apenas de n e H. Então, ocorre uma

das duas situações;

1)
∣∣Å∣∣2 ≡ 0 e Γn−1 é totalmente umb́ılica em Sn,

2) ou
∣∣Å∣∣2 ≡ C(n,H) e Γn−1 é um toro Tn,H := Sn−2

λ1
×S1

λ2
, em que λ1 = r, λ2 =

√
1− r2

e 0 < r < 1.

Nesse sentido, obtivemos o resultado:

Teorema 0.4. Seja Σ2 ⊂ B3
1 uma superf́ıcie CMC de fronteira livre tal que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2 (2)

seja satisfeita sobre Σ2. Então, uma das duas situações deve ocorrer;

i)
∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≡ 0 e Σ é uma calota esférica,

ii) ou
∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 = 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2 em algum ponto p ∈ Σ2 e Σ2 é parte de uma

superf́ıcie de Delaunay.

A Figura 1. dá uma descrição dos únicos tipos topológicos de superf́ıcies CMC de

fronteira livre na bola unitária euclidiana que satisfazem a condição (2). É curioso o fato de

que na classe das superf́ıcies CMC, cumprindo as condições do teorema anterior, o tensor

de umbilicidade apresenta um comportamento do tipo ”gap”, isto é, ou Σ2 é totalmente

umb́ılica e nesse caso
∣∣Å∣∣2 ≡ 0, ou então o tensor de umbilicidade cumpre

∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 =

1
2

(2 +H 〈~x,N〉)2 em algum ponto p ∈ Σ2 e nesse caso, Σ2 é um anel de rotação, mais

precisamente, é parte de uma superf́ıcie de Delaunay.

3
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A prova do Teorema 0.4 segue os mesmos passos da demonstração do teorema do

Ambrozio-Nunes, entretanto, três dificuldades contornadas merecem destaque: a primeira,

trata-se de encontrar corretamente a condição de gap que generaliza a condição (1); a se-

gunda, trata-se de garantir que a condição (2) assegure que para f(x) = |x|2, HessΣf ≥ 0.

Para isso, precisamos usar que os pontos umb́ılicos de Σ2 são isolados, propriedade a qual,

obtém-se explorando a estrutura complexa das superf́ıcies CMC; e por fim, a verificação de

que existem porções de algumas superf́ıcies de Delaunay que são de fronteira livre na bola

unitária e que satisfazem a condição (2), constitui uma parte significativa e não trivial do

teorema.

Figura 1: i) calota esférica; ii) anel de revolução CMC.

Os autores Li-Xiong em [23] provaram que o teorema do Ambrozio-Nunes também perma-

nece válido para o espaço hiperbólico H3 e semi esfera S3
+. Entretanto, os mesmos usaram

uma abordagem ligeiramente diferente ao considerar tais espaços como warped products

descritos a seguir.

Considere a variedade produto M3 = [0, R∞) × S2 com uma métrica warped 〈, 〉 =

dr2 +λ(r)2g
S2

. Assim, M3 é o espaço euclidiano R3 ou o espaço hiperbólico H3 para λ(r) = r

e λ(r) = sinh(r) com R∞ =∞, respectivamente, ou M3 é a semi-esfera S3
+ para λ(r) = sin(r)

e R∞ = π
2
. Considerando então o campo vetorial X = λ(r)∂r, o teorema é enunciado como:

Teorema 0.5 (Li-Xiong’2017, [23]). Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima compacta de fronteira

livre em uma bola geodésica BR ⊂ M3 com raio R < R∞. Suponha que para todo x ∈ Σ

temos
|A|2 〈X,N(x)〉2

(λ′)2
≤ 2, (3)

em que N(x) denota o vetor normal unitário em um ponto x ∈ Σ e A denota a segunda

forma fundamental de Σ. Então,

1) |A|2 〈X,N(x)〉2 ≡ 0 e Σ é um disco totalmente geodésico,

4
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2) ou
|A|2 〈X,N(x)〉2

(λ′)2
= 2 em algum ponto p ∈ Σ e Σ é um anel rotacional.

A abordagem dada por Li-Xiong ao teorema acima nos faz intuir que o resultado, na

verdade, pode ser válido para uma classe maior de espaços que tem R3, H3 e S3
+ como

casos particulares. Nosso proximo resultado aponta exatamente nessa direção. Mas antes,

fixaremos uma breve notação.

Como veremos no caṕıtulo preliminar, o campo posição ~x em (Bn+1
r , ḡ) é conforme cuja

função potencial é dada por σ(x) = 1 + 2u′(|x|2) |x|2, isto é, a derivada de Lie da métrica ḡ

na direção do campo ~x cumpre

L~xḡ = 2σḡ.

Além disso, se ∇̄ denota a conexão riemanniana de (Bn+1
r , ḡ), então

∇̄Y ~x = σY (4)

para qualquer vetor Y ∈ Tp(Bn+1
r ) e qualquer p ∈ Bn+1

r . Observe que σ(~0) = 1 > 0, e

por continuidade, existe sempre um r0 > 0 tal que σ > 0 em Bn+1
r0

. A propriedade da

função potencial do campo campo conforme ~x ser positiva juntamente com (4) é suficiente

pra demonstrar o próximo lema que certamente é o ingrediente crucial que nos permitiu

generalizar os Teoremas 0.1 e 0.5 acima.

Lema 0.6. Seja Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ) (k ≤ n) uma subvariedade mı́nima suave, em que r é tal

que a função potencial σ : Bn+1
r → R do campo ~x cumpre σ > 0. Suponha que a condição

1

σ2
|B|2

∣∣~x⊥∣∣2
ḡ
≤ k

k − 1
(5)

seja satisfeita para todo ponto x ∈ Σ, em que
∣∣~x⊥∣∣2

ḡ
= ḡ(~x⊥, ~x⊥) e B denota a segunda

forma fundamental de Σk. Então, existe uma função Ψ : Σk → R tal que HessΣΨ é positivo

semidefinido, isto é, HessΣΨ(p)(Y, Y ) ≥ 0 para qualquer p ∈ Σ e Y ∈ TpΣ.

Para o caso de codimensão 1, a condição (5) pode ser reescrita como

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ n

n− 1
, (6)

em que N̄ denota o vetor normal a Σk.

No caso k = n = 2, o lema acima nos permite obter a generalização dos Teoremas 0.1

e 0.5 como segue.

Teorema 0.7. Considere (B3
r, ḡ) tal que a função potencial σ : B3

r → R do campo ~x cumpra

σ > 0. Seja Σ2 ↪→ (B3
r, ḡ) uma imersão de uma superf́ıcie mı́nima compacta orientável com

bordo estritamente convexo em que a condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ 2 (7)

5
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seja satisfeita sobre Σ. Então, uma das duas situações deve ocorrer;

i) Σ tem a topologia de um disco,

ii) ou Σ é de rotação e tem topologia não trivial.

A prova do resultado acima segue os mesmos passos da demonstração do teorema do

Ambrozio-Nunes e Li-Xiong, mas novamente, algumas dificuldades contornadas merecem

destaque: a primeira, trata-se de encontrar corretamente a condição de gap que generaliza as

condições (1) e (3) para o espaço geral aqui tratado de forma que seja garantido que HessΣΨ ≥
0 para alguma função Ψ adequada, o que é essencialmente o conteúdo do Lema 0.6; a

segunda, diz respeito ao fato de que a classificação obtida no item ii) segue uma abordagem

diferente da usada por Li-Xiong como ficará claro; e por fim, a construção de modelos de

superf́ıcies do tipo descrito em i) e que satisfaz a condição (7) é, de certa forma, imediato.

Porém, o caso ii) trata-se de um exemplo importante e não trivial para o teorema. Para

isso, escolhemos o espaço gaussiano (R3, e−
|~x|2

4 〈, 〉) onde verificamos que existem superf́ıcies

de revolução com bordo estritamente convexo em uma bola (B3
r0
, e−

|~x|2
4 〈, 〉) para algum r0

adequado e que satisfaz a condição de gap (7).

Observe que apenas uma classificação topológica é obtida no item i). Isso ocorre porque

no espaço aqui trabalhado não sabemos se vale um análogo do teorema de Nitsche [28] ou sua

extensão [29], que no caso dos Teoremas 0.1 e 0.5, permitiu concluir que se Σ2 é um disco

mı́nimo de fronteira livre, então é totalmente geodésico. Entretanto, ainda conseguimos

uma rigidez geométrica no item ii) se comparado com o caso de dimensão alta tratada

nos teoremas seguintes como ficará evidente. Isso porque usamos aqui um resultado do

Cheng [13] que dá informação sobre a distribuição dos pontos cŕıticos sobre linhas nodais

de funções que são soluções de certas EDP’s, e tal resultado vale apenas para superf́ıcies

em variedades tridimensionais. Como exemplo particularmente interessante para o teorema

anterior, verificamos que existe r0 tal que a porção do Toro de Angenet [4] intersectando

(B3
r0
, e−

|x|2
4 〈, 〉), é um anel de revolução que satisfaz a condição de (7).

Os autores Ambrosio-Nunes questionaram em seu trabalho [3] se o Teorema 0.1 poderia

ser generalizado em algum sentido para o caso de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira

livre Σn ↪→ Bn+1
1 e também para o caso de uma subvariedade Σk ↪→ Bn+1

1 de codimensão

alta. Nessa direção, Barbosa-Cavalcante-Viana obtiveram em [6] o seguinte resultado:

Teorema 0.8 (Barbosa-Cavalcante-Viana’2017, [6].). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie mı́nima

de fronteira livre em Bn+1
1 , em que n ≥ 3. Suponha que condição

|A|2 〈~x,N〉2 ≤ n

n− 1
(8)

seja satisfeita sobre Σn. Então, uma das duas situações deve ocorrer;

6
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1) Σn é difeomorfa a um disco n-dimensinal Dn,

2) ou Σn é difeomorfa a uma varidade produto S1 ×Dn−1 e o conjunto C(Σ) := {x ∈ Σ :

|x| = d(0,Σ)} é um grande ćırculo em Snd(0,Σ) sobre o qual ocorre a igualdade em (8). E além

disso, |A|2 é constante sobre C(Σ) possuindo apenas duas curvaturas principais distintas:

− 1

d(0,Σ)
e

1

(n− 1)d(0,Σ)
.

Assim como Li-Xiong [23] generalizaram o Teorema 0.1 de Ambrozio-Nunes [3], obti-

vemos uma generalização do Teorema 0.8 de Barbosa-Cavalcante-Viana como segue:

Teorema 0.9. Considere (Bn+1
r , ḡ) tal que a função potencial σ : Bn+1

r → R do campo

~x cumpra σ > 0. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r , ḡ) (para n ≥ 3) uma imersão isométrica de uma

subvariedade mı́nima de fronteira livre. Suponha que condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ n

n− 1
(9)

seja satisfeita sobre Σn. Então, uma das duas situações deve ocorrer;

1) Σn é difeomorfa a um disco n-dimensinal Dn,

2) ou Σn é difeomorfa a uma variedade produto S1 × Dn−1 e o conjunto C dado por

C =
{
p ∈ Σk; Ψ(p) = minΣΨ(x)

}
é um grande ćırculo γ ⊂ Snr0 (r0) sobre o qual ocorre a

igualdade em (9). E além disso, |A|2 é constante sobre C possuindo apenas duas curvaturas

principais distintas: − α
r0

e
α

(n− 1)r0

, em que α =
σ|γ

e
u(r

2
0

)
.

Resultados de classificação em espaços de Hadamard

Em uma bola geodésica

Em [7], Batista-Mirandola-Vitório obtiveram como generalização ao trabalho de Carron

[10], a seguinte desigualdade (para versão mais geral, veja ref.):

Teorema 0.10 (Mirandola-Batista-Vitório’2017, [7]). Seja Σn ↪→ M̄n+1 uma imersão isométrica

de uma variedade mı́nima, compacta e com bordo em uma variedade de Hadamard M̄ . Seja

r̄ = dM̄(·, ξ) a distância em M̄ a um ponto fixado ξ ∈ M̄ . Considere também 1 ≤ p < ∞ e

−∞ < γ < k. Então, para toda função 0 ≤ ψ ∈ C1(M) vale,

(n− γ)2

pp

∫
Σ

ψp

r̄γ
+
γ(n− γ)p−1

pp−1

∫
Σ

ψp

r̄γ
∣∣∇̄r̄⊥∣∣2 ≤ ∫

Σ

∣∣∇Σψ
∣∣p

r̄γ−p
+

(n− γ)p−1

pp−1

∫
∂Σ

ψp

r̄γ−1

〈
∇̄r̄, ν

〉
(10)

e além disso se p > 1 a igualdade ocorre se e somente se a função ψ for identicamente nula

em Σ.

7
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Seja (Bn+1
r̃ , ḡ), em que ḡ = e2u(|x|2) 〈, 〉 como enunciamos no ińıcio, e de maneira que a

função u cumpra em seu dominio de definição;

H.1) u′′(|x|2)− u′(|x|2)2 ≤ 0,

H.2) − u′′(|x|2) |~x|2 − u′(|x|2) ≤ 0.

As condições H.1) e H.2) garantem que a variedade (Bn+1
r , ḡ) seja um espaço de Ha-

damard, isto é, possua curvatura seccional não positiva. Portanto, é um espaço onde o

Teorema 0.10 pode ser explorado.

Observe que se x ∈ (Bn+1
r̃ , ḡ), então o comprimento r̄ da geodésica radial ligando a origem

~0 ao ponto x com respeito à métrica ḡ é dado por

r̄ = rI(r) , em que r = |x|

e I(r) =

∫ 1

0

eu(t2r2)dt.

Assumindo então que (Bn+1
r̃ , ḡ) é uma variedade em que as condições H.1) e H.2) são

satisfeitas, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.11. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r0

, ḡ) (r0 < r̃) uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre

que cumpre a condição

|A|2 ≤ n2

4r̄2
0

. (11)

Então, Σn é um disco totalmente geodésico passando pela origem.

A demonstração do resultado acima é obtida com base no seguinte roteiro.

Sob a condição de pinching

|A|2 ≤ n2

4r̄2
0

(12)

no comprimento da segunda forma fundamental de Σn, o Teorema 0.10 garante que o

primeiro autovalor λ1 do problema:

(∗)

L[v] := ∆v + |A|2 v + qv = −λv Σ

v = 0 ∂Σ

é estritamente positivo, onde q : Σ → R é uma função cont́ınua não positiva qualquer. A

propriedade conforme do campo ~x e a condição de Σn ser de fronteira livre garante que a

função suporte v = ḡ(~x, N̄) de Σn seja solução de (*) para λ = 0 e

q := R̄ic(N̄ , N̄) + 4ne−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)],

em que R̄ic(N̄ , N̄) denota a curvatura de Ricci de (Bn+1
r̃ , ḡ) na direção do vetor N̄ normal

à Σn. Entretanto, a condição H.1) sobre a função u garante que q ≤ 0. Logo, o fato

do primeiro autovalor λ1 do problema (*) ser estritamente positivo força a função v ser

8
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identicamente nula, isto é, Σn é tangente ao campo posição. Usando o fato que a métrica ḡ

é obtida por uma mudança conforme na métrica euclidiana, concluiremos que Σn também é

uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre em (Bn+1
r0

, 〈, 〉), cuja função suporte v
δ

= 〈~x,N〉
também é identicamente nula. Assim, Σn necessariamente é um disco totalmente geodésico

passando pela origem.

De maneira inteiramente análoga ao Teorema 0.11, obtemos também o seguinte resul-

tado:

Teorema 0.12. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r0

, ḡ) (r0 < r̃ e n ≥ 3) uma hipersuperf́ıcie mı́nima de

fronteira livre que cumpre

|A|2 ≤ (n− 2)2

4r̄2
(13)

em todo ponto x ∈ Σ \ ~0, em que r̄ = r̄(x) é a distância em (Bn+1
r0

, ḡ) de um ponto x ∈ Σn

até o ponto ~0. Então, Σn é um disco totalmente geodésico passando pela origem.

Observe que a hipótese (13) do teorema anterior permite (quando n ≥ 3) que |A|2 fique

arbitrariamente grande quando avaliado em pontos próximos do centro da bola Br0 , enquanto

que no Teorema 0.11 exigimos um controle mais ŕıgido sobre o comprimento total de |A|2.

Em um domı́nio anelar

Seja (Bn+1
r , ḡ) a bola euclidiana com uma métrica conforme à métrica canônica dada por

ḡ = e2u(|x|2) 〈, 〉, em que u satisfaz as condições H.1) e H.2). Para r1 < r2 < r, considere o anel

(n+1)-dimensional (A(r1, r2), ḡ). Quando quisermos enfatizar que a métrica ḡ é a canônica

escreveremos apenas A(r1, r2). O principal teorema obtido nesse contexto é enunciado como

segue.

Teorema 0.13. Seja Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de

fronteira livre. Suponha que

|A|2 ≤ n2

4r̄2
2

. (14)

Então, Σn é tangente ao campo posição e além disso, ∂Σ intersecta as duas componentes

conexas de ∂A(r̄1, r̄2).

Uma primeira observação interessante com respeito ao teorema acima é que a condição

(14) independe de r1.

Procedemos de maneira semelhante ao Teorema 0.11 para concluir que a hipótese (14)

no Teorema 0.13 garante que a função suporte v = ḡ(~x, N̄) é identicamente nula sobre

Σn. Se considerarmos Σn munida da métrica euclidiana, isto é, Σn
δ

:= Σn ↪→ A(r1, r2) cuja

9
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função suporte será denotada por v
δ

= 〈~x,N〉, temos que v ≡ 0 ⇒ v
δ
≡ 0. E além disso, a

expressão

k̄i = e−h (ki −N(h)) ,

que relaciona as curvaturas principais k̄i de Σn com as curvaturas principais ki de Σn
δ
, garante

que Σn
δ ↪→ A(r1, r2) é também uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre. Devemos então

estudar esse caso inicialmente. Observe que aqui não podemos concluir imediatamente que

Σn
δ é totalmente geodésica, já que v

δ
≡ 0 diz apenas que Σn

δ está contida em algum cone

mı́nimo com vértice na origem. Denote então por Aδ a segunda forma fundamental da

imersão Σn
δ ↪→ A(r1, r2). Se o cone suporte de Σn

δ não é totalmente geodésico, isto é,

possui uma singularidade no vértice, devemos esperar que |Aδ(x)|2 fique arbitrariamente

grande se x estiver muito próximo da origem. Isso sugere a necessidade de uma condição de

distanciamento entre os raios para que possamos obter alguma classificação ŕıgida.

Nesse sentido, obtemos o seguinte corolário do Teorema 0.13:

Corolário 1. Seja Σn ↪→ A(r1, r2) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira

livre em um anel euclidiano (n+1)-dimensional cuja segunda forma fundamental é denotada

por A. Suponha que

|A|2 ≤ n2

4r2
2

(15)

sobre Σn. Então,

i) Se n = 2, então Σ2 ↪→ A(r1, r2) é um anel totalmente geodésico.

ii) Se n ≥ 3 e r2
1
< 4(n−1)

n2 r2
2
, então Σn ↪→ A(r1, r2) é um anel totalmente geodésico.

iii) Se n ≥ 3 e r2
1

= 4(n−1)
n2 r2

2
, então ou Σn ↪→ A(r1, r2) é um anel totalmente geodésico

ou Σn é um tronco de cone cujo cone suporte é tomado sobre um toro de Clifford em Sn.

É curioso o fato de termos um gap para o comprimento da segunda forma fundamental

no item iii), isto é, ou |A|2 ≡ 0 e Σn é um anel n-dimensional, ou ocorre a igualdade em

(15) para algum ponto e consequentemente a hipersuperf́ıcie é topologicamente um produto

[r1, r2]× T, onde T (exem. 3.14) é um toro de Clifford em Sn.

A observação chave na demonstração do resultado acima é que as duas componentes

conexas do bordo ∂Σ = ∂Σ1 ∪ ∂Σ2 são subvariedades mı́nimas de ∂A(r1, r2) = Snr1 ∪ S
n
r2

com

∂Σi ⊂ Snri com i = 1, 2. Por conseguinte, a condição de pinching (15) impõe uma limitação

no comprimento da segunda forma fundamental de ∂Σi com subvariedade mı́nima de Snri ,
limitação a qual, dependerá explicitamente da distância entre os raios r1 e r2. Isso nos deixa

em plenas condições de invocar o teorema Chern-do Carmo-Kobayashi [14] para classificar

∂Σi como sendo um equador Sn−1
ri

↪→ Snri ou um toro de Clifford Ti ↪→ Snri . Como Σn está

10
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contida em um tronco de cone cujos bordos são Sn−1
r1
∪ Sn−1

r2
ou T1 ∪ T2, seguem então os

resultados.

Figura 2: i) calota esférica; ii) anel de revolução CMC.

A figura acima mostra os tipos topológicos das subvariedades que ocorrem nos itens

i), ii) e iii) do Corolário 1, sendo que nos itens ii) e iii) da respectiva figura, estamos

considerando n = 3. Assim, para o caso ii) temos uma hipersuperf́ıcie tidimensional cujos

bordos são esferas S2
r1

e S2
r2

e para o item iii) temos uma hipersuperf́ıcie tridemensional cujos

bordos são toros de Clifford.

Para o caso de uma imersão Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ), o resultado segue de maneira análoga

com ligeiras modificações. Diferentemente do caso euclidiano, onde a condição de distanci-

amento entre os raios depende apenas da dimensão n, teremos nesse caso uma condição de

distanciamento entre r1 e r2 que dependerá, em um certo sentido, da geometria de A(r1, r2)

imposta pela métrica ḡ como ficará claro a seguir.

Defina,

m0 := sup{e2u(|x|2);x ∈ A(r1 , r2)}.

Obtemos então o resultado:

Corolário 2. Seja Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fron-

teira livre em um anel (n+ 1)-dimensional conforme ao anel Euclidiano A(r1 , r2). Suponha

que

|A|2 ≤ n2

4r̄2
2

. (16)

Temos,

1) Se n = 2, então Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um anel totalmente geodésico.

2) Se n2

(n−1)
≤ 4

(
I(r2)2

m0

)
, então Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um anel totalmente geodésico.

3) Se n2

(n−1)
> 4

(
I(r2)2

m0

)
e r2

1
<

4(n− 1)

n2

(
I(r2)2

m0

)
r2

2
, então Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um

anel totalmente geodésico.

11
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4) Se n2

(n−1)
> 4

(
I(r2)2

m0

)
e r2

1
=

4(n− 1)

n2

(
I(r2)2

m0

)
r2

2
, então ou Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é

um anel totalmente geodésico ou Σn é um tronco de cone cujo cone suporte é tomado sobre

um toro de Clifford em Sn quando considerada como Σn ↪→ A(r1 , r2).

O Exemplo [3.21] dá uma aplicação do corolário acima ao espaço hiperbólico Hn+1.

Resultados de classificação em espaços warped product

Neste último caṕıtulo, mostraremos que todos os resultados sobre superf́ıcies mı́nimas

obtidos anteriormente podem ser formulados no contexto de um espaço warped product

(W n+1, gw), em que W n+1 = [0, b) × Sn com (b ≤ ∞), gw = ds2 + λ(s)2gSn sendo gSn a

métrica canônica da esfera Sn e λ : [0, b) → R uma função suave, positiva em (0, b) e cum-

prindo as condições

(∗) λ(0) = 0, λ′(0) = 1 e
d2kλ

ds2k
(0) = 0 para k ≥ 1 com k ∈ N.

A justificativa à exigência acima deve-se ao fato de que sob tais condições, a métrica gw

admite uma extensão suave ao ponto O = {0} × Sn (Lema 2.10,[15]).

O ponto de partida inicial para que os resultados mencionados anteriormente sejam tra-

duzidos à esse contexto é a observação que os espaços (Bn+1
r , ḡ) e (W n+1, gw) são isométricos

(Observação 4.5).

Classificação via existência de uma função convexa

Considere a bola geodésica BR = [0, R] × Sn ⊂ W n+1, em que R < b é tal que λ′(s) >

0 ∀ s ∈ [0, R] e seja Σn ↪→ BR uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre. Suponha que

1

(λ′)2
|A|2 gw(X,N)2 ≤ n

n− 1

sobre Σn, em que X é o campo conforme dado por X = λ(s)∂s. Então, por uma construção

análoga ao Lema 0.6 podemos mostrar a existência de uma função Ψ : BR → R tal que

HessΣΨ ≥ 0. Sendo assim, definimos o conjunto Cw := { p ∈ Σn; Ψ(p) = minΣ Ψ}.
O primeiro resultado obtido, enunciado abaixo, pode ser pensado como um análogo do

Teorema 0.7 e uma generalização do Teorema 0.5.

Teorema 0.14. Seja Σ2 ↪→ BR ⊂ W 3 uma imersão isométrica de uma superf́ıcie mı́nima

compacta de fronteira livre em uma bola geodésica de W 3. Suponha que

1

(λ′)2
|A|2 gw(X,N)2 ≤ 2 (17)

12
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sobre Σ, em que N denota o campo normal unitário. Então, uma das seguintes situções deve

ocorrer:

1. Ou Σ2 é difeomorfa a um disco,

2. ou Σ2 é um anel rotacional.

O análogo ao Teorema 0.9 é obtido no contexto warped product como:

Corolário 3. Seja Σn ↪→ BR ⊂ W n+1 uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie

mı́nima compacta de fronteira livre em uma bola geodésica de W n+1. Suponha que

1

(λ′)2
|A|2 gw(X,N)2 ≤ n

n− 1
(18)

sobre Σn, em que N denota o campo normal unitário. Então, uma das seguintes situações

deve ocorrer:

1. Σn é difeomorfa a um disco Dn,

2. ou Σn é difeomorfa a uma varidade produto S1 × Dn−1 e o conjunto Cw é um grande

ćırculo γ ⊂ Sns0 (s0 ≤ R) sobre o qual ocorre a igualdade em (2.52). E além disso, |A|2

é constante sobre Cw possuindo apenas duas curvaturas principais distintas: −λ
′(s0)

λ(s0)
e

λ′(s0)

(n− 1)λ(s0)
.

Resultados de classificação em espaços de Hadamard

Se a variedade (Bn+1
r , ḡ) é isométrica a um warped product W n+1 = [0, b)× Sn, então as

condições H.1) e H.2) que tornam (Bn+1
r , ḡ) um espaço de curvatura seccional não positiva

são traduzidas para a função warping λ : [0, b)→ R como:

H̃.1) λ′′(s)λ(s) + 1 ≤ λ′(s)2,

H̃.2) λ′′(s) ≥ 0.

Sob as condições acima obtemos:

Teorema 0.15. Seja Σn ↪→ Bs0
⊂ W n+1 uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre que

cumpre

|A|2 ≤ n2

4s2
0

. (19)

Então, Σn é um disco totalmente geodésico passando pelo ponto O = {0} × Sn.

13
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A demonstração se faz de maneira inteiramente análoga à demonstração do Teorema

0.11. Semelhante ao teorema Teorema 0.12 obtemos também:

Teorema 0.16. Seja n ≥ 3 e Σn ↪→ Bs0
⊂ W n+1 uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira

livre que cumpre

|A|2 ≤ (n− 2)2

4s2
(20)

em todo ponto p ∈ Σ \ O, em que s = s(p) é tal que 0 ≤ s ≤ s0. Então, Σn é um disco

totalmente geodésico passando pelo ponto O

Definiremos um domı́nio anelar de um espaço warped product comoAw(s1, s2) := [s1, s2]×
Sn ⊂ W n+1. Nesse caso, o análogo ao Corolário 2 é enunciado como:

Teorema 0.17. Seja Σn ↪→ Aw(s1, s2) uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie

mı́nima de fronteira livre domı́nio anelar de warped product. Suponha que

|A|2 ≤ n2

4s2
2

. (21)

Então,

1) Se n = 2, então Σ2 ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente geodésico.

2) Se n ≥ 3 e λ(s1)2 < 4(n−1)
n2 s2

2
, então Σn ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente geodésico.

3) Se n ≥ 3 e λ(s1)2 = 4(n−1)
n2 s2

2
, então ou Σn ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente

geodésico ou Σn = [s1, s2]× Γn−1, onde Γ é um toro de Clifford Tm,n.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Nesse caṕıtulo fixaremos notações e daremos uma descrição sucinta dos conceitos básicos

necessários aos caṕıtulos seguintes. Como referência padrão, citamos [16], e as demais ne-

cessárias serão inseridas no decorrer do texto.

1.1 Conceitos iniciais

Seja (Mn+1, g) uma variedade riemanniana com uma métrica g. O teorema de Levi-

Civita garante a existência de uma única aplicação denominada conexão riemanniana de M

ou derivada covariante

∇̄ : X (M)×X (M) −→ X (M)

(Y,X) 7−→ ∇̄YX

cumprindo as condições:

i)∇̄fY+hZX = f∇̄YX + h∇̄ZX

ii)∇̄Y (X + Z) = ∇̄YX + h∇̄YZ

iii)∇̄Y fX = Y (f)X + f∇̄YX

iv)X(g(Y, Z)) = g(∇̄XY, Z) + g(Y, ∇̄XZ)

v)∇̄XY − ∇̄YX = [X, Y ]

para todo campo de vetores X, Y , Z ∈ X (M) e para toda função f e h ∈ C∞(M), em que

[X, Y ] = XY − Y X denota o colchete de Lie dos campos X e Y .

A partir da conexão ∇̄ podemos estudar várias propriedades geométricas e topológicas

impostas pela métrica g sobre M . A principal ferramenta que permite esse estudo em suas

várias vertentes é o conceito de curvatura o qual definiremos a seguir.

Definição 1.1. Dada uma variedade riemanniana (M, g), o tensor curvatura de M é defi-

15



Preliminares

nido por

R(X, Y )Z = ∇̄X∇̄YZ − ∇̄Y ∇̄XZ − ∇̄[X,Y ]Z.

A partir do tensor curvatura definimos a curvatura seccional de M em p na direção de

um plano π como

K(E1, E2) = g(R(E1, E2)E2, E1),

em que {E1, E2} é uma base ortonormal de π.

Definição 1.2. Dada uma variedade riemanniana (Mn+1, g), o tensor simétrico dado por

Ric(X, Y ) =
n+1∑
i=1

g(R(Ei, X)Y,Ei)

é chamado de tensor de Ricci, em que X, Y ∈ X (M) e o conjunto {E1, ..., En+1} forma uma

base ortonormal do espaço TpM .

Fixado um vetor unitárioN ∈ TpM , escolha E1, ..., En de forma que o conjunto {E1, ..., En, N}
seja um base ortonormal para TpM . Definimos a curvatura de Ricci em p na direção de N

por:

Ric(N,N) =
n∑
i=1

g(R(Ei, N)N,Ei),

e escrevemos Ric(N) para denotar Ric(N,N).

Definição 1.3. Dada uma variedade riemanniana (Mn+1, g), a curvatura escalar de M em

p é definida por

Rg(p) =
n+1∑
i=1

Ric(Ei),

em que o conjunto {E1, ..., En+1} forma uma base ortonormal de TpM .

1.2 Geometria das subvariedades

Seja ψ : Σk → Mn+1 (k ≤ n) uma imersão isométrica de uma variedade Σk em uma

variedade M . Isso significa que estamos considerando Σk como um subconjunto de Mn+1

cuja geometria será dada pela restrição da métrica de Mn+1 sobre Σk e assim chamamos Σk

de subvariedade de Mn+1. Usaremos fortemente a notação Σk ↪→ Mn+1 para denotar uma

imersão isométrica como descrita acima. Em cada ponto p de Σk o espaço tangente TpM se

decompõe como

TpM = TpΣ⊕ (TpΣ)⊥.
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A conexão riemanniana de Σk com respeito à métrica induzida de Mn+1 é dada por

∇YX = (∇̄YX)>,

em que X, Y ∈ TpΣ.

Um conceito importante associado à geometria de Σk, induzida pela geometria de (Mn+1, g),

é o da segunda forma fundamental dada a seguir.

Definição 1.4. Seja Σk ↪→Mn+1 uma subvariedade de Mn+1. A segunda forma fundamental

de Σk em Mn+1 é uma aplicação bilinear simétrica definida por

B(X, Y ) := (∇̄XY )⊥ = ∇̄XY −∇XY.

Em um ponto p ∈ Σk, escolha um vetor normal unitário N ∈ (TpΣ)⊥. Podemos então

definir uma forma bilinear simétrica por

ΠN(X, Y ) = g(B(X, Y ), N),

à qual está associada a uma aplicação linear auto adjunta

AN : TpΣ→ TpΣ

que cumpre g(AN(X), Y ) = g(B(X, Y ), N). A Equação de Weingarten relaciona a forma

bilinear ΠN com a derivada covariante através da expressão:

ΠN(X, Y ) = −g(∇̄XN, Y ).

Decorre então que a aplicação A é dada por

AN(X) = −(∇̄XN)>.

Observação 1.5. Escolhendo um vetor normal unitário N ∈ (TpΣ)⊥, as aplicações AN e

ΠN são chamadas de segunda forma fundamental de Σk segundo o vetor normal N . Quando

k = n, existe apenas uma escolha (a menos de sinal) para N , e assim, escreveremos apenas

A e Π para denotar AN e ΠN respectivamente. Além disso, usaremos a expressão segunda

forma fundamental de Σk para se referir a qualquer uma das aplicações A, Π ou B.

Dado um ponto p ∈ Σk e um plano π gerado por vetores ortonormais {E1, E2}, as

curvaturas seccionais intŕınsecas de Σk e Mn+1 na direção de π são relacionadas pela segunda

forma fundamental através da Equação de Gauss:

KM(π)−KΣ(π) = |B(e1, e2)|2 − g(B(e1, e1), B(e1, e1)).
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Seja Σk ↪→Mn+1 e {E1, ..., Ek} uma base ortonormal de TpΣ. Definimos o vetor curvatura

média de Σk em p por,

~H =
n∑
i=1

B(Ei, Ei)

e o quadrado da norma da segunda forma fundamental por,

|B|2 =
k∑

i,j=1

|B(Ei, Ej)|2.

Consideremos agora uma imersão Σk ↪→ Mn+1 de codimensão um, isto é, (k = n). O

traço do tensor Π, que é equivalente ao traço da aplicação linear auto adjunta A associada,

dado por

H := traço(A) =
n∑

i,j=1

gijΠji

é chamado de curvatura média de Σn em p. Dizemos que Σn é uma hipersuperf́ıcie CMC

(ou de curvatura média constante) se H ≡ c para alguma constante c ∈ R.

O tensor livre de traço definido por

Å(X, Y ) = Π(X, Y )− H

n
g(X, Y ),

é chamado de tensor de umbilicidade (ou umbilicalidade) de Σn. Se {E1, ..., En} é uma base

ortonormal de TpΣ, definimos o quadrado da norma da segunda forma fundamental por

|A|2 =
n∑

i,j=1

|Π(Ei, Ej)|2,

e de forma semelhante,

∣∣Å∣∣2 =
n∑

i,j=1

∣∣Å(Ei, Ej)
∣∣2 =

(
|A|2 − H2

n

)

Observação 1.6. Fixe p ∈ Σ. Se |A|2 (p) = 0, então as curvaturas principais de Σ, definidas

como sendo os autovalores {k1, ..., kn} de A, são todas nulas em p. De forma semelhante, se∣∣Å∣∣2 (p) = 0, então ki = H
n
i = 1, ..., n, ou seja, as curvaturas principais nesse caso são todas

iguais. Se |A|2 ≡ 0 em Σn, dizemos que Σn é totalmente geodésica, e se
∣∣Å∣∣2 ≡ 0, dizemos

que Σn é totalmente umb́ılica.

Seja X ∈ X (M) um campo suave. Definimos o divergente de X sobre Σ como uma

função divΣX : Σ→ R dada por

divΣX =
n∑
i=1

g(∇̄EiX,Ei),
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em que {E1, ..., En} é uma base ortonormal de TpΣ.

Seja f : M → R uma função C∞. Definimos o gradiente de f como sendo um vetor

∇f ∈ TpM que cumpre

g(∇f, v) = v(f) ∀ v ∈ TpM.

Sejam Σk ↪→ M uma imersão isométrica e f : M → R uma função definida em M . O

gradiente de f restrito a Σ denotado por ∇Σf é dado pela projeção de ∇Mf sobre TpΣ. Já

o laplaciano de f restrito a Σ, denotado por ∆Σf , é definido por

∆Σf = divΣ(∇Σf).

Em termos de um referencial geodésico {E1, ..., En} ⊂ X (U), em que U é uma vizinhança

de p em Σ temos

∆Σf =
n∑
i=1

Ei(Ei(f)).

O hessiano da função f restrita a Σ é definido como um tensor simétrico dado por,

(HessΣf(p)) (X, Y ) = XY (f)− (∇XY )(f),

em que X Y são campos tangentes a Σ e ∇ é a conexão riemanniana de Σ na métrica

induzida pela imersão isométrica. De maneira equivalente podemos também definir HessΣf

por

(HessΣf(p)) (X, Y ) = g(∇X∇Σf, Y ).

1.3 Formulação do problema de fronteira livre

Sejam (Mn+1, g) uma variedade riemanniana, Ω ⊂ Mn+1 um domı́nio com ∂Ω suave e

Σk ↪→ Ω uma imersão isométrica de uma subvariedade compacta com bordo tal que int(Σ)

⊂ int(Ω) e ∂Σ ⊂ ∂Ω. Uma variação admisśıvel de Σk é uma aplicação ψ : (−ε, ε)× Σ→ Ω

suave tal que para cada t ∈ (−ε, ε), ψt := ψ(t, ·) : Σ → Ω é uma imersão satisfazendo

ψt(int Σ) ⊂ int (Ω), ψt(∂Σ) ⊂ ∂Ω e ψ(0, x) = x. Para cada t ∈ (−ε, ε) defina Σt := ψt(Σ) e

denote por |Σt| a área de Σt com respeito a métrica induzida da imersão Σt ↪→ Ω.

Proposição 1.7 (Fórmula de Variação, prop. 14 [2]). Sob as condições acima temos

d

dt
(|Σt|)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

g
(
~H,
∂ψ

∂t
(0, x)

)
dΣ +

∫
∂Σ

g
(
ν,
∂ψ

∂t
(0, x)

)
d(∂Σ),

em que ν denota o vetor normal exterior à ∂Σ.

A fórmula de variação acima dá ao vetor curvatura média ~H o seu principal significado

geométrico que é justificado na definição a seguir.
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Definição 1.8. Uma subvariedade Σk ↪→ Ω tal que int(Σ) ⊂int(Ω) e ∂Σ ⊂ ∂Ω e dita ser

mı́nima de fronteira livre quando ~H ≡ 0 e Σ intersecta ∂Ω ortogonalmente.

Assim, uma subvariedade mı́nima de fronteira livre é um ponto cŕıtico do funcional área

para variações que não necessariamente mantém o bordo fixo.

Consideremos agora o caso k = n. Defina a função W : [−ε, ε]→ R dada por

W (t) =

∫
[0,t]×Σ

ψ∗dΩ,

isto é, W (t) representa o volume compreendido entre ψt(Σ) e ψ0(Σ). Dizemos que a variação

ψ preserva volume se W (0) = W (t) = 0∀ t. A fórmula de variação para a função W fornece

(lema 2.1, [5]):

W ′(0) =

∫
Σ

g
(∂ψ
∂t

(0, x), N
)
dΣ.

Dizemos que uma hipersuperf́ıcie Σn ↪→ Ω é CMC de fronteira livre se | ~H| ≡ c para

alguma constante c ∈ R e ∂Σ encontra ∂Ω ortogonalmente. Assim, uma hipersuperf́ıcie

CMC de fronteira livre é um ponto cŕıtico do funcional t→ |Σt| para variações que preservam

volume.

1.4 Métricas conformes

Nesta seção apresentamos alguns resultados básicos sobre métricas conformes que serão

usados nas seções 2.2 e 3.1

Proposição 1.9. Sejam ḡ e g métricas riemannianas em uma variedade Mn+1, em que

ḡ = e2hg para alguma função h : M → R suave. Denote por ∇ e ∇̄ as conexões riemannianas

de (Mn+1, g) e (Mn+1, ḡ) respectivamente. Considere os campos suaves X e Y ∈ X (M).

Então,

i)∇̄YX = ∇YX + Y (h)X +X(h)Y − g(X, Y )∇h
ii)R̄(Y, Z)X = R(Y, Z)X + g(Y,X)∇Z∇h− g(Z,X)∇Y∇h

−{(Hess h)(Z,X)−X(h)Z(h) + g(∇h,∇h)g(X,Z)}Y
+ {(Hess h)(Y,X)− Y (h)X(h) + g(∇h,∇h)g(Y,X)}Z
+ {Y (h)g(Z,X)− Z(h)g(Y,X)}∇h

iii) R̄ic(Z,X) = Ric(Z,X)− (n− 1)(Hess h)(Z,X)

+(n− 1)Z(h)X(h)−
{

∆h+ (n− 1)g(∇h,∇h)
}
g(Z,X)

iv) R̄ḡ = e−2h
{
Rg − 2n∆h− n(n− 1)g(∇h,∇h)

}
,

em que ∇h, (Hess h) e ∆h são calculados com respeito à métrica g
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Demonstração. i) Desenvolvendo a identidade de Kozul obtemos,

2ḡ(∇̄YX,Z) = Xḡ(Y, Z) + Y ḡ(X,Z)− Zḡ(X, Y )

−ḡ([X,Z], Y )− ḡ([Y, Z], X)− ḡ([X, Y ], Z)

= X(e2h)g(Y, Z) + e2hXg(Y, Z) + Y (e2h)g(X,Z) + e2hY g(X,Z)

−Z(e2h)g(X, Y )− e2hZg(X, Y )

+e2h{−g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X)− g([X, Y ], Z)}

= 2e2hX(h)g(Y, Z) + 2e2hY (h)g(X,Z)− e2hZ(h)g(X, Y ) + e2h2g(∇YX,Z)

= 2{ḡ(X(h)Y, Z) + ḡ(Y (h)X,Z)− ḡ(g(X, Y )∇h, Z) + ḡ(∇YX,Z)}

= 2ḡ(∇YX + Y (h)X +X(h)Y − g(X, Y )∇h, Z).

Como a identidade acima vale para todo Z temos que

∇̄YX = ∇YX + Y (h)X +X(h)Y − g(X, Y )∇h,

em que ∇h denota o gradiente da função com respeito à métrica g.

ii) temos que

∇̄Y ∇̄ZX = ∇̄Y (∇ZX + Z(h)X +X(h)Z − g(Z,X)∇h)

= ∇̄Y∇ZX + ∇̄YZ(h)X + ∇̄YX(h)Z − ∇̄Y (g(Z,X)∇h)

= ∇Y∇ZX + Y (h)∇ZX + (∇ZX)(h)Y − g(Y,∇ZX)∇h

+Y Z(h)X + Z(h)∇YX + Y (h)Z(h)X + Z(h)X(h)Y − Z(h)g(Y,X)∇h

+Y X(h)Z +X(h)∇YZ + Y (h)X(h)Z +X(h)Z(h)Y −X(h)g(Y, Z)∇h

−g(∇YZ,X)∇h− g(Z,∇YX)∇h− g(Z,X)∇Y∇h− g(Z,X)g(∇h,∇h)Y,

e de forma semelhante,

∇̄Z∇̄YX = ∇Z∇YX + Z(h)∇YX + (∇YX)(h)Z − g(Z,∇YX)∇h

+ZY (h)X + Y (h)∇ZX + Z(h)Y (h)X + Y (h)X(h)Z − Y (h)g(Z,X)∇h

+ZX(h)Y +X(h)∇ZY + Z(h)X(h)Y +X(h)Y (h)Z −X(h)g(Z, Y )∇h

−g(∇ZY,X)∇h− g(Y,∇ZX)∇h− g(Y,X)∇Z∇h− g(Y,X)g(∇h,∇h)Z.

Por fim,

∇̄[Y,Z]X = ∇[Y,Z]X + [Y, Z](h)X +X(h)[Y, Z]− g([Y, Z], X)∇h

= ∇[Y,Z]X + Y Z(h)X − ZY (h)X +X(h)∇YZ −X(h)∇ZY

−g(∇YZ,X) + g(∇ZY,X)∇h,
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resultando então em

R̄(Y, Z)X = ∇̄Y ∇̄ZX − ∇̄Z∇̄YX − ∇̄[Y,Z]X

= R(Y, Z)X + g(Y,X)∇Z∇h− g(Z,X)∇Y∇h

−{(ZX −∇ZX)(h)−X(h)Z(h) + g(∇h,∇h)g(X,Z)}Y

+ {(Y X −∇YX)(h)− Y (h)X(h) + g(∇h,∇h)g(Y,X)}Z

+ {Y (h)g(Z,X)− Z(h)g(Y,X)}∇h.

iii) Seja {Ēi, ..., Ēn+1} uma base ortonormal de TpM com respeito à métrica ḡ, então,

{Ei, ..., En+1} para Ei = ehĒi é uma base ortonormal de TpM com respeito à métrica g.

Assim,

R̄ic(Z,X) =
n+1∑
i=1

ḡ(R̄(Ēi, Z)X, Ēi) =
n+1∑
i=1

e2hg(R̄(e−hEi, Z)X, e−hEi)

=
n+1∑
i=1

g(R̄(Ei, Z)X,Ei)

=
n+1∑
i=1

{
g(R(Ei, Z)X,Ei) + g(X,Ei)g(∇Z∇h,Ei)− g(Z,X)g(∇Ei∇h,Ei)

−
[
(Hess h)(Z,X)− Z(h)X(h) + g(∇h,∇h)g(Z,X)

]
g(Ei, Ei)

+
[
(Hess h)(Ei, X)− Ei(h)X(h) + g(∇h,∇h)g(Ei, X)

]
g(Z,Ei)

+
[
Ei(h)g(Z,X)− Z(h)g(Ei, X)

]
g(∇h,Ei)

}
= Ric(Z,X) + (Hess h)(Z,X)− g(Z,X)∆h

−
[
(Hess h)(Z,X)− Z(h)X(h) + g(∇h,∇h)g(Z,X)

]
(n+ 1)

+
[
(Hess h)(Z,X)− Z(h)X(h) + g(∇h,∇h)g(Z,X)

]
+
[
g(∇h,∇h)g(Z,X)− Z(h)g(∇h,X)

]
= Ric(Z,X)− (n− 1)(Hess h)(Z,X)

+(n− 1)Z(h)X(h)−
{

∆h+ (n− 1)g(∇h,∇h)
}
g(Z,X).

iv) Por fim, temos então

R̄ḡ(p) =
n+1∑
i=1

R̄ic(Ēi, Ēi) = e−2h

n+1∑
i=1

R̄ic(Ei, Ei)

= e−2h

n+1∑
i=1

{
Ric(Ei, Ei)− (n− 1)(Hess h)(Ei, Ei)

+(n− 1)Ei(h)Ei(h)− {∆h+ (n− 1)g(∇h,∇h)}g(Ei, Ei)
}

= e−2h
{
Rg − 2n∆h− n(n− 1)g(∇h,∇h)

}
.
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Definição 1.10. Seja Mn uma variedade riemanniana com uma métrica g e X um campo

de vetores sobre Mn. A derivada de Lie da métrica g na direção do campo X é um tensor

definido por

(LXg)(Y, Z) := Xg(Y, Z)− g([X, Y ], Z)− g([X,Z], Y ).

Observação 1.11. Decorre imediatamente da definição anterior que para uma métrica con-

forme ḡ = φ2g devemos ter,

(LX ḡ)(Y, Z) = X(φ2g(Y, Z))− φ2g([X, Y ], Z)− φ2g([X,Z], Y )

= X(φ2)g(Y, Z) + φ2(Xg(Y, Z)− φ2g([X, Y ], Z)− φ2g([X,Z], Y ))

= X(φ2)g(Y, Z) + φ2(LXg)(Y, Z).

Definição 1.12. Seja Mn uma variedade Riemanniana com uma métrica g. Dizemos que

um campo de vetores X sobre M é conforme se existe uma função f : M → R tal que

L
X
g = 2fg, (1.1)

em que L denota a derivada de Lie.

A função f é chamada de potencial. Se f ≡ 0 dizemos então que X é um Campo de

Killing. Neste caso, o fluxo de X e dado por isometrias de M .

Proposição 1.13. Seja X um campo de vetores sobre uma variedade riemanniana (M, g).

Se

LXg = 2fg

, então sob uma mudança conforme na métrica g dada por ḡ = e2hg temos:

LX ḡ = 2σḡ, (1.2)

em que σ = f +X(h)

Demonstração. Pela Observação 1.11 temos,

(LX ḡ)(Y, Z) = X(e2h)g(Y, Z) + e2h(LXg)(Y, Z)

= 2X(h)e2hg(Y, Z) + 2fe2hg(Y, Z)

= 2(f +X(h))ḡ(Y, Z).
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Exemplo 1.14. Em (Rn, 〈, 〉) o campo posição ~x é conforme cuja função potencial é f ≡ 1

Assim, pela proposição anterior, o campo posição ~x também é conforme se considerarmos

em Rn uma métrica conforme ḡ = e2h 〈, 〉. Nesse caso, a função potencial é dada por σ(x) =

1 + 〈gradh, ~x〉.
Para o contexto ao qual estamos interessados vamos considerar uma mudança conforme

ḡ = e2h 〈, 〉 em uma bola euclidiana de raio r centrada na origem de forma que o fator e2h

seja radial, isto é, seu valor em um ponto x depende apenas da distância euclidiana à origem.

A descrição formal dessa situação é dada a seguir.

Seja u : [0, a2) → R uma função suave, em que a < ∞, ou a = ∞. Defina a função

h : Bn+1
a → R por h(x) = u(|x|2), onde Bn+1

a é uma bola de raio a centrada na origem de

Rn+1 (se a = ∞ então denotaremos Bn+1
a por Rn+1). Considere ḡ uma métrica em Bn+1

a

obtida por uma mudança conforme na métrica euclidiana 〈, 〉 dada por

ḡ = e2h 〈, 〉 . (1.3)

Com respeito à métrica canônica os gradientes das funções h e e2h são dados respectiva-

mente por

grad(h) = 2u′(|~x|2)~x e grad(e2h) = 4e2hu′(|~x|2)~x. (1.4)

Escreveremos Σn ↪→ (Bn+1
r , ḡ) para denotar uma imersão isométrica de uma hipersu-

perf́ıcie Σ em uma bola euclidiana centrada na origem de raio r < a com uma métrica

conforme ḡ dada por (1.3).

Exemplo 1.15. Considere u : [0, 1)→ R dada por u(t) = ln

(
2

1− t

)
. Assim, (Bn+1

1 , ḡ) é o

espaço hiperbólico Hn+1 modelado no disco de Poincaré.

Exemplo 1.16. Seja u : [0,∞) → R dada por u(t) = ln

(
2

1 + t

)
. Então, (Rn+1, ḡ) é

isométrica à Sn+1 \ {p}, isto é, a esfera menos um polo.

Exemplo 1.17. Seja u : [0,∞)→ R dada por u(t) = − t

2n
. Então, (Rn+1, ḡ) =

(
Rn+1, e−

|~x|2
2n 〈, 〉

)
é uma variedade denominada Espaço Gaussiano.

Exemplo 1.18. Por fim, fazendo u : [0,∞) → R dada por u(t) = 0 teremos que (Rn+1, ḡ)

é o espaço euclidiano com a métrica canônica.

Sempre consideraremos coordenadas canônicas x = (x1, ..., xn+1) em (Bn+1
r , ḡ). O campo

de vetores denotado por ~x será aquele que em um ponto x ∈ (Bn+1
r , ḡ) associa o vetor

∑
xi∂i.

Lema 1.19. Dado um ponto fixo x0 = ((x0)1, ..., (x0)n+1) ∈ (Bn+1
r , ḡ) o segmento de reta que

liga a origem ~0 à x0 é uma geodésica com respeito à métrica ḡ.
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Seja x ∈ (Bn+1
a , ḡ) e considere γ(t) = tx a geodésica que liga o ponto x à origem ~0. Então,

o comprimento de γ, denotado por r̄, com respeito à métrica ḡ é dado por

r̄ =

∫ 1

0

√
ḡ(γ′, γ′)dt =

∫ 1

0

√
ḡ(~x, ~x)dt =

∫ 1

0

eu(|tx|2) |x| dt = r

∫ 1

0

eu(t2r2)dt, (1.5)

em que r = |x| denota a distância euclidiana de x à origem. Por exemplo, se (B3
1, ḡ) é o

espaço hiperbólico H3, então a distância hiperbólica r̄H até a origem é dada por

r̄H = r

∫ 1

0

2

1− t2r2
dt = 2 tanh−1(r).

De maneira semelhante, se (R3, ḡ) é a esfera S3 \ {p} menos um polo, então a distância

esférica r̄S até a origem é dada por,

r̄S = r

∫ 1

0

2

1 + t2r2
dt = 2 tan−1(r).

Lema 1.20. Seja (Bn+1
r , ḡ) a bola euclidiana com uma métrica ḡ = e2h 〈, 〉, em que h(x) =

u(|x|2) para alguma função suave u definida em I = [0, r2). Considere a função σ(x) =

1 + 2u′(|~x|2) |~x|2. Então temos

i) ∇̄Y ~x = σY e

ii) ∇̄σ = 4e−2h(u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2))~x.

Demonstração. i) Usando a expressão de ∇̄, dada pelo lema Lema 1.9, temos

∇̄Y ~x = ∇Y ~x+ Y (h)~x+ ~x(h)Y − 〈~x, Y 〉∇h

= Y + 〈∇h, ~x〉Y + 〈∇h, Y 〉 ~x− 〈~x, Y 〉∇h

= Y + 2u′(|x|2) 〈~x, ~x〉Y + 2u′(|x|2) 〈~x, Y 〉 ~x− 2u′(|~x|2) 〈~x, Y 〉 ~x

= (1 + 2u′(|~x|2) |~x|2)Y

= σY.

ii) Se grad(σ) e ∇̄σ denotam os gradientes da função σ com respeito às métricas 〈, 〉 e ḡ

respectivamente, devemos ter ∇̄σ = e−2hgrad(σ). Para a função σ temos

grad(σ) =
n∑
i=1

∂

∂xi
(1 + 2u′(|x|2) |x|2)

∂

∂xi

=
n∑
i=1

4(u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2))xi
∂

∂xi

= 4(u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2))~x.

Assim,

∇̄σ = 4e−2h(u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2))~x.
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Seja Σn ↪→ (Mn+1, g) uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie suave Σn em uma

variedade Riemanniana Mn+1. Uma questão importante a ser considerada é como a mudança

conforme na métrica inicial g dada por ḡ = e2hg interfere na geometria de Σn herdada da

métrica g. O objeto que nos interessa nesse contexto é o conteúdo dos dois próximos lemas.

Lema 1.21 (Lema 10.1.1, [25]). Sejam (Mn+1, g) e (Mn+1, ḡ) variedades Riemannianas com

conexões ∇ e ∇̄ respectivamente. Suponha que ḡ seja uma mudança conforme da métrica g,

isto é, ḡ = e2hg para alguma função suave h. Fixe uma hipersuperf́ıcie suave Σn ⊂ Mn+1.

Suponha que Σn seja orientável com respeito à métrica g. Escolha então um ponto p ∈ Σ e

uma orientação N com respeito à métrica g. Se ki e k̄i denotam as curvaturas principais em

p de Σn ↪→ (Mn+1, g) e de Σn ↪→ (Mn+1, ḡ) respectivamente, então

k̄i = e−h (ki −N(h)) , (1.6)

em que k̄i é a curvatura principal de Σn ↪→ (Mn+1, ḡ) em p com respeito à orientação

N̄ = e−hN .

Demonstração. Seja N uma orientação de Σn como subvariedade de (Mn+1, g) e considere

N̄ = e−hN a orientação de Σn como subvariedade de (Mn+1, ḡ). Suponha que Ei seja uma

direção principal de Σn ↪→ (Mn+1, g) em p, isto é, −∇EiN = kiEi. Usando a expressão que

relacionam as conexões ∇̄ e ∇ obtidas no item i) da Proposição 1.9. temos

−∇̄ĒiN̄ = −∇ĒiN̄ − Ēi(h)N̄ − N̄(h)Ēi + g(N̄ , Ēi)∇h

= −Ēi(e−h)N − e−h∇ĒiN − Ēi(h)N̄ − e−hN(h)Ēi

= e−hĒi(h)N + e−hkiĒi − e−hĒi(h)N − e−hN(h)Ēi

= e−hkiĒi − e−hN(h)Ēi = e−h (ki −N(h)) Ēi.

Isso diz que Ēi é uma direção principal de Σn ↪→ (Mn+1, ḡ) em p cujo valor da curvatura

principal k̄i é dado por k̄i = e−h (ki −N(h)) como queŕıamos.

Seja Σ2 ↪→ (Mn+1, g) uma imersão isométrica de uma superf́ıcie com bordo ∂Σ. Considere

ν o vetor normal interior a ∂Σ e ∇ a conexão de M com respeito à métrica g. Se γ é uma

parametrização de ∂Σ pelo comprimento de arco, definimos a curvatura geodésica de ∂Σ por

kge := g(∇γ′γ
′, ν). (1.7)

Dizemos que o bordo de Σ é estritamente convexo se kge > 0 sobre ∂Σ. Observe que se

kge ≡ 0, então γ é uma geodésica em Σ.
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Lema 1.22. Seja Σ2 ⊂ B3
r uma superf́ıcie com bordo não vazio. Se kge e k̄ge denotam as

curvaturas geodésicas de ∂Σ com respeito às imersões isométricas Σ2 ↪→ (B3
r, 〈, 〉) e Σ2 ↪→

(B3
r, ḡ) respectivamente, então

k̄ge = e−h (kge − ν(h)) ,

em que ν denota o vetor normal interior ao bordo com respeito à métrica canônica 〈, 〉.

Demonstração. Sejam ν e ν̄ os vetores normais interiores ao bordo ∂Σ com respeito à

métrica canônica e a métrica ḡ respectivamente, temos então que ν̄ = e−hν. Se v̄ denota o

campo de vetores tangentes unitários ao bordo ∂Σ com respeito à ḡ, então v = ehv̄ é um

campo tangente unitário com respeito à métrica 〈, 〉. Assim,

k̄ge = ḡ(∇̄v̄v̄, ν̄) = ḡ(∇v̄v̄ + 2v̄(h)v̄ − 〈v̄, v̄〉 grad(h), e−hν)

= ḡ(∇v̄v̄ − 〈v̄, v̄〉 grad(h), e−hν) = ḡ(∇e−hve
−hv − 〈v̄, v̄〉 grad(h), e−hν)

= e−h
(
e−2hḡ(∇vv, ν)− (e−2hḡ(grad(h), ν)

)
= e−h (〈∇vv, ν〉 − 〈grad(h), ν〉)

= e−h (kge − 〈grad(h), ν〉)

= e−h (kge − ν(h)) .

O próximo lema trata-se de um resultado puramente algébrico. Ele fornece uma condição

suficiente para que os números reais em uma lista {a1, ...an} tenham todos o mesmo sinal.

Anunciaremos-o diretamente na forma como nos interessa. O caso geral pode ser consultado

na referência mencionada.

Lema 1.23 (Lema 4.1, [12]). Sejam {a1, ..., an} números reais. Se

n∑
i=1

a2
i ≤

1

n− 1

( n∑
i=1

ai

)2

,

então aiaj ≥ 0 para todo i, j ∈ {1, ..., n}.

Lema 1.24. Seja Σn ↪→ (Mn+1, g) uma hipersuperf́ıcie imersa isometricamente em uma

variedade riemanniana e seja τ : Σ→ R uma função cont́ınua. Suponha que as condições

τ 2(p)

(
|A|2 − 1

n
H2

)
≤ n

n− 1

(
1 + τ(p)

1

n
H

)2

(1.8)

0 ≤ n+ τH (1.9)

sejam satisfeitas para cada p ∈ Σn, em que H = H(p) denota a curvatura média de Σn em

p. Então, a forma bilinear Bp : TpΣ× TpΣ→ R definida por:

Bp(Y, Z) = g(Y + τ(p)A(Y ), Z), (1.10)

em que A denota a segunda forma fundamental, é positiva semidefinida.
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Demonstração. Escolha um referencial ortonormal {E1, .., En} que diagonaliza a segunda

forma fundamental A de Σ, isto é A(Ei) = kiEi em que ki denota a i-ésima curvatura

principal. Desse modo, a matriz que representa Bp é dada por:

(Bp)ij = δij + τ(p)kiδij,

cujos autovalores são λi = 1 + τ(p)ki, i = 1, ..., n. Afim de mostrar que Bp é positiva

semidefinida, vamos verificar que λi ≥ 0 para todo i. Primeiro observe que,( n∑
i=1

λi

)2

= n2 + 2nτ(p)H + (τ(p)H)2.

Usando então a condição (1.8) podemos estimar que

n∑
i=1

λi
2 =

n∑
i=1

(
1 + τ(p)ki

)2

=
n∑
i=1

(
1 + 2τ(p)ki + τ(p)2k2

i

)
= n+ 2τ(p)H + τ(p)2 |A|2

= n+ 2τ(p)H + τ(p)2
(
|A|2 − 1

n
H2 +

1

n
H2
)

≤ n+ 2τ(p)H +
n

n− 1

(
1 + τ(p)

1

n
H

)2

+ τ(p)2 1

n
H2

=
1

n− 1

(
n2 + (n− 1)2τ(p)H + 2τ(p)H + τ(p)2 1

n
H2 + (n− 1)τ(p)2 1

n
H2
)

=
1

n− 1
(n2 + nτ(p)H + τ(p)2H2)

=
1

n− 1

( n∑
i=1

λi

)2

.

Agora, pelo Lema 1.23. temos que λiλj ≥ 0 para todo par i, j ∈ {1, ..., n}. Como a condição

(1.9) garante que
∑n

i=1 λi ≥ 0, conclúımos que λi são todos não negativos e o resultado segue.

A próxima proposição tem uma importância sutil na obtenção dos resultados do próximo

caṕıtulo. Em suma, trata-se de uma construção que permite simplificar o cálculo do Hessiano

de uma determinada função Ψ a fim de obter uma propriedade de convexidade, mediante

uma hipótese geométrica, para tal função quando restrita a uma hipersuperf́ıcie Σ.

Proposição 1.25. Sejam a, b : [0, r0)→ R (r0 ≤ ∞) funções suaves tal que

i) b(t) > 0 ∀ t ∈ [0, r0),

ii) a(0) = 0, a(t) > 0 ∀ t ∈ (0, r0)

iii) a′(t) > 0 ∀ t ∈ (0, r0), então a equação diferencial
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Φ′′(a)a′b+ Φ′(a)b′ = 0 (1.11)

admite uma solução Φ : (0, r̃0) −→ R que cumpre Φ′(s) > 0, em que (0, r̃0) é a imagem do

intervalo (0, r0) pela função a.

Demonstração. Façamos f(t) = Φ′(a(t)), logo, f ′(t) = Φ′′(a(t))a′(t). Portanto, a equação

(1.11) fica equivalente à

f ′(t)b(t) + f(t)b′(t) = 0.

Resolvendo a equação acima na variável t encontraremos

f(t) =
c1

b(t)
,

isto é,

Φ′
(
a(t)

)
=

c1

b(t)
.

Multiplicando ambos os lados da equação acima por a′(t) e integrando com respeito à t

obtemos, ∫ r

0

Φ′
(
a(t)

)
a′(t)dt = c1

∫ r

0

a′(t)

b(t)
dt.

Como a′(t) > 0 para 0 < t < r0, a função a : [0, r0) → [0, r̃0) é um difeomorfismo sobre

sua imagem. Então, podemos considerar a mudança de variável a(t) = ξ. Desse modo,

dξ = a′(t)dt, o que resulta em∫ s

0

Φ′(ξ)dξ = c1

∫ s

0

1

b(a−1(ξ))
dξ,

onde s = a(r) ∈ [0, r̃0). Pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

Φ(s)− Φ(0) = c1

∫ s

0

1

b(a−1(ξ))
dξ.

Escolhendo Φ(0) = 0 e c1 = 1 temos que

Φ(s) =

∫ s

0

1

b(a−1(ξ))
dξ

é uma solução da equação (1.11) que cumpre Φ′(s) > 0 ∀ s ∈ [0, r̃0) como queŕıamos.

Lema 1.26. Seja Σk ↪→ (Mn+1, ḡ) uma imersão isométrica de uma subvariedade Σk em

uma variedade Riemanniana Mn+1. Suponha que exista um campo X ∈ X (M) tal que

∇̄YX = σY ∀Y ∈ X (M)

e para alguma função suave σ : M → R. Defina ϕ : Mn+1 → R por ϕ(x) = ḡ(X,X), então

temos que

HessΣϕ(x)(Y, Z) = 2
(
ḡ(∇̄σ, Y )ḡ(X,Z) + σ2ḡ(Z, Y ) + σḡ(B(Y, Z), X)

)
,

em que ∇̄σ denota o gradiente da função σ com respeito à métrica ḡ.
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Demonstração. Denotemos por ∇ a conexão ∇̄ restrita à Σ. Assim, HessΣϕ é dado por

HessΣϕ(x)(Y, Z) = Y Z(ϕ)− (∇YZ)(ϕ)

= Y Zḡ(X,X)− (∇YZ)ḡ(X,X)

= 2
(
Y ḡ(∇̄ZX,X)− ḡ(∇̄∇

Y
Z
X,X)

)
= 2 (Y ḡ(σZ,X)− ḡ(σ∇YZ,X))

= 2
(
Y (σ)ḡ(Z,X) + σḡ(∇̄YZ,X) + σ2ḡ(Z, Y )− σḡ(∇YZ,X)

)
= 2

(
ḡ(∇̄σ, Y )ḡ(Z,X) + σ2ḡ(Z, Y ) + σḡ(∇̄YZ −∇YZ,X)

)
= 2

(
ḡ(∇̄σ, Y )ḡ(Z,X) + σ2ḡ(Z, Y ) + σḡ(B(Y, Z), X)

)
.

Teorema 1.27. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r , ḡ) uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie suave

e orientável. Suponha que as condições

1

σ2

(
|A|2 − 1

n
H2

)
ḡ(~x, N̄)2 ≤ n

n− 1

(
1 +

1

nσ
Hḡ(~x, N̄)

)2

, (1.12a)

0 ≤ n+
1

σ
Hḡ(~x, N̄) (1.12b)

sejam satisfeitas para todo ponto x ∈ Σ, em que σ : Bn+1
r → R dada por σ = 1+2u′(|~x|2) |~x|2

cumpre σ > 0 e N̄ denota o vetor normal a Σn. Então, existe uma função Ψ : Σn → R tal

que HessΣΨ é positivo semidefinido, isto é,

HessΣΨ(p)(Y, Y ) ≥ 0, para todo Y ∈ TpΣ e p ∈ Σ.

Demonstração. Pelo Lema 1.20 temos que ∇̄Y ~x = σY , em que σ = 1 + 2u′(|~x|2) |~x|2.

Escolha

a(t) = e2u(t)t , b(t) = 1 + 2u′(t)t

e considere Φ uma solução da equação (1.11) dada pela Proposição 1.25, isto é,

Φ′′(e2u(t)t)e2u(t)(1 + 2u′(t)t)2 + 2Φ′(e2u(t)t)(u′′(t)t+ u′(t)) = 0. (1.13)

Defina Ψ : Bn+1
r → R por

Ψ(x) = Φ(ϕ(x)), (1.14)

em que ϕ(x) = ḡ(~x, ~x) = e2u(|x|2) |~x|2. Desse modo,

HessΣΨ(x)(Y, Z) = Y Z(Φ(ϕ))−∇YZ(Φ(ϕ))

= Y (Φ′(ϕ)Z(ϕ))− Φ′(ϕ)∇YZ(ϕ)

= Y (Φ′(ϕ))Z(ϕ) + Φ′(ϕ)Y Z(ϕ)− Φ′(ϕ)∇YZ(ϕ)

= Φ′′(ϕ)Y (ϕ)Z(ϕ) + Φ′(ϕ)HessΣϕ(x)(Y, Z)

= 4σ2Φ′′(ϕ)ḡ(Y, ~x)ḡ(Z, ~x) + Φ′(ϕ)HessΣϕ(x)(Y, Z).
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Usando a expressão para HessΣϕ(x) obtida no lema anterior obtemos

HessΣΨ(x)(Y, Z) = 4σ2Φ′′(ϕ)ḡ(Y, ~x)ḡ(Z, ~x)

+2Φ′(ϕ)
(
ḡ(∇̄σ, Y )ḡ(Z,X) + σ2ḡ(Z, Y ) + σḡ(B(Y, Z), X)

)
=

{
4σ2Φ′′(ϕ) + 2Φ′(ϕ)G(x)

}
ḡ(Y, ~x)ḡ(Z, ~x)

+2σ2Φ′(ϕ)

(
ḡ(Z, Y ) +

1

σ
ḡ(B(Y, Z), ~x)

)
, (1.15)

em que G(x) = 4e−2u(|~x|2)(u′′(|~x|2) |~x|2 + u′(|~x|2). Portanto, por (1.13) devemos ter{
4σ2Φ′′(ϕ) + 2Φ′(ϕ)G(x)

}
≡ 0.

Assim, (1.15) fornece:

HessΣΨ(x)(Y, Z) = 2σ2Φ′(ϕ)

(
ḡ(Z, Y ) +

1

σ
ḡ(B(Y, Z), ~x)

)
. (1.16)

Como nesse caso, B(Y, Z) = ḡ(A(Y ), Z)N̄ , a expressão acima fica

HessΣΨ(x)(Y, Z) = 2σ2Φ′(ϕ)

(
ḡ(Z, Y ) +

1

σ
ḡ(ḡ(A(Y ), Z)N̄ , ~x)

)
= 2σ2Φ′(ϕ)ḡ

(
Y +

1

σ
ḡ
(
~x, N̄

)
A(Y ), Z

)
.

Sendo Φ′(ϕ) > 0, temos 2σ2Φ′(ϕ) > 0 e o resultado segue do Lema 1.24. para τ(x) =

1
σ
ḡ
(
~x, N̄

)
.

Se considerarmos Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ) uma subvariedade tal que k ≤ n então, o Lema 1.24.

não pode ser usado diretamente na prova de um teorema análogo ao anterior. Entretanto

sob a hipótese de Σk ser uma subvariedade mı́nima temos o seguinte resultado.

Teorema 1.28. Seja Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ) (k ≤ n) uma subvariedade mı́nima suave. Suponha

que a condição
1

σ2
|B|2

∣∣~x⊥∣∣2
ḡ
≤ k

k − 1
(1.17)

seja satisfeita para todo ponto x ∈ Σ, em que σ = 1 + 2u′(|~x|2) |~x|2 é positiva em Bn+1
r

e
∣∣~x⊥∣∣2

ḡ
= ḡ(~x⊥, ~x⊥). Então, existe uma função Ψ : Σ → R tal que HessΣΨ é positivo

semidefinido.

Demonstração. Faz-se de maneira semelhante ao teorema anterior. Considerando a função

Ψ como em (1.14) temos

HessΣΨ(x)(Y, Z) = 2σ2Φ′(ϕ)

(
ḡ(Z, Y ) +

1

σ
ḡ(B(Y, Z), ~x)

)
.
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Considere a forma bilinear simétrica dada por, B0(Y, Z) = ḡ(Y, Z) +
1

σ
ḡ(B(Y, Z), ~x) e seja

{Ē1, ...Ēk} referencial ortonormal que que diagonaliza B0. Então, os autovalores de B0 são

dados por λi = 1 + 1
σ
ḡ
(
B(Ēi, Ēi), ~x

)
. Logo,

k∑
i=1

λ2
i = k +

2

σ
ḡ
(
~H, ~x

)
+

k∑
i=2

1

σ2
ḡ
(
B(Ēi, Ēi), ~x

)2
. (1.18)

Como Σk é mı́nima, temos ~H ≡ 0 e portanto

k∑
i=1

λ2
i = k +

1

σ2

k∑
i=2

ḡ
(
B(Ēi, Ēi), ~x

)2 ≤ k +
1

σ2

k∑
i=2

∣∣B(Ēi, Ēi)
∣∣2
ḡ

∣∣~x⊥∣∣2
ḡ

≤ k +
1

σ2
|B|2ḡ

∣∣~x⊥∣∣2
ḡ
≤ k +

k

k − 1
=

k2

k − 1
.

Por outro lado,(
k∑
i=1

λi

)2

=

(
k∑
i=1

{
1 +

1

σ
ḡ
(
B(Ēi, Ēi), ~x

)})2

=

(
k +

1

σ
ḡ
(
~H, ~x

))2

= k2,

e portanto,

k∑
i=1

λ2
i ≤

k2

k − 1
=

(∑k
i=1 λi

)2

k − 1
.

Agora, pelo Lema 1.23, λlλj ≥ 0 (l, j ∈ {1, ..., k}) e portanto, todos os λ′is tem o mesmo

sinal. Como nesse caso
∑k

i=1 λi = k > 0, temos que λi ≥ 0 para todo i ∈ {1, ..., k}. Desse

modo, B0 é positiva semidefinida e a mesma conclusão vale para HessΣΨ(x) = 2σ2Φ′(ϕ)B0.
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Caṕıtulo 2

Resultados de classificação via

existência de uma função convexa

Neste caṕıtulo mostraremos como a existência de uma função convexa, obtida no caṕıtulo

anterior, sobre uma subvariedade mı́nima Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ) ou CMC Σ2 ↪→ (B3

1, 〈 , 〉) de

fronteira livre traz implicações topológicas, que em alguns casos, possibilita obtermos uma

rigidez geométrica das mesmas.

2.1 Superf́ıcies CMC de fronteira livre na bola eucli-

diana B3
1

Nessa primeira secção, exibiremos um resultado que generaliza o teorema de Ambrozio-

Nunes [3] para o caso CMC.

Proposição 2.1. Considere B3 ⊂ R3 a bola euclidiana de raio unitário centrada na origem

e Σ ↪→ B3 uma superf́ıcie CMC compacta orientável de fronteira livre. Considere também

ϕ : R3 → R a função dada por ϕ(x) = |~x|2 e suponha que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2 (2.1)

seja satisfeita em todo ponto x ∈ Σ. Então, HessΣϕ(x)(Y, Y ) ≥ 0 para todo Y ∈ TxΣ.

Demonstração. Temos duas situações: Σ é totalmente umb́ılica ou não. Suponha inici-

almente o primeiro caso. Então, Σ é uma calota esférica. Seja S2
λ(p0) a esfera de raio λ

centrada no ponto p0 tal que Σ ⊂ S2
λ(p0). Sem perda de generalidade, podemos assumir que

p0 está sobre o semi-eixo positivo Oz, e vamos denotá-lo por p0 = (0, 0, z0). Considere o

33



Resultados de classificação via existência de uma função convexa

cone C com vértice na origem tangente à S2
λ(p0) cujo ângulo da reta geratriz com o eixo Oz

é α com 0 < α < π
2
. Parametrize Σ por

X(s, θ) = (cos(θ)x(s), sin(θ)x(s), z(s)),

em que 0 ≤ s ≤
(
π
2
− α

)
λ, x(s) = −λ sin( s

λ
+ π), z(s) = z0 + λ cos( s

λ
+ π) e z0 = 1

cos(α)
. Seja

N o campo normal a Σ2 dado por

N = (− cos(θ)z′(s),− sin(θ)z′(s), x′(s)),

e seja ~x o campo posição dado por ~x = X(s, θ).

Como a curvatura média de Σ é H = 2
λ

temos que

−H 〈~x,N〉 = −2

λ

(
−λ sin2

( s
λ

+ π
)

(cos2(θ) + sin2(θ))−
cos( s

λ
+ π)

cos(α)
− λ cos2

( s
λ

+ π
))

=
2

λ

(
λ+

cos( s
λ

+ π)

cos(α)

)
= 2

(
1 +

cos( s
λ

+ π)

λ cos(α)

)
= 2

(
1 +

cos( s
λ

+ π)

tan(α) cos(α)

)
= 2

(
1 +

cos( s
λ

+ π)

sin(α)

)
. (2.2)

Sendo 0 < α < π
2
, segue que

0 ≤ s ≤ (
π

2
− α)λ <

π

2
λ⇒ 0 ≤ s <

π

2
λ.

Assim, cos( s
λ

+ π) < 0 e portanto

cos( s
λ

+ π)

sin(α)
< 0,

e consequetemente,

1 +
cos( s

λ
+ π)

sin(α)
< 1.

Logo, (2.2) fornece

−H 〈~x,N〉 < 2⇒ 0 < 2 +H 〈~x,N〉 . (2.3)

Pelo Teorema 1.27, as condições (2.1) e (2.3) garantem então que HessΣϕ(x)(Y, Y ) ≥ 0.

Suponha agora que Σ2 não seja totalmente umb́ılica. Vamos mostrar que nesse caso a

condição (2.1) garante que 0 ≤ v = 2 + H 〈~x,N〉. Suponha que para algum ponto p ∈ Σ

tenhamos v(p) < 0. Como Σ encontra o bordo ∂B3 ortogonalmente devemos ter v = 2 +

H 〈~x,N〉 = 2 > 0 sobre ∂Σ. Escolha q ∈ ∂Σ e seja α : [0, 1] → Σ2 uma curva suave em

Σ tal que α(0) = p e α(1) = q (veja fig. 2.1). Como v muda de sinal sobre α, existe um

ponto p0 sobre α tal que v(p0) = 0 e mais, podemos escolher p0 de maneira que para algum

ε pequeno e t0 tal que α(t0) = p0 tenhamos v(α(t)) < 0 para t ∈ [t0 − ε, t0) e v(α(t)) > 0
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para t ∈ (t0, t0 + ε]. Como 0 = v(p0) = 2 + H 〈~x,N〉, devemos ter 〈~x,N〉 (p0) 6= 0 e

assim, a desigualdade (2.1) diz que
∣∣Å∣∣2 (p0) = 0 e portanto p0 é um ponto umb́ılico de

Σ2. Como assumimos que Σ2 não é totalmente umb́ılica, p0 é isolado ( Teorema 2.2.2,

[25] ). Seja Dr0(p0) um disco geodésico de raio r0 centrado em p0 tal que este, seja o

único ponto umb́ılico em Dr0(p0). Podemos escolher ε suficientemente pequeno de modo que

α(t) ∈ Dr0(p0) ∀ t ∈ [t0 − ε, t0 + ε]. Escolha r̃0 < r0 tal que α(t0 − ε), α(t0 + ε) /∈ Dr̃0(p0).

Considere o anel A = Dr0(p0)\Dr̃0(p0) e seja β um caminho em A ligando os pontos α(t0−ε)
e α(t0+ε). Como v muda de sinal ao longo de β, existe um ponto q̃ ∈ Dr0(p0) tal que v(q̃) = 0

e assim
∣∣Å∣∣2 (q̃) = 0 o que contradiz a hipótese de p0 ser o único ponto umb́ılico em Dr0(p0).

Conclúımos assim que não existe um ponto p ∈ Σ2 tal que v(p) < 0 e portanto

0 ≤ v = 2 +H 〈~x,N〉 . (2.4)

Pelo Teorema 1.27, as condições (2.1) e (2.4) garantem então que HessΣϕ(x)(Y, Y ) ≥ 0

como queŕıamos.

Figura 2.1:

Lema 2.2. Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie CMC de bordo livre. Suponha que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

seja satisfeita em todo ponto p ∈ Σ. Então,
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i) A curvatura geodésica de ∂Σ cumpre kge = 1, em particular ∂Σ é estritamente convexo.

ii) O conjunto

C = {p ∈ Σ;ϕ(p) = minΣϕ(x)}

é totalmente convexo, em que ϕ : R3 → R é dada por ϕ(x) = |~x|2

Demonstração. Seja α : I → ∂Σ uma parametrização do bordo de Σ pelo comprimento de

arco. Derivando duas vezes a expressão 〈α, α〉 = 1 e usando o fato que 〈α′, α′〉 = 1 obtemos

〈α′′, α〉 = −1. Seja ν o normal interior ao bordo ∂Σ. Como o ângulo de contato entre Σ e

∂B3 é θ = π
2

devemos ter ν = −α. Calculando a curvatura geodésica kge do bordo ∂Σ temos

kge = 〈α′′, ν〉 = 〈α′′,−α〉 = 1.

Assim, kge > 0 e segue o item i).

Para provar ii) consideremos p1, p2 ∈ C e γ : [0, 1] → Σ uma geodésica com γ(0) = p1 e

γ(1) = p2, cuja existência segue da convexidade do bordo ∂Σ. Considere h(t) = (ϕ ◦ γ)(t),

pela Proposição 2.1., a condição de Gap sobre a
∣∣Å∣∣2 garante que HessΣϕ ≥ 0 o que implica

que h′′ ≥ 0 e assim, h é uma função convexa. Como h tem um mı́nimo em t = 0 e em t = 1,

decorre que h(t) ≡ minΣϕ(x) e portanto γ([0, 1]) ⊂ C. Assim, qualquer geodésica ligando

dois pontos de C está inteiramente contida em C de onde se conclui que C é totalmente

convexo.

Lema 2.3. Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie CMC de fronteira livre tal que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

seja satisfeita sobre Σ2. Considere ainda o conjunto C como no lema anterior. Então uma

das seguintes situações deve ocorrer:

i) C contém um único ponto p,

ii) ou C contém mais de um ponto, e nesse caso, quaisquer p1 e p2 ∈ C podem ser ligados por

uma geodésica minimizante γ : [0, 1] → Σ tal que γ ([0, 1]) ⊂ C. Portanto, C é um conjunto

conexo.

Demonstração. Como Σ é compacta e ϕ é cont́ınua, seque que C 6= ∅. Se C contém um

único ponto ocorre o item i) e não há mais o que provar. Agora, se C contém mais de um

ponto, digamos p1 e p2, a convexidade estrita do bordo ∂Σ (Lema 2.2) garante que existe

uma geodésica minimizante γ : [0, 1] → Σ tal que γ(0) = p1 e γ(1) = p2. Pelo item ii) do

mesmo lema, temos que γ([0, 1]) ⊂ C e portanto C é conexo.
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Teorema 2.4. Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie CMC de fronteira livre tal que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

seja satisfeita sobre Σ2. Então, uma das duas situações deve ocorrer:

i) Σ é uma calota esférica

ii) ou Σ é uma parte de uma superf́ıcie de Delaunay.

Demonstração. Se ocorre o item i) do Lema 2.3, afirmamos que Σ tem a topologia de

um disco. De fato, suponha que existe um loop α não homotópico ao trivial e com base em

p ∈ C. Usando o fato de que o bordo de Σ é estritamente convexo podemos minimizar o

comprimento na classe de homotopia [α] e encontrar um loop geodésico β em Σ \ ∂Σ com

base em p. Porém, como C é totalmente convexo devemos ter β ⊂ C, absurdo! pois C = {p}.
Assim, π1(Σ, p) = 0 e portanto, Σ tem a topologia de um disco. Pelo teorema de Nitsche

[28], temos que Σ é totalmente umb́ılica e portanto é uma calota esferica.

Agora, se C tem mais de um ponto, ocorre precisamente o item ii) do Lema 2.3. Seja

então γ : [0, 1] → C uma geodésica minimizante ligando dois pontos em C e c =minΣϕ(x).

Como γ(t) é ponto cŕıtico de ϕ |Σ ∀ t, temos que ∇Σϕ|γ = 0 e sendo ∇Σϕ a projeção de

∇R3
ϕ sobre TqΣ, devemos ter ∇R3

ϕ = aN sobre γ(t) para alguma constante a. Para x tal

que |~x|2 = c o campo vetorial ∇R3
ϕ é normal à curva de ńıvel S2(

√
c)={x ∈ R3;ϕ(x) = c} e

sendo ∇R3
ϕ = aN sobre γ(t) temos que N também é normal à esfera S2(

√
c). Logo, γ(t) é

geodésica em S2(
√
c) e portanto é um arco de ćırculo.

Seja E o vetor normal unitário ao plano que contém γ. Consideremos então o campo de

Killing;

V = ~x ∧ E (2.5)

que é induzido por rotações de R3 em torno de E. Dessa forma, defina a função v : Σ→ R
por

v(x) = 〈V,N〉 . (2.6)

A função v é solução da equação (veja [17], proposição 1.),

∆Σv + |A|2 v = 0. (2.7)

Entretanto, observe que

v(γ(t)) = 〈V (γ(t)), N(γ(t))〉 = 〈γ(t) ∧ E,N(γ(t))〉 = 0,

já que N(γ(t)) é paralelo à γ(t). Logo,

d

dt
(v ◦ γ)(t) = 0 ∀ t. (2.8)
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Para cada t0 ∈ [0, 1], seja β : (−ε, ε) → Σ uma curva tal que β(0) = γ(t0), β′(0)⊥γ′(t0).

Considere N(s) a restrição do campo normal N à β, então

d

ds
(v ◦ γ)(s)|s=0 = 〈β′(0) ∧ E,N(s)〉+ 〈β(0) ∧ E,N ′(0)〉 = 0, (2.9)

pois γ′(t0)⊥β′(0), γ′(t0)⊥E e γ′(t0)⊥N(0). Assim β′(0), E e N(0) estão no mesmo plano

e portanto 〈β′(0) ∧ E,N(s)〉 = 0. Por outro lado, γ′(t0) é direção principal de Σ em γ(t0),

e como β′(0)⊥γ′(t0), β′(t0) também é direção principal de Σ em β(0) = γ(t0) e portanto

N ′(0)//β′(0). Assim, γ′(t0)⊥N ′(0), γ′(t0)⊥E, γ′(t0)⊥β(0) e por uma razão semelhante à

anterior devemos ter 〈β(0) ∧ E,N ′(0)〉 = 0. Dessa forma, γ(t) é um ponto cŕıticos para a

função v : Σ→ R ∀ t. Por S. Y. Cheng [13], (Teorema 2.5) os pontos cŕıticos sobre as linhas

nodais de uma solução não trivial de uma equação como (2.7) devem ser isolados, o que não

ocorre nesse caso. Logo, v ≡ 0, o que significa que o campo de killing V é tangente a Σ

e portanto, é invariante pelo mesmo. Como o campo de killing é induzido por rotações, é

equivalente dizer que Σ é de rotação.

Corolário 4. Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie CMC de fronteira livre tal que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 < 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

seja satisfeita sobre Σ2. Então, Σ2 é uma calota esférica.

Demonstração. A desigualdade estrita nesse caso equivale a HessΣϕ > 0. Assim, existe

apenas um ponto cŕıtico no conjunto C e portanto Σ deve ser uma calota esférica.

Corolário 5. Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie CMC de fronteira livre tal que a condição,∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

seja satisfeita sobre Σ2. Suponha ainda que a desigualdade acima seja satisfeita com a

igualdade para algum ponto p. Então Σ é parte de uma superf́ıcie de Delaunay.

Demonstração. Primeiro afirmamos que Σ não é uma calota esférica. De fato, pois caso

contrário, como vimos na Proposição 2.1, se Σ2 é uma calota esférica, devemos ter (2 +

H 〈~x,N〉)(q) > 0 ∀ q ∈ Σ. Assim, em p ocorre

0 =
∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 =

1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2 > 0

absurdo! Logo, precisamente a situação ii) do Teorema 2.4 deve ocorrer.

Vimos até agora que a desigualdade (2.1) da Proposição 2.1 classifica as superf́ıcies

CMC de fronteira livre Σ2 ↪→ B3, mais precisamente, uma das duas situações podem ocor-

rer: Σ2 é uma calota esférica ou uma porção de uma superf́ıcie de Delaunay. É bastante
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intuitivo, porém não imediato, que podemos podemos intersectar uma bola euclidiana com

uma superf́ıcie de Delaunay de forma que a parte confinada em B3 seja uma superf́ıcie CMC

de bordo livre, isto é, com curvatura média constante e encontrando o bordo ∂B3 ortogo-

nalmente. O que faremos adiante é mostrar que existe uma porção de um ondolóide, por

exemplo, confinada em uma bola euclidiana de raio r centrada na origem que satisfaz a

desigualdade ∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2.

Observação 2.5. Pela Proposição 2.1, a condição acima é equivalente a HessΣϕ ≥ 0

para φ(x) = |~x|2. Como os autovalores de HessΣϕ são dados por λi = 1 + ki 〈~x,N〉, i = 1, 2

temos que (2.1) é equivalente à(
1 + k1 〈~x,N〉

)
≥ 0 e

(
1 + k2 〈~x,N〉

)
≥ 0. (2.10)

As desigualdades acima, por serem mais simples, tornam-se mais úteis para testar se

algumas porções de superf́ıcies de Delaunay são exemplos de superf́ıcies que satisfazem a

condição do Teorema 2.4.

Seja X : [s1, s2]× S1 → R3 dada por

X(s, θ) = (x(s) cos(θ), x(s) sin(θ), z(s)), (2.11)

uma parametrização de uma superf́ıcie obtida pela revolução da curva β(s) =
(
x(s), 0, z(s)

)
em torno do eixoOz, em que x, z : [s1, s2]→ R são funções suaves no intervalo (s1, s2). Vamos

assumir que β esta parametrizada pelo comprimento de arco e não toca o eixo de revolução,

isto é, x′(s)2 + z′(s)2 = 1 e x(s) > 0 ∀ s ∈ (s1, s2). À curva β(s) = X(s, 0) =
(
x(s), 0, z(s)

)
damos o nome de curva geratriz. Os vetores

Xs(s, θ) =
(
x′(s) cos(θ), x′(s) sin(θ), z′(s)

)
e Xθ(s, θ) =

(
− x(s) sin(θ), x(s) cos(θ), 0

)
,

formam uma base para o espaço tangente TX(s,θ)Σ. Escolha a orientação N em um ponto

X(s, θ) dada pelo vetor normal:

N =
Xs ∧Xθ

|Xs ∧Xθ|
=
(
− z′(s) cos(θ),−z′(s) sin(θ), x′(s)

)
. (2.12)

Os coeficientes da primeira forma de Σ são dados por

E = 〈Xs, Xs〉 = 1, F = 〈Xs, Xθ〉 = 0, G = 〈Xθ, Xθ〉 = x(s)2 (2.13)

e os da segunda forma fundamental,

e = 〈Xss, N〉 = x′(s)z′′(s)−x′′(s)z′(s), f = 〈Xsθ, N〉 = 0, g = 〈Xθθ, N〉 = x(s)z′(s). (2.14)
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As curvaturas Gaussiana e média são dadas por:

K = k1k2 =
e

E

g

G
e H = k1 + k2 =

e

E
+
g

G
,

sendo as curvaturas principais k1 e k2 dadas por, k1 = e
E

=
(
x′(s)z′′(s) − x′′(s)z′(s)

)
e

k2 = g
G

= z′(s)
x(s)

. Por razões que ficarão claras posteriormente, vamos considerar a curvatura

principal k1 da maneira como sugere o próximo lema.

Lema 2.6. Seja β(s) =
(
x(s), 0, z(s)

)
, com s ∈ (s1, s2), uma curva parametrizada pelo

comprimento de arco e seja Σ, a superf́ıcie de obtida pela revolução de β em torno do eixo

Oz parametrizada por (2.11). Para cada s ∈ (s1, s2) tal que z′(s) 6= 0 temos

k1(s) = −x
′′(s)

z′(s)
.

Demonstração. De fato, como assumimos z′(s) 6= 0, podemos fazer,

k1(s) =
(
x′(s)z′′(s)− x′′(s)z′(s)

)z′(s)
z′(s)

∗︷︸︸︷
=

x′(s)z′′(s)z′(s)− x′′(s)z′(s)2

z′(s)

=
−x′′(s)x′(s)2 − x′′(s)z′(s)2

z′(s)

= −x
′′(s)

z′(s)
,

em que (∗) segue do fato que 〈β′(s), β′′(s)〉 = 0, já que β está parametrizada pelo compri-

mento de arco.

Desse modo, a curvatura Gaussina pode ser reescrita como

K = −
(
x′′(s)

z′(s)

)(
z′(s)

x(s)

)
= −x

′′(s)

x(s)
, (2.15)

e a curvatura média como

H = −x
′′(s)

z′(s)
+
z′(s)

x(s)
, se z′(s) 6= 0, ou H = x′(s)z′′(s) +

z′(s)

x(s)
, se z′(s) = 0 (2.16)

Lema 2.7. Seja Σ uma superf́ıcie de revolução cuja parametrização é dada por (2.11). Então

a função f(s, θ) = 〈~x,N〉, em que ~x denota o vetor posição e N é dado por (2.12) depende

apenas do parâmetro s.

Demonstração. De fato,

〈~x,N〉 = −x(s)z′(s) cos2(θ)− x(s)z′(s) sin2(θ) + x′(s)z(s) = x′(s)z(s)− x(s)z′(s)
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Corolário 6. Seja β uma curva geratriz de uma superf́ıcie de revolução Σ cuja parame-

trização é dada por (2.11). Se a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

é satisfeita sobre β, então é satisfeita sobre toda superf́ıcie.

Lema 2.8. Seja Σ uma superf́ıcie de revolução parametrizada por (2.11) cuja curva gera-

triz β(s) = (x(s), 0, z(s)), com s ∈ (s1, s2), está parametrizada pelo comprimento de arco.

Suponha que para cada s ∈ (s1, s2) as condições

− 1 ≤ x′′(s)

(
x(s)− x′(s)

z′(s)
z(s)

)
, se z′(s) 6= 0 (2.17)

− 1 ≤ z(s)z′′(s), se z′(s) = 0 (2.18)

− x(s)x′(s)2 ≤ z′(s)x′(s) (2.19)

sejam satisfeitas ∀ s, então temos que∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

sobre Σ.

Demonstração. Pela Observação 2.5 basta verificar que

λ1 = 1 + k1(s) 〈~x,N〉 ≥ 0 e λ2 = 1 + k2(s) 〈~x,N〉 ≥ 0.

Pelo Corolário 6, basta testar as funções λ1 e λ2 sobre a curva β. Para s ∈ (s1, s2) tal que

z′(s) 6= 0, usamos a expressão obtida para k1 no Lema 2.6 para obter

λ1(s) = 1− x′′(s)

z′(s)
(x′(s)z(s)− x(s)z′(s))

= 1 + x′′(s)

(
x(s)− x′(s)

z′(s)
z(s)

)
.

Portanto, a condição (2.17) garante que λ1(s) ≥ 0. Por outro lado, se z′(s) = 0, então

x′(s)2 + z′(s)2 = 1⇒ x′(s)2 = 1 e como k1(s) = x′(s)z′′(s) decorre que,

λ1(s) = 1 + x′(s)2z(s)z′′(s) = 1 + z(s)z′′(s).

Então, a condição (2.18) garante que λ1(s) ≥ 0 e em todo caso teremos λ1(s) ≥ 0. Por fim,

λ2(s) = 1 +
z′(s)

x(s)
(x′(s)z(s)− x(s)z′(s))

=
x(s) + z′(s)x′(s)z(s)− x(s)z′(s)2

x(s)

=
x(s) + z′(s)x′(s)z(s)− x(s)(1− x′(s)2)

x(s)

=
z′(s)x′(s)z(s) + x(s)x′(s)2

x(s)
.

41



Resultados de classificação via existência de uma função convexa

A condição (2.19) garante que o numerador da expressão acima é não negativo e portanto

λ2(s) ≥ 0 como queŕıamos.

Observação 2.9. As desigualdades (2.17), (2.18) e (2.19) podem ser obtidas em uma si-

tuação mais particular. Por exemplo, suponha que a curva β(s) = (x(s), 0, z(s)), s ∈
[s1, s2] parametrizada pelo comprimento de arco é tal que z′(s) 6= 0∀ s. Se x′′(s) ≥ 0 e

x(s)− x′(s)
z′(s)

z(s) ≥ 0, então λ1 ≥ 0. Por outro lado, como z′(s) 6= 0∀ s devemos ter z′(s) > 0

ou z′(s) < 0 ∀ s. Se x′(s)z(s) ≥ 0 para o caso em que z′(s) > 0, a desigualdade em (2.19) é

satisfeita e portanto λ2 ≥ 0. Já para o caso em que z′(s) < 0, se tivermos x′(s)z(s) ≤ 0 o

mesmo motivo garante λ2 ≥ 0.

A quantidade x(s) − x′(s)
z′(s)

z(s) que aparece em (2.17) tem uma interpretação geométrica

importante que daremos a seguir.

Lema 2.10. Seja Σ uma superf́ıcie obtida pela revolução da curva β(s) = (x(s), 0, z(s)) em

torno do eixo Oz, em que x, z : [a, b]→ R são funções diferenciáveis. Considere o conjunto

Z = {s ∈ [a, b]; z′(s) = 0} e defina a função g : [a, b] \ Z → R dada por

g(s) := x(s)− x′(s)

z′(s)
z(s). (2.20)

Sejam s1 < s2 ∈ [a, b] tais que,

i) g(s1) = g(s2) = 0

ii) x2(s1) + z2(s1) = x2(s2) + z2(s2) =: R2

iii) x2(s) + z2(s) < R2 ∀ s ∈ (s1, s2). Então, a rotação de β̄ := β|[s1,s2]
produz uma

superf́ıcie S dentro da bola de raio R cujo bordo ∂S encontra o bordo ∂B3
R ortogonalmente.

Demonstração. Basta observar que se g(si) = 0, i = 1, 2 então

x(si)−
x′(si)

z′(si)
z(si) = 0⇒ x(si)

z(si)
=
x′(si)

z′(si)

Isto é, as direções determinadas pelo vetor posição da curva β no ponto β(si) e a direção dada

pelo vetor velocidade da curva no respectivo ponto são coincidentes. Assim, a rotação da

curva β̄(s) em torno do eixo Oz produz uma superf́ıcie cujo bordo intersecta ortogonalmente

a esfera de raio R. Como por hipótese, x2(s) + z2(s) < R2 ∀ s ∈ (s1, s2) temos S ⊂ B3
R(0)

Exemplo 2.11. Seja a > 0 e considere Σ o catenóide obtido pela revolução da curva β(t) =

(x(t), 0, z(t)) = (a cosh( t
a
), 0, t) em torno do eixo Oz. Um estudo sobre os zeros da função
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g(t) = x(t)− x′(t)
z′(t)

z(t) conduz a

0 = x(t)− x′(t)

z′(t)
z(t)

= a cosh
( t
a

)
− sinh

( t
a

)
t

⇒ a

t
=

sinh
(
t
a

)
cosh

(
t
a

) .
Escolhendo y como solução da equação tanh(y) = 1

y
(y = ±1, 19968...) e tomando t1 =

−a |y| e t2 = a |y| obtemos g(ti) = 0 i = 1, 2. A paridade da função cosh(t) garante que

(a cosh(t1/a))2 + t21 = (a cosh(t2/a))2 + t22 =: r2, já que t2 = −t1. Além disso, da forma como

definimos r, o decrescimento e e o crescimento de cosh(t) respectivamente em (t1, 0) e (0, t2)

garante que (a cosh(t/a))2 + t2 < r2 ∀ t ∈ (t1, t2). Usando o Lema 2.10 conclúımos que a

rotação de β̄ = β|[t1,t2]
produz uma superf́ıcie mı́nima de fronteira livre na bola de raio r.

Mostraremos agora, que existem superf́ıcies de Delaunay Σ com H 6= 0 que nos permite

construir uma superf́ıcie CMC de fronteira livre na bola unitária dada por Σ̃ := Σ ∩ B3 de

maneira que a condição ∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

seja satisfeita sobre Σ̃.

Consideremos a superf́ıcie de revolução Σ cuja curva geratriz é dada pela solução de

Kenmotsu ([22], secção 2. equação (11)): Para B,H ∈ R com H > 0, B ≥ 0 e B 6= 1

consideremos a curva parametrizada pelo comprimento de arco:

β
B,H

(s) =
(
x
B,H

(s), 0, z
B,H

(s)
)
s ∈ R, (2.21)

em que

x
B,H

(s) =
1

H

√
1 +B2 + 2B sin(Hs+

3π

2
),

z
B,H

(s) =

∫ s+ 3π
2H

3π
2H

1 +B sin(Ht)√
1 +B2 + 2B sin(Ht+ 3π

2
)
dt.

Usando a paridade das funções sin(Ht+ 3π
2

) e sin(Ht) podemos obter

β
B,H

(−s) =
(
x
B,H

(−s), 0, z
B,H

(−s)
)

=
(
x
B,H

(s), 0,−z
B,H

(s)
)
. (2.22)

Isso nos diz que a curva β
B,H

é simétrica com relação ao eixo Ox. Para simplificar a notação,

escreveremos x
B,H

(s) como x(s) apenas e o mesmo vale para z
B,H

(s) que denotaremos por

z(s).
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As componentes do vetor velocidade da curva β
B,H

(s) no plano xz são dadas por:

x′(s) =
B cos(Hs+ 3π

2
)√

1 +B2 + 2B sin(Hs+ 3π
2

)
e z′(s) =

1 +B sin(Hs+ 3π
2

)√
1 +B2 + 2B sin(Hs+ 3π

2
)
. (2.23)

Já as componentes da aceleração são dadas por:

x′′(s) =
−BH

(
B + sin(Hs+ 3π

2
)
)(
B sin(Hs+ 3π

2
) + 1

)(
1 +B2 + 2B sin(Hs+ 3π

2
)
) 3

2

, (2.24)

z′′(s) =
HB2 cos(Hs+ 3π

2
)
(
B + sin(Hs+ 3π

2
)
)(

1 +B2 + 2B sin(Hs+ 3π
2

)
) 3

2

. (2.25)

Usando as equações em (2.16) podemos verificar que Σ é uma superf́ıcie de revolução em

torno do eixo Oz e com curvatura média constante H.

Teorema 2.12 (Teorema de Delaunay). Uma superf́ıcie de revolução completa com curva-

tura média constante deve ser uma esfera, um catenóide ou uma supef́ıcie cuja curva geratriz

é dada por β
B,H

(s) em (2.21).

As superf́ıcies obtidas como descrito acima são chamada superf́ıcies de Delaunay e suas

curvas geratrizes são descritas na figura 2.2.

Observe que para B = 0, β
0,H

(s) gera um cilindro de raio r = 1/H. Para valores de B tal

que 0 < B < 1 a função z(s) cresce monotonicamente e a superf́ıcie obtida recebe o nome de

ondolóide. Se B > 1, a função z(s) não cresce monotonicamente e a superf́ıcie obtida recebe

o nome de Nodóide (veja fig. 2.3).

Figura 2.2: Curva geratriz para os casos H = 0.5 e B = 0, 0.5, 1, 1.5. Fonte: [24].

Inicialmente, vamos restringir nossa atenção para valores de 0 < B < 1. Uma observação

importante para esse caso é que a função z cumpre z′(s) > 0∀ s. Considere s0 o menor valor

positivo para o qual se tem x′′(s0) = 0, a saber, s0(H,B) =
1

H
sin−1(−B) +

π

2H
, em que

sin−1 : [−1, 1]→ [−π
2
, π

2
]. Para s ∈ (−s0, s0) temos z′(s) > 0 e x′′(s) > 0.
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Figura 2.3: a) porção de um ondolóide; b) porção de um nodóide. Fonte: [24].

Lema 2.13. Fixados 0 < B < 1 e H > 0, considere a função g : [−s0, s0] → R dada por

(2.20). Então,

i) g(0) > 0,

ii) g′(0) = g′(s0) = 0, g é crescente em (−s0, 0) e decrescente em (0, s0).

Demonstração. i) é imediato, pois,

g(0) = x(0)− x′(0)

z′(0)
z(0) =

1−B
H

> 0

ii) Primeiro, observe que

g′(s) = −
(
x′(s)

z′(s)

)′
z(s).

Como z(0) = 0, segue que g′(0) = 0. Por outro lado, usando a expressão obtida para a

curvatura principal k1 no Lema 2.6 obtemos

g′(s) = −
(
x′(s)

z′(s)

)′
z(s)

= −(x′′(s)z′(s)− x′(s)z′′(s))
z′(s)2

z(s)

=
k1(s)

z′(s)2
z(s)

= − x
′′(s)

z′(s)3
z(s).

Sendo s0 tal que x′′(s0) = 0, devemos ter g′(s0) = 0. Além disso, como x′′(s) > 0 no

intervalo (−s0, s0), o sinal de g′(s) depende apenas do sinal de z(s) já que z′(s) é positivo

em (−s0, s0). Portanto,
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i) Sendo z(s) < 0 em (−s0, 0), temos g′(s) < 0 em (−s0, 0)

ii) Equivalentemente, z(s) > 0 em (0,−s0), e portanto, g′(s) > 0 em (0,−s0)

Lema 2.14. Dados 0 < B < 1 e H > 0 considere β
B,H

(s) =
(
x
B,H

(s), 0, z
B,H

(s)
)

como em

(2.21). Fixe z0 = 1−B2

HB
e defina g como em (2.20). Fazendo s0 = s0(H,B) = 1

H
sin−1(−B) +

π
2H

temos as seguintes situações;

i) Se z(s0) < z0, então g(s) > 0∀ s ∈ (0, s0).

ii) Se z(s0) ≥ z0, então g(s̄) = 0 para algum s̄ ∈ (0, s0]. Consequentemente, a superf́ıcie

obtida pela rotação de β̃(s) = β
B,H

(s), com s ∈ [−s̄, s̄], gera uma superf́ıcie CMC de fronteira

livre em B3
R0

, em que R2
0 = x2(s̄) + z2(s̄).

Demonstração. i) Pelo item ii) do Lema 2.13 g é decrescente em (0, s0), e portanto,

g(s0) < g(s) ∀ s ∈ (0, s0). Levando em conta que sin(Hs0 + 3π
2

) = −B e z(s0) < z0, temos

g(s0) = x(s0)− x′(s0)

z′(s0)
z(s0)

> x(s0)− x′(s0)

z′(s0)
z0

=

√
1−B2

H
− B
√

1−B2

1−B2

(1−B2)

BH
= 0,

e portanto, g(s) > 0.

ii) De modo semelhante, se z(s0) ≥ z0, então

g(s0) = x(s0)− x′(s0)

z′(s0)
z(s0)

≤ x(s0)− x′(s0)

z′(s0)
z0

= 0,

isto é, g(s0) ≤ 0. Pelo item i) do Lema 2.13, g(0) > 0 e decorre então por continuidade

que existe s̄ ∈ (0, s0] tal que g(s̄) = 0. Por (2.22) temos x(−s) = x(s) e z(−s) = −z(s),

portanto x′(−s) = −x′(s) e z′(−s) = z′(s). Assim, g(−s̄) = g(s̄) = 0 e além disso, como

x′(0) = 0 e x′′(s) > 0 temos x′(s) > 0 ∀ s(0, s̄]. Desse modo, x′(s) > 0 e z′(s) > 0 garantem

que x2(s) + z2(s) < R2
0 := x2(s̄) + z2(s̄) ∀ s(0, s̄]. Novamente, a equação (2.22) nos diz que

a curva β
B,H

é simétrica com relação ao eixo x no plano zx, e portanto, x2(s) + z2(s) ≤ R2
0

∀ s ∈ [−s̄, s̄]. Então, o item ii) do Lema 2.10 garante o resultado.

Exemplo 2.15. Considere β
B,H

(s) =
(
x
B,H

(s), 0, z
B,H

(s)
)

como em (2.21) para B = 0.9 e

H = 0.1. Fixe z0 = 1−B2

HB
= 2.1̄, nesse caso teremos s0 = s0(H,B) = 10 sin−1(−0.9) + 5π ≈
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4.51026.... Assim,

z(s0) =

∫ 4,51026...+15π

15π

(
1 + 0, 9 sin(0, 1t)√

1 + (0, 9)2 + 1, 8 sin(0, 1t)

)
dt ≈ 2, 71697...

Portanto, z(s0) ≥ z0. Pelo item ii) do Lema 2.14 existe s̄ ∈ (0, s0] tal que g(s̄) = 0.

Considerando então, a rotação da curva β̃(s) := β
B,H

(s) s ∈ [−s̄, s̄] em torno do eixo Oz,

temos uma superf́ıcie CMC de fronteira livre na bola B3
R0

, em que R0 = x2(s̄) + z2(s̄).

Exemplo 2.16. Dados 0 < B < 1 e H > 0 considere β
B,H

(s) =
(
x
B,H

(s), 0, z
B,H

(s)
)

como

em (2.21). Fixe z0 = 1−B2

HB
e considere o menor valor positivo s0 tal que x′′(s0) = 0, a saber,

s0 = s0(H,B) =
1

H
sin−1(−B) +

π

2H
. Suponha também que z(s0) ≥ z0. Pelo item ii) do

Lema 2.14 a rotação de β̃(s) = β
B,H

(s) tal que s ∈ [−s̄, s̄] para algum s̄ ∈ (0, s0] gera uma

superf́ıcie CMC de fronteira livre na bola B3
R0

de raio R0 =
√
x2(s̄) + z2(s̄). Nesse caso,

para todo s ∈ [−s̄, s̄] temos,

i) x′′(s) ≥ 0. De fato, pois [−s̄, s̄] ⊂ [−s0, s0] em que [−s0, s0] foi escolhido pra ser a maior

vizinhança do zero onde x′′(s) ≥ 0.

ii) g(s) = x(s) − x′(s)
z′(s)

z(s) ≥ 0. Decorre do Lema 2.13. e do fato que s̄ é o menor valor

positivo tal que g(s̄) = 0.

iii) z(s)x′(s) ≥ 0. Pela equação (2.22) temos, x(−s) = x(s) ⇒ x′(−s) = −x′(s) e z(−s) =

−z(s)⇒ z′(−s) = z′(s) de onde segue o resultado.

Os itens i), ii) e iii) acima garantem que as desigualdades (2.17) do Lema 2.8 sejam

satisfeitas e portanto, ∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2 (2.26)

sobre Σ.

Pela proposição Proposição 2.1 a condição acima é equivalente à HessΣϕ(x) ≥ 0 para

ϕ(x) = |~x|2 = 〈~x, ~x〉. Por uma mudança de escala na métrica euclidiana dada por ḡ = 1
R2

0
〈, 〉,

obtemos uma isometria entre a bola unitária (B3, 〈, 〉) e a bola (B3
R0
, ḡ) de raio R0 com a

métrica ḡ. Agora, observe que para ϕ̃(x) = ḡ(~x, ~x) = 1
R2

0
〈~x, ~x〉 = 1

R2
0
ϕ(x) temos

HessΣϕ̃(x) =
1

R2
0

HessΣϕ(x).

A identidade acima nos diz que a condição (2.26) é invariante por escalonamento da métrica

euclidiana. Isto é, se Σ ↪→ (B3
R0
, 〈, 〉) satisfaz (2.26). Então Σ ↪→ (B3

R0
, ḡ) satisfaz,

|Å1|2ḡ(~x, N̄)2 ≤ 1

2
(2 + H̄ḡ(~x, N̄))2,
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em que N̄ , H̄ e |Å1|2 denotam respectivamente o vetor normal, a curvatura média e a

umbilicidade total de Σ com respeito à métrica ḡ.

O próximo exemplo diz essencialmente que existe também uma porção de um nodóide

dentro da bola unitária e com fronteira livre que satisfaz a condição (2.17).

Exemplo 2.17. Dados B > 1 e H > 0 considere β(r) =
(
x(r), 0, z(r)

)
como em (2.21),

onde x, z estão definidas no intervalo I0 = (−r0, r0) sendo r0 o menor valor real positivo tal

que z′(r0) = 0. Nesse caso teremos z′(r) < 0∀ r ∈ I0. Considere também a função g definida

em I0 como em (2.20). Temos,

i) Para algum r̄ ∈ (0, r0), g(r̄) = g(−r̄) = 0 e g(r) ≥ 0 ∀ r ∈ [−r̄, r̄]. De fato, pois

nesse caso g(0) > 0 e g(r) −→ −∞ quando r → r0, portanto deve existir r̄ tal que

g(r̄) = 0 e g(r) ≥ 0 ∀ r ∈ (0, r̄] e pela definição de g devemos ter também g(−r̄) = 0

com g(r) ≥ 0∀ r ∈ [−r̄, r̄].

ii) x′′(r) > 0∀ r ∈ [−r̄, r̄]. De fato, a conclusão segue da expressão de x′′(r) em (2.24). Visto

que z′(r) < 0 para r ∈ [−r̄, r̄], expressão de z′(r) em (2.23) garante que 1+B sin(Hr+ 3π
2

) < 0

em [−r̄, r̄]. Assim, (2.24) garante que x′′(r) > 0∀ r ∈ [−r̄, r̄], como queŕıamos.

iii) x′(r)z(r) ≤ 0 r ∈ [−r̄, r̄]. Segue da análise das expressões de x′ e z no intervalo em

questão.

Os itens i) ii) e iii) garantem pelos Lemas 2.8 e 2.10 que a rotação revolução de β

restrita ao intervalo [−r̄, r̄] produz uma superf́ıcie Σ de curvatura média constante H de

fronteira livre na bola de raio R0 =
√
x2(r̄) + z2(r̄) e como fizemos no exemplo anterior,

podemos reescalonar a métrica e assumir que a condição∣∣Å∣∣2 〈~x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈~x,N〉)2

é satisfeita sobre Σ.

2.2 Subvariedades mı́nimas de fronteira livre em uma

classe de variedades conforme a bola euclidiana

Bn+1
r ⊂ Rn+1

Seja u : [0, a2) → R (a< ∞ ou a=∞) uma função suave. Considere (Bn+1
r , ḡ) a bola

euclidiana de raio r centrada na origem com uma métrica conforme ḡ = e2u(|x|2) 〈, 〉, em que
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r < a é tal que condição 1 + 2u′(t)t > 0 ∀ s ∈ [0, r2) seja satisfeita. Como vimos no primeiro

caṕıtulo, o campo posição ~x em (Bn+1
r , ḡ) é conforme na métrica ḡ, cuja função potencial é

dada por σ(x) = 1 + 2u′(|x|2) |x|2. Se para um dado r < a, temos σ > 0 em Bn+1
r , então o

Teorema 1.27 garante a existência de uma função Ψ : Bn+1
r → R tal que se Σk ↪→ (Bn+1

r , ḡ)

é uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie (k = n) suave qualquer, onde são satisfeitas

as condições geométricas (1.12.a) e (1.12.b), então HessΣΨ ≥ 0. Observe ainda que se Σk é

mı́nima, (k ≤ n), então a desigualdade (1.12.b) é trivialmente satisfeita e (1.12.a) é escrita

apenas como
1

σ2
|A|2 ḡ(~x,N)2 ≤ n

n− 1
.

A condição HessΣΨ ≥ 0 desempenha um papel importante no estudo de algumas propri-

edades topológicas e geométricas de Σn. Entretanto, tal função Ψ com a propriedade de ser

convexa sobre Σn pode ser garantida apenas onde a função potencial do campo conforme ~x é

positiva e por isso, exigiremos no decorrer desta seção, que r < a seja escolhido de forma que

σ > 0 em Bn+1
r . Além disso, consideraremos que uma imersão isométrica Σk ↪→ (Bn+1

r , ḡ)

cumpre sempre as condições int(Σ) ⊂ int(Bn+1
r ) e ∂Σ ⊂ ∂Bn+1

r .

Superf́ıcies em uma bola conforme à bola tridimensional

O próximo lema diz essencialmente que se a superf́ıcie Σ ⊂ B3
r é tal que Σ encontra o

bordo ∂B3
r ortogonalmente, então a imersão Σ ↪→ (B3

r, ḡ) é tal que o bordo ∂Σ é estritamente

convexo desde que a função potencial σ do campo conforme ~x seja positiva em B3
r.

Lema 2.18. Seja Σ2 ↪→ (B3
r, 〈, 〉) uma superf́ıcie suave. Suponha que Σ encontra o bordo

∂B3
r ao longo de um angulo θ = π

2
. Então Σ ↪→ (B3

r, ḡ) tem bordo estritamente convexo.

Demonstração. Pelo Lema 1.22 temos

k̄ge = e−h (kge − ν(h)) .

Calculando kge como fizemos no Lema 2.2 encontraremos kge = 1
r
. Além disso, temos

ν(h) = 〈grad(h), ν〉 = 2u′(r2) 〈~x, ν〉 = 2u′(r2) 〈−rν, ν〉 = −2u′(r2)r.

Portanto

k̄ge = e−u(r2)

(
1

r
+ 2u′(r2)r

)
=
e−u(r2)

r

(
1 + 2u′(r2)r2

)
=

σ

eu(r2)r
.

Como σ > 0, temos k̄ge > 0 e o resultado segue.

Pelo lema acima, podemos pensar no caso de uma imersão mı́nima Σ ↪→ (B3
r, ḡ) de

fronteira livre como uma situação particular do principal resultado dessa secção, o Teorema

2.21.
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Lema 2.19. Seja Σ ↪→ (B3
r, ḡ) uma imersão de uma superf́ıcie compacta mı́nima orientável

com bordo estritamente convexo. Se a condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ 2 (2.27)

é satisfeita sobre Σ, então o conjunto

C =
{
p ∈ Σ2; Ψ(p) = minΣΨ(x)

}
(2.28)

é totalmente convexo, em que Ψ é dada pelo Teorema 1.27.

Demonstração. O lema prova-se de maneira inteiramente análoga ao que fizemos no

Lema 2.2. Basta observar que sob a hipótese (2.27) a função Ψ restrita a Σ é convexa,

assim, HessΣΨ ≥ 0.

Lema 2.20. Seja Σ ↪→ (B3
r, ḡ) uma imersão de uma superf́ıcie compacta mı́nima orientável

com bordo estritamente convexo tal que a condição (2.27) do lema anterior é satisfeita.

Então, o conjunto C em (2.28)

i) contém um único ponto p, ou

ii) contém mais de um ponto, e nesse caso, quaisquer p1 e p2 ∈ Σ podem ser ligados por

uma geodésica minimizante γ : [0, 1]→ Σ tal que γ ([0, 1]) ⊂ C e portanto, C é um conjunto

conexo.

O lema acima prova-se de maneira análoga ao que fizemos no Lema 2.3.

Teorema 2.21. Seja Σ ↪→ (B3
r, ḡ) uma imersão de uma superf́ıcie compacta mı́nima ori-

entável com bordo estritamente convexo. Suponha que a condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ 2

seja satisfeita sobre σ. Então, uma das duas situações deve ocorrer:

i) Σ é difeomorfa a um disco,

ii) ou Σ é de rotação e tem topologia não trivial.

A demonstração segue de maneira análoga à do Teorema 2.4. Entretanto, faremos aqui

a t́ıtulo de completude.

Demonstração. Obtemos o item i) de maneira análoga ao fizemos no Teorema 2.4. A

exceção importante aqui é que não é posśıvel concluir qualquer classificação além da to-

pológica, haja vista que não temos um resultado análogo ao teorema de Nitsche [28], ou A.

Ros e R. Souam ([29] , Teorema 2.1) para o espaço aqui trabalhado.
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ii) Como fizemos no Teorema 2.4, suponha agora que ocorre o item ii) do Lema 2.20.

Seja γ : [0, 1] → C uma geodésica minimizante ligando dois pontos em C e c = minΣΨ(x).

Denotemos por ∇̄Ψ o gradiente da função Ψ em (B3
r, ḡ) e por ∇Ψ o gradiente de Ψ quando

restrita a Σ. Como γ(t) é um ponto cŕıtico de Ψ |Σ ∀ t, temos que (∇Ψ) |γ = 0 e sendo

∇Ψ = (∇̄Ψ)T , isto é, a projeção de ∇̄Ψ sobre TqΣ, devemos ter ∇̄Ψ = aN sobre γ(t) para

alguma constante a. Como a função Ψ é radial, o campo vetorial ∇̄Ψ é normal às curvas de

ńıveis que são esferas. Considere então S2
λ a esfera de raio λ < r centrada na origem e tal

que Ψ(x) = c ∀x ∈ S2
λ. Como ∇̄Ψ = aN sobre γ(t), temos que N também é normal à esfera

S2
λ sobre os pontos x = γ(t). Logo, como γ(t) é geodésica em Σ, também será geodésica em

S2
λ e portanto é um arco de um grande ćırculo.

Seja π ⊂ R3 o plano passando pela origem e que contém γ, e seja E o vetor normal unitário

em R3 ortogonal a π. Considere o campo V como fizemos em (2.5). A derivada de Lie

do campo V cumpre LV 〈, 〉 = 2f 〈, 〉 para f ≡ 0 e assim, V é um campo de Killing em

R3 com respeito à métrica canônica. Como estamos considerando ḡ = e2h 〈, 〉 segue pela

Proposição 1.13 que LV ḡ = 2σḡ para σ = f + V (h). Usando (1.4) obtemos

σ = f + V (h(x)) = 〈∇h, V 〉 = 2u′(|~x|2) 〈~x, V 〉 = 2u′(|~x|2) 〈~x, ~x ∧ E〉 = 0,

isto é, V também é um campo de Killing na métrica ḡ. Defina a função v : Σ→ R por:

v(x) = ḡ(V, N̄). (2.29)

Novamente, a função v é solução do problema:

∆Σv +
(
R̄ic(N̄) + |A|2

)
v = 0, (2.30)

(veja [17], Proposição 1), em que R̄ic(N̄) denota a curvatura de Ricci de (B3
r, ḡ) na direção

N̄ . Observe que sobre γ(t) temos

v(γ(t)) = ḡ
(
V, N̄

)
= ḡ

(
~x ∧ E, N̄

)
= e2h

〈
~x ∧ E, N̄

〉
= 0,

já que N̄ é paralelo à ~x quando restritos à γ(t). Então,

d

dt
(v ◦ γ)(t) = 0 ∀ t. (2.31)

Para cada t0 ∈ [0, 1], considere β : (−ε, ε)→ Σ uma curva tal que β(0) = γ(t0) e β′(0)⊥γ′(t0).
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Seja N̄(s) a restrição do campo normal N̄ à β, então

d

ds
(v ◦ β)(s)|s=0 =

d

ds
ḡ(V, N̄)|s=0

=
d

ds

(
e2h
〈
V, N̄

〉)
|s=0

=
d

ds

(
e2h
)
|s=0

〈
V, N̄

〉
|s=0

+ e2h d

ds

〈
V, N̄

〉
|s=0

=
d

ds

(
e2h
)
|s=0

〈
V, N̄

〉
|s=0

+ e2h
{〈
β′(0) ∧ E, N̄(s)

〉
+
〈
β(0) ∧ E, N̄ ′(0)

〉}
= 0.

A última igualdade segue do fato de que todas as parcelas na penúltima linha são nulas. A

justificativa desse fato segue de maneira inteiramente análoga ao Teorema 2.4.

Corolário 7. Seja Σ2 ↪→ (B3
r, ḡ) uma superf́ıcie mı́nima de fronteira livre. Se ocorre a

desigualdade estrita em (2.27), então Σ é difeomorfa a um disco.

Observação 2.22. O Teorema de Nitshce [28], ou Teorema 2.1 de A. Ros e R. Souam [29],

classificam os discos mı́nimos de fronteira livre Σ2 ↪→ (B3
r, ḡ) como sendo discos totalmente

geodésicos quando (B3
r, ḡ) tem curvatura seccional constante. Assim, se a condição (2.27) é

satisfeita sobre Σ ocorrendo a igualdade em algum ponto p, Σ não pode ser um disco, pois

caso fosse, |A|2 ≡ 0 e consequentemente,

0 =
1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 = 2 em p ∈ Σ,

gerando uma contradição. Como uma das condições i) ou ii) do Teorema 2.21 deve ocorrer,

e acabamos de ver que a condição i) não ocorre, resta apenas a condição ii) para ser satisfeita.

Agora, se (B3
r, ḡ) não tem curvatura seccional constante, e Σ2 ↪→ (B3

r, ḡ) é uma superf́ıcie

mı́nima de fronteira livre que satisfaz a condição (2.27) ocorrendo a igualdade em algum

ponto, não é posśıvel concluir que ocorre precisamente a situação ii) do Teorema 2.21,

pois como não sabemos se o análogo ao Teorema 2.1 de A. Ros e R. Souam [29] vale para

esses espaços, pode ser posśıvel que ocorra a igualdade na condição (2.27), como acima, e

ainda assim Σ ter a topologia de um disco.

Vamos agora verificar que existem exemplos concretos para o Teorema 2.21. Primei-

ramente, observe que se Σ2 ↪→ (B3
r, 〈 , 〉) é um disco totalmente geodésico de fronteira livre,

então a equação (1.6) nos diz que Σ2 ↪→ (B3
r, ḡ) também é um disco totalmente geodésico de

fronteira livre e a condição de gap no Teorema 2.21 é trivialmente satisfeita.

Seja x : (−c, c) → R (c > 0) uma função suave com x(t) > 0 ∀ t ∈ (−c, c). Considere

então a superf́ıcie Σ ↪→ R3 obtida pela revolução da curva β(t) = (x(t), 0, t) em torno do
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eixo Oz, cuja parametrização é dada por

X(t, θ) = (x(t) cos(θ), x(t) sin(θ), t). (2.32)

Considere também em Σ a orientação dada por

N =
1√

1 + x′(t)2
(− cos(θ),− sin(θ), x′(t)).

Para evitar confusão com respeito à notação, convém ressaltar que até o final dessa secção,

x será usado sempre para representar a função x : (−c, c)→ R, enquanto que ~x denotará o

vetor posição que quando avaliado sobre Σ é dado por ~x = X(t, θ). Calculando os coeficientes

da primeira e segunda forma fundamental, encontraremos as curvaturas principais dadas por

k1 =
−x′′(t)√

(1 + x′(t)2)3
, (2.33)

k2 =
1

x(t)
√

1 + x′(t)2
. (2.34)

Para cada t ∈ (−c, c), considere a curva

αt(s) = X({t} × [0, 2πx(t)]) =

(
x(t) cos

(
s

x(t)

)
, x(t) sin

(
s

x(t)

)
, t

)
parametrizada pelo comprimento de arco. Seja ν o campo vetorial normal à curva α dado

por

νt(s) =
−1√

1 + x′(t)2

(
x′(t) cos

(
s

x(t)

)
, x′(t) sin

(
s

x(t)

)
, 1

)
.

Defina também a função

f(t) := f(t, s) = 〈α′′t (s), νt(s)〉 =
x′(t)

x(t)
√

1 + x′(t)2
. (2.35)

Observação 2.23. Observe que se αt é o bordo de uma superf́ıcie X([t− ε, t]× [0, 2πx(t)]),

a curvatura geodésica de αt é dada por kge(t) = f(t). E se αt for o bordo de uma superf́ıcie

X([t, t+ ε]× [0, 2πx(t)]), nesse caso temos kge(t) = −f(t).

Pelo Lema 1.21, sob a mudança conforme ḡ = e2h 〈, 〉 na métrica euclidiana, as curva-

turas principais k1 e k2 tornam-se

k̄i = e−h (ki −N(h)) i = 1, 2, (2.36)

em que N(h) = 〈gradh,N〉. Como nesse caso h = u(|~x|2), segue que

gradh = 2u′(|~x|2)~x,
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e a equação (2.36) é escrita como

k̄i = e−h
(
ki − 2u′(|~x|2) 〈~x,N〉

)
i = 1, 2. (2.37)

Se Σ, parametrizada por (2.32), é uma superf́ıcie mı́nima na métrica ḡ = e2h 〈, 〉, então a

equação acima fornece

k1 + k2 = 4u′(|~x|2) 〈~x,N〉 (2.38)

Considerando a expressão do vetor normal N e o vetor posição ~x acima, a expressão da

função suporte fica

〈~x,N〉 = −x(t)− x′(t)t√
1 + x′(t)2

. (2.39)

Usando as expressões de k1, k2 e da função suporte em (2.39), podemos reescrever (2.38)

como
x′′(t)

1 + x′(t)2
=

1

x(t)
+ 4u′(|~x|2)(x(t)− x′(t)t). (2.40)

Assim, o problema de encontrar superf́ıcies mı́nimas em (B3
a, ḡ) que sejam parametrizadas

por (2.32) é equivalente ao problema de encontrar soluções da equação diferencial (2.40)

dadas as condições iniciais de interesse. Por exemplo, se u ≡ 0 então (B3
a, ḡ) (para a = ∞)

é o espaço euclidiano R3 e uma solução da equação acima com condição inicial x(0) = c0 e

x′(0) = 0 é dada por

x(t) = c0 cosh

(
t

c0

)
,

e está definida para todo t ∈ R. Entretanto, as soluções da equação (2.40) em geral não

podem ser obtidas por uma solução explicita como veremos adiante.

Como vimos na Observação 2.5, a condição

1

σ2

∣∣Ā∣∣2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ 2 (2.41)

é equivalente à (
1 +

k̄1

σ
ḡ(~x, N̄)

)
≥ 0 e

(
1 +

k̄2

σ
ḡ(~x, N̄)

)
≥ 0. (2.42)

Nesse caso, k̄1 + k̄2 = 0 e assim, as duas desigualdades acima são equivalentes à

− 1 ≤ k̄i
σ
ḡ(~x, N̄) ≤ 1 para i = 1 ou, i = 2. (2.43)
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Escolhendo i = 2 obtemos,

k̄2ḡ(~x, N̄) = e−h
(
k2 − 2u′(|~x|2) 〈~x,N〉

)
e2h
〈
~x, e−hN

〉
=
(
k2 − 2u′(|~x|2) 〈~x,N〉

)
〈~x,N〉

=

(
1

x(t)
√

(1 + x′(t)2)
− 2u′(|~x|2)

(
−x(t)− x′(t)t√

1 + x′(t)2

))(
−x(t)− x′(t)t√

1 + x′(t)2

)

=

(
− 1

x(t) (1 + x′(t)2)
− 2u′(|~x|2)

x(t)− x′(t)t
1 + x′(t)2

)
(x(t)− x′(t)t)

= −

(
1 + 2u′(|~x|2)

(
x(t)− x′(t)t

)
x(t)

)(
x(t)− x′(t)t

)
x(t)(1 + x′(t)2)

. (2.44)

Como σ = 1 + 2u′(|~x|2) |~x|2 = 1 + 2u′(|~x|2)(x(t)2 + t2), temos

k̄2

σ
ḡ(~x, N̄) = −

(
1 + 2u′(|~x|2)

(
x(t)− x′(t)t

)
x(t)

)(
x(t)− x′(t)t

)
(1 + 2u′(x(t)2 + t2)(x(t)2 + t2))x(t)(1 + x′(t)2)

,

e a condição (2.43) é então equivalente à

− 1 ≤

(
1 + 2u′(|~x|2)

(
x(t)− x′(t)t

)
x(t)

)(
x(t)− x′(t)t

)
(1 + 2u′(|~x|2)(x(t)2 + t2))x(t)(1 + x′(t)2)

≤ 1. (2.45)

Uma vez que exista uma solução x : (−c, c) → R da equação (2.40), suponha que exis-

tam t1, t2 ∈ (−c, c) nas condições do Lema 2.10.. Então, (2.32) para x : [t1, t2] → R, é

uma parametrização de uma superf́ıcie mı́nima de fronteira livre em (B3
r0
, ḡ). Assim, basta

verificarmos a equação (2.45) para a função x : [t1, t2]→ R para que a condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ 2

seja satisfeita sobre Σ.

Exemplo 2.24. Seja (B3
a, ḡ) para a =∞ e ḡ = 〈, 〉, isto é, o espaço euclidiano. Como vimos

anteriormente, uma solução da equação (2.40) com x′(0) = 0 e x(0) = 1 é dada por,

x(t) = cosh(t).

Usando a função acima na equação (2.44) e levando em conta que u ≡ 0, temos

cosh(t)− sinh(t)t

cosh(t)(1 + sinh2(t))
=

cosh(t)− sinh(t)t

cosh3(t)
.

Como a expressão acima satisfaz a condição (2.43), isto é,

−1 ≤ cosh(t)− sinh(t)t

cosh3(t)
≤ 1 ∀ t ∈ R,

em particular, satisfaz também na porção restrita ao intervalo dado pelo Exemplo 2.11.
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Para o caso euclidiano com mencionado acima, temos uma solução explicita para a

equação (2.40). Entretanto, para o caso geral em que se considera uma métrica conforme

ḡ = e2u(|~x|2) 〈, 〉 para uma função suave u qualquer, não se tem, em geral, uma solução expli-

cita para a equação citada acima. Assim, a verificação da condição (2.43) para esses casos,

torna-se uma tarefa menos trivial.

Vamos agora concentrar nossa atenção para o caso em que a métrica canônica no espaço

R3 é mudada conformemente para ḡ = e2h 〈, 〉 = e−
|~x|2

4 〈, 〉. Assim, h(x) = u(|~x|2) = − |~x|
2

8

e o espaço (R3, e−
|~x|2

4 〈, 〉) é chamado Espaço Gaussiano. Existe um grande interesse no

estudo de superf́ıcies mı́nimas no espaço Gaussiano por estarem relacionadas com o fluxo de

curvatura média. Tais superf́ıcies quando vistas como subvariedades do R3 são chadas de

Self-Shirinkers.

Pela Proposição 1.13, o campo posição ~x é conforme na métrica ḡ = e−
|~x|2

4 〈, 〉 e cumpre,

L~xḡ = 2σḡ para σ = 4−|~x|2
4

.

Observe que para uma imersão isométrica Σ ↪→ (B3
r, ḡ), a existência de uma função

Ψ : B3
r → R tal que HessΣΨ ≥ 0 é garantida pelo Teorema 1.27 desde que a função

potencial σ do campo conforme ~x cumpra σ > 0. Assim, para σ = 4−|~x|2
4

devemos ter r < 2.

Agora, para u(|~x|2) = − |~x|
2

8
a equação (2.40) fica:

x′′(t)

1 + x′(t)2
=

1

x(t)
− 1

2
(x(t)− x′(t)t). (2.46)

Lema 2.25. Seja x : (−c, c) → R uma solução da equação acima com condições iniciais

x(0) <
√

4− 2
√

2 e x′(0) = 0. Então, existe 0 < δ < c tal que a parametrização dada por

(2.32) com x : [−δ, δ] → R gera uma superf́ıcie mı́nima Σδ ↪→
(
B3
r, e
− |~x|

2

4 〈, 〉
)

cujo bordo é

estritamente convexo, em que r =
√
δ2 + x(δ)2.

Demonstração. Primeiro, observe que

x(−t) = x(t)∀ t ∈ (−c, c). (2.47)

De fato, defina x̃ : (−c, 0] → R por x̃(s) = x(−s). Então, x̃′(s) = −x′(−s), x̃′′(s) = x′′(−s)
e assim

x̃′′(s)

1 + x̃′(s)2
=

x′′(−s)
1 + x′′(−s)2

=
1

x(−s)
− 1

2
(x(−s)− x′(−s)(−s))

=
1

x̃(s)
− 1

2
(x̃(s)− x̃′(s)s).

Portanto, x̃ também é uma solução da equação (2.46) e além disso satisfaz, x̃(0) = x(0) e

x̃′(0) = x′(0) = 0. Pela unicidade da solução da equação diferencial em questão devemos ter

x̃(s) = x(s) em (−c, 0], de onde segue a afirmação.
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Assim, a função f definida em (2.35) cumpre f(t) = −f(−t) e a função

f̄(t) := e

(
x(t)2+t2

8

) (
f(t)− x(t)x′(t) + t

4
√

1 + x′(t)2

)
t ∈ (−c, c)

cumpre f̄(t) = −f̄(−t). Fixe 0 < s < c e considere Σs a superf́ıcie parametrizada por

(2.32), em que x é restrita ao intervalo [−s, s]. Pela Observação 2.23, as curvaturas

geodésicas dos bordos de Σs com respeito à métrica canônica induzida de R3 cumpre,

kge(−s) = −f(−s) = f(s) = kge(s). Considere agora Σs ↪→ (R3, e−
|~x|2

4 〈, 〉). Pelo Lema

1.22, a curvatura geodésica do bordo de Σs é dado por k̄ge = e
|~x|2

8 (kge − ν(h)). Assim,

k̄ge(s) = e−h (kge − ν(h))

= e

(
x(s)2+s2

8

) (
x′(s)

x(s)
√

1 + x′(s)2
− x(s)x′(s) + s

4
√

1 + x′(s)2

)
= f̄(s),

e de maneira semelhante, temos que k̄ge(−s) = −f̄(−s). Observe que k̄ge(0) = 0, isto é, a

curva X({0} × [0, 2π]) é uma geodésica em Σs ↪→ (R3, e−
|~x|2

4 〈, 〉).
Então, a função f̄ quando avaliada em um ponto s ∈ (0, c) mede a curvatura geodésica

do bordo de uma superf́ıcie Σs, como descrito anteriormente, com a geometria induzida

do espaço (R3, e−
|~x|2

4 〈 , 〉). Ou de maneira semelhante, podemos considerar que f̄ quando

avaliada em t ∈ (−c, c) mede a curvatura geodésica do slice α : X({t} × [0, 2π]) (em Σ2 ↪→
(R3, e−

|~x|2
4 〈, 〉)) com respeito à direção que aponta no sentido oposto ao vetor velocidade da

curva geratriz. Como f̄(s) = −f̄(−s), temos que f̄ é uma função ı́mpar. Façamos então

f̄(t) = a(t)b(t),

em que

a(t) =
e

(
x(t)2+t2

8

)

√
1 + x′(t)2

, b(t) =

(
x′(t)

x(t)
− x(t)x′(t) + t

4

)
.

Assim,

df̄

dt
(0) = a′(0)b(0) + a(0)b′(0)

= 0 + e

(
x(0)2

8

) (
x′′(0)

x(0)
− x(0)x′′(0) + 1

4

)

= e

(
x(0)2

8

) (
2− x(0)2

2x(0)2
− 4− x(0)2

8

)

= e

(
x(0)2

8

) (
x(0)4 − 8x(0)2 + 8

8x(0)2

)
.
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Um estudo de sinal no polinômio p(z) = z4 − 8z2 + 8 fornece 0 < p(z) para 0 < z <√
4− 2

√
2. Isso significa que se escolhermos uma condição inicial x(0) <

√
4− 2

√
2, então

df̄
dt

(0) > 0 e assim, f̄ é crescente em uma vizinhança de 0. Logo, existe 0 < δ tal que

f̄(δ) > 0 e a superf́ıcie Σδ como descrita acima é tal que k̄ge(−δ) = k̄ge(δ) = f̄(δ) > 0.

Assim, Σ2 ↪→ (B3
r, e
− |~x|

2

4 〈, 〉) com r =
√
δ2 + x(δ)2 é uma imersão de uma superf́ıcie mı́nima

de rotação com bordo estritamente convexo, de onde segue o resultado.

Lema 2.26. Seja x : (−c, c) → R uma solução da equação (2.46) com condições iniciais,

x′(0) = 0 e x(0) = x0 <
√

4− 2
√

2. Defina,

F(t) :=
[4− x(t)(x(t)− x′(t)t)] (x(t)− x′(t)t)

x(t)(4− x(t)2 − t2)(1 + x′(t)2)
. (2.48)

Então, existe ε > 0 tal que

−1 ≤ F(t) ≤ 1 ∀ t ∈ (−ε, ε).

Demonstração. Como x′(0) = 0, temos x(t) = x(−t) e portanto

i) F : (−c, c)→ R é uma função par,

e além disso,

ii) F(0) =
(4− x(0)2)x(0)

x(0)(4− x(0)2)
= 1.

Façamos então,

F(t) = a(t)b(t)c(t), (2.49)

em que

a(t) =
4

x(t)
− (x(t)− x′(t)t),

b(t) = x(t)− x′(t)t,

c(t) =
1

c1(t)c2(t)
, em que, c1(t) = 4− x(t)2 − t2 e c2(t) = 1 + x′(t)2.

Usando o fato que x satisfaz a equação (2.46), um longo cálculo, porém direto, fornece

1) a(0) =
4− x(0)2

x(0)
, a′(0) = 0, a′′(0) =

x′′(0)(x(0)2 − 4)

x(0)2
,

2) b(0) = x(0), b′(0) = 0, b′′(0) = −x′′(0),

3) c(0) =
1

4− x(0)2
, c′(0) = 0, c′′(0) =

2
(
x(0)x′′(0) + 1− (4− x(0)2)x′′(0)2

)
(4− x(0)2)2

.

Segue das identidades acima que

iii) F ′(0) = a′(0)b(0)c(0) + a(0)b′(0)c(0) + a(0)b(0)c′(0) = 0,
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isto é, 0 ∈ (−c, c) é um ponto cŕıtico de F . Derivando novamente, obtemos

F ′′(0) = a′′(0)b(0)c(0) + a(0)b′′(0)c(0) + a(0)b(0)c′′(0)

+2

(
a′(0)b′(0)c(0) + a′(0)b(0)c′(0) + a(0)b′(0)c′(0)

)

= 2

(
x′′(0)

(
x(0)− (4− x(0)2)x′′(0)

)
+ 1

4− x(0)2
− x′′(0)

x(0)

)

= 2

((
1 + x′′(0)x(0)

)(
x(0)− (4− x(0)2)x′′(0)

)
x(0)(4− x(0)2)

)
.

Usando que x′′(0) = 2−x(0)2

2x(0)
segue

F ′′(0) =
−x(0)4 + 8x(0)2 − 8

2x(0)2
. (2.50)

Um estudo de sinal no polinômio p(z) = −z4 +8z2−8 , z ∈ R fornece que p(z) < 0 se 0 <

z <
√

4− 2
√

2. Assim, escolhendo uma condição inicial que satisfaça 0 < x(0) <
√

4− 2
√

2

temos

iv) F ′′(0) < 0,

e por continuidade, existe ε > 0 tal que F ′′(t) < 0∀ t ∈ (−ε, ε). Segue então dos itens i),

ii), iii) e iv) que −1 ≤ F(t) ≤ 1 ∀ t ∈ (−ε, ε) como queŕıamos.

S. Angenet [4], mostrou a existência de um toro mı́nimo TA ↪→
(
R3, e

−|~x|2
4 〈 , 〉)

)
, não

circular, obtido pela revolução de uma curva plana fechada simples em torno de um eixo

fixo. No contexto em que estamos trabalhando, considere que tal curva está no plano xz

sendo rotacionada em torno do eixo Oz. Angenet mostrou que tal curva é simétrica com

respeito ao eixo Ox intersectando o mesmo ortogonalmente em dois pontos 0 < x1 < x2. No

trabalho de N. M. Moller [27] sobre existência de superf́ıcies fechadas self-shirinkers Σ2
g de

gênero alto g = 2k, k ∈ N, é obtido (Proposição 2.1) informações sobre localização do toro

TA, e dentre elas, a que nos interessa é sobre o valor de x1, mais precisamente, é obtido que

7

16
− 3

98
< x1 <

7

16
+

3

98
.

Utilizando métodos numéricos com o aux́ılio do software winplot, traçamos algumas

curvas integrais da equação diferencial (2.46), veja fig. 2.4. As curvas plotadas são simétricas

com relação ao eixo x e as respectivas superf́ıcies de revolução são obtidas rotacionando tais

curvas em torno do eixo z.

Considere uma parametrização α(t) = (x(t), 0, t) local da curva geratriz de TA tal que

x : (−c, c) → R, x(0) = x1 e x′(0) = 0. Temos que x(0) = x1 <
7
16

+ 3
98
≈ 0, 46811... <√

4− 2
√

2 ≈ 1, 08239. Assim, os dois lemas anteriores garantem próximo exemplo.
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Exemplo 2.27. Existe uma bola B3
r para algum r >

√
4− 2

√
2 tal que Σ := TA ∩ B3

r é

uma imersão mı́nima Σ ↪→
(
B3
r, e

−|~x|2
4 〈, 〉

)
de uma porção do toro de Angenet com bordo

estritamente convexo e que cumpre a condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ 2

sobre Σ.

Figura 2.4: Localização aproximada do toro de Angenet.

Conjecturamos que exista r < 2 de maneira que Σ = TA∩B3
r seja uma superf́ıcie mı́nima

de fronteira livre em
(
B3
r, e

−|~x|2
4 〈 , 〉

)
.

Subvariedades de dimensão k ≤ n em uma bola conforme à bola

euclidiana Bn+1
r

Vamos agora considerar o caso de uma imersão mı́nima Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ) para 3 ≤ k ≤ n

de fronteira livre. O caso em que a métrica ḡ é euclidiana, Barbosa-Cavalcante-Viana [6]

obtiveram uma classificação topológica. Assim como Li-Xiong [23] generalizou o trabalho de

Ambrozio-Nunes [3] para o espaço hiperbólico e a semi-esfera, podemos pensar no próximo

teorema como uma generalização dos resultados de Barbosa-Cavalcante-Viana para o caso

conforme aqui tratado que, como já sabemos, tem os espaços Hn+1 e Sn+1
+ como exemplos

particulares.
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Teorema 2.28. Seja Σk ↪→ (Bn+1
r , ḡ) (k ≥ 3) uma imersão isométrica de uma subvariedade

mı́nima de fronteira livre. Suponha que condição

1

σ2
|B|2

∣∣~x⊥∣∣2
ḡ
≤ k

k − 1
(2.51)

seja satisfeita sobre Σk. Então, uma das seguintes situações deve ocorrer.

i) Σk é difeomorfa a um disco k-dimensional Dk ou,

ii) Σ é difeomorfa a uma variedade produto S1 × Dk−1 e o conjunto

C =
{
p ∈ Σk; Ψ(p) = minΣΨ(x)

}
é uma geodésica fechada em Σk, em que Ψ é dada pelo Teorema 1.28.

Demonstração. Pelo Teorema 1.28, existe uma função Ψ : Bn+1
r → R tal que HessΣΨ ≥

0. De maneira análoga ao Lema 2.2 mostramos que a convexidade da função Ψ restrita a

Σk garante que o conjunto C seja totalmente convexo, isto é, qualquer segmento de geodésica

ligando dois pontos em C está inteiramente contido no mesmo. Esse fato é sem dúvida o mais

importante derivado da condição de Gap (2.51), essencialmente, ele diz que o conjunto de

pontos cŕıticos da função Ψ sobre Σk coincide com C. Assim, algumas informações topológicas

C podem ser deduzidas para Σk como faremos a seguir. Se C contém apenas um ponto p0,

então podemos usar teoria de Morse para garantir que Σk tem a topologia de um disco Dk.

Agora, suponha que C contém mais de um ponto. Vamos mostrar que a dim(C) = 1. Seja γ

uma geodésica ligando dois pontos, p1 e p2 ∈ C. Como C é totalmente convexo, temos que

γ ⊂ C. Considere γ̃ o prolongamento máximo de γ e suponha que exista um ponto p̃ ∈ C \ γ̃.

Considere então os segmentos de geodésica γ1 ligando p̃ e p1, e γ2 ligando p̃ e p1. Como

estamos supondo p̃ 6= γ̃, devemos ter γ′1(p̃) e γ′2(p̃) linearmente independentes e além disso,

HessΣΨ(p̃)(γ′i, γ
′
i) = 0 i = 1, 2.

Assim, dim(ker(HessΣΨ(p̃))) ≥ 2. Sejam E1 e E2 dois autovetores nulos de HessΣΨ(p̃).

Como

HessΣΨ(x)(Y, Z) = 2σ2Φ′(ϕ)

(
ḡ(Z, Y ) +

1

σ
ḡ(B(Y, Z), ~x)

)
,

devemos ter 1
σ
ḡ(B(Ei, Ei), ~x) = −1 e assim,

2 =
1

σ2
(ḡ(B(E1, E1), ~x)2 + ḡ(B(E2, E2), ~x)2) ≤ 1

σ2
|B|2

∣∣~x⊥∣∣2
ḡ
≤ k

k − 1
,

um absurdo já que k ≥ 3, portanto, C = γ̃. Segue então da teoria clássica de Morse que Σk

pode ser retráıda a uma vizinhança tubular de γ̃. Agora, se γ̃ é uma geodésica fechada, Σk

deve ser difeomorfa a um produto S1 × Dk−1, caso contrário, Σk deve ser difeomorfa a um

produto I × Dk−1 que por sua vez é difeomorfo a Dk.

61



Resultados de classificação via existência de uma função convexa

Corolário 8. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r , ḡ) (n ≥ 3) uma imersão isométrica de uma subvariedade

mı́nima de bordo livre. Suponha que condição

1

σ2
|A|2 ḡ(~x, N̄)2 ≤ n

n− 1
(2.52)

seja satisfeita sobre Σn. Então, uma das duas situações deve ocorrer.

c.1) Σn é difeomorfa a um disco n-dimensinal Dn ou,

c.2) Σn é difeomorfa a uma variedade produto S1×Dn−1 e o conjunto C é um grande ćırculo

γ ⊂ Snr0 (r0) sobre o qual ocorre a igualdade em (2.52). Além disso, |A|2 é constante sobre C
possuindo apenas duas curvaturas principais distintas: − α

r0
e α

(n−1)r0
, em que α =

σ|γ

e
u(r

2
0

)
.

Demonstração. Se no teorema anterior ocorre a situação i), então temos c.1). Mas, se

ocorrer a situação ii), procedemos da seguinte maneira. Considere γ : [0, l] → C uma

parametrização de C, faça c0 = minΣ Ψ e Snr0 := Ψ−1(c0). Para cada t ∈ [0, l] temos

Tγ(t)Σ = Tγ(t)Snr0 ⇒ (Tγ(t)Σ)⊥ = (Tγ(t)Snr0)⊥. (2.53)

Como γ é uma geodésica em Σn, temos ∇̄γ′γ
′ ∈ TΣ⊥ e por (2.53) segue que γ também é

uma geodésica em Snr0 . Logo, γ é um grande ćırculo S1
r0
⊂ Snr0 . Reescreva HessΣΨ como

HessΣΨ(x)(Y, Z) = 2σ2Φ′(ϕ)B0(Y, Z),

em que B0(Y, Z) =
(
ḡ(Z, Y ) + 1

σ
ḡ(A(Y ), Z)ḡ(~x, N̄)

)
. Seja {E1, ..., En} um frame ortonormal

tal que A(Ei) = k̄iE1. Assim, k̄i são as curvaturas principais de Σn e os autovetores de A

são também autovetores de B0 com

B0(Ei, Ei) = λ̄i =
(

1 +
k̄i
σ
ḡ(~x, N̄)

)
. (2.54)

Como estamos assumindo que HessΣΨ tem um autovalor nulo ao longo de γ, podemos

assumir então que λ̄1 = 0. Denote por B⊥0 a restrição de B0 à (γ′)⊥ ⊂ TΣn, assim, os

autovalores de B⊥0 são {λ̄2, ..., λ̄n}. Temos então

n∑
i=2

λ̄2
i =

n∑
i=1

λ̄2
i =

n∑
i=1

(
1 +

k̄i
σ
ḡ(~x, N̄)

)2
= n+

|A|2

σ2
ḡ(~x, N̄)2

≤ n2

n− 1
=

(
∑n

i=1 λ̄i)
2

n− 1
=

(
∑n

i=2 λ̄i)
2

n− 1
. (2.55)

Aplicando a desigualdade de Cauchy Schwarz nos vetores de (n−1) entradas w = (λ̄2, ..., λ̄n)

e v = (1, ..., 1) obtemos

〈w, v〉2 ≤ |w|2 |v|2 ⇒
( n∑
i=2

λ̄i)
2
)
≤ (n− 1)

n∑
i=2

λ̄2
i .
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Combinando as desigualdades acima com (2.55) obteremos w = λv e assim, λ := λ̄2 = ... =

λ̄n. Como
∑n

i=1 λ̄i = n e λ̄1 = 0 segue que λ = n
n−1

. Observe que, sobre γ, o vetor ~x está na

mesma direção do vetor normal N̄ e assim temos ḡ(~x, N̄) = e2h
〈
~x, N̄

〉
= eu(r2

0
)r0 , portanto,

(2.54) fornece

k̄1 = − α
r0

k̄i =
α

(n− 1)r0

(i ≥ 2),

em que α =
σ|γ

e
u(r

2
0

)
.
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Caṕıtulo 3

Classificação via condição de gap na

segunda forma fundamental

3.1 Condição de gap para |A|2 em hipersuperf́ıcies mı́nimas

de fronteira livre em uma classe de variedades con-

forme à Bn+1
r

O próximo teorema foi a motivação aos resultados dessa seção. Aqui, vamos enunciá-lo

na forma que nos interessa, isto é, no contexto de variedades mı́nimas de codimensão 1 e

com bordo. O caso geral pode ser consultado em [7]. Lembrando que uma variedade M̄

completa simplesmente conexa é de Hadamard se a curvatura seccional é não positiva em

qualquer ponto p na direção de qualquer plano π ⊂ TpM̄ .

Teorema 3.1 (Mirandola-Batista-Vitório). Seja Σn ↪→ M̄n+1 uma imersão isométrica de

uma variedade mı́nima, compacta e com bordo em uma variedade de Hadamard M̄ . Seja

r̄ = dM̄(·, ξ) a distância em M̄ a um ponto fixado ξ ∈ M̄ . Considere também 1 ≤ p < ∞ e

−∞ < γ < k. Então, para toda função 0 ≤ ψ ∈ C1(M) vale,

(n− γ)2

pp

∫
Σ

ψp

r̄γ
+
γ(n− γ)p−1

pp−1

∫
Σ

ψp

r̄γ
∣∣∇̄r̄⊥∣∣2 ≤ ∫

Σ

∣∣∇Σψ
∣∣p

r̄γ−p
+

(n− γ)p−1

pp−1

∫
∂Σ

ψp

r̄γ−1

〈
∇̄r̄, ν

〉
,

(3.1)

e além disso, se p > 1 a igualdade ocorre se, e somente se, a função ψ for identicamente

nula em Σ

Observe que o teorema acima se enunciado para os casos particulares em que 0 ≤ γ < n
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e p = 2 a desigualdade (3.1) torna-se

(n− γ)2

4

∫
Σ

ψ2

r̄γ
≤
∫

Σ

∣∣∇Σψ
∣∣2 r̄(2−γ) +

(n− γ)

2

∫
∂Σ

ψ2

r̄γ−1

〈
∇̄r̄, ν

〉
, (3.2)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, a função ψ for identicamente nula.

Vamos agora, construir um modelo de variedade de Hadamard em que pode-se aplicar

o teorema acima para obter resultados de classificação para subvariedades mı́nimas sob

algumas condições.

Seja (Bn+1
a , ḡ) a bola Euclidiana de raio a centrada na origem com uma métrica conforme

ḡ = e2h 〈, 〉, em que a < ∞ ou a = ∞ e h(x) = u(|x|2), sendo u : [0, a2) → R uma função

suave. Observe que se r é a distância Euclidiana de um ponto x ∈ Bn+1
a à origem, então a

distância r̄ de x à origem com respeito à métrica ḡ é dada pela equação (1.5).

Lema 3.2. Considere Bn+1
a com a métrica euclidiana e a conexão ∇̄ associada. Então, o

Hessiano da função h(x) = u(|x|2) é dado por

(Hess h)(x)(Y, Z) = 4u′′(|x|2) 〈~x, Y 〉 〈~x, Z〉+ 2u′(|x|2) 〈Y, Z〉 .

Demonstração. Observe que os gradientes das funções h e u′(|x|2) são dados respectiva-

mente por,

grad (h) = 2u′(|x|2)~x e grad (u′(|x|2)) = 2u′′(|x|2)~x.

Decorre que

(Hess h)(x)(Y, Z) =
〈
∇̄Y grad (h), Z

〉
= 2

〈
∇̄Y u

′(|x|2)~x, Z
〉

= 2
〈
Y (u′(|x|2))~x+ u′(|x|2)∇̄Y ~x, Z

〉
= 2

〈〈
grad (u′(|x|2)), Y

〉
~x+ u′(|x|2)Y, Z

〉
= 2

〈
2
〈
u′′(|x|2)~x, Y

〉
~x+ u′(|x|2)Y, Z

〉
= 4u′′(|x|2) 〈~x, Y 〉 〈~x, Z〉+ 2u′(|x|2) 〈Y, Z〉 .

Lema 3.3. Seja (Bn+1
a , ḡ) como descrito inicialmente. Suponha que a função u cumpra em

seu domı́nio de definição a condição u′′(|x|2)−u′(|x|2)2 ≤ 0. Então se N̄ é um vetor unitário

no espaço tangente TxBn+1
a , temos que

R̄ic(N̄ , N̄)(x) ≤ −4ne−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)].

Demonstração. Primeiro observe que se N̄ ∈ TxBn+1
a cumpre ḡ(N̄ , N̄) = 1 o vetor N =

ehN̄ é tal que 〈N,N〉 = 1. Usando a expressão para mudança conforme na curvatura de
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Ricci obtida na Proposição 1.9, temos

R̄ic(N̄ , N̄) = e−2hR̄ic(N,N)

= e−2h
{
Ric

Rn+1 (N,N)− (n− 1)(Hess h)(N,N) + (n− 1)N(h)2

−{∆h+ (n− 1) |∇h|2} 〈N,N〉
}

= e−2h
{
− 4(n− 1)u′′(|x|2) 〈~x,N〉2 − 2(n− 1)u′(|x|2)

+4(n− 1)u′(|x|2)2 〈~x,N〉2

−4u′′(|x|2) |~x|2 − 2(n+ 1)u′(|x|2)− 4(n− 1)u′(|x|2)2 |~x|2
}

= e−2h
{

4(n− 1)[u′(|x|2)2 − u′′(|x|2)] 〈~x,N〉2 − 4nu′(|x|2)

−4u′′(|x|2) |~x|2 − 4(n− 1)u′(|x|2)2 |~x|2
}

(∗)︷︸︸︷
≤ e−2h

{
4(n− 1)[u′(|x|2)2 − u′′(|x|2)] |x|2 − 4nu′(|x|2)

−4u′′(|x|2) |~x|2 − 4(n− 1)u′(|x|2)2 |~x|2
}

= −4ne−2h
{
u′′(|x|2) |~x|2 + u′(|x|2)

}
,

em que (∗) segue da hipótese feita sobre a função u. Portanto,

R̄ic(N̄ , N̄) ≤ −4ne−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)]

como queŕıamos.

Lema 3.4. Seja (Bn+1
a , ḡ) como descrito inicialmente. Suponha que a função u cumpra em

seu domı́nio de definição as condições

i)u′′(|x|2)− u′(|x|2)2 ≤ 0 e

ii)− u′′(|x|2) |~x|2 − u′(|x|2) ≤ 0.

Então, (Bn+1
a , ḡ) é uma variedade de Hadamard.

Demonstração. Vamos mostrar que a curvatura seccional K̄, cumpre K̄(x)(π) ≤ 0 para

qualquer ponto x ∈ (Bn+1
a , ḡ) e qualquer plano π ⊂ TxBn+1

a . Considere Ēi, i = 1, 2, vetores

que geram π ⊂ TxBn+1
a com ḡ(Ēi, Ēj) = δij. Assim, para Ei = ehĒi temos 〈Ei, Ej〉 = δij.

Usando o lema anterior e a expressão obtida na Proposição 1.9 para a mudança conforme
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na curvatura obtemos

K̄(x)(π) = ḡ(R̄(Ē1, Ē2)Ē2, Ē1)

= e−2h
〈
R̄(E1, E2)E2, E1

〉
= e−2h

{
〈R(E1, E2)E2, E1〉+ 〈E1, E2〉 〈∇E2∇h,E1〉 − 〈E2, E2〉 〈∇E1∇h,E1〉

−
{

(Hess h)(E2, E2)− E2(h)2 + |∇h|2 〈E2, E2〉
}
〈E1, E1〉

+
{

(Hess h)(E1, E2)− E1(h)E2(h) + |∇h|2 〈E1, E2〉
}
〈E2, E1〉

+
{
E1(h) 〈E2, E2〉 − E2(h) 〈E1, E2〉

}
〈∇h,E1〉

}
= e−2h

{
− (Hess h)(E1, E1)− (Hess h)(E2, E2) + E2(h)2 − |∇h|2 + E1(h)2

}
= e−2h

{
− 4u′′(|x|2) 〈~x,E1〉2 − 2u′(|x|2)− 4u′′(|x|2) 〈~x,E2〉2 − 2u′(|x|2)

+4u′(|x|2)2 〈~x,E1〉2 + 4u′(|x|2)2 〈~x,E2〉2 − 4u′(|x|2)2 |~x|2

= 4e−2h
{ [
u′(|x|2)2 − u′′(|x|2)

] (
〈~x,E1〉2 + 〈~x,E2〉2

)
− u′(|x|2)− u′(|x|2)2 |~x|2

}
.

Observe que,

〈~x,E1〉2 + 〈~x,E2〉2 = |x|2 (cos2(θ1) + cos2(θ2)),

em que θi, denota o angulo entre ~x e Ei, i = 1, 2. Como o ângulo entre E1 e E2 é π
2

para

qualquer 0 ≤ θ1 ≤ π
2

fixo, devemos ter π
2
−θ1 ≤ θ2 ≤ π

2
+θ2, e portanto, cos2(θ2) ≤ cos2(π

2
+θ1).

Assim,

cos2(θ1) + cos2(θ2) ≤ cos2(θ1) + cos2(
π

2
+ θ1) ≤ cos2(θ1) + sin2(θ1) = 1,

e consequentemente, 〈~x,E1〉2 + 〈~x,E2〉2 ≤ |~x|2. Pela hipótese i) devemos ter[
u′(|x|2)2 − u′′(|x|2)

] (
〈~x,E1〉2 + 〈~x,E2〉2

)
≤
[
u′(|x|2)2 − u′′(|x|2)

]
|~x|2 .

Segue então da hipótese ii) que

K̄(x)(π) ≤ 4e−2h{
[
u′(|x|2)2 − u′′(|x|2)

]
|~x|2 − u′(|x|2)− u′(|x|2)2 |~x|2}

≤ 4e−2h{−u′′(|x|2) |~x|2 − u′(|x|2)}

≤ 0.

Exemplo 3.5. Considere u1 : [0,∞) → R dada por u1 ≡ 0 e u2 : [0, 1) → R dada por

u2(t) = ln( 2
1−t). As funções u1 e u2 satisfazem evidentemente as condições i) e ii) do lema

anterior. De fato, M1 := (Bn+1
∞ , ḡ) para ḡ = e2u1(|x|2) 〈 , 〉 é o espaço euclidiano Rn+1 e

M2 := (Bn+1
1 , ḡ) para ḡ = e2u2 (|x|2) 〈 , 〉 é o espaço hiperbólico Hn+1. Ambos são variedades

de Hadamard.
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Exemplo 3.6. Seja u : [0,∞) → R dada por u(t) = t
4n

, então as condições do lema acima

são satisfeitas para todo t. Logo, (Bn+1
r , e

|x|2
2n 〈 , 〉) com r =∞ é uma variedade de Hadamard.

De agora em diante consideraremos sempre (Bn+1
a , ḡ) com uma métrica ḡ = e2u(|x|2) 〈 , 〉

para alguma função u que cumpre as condições do lema anterior, o que torna (Bn+1
a , ḡ), uma

variedade de Hadamard. Denotaremos por (Bn+1
r , ḡ) a subvariedade de (Bn+1

a , ḡ) para r < a.

Lema 3.7. Seja (Bn+1
a , ḡ) uma variedade de Hadamard, e para r0 < a, considere Σn ↪→

(Bn+1
r0

, ḡ) uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie mı́nima compacta com bordo. Con-

sidere sobre Σn o operador L := ∆ + |A|2 + q, em que q : Σn → é uma função não positiva.

Suponha que a desigualdade

|A|2 ≤ n2

4r̄2
0

(3.3)

seja satisfeita sobre Σn. Então, o primeiro autovalor λ1 do operador L para o problema:

(∗)

L[v] = −λv Σ

v = 0 ∂Σ

é estritamente positivo, consequentemente, uma solução L[v] = 0 do problema (∗) acima tem

que ser nula.

Demonstração. Vamos provar por contradição, suponha λ1 ≤ 0. Seja v1 tal que,∆v1 + (|A|2 + q)v1 = −λ1v1 Σ

v1 = 0 ∂Σ

Então, v1 não muda de sinal já que é uma função associada ao primeiro autovalor do operador

L. Suponha então, v1 > 0. Usando integração por partes, a desigualdade (3.3) e a hipótese

que λ1 + q ≤ 0 obtemos∫
Σ

|∇v1|2 =

∫
Σ

−v1∆v1dΣ =

∫
Σ

(λ1 + |A|2 + q)v2
1 ≤

∫
Σ

|A|2 v2
1 ≤

n2

4r̄2
0

∫
Σ

v2
1. (3.4)

Considerando r̄ a distância de um ponto p ∈ Σ ao ponto ~0 ∈ Br̄ temos que r̄ ≤ r̄0. Sendo

v1 ≡ 0 sobre ∂Σ, a desigualdade (3.2) para γ = 0 fornece

n2

4

∫
Σ

v2
1 ≤

∫
Σ

|∇v1|2 r̄2 ≤ r̄2
0

∫
Σ

|∇v1|2 . (3.5)

Usando agora a estimativa (3.4) a desigualdade acima torna-se

n2

4

∫
Σ

v2
1 ≤ r̄2

0

n2

4r̄2
0

∫
Σ

v2
1 =

n2

4

∫
Σ

v2
1.

Isso significa que ocorre a igualdade em (3.5) e pelo Teorema 3.1, a função v1 deve ser

identicamente nula, gerando uma contradição. Portanto, devemos ter λ1 > 0.
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Observação 3.8. Seja γ = 2 e n > γ. Considere mesmo enunciado do Lema acima com a

condição,

|A|2 ≤ (n− 2)2

4r̄2
em Σ \~0 (3.6)

no lugar de (3.3), em que r̄ = r̄(x) denota a distância em BR̄ de um ponto x ∈ Σ até o ponto

~0, podemos então obter o mesmo resultado, isto é, o primeiro autovalor do operador L para

o problema (∗) é estritamente positivo.

Observe que a desigualdade (3.3) impõe uma restrição mais ŕıgida no comprimento total

de |A|2, enquanto que a desigualdade (3.6) impõe apenas um controle no crescimento de

|A|2, fazendo com que esse último caso seja uma condição menos restritiva, permitindo por

exemplo, uma situação em que |A|2 fica arbitrariamente grande próximo do ponto ~0.

Lema 3.9. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r0

, ḡ) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira

livre. Considere a função v = ḡ(~x, N̄) definida sobre Σ, em que N̄ denota o campo vetorial

normal à Σ. Então, a função v é solução do seguinte problema,L[v] = 0 Σ

v = 0 ∂Σ

em que L denota o operador definido por L[v] = ∆v + |A|2 v + qv para,

q := R̄ic(N̄ , N̄) + 4ne−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)]

Demonstração. De fato, considere ∇̄ a conexão de Br̄0 com respeito à métrica ḡ. Pelo

Lema 1.20, temos que (∇̄Y ~x)(p) = σY para qualquer p ∈ Σ e Y ∈ TpΣ, em que σ(x) =

1 + 2u′(|x|2) |x|2. Para um ponto p ∈ Σ considere {E1, ..., En} um referencial ortonormal

tangente a Σ e geodésico em p, isto é, ∇EkEl(p) = 0, em que ∇ denota a conexão ∇̄ restrita

a Σ. Considere {Ēk} uma extensão de {Ek} a uma vizinhança de p em Br̄0 de maneira que

(∇̄N̄ Ēk)(p) = 0 para todo k. Abusando um pouco da notação, escreveremos apenas ∇̄N̄Ek

para denotar ∇̄N̄ Ēk. Façamos

~x =
n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)Ek + ḡ(~x, N̄)N̄ . (3.7)

Então,

Ek(v) = ḡ(∇̄Ek~x, N̄) + ḡ(~x, ∇̄EkN̄) = ḡ(σEk, N̄) + ḡ(~x, ∇̄EkN̄) = ḡ(~x, ∇̄EkN̄),

e portanto,

EkEk(v) = σḡ(Ek, ∇̄EkN̄) + ḡ(~x, ∇̄Ek∇̄EkN̄),
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o que resulta em

∆v =
n∑
k=1

EkEk(v) =
n∑
k=1

σḡ(Ek, ∇̄EkN̄) +
n∑
k=1

ḡ(~x, ∇̄Ek∇̄EkN̄). (3.8)

Seja h
kl

os coeficientes da segunda forma fundamental dados por

h
kl

= ḡ(−∇̄EkN̄ , El)⇒ ∇̄EkN̄ = −
n∑
l=1

h
kl
El.

Se H denota a curvatura média de Σ, temos então que H =
∑n

k=1 hkk. Como que H = 0 a

equação (3.8) fica,

∆v =
n∑
k=1

EkEk(v) =
n∑
k=1

ḡ(~x, ∇̄Ek∇̄EkN̄). (3.9)

Desenvolvendo o último termo nas igualdades acima obtemos

∆v = −
n∑

k,l=1

ḡ
(
~x, ∇̄Ek(hklEl)

)
= −

n∑
k,l=1

ḡ
(
~x,El)Ek(hkl)−

n∑
k,l=1

h
kl
ḡ(~x, ∇̄EkEl)

)
. (3.10)

Usando que ∇̄EkEl = h
kl
N̄ , a equação (3.10) pode ser reescrita como

∆v = −
n∑

k,l=1

ḡ
(
~x,El)Ek(hkl)− ḡ(~x, N̄) |A|2 . (3.11)

Por outro lado,

ḡ(~x, N̄)R̄ic(N̄ , N̄) = R̄ic
(
N̄ , ḡ(~x, N̄)N̄

)
= R̄ic

(
N̄ , ~x−

n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)Ek
)

= R̄ic(N̄ , ~x)−
n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)R̄ic(N̄ , Ek). (3.12)

Vamos calcular os dois termos na última parcela acima. Em primeiro lugar temos,

R̄ic(N̄ , ~x) =
n∑
k=1

ḡ
(
R̄(Ek, N̄)~x,Ek

)
=

n∑
k=1

ḡ
(
∇̄Ek∇̄N̄~x− ∇̄N̄∇̄Ek~x− ∇̄[Ek,N̄ ]

~x,Ek
)

=
n∑
k=1

{
ḡ
(
∇̄Ek(σN̄), Ek

)
− ḡ
(
∇̄N̄(σEk), Ek

)
− ḡ
(
σ[Ek, N̄ ], Ek

)}
=

n∑
k=1

{
ḡ
(
σ∇̄EkN̄), Ek

)
− ḡ
(
N̄(σ)Ek + σ∇̄N̄Ek, Ek

)
− ḡ
(
σ[Ek, N̄ ], Ek

)}
= −nN̄(σ)− σ

n∑
k=1

ḡ
(
∇̄N̄Ek, Ek

)
− σ

n∑
k=1

ḡ
(
[Ek, N̄ ], Ek

)
.

Avaliando a expressão acima no ponto p temos que (∇̄N̄Ek)(p) = 0 e [Ek, N̄ ](p) = (∇̄EkN̄ −
∇̄N̄Ek)(p) = (∇̄EkN̄)(p). Resulta então

R̄ic
(
N̄ , ~x

)
(p) = −nN̄(σ). (3.13)
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em segundo lugar temos

n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)R̄ic
(
N̄ , Ek

)
=

n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)R̄ic
(
Ek, N̄

)
=

n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)
n∑
l=1

ḡ
(
R̄(El, Ek)N̄ , El

)
=

n∑
k,l=1

ḡ(~x,Ek)ḡ
(
∇̄El∇̄EkN̄ − ∇̄Ek∇̄ElN̄ − ∇̄[El,Ek]

N̄ , El
)

=
n∑

k,l=1

ḡ(~x,Ek)
{
ḡ
(
∇̄El∇̄EkN̄ , El

)
− ḡ
(
∇̄Ek∇̄ElN̄ , El

)}
.

Como (∇EkEl)(p) = 0, devemos ter (∇̄EkEl)
T (p) = 0, o que resulta em ḡ

(
∇̄EjN̄ , ∇̄EkEl

)
(p) =

0. Sendo h
kl

= −ḡ(∇̄EkN̄ , El) devemos ter

El(hkl)(p) = −ḡ
(
∇̄El∇̄EkN̄ , El

)
(p)− ḡ

(
∇̄EkN̄ , ∇̄ElEl

)
(p) = −ḡ

(
∇̄El∇̄EkN̄ , El

)
(p),

e de forma análoga,

Ek(hll)(p) = −ḡ
(
∇̄Ek∇̄ElN̄ , El

)
(p)− ḡ

(
∇̄EkN̄ , ∇̄EkEl

)
(p) = −ḡ

(
∇̄Ek∇̄ElN̄ , El

)
(p).

Decorre então que em p ∈ Σ

n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)R̄ic
(
N̄ , Ek

)
(p) =

n∑
k,l=1

ḡ(~x,Ek) {−El(hkl) + Ek(hll)}

= −
n∑

k,l=1

ḡ(~x,Ek)El(hkl) +
n∑
k=1

ḡ(~x,Ek)

{
Ek

n∑
l=1

(h
ll
)

}

= −
n∑

k,l=1

ḡ(~x,Ek)El(hkl). (3.14)

Combinando (3.14), (3.13) e (3.12) obtemos

n∑
k,l=1

ḡ
(
~x,Ek

)
El(hkl) = ḡ(~x, N̄)R̄ic

(
N̄ , N̄

)
+ nN̄(σ), (3.15)

e por fim, usando (3.15) em (3.11) obtemos

∆v + |A|2 v + R̄ic
(
N̄ , N̄

)
v = −nN̄(σ). (3.16)

O gradiente da função σ com respeito à métrica canônica é dado por

grad (σ) = 4[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)]~x.

Como o gradiente de σ com respeito à métrica ḡ é dado por ∇̄σ = e−2hgrad (σ), decorre que

∇̄σ = 4e−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)]~x,
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portanto,

N̄(σ) = ḡ
(
∇̄σ, N̄

)
= 4e−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)]ḡ(~x, N̄). (3.17)

substituindo (3.17) em (3.16) temos

∆v + |A|2 v + R̄ic
(
N̄ , N̄

)
v + 4ne−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)]v = 0.

Por outro lado, v ≡ 0 sobre ∂Σ. De fato, pois se Σ é de fronteira livre, então Ñ = ν, em

que Ñ denota o vetor normal a ∂Bn+1
r0

e ν o co-normal a Σ sobre ∂Σ. Como ~x//Ñ = ν sobre

∂Bn+1
r0

e ḡ(ν, N̄) = 0 devemos ter ḡ(~x, N̄) = 0 sobre ∂Σ.

Teorema 3.10. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r0

, ḡ) uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre que

cumpre

|A|2 ≤ n2

4r̄2
0

. (3.18)

Então, Σn é um disco totalmente geodésico passando pela origem.

Demonstração.. Considere a função v = ḡ(~x, N̄), onde N̄ é o campo vetorial normal a Σ.

Definida sobre Σ e o operador L := ∆ + |A|2 + q para

q = R̄ic(N̄ , N̄) + 4ne−2h[u′′(|x|2) |x|2 + u′(|x|2)].

Pelo Lema 3.3 temos que q ≤ 0, e sob a hipótese (3.18), o Lema 3.7 garante que o primeiro

autovalor do operador L := ∆ + |A|2 + q para o problema L[v1] = −λ1v1 com v1 = 0 sobre

o bordo ∂Σ é estritamente positivo. Como nesse caso temos L[v] = 0, decorre que v ≡ 0 em

Σ. Assim, 0 ≡ v = ḡ(~x, N̄) = e2h
〈
~x, N̄

〉
e portanto

〈
~x, N̄

〉
≡ 0. As curvaturas principais

ki e k̄i, i = 1, ..., n de Σ com respeito a métrica canônica 〈, 〉 de Rn+1 e ḡ de (Bn+1
r0

, ḡ)

respectivamente, são relacionadas pela equação (2.37), a saber,

k̄i =
1

eh
(
ki − 2u′(|~x|2) 〈~x,N〉

)
i = 1, ..., n,

em que N denota o vetor normal a Σ na métrica 〈, 〉 dado por N = ehN̄ . Como Σn é minima

na métrica ḡ devemos ter,

0 =
n∑
i=1

k̄i =
n∑
i=1

1

eh
(
ki − 2u′(|~x|2) 〈~x,N〉

)
=

n∑
i=1

1

eh
(
ki − 2u′(|~x|2)eh

〈
~x, N̄

〉)
=

n∑
i=1

1

eh
ki,

isto é,
∑n

i=1 ki = 0 e portanto Σn também é mı́nima em Rn+1 e cumpre 〈~x,N〉 ≡ 0. Desse

modo, conclúımos que Σ é um disco totalmente geodésico passando pela origem.

Com base na Observação 3.8, temos também o seguinte teorema análogo ao resultado

acima.
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Teorema 3.11. Seja Σn ↪→ (Bn+1
r0

, ḡ) (n ≥ 3) uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre

que cumpre

|A|2 ≤ (n− 2)2

4r̄2
(3.19)

em todo ponto x ∈ Σ \~0, em que r̄ = r̄(x) denota a distância em BR̄ de um ponto x ∈ Σ até

o ponto ~0. Então, Σ é um disco totalmente geodésico passando pela origem.

A demonstração do teorema acima se faz de maneira análoga à demonstração do Teo-

rema 3.10, mudando o que for necessário.

3.2 Resultados de gap para |A|2 em hipersuperf́ıcies

mı́nimas de fronteira livre imersas em um domı́nio

anelar

Seja r0 < a ≤ ∞ e considere (Bn+1
r0

, ḡ), em que ḡ = e2h 〈, 〉 com h(x) = u(|x|2) e u

nas condições do Lema 3.4. Para r1 < r2 ≤ r0 , seja A(r1, r2) := Bn+1
r2
\ Bn+1

r1
o anel

(n+ 1)−dimensional e considere a variedade (A(r1, r2), ḡ). Quando quisermos enfatizar que

a métrica ḡ coincide com a métrica canônica (isto é, para u ≡ 0) escreveremos A(r1, r2) em

vez de (A(r1, r2), ḡ), salvo menção expĺıcita em contrário.

Teorema 3.12. Seja Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de

fronteira livre. Suponha que

|A|2 ≤ n2

4r̄2
2

. (3.20)

Então, Σ é tangente ao campo posição, além disso, ∂Σ intersecta as duas componentes

conexas de ∂A(r1, r2).

Demonstração. A demonstração é feita de maneira análoga ao Teorema 3.10. Isto

é, conclúımos que a função v = ḡ(~x, N̄) tem que ser identicamente nula sobre Σn, o que

força Σn ser também uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre no domı́nio Bn+1
r2
\Bn+1

r1
.

A diferença aqui, é que o fato de Σn não passar pela origem não nos permite concluir

que a hipersuperf́ıcie é totalmente geodésica. Entretanto, como vimos no Teorema 3.10,

ḡ(~x, N̄) ≡ 0 implica que 〈~x,N〉 ≡ 0 sobre Σn como hipersuperf́ıcie de Rn+1. Assim, o bordo

∂Σ necessariamente intersecta cada uma das componentes conexas do bordo ∂A(r1, r2), pois

caso contrário, a função f(x) = |x|2 restrita a Σn teria um ponto de mı́nimo ou um ponto de

máximo local em algum ponto x0 ∈ Σ, o que implica que ∇f(x0) = ~x0 deve estar na direção

do vetor normal N em x0 e assim 〈 ~x0, N〉 6= 0, o que não ocorre.
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O teorema acima diz que uma hipersuperf́ıcie mı́nima Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) de fronteira

livre satisfazendo a condição (3.20), necessariamente tem sua função suporte v = ḡ(~x, N̄)

identicamente nula, e além disso, o bordo ∂Σ deve intersectar cada uma das componentes

conexas de ∂A. Observe que no caso espećıfico do espaço euclidiano o qual o teorema

engloba, não é posśıvel dizer de imediato que uma tal hipersuperf́ıcie é totalmente geodésica,

já que em dimensão n ≥ 3 o espaço Euclidiano Rn+1 admite hipersuperf́ıcies mı́nimas não

totalmente geodésicas, como cones, cuja porção que intersecta um anel A(r1, r2), forma

uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre em A(r2, r1). Entretanto, tais hipersuperf́ıcies

possui uma singularidade na origem ~0, logo, devemos ter |A|2 (p) arbitrariamente grande

quando p se aproxima de ~0. Assim, é natural esperar que alguma restrição no raio menor

r1 seja necessária para caracterizar as hipersuperf́ıcies satisfazendo (3.20) como totalmente

geodésicas. Isso é o que faremos nas próximas secções.

O caso de um anel Euclidiano

Seja CΓ := {λy; y ∈ Γn−1, λ ∈ (0,∞)} um cone em Rn+1 com vértice na origem e tomado

sobre uma hipersuperf́ıcie fechada Γ ⊂ Sn. Observe que a função suporte v = 〈~x,N〉 e tal

que v ≡ 0 sobre CΓ e que se Σn ⊂ Rn+1 é uma hypersuperf́ıcie que tem a propriedade de ter

a função suporte identicamente nula então Σ está contida em algum cone CΛ para alguma

hipersuperf́ıcie Λn−1 ⊂ Sn.

Lema 3.13. CΓ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em Rn+1 se, e somente se, Γ é uma hipersu-

perf́ıcie mı́nima em Sn.

Demonstração. Seja ∇̄ a conexão do Rn+1 e N o campo normal a CΓ. A conexão de CΓ

é dada por ∇XY = (∇̄XY )T para quaisquer campos X e Y tangentes a CΓ. A conexão de

Γ como subvariedade de Sn é dada por ∇Γ
ZW = (∇ZW )T para quaisquer campos Z e W

tangentes a Γ como subvariedade de Sn. Seja p ∈ CΓ ∩ Γn−1, logo |~p| = 1, e como ~x ∈ TxCΓ

∀x ∈ CΓ temos ~p ∈ TpCΓ. Considere então En = ~p e complete a uma base {E1, ..., En−1, En}
ortonormal de TpCΓ. Se CΓ é mı́nima em Rn+1, então devemos ter

n∑
k=1

〈
−∇̄EkN,Ek

〉
(p) = 0. (3.21)

Por outro lado,

〈~x,N〉 ≡ 0⇒ ~x 〈~x,N〉 = 0⇒
〈
∇̄

~x
~x,N

〉
+
〈
~x, ∇̄

~x
N
〉

= 0⇒
〈
−∇̄~xN,~x

〉
= 0,

já que
〈
∇̄

~x
~x,N

〉
= 〈~x,N〉 = 0. Em particular, para ~x = p devemos ter〈

−∇̄~pN, ~p
〉

= 0⇒
〈
−∇̄EnN,En

〉
= 0. (3.22)
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Assim, a equação (3.21) fica

0 =
n∑
k=1

〈
−∇̄EkN,Ek

〉
(p) =

n−1∑
k=1

〈
−∇̄EkN,Ek

〉
(p) +

〈
−∇̄EnN,En

〉
(p)

=
n−1∑
k=1

〈
−∇̄EkN,Ek

〉
(p). (3.23)

Como p ∈ Sn, ~p é ortogonal a TpSn e sendo 〈~p,N〉 = 0, decorre que N ∈ TpSn. Assim,

N é normal a Γn−1 como subvariedade de Sn. Sendo {E1, ..., En−1} uma base para TpΓ, a

equação (3.23) fornece

n−1∑
k=1

〈−∇EkN,Ek〉 (p) =
n−1∑
k=1

〈
−(∇̄EkN)T , Ek

〉
(p) =

n−1∑
k=1

〈
−∇̄EkN,Ek

〉
(p) = 0,

o que diz que Γn−1 é uma subvariedade mı́nima de Sn. A rećıproca se faz de maneira análoga,

mudando o que for necessário.

Exemplo 3.14. Para n ≥ 3, consideremos o toro de Clifford Tm,n := Smλ1
×S(n−1)−m

λ2
, em que

λ1 =
√

m
n−1

, λ2 =
√

(n−1)−m
n−1

e 1 ≤ m ≤ n − 2. Como Tm,n é um hipersuperf́ıcie mı́nima

de Sn o cone CTm,n = {λy; y ∈ Tm,n, λ ∈ (0,∞)} é uma hipersuperf́ıcie mı́nima no espaço

euclidiano Rn+1.

Dado λ > 0 considere a hipersuperf́ıcie Γλ := CΓ∩Snλ, em que Snλ denota a esfera de raio λ.

Observe que Γλ é obtida a partir de Γn−1 ⊂ Sn por uma homotetia, isto é, todo ponto x0 ∈ Γλ

é tal que existe um ponto p ∈ Γn−1 de modo que x0 = λp. Sejam |A|2 e |A
λ
|2 denotando

o quadrado da norma da segunda forma fundamental de CΓ como hipersuperf́ıcie do espaço

Rn+1 e de Γλ como hipersuperf́ıcie de Snλ, respectivamente. O próximo lema relaciona |A|2

com |A
λ
|2.

Lema 3.15. Seja λ > 0 e considere Γλ ↪→ Snλ. Temos que

|A|2 (q) = |A
λ
|2 (q)

para todo q ∈ CΓ ∩ Γλ.

Demonstração. Seja q ∈ Γλ. Considere En = ~q
|~q| e complete à uma base {E1, ..., En−1, En}

ortonormal de TqCΓ. Como vimos em (3.22), o fato de 〈~x,N〉 ≡ 0 sobre CΓ garante que〈
−∇̄~xN,~x

〉
(q) = 0, portanto, para x = q temos

〈
−∇̄~qN, ~q

〉
(q) = 0 e multiplicando essa

última expressão por 1
|~q|2 , obtemos

〈
−∇̄EnN,En

〉
(q) = 0, isto é, o vetor −∇̄EnN é ortogonal

a En ou é nulo. Afirmamos que −∇̄EnN = 0. De fato, basta observar que se considerarmos

a curva α : (−ε, ε) → CΓ dada por α(t) = (1 + t
|~q|)q temos α′(0) = En, e como o espaço
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tangente Tα(t)CΓ é o mesmo para todo t, o vetor normal N não varia sobre α e portanto

devemos ter −∇̄EnN = 0. Sabemos que A(·) = −∇̄(·)N é uma aplicação linear auto adjunta.

Assim, 0 = 〈A(En), Ei〉 (q) = 〈En, A(Ei)〉 (q) para todo i = 1, ..., n. Logo,

|A|2 (q) =
n∑
k=1

n∑
l=1

〈A
C

(El), Ek〉2 =
n−1∑
k=1

n∑
l=1

〈A
C

(El), Ek〉2 +
n∑
l=1

〈A
C

(El), En〉2

=
n−1∑
k=1

{
n−1∑
l=1

〈A
C

(El), Ek〉2 + 〈A
C

(En), Ek〉2
}

=
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

〈A
C

(El), Ek〉2

=
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

〈
−∇̄ElN,Ek

〉2
. (3.24)

Por outro lado, {E1, ..., En−1} é uma base ortonormal de Γλ como subvariedade de Snλ sendo

que N é normal a Γλ com N ∈ TqSn. Portanto,

|A
λ
|2 (q) =

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

〈−∇ElN,Ek〉
2 =

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

〈
−(∇̄ElN)T , Ek

〉2

=
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

〈
−∇̄ElN,Ek

〉2
, (3.25)

em que ∇ denota a conexão de Sn com respeito à métrica induzida do Rn+1. Comparando

as equações (3.24) e (3.25), segue o resultado.

Lema 3.16. Considere Γn−1 ↪→ Sn uma superf́ıcie fechada e seja CΓ o cone em Rn+1 com

vértice na origem tomado sobre Γn−1. Dado um q ∈ CΓ, façamos λ = |~q| e Γλ = CΓ ∩ Snλ.

Assim, para p = 1
λ
q ∈ Sn temos

|Aλ|2 (q) =
1

λ2
|A1|

2 (p). (3.26)

Observação 3.17. Uma consequência da identidade (3.26) é que se Γn−1 é uma hipersu-

perf́ıcie mı́nima em Sn, então o cone CΓ tomado sobre Γn−1 é uma hipersuperf́ıcie mı́nima

totalmente geodésica em Rn+1 se, e somente se, Γn−1 é uma hipersuperf́ıcie mı́nima total-

mente geodésica em Sn.

Pelos lemas (3.15) e (3.16), se CΓ é um cone em Rn+1 tomado sobre alguma hipersuperf́ıcie

de Sn e q ∈ CΓ, então para p = 1
|~q|q temos

|A|2 (q) =
1

|~q|2
|A1|

2 (p). (3.27)

Isso diz que o quadrado da segunda forma fundamental de CΓ como hipersuperf́ıcie do Rn+1

quando calculado sobre Γλ = CΓ ∩ Snλ, para algum λ, pode ser comparado com o quadrado
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da segunda forma fundamental de uma hipersuperf́ıcie Γ ↪→ Sn obtida por uma homotetia

Γ = 1
λ
Γλ. Tendo em vista o Lema 3.13, essa comparação torna-se útil no contexto em que

estamos trabalhando se o cone CΓ for uma hipersuperf́ıcie mı́nima Rn+1 devido ao seguinte

teorema:

Teorema 3.18 (Chern-do Carmo-Kobayashi, [14]). . Seja Γn−1 ↪→ Sn uma hipersuperf́ıcie

mı́nima fechada imersa isometricamente na esfera unitária. Suponha que a segunda forma

fundamental A1 de Γn−1 satisfaça

|A1|2 ≤ n− 1.

Então, ocorre uma das duas situações,

(1) |A1|2 ≡ 0 e Γn−1 é um equador Sn−1 de Sn

(2) ou |A1|2 ≡ n− 1 e Γn−1 é um toro de Clifford Tn,m.

Exemplo 3.19. Seja n ≥ 3 e considere CT o cone mı́nimo em Rn+1 tomado sobre o toro

de Clifford Tm,n ↪→ Sn. Considere A(r1 , r2) para r2 = 1 e r2
1

= 4(n−1)
n2 r2

2
e seja também

CT(r1, r2) = CT ∩A(r1, r2) a porção de CT compreendida em A(r1 , r2). Pela equação (3.27),

para um dado ponto q ∈ CT(r1, r2) temos

|A|2 (q) =
1

|~q|2
|A1|

2 (p).

Mas, pelo teorema acima, devemos ter |A1|2 ≡ n− 1. Assim,

|A|2 (q) =
n− 1

|~q|2
≤ n− 1

r2
1

=
n2

4r2
2

,

isto é,

|A|2 (q) ≤ n2

4r2
2

∀ q ∈ CT(r1, r2).

Observe que o exemplo acima diz que apenas a condição |A|2 (q) ≤ n2

4r2
2

não é suficiente

para caracterizar uma superf́ıcie mı́nima de fronteira livre no domı́nio A(r1 , r2) como sendo

totalmente geodésica como fizemos no Teorema 3.10. Para esse caso precisaremos de uma

hipótese adicional que em suma diz respeito a uma condição de distanciamento entre os raios

r1 e r2 de A(r1 , r2) como veremos precisamente no Corolário 9., mas antes, vamos mostrar

um caso um pouco mais geral que será útil para estudar o caso de hipersuperf́ıcies mı́nimas

de fronteira livre no domı́nio (A(r1, r2), ḡ).

Proposição 3.20. Seja CΓ um cone mı́nimo em Rn+1 com vértice na origem tomado sobre

uma hipersuperf́ıcie mı́nima fechada de Sn. Considere CΓ(r1, r2) = CΓ ∩ A(r1, r2) o tronco
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do cone CΓ confinado no anel A(r1, r2). Suponha que para alguma constante a0,

|A|2 (q) ≤ n2

4r2
2

a0 (3.28)

para todo q ∈ CΓ(r1 , r2). Então,

i) Se

r2
1
<

4(n− 1)

n2a0

r2
2
, (3.29)

então CΓ(r1 , r2) é um anel totalmente geodésico. Em particular se a dimensão n cumpre

n2

n−1
≤ 4

a0
a desigualdade (3.29) é sempre satisfeita já que r1 < r2, e assim, CΓ será um disco

totalmente geodésico apenas sob a condição (3.28).

ii) Se n2

n−1
> 4

a0
,

r2
1

=
4(n− 1)

n2a0

r2
2

(3.30)

e a igualdade (3.28) ocorre em algum ponto q ∈ CΓ(r1, r2), temos que Γ é um toro de Clifford

Tm,n.

Demonstração. Façamos Γλ = CΓ(r1, r2) ∩ Snλ, em que r1 ≤ λ ≤ r2, e denotemos por

Aλ a segunda forma fundamental das respectivas hipersuperf́ıcies como subvariedades de Snλ.

Observe que Γ = 1
λ
Γλ. Denotaremos a segunda forma fundamental de Γ por A1. Para cada

q ∈ CΓ(r1 , r2) escolha p = 1
λ
q ∈ Sn. Pela identidade (3.27) temos

|A|2 (q) =
1

|q|2
|A1|

2 (p),

isto é,

|A1 |
2 (p) = |A|2 (q) |q|2 (3.31)

para todo q ∈ CΓ(r1, r2).

i) Assim, pela hipótese (3.28) e a condição (3.29) sobre os raios r1 e r2 temos

|A1 |
2 (p) = |A|2 (q) |q|2 ≤ n2

4r2
2

a0 |q|2 <
n− 1

r2
1

|q|2 ,

isto é,

|A1 |
2 (p) <

n− 1

r2
1

|q|2 .

Como a desigualdade acima vale para todo q ∈ CΓ(r1, r2) e p ∈ Γ tal que p = 1
λ
q, sendo

r1 ≤ |q| ≤ r2, em particular para |q| = r1 tem-se

|A1|
2 (p) < n− 1
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para todo p ∈ Γ, decorre então do Teorema 3.18 que Γ ↪→ Sn é uma hipersuperf́ıcie

totalmente geodésica, e pela Observação 3.17, CΓ(r1, r2) é uma hipersuperf́ıcie mı́nima

totalmente geodésica.

ii) Desenvolvendo (3.31) e usando as hipóteses (3.28) e (3.30) obtemos

|A1|
2 (p) = |A|2 (q) |q|2 ≤ n2

4r2
2

a0 |q|2 =
n− 1

r2
1

|q|2 . (3.32)

Novamente, a equação é satisfeita para todo q ∈ CΓ(r1, r2) e p ∈ Γ tal que p = 1
λ
q, sendo

r1 ≤ |q| ≤ r2, em particular, para |q| = r1 tem-se

|A1 |
2 (p) ≤ n− 1. (3.33)

Mas por hipótese, a igualdade em (3.28) ocorre para algum ponto q ∈ CΓ(r1, r2), portanto,

deve ocorrer também em (3.33) para algum ponto p ∈ Γ. Agora, o Teorema 3.18 garante

que Γ ↪→ Sn é um toro de Clifford e o cone suporte do tronco CΓ(r1, r2) é tomado sobre o

mesmo.

O próximo resultado segue como um Corolário do Teorema 3.12.

Corolário 9. Seja Σn ↪→ A(r1, r2) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira

livre em um anel Euclidiano (n+ 1)-dimensional. Suponha que

|A|2 ≤ n2

4r2
2

. (3.34)

Então, temos que

i) Se n = 2 então Σn ↪→ A(r1, r2) é um anel totalmente geodésico.

ii) Se n ≥ 3 e r2
1
< 4(n−1)

n2 r2
2

então Σn ↪→ A(r1, r2) é um anel totalmente geodésico.

iii) Se n ≥ 3 e r2
1

= 4(n−1)
n2 r2

2
então ou Σn ↪→ A(r1, r2) é um anel totalmente geodésico ou

Σn é um tronco de cone cujo cone suporte é tomado sobre um toro de clifford em Sn.

Demonstração. Pelo Teorema 3.12. a função suporte v = 〈~x,N〉 é identicamente nula

sobre Σn e o bordo ∂Σ intersecta as duas componentes conexas de ∂A(r1, r2). Isso diz que

Σ está contida em um cone mı́nimo de Rn+1. As conclusões seguem então da proposição

Proposição 3.20. escolhendo a0 = 1.

O caso de um anel conforme ao anel Euclidiano

Vamos agora estudar o caso de uma imersão mı́nima de fronteira livre Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ),

em que o anel A(r1, r2) esta munido de uma métrica não é necessariamente euclidiana.
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Quando Σn estiver munida da geometria euclidiana de Bn+1
r2
\ Bn+1

r1
escreveremos Σn

δ , e a

segunda forma fundamental da respectiva geometria será denotada por Aδ. Se p ∈ Σn tem

distância euclidiana até a origem dada por r = |p|, então a distância de p até a origem com

respeito à métrica ḡ = e2u(|x|2) 〈, 〉 é dada pela equação (1.5), a saber,

r̄ = rI(r), (3.35)

em que I(r) =

∫ 1

0

eu(t2r2)dt. Para os propósitos que seguem, definimos m0 = sup{e2u(|x|2);x ∈
A(r1 , r2)}.

O próximo resultado segue como um Corolário do Teorema 3.12.

Corolário 10. Seja Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de

fronteira livre em um anel (n + 1)-dimensional conforme ao anel Euclidiano A(r1 , r2). Su-

ponha que

|A|2 ≤ n2

4r̄2
2

. (3.36)

Então,

1) Se n = 2, então Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um anel totalmente geodésico.

2) Se n2

(n−1)
≤ 4

(
I(r2)2

m0

)
, então Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um anel totalmente geodésico.

3) Se n2

(n−1)
> 4

(
I(r2)2

m0

)
e r2

1
<

4(n− 1)

n2

(
I(r2)2

m0

)
r2

2
, então Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um

anel totalmente geodésico.

4) Se n2

(n−1)
> 4

(
I(r2)2

m0

)
e r2

1
=

4(n− 1)

n2

(
I(r2)2

m0

)
r2

2
, então ou Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) é um

anel totalmente geodésico ou Σn é um tronco de cone cujo cone suporte é tomado sobre um

toro de Clifford em Sn quando considerada como Σn ↪→ (A(r1, r2), 〈 , 〉)

Demonstração. Pelo Teorema 3.12 a função suporte v = ḡ(~x, N̄) = e2h
〈
~x, N̄

〉
é identi-

camente nula sobre Σn e o bordo ∂Σ intersecta as duas componentes conexas de ∂A(r1, r2).

As curvaturas principais k̄i e ki de Σn e Σn
δ respectivamente, se relacionam pela equação

(2.37), a saber,

k̄i =
1

eh
ki − 2u′(|x|2) 〈~x,N〉 , (3.37)

em que N é o vetor normal a Σn
δ dado por N = ehN̄ . Como v ≡ 0 devemos ter 0 ≡

〈
~x, N̄

〉
=

e−h 〈~x,N〉 e portanto 〈~x,N〉 ≡ 0. Assim, a equação (3.37) nos diz que Σn também é uma

superf́ıcie mı́nima de fronteira livre em A(r1 , r2) e portanto Σn é o tronco de um cone mı́nimo

Cn tomado sobre alguma hipersuperf́ıcie mı́nima Γ1 ↪→ Sn. Além disso,

k̄i =
1

eh
ki ⇒ e2h |A|2 = |Aδ|2 ,
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em que Aδ denota a segunda forma fundamental de Σn
δ . Se n = 2, pelo item i) do Corolário

9, temos que Σ2 é um anel totalmente geodésico e o item 1) está provado. Agora, pela

definição de m0 temos

|Aδ|2 = |A|2 e2h ≤ |A|2m0.

Usando agora a hipótese sobre |A|2 temos

|Aδ|2 ≤ |A|2m0 ≤
n2

4r̄2
2

m0 =
n2

4r2
2

r2
2

r̄2
2

m0 =
n2

4r2
2

a0,

onde fizemos a0 =
r2

2

r̄2
2

m0. Temos então

|Aδ|2 ≤
n2

4r2
2

a0. (3.38)

Como I(r2)2 =
r̄2

2

r2
2

, temos a0 =
m0

I(r2)2
e portanto

n2

(n− 1)
≤ 4

(
I(r2)2

m0

)
⇔ n2

(n− 1)
≤ 4

a0

. (3.39)

Logo, Σn é o tronco de um cone mı́nimo de fronteira livre em A(r1 , r2) que cumpre as

condições (3.38) e (3.39). Pelo item i) da Proposição 3.20, Σn ↪→ A(r1 , r2) é um anel

totalmente geodésico, isto é, |Aδ|2 ≡ 0, mas como |Aδ|2 = |A|2 e2h, segue que |A|2 = 0,

e portanto, Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ) também é totalmente geodésica e o item 2) está provado.

Além do mais, temos

n2

(n− 1)
> 4

(
I(r2)2

m0

)
⇔ n2

(n− 1)
>

4

a0

(3.40)

e

r2
1
< (=)

4(n− 1)

n2

(
I(r2)2

m0

)
r2

2
⇔ r2

1
< (=)

4(n− 1)

n2a0

r2
2
. (3.41)

De forma semelhante, o item i) da Proposição 3.20 garante sob as condições (3.38), (3.40) e

a desigualdade estrita em ambas as inequações de (3.41), que Σn ↪→ A(r1 , r2) é um anel total-

mente geodésico e pelo mesmo argumento feito anteriormente temos que Σn ↪→ (A(r1, r2), ḡ)

também é um anel totalmente geodésico e o item 3) está provado. Finalmente, o item ii) da

mesma Proposição garante sob as condições (3.38), (3.40) com a igualdade em (3.41) que

duas situações podem ocorrer, ou |Aδ|2 ≡ |A|2 ≡ 0 ou Σn ↪→ A(r1 , r2) é um tronco de cone

cujo cone suporte é tomado sobre um toro de Clifford e o item 4) está provado.

Exemplo 3.21. Considere o espaço hiperbólico Hn+1 modelado no disco de Poincaré; Hn+1 =

(Bn+1
1 , ḡ), em que ḡ = e2h 〈, 〉 com h(x) = u(|x|2) = ln

(
2

1−|x|2

)
. Dados r1 < r2 < 1 considere

A(r̄1 , r̄2) := (A(r1 , r2), ḡ), onde por (3.35) temos

r̄i = ri
2 tanh−1(ri)

ri
= 2 tanh−1(ri).
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Para esse caso, m0 =
4

(1− r2
2
)2

. Façamos então,

f(r) :=
4I(r)2

m0

= 4[tanh−1(r)]2
(

1− r2

r

)2

.

Estudando mais a fundo a função f : (0, 1) → R podemos verificar que limr→0 f(r) = 4,

limr→1 f(r) = 0 e f ′(r) < 0. Assim, a função f é decrescente, limitada superiormente por 4

e inferiormente por 0.

Seja Σn ↪→ A(r̄1 , r̄2) uma imersão mı́nima de fronteira livre satisfazendo,

|A|2 ≤ n2

4r̄2
2

.

Observe que para todo n ≥ 2 temos

n2

(n− 1)
> f(r) =

4I(r)2

m0

.

Assim,

A) Se n = 2, então Σn ↪→ A(r̄1 , r̄2) é um anel totalmente geodésico.

B) Se n ≥ 3 e r2
1
<

(n− 1)

n2
f(r2)r2

2
, então Σn é anel totalmente geodésico.

C) Se n ≥ 3 e r2
1

=
(n− 1)

n2
f(r2)r2

2
, então podemos ter duas situações; Σn é um anel

totalmente geodésico ou um tronco de cone cujo cone suporte é tomado sobre um toro de

Clifford Tm,n ↪→ Sn quando consideramos Σn ↪→ A(r1 , r2).
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Caṕıtulo 4

Warped products

Nesse caṕıtulo trataremos especificamente dos espaços warped product. Mostraremos

que todos os resultados dos caṕıtulos anteriores podem ser reformulados nesse contexto

modificando o que for necessário. Sugerimos [11] e [21] como referência para um estudo mais

profundo sobre as propriedades geométrica desses espaços.

4.1 Métrica warped

Seja (N, g) uma variedade riemanniana com uma métrica g. Considere I = (a, b) um

intervalo com 0 ≤ a < b ≤ ∞ e λ : I → R uma função suave e positiva em I. A variedade

riemanniana W = I × N com a métrica gw = dr2 + λ2(r)g é chamada de warped product.

A função λ é chamada de função warping e a métrica gw é chamada de métrica warped.

Exemplo 4.1. Considere o retângulo A = (−π, π) × [0, 2π], a esfera S2 = {(x1, x2, x3) ∈
R3;x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1} e a aplicação Φ2 : A→ S2 ⊂ R3 dada por

Φ2(θ1, θ2) = (sin(θ1) cos(θ2), sin(θ1) sin(θ2), cos(θ1)).

A métrica canônica de S2 induz em A uma métrica gw dada por gw = dθ2
1 + sin2(θ1)dθ2

2.

Assim, S2 pode ser considerada como um warped product A = (−π, π)× [0, 2π] cuja métrica

warped é gw como descrita acima. A função warping nesse caso é dada por λ(θ1) = sin(θ1).

De maneira indutiva, podemos considerar coordenadas (r, θ1, ..., θn) ∈ (−π, π)× Sn em Sn+1

dadas pela imersão

Φn+1 : (−π, π)× Sn → Sn+1 ⊂ Rn+1 × R,

em que Φn+1(r, θ1, ..., θn) = (sin(r)Φn(θ1, ..., θn), cos(r)). A métrica canônica de Sn+1 induz

em (−π, π) × Sn uma métrica warped dada por gw = dr2 + sin(r)2gSn , em que gSn denota a
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métrica canônica de Sn. Dessa forma, (−π, π) × Sn com a métrica gw = dr2 + sin(r)2gSn é

isométrico a Sn+1.

Exemplo 4.2. Considere Sn com a métrica warped gw
Sn

= dr2 + sin(r)2g
Sn−1 como descrito

anteriormente. Considere também o espaço W = (0,∞)× Sn e a imersão

Φ : W → Rn+1

dada por Φ(r, θ1, ...θn) = rΦn(θ1, ...θn). A métrica canônica do Rn+1 induz em W uma

métrica gw dada por gw = dr2 + r2gSn . Isso diz que W = (0,∞)× Sn com a métrica warped

gw = dr2 + r2gSn é isométrico a Rn+1 \ {~0} com a métrica canônica.

Considere (W1, g
w1 ) e (W2, g

w2 ) warped products, em que Wi = (ai, bi) × Sn com gw1 =

dr2 + r2gSn e gw2 = ds2 + λ2(s)gSn sendo 0 ≤ ai < bi ≤ ∞.

Lema 4.3. Dado (W2, g
w2 ), existe uma função φ : (a1, b1)→ R positiva tal que (W1, φ

2gw1 )

é isométrico a (W2, g
w2 ). Reciprocamente, dado uma função φ : (a1, b1)→ R positiva, existe

λ : (a2, b2)→ R tal que (W2, g
w2 ) é isométrico a (W1, φ

2gw1 ).

Demonstração.

Considere coordenadas r em (a1, b1) e s em (a2, b2). Precisamos encontrar a mudança de

coordenadas f : (a1, b1)→ (a2, b2) com f(r) = s e f−1(s) = r de forma que

φ2(r)dr2 + φ2(r)r2gSn = ds2 + λ2(s)gSn ,

isto é, precisamos resolver as equaçõesφ(r)dr = ds (∗)

λ(s) = φ(r)r (∗∗)

para determinar r = r(s) e s = s(r).

Dado (W2, g
w2 ), pela equação (∗∗) devemos ter φ(r) = λ(s)

r
. Assim, φ fica inteiramente

determinada se encontrarmos a função s = s(r). Resolvendo (∗) para φ(r) = λ(s)
r

em termos

de s = s(r) obtemos

φ(r)dr = ds⇒ λ(s)

r
dr = ds⇒ 1

r
=

1

λ(s)

ds

dr
,

o que conduz a uma solução dada implicitamente pela relação.

ln(r)− ln(r0) =

∫ s(r)

s0

1

λ(ξ)
dξ (4.1)
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Agora, resolvendo (∗) para r = r(s) encontraremos

r(s) = r0exp

[∫ s

s0

1

λ(ξ)
dξ

]
.

Assim, o intervalo (a1, b1) de definição de s = s(r) é dado pela imagem do intervalo (a2, b2)

pela aplicação r = r(s), em que r0 = r(s0) para algum s0 ∈ (a2, b2) escolhido.

Reciprocamente, dado φ, pela equação (∗∗) devemos ter λ(s) = φ(r)r. Precisamos então

resolver (∗) para r = r(s). Com um racioćınio semelhante, obtemos r = r(s) dado implici-

tamente pela expressão

s− s0 =

∫ r(s)

r0

φ(ξ)dξ,

e para s = s(r), temos

s(r) =

∫ r

r0

φ(ξ)dξ + s0,

em que r0 ∈ (a1, b1) é escolhido. O intervalo de definição da função λ será dado pela imagem

do intervalo (a1, b1) pela aplicação s = s(r).

Corolário 11. Seja M = (Bn+1
R \ {~0}, ḡ) (R ≤ ∞) uma bola no espaço euclidiano com

uma métrica conforme ḡ = φ2 〈, 〉, em que φ = φ(|x|) é uma função radial e suave em seu

domı́nio de definição. Então, existe uma função λ : (0, b) → R (para algum b ≤ ∞) tal que

(W = (0, b)× Sn, gw) é isométrico à M , em que gw = ds2 + λ(s)2gSn . Reciprocamente, dado

um warped product (W = (0, b)× Sn, ds2 + λ(s)2gSn ), existe uma função φ : (0, R)→ R para

algum R (≤ ∞) tal que M = (Bn+1
R \ {~0}, ḡ) é isométrico a W .

Demonstração. Considere a imersão

Φ : W → Bn+1
R

dada pelo Exemplo 4.2. A aplicação Φ induz emW uma métrica ḡw = φ2(r)dr2+φ2(r)r2g
S2

.

Pelo lema anterior, existe λ : (0, b) → R tal que ḡw é equivalente à gw e assim devemos ter

(W, gw) isométrico a (Bn+1
R \ {~0}, ḡ). Reciprocamente, dado um warped product (W, gw)

existe uma função φ : (0, R) → R tal que ḡw é equivalente à gw. Defina em (Bn+1
R \ {~0})

a métrica conforme ḡ = φ(|x|)2 〈, 〉, a mesma aplicação Φ induz em W uma métrica que é

equivalente à ḡw e portanto equivalente à gw.

Seja W = I×Sn com I = (0, b) um warped product com uma métrica gw = dr2 +λ2(r)gSn

para alguma função warping λ : (0, b) → R suave em (0, b). Observe que λ está definida

em um intervalo aberto, não sendo posśıvel determinar gw, na maioria das vezes, quando

r → ∂I. Por exemplo, se I = (0,∞) e gw = dr2 + r2gSn temos que λ2(r) = r2 → 0 e

assim a métrica se degenera quando r → 0. Entretanto, como vimos no Exemplo 4.2,
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W = ((0,∞)× Sn, dr2 + r2gSn ) é isométrico ao espaço euclidiano M = (Rn+1 \ {~0}, 〈, 〉) com

limr→0 Φ(r, ·) = ~0. Evidentemente, a métrica euclidiana se estende de maneira C∞ a ~0 ∈M
e nesse sentido escrevemos ([0, b)× Sn, dr2 + r2gSn ) para denotar o espaço Rn+1.

De maneira geral, se lims→0 λ(s) = 0 escrevemos W = ([0, b) × Sn, ds2 + λ(s)2gSn no

sentido de que o espaço (Bn+1
R \{~0}, φ2(|x|) 〈, 〉) ao qual W é isométrico, admite uma extensão

diferenciável da função φ(|x|) ao ponto ~0 com φ(0) > 0. Uma questão interessante é saber

quais condições devemos ter sobre a função warping para que um warped product W =

((0, b)×Sn, ds2 +λ(s)2gSn com lims→0 λ(s) = 0 admita uma extensão diferenciável da métrica

quando s→ 0 no sentido descrito acima. O Resultado a seguir esclarece essa questão e pode

ser encontrado em [15], Lema 2.10.

Lema 4.4. Considere o warped product W =
(
(0, b)×Sn, ds2 +λ(s)2gSn

)
com lims→0 λ(s) =

0. Uma condição necessária e suficiente para que W tenha uma extensão diferenciável da

métrica gw quando lims→0 λ(s) = 0 é que λ e possua derivada de todas as ordens em 0 com

λ′(0) = 1 e dmλ
dsm

(0) = 0 para todo m par.

Observação 4.5. Pelo Corolário 11 e Lema 4.4, dado um espaço M = (Bn+1
R \, e2u(|x|2) 〈, 〉)

existe uma função λ definida em um domı́nio apropriado de maneira que M é isométrica a

W =
(
[0, b)×Sn, ds2 +λ(s)2gSn

)
. Assim, um warped product W =

(
[0, b)×Sn, ds2 +λ(s)2gSn

)
e uma variedade M = (Bn+1

R \, ḡ) são essencialmente o mesmo espaço no sentido de que um

determina o outro via uma isometria. Eles se diferem apenas na forma de representá-los.

4.2 Resultados de gap em warped products

Resultados de gap via existência de uma função convexa

Considere um warped product W n+1 =
(
[0, b)× Sn, gw

)
(gw = ds2 + λ(s)2gSn ) com uma

conexão riemanianna ∇̄. Suponha que a função warping λ cumpra as condições:

i) λ(0) = 0, λ(s) > 0∀ s ∈ (0, b) e

ii) λ′(0) = 1, dnλ
dsn

(0) = 0 para todo n par.

O campo X ∈ X (W ) dado por X = λ(s)∂s é conforme, isto é,

LXgw = 2λ′(s)gw

e cumpre

∇̄YX = λ′(s)Y (4.2)
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para qualquer campo Y ∈ X (W ) (veja [8], Lema 2.2). Considere a bola geodésica BR =

[0, R]× Sn ⊂ W n+1 em que R < b é tal que λ′(s) > 0∀ s ∈ [0, R] e as as funções

a(s) = λ(s)2 e b(s) = λ′(s).

Pelo Lema 1.25 existe uma função Φ : (0, R)→ R tal que

2Φ′′(λ2(s))λ(s)λ′(s)2 + Φ′(λ2(s))λ′′(s) = 0. (4.3)

Considere ϕ : W n+1 → R dada por ϕ = gw(X,X), em que X = λ(s)∂s. Defina então a

função Ψ : Σ→ R dada por

Ψ(p) = Φ(ϕ). (4.4)

Observe que

Ψ(p) = Φ(gw(λ(s)∂s, λ(s)∂s)) = Φ(λ2(s)),

em que s = s(p). Como o gradiente da função λ′(s) com respeito à métrica gw é dado por

∇̄λ′ = λ′′∂s, o Lema 1.26 fornece

HessΣϕ(p)(Y, Z) = 2
(
λ′′gw(∂s, Y )gw(X,Z) + (λ′)2gw(Z, Y ) + λ′gw(B(Y, Z), X)

)
. (4.5)

Semelhante ao que fizemos na equação (1.15) do Teorema 1.27 podemos obter

HessΣΨ(p)(Y, Z) = 4(λ′)2Φ′′(ϕ)gw(Y,X)gw(Z,X) + Φ′(ϕ)HessΣϕ(x)(Y, Z)

= 2λ
[
2λ(λ′)2Φ′′(ϕ) + Φ′(ϕ)λ′′

]
gw(∂s, Y )gw(∂s, Z)

+2Φ′(ϕ)
(
(λ′)2gw(Z, Y ) + λ′gw(B(Y, Z), X)

)
. (4.6)

Decorre então de (4.3) que

HessΣΨ(p)(Y, Z) = 2Φ′(ϕ)
[
(λ′)2gw(Z, Y ) + λ′gw(B(Y, Z), X)

]
. (4.7)

Defina o conjunto

Cw = {p ∈ Σ; Ψ(p) = min ΣΨ}. (4.8)

Sob as condições acima temos os seguintes resultados.

Teorema 4.6. Seja Σ2 ↪→ BR ⊂ W 3 uma imersão isométrica de uma superf́ıcie mı́nima

compacta de fronteira livre em uma bola geodésica de W 3. Suponha que

1

(λ′)2
|A|2 gw(X,N)2 ≤ 2 (4.9)

sobre Σ, em que N denota o campo normal unitário. Então,

1. Σ é difeomorfa a um disco.
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2. ou Σ é um anel rotacional.

Demonstração. Considere a função Ψ definida em (4.4). Então, a equação (4.7) fornece

HessΣΨ(p)(Y, Z) = 2Φ′(ϕ)
[
(λ′)2gw(Z, Y ) + λ′gw(B(Y, Z), X)

]
= 2Φ′(ϕ)(λ′)2gw

(
Z +

1

λ′
gw(X,N)A(Z), Y

)
.

Pelo Lema 1.24, a condição (4.9) garante queHessΣΨ é positivo semidefinido. Se o conjunto

Cw tem apenas um ponto então como no Teorema 2.21 podemos concluir que Σ tem a

topologia de um disco. Agora, suponha que existam p1 e p2 em Cw. Segue de maneira

semelhante como fizemos no Lema 2.3, que a geodésica minimizante γ ligando p1 e p2

em Σ está contida em um grande ćırculo do slice S0 := {s0} × S2, em que s0 é tal que

Φ(λ2(s0)) = minΣ Ψ. Pelo Corolário 11 podemos considerar uma isometria

F̃ :
(
W 3 \ {0} × S2, gw

)
→
(
B3
R \ {~0}, ḡ

)
,

em que ḡ = φ(|x|) 〈, 〉 e φ é determinada pelo Lema 4.3. Façamos S̃0 := F̃ (S0) e γ̃ := F̃ (γ).

Então, S̃0 é uma esfera em B3
R centrada na origem e γ̃ está contida em um grande ćırculo de

S̃0. Seja E o eixo ortogonal ao plano que contém γ̃ e considere o campo de Killing V definido

em (2.5). De maneira inteiramente análoga ao que fizemos no Teorema 2.21, concluiremos

que o campo V é tangente à Σ̃ = F̃ (Σ).

Corolário 12. Seja Σ2 ↪→ BR ⊂ W 3 uma imersão isométrica de uma superf́ıcie mı́nima

compacta de fronteira livre em uma bola geodésica de W 3. Se a desigualdade em (4.9) é

estrita, então Σ é difeomorfa a um disco.

A demonstração do Corolário acima segue de maneira inteiramente análoga ao Corolário

7.

Teorema 4.7. Seja Σk ↪→ (W n+1, gw) uma imersão isométrica de uma subvariedade mı́nima

de bordo livre. Suponha que a condição

1

(λ′)2
|B|2

∣∣X⊥∣∣2
gw
≤ k

k − 1
(4.10)

seja satisfeita sobre Σk. Então, uma das duas situações deve ocorrer.

i) Σk é difeomorfa a um disco k-dimensinal Dk.

ii) ou Σ é difeomorfa a uma variedade produto S1 × Dk−1

A demonstração do toerema acima se faz de forma inteiramente análoga à demonstração

do Teorema 2.52. Basta observar que sob a condição (4.10), a função dada em (4.4) cumpre

HessΣΨ(p) ≥ 0 e assim o conjunto Cw é totalmente convexo.
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Corolário 13. Seja Σn ↪→ BR ⊂ W n+1 uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie

mı́nima compacta de fronteira livre em uma bola geodésica de W n+1. Suponha que

1

(λ′)2
|A|2 gw(X,N)2 ≤ n

n− 1
(4.11)

sobre Σn, em que N denota o campo normal unitário. Então, uma das duas situações deve

ocorrer.

1. Σn é difeomorfa a um disco Dn.

2. ou Σn é difeomorfa a uma variedade produto S1 × Dn−1 e o conjunto Cw é um grande

ćırculo γ ⊂ Sns0 (s0 ≤ R) sobre o qual ocorre a igualdade em (2.52). E além disso, |A|2

é constante sobre Cw possuindo apenas duas curvaturas principais distintas: −λ
′(s0)

λ(s0)
e

λ′(s0)

(n− 1)λ(s0)
.

A demonstração do corolário acima se faz de maneira inteiramente à demonstração do

Corolário 8

Classificação via condição de Gap na segunda forma fundamental

Lema 4.8. Considere um warped product W n+1 = [0, b)× Sn com uma métrica gw = ds2 +

λ(s)2gSn Suponha que a função warping λ cumpra a seguinte condição

i) λ′′(s)λ(s) + 1 ≤ λ′(s)2

então, a curvatura de Ricci em W n+1 na direção de um vetor normal N qualquer cumpre

RicW (N,N) ≤ −nλ
′′(s)

λ(s)
(4.12)

e se além disso,

ii) λ′′(s) ≥ 0, então a curvatura seccional de W n+1 é não positiva.

Demonstração. Considere a função φ dada pelo Lema 4.3 de forma que (W n+1
1 , φ2gw1),

com (gw1 = dr2 + r2gSn ) e W n+1
1 = [0, r(b))×Sn, seja isométrico a (W n+1, gw). Então, temos

(?)

φ(r) = s′(r)

λ(s) = φ(r)r
,

em que s = s(r) é dado implicitamente pela equação (4.1). As equações acima fornecem

λ′(s) =
φ′(r)

φ(r)
r + 1
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e

λ′′(s) =
1

φ(r)2

(
φ′′(r)r + φ′(r)− φ′(r)2

φ(r)
r

)
,

façamos φ(r) = eu(r2) e assim, as equações acima podem ser reescritas respectivamente como

λ′(s) = 1 + 2u′(r2)r2 (4.13)

e

λ′′(s)λ(s) = 4
(
u′′(r2)r2 + u′(r2)

)
r2. (4.14)

Dessa forma obtemos

4
(
u′′(r2)− u′(r2)2

)
r4 = λ′′(s)λ(s) + 1− λ′(s)2,

e pela hipótese i) devemos ter,

a) u′′(r2)− u′(r2)2 ≤ 0.

Como (W n+1
1 , φ2gw1) é isométrico a (Bn+1

r0
, ḡ) em que ḡ = φ(|x|)2 〈, 〉 = e2u(|x|2) 〈, 〉, a condição

a) acima garante pelo Lema 3.3 que

RicB(η, η) ≤ −4ne−2u(r2)[u′′(r2)r2 + u′(r2)],

em que r = |x|. Mas, por (4.14) devemos ter

4ne−2u(r2)[u′′(r2)r2 + u′(r2)] = n
λ′′(s)λ(s)

(eu(r2)r)2
= n

λ′′(s)λ(s)

λ(s)2
= n

λ′′(s)

λ(s)
,

e pela isometria entre (W n+1
1 , φ2gw1) e (W n+1, gw) temos

RicW (N,N) ≤ −nλ
′′(s)

λ(s)
.

Além disso, a condição ii) garante que,

b) −u′′(r2)r2 − u′(r2) ≤ 0,

assim, as condições a) e b) garantem pelo Lema 3.4, que W n+1
1 tem curvatura seccional não

positiva e portanto, o mesmo resultado segue para (W n+1, gw).

De agora em diante consideraremos um warped product (W n+1, gw), em que a função

warping λ satisfaz também as condições i) e ii) do Lema anterior.

Seja Bs0
= [0, s0 ] × Sn ⊂ W n+1 bola geodésica. Observe que a distância do ponto

p = (s, θ) ∈ Bs0 ao ponto O := {0} × Sn como respeito à métrica warped é d(O, p) = s.

Assim, para o contexto de warped products o Lema 3.7 é enunciado como segue.

Lema 4.9. Seja Σn ↪→ Bs0 ⊂ W n+1 uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie mı́nima

compacta com bordo ∂Σ. Considere sobre Σn o operador L := ∆+|A|2+q, em que q : Σn → R
é uma função não positiva. Suponha que a desigualdade

|A|2 ≤ n2

4s2
0

(4.15)

seja satisfeita sobre Σ. Então, o primeiro autovalor λ1 do operador L para o problema:
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v = 0 ∂Σ

é estritamente positivo e consequentemente, uma solução L[v] = 0 do problema (∗) acima

tem que ser nula.

A demonstração do lema anterior se faz de forma inteiramente análoga ao Lema 3.7

mudando o quer for necessário.

Lema 4.10. Seja Σn ↪→ Bs0
uma imersão de uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre.

Considere a função v = gw(X,N) definida sobre Σ, em que N denota o campo vetorial

normal à Σn. Então a função v é solução do seguinte problema,L[v] = 0 Σ

v = 0 ∂Σ
,

em que L é operador definido por L[v] = ∆v + |A|2 v + qv para

q := RicW (N,N) + n
λ′′(s)

λ(s)
.

A demonstração do lema anterior se faz de maneira inteiramente análoga à demonstração

do Lema 3.9 à qual pode ser encontrada em [9] (Proposição 2.1) e usa essencialmente a

propriedade do campo X ser conforme cuja função potencial é λ′(s).

Dado uma hipersuperf́ıcie fechada Γn−1 ↪→ Sn o cone Cw
Γ ↪→ W n+1 tomado sobre Γ é

definido por Cw
Γ = [0, b) × Γn−1. Assim, Cw

Γ pode ser parametrizado localmente por (s, θ),

em que θ = θ(u1, ..., un−1) é um sistema de coordenadas locais em Γn−1. Observe que se

N é o campo normal a Cw
Γ então a função suporte v : Cw

Γ → R dada por v = gw(X,N) é

identicamente nula. Reciprocamente, se uma hipersuperf́ıcie Σn ↪→ BR ⊂ W n+1 de fronteira

livre tem a função suporte identicamente nula então, Σn é um cone Cw
∂Σ tomado sobre o

bordo de Σ. Considere o slice Γs := Σ∩{s}×Sn (0 ≤ s ≤ s0) e denotemos por As a segunda

forma fundamental de Γs como hipersuperf́ıcie de (Sn, λ(s)2gSn ). De maneira semelhante

ao que mostramos no Lema 3.13 podemos verificar que Cw
Γ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima

de fronteira livre em BR ⊂ W n+1 se e somente se Γs é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em

(Sn, λ(s)2gSn ) para cada s ≤ R. E semelhante ao Lema 3.15 podemos mostrar também que

|A|2 (s, θ) = |As|2 (θ). (4.16)

Um análogo do Teorema 3.10 para o espaço Warped aqui trabalhado é dado a seguir.
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Teorema 4.11. Seja Σn ↪→ Bs0
⊂ W n+1 uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre, que

cumpre

|A|2 ≤ n2

4s2
0

. (4.17)

Então, Σ é um disco totalmente geodésico que passa pelo ponto O = {0} × Sn.

Demonstração. Procedemos de forma análoga ao Teorema 3.10 para demonstrar que sob

a condição (4.17), a função v = gw(X,N) é identicamente nula sobre Σn, em que N denota

o campo normal. Agora, vamos mostrar que v ≡ 0 garante que Σn é um disco totalmente

geodésico. Primeiro observe que O ∈ Σn, de fato, pois caso contrário existiria um ponto

p0 ∈ Σ tal que Xp0 seria paralelo a N e consequentemente gw(X,N)(p0) 6= 0, absurdo.

Como gw(X,N) = 0, cada slice Γs := Σ ∩ {s} × Sn (0 ≤ s ≤ s0) é uma hipersupeŕıcie

mı́nima em (Sn, λ(s)2gSn ), além disso,

|A|2 (s, θ) = |As|2 (θ). (4.18)

Se |A|2 6= 0 em algum ponto (s̃, θ̃), então |As̃|2 (θ̃) 6= 0. Como λ(s) → 0 quando s → 0

temos que |As|2 (θ) fica arbitrariamente grande quando s → 0 e por (4.18), o mesmo vale

para |A|2. Portanto, a condição (4.17) garante que |A|2 ≡ 0 e o slice Γs para cada s é

necessariamente um equador Sn−1 em Sn.

Teorema 4.12. Seja Σn ↪→ Bs0
⊂ W n+1 uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre que

cumpre

|A|2 ≤ (n− 2)2

4s2
(4.19)

em todo ponto p ∈ Σ \ O, em que s = s(p) é tal que 0 ≤ s ≤ s0. Então, Σ é um disco

totalmente geodésico passando pelo ponto O.

A demonstração do teorema acima se faz de maneira análoga à demonstração do Teo-

rema 4.11 da mesma maneira como obtemos o Teorema 3.11.

Classificação via condição de Gap na segunda forma fundamental

em um domı́nimo anelar de um warped product

Consideremos agora um warped product W n+1 = [0, b) × Sn (b ≤ ∞), onde a função

warping satisfaz as condições do Lema 4.8. Defina um domı́nio anelar Aw ⊂ W n+1 por,

Aw(s1, s2) = Bs2 \Bs1 .

Semelhante como fizemos no caṕıtulo anterior, pretendemos classificar uma hipersu-

perf́ıcie Σn ↪→ Aw(s1, s2) mı́nima de fronteira livre via condição de gap na segunda forma

fundamental de Σn.
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Teorema 4.13. Seja Σn ↪→ Aw(s1, s2) uma imersão isométrica de uma hipersuperf́ıcie

mı́nima de fronteira livre em um domı́nio anelar de warped product. Suponha que

|A|2 ≤ n2

4s2
2

. (4.20)

Então,

1) Se n = 2, então Σ2 ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente geodésico.

2) Se n ≥ 3 e λ(s1)2 < 4(n−1)
n2 s2

2
, então Σn ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente geodésico.

3) Se n ≥ 3 e λ(s1)2 = 4(n−1)
n2 s2

2
, então Σn ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente geodésico ou

Σn = [s1, s2]× Γn−1, em que Γ é um toro de Clifford Tm,n.

Demonstração. Com racioćınio análogo ao que foi usado no Teorema 4.11, podemos

mostrar que gw(X,N) ≡ 0, e consequentemente, Σn intersecta as duas componentes conexas

de ∂Aw. Como vimos anteriormente, Σn = [s1, s2]×Γn−1 para alguma hipersuperf́ıcie Γ ⊂ Sn.

Se AΓ denota a segunda forma fundamental de Γn−1 ↪→ (Sn, gSn ), então

|As|2 (θ) =
1

λ2(s)
|AΓ|2 (θ),

em que As denota a segunda forma fundamental de Γs = Σ ∩ {s} × Sn (s1 ≤ s ≤ s2) como

subvariedade de (Sn, λ(s)2gSn ). A equação (4.16) fornece

|A|2 (s, θ) = |As|2 (θ).

Assim,

|AΓ|2 (θ) = |A|2 (s, θ)λ2(s),

e pela condição (4.20), devemos ter

|AΓ|2 (θ) ≤ n2

4s2
2

λ2(s)

para todo s ∈ [s1, s2], e em particular,

|AΓ|2 (θ) ≤ n2

4s2
2

λ2(s1). (4.21)

Se n = 2, então como ∂Σ2 é uma hipersuperf́ıcie mı́nima em S2 a única possibilidade é

Σ2 = [s1, s2] × S1 e portanto Σ2 ↪→ Aw(s1, s2) é um anel totalmente geodésico e o item 1)

está provado. Agora se n ≥ 3 e λ(s1)2 < 4(n−1)
n2 s2

2
, então a equação (4.21) fornece

|AΓ|2 < n− 1.

Pelo Teorema 3.18 devemos ter |AΓ|2 = 0 e assim Σn = [s1, s2] × Sn−1. Consequente-

mente, Σn é totalmente geodésica pela equação (4.16) e o item 2) está provado. De maneira

semelhante, prova-se o item 3).
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vol. 32, Issue 1, (1980), 147-153.

[23] H. Li, C. Xiong, A Gap Theorem for Free Boundary Minimal Surfaces in Geodesic Balls

of Hyperbolic Space and Hemisphere, The Journal of Geometric Analysis., (2017).

95
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