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Resumo

Esta tese consiste numa busca por condigoes suficientes para propriedade
de gréfico de uma variedade Lagrangiana W, invariante por um fluxo Hamil-
toniano de Tonelli. Este tipo de estudo comegou com Birkhooff na década
de 1920, depois a partir da década de 1980 pelas escolas Russa, Francesa e
também, com os trabalhos de Carneiro e Ruggiero no Brasil.

Na secao 2.1, estudamos o caso em que W nao contém pontos conjugados.
Mais precisamente, mostramos que quando no nivel de energia existir uma
vizinhanga U de W, na qual a semi-érbita positiva de um ponto o € U nao
tenha pontos conjugados a o entao, W é um grafico.

Na se¢ao 2.2, consideramos o caso em que W esta contida num conjunto
de Mané. Um fato bem conhecido é que uma condi¢ao necesséaria para que
W seja um grafico, é que esteja contida em um conjunto de Mané. Assim,
é natural perguntar se esta condicao também é suficiente. Nesta direcao
mostramos que se W estd num conjunto de Mané e quaisquer duas orbitas
errantes em W tém os mesmos conjutos alfa limites ou os mesmos conjuntos
omega limites, entao W é um gréfico.

Na secao 2.4, nosso estudo se restringe ao caso do fluxo geodésico no toro
T3. Neste caso, mostramos que quando as geodésicas com condicoes iniciais
em W minimizam distancia no recobrimento R3, para qualquer intervalo de

tempo e além disso, quaisquer duas orbitas nao recorrentes tém os mesmo



conjutos alfa limites ou os mesmos conjuntos omega limites, entao W é um
grafico.
Palavas-Chave: Hamiltoniano de Tonelli, pontos conjugados, minimizantes

globais, teoremas de Birkhoof, graficos Lagrangianos.



Abstract

This thesis consists in a search by sufficient conditions for the graph
property of a Lagrangian manifold W, invariant by a Tonelli Hamiltonian
flow. This kind of study started with Birkhoof in the 1920’ and later after
1980 with Russian and French school and also with the work of Carneiro
and Ruggiero in Brazil.

In section 2.1, we study the case where W has no conjugate point. More
precisely, we show that when in the energy level there exists a neighborhood
U of W, such that the positive semi-orbit of a point o € U has no point
conjugate to alpha then W is a graph.

In section 2.2, we consider the case where W is contained in a Mané set.
It is a well known fact that a necessary condition to a Lagrangian invariant
manifold to be a graph is that it is contained in some Mané set. A natural
question is if that is also a sufficient condition. On this direction, we show
that if W is a subset of a Mané set and any two wandering orbits have either
the same alpha limit set or the same omega limit set, then W is a graph.

In section 2.4, we restricted our study to the geodesic flow on the torus
T3. In this case, we show that when the geodesics with initial conditions in
W minimize the distance in the covering space R? and besides that any two
non recurrent orbits have either the same alpha limit set or the same omega

limit set, then W is a graph.



Keywords: Tonelli Hamiltonian, conjugate points, global minimizing, Birkhoof’s

theorem, Lagrangian graphs.



Introducao

Desde os tempos de Isaac Newton ha uma busca, pelo entendimento da
dinamica da interagao puramente gravitacional de mais de dois corpos celes-
tes. Este problema é conhecido como o problema de N corpos. Matematicos
como Euler (1772), Lagrange (1788), Jacobi (1836) e Hill (1878) enfrentaram
esse problema, dando algumas contribuicoes relevantes para o caso N = 3.
Mas o problema recebeu uma atencao maior em 1889, quando o Rei Oscar 11
da Suécia, no seu aniversario de 60 anos, ofereceu um prémio a qualquer um
que resolvesse o problema ou que pelo menos desse uma grande contribuig¢ao
no entedimento dessa dinamica. Entao, em 1889, Henri Poincaré apresenta
um memoravel artigo, o qual contém uma provavel solucao. Poincaré, ciente
de que o problema geral era muito dificil, tentou resolver uma versao mais
fraca, hoje conhecida como o problema dos trés corpos restrito (veja [52]).
Nesta versao, as érbitas dos trés corpos estao contidas num mesmo plano.
Um dos jurados designados para avaliar os trabalhos submetidos era Karl
Weierstrass, o qual disse:

”Ora certamente este trabalho nao pode ser considerado uma solucdo do pro-
blema proposto, mas sem duwvida é de tao grande importancia que sua pu-
blicacao ird inaugurar uma nova era na dinamica celeste”.

Um grande feito de Poincaré nesse trabalho, foi a descoberta da dependéncia

sensivel nas condigoes iniciais, fenomeno hoje conhecido como Caos e redes-



coberto em 1963, pelo meteorologista Edward Lorenz do MIT.

Enfim, Poincaré levou o prémio, apesar de nao ter resolvido completamente
o problema dos trés corpos restrito e, ele mesmo, ainda perceber depois que
tinha cometido um erro. Entretanto, depois ele publica seu famoso livro ” Les
M’ethodes Nouvelles de la Mécanique Céleste” (veja [57]), no qual ele ndo sé
corrige seu erro, mas também amplia seus métodos para contextos muito
mais gerais.

Em suas pesquisas, Poincaré percebeu que, para entender a dinamica do
problema dos trés corpos restrito, dentre outras coisas, era importante com-
preender a dinamica do que hoje conhecemos por difeomorfismos twist do
anel (veja [39, 44], para definigao precisa).

Assim, em 1912, Poincaré publicou um artigo no Rendiconti del Circolo Ma-
tematico di Palermo (vol. 33, pp. 375-407), com o seguinte teorema, o qual
ele considerava de grande importancia para o problema dos trés corpos res-
trito.

Sobre um Teorema de Geometria:Todo difeomorfismo Twist no anel,
que preserve drea e que gire os dois circulos fronteira em direcoes opostas,
deve ter pelo menos dois pontos fizos.

Poincaré prova nesse artigo alguns casos particulares e no inicio de 1913, Ge-
orge D. Birkhoff publica uma prova (veja [20]) completa desse teorema, o qual
ele chama de ultimo teorema geométrico de Poincaré. Birkhoff ja ganhava
naquele momento, grande destaque na comunidade matematica americana
pelas suas pesquisas. Tanto que ja era apelidado de o Poincaré americano .
Seguindo projetos de pesquisas tracados por Poincaré, em 1920 Birkhoff pu-
blicou um artigo (veja [39, 44]), no qual ele apresenta provas, incompletas, de
dois elegantes teoremas. Estes, sao resultados sobre propriedades de graficos

de curvas invariantes, por diffeomorfismos twist do anel, e sao conhecidos na



literatura como os Primeiro e Segundo Teoremas de Birkhoff, apresentados
a seguir.

Primeiro Teorema de Birkhoff: Seja F : T*S! — T*S! um difeomorfismo
twist, de classe C* e homotdpico a identidade. Se W C T*St for um grdfico
de classe C° e invariante por F, entio W € um grdfico Lipschitz.

Segundo Teorema de Birkhoff: Seja F : T*S! — T*S! um difeomorfismo
twist, simplético e mondtono. Se W C T*S' for um circulo de classe C°,
homotdpico a secao nula e invariante por . Entao W € um grdfico de classe
C°.

Provas completas desses dois Teoremas podem ser encontradas em [39 , 44].
Os dois teoremas de Birkhoof ficaram quase que esquecidos até as décadas
de 80 e 90, quando foi iniciada a busca pelas demonstracées completas dos
teoremas de Birkhoff bem como pelas suas versoes generalizadas. Até onde
sabemos provas completas dos dois teoremas de Birkhoff apareceram pela
primeira vez em 1983 (veja [39] ) e outra em 1989 (veja [44]).  Ainda em
1989, Michael Herman mostra que para uma generalizacao dos dois teoremas
de Birkhoff no caso de difeomorfismo twist F : T*T™ — T*T"™ é necessério
supor que o W C T*T" seja um C%-Lagrangiano(veja [41]) e ainda da uma
prova completa do Primeiro Teorema. No caso de um fluxo Hamiltoniano
¢ TFT™ — T*T", temos que o diffeomorfismo ¢; ¢é isotdpico a identidade.
AYem disso ja eram conhecidos familias de exemplos de fluxos Hamiltonia-
nos possuindo subvariedades Lagrangianas invariantes. Assim, éra bastante
natural se perguntar se tais variedades Lagrangianas invariantes eram secoes
do fibrado cotangente. Deste modo, a seguinte pergunta é fundamental para
o entendimento da dinamica dos fluxos Hamiltonianos em fibrados cotangen-
tes.

Pergunta: Seja ¢; : T"M — T*M um fluxo Hamiltoniano de Tonelli e



W C T*M uma subvariedade Lagrangiana, compacta, conexa, de classe C!
e ¢i-invariante. Quando W € uma secao?

Relacionado com esta questao existem as seguintes conjecturas.
Conjectura (Yakov Sinai ~ 1983): Sejam ¢, : T'T" — TyT" um fluzo
geodésico no toro e W C Ty T™ um toro Lagrangiano minimizante, entao ele
€ uma secao.

Conjectura (Arnold =~ 1986): Sejam ¢, : T1T" — T1T™ um fluxo geodésico
no toro e W C T\T™ um toro Lagrangiano. Se W for homdlogo a secao nula,
entao ele € uma secao.

Conjectura (Herman ~ 1989): Sejam ¢, : T*T" — T*T" um fluro Ha-
miltoniano e N C T*T"™ uma subvariedade compacta, conexa e de dimenao
n. Se N for ¢i-invariante, homotépica a se¢io nula e minimal (toda drbita
¢ densa !), entdo € uma subvariedade Lagrangiana.

Definigoes precisas, do que se entende por minimizante e por homologo a
secao nula, sao apresentadas nas paginas—.

A seguir apresentaremos uma linha do tempo sobre os resultados obtidos nas
direcoes dessas duas conjecturas.

Teorema (Bialy - Polterovich - 1986[15]) Sejam ¢; : TyT?* — TyT? um fluzo
geodésico e W C TVT? um 2-toro invariante, minimizante e de classe C3.
Entao W é uma segao.

Teorema (Bialy - 1989[18]) Sejam ¢; : T*T?* — T*T? o fluzo de uwm Hamil-
toniano optico e simétrico, . C T*T? um nivel de energia reqular, W C 3,
um 2-toro de classe C° e invariante. Se v : W — 3. induz um monomor-
fismo v, : m (W) — m(X) e W ndao contém drbitas periddicas entao W ¢
uma secdo de classe C°.

Teorema (Polterovich - 1991[58]) Sejam ¢; : T*T¢ — T*T?¢ um fluzo Hamil-

toniano dptico, ¥, C T*T? um nivel de energia reqular e W C X, um toro
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Lagrangiano suave homdlogo a secao nula e suportando uma probabilidade
mvariante suave. Entao W € uma segao.

Teorema (Bialy - Polterovich - 1991 [18 |) Sejam ¢; : T*T? — T*T? um
fluzo Hamiltoniano optico, W um toro Lagrangiano suave e invariante. Se
W for homalogo a se¢ao nula e recorrente por cadeia, entao W € uma se¢ao.
Teorema (Bialy - Polterovich - 1992 [19]) Sejam ¢; : T*T? — T*T? um fluzo
Hamiltoniano éptico e W C T*T¢ uma variedade Lagrangiana compacta, co-

nexa, orientdavel e invariante. Suponha que:

e A classe de Maslov de W em relagao a distribuicao Lagrangiana vertical

seja nula;
e Para todo mergulho f : (D* 0D?*) — (T*T", W) se tenha [, f*w = 0;
o W seja recorrente por cadeia.

Entao W € uma secao.
Teorema (Carneiro - Ruggiero - 2004[22]) Seja ¢, : T*T? — T*T?* um fluzo
Hamiltoniano de Tonelli, ¥, C T*T? um nivel de energia reqular e W C X,

s, @ Xe — T2 for uma

um toro invariante de classe ct. Se a restricao m
submersao entao W € uma secao se, e somente se, ele for minimizante.

Teorema (Carneiro - Ruggiero - 2006 [23]) Sejam ¢; : Ty T? — TyT? um fluzo
geodésico Finsler e W C TyT? um 2-toro de classe C° e invariante. Se W
for um toro minimizante, no qual toda orbita periddica isolada seja atratora
ou repulsora, entao ele € uma secdo. Além disso, este resultado € falso se W
tiver orbita periodica isolada que nao seja nem atratora e nem repulsora.

Teorema(Carneiro - Ruggiero - 2006 [23])Sejam ¢; : T1'T? — TiT? o fluro
geodésico de uma métrica Finsler simétrica e W C Ty T? um 2-toro de classe
O, homdlogo a secio nula, invariante e contendo uma drbita periddica.

Entao W é uma segao.
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Teorema ( Arnaud M.C - 2010[11]) Sejam ¢y : T*M — T*M um fluxo Ha-
maltoniano de Tonelli e W C T*M wma variedade Lagrangiana invariante ,
compacta e conexa. Se W for Hamiltoniamente isotépica a se¢ao nula, entao
ela é uma se¢ao exata

Teorema ( Arnaud M.C - 2014[12]) Sejam ¢y : T*M — T*M um fluro Ha-
miltoniano de Tonelli e W C T*M uma subvariedade Lipschitz, compacta,

conexa, invariante e de mesma dimensao que M. Suponha que:
e W nao contenha pontos conjugados;

e Fxista um subconjunto denso D C W tal que:
min{liminf [| dg;(q)(v) || liminf || d(q)(v) [[} < oo, ¥(g,v) € TpW.

Entao W € o grdfico de uma 1-forma exata de classe C*. Em particular, é
uma se¢ao Lagrangiana.

Teorema ( Arnaud M.C - 2014[12])Sejam ¢, : T*M — T*M um fluzo Ha-
miltoniano de Tonelli e W C T*M wma variedade de classe C', compacata,

conexa, invariante e de mesma dimensao que M. Suponha que:
o W nao contenha pontos conjugados;

o FExistam duas sequéncias s, \, —o0 e t, /* 400 tais que as duas

familias {¢s, |w} e {o,|w} sejam equilipschitz.

Entao W € o grdfico de uma 1-forma exata de classe C*. Em particular, é
uma se¢ao Lagrangiana.

Aqui cabe observar que uma subvariedade Lagrangiana Hamiltonianmente
isotopica a secao nula é exata. Arnold conjecturou que a reciproca é ver-
dadeira. Essa conjecura estd confirmada até o momento apenas para S!, S?

e T2, embora em 2012, Mohamed Abouzaid ter provado que uma variedade
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Lagrangiana fechada, exata e com classe de Maslov nula, é homotopicamente
equivalente & secao nula. Mesmo essa conjectura ainda nao estando con-
firmada, o teorema de Marie Claud Arnaud em [11], foi generalizado para
subvariedade Lagrangiana exata.
Teorema (Amorim-Oh-Santos - 2017[1]) Sejam ¢, : T*M — T*M um fluzo
Hamiltoniano de Tonelli na variedade fechada orientavel M, N wvariedade
fechada com dim M = dim N, j: N — T*M continua injetiva e S : N — R
continua. Se W := j(N) for invariante e a tripla (N,7,S) for Lagran-
giana Lipschitz exata entdo, ewiste uma funcio f € CUVYM,R), tal que
W € o grdfico da 1-forma df. Em particular, toda variedade Lagrangiana
W C T*M, conexa, compacta, exata e invariante € um grdfico.

Até o presente momento, nossas contribuicoes a questao sao os seguintes
resultados.
Teorema A Sejam ¢y : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli, 3.
um nwwel de energia reqular e W C X, uma variedade Lagrangiana compacta,
conezxa de classe C'. Se existe uma vizinhanca U C ¥, de W, tal que cada
a € U tenha no mdrimo um niumero finito de pontos conjugados na semi-
orbita {¢¢(a)| t > 0}, entao W € uma seg¢ao.
Corolario 1: Sejam ¢y : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli e
Ye CT*M um nivel de energia reqular e sem pontos conjugados. Se W C 3,
for uma subvariedade Lagrangiana conexa e compacta, entdo é uma se¢ao.
Corolario 2: Seja ¢y : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli.
Se T*M admite uma folheagao Lagrangiana ¢i-invariante, entao toda folha
fechada é uma secao.
Teorema B Sejam ¢, : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli, ¥,
um nivel de energia reqular e W C Y, uma variedade Lagrangiana, compacta

, coneza, de classe C* e sem pontos conjugados. Se Q(¢lw) = W entao
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Sing(W) nao contém estrato Sy. Em particular, se W for genérica entao é
uma secao.

Observamos aqui que alguns dias antes de obtermos a prova do teorema B,
um artigo de Carneiro - Ruggiero foi aceito para publicacao. Nesse artigo,
eles provam os dois teoremas seguintes:

Teorema (Carneiro - Ruggiero [25]) Sejam ¢, : TyM — Ty M o fluxo geodésico
da variedade Riemanniana fechada (M,qg) e W C T1'M wuma variedade La-
grangiana compacta de classe C*. Entao o conjunto singular Sing(W) tem a
sequinte propriedade: Para cada ponto 6 € Sing(W) existe uma vizinhanga

conexa By C W tal que

1. By € uma caiza de fluro By := U ¢1(Sg), onde Sy C Sing(W) € uma
[t|<e
secdo de classe C°, transversal ao fluzo geodésico;

2. ByN Sing(W) € uma unido finita de se¢des continuas transversais ao

fluxo geodésico.

Além disso, se W nao contém pontos conjugados entao, Sing(W) contém
um aberto (na topologia induzida) de pontos errantes. Em particular, se
Q(pelw) =W, entao W € uma seg¢ao.

Todavia, varios meses depois percebemos que com as hip6teses Q¢ |y ) = W
e auseéncia de pontos conjugados, é possivel dar uma prova razoavelmente
simples de que W é uma grafico (ver segao 2.1). Claramente, o Teorema de
Carneiro-Ruggiero acima, é muito mais forte e mais profundo, ja que ele da
uma descricao da topologia do conjunto singular.

O Teorema a seguir também foi provado em [25].

Teorema ( Carneiro - Ruggiero) Sejam ¢, : TyM — T1M o fluzo geodésico
da variedade Riemanniana fechada (M,g) e W C T1M uma variedade La-

grangiana compacta conexa de classe C? e seja ro, o supremo da curvatura
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seccional de W, em relagao a métrica de Sasaki. Suponha que W ndao conte-

nha pontos conjugados e que satisfaca uma das condi¢oes a sequir:
o Rec(pilw) € ro-denso em W ;
o Lim(¢|lw) € ro-denso em W.

Entao W é uma segdo de classe C?.

Um fato conhecido, desde os primeiros trabalhos de Ricardo Mané em
dinamica Lagrangiana, é que se W C T*M for uma secao Lagrangiana in-
variante entao, estd contida num conjunto de Mané (ver se¢ao 2.2 para uma
prova deste fato). Uma questao natural é se a reciproca é verdadeira, ja
que levantamento ao recobrimento universal, de solucoes de Euler-Lagrange
no conjunto de Mané, sao minimizantes da acao Lagrangiana em qualquer
intervalo de tempo. Nesta direcao temos o seguinte.

Teorema C Sejam M uma variedade suave compacta e orientdvel, ¢; :
"M — T*M um fluxo Hamiltoniano de Tonelli e W C X, uma variedade
Lagrangiana orientdvel, compacta, conexa e classe C*. Se W estd contida em
um conjunto de Marié N, entio, a aplicacio Tlw : W — M € uma sobreje¢ao
de grau 1. Em particular, A.CcW.

Teorema D Seja ¢y : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli,
Y. um nwwel de energia regular e W C Y. uma variedade Lagrangiana com-
pacta, conexa e classe C*. Se W estd contida em um conjunto de Mané

N, e para quaisquer duas drbitas distintas e errantes O1,0y C W tem-se
Lim™(O1) N Lim™(Os) # 0 ou Lim™(01) N Lim™(03) # 0, entao, W € uma

secao.
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Teorema E Sejam ¢, : Ti'T" — TiT" um fluro geodésico no toro T" e
W C TiT™ uwma variedade Lagrangiana, compacta, conexa, de classe C? e
minimizante. Se quaisquer duas drbitas distintas Oy, Oy C W — Rec(d|w)
tem-se Lim™*(O1) N Lim™(Oq) # 0 ou Lim~(01) N Lim™(O2) # 0, entao W
€ uma secao.

Teorema F Seja W C Ty T? um toro Lagrangiano de classe C?, minimizante
e suportanto no mdximo uma quantidade infinito enumerdvel de medidas in-
variantes. Entao, W € uma sec¢ao.

De fato, acreditamos que as hipéteses dinamicas no Teorema E, podem ser
enfraquecidas. Continuamos na busca de uma prova da Conjectura de Sinai,

pelo menos no caso do Toro T3.

Para alguns exemplos de fluxos Hamiltonianos de Tonelli, é sabido que o
espago de fase T*M é folheado por graficos Lagrangianos invariantes. Esse é
o caso, por exemplo, dos Liouville Integraveis. Marie Claude Arnaud propos
um novo conceito de integrabilidade para esse tipo de fluxo, eliminando a
necessidade de um total de integrais primeiras independentes, como no caso
do Liouville Integravel. Nessa nova defini¢ao (ver segao 2.5), a exigéncia é
que o espaco de fase admita uma folheacao por gréaficos Lagrangianos inva-
riantes de classe C°. Em [8], ela prova a fim de que isto ocorra, é necessario
e suficiente que, toda dérbita no espacgo de fase esteja em algum conjunto de
Mané. Algum tempo depois em [2], os autores provam que para o espaco de
configuragoes T", um fluxo Hamiltoniano é integravel no sentido de Marie
Claude, se e somente se, nao tem pontos conjugados. Observamos aqui que,
no caso de um fluxo geodésico em T", desde 1994 (ver [21]) j& era sabido que o
fluxo nao tem pontos conjugados se, e somente se, a métrica Riemanniana for

flat. Isto, foi provado por Hopf décadas antes no caso n = 2 e conjecturado
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por ele, como verdadeiro para todo n. Em [49], Massart-Sorrentino provam
que para um Lagrangiano mecanico em T", a condiciao de C° integrabilidade
implica que a fungao energia potencial é constante e, portanto, pelo Teorema
de Burago-Ivanov a métrica Riemanniana é flat. Em particular, todos os
grificos Lagrangianos sao de classe C! pelo menos. Isto mostra uma certa
rigidez da condicao de C° integrabilidade. Nosso resultado a seguir é mais
um pequeno passo nessa direcao. Aqui cabe observar que, até onde sabemos,
ainda é uma questao em aberto saber quais tipos de variedades suportam um
fluxo geodésico sem pontos conjugados.

Teorema G Seja o Lagragiano de Tonelli L(z,v) = % + 1. (v) —u(x),
na variedade Riemanniana fechada (M,g) e com fluxo de Euler-Lagrange
¢ : TM — TM. Seu e CY(M,R) ndo é constante oun nao € fechada entdao,

TM nao admite uma folheagdo por grdficos Lagrangianos C°, ¢,-invariantes.

Em outras palavras, Lagrangianos magnéticos nao sao C°-integrdveis.



Capitulo 1

T'écnicas Auxiliares

Este capitulo contém as teorias que usaremos para tratar as questoes as
quais se propoe responder nesta tese. A menos que explicito o contrario, em
todo o capitulo M sera uma variedade suave compacta, conexa, sem fronteira,
de dimensao n. Denotaremos 7 : TM — M e w : T*M — M as projecoes

canonicas dos fibrados tangente e cotangente respectivamente.

1.1 Aplicacoes de Recobrimento

Vamos apresentar aqui alguns resultados sobre aplicagao de recobrimento,
que serao tuteis nesse trabalho. Por simplicidade, todo espago topolégico aqui
serd assumido Hausdorff, conexo, paracompacto e segundo-enumeravel e toda

aplicacao entre espagos topoldgicos continua. As referéncias sao [46, 47].

Definigao 1.1. Uma aplicacio continua P : X — X é chamada de aplicacio
de recobrimento quando, para cada ponto x € X, existir uma vizinhanca

V, C X e uma familia {U;} de abertos disjuntos em X tais que:

1. PY(V,) = U Us;
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2. Para cada indice ¢ a restri¢ao P|y, : U; — V,, é um homeomorfismo.

Neste caso o aberto V,, é chamado de vizinhaca destinguida, X um espaco de

recobrimento do espaco X e para cada x € X, o conjunto P~!(z) é chamado

de fibra sobre x.

Proposicao 1.2. Se P : X 5 X for aplicacao recobrimento, entdo para

quaisquer T,y € X, as fibras P~(z) e P~(y) tém o mesmo niimero cardinal.
Definicao 1.3. Seja uma aplicagao f : X — Y. Dizemos que [ é:

1. fechada, quando para todo conjunto fechado F' C X tem-se f(F) é
fechado em Y;

2. prépria, quando for fechada e para cada y € Y, o conjunto P~1(y) é

compacto.

Proposicao 1.4. Seja f : X — Y um homeomorfismo local. Entao, as

sequintes sentencas sao equivalentes.
1. Eziste m € N tal que para caday € Y a fibra f~'(y) tem m elementos;
2. f € propria e sobrejetiva;
3. f € uma aplicagao de recobrimento com fibras f~(y) finitas;

Corolario 1.5. Seja f : X — Y wma aplicagio, A C X um conjunto com
fecho compacto e tal que a restricio f|a seja wm homeomorfismo local. Se
fla admite um extensdo continua f : A —'Y tal que f(OA) C Of(A), entdo

fla:A— f(A) € uma aplicagao de recobrimento.

Teorema 1.6. (Invaridncia do Dominio)
Sejam U C R™ um aberto e f : U — R"™ aplicacao continua e injetiva. FEntao

f(U) é aberto em R™.
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Corolario 1.7. Sejam X,Y duas variedades diferecidveis compactas, conexas
de mesma dimensao e f : X — Y uma aplica¢ao(continua). Entdo, f é uma

aplicacao de recobrimento se, e somente se, for localmente injetiva.

Demonstracdo. Assuma f : X — Y localmente injetiva. Entao, como X,Y
sao variedades suaves de mesma dimensao segue pelo Teorema da Ivariancia
do Dominio que f tem que ser um homeomorfismo local. Segue que f(X)
é um conjunto aberto e fechado em Y. Da conexidade de y temos que f
é sobrejetiva. Por outro lado como X e Y sao compactas temos que f é
propria. Logo, pela proposigao 1.4, obtemos que f é um recobrimento finito.

A reciproca é trivial. O]

1.2 Geometria do Fibrado Tangente

Nesta secao relembramos alguns fatos sobre o fluxo geodésico e o fibrado
tangente. A referéncia é [55].
Seja g uma métrica Riemanniana em M e ¢, : T"M — T'M o correspondente

fluxo geodésico .

Definigao 1.8. Chamamos de campo de planos vertical a aplicagao V(0) :=
kerdm(#). Assim V é definido em T'M e toma valores no fibrado Grass-
manniano, cuja fibra sobre T'M, no ponto # é a variedade Grassmanniana,
formada pelos subespagos n-dimensionais de TyT'M. Geometricamente V(6)
é o espago tangente a fibra T, M no ponto 6 = (z,v). Este campo de planos

estd intrinsecamente definido e depende apenas da variedade M.

Agora noés usaremos a métrica g, para definir um outro campo de planos

no fibrado tangente.
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Definigao 1.9. Sejam 0 = (z,v) e £ € TyT'M. Considere z : (—r,r) - TM

a curva adaptada a &. Isto é:

tal curva é descrita por z(t) = («(t), Z(t)), onde a(t) = Il o 2(t) e Z(t) é
um campo de vetores ao longo da curva «(t). Entdo definimos a aplicagao

Ky :TyTM — T, M por

Ky(§) = (Va2)(0), (1.1)

onde V representa a conexao de Levi-civita em (M, g). Isso define um trans-
formagao linear e induz a aplicacao K : TM — T'T'M chamada conexao.

O campo de planos horizontais é o campo dado por H(0) := ker K.

Lema 1.10. As aplicagées dm(0) : H(0) — T, M e Ky : H(0) — T, M sdo

isomorfismos lineares. Portanto, isto também € vdlido para
Jo : TyTM — T, M x T, M

7o (&) = (dIL(6)(€), Ko (£))-

Definicao 1.11. A métrica de Sasaki em T'M é a métrica Riemanniana
definida, usando a decomposicao TpTM = H(0) © V(f), como segue. Se
0= (z,v) e &,neTyTM entdo:

< &1 >o=< dn(60)(€), dT(O)(n) >, + < Ko(&). Koln) >, . (12)

Note que por construgao dessa métrica os campos de planos horizontal e

vertical sao ortogonais.
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Lema 1.12. Se X9 € X*(TM) for o campo geodésico entio, X9(0) €
H(0), V0 e TM.

Proposicao 1.13. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e (TM, G) seu

fibrado tangente munido da métrica de Sasaki. Entao:

1. A curva t — z(t) = (y(t), Z(t)) € horizontal se e sd se o campo de

vetor t — Z(t) for paralelo ao longo da curva base t — ~(t) ;
2. Toda trajetoria do campo X, € uma geodésica da métrica de Sasaki ;

3. Set — z(t) = (y(t),Z(t)) for qualquer curva em (TM,G), entao
le(z) > Ly4(y) e vale a igualdade se e somente se t — Z(t) for pa-

ralelo ao longo da curva base t — ~(t);

4. Se v : R — (M,g) for uma geodésica que minimize globalmente a

distancia entre seus pontos, entdo o mesmo ocorre com a geodésica

L) := (v(1),¥(#)).

Demonstracao desses fatos podem ser encontradas em [32, 55].

Agora lembramos alguns propriedades sobre campos de Jacobi. Seja J(t)
um campo de vetores ao longo da geoésica v, o qual seja obtido como campo
variacional de uma variagao de v por geodésicas. Entao J é um campo de

Jacobi o longo de v se, e somente se, ele satisfaz a equagao
D?J } :
— HR((t), J(1)¥(t) =0, (1.3)
. : D : .
onde R é o tensor curvatura de Riemann e 7 denota a derivada covariante
ao longo 7. O lema seguinte mostra a relacao entre o fluxo geodésico, os

campos de Jacobi e com os campos de planos horizontal e vertical.
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Lema 1.14. Seja 0 = (z,v) € TM e & € TyTM = H(0) & V(0) = T, M &
T, M. Sevy:R — M for uma geodésica, com condi¢oes iniciais (7(0),%(0)) =
(x,v) entdo, existe um tnico campo de Jacobi Je, definido ao longo de v e

com a sequintes propriedades

Ji(0) = dr(6)(©) (1.4
DJ
—(0) = Ko (), (15)
Ao 6)() = (J(0), ) (1.6

1.3 Lagrangianos de Tonelli

Nesta secao apresentamos os Lagragianos de Tonelli, o funcional dagao

minima e o fluxo de Euler Lagrange. As referéncias basicas sao [22, 35]

Definigao 1.15. Chama-se Lagrangiano de Tonelli em M, toda fungao L €

C3(T M, R) satisfazendo:

2
1. Para todo (z,v) € TM, —(x,v) é uma forma quadratica positiva

ov?
definida;
2. VA>0,3B € R t.q L(z,v) > Al||v| + B, ¥Y(z,v) € TM.

Ja com o Lagrangiano definido, podemos estabelecer o problema de en-

contrar curvas que minimizem a acao Lagrangiana.

Definigao 1.16. (Agao Lagrangiana) Seja z,y € M e a < b. Chama-se
acao Lagrangiana de L, o funcional Ay : AC([a, b], M )., — R{J{+o0} dado
por
b
A= [ L. A0 (17)
onde AC([a,b], M )., é o espaco de todas as curvas absolutamnete continuas

A a,b] = M, tais que y(a) = x e y(b) = y.
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Este tipo de problema comegou ser estudado por Euler, Lagrange, Wei-
erstrass e outros. O teorema a seguir, mostra que o problema sempre tem

solucao.

Teorema 1.17. (Teorema de Tonelli) O funcional Ay, : AC([a, b],M),, —
R J{+oc} admite um ponto, 7 : [a,b] — M, de minimo global, o qual é cha-
mado de minimizante de Tonelli. Além disto tal curva minimizante satisfaz

(em coordenadas locais) as equagdes de FEuler-Lagrange, i.e

d oL : OL _
Tt 5y (), 7(t) = 5 (v(t),4(t) (1.8)
Observe que a curva v : [a,b] — M ¢ uma solucdo da equacio acima se, e

s6 se, satisfaz(em coordenadas locais)

S AW = T 60,50) - (O (19)

Sendo L uma Lagrangiana de Tonelli entao, pelo item (1) da defini¢ao 2.1.1,

isto equivale a

0= | G200 | FE0050) - 560.40)i0)] 1)

Portanto, podemos associar a L um campo de vetores X%, tangente & varie-
dade TM. Tal campo é chamado campo de Euler-Lagrange.

A seguir definimos a funcao energia do sistema dinamico Lagrangiano.

Definigao 1.18. Seja L € C*(TM,R) Lagrangiano de Tonelli. Chama-se

fungao energia de L, a fungao £ : TM — R definida por

oL

E(g,v) = 5-(a:v)(v) = L(g, v). (1.11)

As equagoes de Euler-Lagrange implicam que que tal funcao é uma integral
primeira do campo X*. Os conjuntos de niveis, da funcao &, sao chamados

de niveis de energia do sistema dinamico Lagrangiano.
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Segue da definicao 1.15 que todo nivel de energia é um subconjunto com-
pacto de TM e isto implica imediatamente que X é completo. Nés denotare-
mos o fluxo desse campo por ¢F : TM — TM, quando precisarmos explicitar
a funcao Lagrangiana, ou entao simplesmente por ¢, : TM — TM. Segue

que uma trajetoria deste fluxo é descrita por

or (g,v) = (7(t),4(t)), (1.12)

onde v : R — M ¢ a tnica solucao, de Euler-Lagrange, com condicoes iniciais

Alguns exemplos de Lagrangianos de Tonelli naturais sao apresentados a

Seguir.

Exemplo 1.19. (Lagrangiano Riemanniano) If g for uma métrica Rie-
manniana em M entao a funcao
lv]l3
L(g,v) == =~
¢ um Lagrangiano de Tonelli. Um céalculo direto mostra que neste caso
as equacgoes de Euler-Lagrange sao exatamente as equagoes geodésicas da

métrica g;

Exemplo 1.20. (Lagrangiano Mecéanico): O Lagrangiano dado por ener-
gia cinética menos a energia potencial é também conhecido como Lagrangiano
Natural. Mais precisamente, dado U : M — R e uma métrica Riemanniana
g, definimos:

o]l
L(g,v) := Tq

Neste exemplo as solugoes de Euler Lagrange sao as curvas v : R — M de

- U(q).

D
classe C?, satisfazendo a equagao d—z = —VU(y(t)).
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Exemplo 1.21. (Lagrangiano Magnético): Dado em M, uma 1-forma

diferencial 7, nao fechada e uma funcao U : M — R, se a fungao, dada

2
por L(q,v) = HUQHq —n,(v) — U(q), for de classe C?, entdo ela define um

Lagrangiano de Tonelli.

Exemplo 1.22. (Lagrangiano de Mané): Dado um campo de vetores X
na variedade Riemanniana (M, g), se a fun¢ao, dada por L(g,v) := 5
for de classe C® entdo, ela define um Lagrangiano de Tonelli.

1.4 (Geometria Simplética em T*M

Nesta se¢ao apresentamos alguns fatos basicos sobre a estrutura simplética
canonica no fibrado cotangente de uma variedade. O leitor pode encontar

mais sobre geometria simplética nas referéncias [3, 51, 52, 56].

Definicao 1.23. (1-forma de Liouville). Existe uma 1-forma suave no fi-

brado cotangente, a qual é dada de modo intriseco por :

M(g,p) : TigpT™M — R, Mo(q,p) == podn(q,p),

onde dn(q,p) : TgpT*M — T;M é a diferencial da projecao.

Esta 1-forma é normalmente chamada de 1-forma de Liouville ou 1-forma
canonica. Um outro modo de defini-la é usando coordenadas locais. Seja
(q1, 42, ----, qn) um sistema de coordenadas locais de M e (q1, @2, ..., Gn, D1, D2, -+
o correspondente sistema de coordenadas induzido na \T/Lariedade T*M. As-
sim definimos Ay, em relagao a este sistema, por \g := Z pidg;. Um célculo
direto mostrar que Ay estd bem definida e independe dlg 1sisterna de coorde-

nadas.

v = X(g)ll3

’
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Definigao 1.24. (Estrutura Simplética Candnica de T*M)

Considere a 2-forma diferencial dada por wg = —d\g, onde Ay é a 1-forma de
Liouville. Essa 2-forma é exata (logo fechada !) e nao degenerada. Portanto,
ela é uma forma simplética em T*M. Neste caso, o par (T*M,wy) é chamado

variedade simplética.

—1)5]

Proposigao 1.25. Seja wj = wo Awo A ... Nwy. Entao p wy € uma
n 7}?268 ’

forma de volume, em T*M, a qual pode ser escrita em coordenadas locais

(1, T2y ooy, P1, D2, ooy Pn) Simplesmente como
dxy Ndxo A ... Ndxy, Ndpy Ndps A ... N\ dp,,.

Este Teorema vale para qualquer variedade simplética (veja referéncias).
Em uma variedade simplética, existem algumas subvariedades especiais em
relacao a estrutura simplética. Sao as suas subvariedades isotropica, co-
isotrépica e principalmente as Lagrangianas (nomeclaturas devido a Arnold).
Chamamos a atencao do leitor para o fato de que nesta tese as subvariedades

Lagrangianas serao assunto central.

Definigao 1.26. Seja W C T*M uma subvariedade de classe C'. Diz-se que

ela é

1. Isotrépica, quando TyW C (TgW)+, VO € W, onde (TyW)* denota

o complemento wy-ortogonal do subespaco vetorial TyW;
2. Co-isotrépica, quando TyW D (T,W)+, VO € W;
3. Lagrangiana, quando for isotrépica e dim W = dim M.

A seguinte proposi¢ao nos da uma familia de subvariedades Lagrangianas.

Para uma prova veja [3, 27, 35, 41, 51].
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Proposicao 1.27. Seja n uma 1-forma diferencial em M e considere
W:={(q,n(q)) € T"M; q € M}

seu grdfico. Entao, W é uma subvariedade Lagrangiana se, e s se, n for

fechada.

1.5 Dinamica Hamiltoniana em 7*M

Como vimos na secao anterior, a variedade T*M tem uma estrutura
simplética canonica, a qual denotamos por wy := —dA. Deste modo po-
demos falar de dinamica Hamiltoniana nessa variedade. As referéncias para

esse assunto sao [27, 35].

Seja H € C*(T*M, R). Entao a H corresponde um tinico campo de vetores

X e XY(T*M), o qual é determinado por
dH = wo(XH, ) (1.13)

Esse campo de vetores é chamado campo Hamiltoniano e é dado em coorde-

nadas locais (g1, q2, .-, @n, P1, P2, ---, Pn), Pelas equacoes de Hamilton:

) = 5 (a®:p(0), B0 =~ G @O.p(e).  (11)

Quando tal campo for completo ele define um fluxo, o qual denotaremos
por ¢ : T*M — T*M ou simplesmente por ¢; : T*M — T*M quando nao
precisarmos ser explicitos sobre a funcao Hamiltoniana em contexto. Nesta
tese estamos interessados numa classe especifica de Hamiltonianos, que sao

os chamados Hamiltonianos de Tonelli, os quais definimos a seguir.
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Definicao 1.28. Chama-se Hamiltoniano de Tonelli, em M, qualquer funcao

H € C?(T*M,R) possuindo as seguintes propriedades:

2
1. Para todo ponto (¢, p) € T*M, a forma quadrética W(q,p) é positiva
p

definida;
2. VA>0,3B € R ; H(q,p) > Allpll + B, ¥(¢,p) € T*M.

Note que diretamente da definicao seque que a funcao H é uma integral
primeira do campo X e que todo conjunto de nivel dessa funcao ¢ um
conjunto compacto. Portanto, o campo de vetores Hamiltoniano neste caso
é sempre completo.

Um modo de obter um tal Hamiltoniano de Tonelli é via um Lagrangiano
de Tonelli. De fato, se L. € C3(TM,R) for Lagrangiano de Tonelli entdo
definimos a funcao H : T*M — R por

H(q,p) = Sup{< p,v >, —L(q,v)|v € T\M}. (1.15)

Pode-se mostrar (veja [35] que neste caso o supremo é na verdade um maximo

e que H é de Tonelli. Além disto a aplicacao

Lo: TM — T*M

Lo(q,v) = (g, g—f(q, v)), (1.16)

chamada Transformada de Legendre, ¢ um difeomorphismo de classe C? e que
as fungoes energia £ : TM — R de L e o Hamiltoniano H estao relacionados
por:

Isto implica que transformada de Legendre é uma conjugacao entre os fluxos

de Euler-Lagrange e Hamiltoniano, ou seja, temos:

ﬁ() o} gbf = gbf] o ,C(). (118)
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Assim de agora em diante, vamos usar sempre o mesmo simbolo ¢, para repre-

sentar os dois fluxos. Pelo contexto ficara claro de qual fluxo estéa se referindo.

O préximo Teorema nos diz que fluxo Hamiltoniano é conservativo.

Teorema 1.29. Seja H : T*M — R um Hamiltoniano, X seu campo Ha-

miltoniano e ¢, : T*M — T*M seu fluxo. Entao
1. H é uma integral primeira de X ;

2. ¢¢: T*M — T*M preserva a forma simplética wy e, portanto, preserva

a forma de volume w;

3. Se ¥, C T*M for nivel de energia regular conexo, entao existe em X,
uma medida de volume, denotada por ., a qual € invariante pelo fluzo

restrito ¢y

5, | 2e — 2 € € chamada medida Liouville;

4. Uma subvariedade Lagrangiana W C T*M, coneza e de classe C* é ¢,-

mvariante se, e somente se, ela estd contida em um nivel de energia.

O item 1 segue imediatamente da definicao de X¥. Para uma demons-
tracao dos items 2 e 3 desse Teorema, veja [48] nas paginas 165, 166, 188 e

204. Uma prova do item 4 pode ser encontrada em [35, Teorema 2.5.10].

1.6 A equacao de Riccati

Uma ferramenta importante no estudo da relagao entre subespacos La-

grangianos e a dinamica Hamiltoniana é a chamada equacao de Riccati.

A referéncia para esta secao é [28].
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Comecamos com a seguinte proposicao.

Proposicao 1.30. Sejam H e V dois espagos vetoriais quaisquer de mesma
dimensao e seja G C H x V um subespago vetorial com dimG = dimV.

Entao GN[{0} x V] = {0} se e somente se, existir uma transformagdo linear

S:H —V tal que
G={(h,S(h) e HxV | heH}.

Demonstracao. Se G for grafico de uma transformacao linear S : H — V

entao claramente temos
GN[{0} x V] = {0}.

Agora, suponha que G N [{0} x V] = {0}.

Considere a aplicagao linear 7y : H x V — H dada por 7g(h,v) = h. Note
que Ker(mg) = {0} x V. Segue que a aplicacao linear restrita 7y : G — H
é injetiva. Como temos dim G = dimV, segue que é um isomorfismo. Seja
S":H — G a aplicacdo inversa. Entdo S'(z,y) = (A(x), B(z)). Assim,

’

x = mu(S (2)) = mu(A(r), B(z)) = A(z).
Deste modo, tomamos no enunciado S = B : H — V. O

Na proposicao abaixo, denotamos por I, a matriz identidade de ordem n

e denotamos por Jy a matriz

Proposigao 1.31. Sejam H:=R" x {0} CR** | V:= {0} xR" CR*" e w
a forma simplética canénica em R?". Se S : H — V for uma transformacdo
linear, com grdfico G. Entdo, G é um subespaco Lagrangiano de R*" se, e

somente se, em coordenadas simpléticas, S for simétrico.
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Demonstracao. De fato, considere dois pontos de G, digamos (z,S - z) e
(y7 Sy) ASSimv (I’,Sl’) - (anv S$) € (ya Sy) = (Hnyu Sy) Segue que
w((y, S y),(z,82))=[lo-y S-yl-Jo-[Iy-x §-2]f = [y][L,S" — SL,][z]" =

[y][S* — S][x]*. Portanto, temos w|g = 0 se, e somente se, S = S*. O

Como fizemos no caso de TM na secao 1.2, podemos usar uma métrica
Riemanniana em M para definir uma aplicacao Ky : ToyT*M — T, M, cha-
mada conexao, e entdo obter uma decomposicao ToT*M = H(0) @ V(0),
onde V(0) := Ker(dn(0)) e H(0) := Ker(Ky). Além disso, as aplicagoes
dr(0) : H(#) — TxM e Ky : V() — TiM sao isomorfismos lineares, com
H(0) e V(#) subsespagos Lagrangianos de TyT*M. Portanto,

Jo : ToT"M — T M x T:M

7o (&) = (dm(0)(§), Ko (£))

também é um isomorfismo Linear. Podemos assim, fazer as identificagoes

(em coordenadas locais).
H(f) ~ T,Mx{0} =~ R"x{0} e V(0) =~ {0} xT:M ~ {0} x T, M ~ {0} xR".

Vamos agora deduzir as equacoes de Riccati no contexto Hamiltoniano.
Seja I'(s,t) = (zs(t), ps(t)) uma variagao tal que para cada s € (—dg,do)
a curva [',(t) := I'(s,t) seja curva integral do campo Hamiltoniano X# €
XY (T*M) com

dl'(s,0)
0s

[o(0) =86 e ls=0 = ¢ € H(A) x V() ~ T,M x TM ~ R" x R".

Agora escreva doy(0)(C) = (h(t),v(t)) e seja y(t) := 7o ¢(#). Desta forma a

versao Hamiltoniana das equagoes de Jacobi é:

h=Hph +Hyp, ©=—Hyh — Hyo, (1.19)



A equacgao de Riccati 16

onde h e ¥ representam as derivadas covariantes e H,,, H,,, H;, e Hy, sao os
operadores lineares cujas matrizes, em coordenadas locais , sao representadas
pelas correspondentes matrizes das derivadas parciais da funcao H. Uma vez

que temos um Hamiltoniano de Tonelli entao H,, é positivo definido.

Seja agora, E C TyT*M = T,MxT M = R"xR" um subespaco Lagrangi-
ano e suponha que para todo t € (—¢, €) tenhamos d¢;(0)(E)NV(¢:(0)) = {0}.
Como doy(0) : H(6) x V(0) — H(¢(6)) x V(¢4(0)) é um isomorfismo linear

simplético entao pela proposi¢ao 1.32, existe um operador linear simétrico
S(t) - H(¢:(0)) — V(eu(9)),

de forma que para cada vetor ¢ € E, existe pelo menos um h(t) € H(¢:(0)),

tal que
dy(0)(C) = (h(t), S(t)(h(2))- (1.20)
De (1.19) e (1.20) obtem-se:

Sh + S(H,.h + H,,Sh) = —H,,.h — H,,Sh. (1.21)

Como a igualdade em (1.21) é vélida para todo vetor h(t) € H(¢:()), obte-

mos a equacao matricial
S + SH,,S + SHy, + Hy,S + Hy = 0. (1.22)

Esta equacdo em (1.22) é chamada equagao de Riccati associada ao Hamil-
toniano H. Neste caso a familia de operadores S(t) : H(¢y(0)) — V(¢4(0)) é
chamada uma solucao simétrica, da equacao de Riccati, definida ao longo da

orbita de 6.

O préximo resultado pode ser encontrado em [28 , pagina 914]. Usaremos

ele no ltimo capitulo.
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Teorema 1.32. Seja H : T*"M — R um Hamiltoniano de Tonelli e ¥, um

nivel de energia regular. Seja
(0, +00) 31+ Sp(t) : H(ge(0)) — V(en(0))

uma familia de operadores, definida ao longo da orbita do ponto 6 € ¥.. Se

ela for uma solugdo simétrica da equagao de Riccati
S + SH,,S + SH,, + H,,S + Hy, = 0,
entdo eziste uma contante A > 0 tal que para todot > 1 tem-se || Sy(t) ||< A.

Observagao 1.33. No Teorema acima a familia de operadores pode variar
também com o ponto # € ¥, e ainda assim temos a limitagao das normas dos
operadores com a mesma constante A > 0. Todavia, para nossos propédsitos

aqui, é suficiente como no enunciado do Teorema.

1.7 O Fibrado Grassmanniano Lagrangiano

Nesta secao apresentamos alguns fatos sobre o fibrado Grassmanniano
Lagrangiano da variedade simplética (T*M, wy), fatos estes que terdao papel
relevante no préximo capitulo. Nossas referéncias para esse assunto sao [4,
19, 51, 56].

Definicao 1.34. Chama-se Fibrado Grassmanniano Lagrangiano, da vari-
edade simplética (T*M,wp), a tripla (A(T*M),P,T*M), onde A(T*M) ¢ o
espago total, P é a projecao de fibrado e T*M é o espago base. Neste caso, a

fibra sobre um ponto 6 é a variedade Grassmanniana Lagrangiana
P~ 1(0) ;== A(0) = {E C T,T*M | E é um subespaco Lagrangiano}.

Assim sendo, A(6) é uma variedade suave compacta, conexa, de dimensao

@ e ¢ difeomorfa ao espago homogéneo U(n)/O(n). Chamaremos uma
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secao desse fibrado, de distribuicao Lagrangiana ou campo de planos Lagran-

gianos.

Definicao 1.35. Chama-se Distribuicao Lagrangiana Vertical em T*M,
a distribuigao V : T*M — A(T*M) dada por V(0) := ker[dn(0)], onde dr(0) :

TyT*M — Tr@M ¢ a diferencial da projegao canonica.

Numa variedade simplética, fixada uma distribuicao Lagrangiana, diga-

mos D, podemos considerar o fibrado de todos os espagos Lagrangianos que

nao sao transversais a D. No nosso caso, vamos fixar a distribuicao Lagran-

giana vertical V.

Teorema 1.36. Seja k € {1,2,3,..n—1}, onde n = dimM e seja ¥, C T*M

um nivel de energia reqular do Hamiltoniano de Tonelli H.

. Se A(X,) :=P7(X,), entao é uma subvariedade de codimensio um do

espago total A(T*M);

- (A(X), P, X)) € um subfibrado de (A(T*M),P, T*M) e o espago total, a

base e a fibra sao todos compactos;

. Para 6 € T*M, A*) .= {E € A®) | dim[ENV()] = k} é uma
k(k+1) .
2

)

subvariedade suave de A(6) com codimensdo

. Se AF(T*M) = U A*(0) entdo ¢ uma subvariedade de A(T*M) com
9eT*M
codimensao @ e a tripla (A*(T*M), P, T*M) é um subfibrado de

(A(T*M), P, T*M) com fibra P~1(0) = A*(6);
n—1

. Se Ay (0) = U AF(0) entio Ay (0) = AY(0), ou seja, ¢ uma subariedade
k=1

estratificada c?)mpacta coneza de A(0), onde A*(0), ke {1,2,3,..n—

1} sao os estratos;
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n—1
6. Se Ay (T*M) := U AF(T*M) entdo é uma subvariedade estratificada
k=1

de A(T*M) e Ay (T*M) = AL(T*M).

Teorema 1.37. Seja H : T*M — R um Hamiltoniano de Tonelli, ¢, :

T*M — T*M seu fluxo e ¥, um nivel reqular. Entdo

1. A aplicagio @, : A(T*M) — A(T*M) dada por ®(E) = doy(0)(E), de-

fine um fluzo cujo campo de vetores denotaremos por X(E) := L &,(E)|i—o;
2'P0¢t:¢to]}»7 VtER,

3. N(X.) € invariante por @, e X|p(s,) € XN (A(Z,)) € um campo de vetores

nao singular.
Teorema 1.38. O campo X € transversal a variedade estratificada Ay (T*M).

Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [19], proposic¢oes 1.6 e

2.2.

Definicao 1.39. Seja W C T*M uma subvariedade Lagrangiana de classe
Cl.

1. O conjunto singular de W é o conjunto Sing(W) := {0 € W| T,IW N
V(0) # 0}. Note que este conjunto é estratificado pelos subconjuntos

Sp:={0 e W| dim|[T,W NV (f)] =k}, onde k =1,2,3,....n — 1.

2. A aplicagao de Gauss de W ¢ a distribuigao G : W — A(T*M) dada
por G(6) := Ty W,

3. Se W for de classe C?, diremos que ela ¢ genérica quando sua aplicacao

n—1
de Gauss for transversal a Ay (T*M) := U AF(T*M).
k=1
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Teorema 1.40. Seja W C T*M subvariedade Lagrangiana compacta, conexa
e genérica. Se Sing(W) # 0, entao é uma subvariedade estratificada, onde
0s estratos sao os conjuntos

Sy =40 e W| dim[T,W NV (0)] =k},

k(k+1) om W

cada um sendo uma subavariedade C' e de codimensdo

Isto segue imediatamente da teoria de transversalidade.
O préximo teorema diz que via pequenas perturbagoes simpléticas podemos
sempre tornar uma variedade Lagrangiana genérica. Uma prova pode ser

encontrada em [19].

Teorema 1.41. Seja W C T*M subvariedade Lagrangiana compacta co-
nexa de classe C*, Entdo existe uma sequéncia {F,} C Dif?(T*M, wo)simp,
convergindo(na topologia C*), para identidade e tal que cada F, (W) € uma

subvariedade Lagrangiana genérica.

Teorema 1.42. (Chekanov) Seja H : T*M — R Hamiltoniano de Tonelli,
Y. = H7!(e) nivel de energia regular e W C Y. subvariedade Lagangiana

genérica. Entio o campo Hamiltoniano X ¢é transversal a Sing(W).
Uma prova pode ser encontrada em [19, 26].

Definigao 1.43. Seja W C T*M uma subvariedade Lagrangiana de C*.

Entao

1. Diz-se que ela é um grafico Lagrangiano quando existir uma 1-forma

fechada n em M tal que
W ={(q,n(q)) € T"M; g € M}.

Neste caso diz-se que a classe de cohomologia do gréafico é a classe de
cohomologia [n] € H'(M,R) da 1-forma. Assim, um gréfico Lagrangi-

ano é dito ser exato quando a 1-forma for exata;
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2. Diz-se que ela é localmente um grafico Lagrangiano exato, se para cada
ponto (¢,p) € W existir uma vizinhanca Y C W de (¢, p), uma vizi-
nhanga U de g e uma funcao f € C*(U,R) taisqueld = {(q,df(¢q)) | q €
U}.

Finalmente temos a seguinte caracterizacao de graficos Lagrangianos.
Esse resultado foi provado por Arnold no caso do toro (ver 15, 43). O caso

geral é provado em [12].

Teorema 1.44. Seja W C T*M subvariedade Lagragiana compacta, conezxa

e de classe C'. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

1. A restrigao w|w : W = M é um difeomorfismo;
2. W € um grdfico;

3. W € localmente um grdfico Lagrangiano exato;
4. A aplicagao de Gauss nao intersecta Ay (T*M).

5. A restricio w|w : W — M € um difeomorfismo local.

Observagao 1.45. Em [12] é provado apenas a implicacao (5) = (1). Mas as
outras sao triviais e o leitor pode verificar que de fato temos (1) = (2) =

(3) = (4) = (5).

1.8 Pontos Conjugados

Esta secao é voltada para conceito de pontos conjugados para um Ha-
miltoniano de Tonelli. A referéncia é [28]. Apresentamos alguns fatos sobre
pontos conjugados e que depois serao lteis nesta tese.

Seja ¢y : T*M — T*M um fluxo Hamiltoniano dado por uma fun¢ao Hamil-

toniano de Tonelli.
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Definigao 1.46. (Pontos Conjugados) Diz-se que dois pontos 0y, 6, € T*M

sao conjugados quando existir algum ¢; # 0 tal que:

L. 0y = ¢, (01);

2. dey, (61)(V(61)) N V(62) # {0}.

Note que este conceito pode ser igualmente definido no contexto de La-
grangiano de Tonelli e via transformada de Legendre os dois coinceitos sao
equivalentes. Observamos que de fato, isto é uma generalizacao do conceito
de pontos conjugados da Geometria Riemanniana (ver [55]). Vamos mostrar

que, no caso de Hamiltoniano Riemanniano, as duas nog¢oes coincidem.

Proposicao 1.47. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa, ~ :
R — M wuma geodésica e denote q1 = y(a), g2 := v(b), 01 = (v(a),*(a))
e 0y = (7(b),%(b)), com a < b. Entdo os pontos q1 e g2 sdo conjugados no
sentido Riemanniano se, e somente se, os pontos 0, e 6y sao conjugados no

sentido Hamiltoniano.

Demonstracao. De fato, suponha 60, e 6 conjugados. Entao, sem perda de
generalidade, podemos assumir que a = 0 e b = t. Isto significa que existe um
vetor nao nulo £ € V(6,), tal que dy:(61)(€) € V(pi(01)) = V(6s). Pela segao
1.2, podemos usar a decomposi¢ao Ty, TM = H(#;) & V(6,) = T ;M & T, M,
para concluir que £ = (0,&,). Como vimos naquela segao, existe um tnico

campo de Jacobi J definido ao longo da geodésica ~y e tal que:

€= (0.6) = (dn(0)(), Ko, (6)) = (J(0), 22 (0)).

Além disto:

da0:)(€) = (J(0), 22 (1),

Como temos dip(61)(€) € V(02) e a aplicagdo

dy(0;) : To, TM — Ty, TM = H(6,) & V(6,)
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¢ um isomorfismo linear, concluimos que J(0) =0 e %(O) # 0. Assim, os
pontos g1 e ¢ sao conjugados no sentido Riemanniano.

Reciprocamente, assuma que -y seja uma geodésica com ¢; = v(0) e g2 = ()
pontos conjugados, no sentido Riemanniano. Isto significa que existe um
campo de Jacob J definido ao longo de v tal que J(0) = 0 = J(¢). Agora
usando a decomposigao Ty, TM = H(6,) & V(0;) = T,M & Ty, M, considere

o vetor nao nulo

€= (6,6) = (J(0), 7 (0)) = (0, 5 (0)) = (0, &) € V(6y).

Pelo lema 1.14, temos que:

DJ DJ
de0(6) = (1), 20 10) = 0,27 1)) € T M T M = H(6) & V(6n).
Isto significa que dy:(01)(V(61)) NV(0y) # {0}. Portanto, 0; e 6, sdo pontos

conjugados no sentido Hamiltoniano. O

A existéncia de pontos conjugados estd ligada com subespacgos Lagrangi-

anos de acordo com o seguinte resultado.
Proposicao 1.48.

1. Um segmento semi-aberto {¢:(0)] 0 <t < b < 400} nao tem pontos

conjugados se, e somente se, existir um subespaco Lagrangiano E C

TyT*M tal que do(0)(E) (N V(e:(0)) = {0} para todo 0 <t < b;

2. Um segmento fechado {¢,(6)] 0 <t < b} nao tem pontos conjugados
se, e somente se, existir um subsespaco Lagrangiano E C TyT*M tal

que dgu(6)(E) \V(:(6)) = {0} para todo 0 < t < b;

3. Se um segmento fechado {¢;(0)| 0 <t < b} nao tem pontos conjugados,
entao existe um § > 0 tal que o segmento {¢:(0)] —d <t < b+d} ndo

tem pontos conjugados.
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O Teorema a seguir é central nesta tese porque, na direcao da conjectura
de Sinai, ele implica que toda 6rbita na variedade Lagrangiana W nao contém
pontos conjugados. Por sua vez, a nao existéncia de pontos conjugados,
esta ligada a existéncia de subespagos Lagrangianos transversais ao fibrado

vertical. Uma prova do Teorema abaixo estd em [28].

Teorema 1.49. Se v :[a,b] = M for uma curva minimizante de Tonelli

entao o segmento de orbita

{((@), (@) t € la,b]}
nao contém pontos conjugados.

O proximo teorema é uma generalizagao devido a Arnold, do Teorema
de Sturm-Liouville para equacoes diferenciais ordinédrias de segunda ordem,
para o caso de subespago Lagrangiano invariante. Nos o estabelecemos aqui

da forma apresentada em [31], pagina 18.

Teorema 1.50. Seja ¢; : T"M — T*M fluzo Hamiltoniano de Tonelli e
O, . A(T*M) — A(T*M) o fluzo induzido no fibrado Grassmanniano Lagran-
giano. Se E, E" C TyT*M forem subespacos Lagrangianos distintos e a orbita
t — O(E) intersecta Ay (T*M) n+1 vezes (contando a multiplicidade)no in-
tervalo |a,b], entdo neste mesmo intervalo, a orbita t — D(E’) intersecta

Ay (T*M) pelo menos uma vez.

Corolario 1.51. Seja E um campo de planos Lagrangianos invariante ao
longo da orbita {¢.(0)|t € R}. Se a drbita nao tem pontos conjugados, entao
{®(E(9))|t € R} intersecta Ay () no mdzimo n vezes(contando a multipli-
cidade).

Demonstragao. Suponha que {®,(E(A)) | t € R} intersecta Ay (3.) mais

que n vezes. Entao aplicamos o teorema anterior aos subespagos F = FE(0)
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e E' = V(0). Isto implica em {¢,(8) | t € R} ter pontos conjugados, o que

¢ uma contradicao. O]

A relacao entre nivel de energia regular sem pontos conjugados pontos
conjugados e distribuicao Lagrangiana invariante em todo o nivel € mostrada
no seguinte seguinte teorema de Paternain-Paternain. Esse Teorema é uma
generalizagao, para Hamiltonianos de Tonelli, de um teorema de Mané para

fluxo geodésico. Para uma prova veja [53].

Teorema 1.52. Seja ¢y : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli, 3.
um nivel de energia reqular e A(3.) o Fibrado Grassmanniano sobre .. Se
E Y. — A(X.) for uma distribuicdo Lagrangiana continua e ¢;-invariante,

entao
1. E(0)NV(0) ={0}, VvOeX,;
2. Y. nao contém pontos conjugados;

3. A restri¢ao

5, | 2e = M € uma submersao.

O préximo teorema nos diz que ao longo de uma orbita sem pontos con-
jugados sempre existem duas distribui¢oes Lagrangianas transversas a distri-
buigao vertical. Para uma prova veja [28]. Esse resultado é usado em [12] a
fim de obter condi¢oes para uma variedade invariante ser Lagrangiana. Uma
busca por uma prova da Conjectura de Herman, enunciada na introducao

desta tese.

Teorema 1.53. Seja ¢; : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano de Tonelli,
Y um nivel de energia reqular e ®; 1 A(X.) — A(X.) o fluzo induzido no
fibrado Grassmanniano Lagrangiano sobre ¥.. Se {¢(0)] t € R} C X,
for uma orbita sem pontos conjugados entao, existem dois campos de planos

Lagrangianos E,F C A(X,.), definidos ao longo da drbita, tais que:
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1 E(6) = lim _(V(64(6))) e F(9) = lim ®,(V(d_,(0)):

t——+o00 t—+4o00

2. E(0) UF(0) C TyX;
3. E@)NV()={0} =F@)NV(O);
4. <Xyu(0) > CE@)NTF@®).

Além disto, se a orbita for periddica entdo ela € hiperbdlica, dentro de seu

nivel de energia, se e somente se,
<Xg(0) > = E@)NF(@O).

Os dois campos de planos sao chamados de fibrados de Green.

1.9 Medidas Minimizantes

Nesta secao apresentamos alguns fatos sobre a medidas minimizantes.
Mais detalhes e provas podem ser encontradas por exemplo em [27, 35, 50,

61 e 62].

Seja L € C3(TM,R) um Lagrangiano de Tonelli, cujo fluxo de Euler-
Lagrange é ¢, : TM — TM. Considere 9t(L), o conjunto de todas as medi-
das de probabilidades i, que sejam invariantes e tais que fTM L(z,v)dp < co.
Nos observamos que este conjunto é nao vazio, ja que cada nivel de energia
é compacto invariante e portanto, a existéncia estd garantida pelo Teorema
de Krylov-Bogoliouboff.

Agora, seja n uma 1-forma fechada em M e defina o novo Lagrangiano
L,(z,v) := L(z,v) — n(z)(v). Este Lagrangiano é também de Tonelli. Além

disso, L, e L tem o mesmo fluxo de Euler-Lagrange. Segue que M(L) =
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M (L,). Conideremos o funcional A, : M(L) — R dado por

A, (1) == /TM L, (x,v)dp.

Este funcional estd bem definido e pode-se provar que seus valores depen-
dem apenas da classe de co-homologia ¢ := [n] € H'(M,R). Ele também
¢ semi-continuo inferiormente na topologia fraca® em 2 (L). Desta forma,
ele sempre assume um valor minimo global. Assim, se p € (L) for um
ponto de minimo global para Ay, entao, tal medida é chamada de medida
c-minimizante ou medida de Mather associada a classe de cohomologia c.

Chama-se funcao alfa de Mather, a funcao definida da seguinte forma:
a: H'(M,R) - R

c— —min{Ag, (1) | p€ ML)},

onde 7. é qualquer 1-forma com classe de cohomologia c. Esta funcao codifica
muitas propriedades do fluxo Euler - Lagrange e ainda nao estda completa-
mente entendida a relagao entre propriedades desta funcao e do fluxo. Vamos
apresentar mais a frente, algumas proriedades conhecidas. Mas antes preci-
samos definir um conjunto especial para o fluxo.

Definamos

Me(L) == {p e ML) | Ap, (1) = —a(c)}

M, = U supp i C TM.

pEM(L)
O conjunto M, é chamado conjunto de Mather associado d classe de coho-
mologia ¢ e sua projecao M, = H(Mc) ¢ chamada de conjunto de Mather
projetado. O préprio John Mather fez as notéveis descobertas(ver [50]), de

que M. é nao-vazio, compacto e invariante e a aplicagao Il : M. — M, tem
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uma inversa Lipschitz, I' : M, — M,. Hoje isto é chamado na literatura de
Teorema do Grdfico de Mather . Um pouco depois disto em [24], Carneiro
provou que este conjunto esta contido no nivel de energia correspondente ao
valor a(c) e um argumento devido a Sorrentino | ver 60, 61, 62], mostra que

existe uma py € M. (L) tal que supp py = M..

Vamos voltar nossa atengao a um problema variacional relacionado. Uma
vez que L é Tonelli, se p € M(L) entdo para toda 1-forma n em M pode-se
mostrar que a integral [, 7(x,v)du estd bem definida e seu valor depende
apenas da classe de co-homologiac := [n] € H*(M,R). Isto, permite definir
um funcional linear:

H'(M,R) > R

c— n(x,v)du.
™

Como H;(M,R) é o espago vetorial dual de H'(M,R) entao, existe um tinico

vetor p(u) € Hi(M,R) tal que

<coplu) == [ el vee HOLR),
T™

O vetor p(u) é chamado vetor de rotagdo ou classe de homologia de 1 e é
o mesmo ciclo assintdtico de Schwartzman de p (ver [31]). O leitor pode
encontrar em [61], um argumento que justifica o nome wvetor de rotagdo.
Como pode-se notar, o wetor de rota¢do é uma aplicagao p : IM(L) —
Hy(M,R). Pode-se provar que ela é continua e sobrejetiva. Ela também é
afim, no sentido de que p(au+bv) = ap(u)+bp(v), para quaisquer 0 < a,b < 1
com a + b = 1 e qualquer pu,v € M(L). Deste modo, fazemos a seguinte
pergunta natural: Existe solugao para o seguinte problema variacional com
restricao?

min{Az () | p€M(L) and p(n) = h}
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Sendo L Tonelli, A, é semi-continuo inferiormente e p é continua , pode-se
mostrar (ver referéncias), que sempre existe uma solugao. Por isto, temos
definido uma outra funcao especial, a chamada funcao beta de Mather ou

Lagrangiana efetiva. Esta funcao é definida da seguinte forma:
g:H{(M,R)—R

h—= min{Ar(n) | p€ ML) and p(p) = h}

Apresentamos agora algumas de suas propriedades, bem como sua relagao

com a funcao alfa de Mather e com a dinamica do fluxo de Euler-Lagrange.

Relembramos que, se E for um espaco vetorial de dimensao finita e f :
E :— RU {400} uma funcao convexa, podemos definir sua fungao conveza
conjugada usando a transformada de Fenchel. A convexra conjugada é dada
por:

[ E" = RU {400}
prrsup{p(v) — f(v) | ve€E}

Da andlise convexa (veja [35]) sabemos que quando f ¢ finita entdo f* sera
f()

— 400
o]

finita se, e s6 se, f tem crescimento superlinear, ou seja,
quando [|v|| — 4.

Pode-se provar (ver [61, 62]), que as fungoes alfa e beta de Mather, sdo con-
vexas conjugadas uma da outra e que tém crescimento superlinear. Uma
consequéncia disto, é que pelo Teorema de Rademacher, essas fungoes sao
diferenciaveis num conjunto com medida de Lebesgue total. A diferenciabili-
dade dessas fungoes estao de alguma maneira, ainda misteriosa, ligada com a
dindmica do fluxo Hamiltoniano (e portanto, o fluxo de Euler-Lagrange). Por

exemplo, pode-se mostrar que, uma condi¢ao necessaria para que o espago

de fase admita uma folheacao por graficos Lagranginos invariantes C°, é que
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a funcdo beta seja diferencidvel. Em [49], no caso de dois graus de liber-
dade, os autores provam que essa condicao é suficiente e que neste caso, o
espaco de configuracoes é o toro T?. Assim, uma pergunta natural que fica é
a seguinte: Seja ¢, : T*T"™ — T*T" um fluxo Hamiltoniano de Tonelli, cuja
funcao beta de Mather seja diferenciavel. Existe uma folheacao de T*T" por

graficos Lagrangianos invariantes 7

1.10 O Potencial de Mané

Nosso interesse nesta se¢ao sao minimizantes de Tonelli definidas para
todo tempo e cujas acoes sao minimas em relagao a qualquer intervalo de
tempo. Tais curvas, como veremos, determinam conjuntos invariantes pela

dindmica e tem rica estrutura. As referéncias sao [27, 35, 61, 62 |.

Sejam L : TM — R um Lagrangiano de Tonelli, n uma 1-forma diferencial
fechada com classe de cohomologia ¢ € H'(M, R). Considere o Lagrangiano
L, := L —n. Uma conta direta mostra que esses dois Lagrangianos tem
as mesmas equacoes de Euler-Lagrange e portanto, tem o mesmo fluxo de
Euler-Lagrange. Porém, como veremos depois, os dois Lagrangianos nao
tem os mesmos funcionais de acao minima. Comecamos definindo curvas

c-minimizantes.

Definicao 1.54. Seja v : R —+ M uma curva absolutamente continua e 7

uma 1-forma diferencial fechada com classe de cohomologia ¢ € H(M, R).

1. Diz-se que v é c-minimizante global para o Lagrangiano L, quando para

quaisquer a < b e qualquer curva absolutamente continua A : [a, b] — M
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com A(a) = 7y(a) e A(b) = v(b) tem-se

AL, (Yiap) < AL, (Mjap)-

2. Diz-se que 7 é c-minimizante tempo livre para o Lagrangiano L, quando
para quaisquer a < b, a’ < b’ e qualquer curva absolutamente continua

A [d 0] — M com A(d') = v(a) e A(V) = v(b) tem-se
Az, (Viap) < Ar, (Aljr1)-

Dados x,y € M e T' > 0, vamos denotar por AC([0,7],M),, o espaco de
todas as curvas absolutamente continuas v : [0,7] — M tais que y(a) = x
e v7(b) = y. O Teorema de Tonelli garante que sempre existe um ponto

Ymin € AC([0,T], M), que minimiza a agao
Az, : AC([0,T],M),, = R U {400}

dado por
T
A, ) = [ LG50
0
Na busca pelas minimizantes tempo livres Mané definiu o seguinte funcional,

o qual mais tarde recebeu o seu nome.

Definicao 1.55. Dado k£ € R, chama-se Potencial de Mané, o funcional
QM xM— RU{—o0},

dado por

d = inf '
n(,y) = inf eacin o AL, +x(7)

A pergunta natural a se fazer aqui é: Quando o Potencial de Mané é
finito?

Para isto define-se o Valor Critico de Mané para o Lagrangiano L.
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Defini¢ao 1.56. Chama-se Valor Critico de Mané, para o Lagrangiano L,,

o seguinte valor
c(L,) :=sup{k € R | 3 uma curva fechada v t.q Ar 4r(y) <0} =
=inf{k € R | V curva fechada ~v= A, () > 0}.

Observacao 1.57. Note que uma curva c-minimizante tempo livre é também
c- minimizante global. Fathi mostra (ver [35]) que existe uma tinica constante
e € R tal que para o Lagrangiano L + e, os dois conceitos sao equivalentes.

A constante e, ¢ o chamado valor critico do Lagrangiano L,,.

Como L é um Lagrangiano de Tonelli, segue que quando k for grande o
suficiente teremos L + & > 0 e assim, temos que ¢(L,) < +o0o0. Por outro
lado, como a integral de um 1-forma exata ao longo de uma curva fechada é
sempre zero, concluimos que ¢(L,) ndo depende da 1-forma fechada n em si
e sim da sua classe de cohomologia ¢ := [n] € H'(M, R).
Originalmente Ricardo Mané definiu esse valor critico apenas para o La-
grangiano L muito embora, ele esteja igualmente bem definido para cada L,
variando-se a um forma 7 no espaco das 1-formas fechadas de M. Em [24],
prova-se que c(L,) é exatamente o valor a([n]), onde o é a funcao alfa de
Mather correspondente ao Lagrangiano original L.

A relacao entre o valor critico e o Potencial de Mané é mostrada a seguir.

Para uma prova deste Teorema, veja as referéncias indicadas para esta secao.

Teorema 1.58. Sejam g uma métrica Riemanniana em M, induzindo uma
fungao distancia d,, L € C*(TM,R) um Lagrangiano de Tonelli e n uma
1-forma fechada em M. FEntao, o Potencial de Mané tem as sequintes pro-

priedades:

1. Vk € R; vxvyaz eEM= (I)n,k(x7y) < (Dn,k(m7z) + (I)n,k(zay);
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2. Se k < c(L,) entao ®, p(x,y) = —o0, Vz,y e M;
3. Se k > c(L,) entao @, (x,y) € R, Va,y e M;
4. Se k > c(L,) entao existe uma constante Q tal que
D, k(x,y) < (Q+k)dy(z,y), Vx,ye M,
o que juntamente com item 1 implicam que ¥, € (Q + k)-Lipschitz;
5. Se k> c(L,) entdo ¥, p(x,x) =0, Ve M;
6. Se k > c¢(L,) entao @, x(x,y) + D, x(y,x) >0, Vo,y e M;
7. Se k > c(Ly,) entdo ®, 4(z,y) + @, k(y,z) >0, Ve#yeM;

Definicao 1.59. Seja v : R — M uma curva absolutamente continua.

Dizemos que v é uma curva
1. c-semi-estética quando Az, 1 o) (V][ap]) = Prae)(v(a),¥(b)), Ya < b;
2. c-estatica quando Ar, o) (Vb)) = =P (7(b),7(a)), Va < b;
Definigao 1.60. (Conjuntos de Mané e Aubry)
1. Chama-se conjunto de Mané com classe de cohomologia ¢, o conjunto
N, = {(v(t),4(t)) e TM; teR e~ ¢— minimizante global}
={(v(t),4(t)) e TM; teR ey c— semi— estatica};
2. Chama-se conjunto de Aubry, de classe de cohomologia ¢, o conjunto

A, ={(v(t),%(t)) € TM; t€R e c— estatica};
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Observagio 1.61. O conjunto N, foi definido incialmente por Maifié, o qual
chamava de conjunto dos vetores semi-estaticos, como sendo o conjunto das
orbitas que se projetam em curva c-semi-estatica. Mais tarde, Fathi prova a
equivaléncia no item 1 acima (ver [35, 61]) e propoe a nomeclatura conjuntos
de Mané e Aubry.

Segue do Teorema 1.50, que um conjunto de Mané nao contém pontos con-
jugados. Outras propriedades desse conjunto, bem como dos conjuntos de

Aubry e Mather sao dadas a seguir.

Teorema 1.62. (Propriedades dos Conjuntos de Mané, Aubry e Mather)

Os conjuntos J\~/'c, AC tem as sequintes propriedades:

1. N, € compacto invariante e transitivo por cadeias. Em particular, é

conexo;
2. flc ¢ compacto, invariante e recorrente por cadeias;
3. M. Cc A, cN.C Ya(e);

4. Q(¢t|/\7c) C A

Teorema 1.63. (Teorema do Grifico de Mather)
A funcgio 7(A,) 3 g — Card(m~(q)NN.,) € constante igual a 1. Além disso,

a aplicacao inversa w1 : 7r(/~lc) — A, ¢ Lipschitz.



Capitulo 2

Variedade Lagrangiana

Invariante e a Propriedade de

Grafico

Neste capitulo, vamos buscar condig¢oes sob as quais podemos decidir
quando uma variedade Lagrangiana W C T*M, invariante por um fluxo
Hamiltoniano de Tonelli, é o grafico de uma 1-forma diferencial. Nesse sentido
o capitulo contém trés partes. Numa primeira parte, estudamos o caso da
variedade Lagrangiana nao conter pontos conjugados. Na segunda parte,
olhamos o caso em que a variedade Lagrangiana estd contida num conjunto
de Mané e finalmente na terceira parte estudamos o caso em que a Variedade
Lagrangiana é um conjunto e-minimizante. Comegamos provando o seguinte

Teorema.

Teorema 2.1. Sejam ¢, : T*M — T*M um fluxo Hamiltoniano de Tonelli,
Ye um nivel de energia reqular e W C X, uma subvariedade Lagrangiana,
compacta, conexa e de classe C%. Se a aplicagdo 7|y : W — M for localmente

injetiva entdao, o estrato singular Sy é vazio e 7|y é um recobrimento finito.
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Em particular, se W for genérica entdo é uma secao de T*M.

Antes precisamos do lema a seguir, cuja demonstracao pode ser encon-

trada em [38].

Lema 2.2. Sejam Ny, Ny duas variedades suaves de mesma dimensao d e
f : Ny — Ny uma aplicacao de classe C%. Seja S C Ny uma subvariedade
de codimensao um e formada por pontos singulares de f. Se para todo ponto
x € S tem-se dim[kerdf(z)] = 1 e o campo de retas S > z +— kerdf(z)
for transversal a S entdao existem sistemas de cooordenadas em Ni e Ny,

centrados em z e f(z), tais que nessas coordenadas a aplica¢io f é dada por:
(21, Ty ooy Tg_1, Tq) = (T1, Ty oy a1, (24)%).
Em particular, f €2 :1 numa vizinhanc¢a de z.
Demonstragao do Teorema 2.1

Pelo Corolario 1.7, temos que 7|y : W — M tem que ser recobrimento finito.
Agora, suponha que S; # ). Como W é de classe C? e estd contida em um
nivel de energia regular entao, os teoremas 1.36, 1.37 e 1.38, implicam que
a aplicagao de Gauss G : W — A(3,) é transversal & subvariedade A'(3,).
Logo S; é uma subvariedade de codimensao 1 em W. Consideremos o campo
de retas verticais S1 3 6 — TyW NV(0).

Afirmacao 1: Nao existe um ponto, no qual o campo de retas seja trans-
versal ao substrato S;.

De fato, neste caso pela continuidade do campo de retas, temos que existiria
um aberto U C 57, ao longo do qual esse campo seria transversal a S;. Pelo
Lema acima, segue que numa vizinhanca Vy C W de um ponto € € Sy, a
aplicagao m : Vy — M ¢é 2:1. Em particular, 7 : W — M nao ¢ localmente

injetiva, o que nos leva a uma contradicao.
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Segue que o campo de retas verticais é tangente a subvariedade S;. Isto in-
duz um camo de vetores nao singular tangente a S;. Seja t — I'(t) um curva
integral desse campo. Isto significa que I'(t) C TrpyWNV(I'(t)). Disto segue
entdo que, pondo (t) := m(I'(t)) temos que #(t) = dr(I'(t))(I'(t)) = 0. Logo
a curva t — ~y(t) é constante, o que implica que as curvas integrais do campo
de retas tangente estao todas contidas nas fibras (7|w )~ *(¢), o que implica
que a aplicacao m : W — M nao ¢é localmente injetiva. Portanto, temos
que o substrato S7 tem que ser vazio. No caso em que W é genérica temos
que se W nao for uma secao, entao pelo Teorema 1.45, o conjunto singular
Sing(W) = S;1 U S, U...US,_1 é ndo vazio. Sendo W subvariedade Lagran-
giana genérica, pelo Teorema 1.41, cada substrato Sy é uma subvariedade de

codimensao @ em W. Em particular, S; # () levando a uma contradicao.

Pelo teorema acima, acreditamos que a resposta para a seguinte questao
é afirmativa.
Pergunta: Sejam ¢, : T*M3 — T*M? um fluxo Hamiltoniano de Tonelli,
Y. um nivel de energia regular e W C X, uma subvariedade Lagrangiana,
compacta, conexa e de classe C?. Se a aplicagio 7|y : W — M for localmente

injetiva entao, W é uma secao?

2.1 W nao contém pontos conjugados

Ao longo dessa secao M representa uma variedade compacta, conexa e
conexa sem bordo; ¢; : T*M — T*M é um fluxo Hamiltoniano de Tonelli e
Y. C T*M um nivel de energia regular, ®; : A(X.) — A(X.) representa o
fluxo induzido no Fibrado Grassmanniano Lagrangiano A(X.) e finalmente,

W C X, representa uma variedade Lagrangiana compacta conexa de classe
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C!. Sob estas condicoes gerais buscamos aqui a propriedade de grafico no
caso em que W nao contenha pontos conjugados.
As proposigoes a seguir nos dao condigdes necessarias para que uma va-

riedade Lagrangiana invariante e sem pontos conjugados seja uma secao.

Proposicao 2.3. Se K C X, for um compacto invariante sem pontos conju-
gados entao existe uma vizinhanca U C X, de K tal que a aplicagao restrita

Ty : U — M seja uma submersao.

Demonstracdao. De fato, K nao contém pontos conjugados entao ao longo
de qualquer orbita em K estao definidos os fibrados de Green E e F. Logo
temos duas Distribui¢oes Lagrangianas ¢;-invariantes E.F : K — A(X,).
Pelo Teorema 1.54, temos E(0) UF(0) C TpX. e [E(6) UF(0)] NV (0) = {0}.
Isto implica que a aplicagao linear dm () : Ty, — T M é sobrejetiva para
cada 6 € K. Portanto, para todo 6 € K existe uma vizinhaca Uy C X, de 6
tal que 7 : Uy — M seja uma submersao. Finalmente, tomamos U := Uy gl

como no enunciado. Il

Proposicao 2.4. Seja K C X, um compacto invariante sem pontos con-
Jugados. Se L : K — A(3,) for uma distribui¢ao Lagrangiana continua e

¢-invariante, entao o conjunto
Sing(K) := {0 € K | L(0)NV(0) # {0}},
€ um compacto com interior vazio em relacao a topologia de K.

Demonstracao. Note que vale a seguinte igualdade:
L(Sing(K)) = LK) N Ay (Ee).

Como L ¢é continua ¢ K, Ay(X.) sdo conjuntos compactos entao Sing(K)

também deve ser compacto. Agora suponha que exista algum ponto interior
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6. Isto signifca que podemos obter um aberto nao vazio O C K tal que
Oc{feK | LO)NV(O) #{0}}.

Entao considere # € O. Segue que existe um nimero b > 0 de forma que
{&e(0) | —b <t <b} CO. Pelo corolario 1.52, o segmento de érbita
{6:(0) | —b <t <b} deveria conter uma infinidade de ponts conjugados
o que levaria a uma contradi¢ao, uma vez que, por hipdtese K nao contém

pontos conjugados. O

Proposicao 2.5. Se K C X, for um compacto invariante sem pontos conju-
gados, entao para todo T > 0 existe uma vizinhanca U C Y. de K, tal que
para cada 0 € U, o sequimento de drbita {¢:(0) | t € [-T,T|} nao tem

pontos conjugados.

Demonstracao. Vamos mostar que dado T" > 0, entao para cada a € K existe
uma vizinhanca com tal propriedade. Suponhamos entao que isto fosse falso.
Logo existiriam um Ty > 0, um ponto ag € K e uma sequéncia {a,,} C 3. —K
convergindo para ag, de forma que para cada m € N o segmento de orbita
{&e(an) | t € [=To,Tp]} conteria pelo menos dois pontos conjugados. Isto

significaria que existiriam instantes s,, < t,, no intervalo [—Tj, Ty| tais que:

Ay, 51 (Ds () (V (@5, () NV (D, () # {0} (2.1)

Como s, < t,, estao em [—Tp, Ty], entdo a menos da escolha de subsequéncias
poderiamos supor que {s,,} converge para um sqg € [—Ty, Ty e {t,,} converge
para um to € [—Tp, To], com sg < to.

Se tivéssemos sg < to entdo tomando o limite m — oo em (2.1), obterfamos

g0 (P50 (0)) (V (@5 (@0))) N V(¢ (cr0)) # {0}

Mas isto significaria que os pontos ¢, (ag) e ¢y, () seriam conjugados e

como o € K isto iria contradizer a hipotese de que K nao contém pontos
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conjugados.

Por outro lado, se tivéssemos sy = ty entao, como vale a desigualdade

dim[ddy,, s, (05, (m))(V(ds,, (am))) O V(dy,, (am))] < dimM -1 (2.2)

tomariamos de novo o limite m — oo em (2.2), para obtermos
dim M = dim[V (¢, (o)) NV (¢, ()] < dimM — 1,

o que seria um absurdo. Portanto, em qualquer caso chegarimos a uma

contradicao. |

Proposicao 2.6. Sejam U C X. um conjunto aberto tal que cada ponto
a € U, seja conjugado a no mdrimo um nimero finito de pontos da semi-
orbita {¢r(a)] t > 0} e D C U um conjunto ¢i-invariante. Se E : D —
A(3e) for uma distribuicao Lagrangiana, continua e d¢i-invariante, entdo

E(@)NV(#) ={0} VOeD.
Na demonstracao desse resultado vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 2.7. Sejam N uma variedade compacta conexa sem bordo e X €
X'(N). Se S C N for uma subvariedade codimensdo um e transversal a X,
entdo para qualquer q € S existem, uma caiza de fluro B centrada no ponto q
e um g > 0, tais que para todo ponto x € B existe um instante ty € (—ro, o)

de forma que @\ (x) € SN B.

Este lema é uma consequéncia imediata do Teorema do Fluxo Tubu-

lar(também conhecido como Teorema da Caixa de Fluxo).

Lema 2.8. O fluzo ®; : A(3.) — A(X.) preserva uma medida de probabili-

dade v, a qual € positiva em abertos ndao vazio.
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Demonstracao. Primeiramente note que pelo Teorema 1.38, vale a seguinte
relagao:

gthIP):IP)O@t.

Além disso, o fluxo restrito ¢; : 3, — X, preserva a medida de Liouville, aqui
denotada por pu, a qual é positiva em abertos nao vazio. Assim, dado um
Boreliano B C A(X,), defina v(B) := pu(P(B)). Entdo, v define uma medida
de probabilidade em A(X.). Vamos mostrar que ela é ®,-invariante. De fato,

temos que:
Y(®_i(B)) = u(Po d_,(B)) = u(6_, o B(B)) = u(P(B)) = v(B), VteR.

Agora, se B C A for um aberto nao vazio entao, como P : A — ¥, é uma
submersao, o conjunto P(B) nao vazio e aberto em X.. Por isto, v(B) =

W(P(B)) > 0. O

Demonstracao da Proposicao 2.6

Suponha que exista um ponto 6y € D tal que E(6y) NV(6y) # {0}. Entao
temos E(fy) € A*(X.). Pelo Teorema 1.37 temos que:

A (X)) € Ap(Xe) = AL(X,).

Por isto, existe uma sequéncia de pontos F,, € A!'(3.) convergindo para
E(6y). Pelo Teorema 1.37, A'(X.) é uma subvariedade de codimensao 1 em
A(X.) e, pelo Teorema 1.39, ela é transversal ao campo de vetores X|j(s.).
Assim, para cada m podemos aplicar o Lema 2.7, para obter uma caixa de
fluxo B,, centrada no ponto Fj, e um numero r,, > 0 tais que, para cada

ponto Z € B,,, existe um instante t,, € (—ry,,r,) de forma que ¢, (7) €
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AY(X,). Agora, pelo Lema 2.8, junto com o Teorema de Recorréncia de
Poincare, existe uma sequéncia F,,; € A(X.) de pontos recorrentes tais que
Fy; — Fy,. Assim, sem perda de generalidade, podemos supor que F,, €
B, Vj € N. Como temos F,, — E(6,), pode-se escolher uma subsequéncia
{F1}72, da sequéncia {Fy,, }or ; e satisfazendo F; — E(6p). Uma vez que F;
¢ um ponto recorrente, toda a sua 6rbita t — ®,(F}) é recorrente. Segue que

para cada [ € N temos:
Card{t e R | ®;(F) e B NA(Z.)} = oo.

Assim, se a; := P(F)) entdo, pelo corolario 1.52, a; tem uma infinidade de
pontos conjugados na semi-orbita {¢;(cy) | t > 0}.

Por outro lado, como a projecao P : A = A(X.) — X, é continua, segue
que a sequéncia {o;}°; converge para o ponto P(E(6y)) = 6y. Isto implica
que, para [ suficientemente grande «; € U, o que por hipdtese significa que
a; tem no maximo um numero finito de pontos conjugados na semi-orbita

{¢:(cv) | t > 0}. Portanto, chegamos a uma contradigao.
Demonstracao do Teorema A

Pelo Teorema 1.45, basta mostrarmos que a aplicagao restrita 7 : W — M
é um difeomorfismo local. Assim, considere a aplicacao de Gauss associada a
W. Segue que G : W C U — A(X.) é uma distribui¢ao Lagrangiana continua
¢-invariante. Logo temos as condigoes para aplicar a proposicao 2.6, para
concluir que G(0) N V(#) = {0} para todo # € W. Logo, pelo Teorema
da Funcao Inversa, 7 : W — M é um difeomorfismo local como queriamos

mostrar.

Corolario 2.9. Seja O C T*M um conjunto aberto que ndo intersecta ne-

nhum nivel de energia singular. Se O for folheado por variedades Lagrangia-
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nas compactas, conexas e invariantes entao, toda folha sem pontos conjuga-
dos € um grdfico.

Corolario 2.10. Se X, for um nivel de enrgia reqular, suportando uma fo-
lheagdo por variedades Lagrangianas de classe C' entao toda folha fechada é

um gradfico.

A partir de agora além da auséncia de pontos conjugados vamos pedir que

toda orbita do fluxo restrito a variedade Lagrangiana W seja nao errante.

Proposicao 2.11. Seja K C ¥, um compacto invariante sem pontos con-
Jugados e tal que Q(éilx) = K. Se L : K — A(X.) for uma distribui¢ao

Lagrangiana, continua e ¢.-invariante, entdao o substrato
S;1:={0 €K | dim[L(8)NV(0)] =1},
€ vazio.
Na prova dessa proposicao precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.12. Seja X € XY (N) um campo de vetores ndo singular, com fluro
®,: N = N eS C N wma se¢io transversal de X. Se K for um compacto
invariante tal que Q(®|K) = K e KNS # 0. Entdo para cada j € N existe
um q; € K tal que

Card{t e R | ®,(q;) € S} > j.
Demonstracio. Nés fixamos j € N e um ponto 2o € KN S. Pelo Lema 2.7,

existem uma caixa de fluxo B centrada em xg e um ry > 0 tais que
Vx € B, Elto S (—To,TU) = thO(l') e S. (23)

Sejam Uy ;= BNW eny :=min{n € N | n > 2r.}.
Como Q(®,|K) = K existe um ¢; > n; tal que

UQ = (Dtl (Z/ll) ﬂLll 7é @ (24)
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Afirmacao: Para todo ponto x5 € U sua 6rbita intersecta S em intervalos
(—=ty —ro,—t1 +10) € (—7o,70).

De fato, como xy € Us existe x1 € U; tal que:
xo = Oy, (7). (2.5)

Agora, aplique o Teorema da caixa de fluxo para obter d1,dy € (—rg, 7o) tal
que : z; = $4,(z;) € S parai = 1,2.

Por (2.5)temos que z; = ®y, (x1) = Py, ¢, (22) e a afirmagao é verdadeira.
Se j = 1 tomamos ¢; = x e acabou. Caso contrério, considere ny := min{n €

N | n>2t;}. Como Q(®,|K) = K existe um t, > ny tal que
Us := Dy, (Us) N Uy # 0. (2.6)
Afirmacao 2: Para cada ponto x3 € Us sua 6rbita intersecta S nos intervalos
(—t1 —ty — 19, —t1 — ta +10), (—ta — 10, —ta +19) € (—70,70)-
De fato, como x3 € Us existe y, € Uy tal que:
w3 = Py, (y2) (2.7)
e uma vez que yp € Uy, por (2.4) existe y; € U tal que :

y2 = P4, (y1) (2.8)

Aplicamos o Teorema da Caixa de Fluxo para obter py, p2, p3 € (=70, 7o) tais
que:

Uz 1= q)p3($3)7u2 = q)pz(yZ)aul = (I)Pl (yl) €.

Por (2.7) e (2.8) concluimos que

Uz = (I)p3($3),u2 = (I)pz—tQ (:133) € U = q)/’l_tl_t? (x3)
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Isto mostra que a afirmacao é verdadeira.
Se j = 2 tomamos ¢; = x3 e acabou. Caso contrario tomamos nz := min{n €

N | n>2t}. J4 que Q(®|K) = K entdo existe um t3 > ns tal que
Z/{4 = (I)t3(Z/{3) ﬂZ/[3 7é @ (29)

Afirmacao 3: Para qualquer ponto z, € U, sua Orbita intersecta S nos

intervalos de tempo
(—t1—to—t3—rg, —t1—to—ts+ro), (—t1—ta—ro, —t1—to+ro), (—ta—ro, —ta+7r9) €
(=70, 70).

Como temos x4 € Uy, entdo por (2.9) existe um ponto by € Us, tal que

xy = Py, (b3). (2.10)
Por (2.6) deve existir um ponto by € Us satisfazendo

by = Dy, (ba), (2.11)
e por (2.4) temos um ponto by € U tal que

by = @y, (by). (2.12)
Assim, pelo Teorema da Caixa de Fluxo, podemos escolher (i, s, 83, B4 €
(—7ro,70) tais que

vy = DPg,(w4),v3 1= Pg,(b3), v9 := Pp,(ba), v1 := P, (b1) € S.

Finalmente por by (2.10), (2.11) e (2.12) devemos ter:

Vg = @54(:E4),U3 = (I)Bg—t:a (x4)7 Vg = q)ﬁz—tQ—t:s ($4), vy = (I)51—t1—t2—t3($4) €S.

Logo a afirmacao 3 é verdadeira.
Agora, se j = 3 tomamos ¢; = 4 e acabou. Caso contrario continuamos com
este processo e como j € N existirdA um momento em que atingiremos j + 1.

Portanto, isto finaliza a demonstracao do lema. O
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Demonstracao da Proposigao 2.11

Seja K := L(K) € A(Z.) e considere @, : A(X,) — A(X.) o fluxo induzido no
fibrado grassmanniano Lagrangiano. Como K é um compacto ¢;-invariante,
entdao K é um compacto ®-invariante.

Afirmagao 1: Q(®,|K) = K.

De fato, suponha o contrario e considere um aberto nao vazio O C K —
Q(®,|K). Como L é continua entdo O := £L~1(O) é aberto nao vazio em K.
Pela hipétese, temos Q(¢¢|k) = K. Assim, para cada 7' > 0 podemos obter

um ty > T de forma que

tho(O) no 7é @

Tomamos um ponto 0y € O tal que ¢y, (6p) € O. Segue que L(6y) € O e
L(p1,(89)) € O. Mas isto significa que £(6y), Py, (L(6y)) € O.

Por isto, para cada T' > 0, podemos obter um to > T tal que ®;,(0)NO # 0,
que é uma contradicao. Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Agora, suponhamos que
S1:={0 €K | dim[L(O)NV(O)]=1}#0.

Isto equivale dizer que KNA;(2,) # 0, onde A;(X.) é o estrato de codimensao
um em Ay (X.). Pelo Teorema 1.37, Aj(X.) é uma subvariedade de A(X,)

e pelo Teorema 1.39, ela é transversal ao campo X € X!'(A(X.)) dado por:
A2 (E)

X(E) =
®) = &4 :
concluir que para cada j € N podemos obter um ponto L£(a) € K tal que

li=o. Assim, aplicamos o Lema 2.12 a X Ke A1 (%) para

Card{t € R | ®,(L(a)) € AL (D)} > J. (2.13)

Em particular para j = dim M existe um tal ponto cuja brita t — ®;(L(«))

intersectard Ay (X.) em pelo menos j + 1 instantes distintos em um intervalo
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[T, T3], onde Ty < 0. Logo pleo Teorema 1.51, isto implica que a dérbita cor-
respondente t — ®,(V(a)) intersectard Ay (X.) em pelo menos um instante
neste mesmo intervalo. Isto significa que existe um instante ¢y # 0 tal que
do, () (V(a)) NV (¢, () # {0}, 0 que é uma contradigdo, uma vez que, o

conjunto K nao contém pontos conjugados. Isto finaliza a prova.

Corolario 2.13. Se Q(¢i|lw) = W entdo dim[TyW NV(0)] # 1 para todo
6 eW.

Demonstracao. Neste caso, considere a aplicagdo de Gauss G : W — A(Z,).
Segue que G é uma distribuicao Lagrangiana continua. Assim, podemos
aplicar a proposi¢ao anterior a essa distribui¢ao e a conclusao segue-se ime-

diatamente. O

Demonstracao do Teorema B

Suponha que W nao fosse um grafico. Isto significaria que 7 : W — M nao
seria um difeomorfismo. Pelo Teorema 1.45 isto equivaleria dizer que nao
seria um difeomorfismo local. Logo terfamos que Sing(W) # (). Mas como
W é uma variedade Lagrangiana de classe C2, contida num nivel de energia
regular de Hamiltoniano de Tonellli, segue que Sing(W) # 0 = S; # (. Mas
isto por sua vez, iria contradizer a proposicao anterior. Portanto, W tem que

ser um gréafico.

Proposicao 2.14. Sejam ¥, C T*M wum nivel de energia reqular e W C ¥,
uma variedade Lagrangiana, compacta, conexa de classe C' e sem pontos

conjugados. Se Q(¢|lw) =W entao W € um grdfico.

Na prova dessa proposicao vamos precisar do seguinte lema.
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Lema 2.15. Sejam (W,d) um espago métrico compacto, conexo e seja f :

W — W um homeomorfismo. Se Q(f) =W entdo Rec(f) = W.

Demonstracao. Dados k,n € N considere o conjunto:

1
Ay = (10 €W [d(0, /"(0) < -}
m>n
1
Como cada conjunto {0 € W | d(6, f(0) < E} é aberto, segue que Ay
também ¢é aberto.

Afirmacao 1: Rec(f) = ﬂ ﬂ Aln)-
k>1n>1
De fato, um ponto « estd em Rec(f) se, e somente se, para toda bola aberta

1 1
B(oz,E) e todo n € N, existe um m > n tal que f™(«a) € B(a,E). Isto

significa exatamente o € ﬂ ﬂ An)-
k>1n>1

Afirmacao 2: Se Q(f) = W, entao A,y = W.

De fato, suponha que exista um ponto z € W — Z(ko,no)' Entao existe uma
bola aberta B(x, &) C W — Ay ng). Assim, B(x, ) N Ay ng) = 0. Tsto im-
plica que para cada m > ng, a bola aberta B(x, ]io) nao intersecta o conjunto
{0 e W |d@,f™0) < %} Isto por sua vez, significa que o ponto z é errante,
o que contradiz a hip6tese Q(f) = W. Logo a afirmagcao é verdadeira.

Segue que W ¢é igual ao fecho da intersecao de todos os conjuntos A . Pela

afirmacao um o lema segue. O]
No a seguir, o argumento ¢é devido a Carneiro-Ruggiero.

Lema 2.16. As drbitas recorrentes do fluxo restrito ¢¢|w ndo intersectam o

conjunto singular Sing(W).

Demonstra¢ao. Suponha que 6 € Sing(W) seja um ponto recorrente. Sem
perda podemos supor que # é o tultimo ponto de sua érbita e pertecendo ao

conjunto singular. Entao os espacos Tj, )W sao graficos de uma familia de
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operadores lineares simétricos (0,4+00) 3 t — Sp(t) : H(¢:(0)) — V(4:(9)) ,
0s quais sao solucoes da equacao de Riccati. Pelo Teorema 1.33 existe uma
constante A > 0, independente de 0, tal que [|Sp(t)| < A, para todo t > 1.
Agora como 6 é recorrente existe uma sequéncia t;  +oo tal que ¢y, () —
6. Assim, a sequéncia de operadores lineares Sy(t) converge para um operador
linear simétrico S : H(0) — V(6). Sendo W de classe C'!, o espago tangente
¢ unico e depende de forma continua do ponto de tangéncia. Isto implica que
TyW é necessariamente o grafico do operador S. Em particular, T, WNV(0) =

{0}, o que nos leva a uma contradicao, pois ¢ € Sing(WW). O

Demonstragao da Proposicao 2.16

Pelos dois lemas acima, temos que
Rec(pilw) = W e Rec(op|lw) C W — Sing(W).

Seque que para cada { € W existem sequéncias {0} C Rec(éilw) ety /400
tais que O, ¢y, (0) —> €. Consideremos a familia de operadores simétricos
So, (tr) : H(¢r, (0k)) = V(¢r, (0x)). Pelo Teorema 1.33 temos que ||Sp, ()| <
A. Logo a sequéncia de operadores converge para um operador linear simétrico
E :H(&) — V(&) cujo grafico é necessariamente o subsespago T¢WW. Em par-
ticular, temos que T.WNV(§) = {0}. Portanto, Sing(W) = ). Pelo Teorema

1.45, segue que W é uma secao, finalizando a prova.

Em [13], os autores introduziram o conceito de entropia polinomial, para
um homeomorfismo num espaco métrico compacto conexo. La eles mostram
que, se a entropia polinomial for menor que um entao, todo ponto é recor-

rente. Além disso, mostram que se os iterados do homeomorfismo, formam
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uma familia equicontinua de aplicagoes, entao a entropia polinomial é menor
que um. Deste modo, usando os resultados de [13] junto com a proposigao

2.6, temos que vale os seguintes corolérios.

Corolario 2.17. Se W nao tem pontos conjugados e a entropia polinomial

do fluzo restrito ¢i|lw, for menor que 1 entdo, W é uma seg¢ao.

Corolario 2.18. Se W nao tem pontos conjugados e existe um ty # 0, tal que
os iterados do difeomorfismo ¢y, - W — W formem uma familia equicontinua

entao, W € uma secao

2.2 W é c-minimizante

Nesta secao buscamos entender a relagao entre a propriedade de grafico
de uma subvariedade Lagrangiana e o conjunto de Mané. Durante toda esta
secao ¢ : T*M — T*M é um fluxo Hamiltoniano de Tonelli e ¥, C T*M um
nivel de energia regular, W C 3, uma subvariedade Lagrangiana compacta
conexa de classe C'. Como mostra a proposicao a seguir, uma condicao
necessaria para uma variedade Lagrangiana invariante seja uma se¢ao, é que
ela esteja contida em um conjunto de Mané. Logo a pergunta natural a se
fazer aqui é: Esta condigao é suficiente?

Vamos buscar aqui condigoes para responder essa pergunta.

Proposicao 2.19. Se W for um grdfico Lagrangiano invariante, de classe

de cohomologia ¢, entio ele estd contido no conjunto de Maié N.,.

Demonstracao. Como W é um grafico Lagrangiano invariante, existe uma 1-
forma w de classe C'!' em M tal que dw = 0 e W = {(q,w(q)) € T*M | q € M}.
Seja ¢ = [w] € HY(M,R) e L o Lagrangiano associado a H. Como L ¢ La-

grangiano de Tonelli, existe um tinico campo de vetores X € X*(M) tal que
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L
w(q) = g—v(q,X(q)). Considere o grafico de X,

Gx = {(q,X(q)) € TM|q € M}.

Entao Gx é um conjunto invariante e estd contindo num nivel de energia

Y, = £ (k) de L. Vamos mostrar que Gy C N,. Primeiro, observe que:
N, = {(g,v) € TM| ~(t) :=To¢(q,v) e curva c—minimizante global}

Suponha que Gx ¢ N... Entao, existe um ponto 6 € Gy tal que a solucao de
Euler-Lagrange (t) = 7 o ¢4(f) nao é uma curva c-minimizante global para
L. Logo, podemos encontrar nimeros a < b tais que o segmento de curva
Y|fa,p) D0 é uma minimizante de Tonelli para o Lagrangiano L, := L — w.

Mas, pelo teorema de Tonelli, existe uma extremal A : [a,b] — M tal que

v(a) = Aa), v(b) = A(b) e

/abL(A, X)dt—/Aw < /abL(%ﬁ)dt—/w (2.14)

Como L é convexa ao longo das fibras de TM entao

L(A(t), A(t)) = L(A(t), X(A(t))) > Z—E(A(t), XD A1) = X(A(1) <
LA(), At)) = =E(A(L), X(A(1))) Z—I;(A(t%X(A(t)))(A(t)) <

LAE), A1) + EA(E), X(A(1))) = w(A(1) (A1) &
LA(E), A(6)) +k > w(A(t)) (A(t)).
Assim, pela ultima desigualdade temos

/b LO Nt + k(b —a) > /w (2.15)

Usando (2.14) e (2.15) obtemos

0</bL<m)dt—/w+k(b—a). (2.16)

~
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Entretanto, temos que k = £(v, %) = (7, 9)(1)—L(7, %) = w(y) (1) —-L(7,4)

o que implica em

b
0= / L(~y,~)dt — /w +k(b—a) (2.17)
a gl
De (2.16) e (2.17) chegamos a uma contradicio. Portanto, Gy C N.. O

Corolario 2.20. Se W C T*M for um grdfico Lagrangiano contido no nivel

de energia ., entao
1. Ele € um conjunto e-minimizante;
2. Ele nao contem pontos conjugados;

3. O nivel de energia satisfaz e > c4(L) = Min{a(c)|c € H'(M,R)},

onde v € a funcao alfa de Mather.

Na demonstragao do Teorema C, vamos precisar dos dois Lemas seguintes

da topologia diferencial.

Lema 2.21. Sejam M e W wariedades quaisquer fechadas orientdveis de
classe C* e mesma dimensio d. Entdo toda F € CY(W, M), cujo grau seja

nao nulo, € sobrejetiva.

Demonstracao. De fato, suponha que exista uma tal F com Grau(F) # 0,
mas F(W) # M. Segue que A := M — F(W) ¢ um aberto nao vazio de M.
Entao escolhemos uma d-forma diferencial n em M tal que Supp(n) C A
e [,,n # 0. Segue que a d-forma pullback F*n ¢ identicamente nula. Da

integragao de formas diferencias sabemos que:

/WF*n = Grau(F) - /M'r]

Logo pela escolha da d-forma 7 segue que devemos ter Grau(F) = 0, o que

leva a uma contradicao. O
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Lema 2.22. Sejam M e W wariedades quaisquer fechadas orientdveis de
classe C* e mesma dimensio d e F € C*(W,M). Entdao, para todo valor

reqular g € M tem-se Grau(F) = Z x(0), onde x : F~1(q) — {—1,+1}
9cF—1(q)
€ definida por:

+1,se JF(0) > 0;
—1,se JF(9) <O.

x(0) =

Demonstracao. Nés fixamos ¢ € M um valor regular arbitrario. Por definicao
de valor regular e pelo Teorema da Funcao Inversa segue que existe uma
vizinhanga V, C M de forma que F~(V,) seja uma unido finita e disjunta de
abertos(os quais podem ser tomados como sendo conexos!) Ay, Ag, ..., A, C
W e tais que cada aplicagao F|4, : A; — V, seja um difeomorfismo. Deste
modo a funcao x : F~1(¢) — {—1,+1} pode ser estendida para todo o aberto
F~1(V,) e é constante em cada aberto A;. Agora tomemos uma d-forma
diferencial n em M, com Supp(n) C Vg e [, n= qu n # 0. Da integracao de
formas diferenciais sabemos que para cada ¢ = 1,2, ..., tem-se:

AFWZX@%KW,

q

onde 6; é um ponto qualquer de A;. Assim :
L2 o= | Sxe)- [ o= [ X |

Portanto,

Gmu(F)~/Mn:/WF*77: {;x(ei)] «/Mn,

donde obtemos que :

r
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Demonstracao do Teorema C:

Como W C N, entdao Q(¢|w) C Q(¢¢|.) logo pelo Teorema 1.63, temos que
Q(¢¢|lw) C Ae. Em particular, Rec(¢y|w) C A..

Afirmacao: Existe um aberto 2/ C M, contendo o compacto m(Rec(¢¢|w))
tal que Card(m~'(q) N W) = 1 para todo ponto q € U.

De fato caso contrario existiria uma sequéncia {¢,} C M convergindo para
um ponto gy € m(Rec(dy|w)) e tal que Card(n(g,) N W) # 1 para todo
n € N. Tomamos para cada n dois pontos distintos 6,,,&, € 7 (g,) "W
e usando que W é compacto podemos assumir que {6,} converge para um
0y e {&,} converge para um &;. da continuidade da projecdo obtemos que
m(6) = 7(&) = qo € mw(Rec(¢ilw)) C 7(A.). Logo, pelo Teorema 1.64,
temos 6y = & € m. Observe agora que, como W C N. ento,
pelo Teorema 1.50, W nao contém pontos conjugados. Assim pelo lema 2.18

devemos ter que :

Rec(¢|lw) N Sing(W) = .

Isto implica que 7|y é um difeomorfismo numa vizinhanga do ponto 6y = &o.
Isto nos leva a uma contradigao pois temos m(6,,) = 7(&,) = gn € 0, & — Oo.
Portanto, a afirmagao é verdadeira.

A afirmacéo acima, junto com o fato de Rec(¢y|w ) N Sing(W) = 0, mais o
Lemma 2.21, implicam que 7|y tem de fato grau igual a 1. Do Lema 2.20,

segue a sobrejetividade.

Para o lema a seguir, consideremos o potencial de Mané

D, o()(7,y) ;= inf in Ar o) (7)-
na((t,y) = Inf min = Ar,ra()(7)

Para simplificar notacoes vamos escrever ® e A para o potencial e para

a Agao Lagrangiana respectivamente. Denotemos By = max{L,(z,v) +
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a(c) | |lv|]lz = 1}. Neste caso, a fungao potencial satisfaz algumas pro-

priedades. Citamos duas que usaremos aqui.
o O(z,2) < O(x,y) + Py, 2);
o O(z,y) < Bydy(z,y).

Lema 2.23. (Lema de Quase Cruzamento ) Sejam L : TM — R um
Lagrangiano de Tonelli, com fluro ¢; : TM — TM, ¢ := [n] € H'(M,R)
e Yae) C TM o correspondente nivel de energia. Seja & € Yq() tal que a
solugao E-L ¢ : R — M, seja c-minimizante. Dados a,b, K > 0, existem
constantes oy, Cy > 0 com as sequintes propriedades:

Se ) € Yq(e) € tal que a solugio E-L vp : R — M seja também c-minimizante
e dy(70(a). %€(0)) < do, d(@u(6),€) > K. Entdo dy(0(s),%e(t)) > Co, Vs >
a,Vt > b.

Demonstracao: Comecamos com a sequinte afirmag¢ao.
Afirmacgao: Dados a,b, K > 0, existem 69 > 0 e Qg > 2Bydy, tais que se
0 € Yoy, da(¢a(0),§) > K e dg(ve(a),¢(0)) < b entdo:

A6l (0.0 * A * Yelo,p1) — P(76(0),7(b)) > Qo,

onde X € a geodésica minimizante ligando o ponto vg(a) ao ponto v¢(0).
De fato, assuma que nao seja esse o caso. FEntdo existem constantes posi-
tiwas ag, by, Ko, tais que para qualquer n € N, existe um ponto 8, € X,

satisfazendo:

dG(¢ao(9n)af) > Ko, dg(’}/an(ao),’yg(())) < % e
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3B
A0, 10,00 * An * Veljo.60]) — P(70,,(0), 7e(bo)) < 70

Passando o limite n — +o00, obtemos dy(7p, (a0),7¢(0)) — 0. Como
0n,& € Yo podemos supor que {0,} converge para um ponto Oy € Yo
Assim, vg,(a0) = Ve(0) e da(¢a,(00),&) > Ko > 0. Por outro lado temos:

AV, l10,a0] * An * Veljo,0]) — A(V00l10,a0) * Vel10.00]);

P (75, (0),7¢(bo)) — P (7, (0), ¢ (bo));
A0, l10.a0) * An * Vel [0.60]) — P(76,.(0),7¢(bo)) — 0.

Logo A(Yayl[0,00] * Veliowo]) = P(790(0),7¢(bo)). Isto significa que a curva
Voo [0,a0] * Vel [0,50] € Minimizante. Mas curvas minimizantes sao diferencidveis

na mesma classe que a funcao Lagrangiana L. Seque deste fato que:

Yoo (ao) = 75(0) € ¢a0(00> = f

Isto nos leva a uma contradi¢do pois dg(¢e,(60),&) > Ko > 0. Logo a
afirmagao € verdadeira.

Vamos agora a provar do lema. Dados a,b, K > 0, sejam 6,& como no enun-
ciado do Lema. Fizemos as constantes dg, Qo > 0 dadas pela afirmacao,

s>aet>b.

©(79(0),76(s)) <
D(76(0),7¢(0)) + (76 (), (1)) + P(1e(t), 70(s)) <
A(olo.a) + Bol(A) = Qo + A(velp.) + P(1(b), (1)) + P(7e(t), 70 (5)) =
A(velio.a) + Bol(A) — Qo + A(velioy) + Alelpa) + 2(ve(t),7(s)) =
A(olp.al) + Bol(A) — Qo + P(1£(0), 7¢ (1) + @(ye(t), 70 (5)) <

A7) 10,0))+Bol(N) —Qo+P(7£(0),79(a) ) +P(ve(a), vo(s))+P(va(s), Ve(t))+P(ve(t), v6(s)) =
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A(vel0,a1)+Bol(A)=Qo+P(7(0), 70 (a)) +A(Vol1a,51)+P(76(s), 7 (1)) +P (Ve (2), 70 (s)) =
A(lp0,51) + Bol(A) = Qo+ 2(7£(0), 0 (@) + L(va(s), 7 (1)) + P(e(£), 70 (5)) <
A(oli0.5) + Bol(A) = Qo + Bol(A) + P(19(s), 7¢(t)) + (ve(t), 70 (s)) =
®(76(0),70(s)) + 2Bol(A) — Qo + P(7a(s), V(1)) + P(e(t), 70(s)).

Logo, temos que:

Qo—2Bol(A) < ®(70(s), (1)) +P(V(t),76(s)) < Bodg(76(s), Ve (t))+Bodg(1e(t), 70(s)) =
Qo — 2Bol(A) < 2Bodg(ve(s), e(t))-

Como o comprimento ((X\), da geodésica A, satisfaz ((\) < 0y entdo:

0 < Qo —2Bodo < Qo — 2Bol(A) < 2Body(7e(s), 7e(t))-

> (o — 2Bydo

Assim, dg(ve(s),7e(t)) > 2B, > 0, o que finaliza a prova do lema.

Demonstragao do Teorema D

Comegamos com a seguinte afirmacao.
Afirmacgao 1: A aplicacao 7 : W — M ¢é injetiva.
De fato, assuma que existam dois pontos distintos £, « € W com 7(«r) = 7(§).

Como Q(¢¢|lw) C Qs

e ), entao pelos Teoremas 1.63 e 1.64 temos que, &, «

D
M, a,b > 0 e denotemos

sao pontos com drbitas errantes. Sejam K :=
0 = ¢_,(a). Considere as constantes oy, Cy > 0 dadas, em funcdo de K, a e b,
pelo Lema de Quase Cruzamento. Como dy(vg(a),v¢(0)) = dy(m(), w(€)) =
0 < dp e da(Pa(f),§) =da(a,§) > K, entao temos que dgy(vo(s),ve(t)) > Co,

para quaisquer s > a et > b.

Das hipéteses temos que Lim™ ()N Lim™ (€) # ) ou Lim™ (a)NLim ™ () # 0.
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Sem perda, suponhamos Lim™*(«) N Lim™ (&) # 0. Logo, existem um ponto
o € W e sequéncias t,, s, /' +o0o tais que ¢y, (), ds, (o) — 0. Segue que
Busan(6) = 60, (60(8)) — 6(0) € Buyen (6) = Ba(60,(€)) —> ba(o). Darcon-
tinuidade da projecao segue que Yp(s, + a), ¥e(tn, + a) — 7(Pa(0)), ou seja
Jim. dy(Vo(sn +a),ve(t, +a)) = 0. Isto nos dd uma contradigao. Portanto, a
afirmacao ¢ verdadeira.

Pelo corolario 1.7 segue que w : W — M é de fato um homeomorfismo. As-
sim, existe uma 1-forma continua n em M tal que W = {(z,n,)| = € M}.

Sendo W subvariedade Lagrangiana de classe C!, segue que n é C*.

2.3 Graficos Invariantes pelo Fluxo Geodésico

Nesta secao apresentaremos o conceito de geodésica minimizante e em se-
guida damos a definicao de variedade Lagrangiana minimizante. O objetivo
é provar que tais variedades sao na verdade gréaficos Lagrangianos invariantes
pelo fluxo geodésico. Ao longo dessa secao, (M, ¢g) é uma variedade Riemanni-
ana suave, compacta, conexa e sem bordo e (1\7[, J), representa o recobrimento
universal munido com a métrica Riemanniana obtida levantando a métrica g,
via a projecdo recobrimento P : M — M. Denotaremos por dg e Jg as funcoes
distancia, induzidas pelas métricas g e g respectivamente. Toda geodésica
sera assumida estar parametrizada por comprimento de arco. Representare-
mos por T1M o fibrado tangente unitario de (M, g) e por ¢, : T{M — T1M o

fluxo geodésico correspondente.

Definigao 2.24. Sejay : R — M uma geodésica. Diz-se que v é minimizante,

quando qualquer levantamento 7 : R — M dela tiver a seguinte propriedade.

dg(7(b),¥(a)) = b—a, Vb>a,
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onde dj ¢ a distancia induzida em M por §.

Esta classe especial de geodésicas é estudada desde os tempos de Morse,

o qual as chamava de geodésicas classe A.

Definicao 2.25. Dizemos que um conjunto invariante W C T{M é minimi-

zante quando para todo # € W, a geodésica y(t) = m(¢:(6)) for minimizante.
Uma consequeéncia da propriedade de minimizante é a seguinte:

Proposicao 2.26. Se W C T1M for um compacto invariante minimizante
entao toda medida de probabilidade invariante e suportada em W € uma

medida c-minimizante para alguma classe de cohomologia ¢ € H'(M,R).

Demonstragao. Isto segue de [50 , Proposicao 2 e a observacao subsequente].

]

Observagao 2.27. O Lema a seguir trata do cruzamento de geodésicas mi-

nimizantes. Por [30, corollary 2], dado um Lagrangiano de Tonelli L, em

um nivel de energia acima do valor critico estrito co(L) := min a(c),
ceH'(M,R)

o fluxo de Euler-Lagrange é uma reparametrizacao, de um fluxo geodésico,

para uma métrica Finsler em M, apropriadamente escolhida. Deste modo, o

lema a seguir continua valido, para esses niveis de energia.

Lema 2.28. Seja & € TiM tal que a geodésica Ye:R— M , com (9¢(0), ?g(O))
€ seja minimizante global. Dados a,b, K > 0 existern 6y > 0 e wma constante
Co > 0 com a sequinte propriedade:

Se § € T\M € tal que a geodésica 75 : R — M também seja minimizante
global e d;(75(a), 7¢(0)) < o, dg(a(0),€) > K entdo :

d3(75(s), ¥¢(t)) = Co, Vs > a, Vt > b.
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Demonstracao. Comecamos com a seguinte afirmagao.
Afirmacgao: Dados a,b, K > 0, existem dy > 0, tal que se 6 T, M,
dg(0a(0),€) = K e dg(75(a), 7¢(0)) < do entdo:

((Fgl0.a) * A * Aelio) — dg(75(0), 72(b)) > 3o,

onde \ é a geodésica minimizante ligando o ponto 4;(a) ao ponto Y(0).
De fato, se nao fosse esse o caso existiriam constantes ag, by, Ko > 0 tais que

para qualquer n € N, existe um ponto 6,, € T;M satisfazendo:

dé(éao(én%é) > Ko, dg(7, (ao), ~§(O)) < l e

n
(g, No,a0) * M * Vel i0.00]) — d3(Fg,(0), 7e(bo)) <

Passando o limite n — +o0, obtemos d3(75, (a0), 7¢(0)) — 0. Isto junto
com o fato de 6,,& € T;M, mais a continuidade do fluxo geodésico b, nos
permite assumir, sem perdas, que {(9;} converge para um ponto 0 € T M.

Assim, 4, (a0) = Y(0) e dg(hay(60),€) > Ko. Por outro lado temos:

(Vg l10,a0) * An % Vel0,00]) —> (Vg |10,00] * Vel [0,00]);

d3(74,(0),¥£(bo)) — dg(7g,(0), 7£(bo));
(g |0.a0) * An * Vel 0001) — dg (3, (0), F£(bo)) — 0.
Logo £(74, l10.a0) * Velo.bo]) = d3(75,(0),7¢(bo)). Isto significa que a curva

Yoo l0.a0] * Veljo.po) ¢ minimizante. Assim, ela deve ser uma geodésica. Em

particular é diferenciavel. Segue deste fato que:

Vi, (@0) = 7¢(0) € Guy(0o) = €.
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Isto nos leva a uma contradigio pois dg(da,(00), &) > Ko > 0.
Vamos agora a prova do lema. Dados a,b, K > 0, sejam 6, £ como no enun-
ciado do Lema. Fixemos a constante d, > 0 dada pela afirmacdo, s > a e

t>0b.
d3(75(0), ¥5(s)) <
d3(75(0), 7(0)) + d3(3£(b), 72(1)) + dg(Fz(t), Y4(s))
(Fglioa) + LA = 380 + L(elon) + d(3¢(b), F¢(t)) + dg(3e(t). 5(5)) =

U(Vglo,a) + LX) = 300 + L(Veloe) + €(Velpg) + dg(2(2), ¥a(s)) =

IN

((gli0.0) + €(X) = 380 + d5(32(0), 3¢ (1)) + d3 (F(t), 33(s)) <
C(gl10.0)+0(N) —380+d3 (7¢(0), (@) +d3 (5(a), 75())+d3 (T5(s), F(£))+d5 (3¢ (t), F5(s))
(gli0.)+EON) =300+d5(3¢(0), 35(a)+(Fg1a,) +d5(35(), 7 (1)) +d5(3(1). 5(5)) =
(gli0.) +L(A) — 30 + d3(7¢(0), 35(a)) + 2d5(35(s), 3¢ (t)) <

C(Fgl0,5) + €(A) — 300 + £(A) + 2d5(Y5(s), Ye(t)) =

d3(75(0), 75(s)) + 20(A) — 300 + 2d5(75(s), Fe(t))-

Logo, temos que 38y — 20(\) < 2d3(Y5(s), ¥(1))-

Como o comprimento ¢()\), da geodésica A, satisfaz £(\) < &y entao:

_ 30— 20(\) _ %

5 (3gls), (1) = =2 250, a

Demonstragao do Teorema E

Comecamos com a seguinte consequéncia.

Afirmacao 1: Nao existem dois pontos distintos 0, € W — Rec(¢;|w ) tais
que 7(8) = 7(€).

De fato, assuma que a afirmacao fosse falsa. Sem perda, podemos assumir

que Lim™(0) N Lim™ (&) # 0. Considere as geodésicas vp(t) := m(¢:(6)) e
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Ye(t) = m(¢¢(§)). Temos entao que Lim™ (y9) N Lim™ (7¢) contém o trago de

uma geodésica 7,. Entao fixamos levantamentos ;(t) e 9z(¢) no recobrimento

R™ e tais que 55(0) = 7z(0) = ¢, 6 = (7;(0),75(0)) e £ = (7:(0),7¢(0)). Como
)

Ya(R) C Lim™(79) N Lim™ () entdo, no recobrimento temos:
inf{d;(Y5(s),%(t))| s = a,t=b} =0.

da(6,€
Por outro lado, se 0 < K < L’f) e a,b > 0, consideremos &y, Cy > 0

constantes dadas pelo Lema 2.27. Entao temos que:
inf{d;(75(s),%(t))| s >a,t>b} > Co.

Logo, chegamos a uma contradi¢cao. Portanto,a afirmacgao é verdadeira.
Afirmacao 2: A aplicacao 7 : W — T" é localmente injetiva.

De fato, pela afirmagao anterior segue que 7|y é localmente injetiva em
cada ponto do conjunto W — Rec(¢|w). Por outro lado, como Rec(¢|w) N
Sing(W) = ) entao, pelo Teorema da Funcao Inversa, segue que 7|y é inje-
tiva numa vizinhanca de cada ponto em m. Portanto, a afirmacao é

verdadeira.

Segue da afirmacao acima e do corolario 1.7 que a aplicacao w : W — T" é
um recobrimento finito. Mostremos agora que é um homeomorfismo. Temos
a seguinte:

Afirmacao 3: Existe um valor regular ¢ € T" possuindo uma unica pré-
imagem em W.

Com efeito, como 7 : W — T" é um recobrimento(finito), entao é sobrejetiva.
Por outro lado, pela afirmacao 1 e pelo Teorema da Invariancia do Dominio,
temos que a aplicacao restrita 7 : W — Rec(¢y|w ) — 7(W — Rec(¢yg|w)) é um

homeomorfismo cuja imagem é um subconjunto aberto préprio de T". Como
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temos T — w(Rec(dy|w)) = ©(W) — n(Rec(delw)) C 7(W — Rec(edw)),
segue que m(Rec(dlw)) # T Agora, note que sendo o conjunto T" —
7(Rec(¢¢|w)) um aberto entdo, pelo Lema de Sard, existe um valor regular
¢ € T"—n(Rec(@ulw)). Segue que (rlw)~(q) C W —(Sing(W)URec(@rw)).
Pela afirmacao 1, obtemos que o valor regular ¢ tem apenas uma pré-imagem
em W. Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Finalmente, concluimos que a aplicagao recobrimento 7 : W — T™ é de fato
um homeomorfismo, ou seja, existe uma 1-forma continua 7 em T" tal que
W ={(z,n(z)) €e T" xR* | 2 € T"}. Como W ¢é uma subvariedade La-

grangiana de classe C!, temos que 7 é diferencidvel de classe C*.

Teorema 2.29. Seja W C T\T® um toro Lagrangiano de classe C?, mi-
nimizante e suportanto mo mdzrimo uma quantidade infinito enumerdvel de
medidas de probabilidade invariantes. Se W nao for uma secao entdo, o

estrato Sy C Sing(W) é nao vazio.
Demonstracao do Teorema 2.29

Assuma que Sy = (). Como W é Lagrangiano e de classe C? entao, segue que
sua aplicacdo de Gauss G : W — A(T,T?) é transversal & subvariedade subs-
trato A'(T,T?). Assim, temos que toda componente conexa T C Sing(W) é
uma variedade compacta de classe C! e transversal ao campo geodésico. De
agora em diante vamos denotar por 7 3 £ — V(&), a aplicacao que associa a
cada ponto singular £ € T a reta T,W N V(). Como veremos a seguir, essa

aplicagao implica que 7 é um toro.
Lema 2.30. Z:={£ € T| V(&) € T¢T} € aberto e fechado em T .

Demonstracao. De fato, se Z for vazio nada temos a provar. Assuma entao

Z nao vazio. Se £ € Z entao, pela continuidade do campo de retas £ — V(§),
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temos que existe uma vizinhanca N C T tal que N C Z. Logo Z é um
subconjunto aberto de 7. Agora, suponha que este conjunto nao seja fe-
chado em 7. Isto significa que podemos obter uma sequéncia {¢;} C Z e um
ponto £ € T — Z tal que & — £. Como T é uma subvariedade de classe C"*,
podemos obter um sistema de coordenadas em torno deste ponto & tal que
0_x1(§) = V(¢), onde {%(5), 8%2(5)} ¢ uma base do espaco T¢T e para j
suficientemente grande {8%1(5]-), 8%2(5]-)} ¢ uma base do espago T¢, 7. Como
{{;} € Z e dim W = 3, entdo cada conjunto {8%1(51-), %(@),V(@),X"(Q)}
é linearmente dependente, o que significa que para cada j € N existem

ntimeros A;, B;,C; e D;, nao todos simultaneamente nulos, tais que:

0

6_1:2(§j) +CV(E) + D;X(E;) = 0.

0
Aja—xl(éj) + B;

Observe que nao podemos ter C; e D; simultaneamente nulos. Por outro
lado, também nao podemos ter D; = 0, pois isto implicaria que o vetor V(&;)
seria tangente a 7, ou seja que §; nao estd em Z, uma contradi¢do. Segue

que podemos escrever:

X&) = (%j) a%l(fj) + (%) 8%2(53‘) + (%) V(&) &

Passando o limite 7 — oo, por continuidade teriamos:

X9() = Ap () + By (€) + TV = (A+0)5 () + Br—(c).

Isto significaria que, no ponto &, o campo XY seria tangente a 7, o que iria

contradizer o Teorema de Chekanov. O
Lema 2.31. O conjunto Z :={£ €T | V(&) € T¢T} nao € vazio.

Demonstracao. De fato, suponha que Z seja vazio. Isto significa que a

aplicagao T 2 & — V(§) é um campo de retas nao singular e tangente a
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T. Sem perda podemos assumir que seja um campo de vetores nao singular
de classe C! e tangente a 7. Segue da topologia que T é diffeomorfa ao toro
T2. Além disso, tal campo de retas determina uma folheacio F unidimen-
sional no toro 7. Pelo Teorema de Denjoy-Schwarz(ver [36]), toda folha é
densa ou ¢ fechada(homeomorfa ao circulo !).

Afirmagao 1: A folheagao F nao contém folha densa.

De fato, se t — I'(¢) for uma folha densa em 7 com I'(0) = 6 € T, como ela
¢ tangente ao campo vertical £ — V(&), entao m(I'(t)) = ¢ = w(A) Vt € R.
Se S, := 7 !(q) N T1M?, entdo I'(R) C S,. Da densidade obtemos que:

T~ 7T =I(R) CS, ~ S
Mas isto é absurdo. Portanto, a afirmacao é verdadeira.
Pelo Teorema de Denjoy-Schwarz(ver [36]), toda folha de F tem que ser
fechada, ou seja um circulo. Seja t +— I'(t) representando uma folha em T,
com I'(0) = 0 € T, entéo como ela é tangente ao campo vertical & — V(),
temos que o circulo C' = I'(R) estd contido na esfera S, := 7 '(¢) N T;M?.
Assim, o toro singular 7 intersecta as fibras (7| )~ (¢q) ao longo de circulos.
Afirmacao 2: Existem uma folha fechada C' = I'(R) C T e dois pontos
distintos 6, ¢ € C, tais que:
Lim™(0) N Lim™ (&) # 0 ou Lim~(6) N Lim~ (&) # 0.
De fato, como C' é compacto e conexo entao, o conjunto omega limite de C,

dado por

Lim™(C) = ﬂ ¢S(U ¢:(C)),

s€R t>0

¢ um compacto conexo invariante e Lim™ () C Lim™*(C), para cada a € C.
Além disso, o compacto invariante Lim™(C') contém um subconjunto mi-
nimal(compacto invariante no qual toda érbita é densa). Como para cada

a € W temos que cada um dos conjuntos Lim™*(a) e Lim™(«) suporta uma
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medida invariante, segue que se a afirmagao nao fosse verdadeira entao W
conteria suportes de uma infinidade nao enumeravel de medidas invariantes,
levando a uma contradicao. Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Do Lema 2.27 e afirmacao 2, chegamos a uma contradi¢ao. Portanto, o con-
junto Z é de fato nao vazio.

Pelos Lemas 2.29 e 2.30, concluimos que o campo de retas verticais 7 3
¢ — V(&) é transversal ao toro singular em todo ponto. Pelo Lema 2.2 segue
que todo ponto £ € T é uma singularidade do tipo dobra para a aplicagao
7: W — T3,

Afirmacgao 3: Existem r; > 0 e uma vizinhanca V C W do toro singular 7T,
de forma que ¢(V) N [Sing(W) — T] = 0, para |t| < ry.

De fato, temos que cada componente conexa de Sing(W) é difeomorfa ao
toro T? e é transveral ao campo Hamiltoniano. Como cada érbita em W in-
tersecta Sing(WW') no maximo um numero finito de vezes, segue que Sing(W)
tem um numero finito de componentes. Isto implica que a afirmacao 3 tem
que ser verdadeira.

Sejam Ty, 7, ..., T, as componentes conexas de Sing(W). Pelos Lema 2.2
e afirmacao acima, podemos obter uma vizinhaca N;; € W de 7;, uma vi-
zinhanca Ny C T? de 7(7;), e um conjunto aberto e denso A; C Njs com
A; N 7(T;) =0 de forma que A; 3 g — Card(r'(q) N Niy) > 2.

Afirmacao 4: Existem uma componente 7;, um ¢y € A;, e dois pontos
0,¢ € m(qo) tais que Lim™(0) N Lim™ (&) # 0 ou Lim~=(0) N Lim~= (&) # 0.
De fato, caso contrario, teriamos para cada ¢ € U A; e quaisquer dois pon-
tos 0, € m1(q) que Lim™(0) N Lim™ (&) = 0 ;:lLim_(Q) N Lim= (&) = 0.
Isto implica que W suporta uma quantidade nao-enumeravel de medidas in-

variantes, o que leva a uma contradicao. Portanto, a afirmacao 4 é verdadeira.
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Sem perda, podemos assumir que Lim™* () N Lim™*(§) # (). Considere
as geodésicas Yp(t) = m(p(0)) e Ye(t) = m(P(§)). Temos entao que,
Lim™ (y9) N Lim™ () contém o traco de uma geodésica 7,. Assim, fixamos
levantamentos 7;(t) e 4¢(t) no recobrimento R? e tais que 35(0) = 3¢(0) = ¢,
6 = (75(0),73(0)) e £ = (3¢(0),3(0)). Como 7a(R) C Lim™ (vs) N Lim™* (),

segue que no recobrimento temos:
inf{d;(¥5(s),%:(t))] s>a>0,t>b>0}=0.

Por outro lado, se 0 < K < dg(0, )

e a,b > 0, consideremos dy, Cy > 0

N,

constantes dadas pelo Lema 2.27. Entao, temos que:
inf{d;(Y5(s), %)) s = a,t = b} = Co.

Logo, chegamos a uma contradi¢ao. Isto implica que os pontos de Sing(W)
nao podem ser pontos de dobra, ou seja, o conjunto Z ¢é vazio. Portanto,
Sing(W) = (. Pelo Teorema 1.45, temos que a aplicacao m : W — T2 é um

difeomorfismo, contradizendo a hipotese.

]

Teorema 2.32. Seja W C T\T® um toro Lagrangiano de classe C?, mi-
nimizante e suportanto mo mdzrimo uma quantidade infinito enumerdvel de

medidas tnvariantes. Entao, W € uma secao.
Na prova deste Teorema, vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 2.33. Sejam X € X'(N) um campo ndo singular, S C N uma subvari-
edade de codimensao k, tal que X (x) ¢ T,.S. Entdo, para cada ponto xo € S,
existem uma vizinhan¢ca U C N de xy e uma segao ., C N, transversal ao

campo X, tal que SNU C X,.
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Demonstracao. Seja d a dimensao da variedade N. Pelo Teorema da Caixa
de Fluxo ( também conhecido na literatura como Teorema do Fluxo Tubular),

podemos assumir que N = R? que o campo X é dado por
X(xl, T2y ey Tg—1, Id) = (O, O, ceny O, 1)

e que a a subvariedade S é um conjunto aberto de R¥* x (0,0, ...,0). Agora

tome um conjunto @, aberto de (0,0, ...,0) x R¥"! x 0. Assim, tomamos
Yoo =9 X Q.

Temos que X,, é uma subvariedade de codimensao 1 e transversal ao campo
X.
m

Lema 2.34. Sejam X € XY(N) um campo ndo singular, cujo fluro denotado
por ® : N xR —= N, ¥,  CN uma secao transversal ao campo X. Entao:

1. Euxiste g > 0 tal que o conjuto B := U Q,(X,,), € uma caiza de fluzo
[t|<eo

para o campo X ;
2. para cada ponto z € B, existe um unico tempo 7(z) € (—€g, €0), tal que

O(7(2),2) € Xy
3. A funcgao 7 : B — (—€q,€0) € de classe C*.

Demonstracao. Os itens 1 e 2 seguem diretamente do Teorema da caixa
de fluxo. Agora, sendo ¥,, C N uma segao transversal ao campo X,
passando tudo a R? x R podemos escrever o fluxo como uma aplicacao
O(z,t) = (P1(2,t), Pa(z,1),..., Pa(2,t)). A condigdo P(z,t) € X,, implica
que ®4(z,t) = 0. Assim, a transversalidade de ¥, junto com o Teorema
da Funcao Implicita, implicam que a funcao 7 : B — (—¢€g,€9) é de classe

Cl. O
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A fungao 7 : B — (—€o, €), mede o tempo que a 6rbita de um ponto
n € B gasta para atingir a secao ¥,,. Por isto, vamos chama-la de tempo de

batida.

Lema 2.35. Seja W C T\T® um toro Lagrangiano de classe C*. Se o es-
trato Sy C Sing(W) for vazio entdo, o estrato Sy também é vazio ou é uma

superficie de classe C*.

Demonstragdo. Consideremos A(T;T?), o fibrado Grassmanniano Lagrangi-
ano sobre T1T?, @ : A(T}T3) x R — A(TiT?) o fluxo geodésico levantado
e

Ay = AN (TyT?) U A* (T T?),

o ciclo de Maslov em A(T}T3). Como A*(TiT?) é uma subvariedade de
A(T1T?) e de codimensao k. Entdo, os lemas 2.33 e 2.34 acima implicam
que o tempo de batida em A¥(TyT?) é uma funcdo de classe C'. Agora,
assuma S; = (. Entao, se Sy # 0, temos que G(Sing(W)) C A*(T1T?),
onde G : W — A(TyT?) é a aplicacao de Gauss para W. Pelo item 2 do
Teorema 1.37, o tempo que a orbita de um ponto 8 € W gasta para atingir
o estrato Sy é 0 mesmo tempo que a érbita do ponto TyW € A(T,T?), gasta
para atingir a subvariedade A?(T7T?). Pelo Lema de Ruggiero([25], lemma
4.3), existem € > 0 e uma se¢ao ¥; transversal ao fluxo, tal que a fungao
t' 1 X1 = (—¢,2¢), tempo de batida em Sing(WW), é continua em um aberto
de 3, e a aplicacdo ¢ : X1 — Sing(W), dada por (1) = ¢uny(n), ¢ um
homeomorfismo sobre sua imagem. Como temos Sing(W) = S, segue do
que vimos acima, que a funcao t! : ©; — (—¢, 2¢) é de classe C"'. Isto implica

que Sy é uma superficie de classe C*. O
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Demonstracao do Teorema 2.32

Comegamos com a seguinte afirmacao.

Afirmacao: O estrato singular S; é vazio.

De fato, assuma o contrario. Como W é de classe C?, segue que é uma sub-
variedade, de classe C! e codimensao um em W. Consideremos o campo de
retas verticais Sy 3 6 — Tp N'V(0), definido em W. Temos duas possibilida-
des a tratar.

Possibilidade 1: S; 3 0 — T,W NV(#) é tangente a S;.

Neste caso, pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes para EDO,
segue que S; é uma superficie de classe C!, folheada por curvas ¢ — T'(t)
de classe C'! e tais que o trago de cada curva ['(t) estd contido numa fibra
771 (q) N W. Pelo lema de quase cruzamento, segue que W deve suportar
uma infinidade nao enumeravel de medidas invariantes, o que nos leva a uma
contradicao. Portanto, o campo de retas nao pode ser tangente a S; em todo
ponto.

Possibilidade 2: Existe um ponto & € S; tal que, o campo de retas
S13 60— Ty,W NV(h) é transversal a S; em &.

Neste caso, por continuidade existe um aberto de S;, ao longo do qual esse
campo ¢ transversal a S;. Pelo Lema 2.2, todo ponto de transversalidade
do campo com o estrato S7 é uma sigularidade do tipo dobra. Do Lema 2.2

segue que existem abertos Y C We V C T2, tais que:
q €V = cardln  (q) NU] > 2.

Pelo Lema de quase cruzamento, segue que para cada ponto ¢ € V, existem
pelo menos duas medidas invariantes distintas e com suporte em W. Como
consequéncia, W deveria conter o suporte de uma infinidade nao enumerével

de medidas invariantes nos levando a uma contradicao.



Graficos Invariantes pelo Fluxo Geodésico 71

Logo, o campo S; 2 0 — TyW NV (), ndo pode ter um ponto de transversa-

lidade com o estrato S;. Assim, devemos ter que S; = 0.

Vamos agora mostrar que S; = ) = S, = (). Note primeiro que pelo Lema
2.35, temos que S, é uma superficie compacta de classe C* e, pelo Teorema
de Chekanov, transversal ao campo geodésico. Seja T C Sy = Sing(W)
uma componente conexa. Entao, 7 é uma superficie compacta, conexa de
classe C''. Considere T 3 0 — TyW NV(#) o campo de planos, induzido pela
distribuicao Lagrangiana vertical. Temos dois caso a tratar:

Caso 1: T 30— TyW NV(0) é tangente a 7 em todo ponto.

Como T é uma superficie conexa e de classe C! entao, quaisquer dois pontos
61,0, € T, podem ser ligados por uma curva C', t = T'(t) € T. Denotemos
v(t) := 7o I'(t). Segue que #(t) = dr(T'(t)) - I'(t) = 0. Isto implica que a
curva t +— 7(t) é uma curva constante e, por consequéncia, o trago da curva
t — T(t) estd totalmente contido numa fibra 771(¢) N . Segue que T estd
contido em uma tnica fibra 77!(go) N W. Pelo Lema de quase cruzamento,
obtemos que W deve conter o suporte de uma infinidade nao - enumerével
de medidas invariantes, o que nos leva a uma contradi¢gao. Assim, o campo
de planos 7 3 6 — T,W NV(#), ndo pode ser tangente a 7 em todo ponto.
Caso 2: Exsite um ponto £ € T no qual, o campo de planos verticais é
transversal a 7.

Nessas condicoes, por continuidade existe um aberto O C T, ao longo do
qual esse campo de planos é transversal a 7. Como dimW = 3 entao, a
transversalidade de O 3 0 — 1T ¢ O 3 0 — TyW NV(0), determinam
um campo de retas verticais em Q. Pelo Teorema de Existencia e Unicidade
de solugoes para EDQ’s, segue que o aberto O esta folheado por tracos de

curvas t — I'(t) € O de classe C', onde cada folha esté contida numa tnica
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fibra 771 (¢) NW. pelo Lema de quase cruzamento, segue que W deve conter
o suporte de uma infinidade nao - enumeravel de medidas invariantes, o que
mais uma vez nos leva a uma contradicao. Isto siginifica entao, que o campo
de planos T 3 0 — TyWNV(#) nao pode ter um ponto &, de transversalidade
com a superficie T .

Portanto, temos que o estrato S, também é vazio. Pelo Teorema de Arnold

- Arnaud, segue que W é uma secao.

2.4 Integrabilidade

Nesta secao analisamos casos em que o Hamiltoniano adimite graficos La-
grangianos invariantes suficientes para folhear todo o espago de fase. Comecamos

apresentando o conceito cléssico de integrabilidade de Liouville.

Definicao 2.36. Seja ¢, : T*M — T*M um fluxo Hamiltoniano de Tonelli.

Diz-se que tal fluxo é Liouville integravel quando existe uma aplicagao
J = (fh f2’ Y fn) T*M — Rn7

de classe C?, onde n = dim M, tal que cada f; é uma integral primeira de
¢¢, 0 conjunto dos pontos criticos de .J tem medida de Lebesgue igual a zero
e cada par (f;, f;) comuta no sentido Poisson. Quando J nao tem pontos

criticos diz-se que o fluxo ¢, é completamente integravel.

Fluxos integraveis sao muito bem entendidos e existem véarios textos na
literatura sobre esse assunto. O seguinte teorema nos da uma descricao bem
completa do espago de fase de um tal fluxo. Uma prova desse Teorema

cldssico pode ser encontrada por exemplo em [3, 48, 52].



Integrabilidade 73

Teorema 2.37 (Liouville). Seja ¢y : T*M — T*M um fluro Hamiltoniano
de Tonelli Liouville integravel. Se W for uma componente conexa de um
conjunto de nivel reqular de J = (fi, fo,..., fn) : T*M — R", entao ela
€ uma subvariedade Lagrangiana ¢i-invariante, difeomorfa ao toro T" e a

restricao ¢, - W — W € diferenciavelmente conjugada a uma rotacdao rigida

em T".

Deste modo , fluxos Hamiltonianos Tonelli completamente integraveis
admitem uma folheagao de T*T™ por subvariedades Lagrangianas compactas
(Toros Lagrangianos!) invariantes. O teorema a seguir implica que neste

caso cada folha é de fato uma secao.

Teorema 2.38. Seja ¢ : T*M — T*M um fluxo Hamiltoniano de Tonelli.
Se T*M admite uma folheagao por C*-subvariedades Lagrangianas compac-

tas, entao toda folha é uma secao.

Demonstragao. Seja F uma folheacao de T*M por C'-subvariedades Lagran-
gianas compactas. Considere E a distribuicao Lagrangiana tangente a F.
Entao, por hipdtese ela é uma distribuicao continua de planos Lagrangianos
e ¢ invariante pelo fluxo Hamiltoniano. Seja ¥, C T*M um nivel de energia
regular e A(3,) o fibrado Grassmanniano Lagrangiano. Aplicamos o Teorema
1.53 a distribuicao E : ¥, — A(X,) para deduzir que o nivel regular ¥, nao
contém pontos conjugados e mais ainda, E(6) NV(0) = {0},V0 € .. Assim,
se W C 3, for uma folha tangente a E entdo, temos que Sing(W) = 0.
Pelo Teorema 1.45, segue que W é uma secao. Assim, nés concluimos que
em qualquer nivel de energia regular Y., toda folha é uma secao. Agora sé
precisamos mostrar que todo nivel critico tem a mesma propriedade.

Seja L : TM — R o Hamiltoniano de Tonelli associado ao Hamiltonio H e £

a funcao energia.
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Afirmacgao 1: Se (z,v) for um ponto critico de £ entao v = 0.

L
De fato, como &(x,v) = g—(x, v)(v) — L(z,v), entdo em coordenadas locais
v
temos:
o0& 0L oL
i — s 2.1
oz (z,) 8x8@<x’v) R (z,) (2.18)
o€ 0*L oL oL 0?L
%(x,v) = W(x,v) -v+ %(ac,v) — %(x,v) = w(x,v) cv. o (2.19)
2
Ja que L é Tonelli, W(as,v} é positivo definido. Assim das equacoes 2.18

e 2.19 conclui-se que (x,v) é um ponto critico da energia se, e somente se,
v=_0e %(x, 0) = 0. Logo a afirmacao é verdadeira.

Afirmagao 2: e, := min{&(x,0)|x € M} = min{&(z,v)|(x,v) € TM}.

De fato, sendo L do tipo Tonelli, temos que a funcao &, : TyM — R, v —
E(z,v), é estritamente convexa e de classe C'. Da equagao 2.19 acima e de
[34, corolario 1.2.11], segue que v = 0 é um ponto de minimo global de &,.
Logo, E(z,0) < &(x,v), Y(z,v) € TM.

Considere agora, W uma folha da folheacdo F tal que £, (W) C %, =
E Y emin), onde Ly : TM — T*M ¢é a transformada de Legendre. Pela
afirmacdo 2, qualquer ponto (z,v) € L5 (W) é um ponto critico de €. Isto

junto com a afirmacdo 1, implica v = 0. Como £;'(W) é uma subvariedade

compacta e conexa com dim Lo(W) = dim M entao temos:
L (W) ={(z,v) € TM | v =0}

Assim, 7 : Lo(W) — M é um difeomorfismo e, sendo £y também um dife-
omorfismo, segue que W C T*M é uma se¢ao. Por [54,Teorema 1.3], temos

que X, . satisfaz:
emin > min{a(c) | c€ HY(M,R)}, (2.20)

onde a : HY(M,R) — R ¢ a funcdo alfa de Mather. Por outro lado, vale as
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seguintes desigualdades:

emin < €maz < Cu(L) < Co(L) = Min{a(c)] c€ H'(M,R)}.  (2.21)
Entao, pelas desigualdades 2.20 e 2.21, conclui-se que:

€min = €maz = Cu(L> = Ca(L) e X = {(37,7)) e TM | V= O}

Como Y, é nivel regular para k > C,(L), isso finaliza a prova do teorema. [

Corolario 2.39. O toro T™ € a unica variedade, que suporta um Hamiltoni-

ano de Tonelli completamente integravel.

A seguir apresentamos o conceito de C’-integrabilidade proposto pela

Marie Claude Arnaud.

Definicao 2.40. Seja H : T*M — R um Hamiltoniano de Tonelli. Diz-se
que ele é C%integravel quando T*M é folheado por graficos Lagrangianos
Lipschitz G.., := {(¢,n:(q) + du(q)) € T*M| ¢ € M}, um para cada classe de
cohomologia ¢ € H' (M, R).

Um Lagrangiano de Tonelli TM — R serd chamado de C%-integravel quando

seu Hamiltoniano de Tonelli associado tiver tal propriedade.
Em [8], Marie C. Arnaud prova o seguinte:

Teorema 2.41. Seja H : T*"M — R um Hamiltoniano de Tonelli. As se-

guintes afirmacoes sao equivalentes.
1. H € C°- integrdvel;
2. M= | N

c€H'(M,R)
Além disso, neste caso temos:

3. Para cada ¢ € H/(M,R) tem-se A = N} = Gcu)s
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4. Existe um subconjunto G5 denso G de T*M, tal que cada grdfico da

particao e que intersecta G, € de fato de classe C';

5. Cada orbita periodica estd contida em um grdfico Lagrangiano de classe

Ct, o qual € folheado por érbitas periédicas com o mesmo periodo;
6. A funcdio beta de Mather € de classe C*.

No mesmo artigo Marie Claude, deixa o seguinte problema, a qual, até
onde sabemos, ainda se encontra em aberto.
Problema: Existe algum Hamiltoniano de Tonelli C%integrével, mas nao
C'-integravel, ou seja, para o qual algum dos gréficos Lagrangianos invari-

antes nao seja de classe C1?

Em [21], os autores provam que um fluxo geodésico em T*T", nao tem
pontos conjugados se, e somente se, a métrica Riemanniana ¢é flat. Por outro
lado, em 2014 Arcostanzo-Arnaud-Bolle-Zavidovique [2], provam que no toro
T™ um fluxo Hamiltoniano de Tonelli nao tem pontos conjugados se, e so-
mente se T*T™ admite uma folheacao por graficos Lagrangianos invariantes

e de classe C°.

Teorema 2.42. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada. Se u €
CY(M,R) for nao constante ou w for uma I-forma de classe C* em M e

satisfazendo dw # 0, entdo o Lagrangiano de Tonelli:

_ Il
2

L(q,v) u(q) + w(q)(v)

nao é C°-integrdvel .

Para a demonstragao desse resultado vamos precisar provar os seguintes

lemas.
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Lema 2.43. Seja L : TM — R um Lagrangiano de Tonelli e B : Hi(M,R) —
R sua fungdo beta( Lagrangiana efetiva). Se L for C°-integrdvel entio

L(q,0) = 5(0),Vq € M.

Demonstragdo. Considere &(q,v) = 9%(q,v)(v) — L(q,v) a funcdo energia e
denote por €, € €mqr 0s valores minimo e méximo da fungao ¢ — £(q,0).

As seguintes desigualdades sao verdadeiras(ver [54] ).

Emin < €maz < Cu(L) < Ca(L) = celgrll(il{/ll B) Oé(C) = —5(0) (222)

Agora, assuma L C%integravel. Entao, pelo Teorema 2.41 isto é equivalente

aTM = |J A Tome 6y = (0,0) tal que E(go,0) = emin. Assim, by
cEHL(MR)
é uma singularidade do fluxo de Euler-Lagrange. Considere §p a medida de

Dirac suportada #y. Entao, o suporte de dy estd contido em algum conjunto
de Mané /\700 e pelo Teorema de Carneiro (ver [24]) €mim = £(q0,0) = a(cg) >
Co(L) = —5(0). Segue de 2.22 que €5, = —£(0). Como consequéncia disto
temos: £(q,0) = —F(0) Yq € M, o que por sua vez, implica em ¢ — 1(q,0)

ser constante igual a £(0). O

Lema 2.44. Se L : TM — R for C°-integrdvel, entdo a 1-forma

n.(q) == Z—E(q,O)

€ fechada.

Demonstragio. Considere a nova Lagrangiana L(¢,v) = L(g,v) — 8.(0).
Agora, note que 1.,(q) = n;(¢q). Se L for C%integrdvel, entao também o

¢ a Lagrangiana L. Logo, pelo Lema 2.43, temos:
émin = émaz = Cu(f‘) = Ca(f‘) =0.

Nés aplicamos [54 ,Teorema 1.3], para concluir que n; (q) é fechada e portanto,

nL(q) == %(q,@) é fechada 0
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Demonstracao do Teorema G

v 2 . , ~
De fato, se L(q,v) = w —u(q) +w(q)(v) for Cintegrével entdo pelo lema
2.43, —u(q) = B(0), Vq € M. Logo a fungao u € C'(M,R) deveria ser
constante, levando a uma contradicao. Por outro lado, para este Lagrangiano

temos que:

nw(q) == Z—I;(%O) = w(q).

Logo, pelo Lema 2.44, esta 1-forma é fechada, o que também leva a uma
contradicao. Portanto, em qualquer caso, o Lagrangiano nao pode ser C°

integravel.
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