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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre o processo de Moran [14] para duas
e trés estratégias. Comecaremos apresentando uma breve revisao sobre a Teoria
de Jogos Evolutiva e os Processos de Nascimento e Morte, incluindo os principais
resultados presentes na literatura acerca do processo de Moran para duas estraté-
gias. Apresentaremos também alguns resultados de nossa autoria sobre processos
de nascimento e morte. Seguiremos com um estudo da dindmica populacional no
processo de Moran com duas estratégias, quando o tamanho N da populacao tende a
infinito, buscando fazer uma analogia com o caso deterministico. Apresentaremos
resultados originais que mostram que quando N é grande o suficiente apenas 5 dos
8 cendrios evolutivos classificados em [25] podem ocorrer. Também estudaremos o
processo de Moran para trés estratégias. Mostraremos que no processo de Moran
com trés estratégias, as probabilidades de fixacdo sdo dadas como solucao de um
sistema de equagoes lineares e nao por uma férmula exata, como no caso de duas
estratégias. Apresentaremos resultados gerais, de nossa autoria, baseados em acopla-
mento de cadeias de Markov, que nos fornecerao cotas superiores e inferiores para as
probabilidades de fixagado. Apresentaremos também alguns resultados particulares
originais, considerando o comportamento das aptidoes em algumas regides especificas.
Por fim, utilizaremos os resultados apresentados acerca do processo de Moran para
trés estratégias para tentar entender, do ponto de vista estocéstico, o problema da
evolugao da cooperagao tratado em [21].

Palavras-chave: Probabilidades de Fixacao. Probabilidades de Fixagao Assintoticas.
Processos de Nascimento e Morte. Processo de Moran para trés estratégias.



Abstract

In this work we present a study on the Moran process [14] for two and three strategies.
We begin by presenting a brief review on Evolutionary Game Theory and Birth-Death
Processes, including the main results in the literature on the Moran process for two
strategies. We also present some results of our authorship on birth-death processes.
We continue with a study of the population dynamics in the Moran process with
two strategies, when the size N of the population tends to infinity, seeking to make
an analogy with the deterministic case. We present original results that show that
when N is large enough just 5 out of the 8 evolutionary scenarios classified in [25]
can occur. We also study the Moran process for three strategies. We will show that
in the Moran process with three strategies, the fixation probabilities are given as
a solution of a system of linear equations and not by an exact formula, as in the
case of two strategies. We present general results, based on Markov chain coupling,
that provide us with upper and lower bounds for the fixation probabilities. We also
present some original particular results, considering the behavior of the fitnesses in
some specific regions. Finally, we use the results presented on the Moran process for
three strategies to try to understand, from the stochastic point of view, the problem
of the evolution of cooperation treated in [21].

Key-words: Fixation Probabilities. Asymptotics of Fixation Probabilities. Birth-
Death Processes. Moran process for three strategies.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Jogos é um ramo da matematica que se caracteriza por estudar
situagoes onde dois ou mais jogadores escolhem racionalmente suas agoes de modo a
maximizar seus ganhos ou minimizar suas perdas. Essa teoria se desenvolveu apds
a publicagao do livro Theory of games and economic behavior escrito por de John
von Neumann e Oskar Morgenstern, [15], com a finalidade de resolver problemas
relacionados a economia. Mais tarde, a publicacao do artigo The logic of animal
conflict por John Maynard Smith e George R. Price, veja [13], alavancou o estudo
da aplicacao da teoria de jogos a evolucao de algumas espécies. No artigo citado os
autores associaram o ganho de cada individuo com sua capacidade de reproducao e
introduziram a ideia de estratégias evolutivamente estdveis. O conceito de estratégias
evolutivamente estaveis foi formalizado mais tarde em [24]. A Teoria de Jogos
FEvolutiva teve entao sua criacao atribuida a John Maynard Smith.

Na Teoria de Jogos Evolutiva considera-se uma situagao (no caso um jogo) em que
os individuos de uma populacao de tamanho infinito interagem aleatoriamente uns
com os outros e cada interacao gera uma “recompensa” para os individuos envolvidos.
Os tipos de individuos na populagdo sao geralmente referidos como as estratégias
adotadas pelos individuos. O sucesso no jogo esté relacionado a maior capacidade
de se reproduzir. E a capacidade de reproducao de um individuo esta relacionada a
sua aptidao. Esta aptidao depende do tipo de individuo (ou estratégia) e também da
frequéncia dos mesmos na populacao, e sdo especificadas através de uma matriz de
pagamento.

Originalmente, a Teoria de Jogos Evolutiva foi desenvolvida para estudar a
dindmica deterministica em populagoes infinitas [12, 26]. O sistema de EDOs que
quantifica essa dindmica, introduzido por Taylor e Jonker [26] é chamado a dindmica
do replicador. Uma aplicagdo importante dessa abordagem é o estudo de modelos
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para a evolugdo da cooperagao, [20, 21].

Em 1992 Nowak e Sigmund publicaram um experimento computacional feito
com 100 tipos de individuos, cada um adotando uma estratégia dentro da classe das
chamadas estratégias reativas para o dilema do prisioneiro infinitamente repetido
(IRPD), veja [20]. Eles resolveram a dindmica do replicador de forma numérica para
essa populagao. Nesse experimento, dentre as 100 estratégias reativas consideradas,
apenas trés se destacaram: a ALLD (individuos que nunca cooperam), a ATFT
(almost tit-for-tat) e a GTFT (generous tit-for-tat). E a vencedora foi a estratégia
GTFT, que dentre as trés estratégias que se destacaram, é a mais “generosa”, isto é,
a estratégia que mais reage com cooperagao.

Em 2016, o experimento de Nowak e Sigmund ganhou uma versao simplificada,
mas matematicamente rigorosa, no problema da evolucao da cooperacao estudado em
[21]. Mais especificamente, os autores de [21] realizaram um estudo sobre a dinamica
deterministica em uma populagao com trés tipos de individuos adotando apenas
estratégias reativas do tipo das que obtiveram destaque no experimento de Nowak e
Sigmund. Eles provaram, dentre outros resultados, que o resultado do experimento
de Nowak e Sigmund é valido desde que o grau de generosidade da estratégia do tipo
GTFT nao seja muito grande, isto é, desde que a probabilidade de reagir com uma
cooperacao tendo recebido uma traicao nao seja maior que um dado limiar que os
autores chamaram de qgrpr.

Para estudar a evolucao temporal em populacoes finitas, os modelos estocasticos
evolutivos mais conhecidos sao o Processo de Moran e o Processo de Wright-Fisher.
Uma caracteristica muito importante destes dois processos estocasticos evolutivos
para populacoes finitas é que com probabilidade 1 havera fizacdo de um tnico tipo
de individuo em um intervalo de tempo finito, ver [1].

O processo de Moran [14] foi proposto por Patrick Moran em 1958 e ficou conhecido
como um modelo estocastico, a tempo discreto, para a evolucao genética de uma
populacao de tamanho finito fixo. Inicialmente este modelo foi utilizado em populacoes
onde apenas dois tipos de alelos, digamos A e B, estao competindo por dominancia.
No modelo proposto por Patrick Moran considera-se que a reproducgao seja do tipo
assexuada e supoe-se que nao haja mutagoes. A dindmica populacional no processo
de Moran ¢ definida por dois sorteios independentes a cada unidade de tempo: um
individuo é sorteado para se reproduzir e um individuo é sorteado, para morrer.

Ja o processo de Wright-Fisher recebe esse nome devido a Sewall Wright e Ronald
Aylmer Fisher, que junto com John B. S. Haldane fundaram, por volta de 1930, o
campo da matematica conhecido hoje como Genética de Populagdes. O processo de
Wright-Fisher também é um modelo conhecido para a evolucao temporal, a tempo
discreto, das frequéncia de genes numa populacao de tamanho finito. Assim como
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no processo de Moran, o processo de Wright-Fisher considera o tipo de reproducao
assexuada.

A principal diferenca entre os dois modelos esta na dindmica populacional. No
processo de Wright-Fisher, a cada unidade de tempo a populagdo ¢é inteiramente
renovada e passa a ser inteiramente composta por uma nova geragao. Ja no processo
de Moran, uma renovacao inteira da populacao pode nao ser observada, mesmo depois
de N unidades de tempo. Uma vantagem do processo de Moran ¢é a possibilidade de
obter resultados exatos para a probabilidade de fixacdo em populac¢ées com individuos
de apenas dois tipos.

Inicialmente o processo de Moran foi utilizado em casos onde a aptidao dos
individuos depende apenas do tipo de individuos e nao da frequéncia desses individuos
na populagao. Em 2004 [19, 25] essa teoria foi estendida a Teoria de Jogos Evolutiva
[13, 12, 16], onde a aptidao dos individuos depende também da frequéncia dos mesmos
na populagao.

Devido a natureza aleatéria do processo de Moran, o resultado do processo
evolutivo nem sempre ¢é a fixacdo do mais apto. Percebendo isso, os autores de [25]
concluiram que seria preciso uma etapa de complexidade adicional, em relagao a
dinamica deterministica, para classificar a dindmica estocastica de uma populagao.
Em seu trabalho, os autores criaram um sistema de classificagao para a dinamica
estocastica que leva em consideragdo nao somente a comparacao entre as aptidoes dos
individuos para a populagao infinita, mas também a comparaciao das probabilidades
de fixacdo de um tinico mutante com as mesmas probabilidades para o caso neutro do
processo de Moran [16]. Usando esse sistema de classificagdo, o principal resultado
apresentado em [25] revela a existéncia de 8 cendrios evolutivos para a dindmica
estocéstica, contra somente 4 referentes a dinamica deterministica.

A classificagdo para o processo de Moran com 2 estratégias apresentada em [25]
também foi tratada em [6]. O artigo citado, dentre outros resultados, associa a cada
um dos 8 cenarios evolutivos uma forma precisa para os graficos das probabilidades
de fixacao.

Neste trabalho utilizaremos o processo de Moran para estudar a dinamica estocas-
tica em populagoes suficientemente grandes com dois tipos de individuos e também
estudar a dinamica estocastica em populagoes com trés tipos de individuos.

O leitor encontrara no Capitulo 2 um pequeno resumo sobre alguns conceitos
da Teoria de Jogos que utilizaremos neste trabalho e uma breve revisao sobre os
processos de nascimento e morte, enfatizando o processo de Moran. Apresentaremos
também o principal resultado tratado em [25] que traz a classificacao dos cendrios
evolutivos possiveis. Neste capitulo incluimos também a Secao 2.4 que contém alguns
resultados originais sobre processos de nascimento e morte, que serao importantes na
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demonstracao de outros resultados que serao apresentados nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 3 estudaremos o que acontece com os cenarios evolutivos classificados
em [25] quando a populagao é grande, buscando fazer uma analogia com o caso
deterministico onde N = oo. Algo parecido ja foi feito em [2], mas apresentaremos
aqui uma versao mais rigorosa obtendo alguns resultados que nao aparecem no
artigo citado. Na Secao 3.1 apresentaremos uma descricao do problema e alguns
resultados gerais presentes na literatura. A principal contribuicao deste capitulo vem
dos Teoremas 3.14, 3.18 e 3.19 apresentados na Secao 3.2, a partir dos quais é possivel
fazer, em alguns casos, uma analogia com a dindmica deterministica do replicador.
Todos os demais resultados apresentados nesta secao sao originais e foram utilizados
para provar os trés teoremas citados.

No Capitulo 4 estudaremos o processo de Moran para populagdes com trés tipos
de individuos. Na Secao 4.1 definiremos formalmente um processo de Moran para trés
estratégias e mostraremos que as probabilidades de fixagdo nesse caso sdo dadas como
solugdo de um sistema de equacgoOes lineares e nao mais por uma férmula explicita,
como no caso de duas estratégias. Embora esse resultado ja tenha aparecido em
[28], daremos a ele um tratamento com mais rigor mateméatico. Uma das principais
contribuigoes deste capitulo vem dos resultados gerais e particulares baseados no
acoplamento de cadeias de Markov apresentados nas Secoes 4.2 e 4.3. A outra
contribui¢ao importante esta na aplicacao dos resultados obtidos nas se¢oes anteriores
juntamente com um resultado numérico para estudar o problema da evolucao do
cooperagao tratado em [21] do ponto de vista estocastico. Com exce¢do da Proposi¢ao
4.9, todos os demais resultados apresentados nas se¢oes 4.2, 4.3 e 4.4, sdo originais.

Por fim, no Capitulo 5 apresentaremos nossas conclusoes a respeito do trabalho
desenvolvido e apresentado nos capitulos anteriores.
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Capitulo 2

Alguns conceitos sobre a Teoria de
Jogos Evolutiva e Processos de
Nascimento e Morte

Neste capitulo apresentaremos um resumo contendo alguns conceitos sobre a
Teoria de Jogos, juntamente com os principais resultados acerca dos processos de
nascimento e morte. Daremos uma atencao especial ao processo de Moran para duas
estratégias e apresentaremos na Secao 2.4, alguns resultados proprios sobre processos
de nascimento e morte.

2.1 Alguns conceitos basicos sobre teoria de jogos
evolutiva

A Teoria de Jogos Evolutiva caracteriza-se por estudar situagoes em que os
individuos de uma populagao de tamanho infinito interagem uns com os outros e
cada uma dessas interacoes gera uma “recompensa’ para cada um dos individuos
envolvidos. Geralmente nos referimos a cada tipo de individuo como a estratégia
adotada pelo mesmo.

A recompensa que cada individuo recebe é dada por uma matriz de pagamento.
Num jogo com n tipos de estratégias a matriz de pagamento M = (m;;) serd uma
matriz n X n onde o elemento m;; corresponde a recompensa que um individuo do
tipo 7 recebe ao interagir com um individuo do tipo j.

O sucesso de um jogador (individuo) que adota uma determinada estratégia esta
diretamente relacionado a sua capacidade de reproducao, que chamaremos de aptiddo.
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As aptidoes de cada individuo dependem do tipo de individuo e da frequéncia de
cada tipo de individuo na populacao e sao especificadas em termos da matriz de
pagamento. Mais especificamente, se a frequéncia dos individuos na populac¢ao é
dada por z = (z1,x9, ..., z,) onde z; é a frequéncia dos individuos do tipo ¢, portanto
x; > 0e X z; =1, entao a aptidao de um individuo do tipo 7 com + = 1,...,n,
segundo [12], é dada por

As estratégias na teoria de jogos podem ser classificadas como estratégias puras
e estratégias mistas. Se assumirmos a existéncia de n estratégias puras entao uma
estratégia mista consiste em adotar a estratégia pura ¢ com probabilidade p;, onde
1=1,2,...,n,p; >0e > pi=1. O conjunto de todas as estratégias possiveis é
dado pelo simplexo

n
Sn={(p1,p2, .-, o) ER" :p; > 0e Y p; =1}
i=1
Os vetores ¢; € R", com ¢ = 1,2, ...,n, sdo as estratégias puras de .S,,.
Se M = (my;), n X n, é a matriz de pagamento das estratégias puras de .S,, entao
a recompensa que um individuo que adota a estratégia mista p = (py, ..., p,) recebe
ao interagir com um individuo que adota a estratégia ¢ = (¢i, ..., ¢,) é dada por:

n
p-Mq = Z Mij Pi g -
ij=1

Um dos conceitos mais importantes da Teoria de Jogos ¢é o de equilibrio de Nash.
Uma estratégia q € S,, é um equilibrio de Nash se p.Mq < ¢q.Mq para todo p € S,,.
Se p.Mq < q.Mq para todo p # ¢ entao q é um equilibro de Nash estrito e, neste caso,
q deve ser uma estratégia pura, ver [12]. Em outras palavras, ¢ € S,, ¢ um equilibrio
Nash se for a melhor estratégia contra si mesma. Se considerarmos um jogo com n
estratégias puras e matriz de pagamento M = (m;;)7;_;, entdo a estratégia i serd um
equilibrio de Nash se m;; > mj; para todo j. Se m;; > m;; para todo j # 4, entao ¢ é
um equilibrio de Nash estrito.

A Teoria de Jogos Evolutiva teve sua criagao atribuida a John Maynard Smith.
No artigo The logic of animal conflict, veja [13], Smith e Price introduziram a ideia
de estratégias evolutivamente estaveis, ESS. Formalmente, uma estratégia q € S, é
uma estratégia evolutivamente estdvel se para todo p € S, com p # q existe €(p) > 0
tal que se 0 < € < €(p) entdo

pM(ep+ (1 —€)q) < q.M(ep+ (1 —€)q).

14



Pode-se provar que sob a dinamica do replicador, a ser descrita adiante, uma minoria
de uma estratégia qualquer nao consegue invadir uma populagdo de uma estratégia
ESS. Na Secao 3.2, introduziremos um andlogo para o conceito de ESS para populagoes
finitas.

E ficil ver que equilibrio de Nash estrito implica em estratégia evolutivamente
estavel, que implica em equilibrio de Nash (veja [12] para mais detalhes).

Para descrever a evolucao das frequéncias de estratégias na populacao usa-se a
dinamica do replicador, proposta por Taylor e Jonker [26] em 1978. Consideremos
uma populagdo de tamanho infinito onde cada individuo adota apenas uma dentre as
n estratégias possiveis. A frequéncia dos individuos que adotam a estratégia ¢ é dada
por z; e a matriz de pagamento das estratégias ¢ dada pela matriz M = (m;;)7;_;.
Suponha que = = (x1, z9, ..., T,) é 0 estado atual da populacdo, que a aptidao de um
individuo que adota a estratégia i é F; dada em (2.1) e que a aptidao média é dada
por

i=1
As frequéncias x;, i = 1,2, ...,n sao solucoes do sistema de EDOs:
i = zi(Fi(z) — ¢(x)). (2.2)

Para terminar esta se¢do, enunciaremos sem demonstrar um resultado que rela-
ciona os equilibrios de Nash, com a equagao do replicador. Este resultado pode ser
encontrado em [12].

Teorema 2.1. 1. Se 2 € S, € um equilibrio de Nash, entao T é um ponto de
equilibrio da dinamica do replicador.

2. Se & €85, € o conjunto w-limite de alguma orbita no interior de S,, entdo T é
um equilibrio de Nash.

3. Sex €S, é um equilibrio estavel da dinamica do replicador, entio T é um
equilibrio de Nash.

4. Se & é um equilibrio de Nash estrito, entdo € um equilibrio assintoticamente
estavel da dinamica do replicador.

2.2 Processos de nascimento e morte - definicao

Comecaremos esta secdo relembrando alguns conceitos sobre cadeias de Markov,
pois usaremos esses conceitos em seguida.
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Uma cadeia de Markov a tempo discreto é definida como um conjunto de variaveis
aleatérias X,,, n = 0,1,2,... com o mesmo espaco de estados enumeravel S e que
satisfazem as seguintes propriedades:

o Propriedade Markoviana

P<Xn = Zn|X0 - iOaXl - 7;17 '-‘;Xn—l = in—l) = P(Xn - Z.nl-Xrn—l = in—l) ’

o Invariancia temporal

Os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados como transientes,
recorrentes ou absorventes. Se i € S é um estado transiente, entdo entrando neste
estado, a probabilidade de nunca retornar a esse mesmo estado é positiva. Se i € S
¢ um estado recorrente, entao entrando nesse estado, a cadeia retornard a ele com
probabilidade 1. Em outras palavras um estado é recorrente se, e s6 se, nao é
transiente. Por fim, se © € S é um estado absorvente, entao a probabilidade de
transicao desse estado para qualquer outro estado da cadeia é nula. Um estado
absorvente é um caso particular de estado recorrente.

Proposicao 2.2. Seja (X,,)22, uma cadeia de Markov com espago de estados finito
S e seja Q) o espaco amostral de todas as trajetorias da cadeia. Suponha que exista em
S um subconjunto nao vazio A de estados absorventes e que todos os demais estados
sejam transientes. Entdo, com probabilidade 1, serao absorvidas todas as trajetorias
que comecam em um estado transiente.

Demonstragao: Para provar este resultado mostraremos que o conjunto das
trajetorias que comecam em um dado estado transiente e nunca sao absorvidas tem
probabilidade zero. Se i € S\ A definimos V; = N2 {w € Q| Xo(w) =1, X, (w) ¢ A},
e provaremos que P(N;) = 0.

Seja f;" a probabilidade da cadeia que estd em j retornar a j pela primeira vez em
n passos. Entdo ¢; =1—327, [T é a probabilidade da cadeia que estd em j nunca
retornar a j.

Tome i € S\ A, observe que, como i é um estado transiente, ¢; > 0. Seja Y;
o nimero de retornos a i de uma trajetoria que passou em i. Entao, P(Y; = n) =

(1-q)"q E
P(Y;=00) = 1-P(Y; <o)
S emin
= 1—%2(1_%)71:1—%‘1_(11_%):0- (2.3)
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Ou seja, a probabilidade de voltar infinitas vezes a um estado transiente é nula.

Se w € N;, entdo Yj(w) = oo para algum j € S\ A. De fato, se Y;(w) < oo para
todo j € S\ A, entdo como S\ A é finito, o niimero de vezes em que a cadeia passaria
pelos estados de S\ A seria também finito e, portanto, a trajetéria w seria absorvida.
Mas isso contradiz o fato de w pertencer a N;. Portanto N; C Ujes\a{w € Q|Y;(w) =
oo}. Logo,

P(N;) < P(Ujesvafw € QYj(w) = 00}) < Y7 P(Y; =00) =0.
JES\A

|
Podemos agora definir os processos de nascimento e morte.
Embora existam outras defini¢oes na literatura, nesta tese adotaremos a seguinte:

Definicao 2.3. Um processo de nascimento e morte é uma cadeia de Markov a
tempo discreto e espago de estados S finito, S = {0,1,2,..., N}, onde A= {0, N} é
o conjunto dos estados absorventes e para todo i € S\ A, as unicas probabilidades de
transicao possiveis sao de i para si mesmo, ou de vt para v + 1, sendo positivas essas
ultimas.

As transigoes de ¢ para i + 1 s@o chamadas de nascimento e as de i para ¢ — 1 sdo
chamadas de morte.

E facil ver que, com a definicdo acima, todos os estados da cadeia em S \ A sédo
transientes. A Proposicao 2.2 é aplicavel e dela decorre que todas as trajetorias que
comecam em um estado transiente serao absorvidas, depois de um periodo de tempo
suficientemente longo. Esse fenomeno é o que chamamos de fiza¢do. Algo importante
a se perguntar nesse momento é com qual probabilidade a fixagao ocorre em cada
um dos estados absorventes e como o estado inicial da populagao pode afetar esta
probabilidade. Este serda o tema da nossa proxima segao.

2.2.1 Probabilidade de fixacao

Vimos na secao anterior que, a menos que estejamos em um estado absorvente,
temos somente trés tipos de transigoes possiveis para o passo seguinte e as transigoes
do estado i para os estados i = 1 sdo positivas. Sendo assim, a matriz de transi¢cao
do processo de nascimento e morte ¢ tridiagonal. Por esse motivo, como veremos a
seguir, podemos encontrar uma formula explicita e exata para as probabilidades de
fixacao, [14, 16].
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Definiremos por a; e b; as probabilidades de nascimento e morte no estado i € S.
Em termos matematicos, se X,, denota o estado no instante de tempo n, entao

4 = P(Xp1 =i+ 11X, =) (2.4)

Observe que sendo absorventes os estados 0 e N, ag =0 e by = 0.

Vamos calcular a probabilidade de fixacdo 7; no estado N, quando o estado inicial
da populagao é 7. Claramente, como my = 0 e my = 1, resta calcular o valor de 7 nos
demais estados.

Definiremos @

r; = b— : (2.6)
a razao entre as probabilidades de nascimento e morte.
Considerando que hé somente trés possibilidades de transicdo a partir de um

estado i € {1,2,..., N — 1}, é facil ver que
T = b1 + aimipr + (1 — b — a;)m; . (2.7)
De onde segue que a;(m;y1 — m;) — bj(m; — m;—1) = 0. Definindo agora
di = m — mi_1, (2.8)

temos que a;(d;11) — b;(d;) = 0 e entao

dip1 = fdz‘

= r;'d;, (2.9)

)

com 7; como em (2.6). Pela defini¢do de processo de nascimento e morte, a; e b; sdo
positivos para todo ¢ € S\ {0, N}, logo r; > 0 para todo ¢ € {1,2,--- , N —1}. De
(2.8) e (2.9),

d1 = T — Tg =T
dg = 7"1_17T1

-1,.—1
ds = ryrym

dy = (ﬁlr,j) . (2.10)

k=1
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E, se por um lado,

por outro lado,

De onde concluimos que

! (2.11)
T = ~ : :
R é\r:_ll b1 T
Ainda, novamente de (2.8) e de (2.10),
T = dy+m=(1+r"m
T3 = dzg+m=1+r +riryH)m

o= (1 + S ﬁ rk_l) 1. (2.12)

j=1k=1
Finalmente, de (2.11) e (2.12), a probabilidade de fixacao m; [9, 14, 16|, é dada por

1—1 7 -1
L4505 T 7

N—-1 J -1
L+ 35 e

U

(2.13)

onde o numerador no lado direito ¢é igual a 1, se 7z = 1.

Além da fixagdo no estado N, pode nos interessar também a fixacdo no estado
0. E para isso definiremos um processo dual de nascimento e morte. No processo
dual cada estado j da cadeia original passa a ser identificado como estado N — j na
cadeia dual. Usaremos 7; para denotar a probabilidade de fixa¢gdo do processo dual
no estado N partindo do estado ¢, onde os estados i e N sao os estados da cadeia
dual. Em termos do processo de nascimento e morte original, 7; ¢ a probabilidade de
fixacao no estado 0 partindo do estado N — 4, ou seja,

T = 1-— TN —- (214)

Também as probabilidades de nascimento, @;, e morte, b;, no processo dual podem
ser escritas em termos das probabilidades de nascimento e morte do processo original.

19



Note, por exemplo, que a probabilidade de passar do estado i para o estado 7 + 1 no
processo dual é equivalente a probabilidade de passar do estado N — ¢ para o estado
N — 1 — 1 no processo de nascimento e morte. Entao a; = by_; e b; = any_;. De onde

segue que
a; 1

(2.15)
A férmula exata para 7; é andloga a (2.13) e dada por

14+t T
7w = 1H’“ 1Tk — . (2.16)
1+ j S I T

2.3 O Processo de Moran

Moran [14] introduziu em 1958 um processo estocédstico para evolugao de uma
populacao de tamanho finito fixo N e dois tipos de individuos, A e B. Uma vantagem
do processo de Moran sobre outros modelos bem estudados, por exemplo o de Wright-
Fisher, é a possibilidade de célculo exato de quantidades como as probabilidades de
fixacao.

No processo de Moran considera-se o tempo como sendo discreto e a cada unidade
de tempo sao realizados, simultaneamente, dois sorteios independentes que irao descre-
ver a dinamica populacional do processo. Um individuo ¢é escolhido aleatoriamente e
de forma uniforme dentre os demais para morrer e um individuo é escolhido, também
de forma aleatéria, porém nao necessariamente uniforme, para se reproduzir. O
sorteio de reproducao leva em consideracao as aptidoes de cada tipo (discutiremos
mais esse assunto logo adiante). Note que a realizagao simultdnea dos dois sorteios
garante que a populagao permanega constante no tempo. Inicialmente o processo de
Moran foi utilizado em casos onde a aptidao dos individuos dependia apenas do tipo
de individuo considerado. Em 2004, inspirados na Teoria de Jogos Evolutiva, Taylor
et al [19, 25| estenderam essa teoria ao caso em que as aptidoes dependem do tipo do
individuo e da frequéncia dos mesmos na populacao. Assim é comum nos referirmos
aos individuos do tipo A, por exemplo, como individuos que adotam a estratégia A.

Introduzimos uma hipotese de auséncia de mutagoes: cada individuo que se
reproduz produz um descendente de tipo idéntico ao seu. Essa hipdtese nos permite
olhar para o processo de Moran como um processo de nascimento e morte onde os
estados absorventes sao os estados em que a populacao é inteiramente de um tinico
tipo. Mais especificamente, podemos identificar cada estado i € S pelo nimero de
individuos do tipo A na populagdo. Assim o estado 1 retrata uma populagdo com
apenas 1 individuo do tipo A e N — 1 individuos do tipo B. As probabilidades de
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nascimento, a;, e morte, b;, serao dadas pelo resultado dos sorteios de reproducao e
morte.

Voltando aos sorteios de reproducao, no processo de Moran a escolha do individuo
que ira se reproduzir depende da aptidao de cada individuo. Essa aptidao, no
formalismo de Taylor et al [19], que utilizaremos ao longo desta tese, é calculada em
termos de uma matriz de pagamento, do tamanho da populacao e de um parametro w
conhecido como intensidade de sele¢io e, em geral, depende do nimero de individuos de
cada tipo na populacao. No processo de Moran consideramos que todos os individuos
interagem igualmente com todos os outros, com excecao de si proprios. Cada uma
dessas interacoes gera uma “recompensa’” para os individuos envolvidos. E sao essas
recompensas que constituem o que estamos chamando de matriz de pagamento. No
caso de duas estratégias, a matriz de pagamento serd uma matriz M = (m;;), 2 X 2,
onde o elemento m,; indica o “pagamento” que recebe um individuo do tipo ¢ ao
interagir com um individuo do tipo j. Para garantir a coeréncia entre as notacoes
indexaremos os individuos dos tipos A e B como tipos 1 e 2, respectivamente.

As aptidoes f; de um individuo do tipo A e g; de um individuo do tipo B, quando
a populagao é composta por i individuos do tipo A, sdao definidas como em [19] por

1—1 N —1
e
—1—w+ [ L. N_i_l} (2.18)
gi = w wleN—l Mg N1 ) .

onde w € [0, 1]. Note que quanto maior for o pardmetro de intensidade de sele¢ao w
mais a matriz de pagamento da teoria de jogos influencia no calculo das aptidoes.
Definimos também a aptidao total da populagao por

Assim é natural que a probabilidade de sortear um individuo do tipo A para a

reproducao seja % Da suposicao de ser uniforme o sorteio de morte, a probabilidade
N—i

de sortear um individuo do tipo B para morrer é E como os sorteios de
nascimento e morte sao independentes, a probabilidade de passar do estado ¢ para o
estado 7 + 1, isto é, a probabilidade de nascimento, sera dada por
ifi N—1
a; = — .
Si N
Analogamente, a probabilidade de passar de 7 para i — 1, ou probabilidade de morte,
sera

(2.20)

b = (N;Z)g;[ (2.21)
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Para o calculo da probabilidade de fixacao podemos substituir as expressoes acima
para a; e b; em (2.6), e obtemos
r; = ﬁ, (2.22)
gi
a ser usada em (2.13).

Se, no entanto, estivermos interessados na fixacao da estratégia B, usamos a
probabilidade de fixacdo no estado N do processo dual de nascimento e morte,
definida na secdo anterior. Isto é, 7; dada em (2.16) pode ser usada para calcular a
probabilidade de fixacao de B partindo do estado i, onde 7 indica a quantidade de
individuos do tipo B.

Definimos a matriz de pagamento dual de forma que os individuos B sejam do
tipo 1 e os A do tipo 2. Assim,

M = (mn m”)=<mm m”). (2.23)
mMo1 Moo mi2 M1

A aptidao dual dos individuos de tipo 1 é

o l-we (H +N—Z>
i = w w mllN_l mlgN_l
_ . < 1—1 L N — z>
I U VA A Y |
= gv-i- (2.24)
Analogamente,
gi = Jn—i- (2.25)
De (2.24) e (2.25) segue que @; = by_;, b = ay_; e T; = g— = er,- como ja era

esperado. Substituindo 7; = % em (2.16) temos a férmula exata para a probabilidade

de fixagao de B. '

Embora a probabilidade de fixagao seja expressa em termos de uma férmula
explicita, sua forma nao parece muito intuitiva. E isso se reflete na grande quantidade
de trabalhos publicados a fim de entender melhor o processo de Moran para duas
estratégias, por exemplo [25, 2, 5, 8, 6]. Mas em alguns casos especiais é possivel
se ter uma ideia mais clara, simples e completa do comportamento qualitativo da
probabilidade de fixacao.

Vejamos o caso em que temos aptidoes independentes da frequéncia. Para que as
aptidoes sejam independentes da frequéncia, ou seja, nao dependam da quantidade
de individuos de cada tipo na populacao, os coeficientes da matriz de pagamento
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devem satisfazer mi; = mqs € mag; = Mmay. Assim os individuos dos tipos A e B terao
aptiddes independentes do niimero ¢ de individuos do tipo A, que podemos denotar
por f e g, respectivamente. A razao r; também serd constante e igual a f/g e (2.13)
serd a divisdo entre as somas de duas progressoes geométricas de razao r~! = g/ f.
Somando as progressoes, obtemos

1—r ¢
1—r N
Outro caso em que (2.13) assume uma forma bem simples é no caso neutro. No
caso neutro todos os elementos da matriz de pagamento sdo iguais, ou a intensidade
de selecao w é nula, fazendo com que a aptidao de cada individuo seja constante

e igual a 1. Sendo assim r; dada em (2.22) também serd constante e igual a 1. E,
portanto, (2.13) fornece

(2.26)

T, =

(2.27)

T, =

1
N
2.3.1 Os cenarios evolutivos

Em [25] os autores introduziram o processo de Moran com aptidoes dependentes
da frequéncia e classificaram, como serd mostrado nesta se¢ao, os possiveis cenarios
evolutivos.

Antes de tentarmos entender a classificacdo dos cenarios evolutivos do processo
de Moran para duas estratégias, é interessante relembrar a classificacdo dos cenérios
da dindmica deterministica para duas estratégias. Isso porque, embora a Teoria
de Jogos Evolutiva tenha sido desenvolvida, a principio, para estudar a dindmica
deterministica em populagoes infinitas, [26, 12], com a extensao do processo de Moran
passou também a ser utilizada em populagoes finitas. Entao, é de se esperar que a
dindmica deterministica tenha alguma influéncia na dindmica estocastica.

Na dinamica deterministica para duas estratégias, a parte o caso neutro, em que
trivialmente as aptidoes das estratégias sdo constantes, existem 4 cenarios possiveis
que sao determinados em termos dos equilibrios de Nash e por vezes sdo denominados
cendrios de invasdo, ver [29]. Como vimos na Secao 2.1, a estratégia i é um equilibrio
de Nash, se m;; > mj;. Se a desigualdade que acabamos de mencionar for estrita para
j # i, dizemos que a estratégia ¢ é um equilibrio de Nash estrito. Os 4 cenarios da
dindmica deterministica com duas estratégias sao dados abaixo.

o Dominancia de A. Ocorre quando apenas a estratégia A é um equilibrio de
Nash. Neste caso, mostra-se facilmente que os individuos A sdo mais aptos que
os B independentemente da frequéncia x dos individuos de tipo A. Todas as

6rbitas da dinamica do replicador com z(0) € (0,1] sdo tais que 2(t) =5 1.
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e Dominancia de B. Ocorre quando apenas a estratégia B é um equilibrio de
Nash. Andalogo dual do cenério acima.

o Coexisténcia estavel. Ocorre quando nenhuma das estratégias A e B é um
equilibrio de Nash. Neste caso, pode-se ver que a populacao toda de tipo A,
ou de tipo B sao equilibrios instaveis da dinamica do replicador. Existe em
(0,1) um ponto de equilibrio estavel que atrai todas as érbitas da dindmica do
replicador com x(0) € (0, 1).

o Biestabilidade. Ocorre quando ambas as estratégias A e B sao equilibrios
de Nash estritos. Neste caso, a populacao toda de tipo A, ou de tipo B
sao equilibrios assintoticamente estaveis da dinamica do replicador. Existe
x* € (0,1), ponto de equilibrio instavel da dindmica do replicador. Todas as
6rbitas da dindmica do replicador com z(0) < x* sao atraidas para o equilibrio
em 0 e todas com z(0) > z* sdo atraidas para o equilibrio em 1.

Os cenarios possiveis para a dindmica do replicador para trés estratégias foram
estudados primeiro em [24] e, de forma mais completa, em [4]. Essa tltima classificagao
compreende 47 diagramas de fase, mostrando como, no caso deterministico, a Teoria
de Jogos Evolutiva para somente trés estratégias é bastante mais rica do que para
somente duas.

Diferentemente do caso deterministico em que, num jogo, uma estratégia “van-
tajosa” sempre vence, no processo de Moran pode acontecer de um novo tipo de
individuo aparecer em uma populacao uniforme e ele ndo conseguir a fixacdo, mesmo
sendo mais apto. Isso se deve ao carater aleatorio do processo de Moran. Em poucos
passos temporais o individuo do novo tipo e todos os seus descendentes, quando
existirem, podem ser sorteados para morrer e entao serao extintos da populagdo. Para
levar em consideragao a natureza aleatéria do processo de Moran, os autores de [25]
notaram que precisariam de uma etapa adicional de complexidade para classificar
a dindmica populacional do processo de Moran. Em seu trabalho, os autores entao
levam em consideragao nao apenas se as estratégias A e B sdo ou nao equilibrios de
Nash, mas também se as probabilidades de fixagdo de um tnico individuo de cada tipo
na populagdo sao maiores ou menores que as respectivas probabilidades de fixacao
no caso neutro. Eles notaram também a importancia do tamanho da populacao no
resultado final da evolucao.

Para entender melhor como funciona o esquema de classificacdo apresentado em
[25], definiremos como no trabalho citado, as probabilidades de fixagdo p4 = m; de um
unico individuo A, em uma popula¢do de N — 1 individuos do tipo Be pg =1 —7mn_1
de um tnico individuo B, numa populagao com N — 1 individuos do tipo A.
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Como ja mencionamos, o esquema de classificagao apresentado em [25] compara
as probabilidades de fixacao que acabamos de definir com o caso neutro do processo
de Moran. Para o processo de Moran neutro com estratégias do tipo A e B, como
podemos ver em (2.27), temos

pa=pp=1/N. (2.28)

Mais especificamente, os autores de [25] levaram em consideragao os sinais de 1 — 1,
rnv-1—1, pa—1/N e pgp —1/N. Os dois primeiros sinais caracterizam a dindmica de
invasao relativa a dinamica deterministica, e os dois ultimos sinais caracterizam o
que os autores chamaram de dinamica de substituicao.

Veja que 11 — 1 > 0 se, e s6 se, fi > g;. Em termos da matriz de pagamento
ry — 1 >0 se, e s6 se, myg > mglﬁ + mgg%. Portanto, desde que N seja grande
o suficiente, dizer que r1 — 1 > 0 é equivalente a dizer que B nao é um equilibrio de
Nash e r; — 1 < 0 é equivalente a dizer que B é um equilibrio de Nash.

Analogamente, se NV é grande o suficiente, ry_1 — 1 > 0 equivale a dizer que A é
um equilibrio de Nash e ry_; — 1 < 0 que A nao é um equilibrio de Nash.

A combinacao dos sinais de r; — 1 e ry_; — 1 nos permite classificar a dindmica
deterministica. Veja por exemplo que se tivermos r; —1 > 0 e ry_; — 1 < 0 entao, se
N ¢é grande o suficiente, nem B e nem A sao equilibrios de Nash. Nesse caso, como
vimos no inicio desta secao, o cenario de invasao é a coexisténcia estavel.

Na notagao de [25] e [2] foram usadas setas simples superiores para identificar a
dindmica de invasao e setas duplas inferiores para identificar a dinamica de substituicao.
Neste texto também utilizaremos essa notagao. As setas simples superiores levam
em consideragao a comparacgao de aptidoes entre os individuos, ja as setas duplas
inferiores levam em consideragdo a comparacao entre as probabilidades de fixacao de
um unico individuo na populagao e o caso neutro.

Na pratica, denotaremos por B = A a situacdo em que r; — 1 > 0 e diremos que,
nesse caso, a selecao natural favorece a invasao da populagio B por um unico mutante
A. Caso tivéssemos ;1 — 1 < 0 a notacao seria B « A. Note que, dessa forma, a
notacgao para o cenario de coexisténcia estavel é B -+ A. Levando em conta os sinais
que determinam a probabilidade de fixacdo de um tnico individuo, denotaremos por
B = A asituac¢ao em que p4 — 1/N > 0 e diremos, nesse caso, que a selegio natural
favorece a substitui¢io de B por A. Para py — 1/N > 0 a notagdo é B < A. De
maneira andloga para os possiveis sinais de pgp — 1/N.

Para um exemplo ilustrativo completo consideremos 1 > 1, ry_1 < 1, pa > 1/N,
pp < 1/N. Nesse caso, a sele¢ao natural favorece a invasao de B por A e a invasao
de A por B, também favorece a substituicao de B por A, mas se opde a substituicao
de A por B e a notacio para essa situacio é B == A.
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Cada combinagao dos sinaisde 1y — 1, rxy_1— 1, pa—1/N e pg —1/N descreve um
possivel cendrio evolutivo. Assim como na classificacao da dindmica deterministica,
os casos em que alguma das quantidades mencionadas é nula sao desconsiderados.
Um resultado importante abordado em [25] é que apenas 8 das 16 combinagoes de
sinais (ou setas) podem, de fato, ocorrer. Veja o teorema abaixo.

Teorema 2.4. Entre os 16 cendrios evolutivos combinatoriamente possiveis para o
processo de Moran com duas estratégias, apenas 8 podem ocorrer:

B2 A ¢ BEZA, (2.29)
B=5 A BEA ¢ B=S=A, (2.30)

e por fim
BS2ABEEA e BESA. (2.31)

A prova que veremos a seguir é a que estd em [6], e é uma simplificacao da prova
original apresentada em [25].

Demonstracao: Comecaremos esta demonstracao mostrando que se a dindmica
de invasdao é B <+ A entao, necessariamente, teremos py < % e pp > %, ou seja, o
B «+ A implica B &= A.

Os sinais que identificam o cenario sao r; < 1 e ry_; < 1. Note que a aptidao
relativa definida por (2.22) é uma fungdo mondtona de i, como se vé facilmente através
do fato de que o sinal da derivada de (2.22) em relacao a i é independente de i. Logo,
neste caso, r; < 1 para todo i € {1,2,..., N — 1}.

Como

1

pA =T = N-1 -
L+ 550 iz

1

o fato de r; ser menor que 1 para todo ¢ implica em Zé\f:—ll it > Zj-vz_ll ., 1=
N — 1. De onde segue que psq < %
Também, de (2.14), (2.15) e (2.16)

1

- N—117J
I+ Z]’:1 i=1 TN—i

pp=1—7mNn_1 =T

Y

o que nos da pg > %, ja que Z;V:_ll J_1rn_; < N — 1. Analogamente se mostra que

B —»— A implica B == A.
Mostraremos agora que B =« A implica B == A, B €& A ou B =< A.
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No cenario B =+ A temos r; > 1 e ry_; < 1. Devido a monotonicidade da funcao
r, segue que r; é decrescente em i. Seja

¢ =max{j;r; > 1} e ¢ =max{j;ry_; <1} .

Defina H; =[['_; + e H =TT'—  rn—;. E facil ver que

Jj=1 Tj
H _ (2.32)
N-1= Hy | .
Também é verdade que
H >Hy>..>H < Hl+1 <...< Hy_; (233)
e
H{>Hy,>..>H,<H, ,<..<Hy_, (2.34)
Ainda, com esta notagao podemos reescrever p4 € pg cOMo
! ! (2.35)
= — e = . .
ST Ly TS Ry T

Vamos supor que ps < +. Entdo, de (2.35) segue que Y1'7' H; > N — 1 e daf
H; > 1, para algum i. Como H; < 1, segue de (2.33) que i deve ser maior ou igual a
¢+ 1 e portanto Hy_; > 1. Usando agora (2.32), temos Hy_; < 1. H] também é
menor que 1 e (2.34), nesse caso, implica H] < 1 para todo i, que por sua vez implica
Y ¥i'H < N — 1, que implica pp > +.

Com o mesmo raciocinio mostramos que pg < % implica pyq > %

Provamos que se temos o cenario de invasao B —+ A, entdo é impossivel ocorrer
B &5 A, mas podem ocorrer B =5 Ae B €% A. O cendrio B =% A nao é
proibido e sua existéncia pode ser vista através de exemplos.

Com argumentos similares, mostra-se que se o cenario de invasao for B «— A é
impossivel ter simultaneamente py > % e pp < % Deixamos essa parte ao leitor
interessado. [ |

A classificagdo acima para o processo de Moran com 2 estratégias também foi
tratada em [6]. Esse trabalho associa a cada um dos 8 cenérios evolutivos uma forma
precisa para os graficos das probabilidades de fixagdo. Outros resultados também
abordados neste trabalho, e que veremos no Capitulo 3, sdo formulas assintéticas
para as probabilidades de fixacao no limite N — oo. Como consequéncia dessas
formulas, mostraremos que alguns dos cenarios evolutivos nao podem acontecer para
populagoes suficientemente grandes.
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2.4 Alguns resultados sobre processos de nasci-
mento e morte

Nesta segdo apresentaremos alguns resultados originais que apareceram em [10] e
que serao utilizados na demonstragao de outros resultados que aparecerao no Capitulo
4. No entanto, sao resultados gerais sobre processos de nascimento e morte e que
podem ser demonstrados usando apenas as ideias que ja apareceram neste texto. Por
esse motivo decidimos incluir esta secao neste capitulo.

No primeiro resultado iremos comparar as probabilidades de fixacao de dois
processos de nascimento e morte nos quais a razao entre o nascimento e a morte em
cada estado é sempre maior em um dos processos.

Proposicao 2.5. Considere dois processos de nascimento e morte com o mesmo
conjunto de estados S ={0,1,2,...,N}. Sejam r; = a;/b; a razao de nascimento e
morte no primeiro processo e s; = a, /b a razao de nascimento e morte no sequndo
processo. Sejam também m; e w, as respectivas probabilidades de fiza¢io dos dois
processos no estado N. Ser; > s; parai=1,2,..., N — 1, entdo m; > m, para todo

ieS\{0,N}.

Demonstracao: Este resultado nada mais é que a comparagao entre duas probabi-
lidades de fixagao. Temos uma férmula exata e explicita, (2.13), para as mesmas, mas
como ja mencionamos, ela ndo é muito intuitiva e da forma como esta nao nos diz
muita coisa sobre o comportamento qualitativo da probabilidade de fixagao. Entao,
para poder mostrar esse resultado, comegaremos reescrevendo a expressiao (2.13) para
7; e para 7, a fim de conseguir comparar melhor essas duas fung¢oes em termos da
aptidao relativa. Sendo assim, m; pode ser reescrita como

i-1 17 -1 i1 .l
L+ e 142250 ey 7
N-1t -1 11 1 N-117i .1
L4320 Tl 7k V>0 M e+ 22550 Teer 7
1
N—-1771J -1
Zj:i k=1"k
[ IS F R
1+Zj:1 k=1"k
E apenas substituindo r; por s, na expressao acima, temos uma expressao analoga
para m., ou seja,

T, =

1+

1

7 N—-1717J -1
Zj:i k=1 5k

1+ P
17177 -1
1+Z]’:1 k=15k
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Definimos

Z k 17‘k
IHk 17"k

e d; a expressdo analoga com s; no lugar de r,. E entdo mostrar que m; > 7, é
equivalente a mostrar que d;, > d;. Note que

d — d; =
(Zé'v:;l ?;:18;1) (1+Z 1Hk 17 )_( i My i )(1“‘23;111—[?%:131;1)
( Iy )(1+ 3‘;111_[?@:131;1>

B Zév—zl( bk — ey )

() (S T s )

( ;V—zl klskz>< Zi T 17“;:)_( ;\7711 klﬁ;)( 2‘;111_[%::151;1)
(1+E T 17’k)(1+z T 1Sk)

Como s~ > 1, > 0 para todo k, é facil ver que tanto o numerador quanto o
denominador do primeiro termo da tultima expressao sao positivos. Resta mostrar
que o numerador do segundo termo da expressao acima também é positivo, uma vez
que o denominador o é. Expandindo as somas e produtos do numerador do segundo
termo e reagrupando de forma conveniente temos

i =

_|_

1 1

N—-1 J i—1 7 N—-1 J i—1 7
I I PRI I
j=t k=1 j=1k=1 Jj=t k=1 j=1k=1

[(sytsyteeesy )y oo+ (sytsy sy ey e e ey )
— [yt A ) (s sy sy s sy s ) =

rytsy (st s =gt ) e (s sy )

Pty sy sy (st s m gt ) e sy syl — )]
sy s (s s e ) e (7 syl L)

Assim o numerador em questao pode ser reescrito como:

i—1 j N—i [ N—¢ N-¢
S retset ) 2o I s = 11
7=1 \k=1 /=1 m=j5+1 m=j+1

E agora é possivel ver com clareza que esse termo também é positivo, e entao
concluimos essa demonstracao. [ |
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O proximo resultado se refere a um tipo especial de probabilidade de fixacao,
onde colocamos uma restri¢do para a cadeia de Markov sobre o espac¢o de estados
considerado.

Proposicao 2.6. Considere um processo de mascimento e morte com espaco de
estados S = {0,1,2,...,N}. Ser; é razao de nascimento e morte no estado i e
i* € {1,2,...,N — 1} ¢ algum estado fizo, entio a probabilidade m;» do processo
comegar no estado i > 1* e se fivar no estado N sem nunca passar pelo estado i* €

L+ Y00y e Tivh
14+ 3205 ey i
Demonstracao: A demonstragao deste resultado é simples, bastando ao leitor
observar que podemos obter (2.36) de (2.13) apenas trocando a condi¢do de contorno
mo = 0 por -+ = 0 e o conjunto de estados {0,1,2,..., N} por {i*,7* +1,...,N}.
|

(2.36)

Ti\i* =

A seguir apresentaremos uma adaptacao da Proposicao 2.5 para a probabilidade
de fixacao m;«\;« definida na Proposi¢do 2.6. Omitiremos sua demonstracdo por se
tratar apenas de uma repeticao da demonstragao ja apresentada na Proposicao 2.5.

Proposicao 2.7. Considere dois processos de nascimento e morte com o mesmo
conjunto de estados S = {0,1,2,..., N}. Sejamr; = a;/b; e s; = a, /b, suas respectivas
razoes de nascimento e morte. Suponha que existe i* tal que v; > s; para i =
*+1,94+2,... ,N=1. Sem; e Wg\i* denotam as probabilidades de fixagao no estado
N com a condigcdo adicional de que o processo nunca passe pelo estado i*, como na
Proposicao 2.6, entdo mp; > ;. para todo i € {i* +1,4* +2,... N — 1}.

Alguns dos principais resultados que veremos neste trabalho surgiram do nosso
interesse em entender o comportamento das probabilidades de fixacao de uma deter-
minada estratégia quando o tamanho da populacao tende a infinito mas a frequéncia
dessa estratégia é mantida fixa. Por essa razdo, definiremos a seguir a probabilidade de
fixacao no estado N em termos da fracao de individuos = e do tamanho da populacao.
Assim, se z € [0, 1], definimos

Iy(z) = (g (2.37)
onde [Nz denota o inteiro mais préximo a Nz. Ainda nessa mesma linha definimos
e+ (T) = TiNa\[Na*] 5 (2.38)

COM TNg)\[Ne+] definida como em (2.36).
O teorema a seguir é o primeiro resultado que apresentaremos utilizando a definicao

(2.37).
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Teorema 2.8. Suponha que para valores de N suficientemente grandes temos, bem

definida, uma familia de processos de nascimento e morte com razoes de nascimento
(N)

e morte T'Z(N) e probabilidades de fizagio m; ', i =1,2,...,N — 1. Se existirem s > 1
ex* € (0,1), tais que para N grande o suficiente e i > Nx* temos T’Z(N) > s, entao
g Tvte) =1

para x > x*.

Demonstracao: Consideremos um processo de nascimento e morte com aptidao
s; = s independente da frequéncia. Denotaremos por 7, sua probabilidade de fixagao.
Agora consideremos também wg\i* como na Proposicao 2.7.
De (2.36), temos
i—i* =1 ¢
ﬂ-;\z’* = Lt Zzéili*fls ¢
1L+, st
Somando as progressoes geométricas segue que

1 — s (=)
1 — g~ (N=i") ~

/
Toinix =

Suponha que z > z* e tome N grande o suficiente de modo que [Nz| > [Nz*].
% > 7" e assim r[(f\\,g] > 5. Podemos entao
usar a Proposicao 2.7 de onde concluimos que W[(JJ\\/[:Z}\[N;E*] > TN\ e Obviamente,

N N
TNl 2 T{Nap e 1080

E facil ver que [Nz] > [Nz*] implica

1 — g—(Na=[Na)
1 — g~ (N=[Nz¥])

Como s > 1, tomando o limite N — oo segue que W[(JJVQ] — 1. [ |

O proximo resultado é uma versao do Teorema 2.8 para a probabilidade de extinc¢ao
de uma estratégia, mas nao é completamente andlogo ao mesmo. As demonstragoes
dos dois Teoremas sao basicamente iguais, por isso deixaremos a cargo do leitor provar
este resultado.

(N)
TNz >

Teorema 2.9. Suponha que para valores de N grandes o suficientes temos uma
familia de processos de nascimento e morte bem definida com razées de nascimento e

morte TZ(N) e probabilidades de fixacao WZ(N), i=1,2,...,N—1. Se existirem 0 < s < 1
e x* € (0,1) tais que para N grande o suficiente e i > Nx* temos T’Z(N) < s, entao

para x > x*.
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Uma razao técnica que faz com c%ue 0s Teoremas 2.8 e 2.9 nao sejam totalmente
analogos é o uso da desigualdade W[Nx > W[Nm]\[Nx | na demonstracao do primeiro
teorema. Essa desigualdade ainda é valida no segundo teorema, porém embora
possamos mostrar que W[(]]VV:Z]\[ N+ tende para 0 quando N — oo, isso ndo garante que

w[(J]VVQZ] tende a 0 também. Mas por outro lado, W[(JJVVQZ]\[NQE*] NZpe implica W[(J]VVQZ] Nz

O leitor, neste ponto, pode se perguntar se usando outras técnicas nao seria
possivel mostrar um resultado totalmente analogo ao Teorema 2.8, ou seja, que
IIn(x) — 0 para z > z*. E a resposta ¢ ndo. Um processo de Moran com duas
estratégias onde nenhuma delas é um equilibrio de Nash pode satisfazer as hipoteses
do Teorema 2.9 e ainda assim, sob certas condi¢oes adicionais, ter limy oo W[(]]VVQZ] =1.
Falaremos mais sobre isto na Subsecao 3.2.2 do Capitulo 3.
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Capitulo 3

Probabilidades de fixacao

assintoticas para o processo de
Moran com grandes populacoes

Neste capitulo estudaremos o que acontece com os cenarios evolutivos classificados
em [25] quando a populagao é grande, buscando fazer uma analogia com o caso
deterministico. Embora os autores do artigo citado tenham notado a importancia do
tamanho da populacao no resultado final da evolugao, o caso em que a populacao é
suficientemente grande nao recebe nenhum tratamento diferenciado em seu trabalho.
Mostraremos que quando o tamanho N da populagao é suficientemente grande apenas
5 dos 8 cenarios evolutivos podem ocorrer.

3.1 O problema e alguns resultados preliminares

As probabilidades de fixacdo para populagoes grandes é algo que tem chamado
a atencao de alguns autores, resultando em trabalhos bastante relevantes. Alguns
resultados interessantes sao baseados em férmulas assintdticas para a probabilidade
de fixacao, onde o ponto principal é a identificagdo de uma determinada soma com
uma soma de Riemann e sua substituicao pela integral equivalente quando tomamos
o limite de N — oo. Os autores de [2] foram os pioneiros na utilizagdo dessa ideia e,
embora nao tenham feito uma aproximacao rigorosa, seu trabalho traz, dentre outros,
resultados assintoticos qualitativamente corretos para as probabilidades de fixagao
PA € PB-

J& em [5] podemos ver uma teoria rigorosa acerca de uma determinada classe
de processos de nascimento e morte, que incluem o processo de Moran. Os autores
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mostraram que nesses processos, as probabilidades de fixagao assintoticas, obtidas
quando tomamos N — oo, sdao dadas em termos da integral mencionada anterior-
mente e que chamaram de potencial de aptiddo. Seu trabalho traz varios resultados
interessantes onde a intensidade de sele¢ao, w, depende do tamanho da populagao.
Mas o caso em que w independe de N, que é o que estudamos, nao pertence a classe
de processos de nascimento e morte considerada pelos autores.

A teoria que veremos neste capitulo também é baseada em férmulas assintéticas
para 7;, onde mantemos fixa a fracdo inicial /N de individuos do tipo A e consideramos
N — oo. Em nosso trabalho também consideramos um termo que aparece quando
trocamos uma soma de Riemann por uma integral e ao qual nos referiremos como
“erro de continuacao” Esse termo em geral nao tende a 0 quando N — oo e levar em
conta os erros de continuagao é um dos motivos pelos quais apresentaremos resultados
nao obtidos em [2] e [5].

Para dar inicio ao estudo do comportamento assintotico das probabilidades de
fixagdo no limite N — oo veremos alguns resultados preliminares que usaremos no
decorrer deste trabalho. Comecaremos enunciando, para referéncia futura nessa tese,
o classico Teorema de Taylor com resto de Lagrange.

Teorema 3.1 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f uma fungao n+ 1
vezes derivavel no intervalo I e sejam a, v € I. FEntdao existe & pertencente ao
intervalo aberto de extremos a e x tal que:

& fW(a) A3 1
f(x)—kgo u (x —a) —i—m(x—a) ) (3.1)

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [11] ou em qualquer
outro livro de célculo.

O proximo resultado que enunciaremos aqui é uma forma generalizada do lema de
Riemann-Lebesgue. Este lema, em sua forma original, é muito utilizado na teoria das
séries e transformadas de Fourier e sua demonstragao, como veremos, ¢ apenas uma
adaptacgao da prova do resultado original.

Lema 3.2 (Riemann-Lebesgue generalizado). Seja p uma fungio continua nos inter-
valos (n,n +1), n € Z, limitada e 1-periédica com [y p(x)dx = 0. Seja f uma fungio
em L'([0,00). Entdo

o0

lim p(tx) f(z)de = 0.

t—o0 Jo

Demonstracdo: Vamos supor inicialmente que f(z) = x(up) () seja a funcao
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caracteristica do intervalo (a,b) € [0, 00), isto é,

1 se z € (a,b)

X(ab)(T) = { 0 se ¢ (a,b)

/Ooo f(x)p(te)dx = /abp(tx)dx = 1/t:bp(u)du .

Na tltima passagem fizemos a mudanca de varidvel u = tx. Da periodicidade de p e
do fato de [y p(x)dz = 0 segue que | [/ u)du‘ < [ |p(w)|du, que é limitada. Logo

ta

Entao

b 1 st
lim / f(z)p(te)de = Jim p(tr)de = lim — [ p(u)du =0. (3.2)

t—o00 a t—oo t Jia

Suponhamos agora que f(z) seja uma funcao simples, isto ¢, uma combinagao
linear finita de fungoes caracteristicas de intervalos finitos. Mais especificamente,

flx) =3, CiX(aips) (). Entdo

De (3.2),

t—o0 Jo

lim /OO f(z)p(te)de = tlirélogci /:p(tx)dx =0. (3.3)

Finalmente, tomemos f uma fungido L' integravel em [0, 00). Como o conjunto
das funcoes simples é denso em L!, dado € > 0 existe uma funcao simples g tal que

1 = gllzgooon = [ 1/@) — gl@)ldo < (3.4)

€
2M '
onde M = max,cp1] [p(x)|. Pela defini¢ao de limite aplicada a (3.3), existe um 7" € N
tal que para todo t > T temos

’/ p(te)dz

Usando as propriedades das integrais,

< 5 (3.5)

|7 rwtenyde = [T (1) - gt + [ gleperyi.
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Tomando t > T, e usando desigualdade triangular, (3.4) e (3.5) temos

‘/ p(tx)dx

< [T 1@ — g@llp(ta)dz + | / p(ta)da

< M/ ) —g(x |dx—|—’/ p(tx)dx

<E€E.

Como € é arbitrario segue que

Jim [ f(e)p(te)dr =

|

A seguir veremos a féormula de Euler-Maclaurin. Segundo [3], Euler descobriu uma

primeira versao da féormula em 1736 e a generalizou um tempo depois. Maclaurin, por

sua vez, estava trabalhando na mesma féormula de maneira independente e a publicou

em 1742 em seu Treatise of Fluxions. Por esse motivo alguns autores se referem ao
resultado como férmula de Euler-Maclaurin.

Teorema 3.3 (Férmula de Euler-Maclaurin). Seja f uma funcio de classe C*™+1
em [0,n], m >0 en € N. Entdo

S i) = [ fla)de +
- BQT‘

>

r=1 (2T>‘

onde 0s Py, sao as funcoes periddicas de Bernoulli e By, sao os numeros de Bernoulli.

(2ml+1)! /0” Payr () fO7 D (2) dae

1

S(f(n) +£(0)),  (3.6)

[f(Qqul)(n) . f(2r71)(0>} +

Demonstracao: Comecgaremos esta demonstragdo provando o caso m = 0 e
seguiremos com um argumento de inducao em m. Tomando m = 0, devemos mostrar
que se f é uma funcio de classe C' em [0,n], com n € N, entao

/f d:c—l—/ Pix dm+;(f(n)+f(0)).

E facil ver que



Usando integracao por partes,

[ m - @ = GE - F) el + [ ) ) da

k+1

= W)= fE+)E+1+a)+ [ @ra)f(@)ds,

onde ¢, sao constantes arbitrarias que podemos escolher de modo conveniente. Nesse
caso faremos ¢, = —k— %, k=0,41,42, ... e definiremos a primeira funcao 1-periddica
de Bernoulli

r—k—1% sex€(kk+1),keZ
— 2 ) )
hiw) { 0, se x € Z (37)
Note que Pj(z) é um polindémio de primeiro grau, x — k — 5, no intervalo (k, k+1),
k=0,£1,%2,..., e é descontinua apenas nos extremos desses intervalos. Por esse
motivo fk+1 P (z)dx = [ ( — k- 7) dx, de onde segue que, Vk € Z,
kt1
/ Pi(r)dr=0. (3.8)
k

Com a escolha de ¢, = —k — 3, fazemos com que (f(k) — f(k+1))(k+1+¢;) =
1

5(f(k) = f(k+1)) e a integral fk“(a: + ¢x) f'(z) dr ndo muda se trocarmos (z + ¢y)
por Pi(z). Dessa forma,

[ ) - sy dr= S - sk )+ [ R @) dr

Logo,

S RCLE o CUCEEE k“Pl<x>f’<x>dx)+f<n>

_ ;kz_:(f(k) flk+1) +Z/k+1 (x) dz + f(n)
1
= i(f(o +/0 P

provando o caso m = 0.
Para provar os demais casos continuamos integrando por partes a formula obtida
no caso m = 0. Isso é possivel desde que f seja suficientemente derivavel. Mas antes,
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definiremos os polinémios e os nimeros de Bernoulli, e em seguida as func¢oes de
Bernoulli.

Os polindémios de Bernoulli, By(x), k =0, 1,2, ... , podem ser definidos de forma
recursiva tomando By(x) = 1 e fazendo

Bi(z) = k/o By () dt + dy , (3.9)

onde, na formula acima, a constante de integragao dj, é escolhida de modo que

| " By(z)dz = 0. (3.10)

Os nimeros de Bernoulli By, sao definidos como By, = By(0).
Ja as func¢oes de Bernoulli podem ser definidas através dos polindmios de Bernoulli

como se segue:
P,(z) = B,(z — |z]), Vn>2, (3.11)

onde |z] denota o maior inteiro menor ou igual a x e a fun¢ao = — [z] estd sempre
contida no intervalo [0, 1). Note que, definidas dessa forma, as fungdes de Bernoulli
sdo automaticamente 1-peridédicas. Note também que By = P (0) = P(1), se k # 1.

Vamos agora provar que P, é funcao par se n é par e fungdo impar se n é impar e
que, apesar de P; possuir pontos de descontinuidade, P, é continua em R se n > 2.
Para atestar esse fato tome a série de Fourier de P;(x),

oo 1
Pi(z) =Y —— sin (2mna) .
1 () DI sin (2mnx)

Integrando termo a termo a série de Fourier de P, encontramos a série de Fourier
de cossenos para P, e assim sucessivamente. Como [y Py(z) = 0, para todo k, o
termo constante da série de Fourier a ser adicionado em cada integragao, deve ser
nulo. A cada integragao ganha-se um fator 1/n no n-ésimo coeficiente de Fourier
de P,. E facil ver portanto, pelo teste M de Weierstrass, que a série de Fourier de
P, é uniformemente convergente em R para Py, se kK > 2. Segue dai que, apesar
das descontinuidades de P;, todas as demais func¢oes periddicas de Bernoulli sao
continuas.

Como a série de Fourier é de senos para k impar e de cossenos para k par, entao
os P, sao fungoes impares para k impar e pares para k par. Uma consequéncia
importante disto é que By = Py(0) = Py(1) =0se k =3,5,....

Como ja haviamos mencionado, o caso m = 1 é obtido do caso m = 0 fazendo
duas integragoes por partes, o caso m = 2 é obtido do caso m = 1 fazendo mais duas
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integracoes por partes e assim sucessivamente. Mostraremos a seguir o caso m = 1.
Integrando por partes [y’ P (x)f'(z) dx temos:

> 5= [ fwyde = ;uun+fvw»+/”Pmmf%wdx

—0 |
= SUO)+ f) + 5P @l — 5 [ Pala) () da
- ;ﬂ®+fmﬁ+;&ﬁ()—f®D—24«%wﬁﬁwdu

onde usamos que [ Pi(z)dz = 1 Py(x), veja (3.9) e (3.11), e Py(n) = P»(0) = Bs(0) =
B,. Integrando por partes pela segunda vez, temos

S 1) - [ f@)de = S0+ 1)+ B ) = F0) = 5 [ P ) o
- ;ﬂ®+fm»+§&uww—fm»—é%@ﬁ%@g
6/ Py(2) O (2) dx
- ;ﬂm+fm»+;&uww—fm»—;Bawmwaﬂm»

b [P SO s

n
= SU0)+ f) + 3B ) = F(O) + 5 [ Py(e) s )
Na segunda integracdo por partes usamos que [ Py(z)dx = 5Ps(x) e P3(n) =

P5(0) = B3(0) = B3 = 0. E isso prova a férmula para o caso m = 1.

O argumento geral da inducao é imediato e deixado a cargo do leitor, onde, como
acima, sao feitas duas integrages por partes para passar de m para m + 1. |

A seguir enunciaremos o teorema sobre o Método de Laplace. A demonstragao
deste resultado pode ser encontrada em [22] e serd omitida, uma vez que nao serd
diretamente utilizada. Somente uma versao para somas serd utilizada e demonstrada
em nossos resultados.

Antes de enunciarmos o teorema introduziremos algumas notagoes a serem usadas
neste trabalho sobre relagoes assintoticas entre fungoes. Estd subentendido que
quando falamos de limite assintético estamos considerando que este limite é alcancado
quando N — oo, onde N é o nimero de individuos da populacao. Adotando as
mesmas convengoes de [22], dizemos que duas fungbes f e g sao assintéticas se
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limy oo f(N)/g(N) = 1 e denotamos isto por f ~ g. Escrevemos f = o(g) se
f(N)/g(N) = 0, quando N — oo e f = O(g) se |f(N)/g(N)| é limitado quando
N — oo.

Teorema 3.4 (Método de Laplace). Considere a integral dada por:

Vamos supor que a,b,p(t) e q(t) sejam independentes do parametro positivo x, com a
finito, b > a finito ou infinito, p(t) real e q(t) real ou complera. E ainda:

1. p(t) > p(a), para todo t € (a,b) e para cada ¢ € (a,b), o infimo de p(t) — p(a)
em [c,b) € positivo.

2. p'(t) eq(t) sio continuas numa vizinhanga de a, exceto possivelmente em a.

3. Quando t — a+, p(t) — pla) ~ P(t —a)*, q(t) ~ Q(t — a)*"*. E a primeira
dessas relagoes é diferencidvel. Aqui P, e X sdo constantes positivas (inteiras
ou nao) e QQ € uma constante real ou compleza.

4. I(z) converge absolutamente ao longo do intervalo para todo x suficientemente
grande.

Entao,

—zp(a)
I(x) ~ QF <A> (jD)/\/u quando T — 0.
po\p) (Px

Na férmula acima, T é a fungdo Gama de Euler, isto é, T'(x) = [5° e 't*~1 dt.

Para ser usado mais adiante neste trabalho, definiremos também Qy = {#;i € Z}
e continuaremos usando a notagao [Nz| para denotar o nimero inteiro mais préximo
de Nz, com = € R. Note que se z € Qy, [Nx] = Nz.

N . [ .
[—Nfc] =x+§ com |§] < 5%, exigiremos, quando necessario, que a fracio x

Como SN
de individuos A na populagao esteja em Qy,, para algum Ny € N, e também que o
limite de populacao infinita N — oo seja obtido com N sendo um miultiplo de Nj.

Assim poderemos evitar pequenos efeitos possiveis causados por um ¢ nao nulo.
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3.2 Probabilidades de fixacao assintéticas

Nesta secao queremos estudar o que acontece com as probabilidades de fixacao ;
num processo de Moran com duas estratégias quando o tamanho da populagdo N
tende a infinito mas a fracao de individuos do tipo A, x = ﬁ, ¢ mantida constante.
Em outras palavras, queremos entender o comportamento da funcao probabilidade
de fixacao Iy definida em (2.37), quando N — oo.

Como dissemos no inicio deste capitulo, nosso interesse é encontrar uma férmula
assintética para a probabilidade de fixa¢ao calculada por (2.13). E para isso vamos
utilizar uma versao para somas do método de Laplace. Assim poderemos encontrar
formulas assintéticas para o numerador e o denominador daquela formula para ; e,
consequentemente, uma formula assintética para a probabilidade de fixacao.

Veja que
J . .
H frk_l = elOg Hi:l TE1 — e~ Zi:l log 7y, .
k=1
Entao, definindo
71
l; ==Y —logrg, (3.12)
o N
podemos reescrever (2.13) como

1+ 30 e
7j=1
T o= ) 3.13
1+ Z;V:? elVY; ( )

Note que o lado direito de (3.12) é aproximadamente uma soma de Riemann.
Além do mais, usando (2.17) e (2.18) em (2.22), temos que

rive 3 R(y) (3.14)

onde

_ 1 —w+wlmny + mia(l —y)]
Rly) = 1 —w+ wimay + maa(l — y)] (319)

ey = [Nz]/N. Com isso podemos fazer a seguinte aproximagao

l; ~ L(

J
=) (3.16)

onde
L(z) = — /OI log R(t) dt . (3.17)
4
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E entao aproximar também m; como se segue

1+ Z;’,;ll eNL(/N)

SR (3.18)

YA

Observe que para valores grandes de N as somas no numerador e no denominador
da férmula acima sao dominadas pelos valores de j que maximizam a fungdo L em
[0, 1]. Conforme veremos, a posi¢ao no interior ou em uma das fronteiras de [0, 1] desse
maximo varia dependendo dos sinais de R(0) — 1 e R(1) — 1. De (3.14), concluimos
que r; — 1 e R(0) — 1 tém sinais iguais, assim como ry_1; — 1 e R(1) — 1, desde que
N seja suficientemente grande. E com isso, a classificacdo dos cenarios de invasao
pode ser feita também com base nos sinais de R(0) — 1 e R(1) — 1, desde que N seja
grande o suficiente. E o maximo de L dependera do cenario de invasdao considerado.
Assim como 7 definida em (2.22), R dada por (3.15) é uma fun¢do mondtona. Basta
derivar R(z) para perceber que o sinal de sua derivada independe de z. Além do
mais, R ¢é infinitamente diferenciavel em [0, 1].

A aproximagao (3.18) foi usada como uma igualdade em [2] e foi com ela que
os autores obtiveram seus resultados assintoticos tomando N — oco. J& a integral
definida em (3.17), se multiplicada por N e outra constante, é exatamente o potencial
de aptidao definido em [5]. Como as entradas m;; da matriz de pagamento sao
positivas, L é uma fungdo C'* em [0, 1]. Diferente do que esta feito em [2], em nosso
trabalho consideraremos também os erros que sao cometidos quando trocamos ¢; por
sua aproximacdo L(+) em (3.13).

Definiremos
L, i=1
Si_{HZHeWJ‘, i=23,...,N "’ (3.19)
e assim
1
pa=m = (3.20)
SN
e
S xT
SN

Podemos reescrever tanto o numerador quanto o denominador de (3.21) como

[Nz]—1 ) [Nz]—1 ) )
svep = 1+ Y eNHE 4 S e NHR) [NGELHR) ] (3.22)
j=1 j=1

Cc

= L+ [y + Sva s
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onde

[Na]-1 |
Stvay = D eNHE) [NEHED (3.23)
7j=1
€
[Nal-1
ST = eV (3.24)
j=1

O que acabamos de fazer foi dividir tanto o numerador quanto o denominador
(tome z = 1) de (3.21) em termos que poderemos estimar assintoticamente utilizando
a versao para somas do método de Laplace. Chamaremos de termo principal o termo
SN ja que esse termo fornece, como veremos, a principal contribuicao assintotica
para S|yg. Ja ao termo S{ng» que aparece devido a substituicao de ¢; por sua
aproximacao continua L(%), chamaremos de erro de continuagdo. Termos de erro de
continuagao foram desprezados em [2].

Estudaremos as probabilidades de fixacao assintoticas em cada um dos 4 cenérios
de invasao, ja que o ponto de maximo de L terd um papel importante em nossas
estimativas e, como veremos, sua posicao depende diretamente do cenario escolhido.
Antes, no entanto, apresentaremos um resultado que sera tutil para lidar com os
termos de erro de continuacao.

O fato de ¢; — L(j/N) tender a 0 quando N — oo nos leva a acreditar, num
primeiro momento, que s‘fo] deve tender a 0 nesse limite. No entanto, como veremos

no resultado a seguir, N(¢; — L(<)) ¢ limitado quando N — oo e, geralmente, seu
limite é diferente de zero.

Proposicao 3.5. Seja

Qz) = ;logf;fg — q(2) (3.25)
onde
z 1 — w4+ wmas L —w+wmy
alw) = /0 [1 —w + w(mart + maa(1 — 1)) Cl-w+ w(mait +mas(1 — 1)) "
(3.26)

Tome também x € [0,1] N Qp, para algum Ny € N. Se N = mNy, m € N, entdo
N(lng — L(z)) = Q(x) + O (%) Consequentemente N ({ny — L(x)) converge para
Q(z) quando m — oo.

Antes de demonstrar este resultado, vejamos o motivo de adicionarmos as hipéteses
de z € Qp, para algum Ny e N ser um multiplo de Nj.
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Para z € [0, 1] podemos escrever

N(liya — L(z)) = N (z[m] oy (W]\f]» +N (L (“Xﬁ) - L(:@) . (327

Fazendo uma expansao em série de Taylor em torno de x e usando o fato de que
|M < 1 ¢ Q do t d i d
- — 2| < 55, vemos que se T ~, 0 segundo termo da soma acima pode ser

estimado como N (L <[]>[V$]> ) L(m)) N ([szvx] _ x) L'(z), (3.28)

que ¢ limitado, mas em geral nao tende pra 0 quando N — oo. No entanto as
hipdoteses mencionadas na Proposicao 3.5, fazem com que o termo referido seja nulo.
E isso deixa mais simples nosso resultado.

Vejamos a seguir, na Figura 3.1, uma ilustragao de como as fungées N ({[n — L(x))
e Q(x) se comportam num caso particular onde fixamos a matriz de pagamento. Nesta
figura podemos analisar os graficos de N ({2 —L(7)) e Q(x) para N = 100 e N = 1000.
Observe que a diferenca entre as fungdes N (¢, — L(x)) e Q(x) ¢ limitada mesmo
quando aumentamos o valor de N, mas nao tende a 0, quando N — oco. Quando
o valor de N é grande essa diferenca fica perceptivel quase que exclusivamente nos
pontos onde z ¢ Qu. Além disso, o termo de N ({n, — L(x)) responsavel por essa
diferenca é o termo N(L(%) — L(x)), visto em (3.27). Outro detalhe interessante
que podemos observar na Figura 3.1 é que nos pontos proximos ao ponto de maximo
de L(x), a diferencga entre N ({n, — L(z)) e Q(x) é bem pequena. Isso porque no
ponto de méximo de L, L' se anula entdao o termo responsavel pela diferenca entre as
fungoes também se anula, ver (3.28).

Seguiremos agora com a demonstracao da Proposicao 3.5.
Demonstracao: Da hipétese de z € [0,1] N Qy, para algum Ny € Ne N = mN,
m € N, temos Nx = [Nz].

Usando as defini¢oes de ¢;, (3.12), e de L(x), (3.17), podemos reescrever a expressao
Ny, — L(x)) como

&1 k ® 1 X k
N(txo=L(z)) = N |=5" = [1ogr —1 7 /1 Hdt — — S°1
(natfe) = N |- 3 (lomn—tow (1)) + [oaRan - Soar(y)
Fazendo ¢ = 7, temos que

z 1 Nx k Nz s Nx k
N[/O log R(t)dt — Nkz:llogR<N>] :/0 10gR<N> ds—g::llogR(N)
— /le R<S>d =S toe R () 4 10g R(0)
= ) logR{)ds 2 og R | 0g :
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Figura 3.1: Gréficos da funcao N ({|n, — L(z)) (mostrado em azul) e da funcao Q(x)
(mostrada em amarelo) para para N = 100 (no lado esquerdo) e N = 1000 (no
lado direito). Os elementos utilizados na matriz de pagamento foram mq; = 9,5,
mis = 5,1, moy = 7,7 e moy = 5,8 e a intensidade de selecao escolhida foi w = 1.
Para essa matriz especifica, a fun¢do L(z) tem um méximo em = = 0,28 e o cendrio
de invasao é B <—— A.

Usamos agora a férmula de Euler-Maclaurin para m = 1 na expressao acima, e
obtemos

N [/Ox log R(t)dt — % kzjllogR <%>] - (3.29)

1 1 [Nz d? s 1 [R(x) R(0)

—(1 —1 - = Py(s)—1 — - - :

5 log B(0) —log R(z) =5 | Byls) 5 log A <N> s~ 1N [R(x) R(0)
Aqui usamos também que By = P(0) = %. Fazendo u = & na integral acima e

usando, em seguida, o Lema 3.2, temos

E/Nmp()d—?’l R(i>d —L/xp(N VL og R(u) du = (i)
6o Vg BT\N) BT oz Jy W g 0= O\ )

Logo,

N [/j log R(t)dt — % livzjlogR (%)1 - %(log R(0)—log R(z))+O (%) . (3.30)

Agora mostraremos que o termo Y.»7, (log 7, —log R(%)) pode ser escrito em termos
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de ¢(x), mais corregdes também de ordem O (%) De (2.22) e (3.15) escrevemos

rpk_R<k> _ 1—w+w(m11%+m12(1—%))—

%(1 —w—l—wmn)
1—w—|—w(m21%+mgg (1—%)) —%(1—w+wmgg)

_ 1—w+w<m11N+m12(1——)>
1—w+w(m21N+m22(1— ))

_ 1 l(l — w + wmap)[1 — w4 w(mp £ + myap(1 — £))]
N [1—w+ w(mar g + maz(l — %))
(1 — w4 wm)[l — w + w(ma £ + map(1 — £))] 1
B 1w+ wlma k + ma(1— E))P ] +O(N2>

E fazendo uma expansao em série de Taylor da fun¢ao log em torno de R (%) obtemos

k
logr, —log R () =

N

1 1_w+wm22 1—w+wm11 1

-~ k E\y k k +0 <2>

N \L—w+wlmagy +mel-5) 1-wt+wlimng+mo(l—g5)) N
Logo

logry, —log R ()) =
k=1 N
1%( I —w+wma 1 —w+wmyy >+O(1)
L—w+w(mory +ma(l—§))  1—wt+wmng +ma(l—§)) N/
Fazendo
Fa) = 1 —w + wmas I —w+wmy

1 —w—+ wmax +ma(1— ) 1 —w+ wimpz +mip(l —x))

e usando a férmula de Euler-Maclaurin com m = 0 na soma acima, obtemos

VEAR) = A e Lo () e s



Na ultima passagem acima fizemos a mudanca de varidvel §; = u. O primeiro termo
na expressao acima é exatamente ¢(z) e, pelo Lema 3.2,

]1[/01 Pl(Nu)juf(u) du = 0(]17) :

Portanto
Nz

= <log re —log R <]’f]>> = —q(z)+0 <11v> : (3.31)

k=1
De (3.30) e (3.31) concluimos que

1
N(lns — L(x)) = Q(z) + O (N> |
|
Antes de comecarmos o estudo das probabilidades de fixacao assintoticas, definire-
mos os conjuntos

O = (Nl — L)) € [0,1]} (3.32)

que nos serao muito uteis mais adiante. Note que, devido a Proposicao 3.5 e as
observagoes feitas em (3.27) e (3.28), quando N — oo, o conjunto Cy é aproximado
pelo conjunto {Q(z)+e€,L'(z);z € [0,1] e ¢, € [—1, 3]}. Portanto, existe um intervalo
compacto I tal que Cy C I para todo N.

Vejamos também um resultado técnico que serd muito utilizado nas demonstragoes

dos nossos proximos resultados.

Proposigao 3.6. Sejam (; e L(z) fungoes definidas como em (3.12) e (3.17), respec-
tivamente. Entao, se k e J sao inteiros tais que k < J < N, existem constantes Dy e
Dy independentes de N tais que

J—k J D1k + Do
N{(l;y,—L|——||—-N|(l;—L|—= < —F :
’ (” (N)) (‘] (N))‘_ N (3:33)
Demonstracao: Pela Proposicao 3.5 podemos reescrever a expressao [N (f J-k — L (%)) —
N (E g— L (%)) em termos da fungdo () mais corre¢oes de ordem O (%) Mais espe-

cificamente,

¥ (et () v (62 (7)) = () -e(3) o (w)

IA
LR
VR

N
=2 |
o
N————
|
O
7 N
=] <
~
+
=| &
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Como Q(z) é uma fungao de classe C'', uma expansdo em série de Taylor de Q em

torno de % nos da
J—k J , k
Q <N> ~Q(%)=-Q @

; : J—k o J
onde &, ¢ algum valor nimero entre =%~ e %.

Tome D; = max,cp1) |Q'(7)]. Assim
J—k J D1k + D,
Y N L ) —L(l= < TR
|N <€J‘k L( N )) N(EJ L(N))‘ = N
|

Agora sim podemos estudar as probabilidades de fixagao assintdticas em cada
um dos 4 cenarios de invasao. Comecgaremos pelo cenario que consideramos mais
complicado, B <—— A. Este é tinico cenario em que o ponto de méaximo de L ocorre
no interior de [0, 1].

3.2.1 O cenario B+— A

Como ja mencionamos na se¢ao anterior, os cenarios de invasdo podem ser caracte-
rizados pelos sinais de R(0) — 1 e R(1) — 1, desde que o tamanho da populacao N seja
grande o suficiente. Dessa forma, para N grande, o cendrio B <—— A é caracterizado
por R(0) < 1e R(1) > 1. Entao, nesse cendrio, R é uma fungao crescente em |0, 1],
pois R é monotona. Se R é crescente, — log R(x) é decrescente em [0, 1] e portanto o
méaximo de L, (3.17), ocorre no ponto z* onde R(z*) = 1.

Como vimos, tanto o numerador quanto o denominador de (3.21) podem ser
escritos em termos de um termo principal e um erro de continua¢ao como em (3.22).
Nosso objetivo é conseguir uma estimativa assintotica para cada um desses termos.
Comegaremos pelo erro de continuagao s§ do denominador, que é obtido de (3.23)
fazendo z = 1.

Seja J* = [Nz*] e

oy = Na* = J". (3.34)

Se N for grande o suficiente teremos J* < N e assim podemos dividir o somatorio
que define s§; em valores de j = J*, 7 < J* e j > J*. Assim teremos

J*—1

8 = N (eNEr—L(F) _ 1) 4 3 eNER) (ML) )
j=1
N—-1 ) )
+ 3 eNHR) (NGLGED 1) | (3.35)
j=J5+1
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Evidenciando o termo de maior contribuicio assintética eNL®") e fazendo uma mu-

danca nos indices dos dois ultimos termos da igualdade acima temos

& = NP [eN(L(‘]I\;k)—L(:c*))(eN(ZJ*—L(‘K;)) —1)
g1
n Z . ~La)) (N ) 1)

N—-J*-1

PN

Veremos, a seguir, que os dois tltimos termos da expressao acima tendem a oo,
quando N — 0o, enquanto que o primeiro termo tende a e?®") — 1, no mesmo limite.
Isso torna o primeiro termo irrelevante em relacao aos outros dois, logo esse termo
nao contribui para a estimativa assintética de s%.

Ainda, como L”(z*) é negativa, a simetria aproximada em torno do ponto de
maximo z* nos permite concluir que os dois tltimos termos em (3.36) serdo assinto-
ticamente iguais entre si no limite de N — oo. Veremos mais adiante, no Teorema
3.11, seus limites assintéticos.

Para verificar que o primeiro termo de (3.36) tende a e“(*") — 1 notemos que, de

(3.34), temos
J* N

Uma expansao em série de Taylor com resto de Lagrange de L(z* — %N) em torno de
x*, nos da

FE)= L) (N LR | (3.36)

R o k4dy  L'(*) (k+0x\’
L(z* — i ) = L(z*) — L'(x*) AT N

L/”(Z‘* — OéNikJ;\?N> (k’ + (5]\[)3

3! N3 ’
onde ay ¢ algum nimero em (0, 1). Claramente, temos L'(z*) = —log R(z*) =0 e
L' (x*) = g((z*) —R/'(z*) < 0, pois R é crescente. E entao a expressao acima pode
ser reescrita como
.kt o R (bt owf D — an) (k4 6y)°

L(z*— I ) = L(z*) — o Nz 30 E (3.37)

Tomando k = 0, segue que
J* R/ * I (p* — anON

oN N 6N2 N
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E entdo, pelo fato de L" ser limitada em [0,1] e de |dy| < 1/2, ver (3.34), concluimos
NL(F)=LE) tende a 1, quando N — oco. Além do mais, segue diretamente
da Proposicao 3.5 que (e ~L(F)) 1) tende a eQ) — 1, quando N — o0, 0 que
conclui nossa afirmacao.

Antes de enunciarmos o Teorema 3.11, que nos dara o limite assintético de s%,

veremos alguns resultados que utilizaremos em sua demostracao.

que e

Proposicao 3.7. Seja a > 0. Entao, para qualquer inteiro ndo negativo m,

> .. 1 /7N\z 1
S =2 (”) o+ o(NT). (3.38)
k=0

a

Demonstragio: Seja f(z) = e ¥*". Substituindo f(z) em (3.6) temos

n

S 1) = [ @i+ G [P @) @) da

k=0

" By, 1

2r)! FE D) = fO00)] + S(F(n) + £(0)) .

* 2

r=1

E facil ver que lim, oo f(z) =0 e lim, o f™(z) = 0, para todo inteiro n positivo.
Note também que todas as derivadas de ordem impar de f(x) se anulam em z = 0.
Ainda, como todas as derivadas de f se anulam no limite no infinito, podemos fazer
N = 00 nessa expressao e entao teremos

> a 1.2 o0 a .2 1 o
Z e~ Nk — / e N"dx + —f(0) + / Pomy1() f(QmH)(m) dx
=0 0 2 0

1
1 /mN\2 1 o0
- - () b5t [T Pana(@) O (@) do (3.39)
2\ a 2 0
Na tltima igualdade usamos que [~ e = VT e que e~ ~* é uma funcao par.
Para concluir esta demonstragao, usaremos os polindmios de Hermite H,(z). Os
polindmios de Hermite estao relacionados com as derivadas da funcao e da seguinte
maneira: .
2 2
—e ¥ = (=1)"e™™ H,(x).
e = (1) (x)

Sendo assim, fazendo a mudanga de varidvel u = /<, segue que

sy = (&) e m o
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Substituindo essa igualdade na ultima integral de (3.39) e fazendo novamente u =

,/%xtemos
s a 1 /7N 3 1 a\™ 0 N
— &2 2m+1 —u?
_ (™ S (2Y 2 / S Y Hy(u) du .
kz:%)eN 2(a>+2+<N>( ) 0 2“( au)e (u) du

E o resultado segue usando o Lema 3.2 na integral acima. [ |

Resumidamente, o resultado apresentado na Proposicao 3.7 nos diz que ao trocar-
mos a soma no lado esquerdo de (3.38) pela integral correspondente cometemos um
erro tao préoximo de 1/2 que para qualquer m > 0, esta diferenga multiplicada por
N™ ainda tende a 0.

Em nosso trabalho estamos usando a férmula de Euler-Maclaurin para estimar o
erro cometido ao trocarmos uma soma por sua integral correspondente, o que nos
permite fazer algumas estimativas assintoticas. O proximo lema é mais um exemplo
de estimativas que conseguimos utilizando esta férmula.

Lema 3.8. (i) Sejaa>0 ¢ A€EN tal que 4 N0 e %2 NI 0. Entdo

s a 1.2 00 1N a A2
3 e w® AR (A‘1> e ¥ A (3.40)
Py} 2 a

(ii) Se p é um inteiro positivo impar e a > 0, entdo
p+1
2

ikp o~ Fk Ve 1 (1’_1)! <N> . (3.41)

= 2 2 a

Demonstracao: Como fizemos na demonstracao da Proposicao 3.7 usaremos

a2 ~ . .
novamente f(x) = e ¥ em (3.6) e n = oo para provar a afirmagao (i). Mas aqui
usaremos m = (. Assim temos

s a oo a o0 d a 1 a
Y e W = / e ¥ dr + / Py(x) e % dx + —e” ¥4 (3.42)

Vamos analisar inicialmente a primeira integral na expressao acima. Esse é o termo
que nos dara a contribuigdo assintotica que desejamos, como veremos no decorrer
desta prova. Se fizermos a troca de variavel u = %12 teremos

S 1 /N\Y? foo 1 /N\Y2 1 aA2
wae = L) e = LAY e (L)
/AGN T\ a2 T T o 2N (3.43)
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onde I'(s, ) = [ u*~! e "du é a funcdo Gama incompleta superior. Como I'(s, ) "~
s—1,—x A? N—=oo
e, [22], e 4 7= 00, temos que
[Tt e LN g g
A 2 a

Pela definicao de P, em (3.7) temos que |P(z)| < 1/2, para todo x € R. Sendo
assim,

o0 d a .2 1 2(1/ a .2 1 a A2
P (x) —e " dx <f/ e N dr = —e N
/A () dx —2Ja N 2
onde na ultima igualdade da expressao acima fizemos a mudanca de variavel u = —%352.

Note que como f\‘[ =70, esse termo se torna irrelevante com relacdo ao primeiro e

nao contribui assintoticamente para nossa estimativa. Pelo mesmo motivo, o termo
restante em (3.43) é assintoticamente irrelevante com relagdo ao primeiro. E isso
prova (3.40).
Provaremos agora a afirmagao (i7). Usaremos a féormula de Euler-Maclaurin
) _112 .
novamente, fazendo f(z) = 2Pe” 8", n = oo e tomando m = 0. Assim

ikpe_%kQ = ikp —wk? —/ zP e~ N dx—i—/ Pi(x x)dr + f()
k=1 k=0
_ ;(]Z) N r(p;”) + [T P ) de (3.44)

Usamos na primeira igualdade da expressao acima que lim, ., f(z) = 0 e fizemos
a mudanca de variavel u = %xQ na integral [;* 2P e~ ~* dx para obter a segunda
igualdade. Agora, como f'(z) = pa?~le n*" — Qﬁaﬂ’“e_%“@ e |Pi(z)] £1/2, temos

que

[ i) ) de

< p/ aP e Nxdx+f/ P e v dy

1) ) e

Os dois termos obtidos na ultima igualdade sao ambos O(N %), portanto assintoti-
camente nulos quando comparados ao primeiro termo de (3.44), que é O(N®+1/2),
Usando que I'(2}) = (21)! para p fmpar, segue o resultado. |

Veremos a seguir alguns resultados que aparecerao diretamente na demonstragao
do Teorema 3.11.
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Proposicao 3.9. No cendrio B +— A,

o0

Z 6_ R;(]ff*) k2
k=[N2/3]+1
e
Jl J*—k x
T NEER-L6)
k=[N2/3] 41
tendem a 0 quando N — oo.
Demonstragio: Tomemos a = £ ¢ A = [N?/3] + 1. Note que 4 "=* 0 ¢
AWQ N2 50. Entdo, usando (3.40), obtemos
[e.9] 7R/(z*) k2 N oo
Z e 2N — 0.
k=[N2/3]+1
Falta mostrar que ZQ@@/S}H NEEF L) tende a 0, quando N — oo.

Fazendo uma expansao em série de Taylor com resto de Lagrange de L(%) em
torno de z* e usando a definigdo de dy em (3.34), temos

§(L(7F) ) = G (Tt ) =gy e

2N
onde &, ¢ um nimero entre z* e £—% e —M = max,e(1) L”(z). Note que no cenario
B+— A L' (x) = —];l((f)) < 0 para todo = € [0, 1], pois R é crescente neste cendrio,

o que nos dé M > 0. Como dy > —1/2, temos que —2a- (k + 6x)* < — 2% (k — 1)? e,
portanto,

N NI L) ¢ NS e _ NS -2 Mg
Z e ( N z*) < Z e 2N = Z e 2N < Z e a2N" |

k=[N2/3]+1 k=[N2/3]+1 k=[N2/3] k=[N2/3]

Fazendo A = [N*3] e a = %, e usando novamente (3.40), concluimos esta demons-
tracao. |
Proposicao 3.10. No cendrio B +— A,

[N2/3) . -
I |eNEEFELE) o~ k2
k=1

¢ limitado, quando N — oo.
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s Jr—k _ % k+o ~ ~
Demonstragao: De (3.34) segue que =~ = 2" — “¥. E entdo, usando a expansao

de Taylor que fizemos em (3.37), temos

[NQ/B] e )
NS -L@h) _ k?] _
k=1
[NQ/B] , I I x«_ ap(k+on)
_E(@") 2 _R(= )[(kﬂgN)Q,]g],M (k+65)3
e~ 2N e~ 2N N2 —1%
k=1

onde oy ¢ algum nimero entre 0 e 1.
Agora chamemos de

R/( ) ) ) L”’(SL'* N ak(k+5N)> 5
0 =— [(k+on)" — k7] — 6N2N (k+dn)" .
Se M’ = max,e] |L’”( )| e lembrando que |[dy| < 1/2 entao
R/( ) | /”(.73* _ Oék(k+5N))| ;
6] < 120nk + 6% | + oN? h |k + On|
R’() Ry, (Y s
< —
- owlk + o <2> 6N2k
R’( ), R ) OM" 5
<
- 8N + 2N bt 16N2k ’

Como na soma que estamos considerando k < N?/3 4+ 1, existe uma constante C
independente de N tal que |#| < C. Mas para todo a > 0,

1
e —1] < =219, (3.45)

desde que |0| < a. Logo,

/% s J i C
o~ P ok + T e | o € 1
e -1 (R(z*) R'(z%) oM’
< k k.
- C SN + 2N * 16 /N2
Utilizando essa cota temos
[NZ/S] J*—k Rl(x*) 2
{QML( )-L(")) —e_wk} <
k=1
C [N2/3] , 1 (o 1ok /
—1ZeR<a:>kz R(x)+R(:c)k+ 9]\/[]{:3
C = SN 2N 16N2



De (3.38),
-1 R’ v/ _E@) e —1 R'(z%)
<
C Z:: - C 8N
¢ —1 R(z%)
C 8N

o0 7, %
R (z™)

k=0

1/ 27N \? 1

- S L o(N™
2<R'<x*>> tat >]’

e fazendo p = 1 e p = 3 temos, respectiva-

que converge para 0 quando N — oo.

Ainda, de (3.41), tomando a = @

mente,
e —1 R'(z%) [1§3] _R@") T e —1 R (z%) i _EGE) o
e e
C 2N o C 2N o
Noso € —1R(z*)[1 [ 2N
C 2N |2 \ R'(z¥) ’
e
¢—1 9M' []%36 RQ(z)k2k3 < ¢—1 9M' i R(z)]g2
C 16N? = - C 16 /N2
Nowo €€ =1 9M' |1 ( 2N \?
C 16N?% |2 \ R'(z¥) ’
que sao ambos limitados quando N — oo e isso conclui nossa demonstracgao. [ |
Teorema 3.11. No cendario B +— A,
1
c N—o00 27TN 2 T* NL(z*
sy T~ <R’(x*) (eQ@) — 1) NLED (3.46)

Demonstracao: Ja mostramos, no inicio desta se¢ao, que o primeiro termo dentro
dos colchetes em (3.36) tende a e“®") —1, quando N — co. Se mostrarmos entdo que

J*—1 3
z N J*—k N—o00 1 2N 2 z*
Z € THEN (N H ) 1) TR (R'(x*)) (¥ —1)
e também
N—J*—1 . . 3
T NOERE e (Nt ) _qy Nz L 2TV AE g gy
= 2 \ R'(z¥)



o resultado esta provado. De fato, como os dois termos acima tendem a oo quando
N — oo entdo o primeiro termo dentro dos colchetes em (3.36) nao contribui para a
estimativa assintética de s§;.

Como ja mencionamos anteriormente, as contribui¢does mais importantes para
a estimativa assintotica de s sao as parcelas nas somas acima com valores de k
proximos ao ponto onde L é maxima. E pelo fato de 2* ser um maximo quadratico
de L, é de se esperar que as estimativas assintéticas para ambos os termos acima
sejam iguais. A demonstracao para as duas férmulas assintéticas mencionadas é a
mesma e por esse motivo mostraremos apenas a primeira delas.

Como JW é limitada para todo N, podemos supor que N seja grande o suficiente
de modo que J* > N?/3 + 1. Dai podemos escrever

Jr—1 * * [N2/3] * *
z N ) =L(@) (N (s = Lt Z N L)L) (N (Lpemp= L
Jl *_k *_k
Y NEEELE) (N L) )
k=[N2/3]+1

De (3.37), podemos ver que N(L(£%) — L(z*)) pode ser aproximado, para k

pequeno, por — RQ(]@*) (k+dx)?, que por sua vez é aproximadamente —% k2. Sendo

assim,
J—1
Y e N(L(557%) —L(@) (N k= LFE) _ 1) (3.47)
k; 1
Z R/<z >k2 (éj**L(JW*)) _ 1) _ i eiR;X;) k2 <6N(£J**L(Jﬁ*)) _ 1)
k=1 k=[N2/3]+1

R/(l*) k2

B) 1) —e 2v F(e N(Ly—L(5)) _ 1)

n Z [ (I =L@ (N DD

k=[N?2/3]+1

Note que, devido a R'(z*) > 0, todas as séries acima sdo convergentes.
Vamos fornecer estimativas assintoticas para todos os termos do lado direito da
expressao acima. Comegaremos com o primeiro termo no lado direito de (3.47).
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Usando a Proposicao 3.7 temos que

1
S o D 2 (N (e~ L(4) L (N L5 L (27N 3\ ] —m
e 2 (e N —1) = (e"W N —1) = — — 4+ o(NT™)
5 L (25 -3
1
N Q@) _qyL (27N )
2\ R/(z*)) ~

onde usamos também a Proposicao 3.5 na tltima passagem.
No segundo termo de (3.47), usamos a Proposicao 3.9. E entao

io: efR;(;]*) k2 (eN(EJ*iL(JT\:)) . 1) _ (eN(ZJ*fL(%)) . 1) io: = RIQ(;\:;*) k2 Ni>OO O
k=[N2/3]+1 k=[N2/3]+1

Para analisar os termos restantes, utilizaremos o intervalo compacto I definido
logo apo6s a Proposicao 3.5.
Para o quarto termo de (3.47), tomemos U = max,¢y |e* — 1|. Assim,

J*—1 . . J*—1 .
Z eN(L(JJk)*L(x*))(eN(ZJ*—k*L(J]\Fk)) _ 1) < U Z eN(L(JN"“)fL(r*)).
k=[N2/3]+1 k=[N2/3]+1

Pela Proposicao 3.9 concluimos que o termo acima tende a 0, quando N — oc.

Para finalizar a demonstracdo mostraremos que o terceiro termo de (3.47) é
limitado e, portanto, irrelevante com relagao ao primeiro. Consideremos a expansao
de Taylor de e* — 1 em torno de N(¢;- — L(%)). Entdo temos que

eN(zJ*,k—L(%)) 1 = 6N(&z*—L(% ) 1

+ e (N (@,*_k — L (‘]]; k)) ~N (&;* — L (iv))) ,

onde &, é um ntimero entre N ({y-_, — L(£7%)) e N(€,« — L(%)) e portanto &, € 1.
Substituindo na terceira soma temos

[NZ/S] * * /! *
Z eN(L(JNik)_L(w*))(eN(eJ*fk_L(JNik)) . 1) e RQ(]Q\“] ) k;2( N(f]*—L(%)) o 1):|
k=1
* [N2/3] * ook
(eN(eJ*fL(JW)) . 1) Z €N(L(J1\7k)’L(‘T*)) _ 67R2(1f’ ) kz]
k=1

[N?/3] x x
(L(E2) L)) (R < L (J)>
+ Ze e <N<4J_k L< ¥ )) N(lr=L(% :
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Segue da Proposicao 3.10 que o primeiro termo da igualdade acima ¢ limitado
quando N — oo. Para concluir a demonstragao mostraremos que o segundo termo
da igualdade acima também ¢ limitado, quando N — oo.

Como vimos na demonstracio da Proposicdo 3.10, se k < N?? + 1 existe uma
constante C' independente de N tal que

* o (k 6
L”’(m . k(];[i- N))

e <(C.

[(k+0n)* — K] — (k+6n)°

R(2)
2N

Entéo, tomando a série de Taylor de L(£%) em torno de z*, veja (3.37), e usando a
Proposicao 3.6, temos

ey P e
s o550 o0
k=1
[NQ/S] 1o 1ok "n I*,M
< max e’ Z 6—% k2 67%[(“6,\;)2%2]7 % (k+dn)? Dk + Dy
zel el N
N Dk + Dy i
Finalmente, usando (3.41) com p = 1 e a = @ e também a Proposicao 3.7,

temos que o termo em questao é limitado quando N — oo. E isso conclui nossa
demonstracao. [ |
Para estimar assintoticamente o termo principal s%;, usamos as mesmas ideias

usadas na prova do Teorema 3.11, com a simplificagdo de que (eN(fJ**k_L(J*N_k)) -1)
é substituido por uma constante igual a 1. Sem repetir os detalhes, temos o resultado
abaixo.

Teorema 3.12. No cendario B +— A,
R —_— = 3.48
5% () 349

Tendo obtido estimativas assintéticas para os termos nao triviais do denominador
de (3.21), nos resta estimar agora o numerador. Ja vimos que também o numerador
de (3.21) pode ser decomposto num termo principal e um termo referente ao erro de
continuac¢ao. Estimaremos cada um desses termos. Como as maiores contribui¢oes
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assintoticas sao dadas pelos valores de j mais préximos do maximo de L, nossa
estimativa vai depender se x é maior ou menor que z*. Se x < x* entdo o maximo de
L em [0, z] é alcancado no ponto de fronteira z, mas se x > z* entdo o maximo de L
em [0, z] continua sendo dado pelo ponto z*. Para simplificar os resultados vamos
supor que o ponto = no qual queremos estimar Iy (z) estd em Qyp, para algum Ny e
que N é um multiplo de Ny. O resultado que combina as estimativas assintéticas para
o numerador e o denominador de (3.21), considerando todas as possibilidades para z,
e que se converte numa férmula assintética para Iy (z) no cendrio B <—— A, segue
do Teorema 3.14. Mas antes de enunciarmos este resultado veremos uma proposicao
que nos sera util em sua demonstragao.

Proposicao 3.13. Se o cendrio de invasio é B <—— A e x < z*, entdo

Nle R { N(L(z—4)—L(z))—klog R(z) _ 1} N=go

Demonstragao: Comegaremos fazendo uma expansao de Taylor para L(x — %) em
torno de z. Assim

N <L (1:— ;) —L(:c)> — klog R(z) = ;;L,, (x_ak]@

para algum oy, € (0,1). Se M = maxyep,1 [L"(y)], tomando § = N <L (m - %) - L(m))—
klog R(x), temos que 0] < M k2. E como L” é negativa em [0, 1], § < 0. Agora se
usarmos que |¢/ — 1| < ||, para todo # < 0, teremos que

M o0
— N EK’R(x)*
< 2N,§1 T

Como 0 < R(x) < 1, pois x < z*, a tltima soma converge quando N — oo e portanto
nosso resultado esta provado. [ |

Nx—1
Z R(I)k [eN(L@—%)—L(z))—klogR(z) . 1}

Teorema 3.14. Defina

1 R(2)R'(2%) _(g(a)-qtaryy €~ HO 1D
e B

One) = TR0 o N1/2

(3.49)

Se o cendrio de invasio é B «+—— A, v € Qy, para algum Ny e N é um maltiplo de
Ny, entdo

On(x), sex < x*
II ~ . 3.50
v(@) {1+@N(x), sex > z* (3:50)
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Além disso,

1

Ri(x") \* 4@ —NL@)
() N e z 3.51
pa (27TR(O)N> o (&:51)

€ 1

R/ * Rl 2 . «

o~ [ BEEMN )01 -Na)-L) (3.52)
2N

Demonstracao: Pelas estimativas assintdticas que fizemos de s§; e s nos Teoremas
3.11 e 3.12, respectivamente, segue que

1
N—o0 2rN \*° Q(z*) _NL(z*

2rRON\? o) i
< R ) e e : (3.53)

Consideremos primeiro o caso em que x < x*.
J& mencionamos que se r < x*, entdo o maximo de L em [0, x] ocorre no ponto
x. Isso implica que nos somatérios (3.23) e (3.24) o maximo de L(4) ocorre em

j = Nz — 1. Evidenciando o termo méaximo eV**) temos
Nz—1 ; ;
j=1
Nz—1

= V) 3 NEG—)-Lw) [Nt 1) |
k=1

Se fizermos uma expansao em série de Taylor de L centrada em z, veremos que
N(L(z — £) — L(x)) pode ser aproximada por klog R(z). Usando esta aproximagio
escrevemos

S, = N L(z) {i R(m)k [GN(ENZ—L(JU)) B 1} B i R(x)k [eN(ZNI—L(a:)) _ 1}
k=1 k=Nz

Nz—1

(3.54)

+ ¥ R(z)* [6N<L(x—%)—L(w))—klogR(r) (erNxfk—L(x—%)) _ 1) _ (GNMNI—L(x)) _ 1)} } _

k=1

Assim como fizemos no Teorema 3.11, que é bastante parecido, nossa ideia é
estimar cada um dos termos da expressao acima.
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Como R(z) é crescente no cenario que estamos considerando e para x < x* temos
0 < R(x) < 1, entdo a série no primeiro termo de (3.54) converge. E usando a
Proposicao 3.5, temos que

S R(z)
N(tna—L(@) _ 1 R(z)E N2 (eQ() _q ‘
(e )3 R S (0 - )
Pela mesma razao, o segundo termo de (3.54) converge para zero quando N — oc.
Para analisar o terceiro termo de (3.54) usaremos o intervalo compacto I definido

logo apds a Proposicao 3.5. Considerando a expansao de Taylor de e* — 1 em torno
de N({n, — L(x)), temos

eN(KNz,k—L(CC—%)) _ 1 — eN(ENm_L(I)) — 1

+ e (N (ﬁm_k — L <I - ;)) — N (ne — LCU))) )

onde &, é um ntmero entre N(y,_x — L(z — £)) e N({n, — L(z)). Substituindo

esta igualdade no terceiro termo em (3.54), temos

Nz—1
S R} [N oL@ ko Re) (Moo Lae—R) _ 1) (ML) _1)]
k=1
Nx—1
= (M@ 1) S R(x)* [6N<L<xf%>fL<x>>fklogRu) _ 1]
k=1

Nz—1

+ Z R(x)keN(L(z—%)—L(m))—k1ogR(x)eﬁk (N <ng_k — I (x _ ;)) — N Uy, — L(m))) .
k=1

A Proposicao 3.13 mostra que o primeiro termo da igualdade acima tende a 0,
quando N — oo.

Para o segundo termo da expressao acima, uma expansao em série de Taylor de
L(z — £) em torno de x nos d4

N (L (ZL’ — ;) - L($)> - k:logR(x) = Qki]\/'L”CE . Ozk]];)

para algum oy em (0,1). Como L”(z) < 0 para todo = € [0, 1], entao a exponencial

de N (L (x - %) - L(x)) — klog R(x) é menor ou igual a 1. Usando também a
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Proposicao 3.6 temos

Nx—1
E:Zﬂ@kFMMmE)M@)“%Mwék@Vwak—L(ﬁ—ﬁ))—Aﬂ@m—L@w>H
k=1

Nz—1
Dk + D,
< ‘ R(z)f———
maxe 2 Rlor =

2 Dl > k 2 D2 s k
<maxe® — Y kR(z)" +maxe* —= > R(z)
zel N zel N
k=1 k=1
Como as séries acima sao convergentes, concluimos que este termo tende a 0 quando

N — oo.
Com isso provamos que para r < r*,

R(J?) Q(x) NL(z)
S~ — R z). .

. C (s
Repetindo o mesmo raciocinio e trocando e™Nv=—+=L@=%)) por 1, temos que

R(z) oNL(@)

R (3.56)

SEIL‘ ~

Somando as estimativas assintdticas para s, em (3.55) e s%, em (3.56) e depois
dividindo pela estimativa de sy em (3.53), obtemos, para = < x*, [Iy(z) ~ Oy (z).

Para o caso em que x > x* o maximo de L ocorre agora em z*. E, neste caso,

recorreremos a argumentos de dualidade para obter a formula assintética para Iy (z).

SeT =1—xzex*=1-—2% entdo x > x* implica T < x*. Analogo ao que

podemos ver em (2.15), R(T) = ﬁ. Entdo se R(z) é crescente, R(T) também é. E

portanto o maximo de L(Z) = — [ log R(%) df ocorre no ponto onde R(z) = 1. Como
R(T) = % o méximo de R ocorre em z*. Sendo assim temos que Iy (T) ~ On(T),

onde ©y(T) pode ser obtida de (3.49) substituindo os termos sem barra por seus
correspondentes com barra.

E facil ver que L(7) = L(x) — L(1), (7) = q(x) — ¢(1) e R'(zF) = R'(z*). E entéo
concluimos que Oy (T) = —Oy(x).

Mas de (2.14) temos que Ily(z) = 1 — IIx(Z). Entdo, se x > z* temos que

Como py = 1/sy, obtemos a férmula (3.51) usando a estimativa assintética de
sy dada por (3.53). J& a formula (3.52) é obtida de (3.51) notando que pp =p, €
usando os argumentos de dualidade como os ja utilizados nesta prova. [ |
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Na Figura 3.2 podemos comparar o grafico da probabilidade de fixacao Iy,
calculada numericamente, e sua aproximagao assintética dada por (3.50). Podemos
observar que quando estamos longe do ponto z* a férmula assintotica que obtivemos
para a probabilidade de fixacdo aproxima muito bem Ily mas, & medida em que
vamos nos aproximando de x* a aproximacao assintotica vai piorando. E chega a ficar
tao ruim a ponto de os valores gerados estarem fora do intervalo admissivel [0, 1].

Ja na Figura 3.3 é mostrada a diferenca absoluta entre a probabilidade de fixacao
IIn(x) e sua aproximagao assintética para diferentes valores de N. Podemos obser-
var que a regiao onde a probabilidade de fixacao assintotica nao aproxima bem a
probabilidade Iy vai diminuindo a medida em que aumentamos o valor de V.

Como dissemos no inicio deste capitulo, a probabilidade de fixacao para populacoes
grandes tem despertado o interesse de alguns autores e férmulas assintoticas para essas
probabilidades podem ser uma importante ferramenta para nos ajudar a entender
melhor a dindmica populacional nesses cenarios. Prova disso é o resultado que veremos
a seguir que surge como uma consequéncia do Teorema 3.14.

Corolario 3.15. Se o cendrio de invasio ¢ B <— A, entdao para N grande o
suficiente, os cendrios B == A e B &% A sdo descartados.

Para demonstrar este corolario utilizaremos um resultado apresentado em [6], que
enunciaremos a seguir, sem demonstrar, e entao seguiremos com a demonstragao do
corolario ja enunciado.

Proposicao 3.16. Considere o cendrio B <—— A. FEntdo no cendrio evolutivo
B &= A eiste um tnicoi € {2,..., N — 2} tal que m; <i/N parai <i emn; >i/N
para i > 1. E nos cendrios evolutivos B << A e B == A temos, respectivamente,
m <i/N em >1i/N para todoi € {1,2,...,N —1}.

Demonstracao: [Demonstragao do Coroldrio 3.15] Claramente L(x) < L(x*) para
N—o00

todo x # z* em [0, 1]. Entao, para todo w € [0, 1] fixo, Oy (x) "= 0, desde que
z # 2*. Logo, de (3.50), concluimos que Iy(z) "= 0, se # < 2* e Iy(z) "= 1 se
x > x*. Mas, pela Proposicao 3.16, o tinico cenario evolutivo compativel com essas
probabilidades é cenario B &= A. [ |

O que o Corolario 3.15 nos diz é que para populagoes suficientemente grandes
os cendrios B &< A e B == A nio ocorrem. Esse resultado mostra que a
dindmica do processo de Moran para valores de /N grandes se comporta como no caso
deterministico, onde a solucao deterministica da equacao do replicador, no cenario de
invasao B <+— A, nos diz que B sera fixado se a condicao inicial é r < z* e que A
sera fixado se x > x*.
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Figura 3.2: Gréficos da probabilidade de fixacao de A, Ily(z), para N = 1000
(linha continua) e sua aproximacao assintética dada por (3.50) (linha tracejadas).
Os elementos utilizados na matriz de pagamento foram my; = 2,3, mjs = 1,89,
moy = 2,2 € mgy = 2,1 e a intensidade de selecao escolhida foi w = 1. Para essa
matriz especifica, o valor de z* é aproximadamente 0,68 e o cenario de invasao é
B +— A.
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Figura 3.3: Graficos da diferenga absoluta entre a probabilidade de fixacdo de A e sua
aproximagao assintética dada por (3.50) para diferentes valores de N . Os elementos
utilizados na matriz de pagamento foram mq; = 2,3, mis = 1,89, mo; = 2,2 €
mas = 2,1 e a intensidade de selecao escolhida foi w = 1. Para essa matriz especifica,
o valor de z* é aproximadamente 0, 68 e cendrio de invasao é B <— A.
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Figura 3.4: Graficos das probabilidades de fixagdo de A em funcao da fracao inicial
de i/N individuos A na populacao para N = 100 e N = 300 e grafico do caso
neutro m; = i/N. Os elementos utilizados na matriz de pagamento foram my; = 2, 3,
mis = 1,89, mo; = 2,2 € myy = 2,1 e a intensidade de selecao escolhida foi w = 1.
Tanto para N = 100 quanto para N = 300, é facil verificar que r; < 1 e ry_; > 1.
Para N = 100, p4 < 1/N e pp > 1/N, caracterizando o cendrio evolutivo B &% A.
Ja para N =300, py < 1/N e pp < 1/N, caracterizando o cenario B &= A.

Na Figura 3.4 temos os graficos das probabilidades de fixagdo de A para dois
valores distintos de N e uma mesma matriz de pagamento. O grafico da probabilidade
de fixacdo do caso neutro é mostrado somente para comparacao. Podemos ver que a
medida que a populacdo aumenta, o cendrio B << A desaparece dando lugar ao
cendrio B &= A.

O Corolario 3.15 também traz informacoes relevantes quando analisamos o conceito
de estratégias evolutivamente estaveis em populacoes finitas, £SSy.

Definicao 3.17. Uma estratégia pura é ESSy se numa populagdo de tamanho finito
N a selegao se opoe tanto a invasao, quanto a substituicao dessa estratégia.

De acordo com a defini¢ao acima, numa populacao de individuos dos tipos A e B,
a estratégia B, por exemplo, é ESSy se r; < 1e ps < 1/N, veja [16].
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Do Corolario 3.15 segue que, se o cenario de invasao é o da biestabilidade, B <+—— A,
tanto a estratégia A quanto a estratégia B sao ESSy desde que N seja suficientemente
grande. Ja para valores pequenos de N, considerando o mesmo cenario de invasao,
uma, e apenas uma das estratégias, pode nao ser ESSy, veja (2.31) no Teorema 2.4.

3.2.2 O cenario B -+ A

Para N suficientemente grande, o cenario B —<— A ¢é caracterizado por R(0) > 1
e R(1) < 1. Como R(z) ¢ uma fun¢do monétona de x segue que R(x) é uma funcao
decrescente em [0, 1] e —log R(x) uma fungao crescente no mesmo intervalo. Ainda
R(0) > 1 e R(1) < 1 implicam —log R(0) < 0 e —log R(1) > 0 portanto a fungao
L(z) possui um minimo em z* € (0,1) onde R(z*) = 1. Mas, como ji mencionamos,
¢ o ponto de maximo que domina o cenario. E nesse caso, o maximo de L é alcangado
no ponto 0 se L(1) < 0, ou no ponto 1, se L(1) > 0. Pode acontecer também de
L(1) = 0, mas nao trataremos desse caso particular neste trabalho.

Vejamos no resultado a seguir as probabilidades de fixacao assintoticas para este
cenario de invasao, considerando os casos em que L(1) < 0e L(1) > 0.

Teorema 3.18. Se o cendrio de invasio é B —<— A, x € (0,1) N Qu, para algum
Ny e N é um multiplo de Ny, entao

0, selL(l)>0

My (z) Y53 . 3.57

w(@) {1, se L(1) <0 (3:57)

Consequentemente, para N grande o suficiente, o cendrio evolutivo deve ser

BE% AseL(1)>0o0uB=5 AseL(1) <0. O cendrio B=% A estd excluido
para grandes valores de N, a menos que L(1) = 0.

Demonstracdo: Consideremos primeiro o caso em que L(1) < 0. Neste caso o
méaximo de L(z) em [0, 1] ocorre em = = 0. Vamos estimar assintoticamente os termos
Si, € si, definidos em (3.23)1e (3.24) respectivamente. Note que para N grande o
suficiente, temos Nx — 1 > N3, pois x é fixo. Entdo podemos escrever

Nz—

&, = Z g/zv[ <@—L<%>>_1]
Jj=
N1/ . Nx—1 ) .
_ Z LU [NEG-LGED) 1] 4 37 eNEUM) [NE-LGD) g

J=1 j:N1/3+1

67



Tomemos a expansao de Taylor de L(%), de primeira ordem, em torno de 0 com
o resto de Lagrange,

. .2 .
. J J J
L(G/N) = = 1og R(0) + 2T (05 %)

onde a; € (0,1). Substituindo essa expansao no primeiro termo da expressao anterior
temos

N1/3 Nz—1 _
Sy = Z R(O)_j [eN(fl—L(%)) _ 1} + Z eNLG/N) [eN(fj—L(%)) _ 1}
j=1 J=N13+1
N1/3

=i [oNL(E)+ 4 Wog R0) ( N(G-L(F) _ 1) _ (N-L(x) _
+ 3 RO [NHRI RO (MO 1) — (MO 1)

_ (N _q L - k(O™ A NL(/N) [NW=L($) _ 1
= (e B TP VR -

j=N1/341
N1/3

+3 R(0) [egi,L"(aj;'v) (VLD 1) = (NE-HR) 1)] .
j=1

Para estimar o primeiro termo da expressao acima usamos a Proposicao 3.5, de
onde segue que

1/3
(eMe-Lth) 1) 1= RO v L a0y
R(0) -1 R(0) —1

Para estimar os demais termos usaremos novamente o intervalo compacto [
definido logo apés a Proposicao 3.5.

Para o segundo termo da expressao para s, usaremos a fungdo xL(1) como uma
cota superior para L. Note que neste caso L(1) < 0. Como L"(z) > 0, é facil ver que
L(z) <xL(1) em [0, 1]. Tomando U = max,¢s |e* — 1] temos que

Nz—1 ) Nz—1 Nz—1 [e'e)
S MM [NGLE) 1] < U Y MM Sy S M <y S et
J=NF 41 j=NF 41 j=NT 41 j=NF+1

que converge para 0, quando N — oo.
Para o termo restante da expressao para s%, usaremos também a expansao de

Taylor de e* — 1 em torno de N(¢; — L(x)),

NG-LE) _ 1 — NU-L(x) _q

i (3 (o-1() - (o= 16}).
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com &; sendo um ndimero entre N (Ej - L (%)) e N (61 — L(%)) Entao escrevemos

]\i/s R(0)~ {GQNL”( i) ( N(—L(%) _ 1) B (eN(Kl—L(%)) B 1)}

=1
N1/3
_ <6N(51 (%)) 1) R(O) J [6231\[[//(04”]\,) _ 1]
=1
N1/3 ‘ j2 , ; j 1
+ 3 R(0)ean il (N (¢, —L( %)) =N (6, —L(=))) .
J
= N N

Chamemos de 0 = %L”(aj%) e M = max,cj1 L"(x). Claramente vemos que M
é positivo. Como na expressao acima j < N/3,

M

Entao existe uma constante C' independente de N tal que 0] < C. Logo |¢/ — 1] <
ef—1

e 2N1/3 Assim,

N1/3

(eN(g1 () — ) Z R(0)™ [e?y?VL”(aJ'JJV) - 1]

< (Mt 1) - —1 2]]\‘741/3 iR

Como R(0) > 1, a série 322, R(0)~/ converge e usando a Proposi¢ao 3.5, concluimos
que o termo acima tende a 0 quando N — co.
Finalmente, pela Proposi¢ao 3.6

N1/3 ] 1
Z €2N N 6 N 1 (N)
N1/3 .
" L Dl(]—1)+D2
< R —J 2NL N) &
< X0 !
Dl M . Dy
< 13 1/3 z P —J 5 1/3
< et maxe ;(] R(0)™ + Ne N Iglealxe ZR
que converge pra 0 quando N — oo, uma vez que as séries acima sao convergentes.
Portanto 1
¢ N—=oo Q(0) -
= = —1)=0 3.58
SNz R(O) -1 (6 ) ) ( )
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ja que Q(0) = 0. v
Repetindo o raciocinio e trocando eN%~L(%)) — 1 por 1, mostramos que

m N—=oo 1
Fe BT (3.59)
Note que as estimativas para s%, e s}, sao independentes de = e entao valem também
para x = 1. Sendo assim sy, e sy em (3.21) possuem o mesmo limite assintético
provando a segunda linha de (3.57).

Para provar a primeira linha de (3.57) usamos argumentos de dualidade como
na demonstracdo do Teorema 3.14. Note que L(1) > 0 implica L(1) < 0 e entdo
7n(Z) — 1, que por sua vez, implica 7wy (z) — 0.

Um resultado andlogo a Proposigao 3.16, e que também se encontra em [6], nos diz
que se o cendrio de invasio é B —< A, entdo no cenério evolutivo B =% A existe
um tnico 7 € {2,..., N — 2} tal que m; > i/N, parai <iem <i/N, parai>i. E
nos cenarios B == A e B €% A temos, respectivamente, m; > i /N e m; < i/N para
todoi € {1,2,..., N — 1}. Sendo assim, para N grande, como IIy(x) é préximo de 1
para todo > 0 se L(1) < 0, o tinico cendrio compativel com o resultado mencionado
é B =5 A. Analogamente se N é grande e L(1) > 0, o tinico cendrio compativel é
B &% A |

Vejamos na Figura 3.5 uma ilustracao para o Teorema 3.18. Com uma matriz
de pagamento fixada, podemos ver a mudanca do cendrio B =% A para o cenario
B =5 A, quando aumentamos o valor de N. Para uma melhor comparacio e
identificacdo dos cendrios evolutivos é mostrado também nessa figura o grafico de
= ﬁ, para o caso neutro.

Diferente do caso deterministico em que a solucao da equacao do replicador aponta
para uma coexisténcia estavel de A e B, o Teorema 3.18 nos diz que se N é grande,
dependendo do sinal de L(1) a fixa¢do de A ou de B serd muito provavel. E, neste caso,
a dindmica estocastica avaliada em populacoes suficientemente grandes parece nao se
comportar exatamente como a dinamica deterministica. No entanto acreditamos que
a semelhanca entre o caso estocastico para N grande e o caso deterministico deva
aparecer quando analisamos os tempos de fixacdo. Apesar de nao termos apresentado
nenhum resultado sobre os tempos médios de fixagdo, os autores de [2] afirmam que
os tempos de fixagao no cenario de invasao considerado apresentam um crescimento
exponencial em N. Esse crescimento exponencial deve ser levado em consideracao em
experimentos com grandes populagoes reais de organismos, pois os tempos médios
de fixacao podem ser tao grandes que ultrapassem o tempo para o aparecimento de
mutagoes ou a duragao do experimento. Nesse caso, nao poderao ser observadas as
probabilidades de fixagao do Teorema 3.18.
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Figura 3.5: Grafico da probabilidade de fixacao de A como uma funcao da fragao
inicial i/N de individuos do tipo A. Os elementos utilizados na matriz de pagamento
foram mqy; = 2, myo = 2.1, mo; = 2.2 e mgy = 1.85 e a intensidade de sele¢ao escolhida
foi w = 1. Tanto para N = 50 quanto para N = 250, r; > 1 e ry_; < 1. Para
N =50, ps > 1/N e pg > 1/N caracterizando o cendrio evolutivo B =< A. J4
para N = 250, ps > 1/N e pp < 1/N, caracterizando o cenirio B =5 A.
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O Teorema 3.18 também nos diz que os processos de Moran onde o cenario de
invasao é B —< A podem satisfazer as hipéteses da Proposicao 2.9 e ainda assim
terem limpy_ o0 W[(]i,vi} = 1 para todo x € (0, 1], desde que L(1) < 0.

Outra informacao relevante com relagdo ao cenario de invasao de coexisténcia
estavel, B —< A, é que nenhuma das estratégias é F'SSy independente do valor de
N, ja que nenhuma ¢ resistente a invasao pela outra..

3.2.3 Oscenarios B—-— AE B+<+ A

Os cenarios de invasao B —— A e B <<+ A sdo os mais simples de analisar e
por isso foram deixados para o final. Nestes casos tanto a dindmica estocastica para
N grande quanto a dinamica deterministica apontam para a dominancia e, portanto,
a fixagdo da estratégia mais apta. No cenario B —— A, apenas a estratégia A é
ESSy e no cenario B << A apenas a estratégias B é ESSy, para valores de N
suficientemente grandes.

Vejamos a seguir as probabilidades de fixagao assintéticas para esses dois cendrios.

Teorema 3.19. Se o cendrio de invasio é B —— A ou B <<+ A, x € (0,1) N Qy,
para algum Ny e N é um maltiplo de Ny, entao
s |0, seo cendrio é B<+<+ A
My () "3 o : (3.60)
1, se o cendrio é B—— A

Demonstragdo: Se o cenario é B —— A entdao R(0) > 1 e R(1) > 1 para N
suficientemente grande. Isso implica que o maximo da fungdo L(x) ocorre em x = 0 e,
mais que isso, L é decrescente em [0, 1]. J4 a funcdo R pode ser constante, crescente
ou decrescente. Se R for crescente ou constante, escrevemos

i = (et )

~
(a=)
~| =
|
—_

S o (50 (3)) - (6 53))

=1
e entdo usamos as mesmas ideias apresentadas na demonstragao do Teorema 3.14.
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Mas se R for decrescente, escrevemos

N1/3 Nz—1
8. = ZR [ - (%»_1% 3 eNL(j/N){ N(t;—L (%»_1}
j=N1/341
N1/3

+ Z R(0)7 [GN(L(%)-&-%logR(O)) (eN(Kj—L(%)) - 1) - (eN(El—L(%)) B 1)}

_NV/ o
_ ( N(—L(L)) 1) 1—-R(0)™" ’ NZI eNLG/N) [BN(KJ-—L(%)) _ 1]

R(O) -1 j=N1/341
N1/3 9 )
+ (eN(fl L()) ) Z R(0)™ {egNL"(a“Jv) - 1} (3.61)

N1/3

+ Z R(0) T etw (@53 ( (z —L@)) —N(zl—L(;[))) (3.62)

e ai usamos as ideias apresentadas no Teorema 3.18.

De qualquer forma, sendo R constante, crescente ou decrescente, $%, — 5 il (eQ0) —

R(0)—
1) = 0. E tomando eNE—L(F)) — 1 constante igual a 1 segue que sy, — ﬁ para
todo z € [0,1]. Logo IIx(z) — 1.

No cendrio B < A, R(0) < 1 e R(1) < 1, entdo R(0) > 1 e R(1) > 1 e o cendrio
B <+ A se transforma por dualidade no cenario A —— B. Pela primeira parte
desta demonstracio Iy(z) — 1, como Iy(Z) = 1 — y(z) segue que My(z) — 0. M
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Capitulo 4

Processo de Moran com trés
estratégias

Neste capitulo estudaremos o processo de Moran para populagdes com trés tipos
de individuos. Mais explicitamente queremos entender as probabilidades de fixagao
de um determinado tipo de individuo, ou estratégia. Veremos que diferente do caso
para duas estratégias, no processo de Moran com trés estratégias nao temos uma
férmula exata como (2.13) para as probabilidades de fixac¢do, ao invés disso elas sao
dadas como solugao de um sistema de equagoes lineares.

O resultado acima também aparece em [28]. Dentre outros resultados que aparecem
no trabalho citado, esta a apresentacao de uma possivel classificacao para a dindmica
estocdstica com trés estratégias. A classifica¢ao sugerida por Wang et al em [28] se
baseia nas probabilidades de fixacao global e local, definidas pelos autores, de um
unico individuo de determinado tipo, aparentemente buscando alguma analogia com
o trabalho apresentado em [25]. Embora com resultados muito sugestivos, o trabalho
de Wang et al [28] ndo fornece provas para os mesmos. Com relagdo as probabilidades
de fixacao para trés estratégias, acrescentaremos rigor matematico a este resultado
mostrando que as mesmas estdo bem definidas. Mais especificamente, provaremos
que o sistema linear, para as probabilidades de fixa¢do possui uma tnica solucao.

Ao longo deste capitulo apresentaremos também alguns resultados gerais baseados
em acoplamento de cadeias de Markov. Esses resultados nos fornecerao cotas superio-
res e inferiores para as probabilidades de fixacdo. Apresentaremos também alguns
resultados particulares que levam em consideracao o comportamento das aptidoes em
algumas regioes especificas do simplexo onde os estados da cadeia estao representados.
Por fim, utilizaremos o conjunto de resultados apresentados neste capitulo para enten-
der, do ponto de vista estocdastico, o problema da evolucao da cooperacao tratado em
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[21]. No artigo citado os autores fizeram um estudo sobre a dindmica deterministica
em uma populagao com trés tipos de individuos adotando apenas estratégias reativas
do tipo das que obtiveram destaque no experimento computacional de Nowak e
Sigmund publicado em 1992, [20].

4.1 Definicao e notacao para o processo de Moran
com trés estratégias

Consideremos uma populacao de tamanho finito fixo com N individuos divididos
em trés tipos, digamos A, B e C'. Em cada unidade de tempo o estado da populacao
sera dado em termos das quantidades de individuos dos tipos A e B. Assim, no instante
n €{0,1,2,...}, o estado denotado por X,, = (i, j) representa uma quantidade de i
individuos do tipo A e j individuos do tipo B. Como o tamanho da populacao é fixo,
temos obviamente N — ¢ — 7 individuos do tipo C'. Definiremos

AN = {(ZJJ)ZL]ES € Z+j§N}7

o conjunto de todas os estados da nossa populagao, onde S = {0,1,..., N}. Cada
um desses estados pode ser representado como né de uma rede triangular em um
triangulo equildtero unitdrio ABC, veja a Figura 4.1. Representaremos o estado
J

T — —
(1,7) € Ax como o ponto alcangado pelo vetor N CA 4= CB a partir do vértice

C. Note que, com esta convengao, os vértices do triangulo ABC' representam os
estados onde a populagao é composta por um tnico tipo de individuo. Ja os lados do
triangulo representam os estados onde temos apenas dois tipos de individuos.

Em determinados momentos, no decorrer deste capitulo, utilizaremos a represen-
tacdo geométrica dos estados em Ay e sempre nos referiremos aos estados da nossa
populagao e suas representacoes geométricas como sindonimos.

Alguns resultados que apresentaremos mais adiante neste capitulo se referem ao
comportamento da funcao probabilidade de fixagdo quando a fracao de individuos é
mantida fixa mas o tamanho da populacao tende ao infinito. Resultados semelhantes
foram obtidos no Capitulo 3. Com esse intuito, para ser usado posteriormente,
definiremos o conjunto compacto

A={(z,y) eR* x>0,y >0,x+y<1}. (4.1)

Nesse conjunto, o elemento (x,y) serd 1dent1ﬁcado pelo ponto no tridangulo ABC'
alcancado a partir do vértice C' pelo vetor x CA +y CB Note que para todo N

positivo, o conjunto A% = {(L L) (i,j) € Ay} estd contido em A.
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Figura 4.1: A malha triangular representa os estados de uma populagdao no processo
de Moran com estratégias A, B e C. Neste caso, o tamanho da populagao é N = 10.

Como no caso de duas estratégias, o processo de Moran para trés estratégias tem
sua dinamica populacional modelada por dois sorteios aleatérios e independentes. A
cada unidade de tempo um individuo é sorteado de forma aleatéria e uniforme para
morrer, e um individuo ¢é sorteado para se reproduzir, gerando um descendente de seu
mesmo tipo. Também consideramos aqui que nao hd mutagoes ao longo do tempo.
O sorteio de reproducao leva em consideragao as aptidoes dos individuos de forma
semelhante ao caso para duas estratégias, como veremos logo adiante.

Com base na prescri¢ao padrao da Teoria de Jogos Evolutiva, as aptidoes serao
calculadas em termos de uma matriz de pagamento, do parametro de intensidade
de selegdo w € [0,1] e do tamanho da populagio N. Consideramos que cada
individuo interage igualmente com o restante da populagao e cada interagao gera
uma recompensa para os dois envolvidos. A matriz de pagamento M sera uma matriz
positiva 3 x 3, onde o elemento m;; > 0 é a recompensa que um individuo do tipo :
recebe ao interagir com um individuo do tipo j. Indexaremos como individuos dos
tipos 1, 2 e 3 os individuos dos tipos A, B e C respectivamente.

Definimos entao as fungoes de aptidao f, g e h para individuos dos tipos A, B e
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C, respectivamente, de modo andlogo a (2.17) e (2.18), por

I 1—1 J N—-1—3
o= 11— v - J
f] w—l—w_mllN_l—l—mlgN_lemlg N—1 ]
I 1 j—1 N—-i1—7
95 = l-w+w M2 + M1 + m23N_1j] (4.2)
P T P T T
T —w+w|m Mag—— + Myg————
7 _31N—1 32N_1 33 N —1

Para serem usadas mais a adiante, definiremos também as aptidoes deterministicas

F(z,y) = 1—w+w[mpux+mpy+ms(l —z—y)]
G(z,y) = 1—w+w[mox + magy + moz(l —z — y)] (4.3)
H(z,y) = 1—w+wmaz+msy+ms(l—x—y),

onde (z,y) € A ew € [0,1]. A utilizagdo do pardmetro de intensidade de sele¢do w na
defini¢ao das aptidoes deterministicas foi introduzida por Taylor et al em 2004, [19].
Antes disso a aptidao era definida como em (2.1) no Capitulo 2 que é equivalente a
definicdo apresentada acima quando tomamos w = 1. Observe que podemos escrever
as equagoes (4.2) em termos de fragoes populacionais x = i/N e y = j/N de individuos
dos tipos A e B e entdo as fungoes aptidoes em (4.3) serdo compostas por um termo
independente de N mais correcoes que tendem a 0 quando N — oo. Assim podemos
escrever as aptidoes “estocéasticas” em termos das deterministicas e vice-versa. Veja,
por exemplo, que

w miy
N -1

N
fii = 1_w+wﬁ[m11$+m12y+m13(1—x—y)} -

N
= F(z,y) - ]l\U]ﬂ_hi +w (N—l - 1) [muz 4+ maiy + maz(l — z — y)]
1
= Flo.y) + 0(5) (4.4)

onde x =i/N, y = j/N. Expressoes analogas valem também para g;;, h;.

Como ja mencionamos, o sorteio de reproducao no processo de Moran leva em
consideracao as aptidoes dos individuos. Mais especificamente, considerando o estado
(1,7) € Ay, definimos

Sij = ifij + jgi + (N =i — j)hy (4.5)
e, assim como em (2.20), a probabilidade de sortear um individuo do tipo A para se

ifij
. Analogamente, para o mesmo estado,

)

reproduzir estando no estado (i, j) serd
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95 (N —1—j)hi; : o
com probabilidades jgj e ( 5 )i sorteamos respectivamente, individuos dos
tipos B e C para se reproduzirem.

Como o sorteio de morte é uniforme, entao no estado (i,7), A é sorteado para

morrer com uma probabilidade de §;. Para os tipos B e C' as probabilidades de
sorteio para morte nesse estado sao % e N ~ -

Como no caso do processo de Moran para duas estratégias, a evolugao temporal
do estado da populagdo sera uma cadeia de Markov. Veremos agora as probabilidades
de transicao de nossa cadeia. Note que como a cada unidade de tempo é realizado
apenas um sorteio de morte e um sorteio de reproducao a quantidade de individuos
de cada tipo pode aumentar ou diminuir de uma unidade ou permanecer constante.
Portanto, estando no estado (i, j), as tnicas probabilidades de transi¢do nao nulas sao
de (i,j) para (i+ 1,7 —1),(i+1,5), (6,7 +1), (¢, —1), (i — 1,5+ 1),(i —1,7) ou de
(1,7) para (7, ). Equivalentemente, a cada unidade de tempo, o ponto que representa
um determinado estado no triangulo ABC permanece fixo ou se movimenta para um
de seus 6 vizinhos mais préximos da malha triangular da Figura 4.1.

Seja p;;" a probabilidade de sortear um individuo do tipo X para reprodugao e um
individuo do tipo Y para morte quando o estado é (4,j) € Ay. Entao a probabilidade
de se passar do estado (7, j) para o estado (i + 1,7 — 1), por exemplo, serd denotada
por pf;-B . Como os sorteios de reproducao e morte sdo independentes, usando as
probabilidades de reproducao e morte que acabamos de definir temos

A ifij J
AL _ 2 4.6
Pij Sij N ( )

Analogamente, as demais probabilidades de transi¢do partindo do estado (i, j)
sao dadas por

pB,A:jgiji pAc:ifijN_i_j
4 Sz‘j N ’ ) Sz N ’
ca (N —i—j)hy i o J9ii N—i—7J
CA _ — BC — - 4.7
Pij Sz N’ Pij S” N > ( )
cp . (N—i—j)hy j
P = e N

Pt = pit + plP i =1 % + et + i+ it +plC 0P . (48)

Os estados (0,0), (0, N) e (IV,0) sdo estados absorventes da cadeia de Markov
e os demais estados em Ay sdo estados transientes. Pela Proposicao 2.2 todas as
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trajetorias que comecam em um estado transiente acabarao em um estado absorvente
com probabilidade 1 depois de um periodo de tempo suficientemente longo. Em
outras palavras, sempre havera a fixacdo de uma das trés estratégias. Uma pergunta
natural a se fazer é sobre o comportamento das trés fungoes probabilidade de fixacao
e como elas dependem do estado inicial da cadeia.

Vamos chamar de «;j, 3;; e v;; as probabilidades de fixacao de individuos dos
tipos A, B e C, respectivamente, se o estado inicial for (i,j). Vimos que a cada
unidade de tempo o estado pode assumir sete possibilidades com uma probabilidade
de transi¢ao ndao-nula bem definida pra cada uma delas. Considerando esse fato, a
probabilidade de fixacao «;; pode ser escrita como

_ . AB BA AC CA BC
Qij = Py Qirrg-1 Py Qicger Py Qi TP Gy F Dy Qhgia
CB const
T D Qg1+t Py Qg
Reorganizando os termos da expressao acima temos

1

_ AB BA AC CA
Qi = 71—p¢9n5t [pij Qiy1,j-1 + Py Qi1 + Py Qigly TPy Qe
)
BC CB
T Dij Qg1 T Dy Oéi,j—l} : (4.9)

Como 1 — peonst = pAB 4 pBA | pAC 4 J0A L pBC 4L pCB eoue de (4.9) que ayj 6
uma média ponderada dos valores da mesma funcao nos 6 vizinhos mais préximos ao
estado (¢, ) na malha triangular. A mesma conclusao vale se trocarmos «;; por 3;;
ou 7;;. Essas mesmas relacoes para as probabilidades de fixagao também podem ser
encontradas em [28].

Para cada estado de Ay representado por um n6 da malha no interior do triangulo
ABC' temos uma equagao do tipo (4.9). Nos demais estados representados pelos
pontos da malha sobre a fronteira do triangulo, os valores da fun¢ao «;; sao conhecidos.
Note que uma vez atingidos os estados representados em um dos lados do triangulo,
as unicas probabilidades de transicao nao nulas sao para os estados representados
pelos pontos vizinhos nesse mesmo lado do triangulo. Isso porque devido a hipdtese
de auséncia de mutacao, um individuo de um certo tipo s6 pode ser gerado por outro
de seu mesmo tipo. Para os pontos no lado BC, temos

ap; =0, (4.10)

j =0,...,N, pois nesse lado do triangulo nao temos individuos do tipo A. Nos
demais lados da fronteira de ABC', como temos no maximo dois tipos de individuos,
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usamos (2.13). No lado AB temos

1+ 2;11 {czl(rI?B>_1

Qy N—i = N_1 - — (411)
1+ 355 Tl ()
i=1,2,...,N, onde ri'¥ = %, é a aptidao relativa dos individuos do tipo A com
relagdo aos individuos do tipo B. Analogamente, no lado AC,
1 i B
- 1+ ;':1 i:1(7"7c40) ! 4192
Qo = N-11[ (pACy—1 ' (4.12)
145255 e (779)
- AC _ fro
parat=1,2,..., N e com r;;~ = heo”

Para calcular os valores de «;; nos pontos da malha no interior do triangulo
precisamos resolver um sistema linear com (N — 1)(N — 2)/2 incognitas, cujas
equagoes sao obtidas de (4.9) para cada ponto interior ao triangulo.

Em nosso problema, as equagoes (4.10), (4.11) e (4.12) atuam como condigoes de
contorno de Dirichlet. Este problema tem algumas semelhancas com o problema de
aproximar a solu¢do de um problema bidimensional de Dirichlet para a equagao de
Laplace usando diferengas finitas, veja [23]. Na aproximacao da equagao de Laplace
bidimensional em uma rede retangular aparece uma média aritmética simples de 4
pontos de rede vizinhos. J& em nosso problema temos uma média ponderada de 6
vizinhos.

Os problemas do calculo para probabilidades de fixagao 3;; e 7;; sao completamente
analogos. Note que as probabilidades de transigao que aparecem em (4.9) ndo mudam,
independente de estarmos pensando na fixacao de A, B ou C. Portanto as equagoes
(4.9) sdo exatamente as mesmas. As unicas mudangas ocorrerao nas condigoes de
contorno (4.10), (4.11) e (4.12), pois essas sim dependem diretamente da fungao
probabilidade de fixacao considerada e devem ser substituidas por suas analogas.

A seguir mostraremos que o problema de encontrar as probabilidades de fixacao
para o processo de Moran com trés estratégias esta bem definido, pois os sistemas
lineares correspondentes a fixacao dos tipos A, B e C' possuem cada um, uma tnica
solucao.

Diremos que R C Ay é uma regido conexa se para quaisquer estados (i1, 71)
e (ig,jo) em R existe um caminho entre os pontos correspondentes no triangulo
ABC passando somente pelas ligagoes da malha triangular e sem passar por pontos
representando estados fora de R. Diremos também que um estado esta no interior de
R se o ponto que o representa tiver exatamente 6 vizinhos a distdncia 1/N na malha
e todos eles representarem estados em R. Caso contrario, diremos que é um ponto de
fronteira de R.
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A seguir vejamos um resultado que utilizaremos para provar a unicidade das
solugoes para as probabilidades de fixagao. Este resultado é uma generalizacao de
uma propriedade ja bem conhecida das solugoes da equacao de Laplace e que neste
trabalho denominamos de Propriedade do méaximo e do minimo.

Proposicao 4.1 (Propriedade do maximo e do minimo). Seja R C Ay conexo e «
uma solugao das equagoes (4.9) com condigoes de fronteira de Dirichlet arbitrdrias
em R. Entdo o mdximo e o minimo de o em R estao na fronteira de R. A mesma
propriedade continua valendo para o mdximo e o minimo de 3 e 7.

Demonstracao: Suponha que a funcgao probabilidade de fixacao « atinja seu
maximo no estado (i, j.) no interior de R.

Sabemos de (4.9) que «;,;, ¢ a média ponderada da funcdo « nos estados repre-
sentados pelos 6 vizinhos mais préximos do ponto (i, j.) em Ay, todos em R. Pela
suposigao de (i, j.) ser um ponto de maximo de o, «;,;, é maior ou igual a todos os
valores de o nos 6 vizinhos mais proximos de (i, j.). E devido ao fato de a;,;, ser uma
média desses valores, «;, ;, nao pode ser estritamente maior que nenhum deles. Logo
a é constante em todos esses 7 estados. Repetindo este argumento para os vizinhos
mais préoximos dos vizinhos mais proximos, e assim sucessivamente, concluimos que se
« tem um maximo no interior de R entdo « é constante em R. Nesse caso, 0 maximo
também ocorre na fronteira de R.

Com argumentos similares mostramos que o resultado vale para o minimo de « e
também para as fungoes 3 e 7. [ |

Agora podemos provar a unicidade das solugoes para as probabilidades de fixagao.

Teorema 4.2 (Unicidade de «, 8 e ). O sistema linear de equagoes (4.9) para
i,7€{1,2,...,N—=1}, i+ j < N, com condigoes de contorno (4.10), (4.11) e (4.12)
tem uma unica solucao. O mesmo vale para os sistemas andlogos para 3 e 7.

Demonstracao: Ordenando de alguma forma os pontos de Ay podemos escrever o
sistema linear para a em forma de matriz £X = F, onde F é uma matriz quadrada
de dimensao (N — 1)(N — 2)/2 e F' é uma matriz coluna que depende apenas das
condigoes de contorno (4.10), (4.11) e (4.12) calculadas nos pontos da fronteira de
AN.

Consideremos o sistema linear homogéneo correspondente £X = 0. Afirmamos
que esse sistema possui apenas a solucao trivial X = 0. De fato, a condigao de
contorno para o sistema linear X = 0 nos diz que a « ¢ identicamente nula em
todos os pontos da fronteira de Ay. Pela Proposicao 4.1, tomando R = Ay temos
que o maximo e o minimo das solugoes de EX = 0 sao iguais a 0 e portanto « é
identicamente nula.
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Consequentemente, se o sistema EX = 0 possui apenas a solugao trivial, det £ # 0.
Dai segue que E ¢ invertivel e EX = F' tem uma Unica solucao.

Para mostrar a unicidade de § e v usamos o fato de que as probabilidade de
transicao presentes em (4.9) nao mudam independente se estamos interessados na
fixacao de A, B ou C. Logo a mesma matriz de coeficientes E aparece também como
a matriz de coeficientes dos sistemas lineares correspondentes. [ |

4.2 Acoplamento e resultados gerais

Vimos que as probabilidades de fixagdo para o processo de Moran com trés
estratégias podem ser calculadas através das solugoes de um sistema linear e nao
mais de forma explicita como (2.13), no caso de duas estratégias. Isso dificulta uma
analise mais detalhada do comportamento das func¢oes probabilidade de fixacao. No
entanto, para ajudar a contornar este problema, mostraremos que é possivel exibir
cotas inferiores e superiores para as probabilidades de fixacdo. Essas cotas serao
obtidas pelo método de acoplamento [7, 27].

O acoplamento é uma ferramenta para comparar duas ou mais variaveis aleatorias
construindo-as simultaneamente através do mesmo dispositivo aleatorio. Para uma
defini¢do mais formal nos basearemos em [27]. Vejamos a seguir algumas definigoes
importantes:

Definigao 4.3. Seja X wma varidvel aleatoria. Uma copia de X é uma varidvel
aleatoria X com a mesma distribuicao de X. E a notacao para isso é:

xX2x.

Definicao 4.4. Um acoplamento de uma colegio de varidveis aleatorias X; com 1
pertencente a algum conjunto enumerdvel I é uma familia de varidveis aleatorias
(X;:i€l) onde X; tem a mesma distribuicao de X; para todo 1.

Definicao 4.5. Seja X uma varidvel aleatoria. Dizemos que X tem funcao distri-
bui¢ao J se P(X <zx)=J(x), x € R.

Note que a fungao distribuicao de uma varidvel aleatéria ¢ nao decrescente.

Definicao 4.6. Seja X uma varidvel aleatoria com funcao distribuicao J. A inversa
generalizada de J é definida por

J N u) =inf{z € R: J(x) > u}

com u € [0,1].
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Vejamos a seguir uma maneira de encontrar copias de variaveis aleatérias utilizando
o mesmo dispositivo aleatorio.

Considere uma variavel aleatéria X com funcao distribuicao J. Utilizando a defini-
cao de inversa generalizada de J, e tomando U, uma variavel aleatoria uniformemente
distribuida em [0, 1] temos que

X =JYU)
¢ uma copia de X.

Note que P(X < z) = P(J"YU) < z) = P(U < J(x)) = J(x), ou seja, X e X
tém de fato a mesma distribui¢ao. Portanto, podemos obter uma cépia para qualquer
variavel aleatéria Y utilizando a varidvel aleatéria U uniformemente distribuida em
[0, 1].

Um resultado interessante que merece ser mencionado neste texto diz respeito a
dominédncia estocastica, [27]. Antes de enuncié-lo vejamos mais algumas defini¢oes
importantes.

Definicao 4.7. Sejam X e X' duas varidveis aleatdrias com fungoes distribuicao J
e J' respectivamente. Se J(x) > J'(z) entdo dizemos que X é dominada estocastica-
mente por X' e denotamos esse fato por

D
X <X,

Definicao 4.8. Sejam X e X' duas varidveis aleatorias. Se (X, X’) ¢ um acoplamento
de X e X' entao dizemos que X € dominado pontualmente por X' se

X<Xx.
O resultado a seguir se encontra em [27].

D
Proposigao 4.9. Sejam X e X' duas varidveis aleatérias. Entao X < X' se, e s
se, existir um acoplamento (X, X’) de X e X' tal que X < X'.

Demonstragao: Sejam J e J' as fungoes distribuicao de X e X', respectivamente.
D
Se X < X' entdo J(x) > J'(z) e portanto
{reR:J(x)>u} C{zeR: J(x)>u}, (4.13)
com u € [0,1]. De (4.13), segue que J'~'(u) > J~(u), o que implica J'~1(U) >
J~HU), onde U é uma variavel aleatdria uniformemente distribuida em [0, 1]. Fazendo

J Y U) =X e J7YU) = X’ segue a primeira implicacéo.
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Por outro lado, se X < X’ entdo {r e R: X' <z} C {z € R: X < 2} de onde
segue que P(X’' < z) < P(X < z), para todo 2 € R. Logo J'(z) < J(z) de onde
segue a ultima implicacao. [ |

Como ja dissemos no inicio desta secao utilizaremos o método de acoplamento
para exibir cotas superiores e inferiores para as probabilidades de fixacao. Mais
especificamente, dado um processo de Moran com trés estratégias, que chamaremos
de cadeia objetivo, construiremos um processo de nascimento e morte como definido
na Secao 2.2, que chamaremos de cadeia de comparacao. Na cadeia de comparagao a
probabilidade de fixacao é explicitamente calculavel. As variaveis aleatorias que serdao
acopladas sao as variaveis aleatorias que descrevem o deslocamento dos estados, em
cada unidade de tempo, nas cadeias objetivo e de comparacgao. Sendo assim, para cada
unidade de tempo teremos duas variaveis aleatorias, uma referente ao deslocamento
na cadeia objetivo e outra referente ao deslocamento na cadeia de comparacao.
Construiremos copias para essas variaveis aleatorias utilizando o método mencionado
no inicio desta secao, isto é, considerando uma variavel aleatéria uniformemente
distribuida em [0, 1]. Veremos que uma das copias das variaveis aleatérias é sempre
dominada pontualmente pela outra. E entao, pela Proposicao 4.9 uma das variaveis
aleatorias sera sempre dominada estocasticamente pela outra. Em outras palavras
veremos que se uma certa estratégia é fixada em uma das cadeias, outra estratégia
serda fixada na outra.

Nos resultados a seguir, utilizaremos as notagoes ja estabelecidas no Capitulo 2
para as probabilidades de transicao e fixacao dos processos de nascimento e morte,
e as deste capitulo para os processos de Moran com trés estratégias. Também
introduziremos a seguinte notacao

Zy =py +pge e Zy = pyt+py (4.14)

para as probabilidades de aumentar ou diminuir o niimero de individuos do tipo A,
respectivamente, quando o estado é (i, 7).

Apresentaremos a seguir um resultado geral sobre como encontrar cotas para
as probabilidades de fixagdo no processo de Moran com trés estratégias. Como ja
mencionamos, consideraremos a cadeia objetivo sendo o processo de Moran com trés
estratégias e a cadeia de comparacgao, o processo de nascimento-morte.

Teorema 4.10. Considere um processo de Moran com trés estratégias. Suponha que
exista um processo de nascimento e morte com estados {0,1,2,..., N} tal que para
todo (i,7) € An, as probabilidades de nascimento e morte satisfazem

a; < Zj5 e b > Z; (4.15)
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e também

Se ay; denota a probabilidade de fixacio da estratégia A e m; é a probabilidade de
fixagcdo no estado N mo processo de nascimento e morte, entao

Qi 2 T (4.17)
para todo (i,7) € An.

Para demonstrar este resultado acoplaremos a cadeia objetivo e a cadeia de
comparacao. Consideraremos inicialmente que a quantidade de individuos do tipo A
na cadeia objetivo e o estado na cadeia de comparacao sao os mesmos. Dai, segue
do acoplamento e de (4.15) que sempre que houver um nascimento na cadeia de
comparacao, a quantidade de individuos do tipo A na cadeia objetivo aumentara e
sempre que a quantidade de individuos do tipo A diminuir, havera uma morte na
cadeia de comparagao. Ja o acoplamento, juntamente com (4.16), nos garante que se
o estado da cadeia de comparacao é uma unidade a menos em relagao a quantidade
de individuos A na cadeia objetivo entao, sempre que houver um nascimento na
cadeia de comparacao, a quantidade de individuos do tipo A na cadeia objetivo nao
diminui. Assim, a cada passo temporal, a quantidade de individuos do tipo A na
cadeia objetivo serd sempre maior ou igual ao estado da cadeia de comparagao. E,
portanto, sempre que houver fixacdo no estado N da cadeia de comparacao havera
fixacdo da estratégia A na cadeia objetivo, de onde segue a cota inferior para a
probabilidade de fixacao. Vejamos a seguir a demonstragao formal deste resultado.

Demonstracao: As probabilidades de transicao de uma cadeia de Markov partindo
de um determinado estado sempre somam 1. E para qualquer estado (i,5) € Ay de
nossa cadeia objetivo temos no maximo sete transi¢oes possiveis a cada unidade de
tempo. Sendo assim, para cada (i,j) € Ay consideremos uma parti¢ao de [0, 1] em
intervalos mutuamente disjuntos. Definiremos ¢ (7, j) = pf}B v q2(i,7) = qu(i, g) + pf}c,
a3(i,7) = @2(i,5) + i, au(i, j) = a3(i, 5) + 5™, 450, 5) = au(i, 3) + 07, 46(i, 5) =
qs(i,7) + p5* = 1 — pP4 e particao de [0,1] serd dada por: I1(i,7) = [0,q1(i,7)),
In(i, ) = lgp-1(4,5),qx(3, 7)), k = 2,3,...,6 e I(i,5) = [ge(7,7),1]. O tamanho de
cada um desses intervalos ¢ igual a uma das probabilidades de transicao da cadeia.
Note que Ui_, I1(i,j) = [0,1], a soma dos comprimentos de I (i, j) e I5(i, j) é igual a
Z;Jr- e a soma dos comprimentos de Is(7,j) e I7(i, j) € igual a Z;;.

Também para cada ¢ € S, construimos uma outra parti¢ao de [0, 1] relacionada a
cadeia de comparacao: Ji(i) = [0,a;), J2(i) = [a;, 1 — b;) e J5(i) = [1 — b;, 1]. Aqui
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também o comprimento de cada intervalo é equivalente a uma probabilidade de
transigdo. De (4.15) concluimos que

Jl(z) - ]1(Z,]) U]2(iaj) € JS(Z) ) ]G(Zaj) U]7(iaj) : (418)

Descreveremos o deslocamento no estado para a cadeia de comparagao por —1, 0
e 1, onde —1 indica uma morte, 0 permanéncia no estado atual e 1 um nascimento. E
utilizaremos os vetores dy = (1,—1), dy = (1,0), d3 = (0, 1), dy = (0,0), d5 = (0, —1),
d¢ = (—1,0) e d; = (—1, 1) para descrever os possiveis deslocamentos no estado da
cadeia objetivo. Por exemplo, o vetor d; descreve o deslocamento do estado (i, j)
para o estado (i + 1,7 — 1).

Suponhamos inicialmente que os estados iniciais das cadeias objetivo e de com-
paragao sao respectivamente X = (ig, jo) € Yo = ip. O acoplamento das cadeias
objetivo e de comparacao sera realizado por uma sequéncia de cépias das variaveis
aleatorias deslocamento em ambas as cadeias. Essas copias serao calculadas em termos
de uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes uniformemente distribuidas
Uy, Uy, Us, -+ € 0,1] e irdo determinar o estado de ambas as cadeias em todos os
tempos subsequentes. No tempo 1 os estados de ambas as cadeias serdao obtidos
por deslocamentos calculados como fungoes de Uy, no tempo 2 por deslocamentos
calculados como fungoes de Us,, e assim sucessivamente. A seguir veremos como
exatamente esses deslocamentos sao calculados.

Se o estado da cadeia objetivo no tempo ¢ — 1 é (iy_1,J,1), entdo o f-ésimo
deslocamento dessa cadeia serd dy se Uy € Ii(ip_1,jo-1), k=1,2,...,7, 0 =1,2,....
E se o estado na cadeia de comparagao no tempo ¢ — 1 é i, ,, £ = 1,2, ..., entao
o deslocamento do estado dessa cadeia sera 1, 0, ou —1, respectivamente, se U,
estd em Jy(iy_,), Ja(ij_y) ou J5(ij_;). Note que a forma como os deslocamentos sao
calculados tanto na cadeia objetivo quanto na cadeia de comparagao é coerente com
as probabilidades de transicao das cadeias.

Considerando os estados iniciais estipulados Xy = (g, jo) € Yo = i, com if, = o,
podemos observar que, devido (4.18), sempre que U; € J; (i), teremos Uy € 14 (io, jo)U
I5(ig, jo) e sempre que Uy € Ig(ig, jo) U I7(%0, Jo), teremos Uy € J3(ig). Isso quer dizer
que, depois de uma unidade de tempo, sempre que houver um nascimento na cadeia
de comparacao, haverda o aumento no nimero de individuos do tipo A na cadeia
objetivo e sempre que houver uma diminuicao de individuos do tipo A na cadeia
objetivo, havera uma morte na cadeia de comparacao. Observe que é possivel ter
aumento do nimero de individuos de tipo A sem que haja nascimento na cadeia
de comparagao, ou morte na cadeia de comparacao sem que diminua o nimero de
individuos de tipo A. Em todo caso, podemos concluir que i; > ).

Usaremos o processo de indugao para mostrar que i, > iy, Vk € N. Ja sabemos
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que vale para k = 1. Suponhamos que i, > i) para um dado k& € N. Entao, se
i, = 1}, pelo mesmo raciocinio usado para mostrar que 4; > i}, mostramos que
Ikl = Gpyq- O€ i > 1) + 2, entdo como iy > i — 1 e 45 < i) + 1, temos que
i1 > g —1 > 1, +1 >4 ;. Resta provar que se i = i), +1, entdo continua valendo a
desigualdade iy > 7}, ;. Neste caso a condigao (4.16) nos garante que se Uy, € Jy(i},)
entao U, € U?:l It(zk7]k‘) e, se U € -[6(2.167jk‘> U I7(ik,jk), entao U, € JQ(Z;) U JQ(Z;)
Em outras palavras, sempre que um nascimento ocorre na cadeia de comparagao,
o numero de individuos do tipo A na cadeia objetivo nao diminui e sempre que o
ntmero de individuos do tipo A diminui na cadeia objetivo, ndo ocorre um nascimento
na cadeia de comparagao. Assim continuaremos tendo 741 > 7 ;.

Portanto, acoplando as cadeias objetivo e de comparacao de acordo com suas
respectivas probabilidades de transicao e considerando os respectivos estados iniciais
(40, jo) € 7o concluimos que sempre que houver fixagao no estado N na cadeia de
comparacao, havera fixacao da estratégia A na cadeia objetivo. Portanto aj, j, > .
Como ig € arbitrario, o teorema esta provado. [ |

Um resultado analogo pode ser usado para encontrar uma cota superior para a
probabilidade de fixacdo em um processo de Moran com trés estratégias.

Teorema 4.11. Considere um processo de Moran com trés estratégias e a mesma
notagao introduzida antes do Teorema 4.10. Se existir um processo de nascimento e
morte com estados {0,1,2,..., N} tal que para todo (i,j) € Ay as probabilidades de
nasciemento e morte satisfazem

+ —
e também
b1 <1-— Z;]f , (4.20)
entao
g < (4.21)

para todo (i,7) € Ay.

Vimos entdo que podemos encontrar cotas inferiores e superiores para as probabi-
lidades de fixagdo em um processo de Moran com trés estratégias desde que tenhamos
processos de nascimento e morte satisfazendo as hipdteses dos Teoremas 4.10 e 4.11.
Mas isso nos leva a perguntar se de fato podemos encontrar cadeias de comparacgao
que satisfacam as hipdéteses dos teoremas que acabamos de mencionar. Veremos a
seguir que no processo de Moran com trés estratégias e aptidoes independentes da
frequéncia tais cadeias de comparagao existem. E embora o caso em que as aptidoes
sao independentes da frequéncia seja considerado o mais simples, o resultado a seguir
nos sugere uma forma de obter cadeias de comparagao para os casos mais gerais.
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Teorema 4.12. Considere um processo de Moran para trés tipos de individuos A,
B e C e populagao de tamanho N, com aptidoes independentes da frequéncia dadas
respectivamente por f >0, g >0 e h > 0. Suponha, sem perda da generalidade, que
f > g > h. Entdo as sequintes cotas sao vdlidas para todo (i,7) € Ay:

SRS
- <§JC)—N < Bij S - <%) — N (4.23)
1=(%) 1= (%)
L —(N—i—j) h (N—i—j)
-3 < ! (5) - (4.24)
0 =o)

As desigualdades f > g > h no teorema acima indicam que os individuos do tipo
A s2o mais aptos que os do tipo B, que por sua vez sao mais aptos que os do tipo C.
Nos concentremos na fixacao dos individuos do tipo A para uma explicacao intuitiva
do resultado acima. Mais a frente veremos uma prova rigorosa.

Se os individuos do tipo B sao mais aptos que os do tipo C' isso nos leva a pensar
que a fixacdo da estratégia A dada uma condicao inicial (7, j) se torna mais dificil se
alterarmos a condicao inicial de forma a aumentar a quantidade de individuos do tipo
B, mas mantendo fixa a quantidade de individuos do tipo A e, claro, o tamanho da
populacao. Por outro lado, a fixagdo da estratégia A deve se tornar mais facil se ao
invés de aumentarmos os individuos do tipo B aumentarmos os do tipo C. Entao a
probabilidade de fixacao de A no estado (i, N — i) deve ser um limitante inferior para
«;; e a probabilidade de fixacao de A no estado (4,0) deve ser um limitante superior
para «;;. As probabilidades de fixa¢do de A nos estados (i, N — i) e (i,0) podem ser
calculadas usando (2.26) e produzem, respectivamente, as cotas inferior e superior de
(4.22). As cotas inferiores e superiores em (4.23) e (4.24) podem ser calculados de
forma analoga.

Para uma prova do Teorema 4.12 utilizaremos os Teoremas 4.10 e 4.11 com cadeias
de comparacao obtidas substituindo individuos de um tipo por individuos dos outros
dois tipos.

A seguir apresentaremos um resultado que sera usado na prova do Teorema 4.12
e na demonstracao de outros resultados que veremos mais adiante.

Proposigao 4.13. Seja Zf; definido como em (4.14). Entao, para cada valor de i
fixo, o minimo de Z;]’- e o mdzrimo de Z;; sdao atingidos com o mesmo valor de j.
Também, o mdzimo de Z;]’- e minimo de Z;; sao atingidos com o mesmo valor de j.
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Demonstracao: Usando as defini¢oes (4.14) e as férmulas em (4.6) e (4.7), sabemos
que

i N —i 1Gi; + (N —i—j)hy @ it
g oo N g et (N D
J Sij N J Sz N Sij N
Entao para i fixo, vemos claramente que o mesmo valor de j que minimiza zg—;
também maximiza 1 — ;2. [ |

S. .
Finalmente provaremc;]s o Teorema 4.12:

Demonstracao: Consideremos nossa cadeia objetivo um processo de Moran com
individuos dos tipos A, B e C' e aptidoes independentes da frequéncia dadas respectiva-
mente por f, g e h. Consideremos também, como cadeia de comparagao, um processo
de Moran com individuos dos tipos A e B cujas aptidoes também sao independentes
da frequéncia e dadas por f e g, respectivamente. Usaremos as notacgoes ja definidas
no Capitulo 2 para processos de Moran e processos de nascimento e morte. Mais
especificamente, a; serd a probabilidade de aumentar de 7 para ¢ + 1 o nimero de
individuos do tipo A na cadeia de comparagao e b; a probabilidade de diminuir de ¢
para i — 1 o nimero de individuos do tipo A na mesma cadeia. Tomaremos também
Z;;- e Z;; como em (4.14), isto é as probabilidades de aumentar e diminuir o nimero
de individuos do tipo A de i para i + 1, respectivamente, na cadeia objetivo. Assim
temos que

" if N —i 7t _ if N —i
“if+(N—d)g N Y if+j9g+(N—i—j5h N 7
o (N-=d)g @ g+t (N—-i—jh i
" df+ (N —di)gN’ Yooif+ g+ (N —i—j)h N

Como g > h,if + (N —i)g=if +jg+ (N —i—j)g=if +jg+ (N —i—jh
para todo (i,7) € Ay. Logo

para todo (i,7) € An.
Note que a; = Z;y_; e b; = Z; y_;. Ainda, a; < Z;rj para todo j =0,1,..., N — .
Pela Proposicao 4.13 temos que Z; _; > Z;; para todo (7,j) € Ay, ou seja,

b > 7 (4.26)

para todo (i,7) € Ay.

Mostramos entdo que as condig¢oes (4.15) do Teorema 4.10 sdo satisfeitas. Se
provarmos que a condigao (4.16) é verdadeira, entao o limite inferior em (4.22) seguird
diretamente do Teorema 4.10.
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De fato, depois de algumas manipulagoes algébricas, podemos ver que

1—Zi;—(li,1 =
1

N NSijSi—l N—i+1 {Z(l B 1)2f2 + (N —it 1)(N - i)g Sij

+ if[((N=i=3)(g=h) +[( = )N —i) +ilg] +[ig+ (N —i—7)hlf} .

Como todos os termos dentro das chaves na expressao acima sao claramente nao-
negativos e o denominador N.S;;S;_1 y_i+1 € positivo, a condigao (4.16) é verificada.

Todas as cotas restantes podem ser provados de maneira analoga, usando o
Teorema 4.10 ou o Teorema 4.11 e trocando os tipos de individuos da cadeia de
comparacao pelos adequados a cada caso. [ |

Alguns resultados que veremos neste capitulo dizem respeito as probabilidades
de fixacdo de uma determinada estratégia quando a populagao ¢é suficientemente
grande. Esse foi o tema do Capitulo 3, onde estudamos o comportamento assintotico
das probabilidades de fixacdo para duas estratégias. Nessa linha, o Teorema 4.12
possui uma consequéncia bem interessante sobre o comportamento das probabilidades
de fixacdo «, B e v, quando o tamanho da populacao, N, tende a infinito. Para
populagoes grandes é de esperar que a aleatoriedade do processo de Moran nao tenha
um papel tdo importante no resultado final da evolugao. Entao, se o processo de
Moran for compativel com a sele¢do natural, apenas os individuos mais aptos devem
sobreviver. Para entendermos melhor o comportamento das probabilidades de fixacao
quando a populacao é grande, vamos fixar as fragoes z, y e 1 — x — y de individuos A,
B e C e deixar o nimero de individuos tender a infinito. De forma anéloga a (2.37),
dado (z,y) € A definiremos

An(z,y) = aa vy
By(z,y) = Bualny 5 (4.27)
Pn(a,y) = Yival vy 5

onde [z] denota o inteiro mais proximo a z e A é o conjunto definido em (4.1).

Corolario 4.14. Considere as mesmas hipoteses do Teorema 4.12. Entdo, para
qualquer (z,y) € A, Ax(z,y) "= 1, By(z,y) "= 0 e Tn(z,y) "= 0.

Demonstracao: Pelo Teorema 4.12,

g) [Nz]

.

An(z,y) > _<
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Tomando o limite N — oo e usando que f > g > 0 segue que Ay(z,y) N2 1. Os
resultados para By e I'y seguem do fato de que Ay + By + 'y = 1 e do resultado
para Ay. [ |

O préximo teorema é uma generalizacao das ideias apresentadas no Teorema
4.12 e funciona como uma “receita” geral para construir cadeias de comparacao
que satisfacam as hipoteses dos Teoremas 4.10 e 4.11. No Teorema 4.12 vimos que
podemos construir cadeias de comparagao que cumprem bem esse papel independente
do tamanho da populagao considerada. No resultado que veremos a seguir exigimos
que o tamanho da populacao seja grande o suficiente. Embora nao tenhamos certeza
de que essa hipdtese seja realmente necessaria, ela é suficiente.

Teorema 4.15. Considere um processo de Moran com trés estralégias e as nota-
coes introduzidas no Teorema 4.10. Defina um processo de nascimento e morte de
comparagao com probabilidades de nascimento e morte, respectivamente dadas por

al’ = minZ e b = max 7 . (4.28)
j J

Se wlov denota a probabilidade de fizagio no estado N do processo de nascimento e

morte de comparagao e «;; denota a probabilidade de fizacao do processo de Moran

para o tipo A com estado inicial (i,7) entdo, para N suficientemente grande,
Qij > ,n_ﬁow .
Analogamente, se definimos um outro processo de nascimento e morte com proba-
bilidade de fixag¢ao m;" tomando

[0

entdo, para N suficientemente grande,
Q5 < W;Lp .

Demonstragdo: Para provar que a;; > 7/°, é suficiente mostrar que o processo de
nascimento e morte definido em (4.28) satisfaz as hipoteses do Teorema 4.10 para N
suficientemente grande. Da mesma forma, para provar que «o;; < m;”, basta mostrar
que o processo definido por (4.29) satisfaz as hipéteses do Teorema 4.11 para N
suficientemente grande. Como as duas provas sao analogas, apresentaremos apenas a
primeira delas.

De (4.28), temos automaticamente a/*” < Z% e bl* > Z;, para todo (4, j). Resta

mostrar entdo que al® <1 — Z;; se N ¢é grande o suficiente.
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Podemos escrever

- + - + + +

i—1,5 =17
O primeiro termo no lado direito de (4.30), 1 — Zi; — Z;; ¢ a probabilidade, no estado
(1,7), de que o ntiimero de individuos A permanega constante. Essa probabilidade
também pode ser escrita como p{‘jA + (pg»c + pZ-C]-B + pg-B + piCjC). Como

pha i
Y S’L] N ’

p'14 éigual a 0 se, e s6 se, i = 0. Também podemos escrever

N = )[(N =i — j)hi; + jgi;
ij

que ¢ igual a 0 se, e s se, i = .
Fazendo x = i/N e y = j/N e usando a relagdo (4.4) para f;; e relagdes andlogas
para g;; e h;j, temos

1 1
pit = Ci(z,y)+O <> e pBC4piB 4 pBP 4 pCC = Co(x,y)+O <> , (4.31)

N N
onde
Ci(z,y) = « Pl g)
’ xF(x,y) + yG(z,y) + (1 —x —y)H(z,y)
) Catay) = L= DWCLy) + (1~ = y)H(z.y))

eF(z,y) +yGa,y) + (1 — o —y)H(z,y)

Assim, podemos escrever

1—Z; - 75 = Ci(z,y) + Coz,y) + O (]17) .

Note que tanto C7 quanto Cy sao fungoes continuas definidas no compacto A, veja
(4.1), assumindo valores em [0, 1]. Ainda, porque C1(1,0) =1 e C3(0,y) = 1, entao
existem 1, x9 € [0, 1], com xy < x5 tais que Cy(z,y) > 1/2, se (z,y) € A, com z < x4
e C1(z,y) > 1/2, se (z,y) € A com = > xy. Dai segue que Cy(z,y) + Co(z,y) > 1/2
para todo (z,y) € A, com x € [0, 2] U [22,1]. Como C}(z,y) = 0 se, e 80 se, (z,y) =
(0,y) e Cay(x,y) = 0 se, e 86 se, (z,y) = (1,0), segue que Cy(z,y) + Ca(x,y) > 0,
para todo (z,y) € A, com x € [z1,x9] e C; + Cy tem um valor minimo positivo
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nesse conjunto. Assim concluimos que se M é o minimo de C; 4+ Cy em A, entao
M > min{u, 1/2} sendo M, portanto, positivo e independente de N. Logo, para N

suficientemente grande, o minimo em Ay de 1 — 7, — Z;;- ¢ positivo e nao tende a 0,
quando N — oc.

ij
De forma anéloga, escrevemos
n 1
Zij = D(z,y)+ 0O N

com

z(1 —2)F(z,y)
eF(x,y) +yG(z,y) + (1 -2 —y)H(z,y)

E ent@o o outro termo no lado direito de (4.30) pode ser escrito como

D(z,y) =

1 1
Ziy — 2~y =D(x,y) — D(x — va) +0 (N) :

E se tomarmos NN suficientemente grande, teremos

10D 1
‘g 10D 1
Zij = Zity Nax(w’yHO(N)'

Logo Z5 — Z, ;=0 (%)
Como um dos termos no lado direito de (4.30) é positivo e O(1), e o outro é O (%)

segue que 1 —Z;; — Zitl’j > 0, para todo (i, 7) € Ay, desde que N seja suficientemente
grande. O resultado segue observando que a/* < Z;", ; <1 — Z. n

4.3 Resultados relacionados a equilibrios de Nash
estritos

Os resultados que veremos nesta se¢ao surgem como consequéncia do acoplamento
de cadeias de Markov. Pelo Teorema 4.15 vimos que é sempre possivel construir cadeias
de comparacao de modo que acopladas a cadeia objetivo geram cotas superiores e
inferiores para as probabilidades de fixagdo no processo de Moran com trés estratégias.
Em algumas situagoes, onde uma das estratégias é um equilibrio de Nash estrito, as
cotas obtidas para as probabilidades de fixa¢ao nos permitem fazer uma analogia entre
o caso deterministico e o caso estocastico, quando consideramos o limite N — oo.
Mais especificamente, se a estratégia A é um equilibrio de Nash estrito, entao o ponto
(1,0) € A que corresponde a toda a populacdo sendo do tipo A, é um equilibrio
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assintoticamente estdvel para a dindmica do replicador, veja o Teorema 2.1. Isso
significa que cada 6rbita da dindmica do replicador que comeca perto o suficiente do
ponto (1,0) terminard nesse ponto. S6 lembrando que a estratégia A é um equilibrio
de Nash estrito se os elementos da matriz de pagamento satisfazem mqi; > mg;
e my; > map, veja a Secao 2.1. Fazendo uma analogia a esse comportamento
deterministico mostraremos que, se a estratégia A é um equilibrio de Nash estrito,
entdao para todo (x,y) € A suficientemente préximo de (1,0), a probabilidade de
fixacao Ay(z,y) "7 1.

O resultado ao qual acabamos de nos referir segue como uma consequéncia do
seguinte resultado mais geral:

Teorema 4.16. Considere um processo de Moran com trés estratégias. Suponha que
existam s > 1, N* € N e x* € [0,1), tais que N > N* e « > x* implicam
+
ij
— > S8
para todo j € {0,1,,2,..., N —i}. Entao limy_.o An(z,y) =1 para todo (z,y) € A
com x > *.

Demonstracao: Considere a cadeia de comparacao definida pelo processo de
nascimento e morte especificado no Teorema 4.15 por (4.28). Pela Proposicao 4.13,
para todo = € [0, 1] fixo, 0 méximo e o minimo em j de 2N © Zﬁ\,x} j respectivamente

ocorrem no mesmo valor j(x) € {0,1,..., N —[Nz]}. Entao, temos
low +
e, = M _ Fivasn
T — plow - :
b[Nx] Z[Nx},j(m)
Agora considere x > z* e tome N suficientemente grande de modo que [N—Nx] > x*

e N > N*. Entao Tf]o\}‘;] > s para todo x > z*. Pelo Teorema 2.8, concluimos que
limpy_soo Wf]‘(}‘;} = 1, para todo x > z* e, pelo Teorema 4.15, ﬂff\}fv] < Q[N [Ny]» O que
conclui esta demonstracao. [ |

Nos resultados que se seguem usaremos a seguinte aproximagcao assintética para o
termo ZZ / Z;; que apareceu na demonstragao do Teorema 4.16,

(1 —2)F(z,y)
yG(r,y) + (1 —v —y)H(z,y)

Essa aproximagao pode ser obtida fazendo x = i/N e y = j/N e entao reescrevendo
o termo Z;; /Z;; de forma andloga ao que fizemos em (4.31). Dessa forma obteremos

o termo assintético R(x,y) mais corregoes que tendem a 0, quando N — oo.

Rz, y) = (4.32)
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Na Proposicao 4.17 a seguir faremos uma estimativa da diferenca entre Z;; /Z; e

R(E,4L).

N'N

Proposicao 4.17. Se (i,5) € Ay e Zg e Z;; sio definidos como em (4.14) e R ¢
dada por (4.32), entao existe um K positivo tal que

Zt ' K
‘Z” J )‘ <= (4.33)

R(N N N

Demonstracao: Usando as definicoes de Z;;» e Z; em (4.14), temos

Zy _ (1— ) fi

Zy kgt (-5 —hy

E entdo, usando também a definigao (4.32) de R, temos

Z i g,

z, My v = (434)

_ (1-%) {fij[%G(ﬁ, DY+ (1= & — SV H (L, )] = F(&, §)[dgi + (1 — & — %)h”]}
(%905 + (1= % — )l (%G %) + (1= % — 2 H (% %))

_ (1 B %)Qﬁng

e+ (=g = DhllECG )+ (=5 = HHG )] (4.35)

onde
o= (o rt ) [ - e )

P {6 3 gl + (L= = 2 H (5 5) — o}

Seja My = infyenming ey {9ij, hijs G, &), H(%, £)}. E facil ver que M,
é finito e positivo, basta observar as expressdes para g e h andlogas a (4.4) e a
continuidade das fungées G e H em A. Entao concluimos que o denominador de
(4.35) ¢ limitado inferiormente por (1 — +)2M7.

Queremos encontrar também uma cota superior para o numerador de (4.35). Para
isso tomaremos My = max(yen{F (z,y), G(x,y), H(z,y)}. My > 0, pois as fungoes
F, G e H sado continuas e positivas no compacto A. Usando novamente (4.4) e as
expressoes analogas para g e h, podemos afirmar que existe uma constante ¢ > 0, tal
que para todo N € N,

C

(|
e {IF (55 57) = ful. |G Gl |H (. 2~ by} <

2|

NN> N’
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Logo | n| < (1 — 4)22%.

Concluimos esta demonstracao utilizando os limitantes obtidos para o denominador
de (4.35) e para |¢; jn| e tomando K = 20(]\])[4—12)2. |

A seguir apresentaremos o resultado ao qual nos referimos no inicio desta secao,
onde fica claro a analogia entre os casos estocéastico e deterministico. Nos concentra-
remos no caso em que a estratégia A é um equilibrio de Nash estrito, mas resultados
completamente analogos valem também para as estratégias B e C.

Teorema 4.18. Considere um processo de Moran com trés estratégias, tal que a
estratégia A é um equilibrio de Nash estrito. FEntao existe x* € [0,1), tal que
limy 00 An(z,y) = 1, para todo (z,y) € A com x > z*.

Demonstragao: Para provar este resultado mostraremos que existem, s, N*
e =¥ satisfazendo as hipoteses do Teorema 4.16. O resultado seguird como uma
consequéncia direta do teorema mencionado.

Se a estratégia A é um equilibrio de Nash estrito, entdao F(1,0) > G(1,0) e
F(1,0) > H(1,0), veja (4.3), e, por continuidade, temos uma vizinhanga de (1,0) em
A em que a aptidao deterministica, F', é estritamente maior que G e H.

Tome 21 = inf{z € [0,1] : F(x,y) > G(x,y) e F(z,y) > H(z,y) Vytal que (z,y) €
A}. Escolha z* € (1,1) e defina A* = {(z,y) € Aja* <z < 1}.

Consideremos a aproximagao assintotica de Z;;/Z;; definida em (4.32),

(1 —2)F(z,y)
yG(r,y) + (1 —v —y)H(z,y)

R(z,y) =

Note que R(z,y) é continua em A\ (1,0).

Seja R* = inf« R(x,y). Afirmamos que R* > 1.

Para mostrar a afirmagao acima, defina S(z,y) = min {ggzz;, fl((zg))} S(z,y)
é uma funcao continua definida em A e, além do mais, S(z,y) < R(zx,y), para
todo (z,y) € A\ (1,0). Como F(x,y) > G(z,y) e F(x,y) > H(z,y) no compacto
A* = A* U (1,0), infa- R(z,y) > infy- S(z,y) > ming S(z,y) > 1. E portanto
R > 1.

Tome s =

K Dai, de (4.33),

(R*+1) e N* o menor inteiro tal que N* > =7

) )— &

N_

s ) zt o
para todo (i,j) € Ay, com § > 2" e N > N*, segue que 7 > R(+, 4

R* — K/(5%=) = s. Como todas as hipéteses do Teorema 4.16 sio satisfeitas,
concluimos que limy o, Ayx(z,y) = 1. [ |
No teorema 4.20 veremos um resultado mais fraco que seu analogo, Teorema

4.18, quando na vizinhanca do ponto A a estratégia A é a menos apta, ou seja,
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F(1,0) < G(1,0) e F(1,0) < H(1,0). No caso deterministico, essas hipdteses
nos dizem que o vértice A do tridngulo ABC é um repulsor, veja Secao 2.1 do
Capitulo 2. Em uma primeira analise, isso nos levaria a conjecturar erroneamente
que Ay (z,y) — 0, quando N — oo para pontos (z,y) € A suficientemente préximos
de (1,0). Vejamos a seguir um exemplo onde se vé que essa conjectura falha. Devido
a essa falha, o Teorema 4.20 acaba sendo mais fraco do que se poderia esperar em
uma primeira analise.
Consideremos o processo de Moran para trés estratégias, cuja matriz de pagamento
¢ dada por:
a b b
M=|c d d
c d d

com a, b, c e d positivos, a < c e d < b. Para essa matriz de pagamento é facil ver que
as aptidoes dos individuos do tipo B e do tipo C sao iguais em todos os estados da
cadeia, isto é, g;; = h;; para todo (i, j) € Ay. Também as aptidoes deterministicas
G(x,y) e H(x,y) sao iguais em A. Isso significa que os individuos dos tipos B e
C sao indistinguiveis. Na pratica, é como se a populacao fosse composta apenas
por individuos dos tipos A e B, ou equivalentemente por individuos dos tipos A e
C. E entao as probabilidades de fixagdo «;; podem ser calculadas por (2.13). As
desigualdades a < ¢ e d < b nos dizem que nenhuma das trés estratégias A, B ou C sdo
equilibrio de Nash. A desigualdade a < ¢ também implica F'(1,0) < G(1,0) = H(1,0),
que por sua vez, como veremos no Teorema 4.20, implica Zi‘; /Z; < s <1, para
i proximo de N. E se tomarmos d préximo o suficiente de 0, teremos L(1) < 0,
veja (3.17). Logo, pelo Teorema 3.18, temos que limy_,o, Ax(z,y) = 1 para todo
(x,y) € A com z > 0.

Antes de enunciar o proximo teorema, vamos fazer uma definicdo parecida com
a que foi feita para processos de nascimento e morte no enunciado da Proposicao
2.6. Se ¢ > ", definimos a;;;+ como a probabilidade da estratégia A se fixar partindo
do estado (i,7) sem nunca retornar aos estados (i*,k) com k € {0,1,...., N —i*}.
Analogamente, para © > z* e N grande o suficiente de modo que [Nz] > [Nz,
definimos AN\J:* (x, y) = Oé[Nm],[Ny}\[Nx*]-

Em nosso caminho ao Teorema 4.20, prosseguimos com um resultado andlogo ao
Teorema 4.16.

Teorema 4.19. Considere um processo de Moran com trés estratégias. Suponha que
existam s € (0,1), N* € N e 2* € [0,1), tais que N > N* e > x* implicam

7+
Y o<,
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Vi€ {0,1,...,N —i}. Entao
]\}%OAN\:E*(Z’JJ) :07

para todo (x,y) € A com x > x*.

A demonstracao deste resultado é analoga a do Teorema 4.16 e por esse motivo
serd omitida neste trabalho. Mas para que fique claro ao leitor, elucidaremos as
principais diferencas entre as provas dos dois resultados. Primeiramente devemos
considerar o processo de nascimento e morte de comparacao definido no Teorema 4.15
por (4.29) para obter cotas superiores para as probabilidades de fixac¢ao, ao invés de
cotas inferiores como fizemos no Teorema 4.16. E para concluir a prova do resultado
devemos usar o Teorema 2.9 seguido do Teorema 4.15.

O Teorema 4.20, abaixo, é o resultado mais préximo do que seria o analogo ao
Teorema 4.18. Vejamos:

Teorema 4.20. Considere um processo de Moran com trés estratégias. Se F(1,0) <
G(1,0) e F'(1,0) < H(1,0), entao existe x* € [0,1) tal que imy_ o0 An\g+(,y) = 0,
para todo (x,y) € A, com x > x*.

A demonstragao deste resultado também sera omitida pois se trata de uma mera re-
peticao das ideias utilizadas na demonstragao do Teorema 4.18. Mais especificamente,
para provar este resultado é suficiente mostrar que existem z*, s e N* satisfazendo
as hipoteses do Teorema 4.19 e entao usar o esse teorema. A existéncia de z*, s e
N* pode ser provada utilizando a Proposi¢ao 4.17 e as mesma ideias apresentadas no
Teorema 4.18 com algumas adequacoes.

No tultimo resultado desta secao, o Teorema 4.21, também trataremos do com-
portamento da fungao probabilidade de fixagdo numa regiao onde os individuos do
tipo A sao os menos aptos. No entanto, diferentemente do Teorema 4.20, agora essa
regiao fica localizada longe do ponto correspondente a fixagao da estratégia A.

Teorema 4.21. Considere um processo de Moran com trés estratégias. Se existir um
x* € (0,1] tal que F(z,y) < G(z,y) e F(z,y) < H(z,y), VY (z,y) € A com z < z¥,
entdo limy_,o, An(z,y) =0, para todo (x,y) € A com x < z*.

Demonstracao: Considere o processo de nascimento e morte de comparagao
definido no Teorema 4.15 por (4.29). Pela Proposicao 4.13, para todo z € [0, 1] fixo,
existe algum j(x) € {0,1,..., N — [Nz}, tal que

up + B
N _ D
[N:C] B bup o = )

Nal  ZiNn i)
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Defina o conjunto compacto A* = {(z,y) € A;z < z*}. Defina também R* =
maxy- R(z,y) e s = 3(R*+1), onde R(z, y) é dada por (4.32). Como F(z,y) < G(z,y)
e F(z,y) < H(z,y) em A*, segue que R* <1les < 1.

+

De (4.33) temos que % < s para todo (4,7) € Ay com N > &

e ﬁ < x*. Tome

s—R*
ij
r < z* e N suficientemente grande de tal modo que [N—Nx] <zx*e N> N* onde N* é
o menor inteiro tal que N* > S_I;*. Entao, para todo = < x*,

Ting <8 <1. (4.36)

Usaremos agora um argumento de dualidade, como fizemos em muitos momentos
para provar alguns resultados do Capitulo 3.

De (2.15) e (4.36), segue que Iy _|n,) > + > 1, para todo z < z*. Pelo Teorema
2.8, imy 00 TP y_|ng) = 1, para todo x < z*. Por fim tomando o limite de N — oo
na relacao (2.14), concluimos que limy oo Ty, = 0. u

E importante lembrar que quase todos os resultados apresentados até agora
referem-se a fixacao da estratégia A, mas também sdo véalidos para a fixacao das
estratégias B e C. Nestes casos, apenas fazemos os ajustes necessarios nas hipoteses
dos mesmos.

4.4 A evolucao do cooperacao com trés estratégias
do ponto de vista estocastico

Nesta secao usaremos alguns resultados provados até agora para compreender, do
ponto de vista estocédstico, alguns dos resultados obtidos em [21]. No artigo citado,
os autores apresentaram resultados para a dindmica do replicador em um modelo que
explicaremos a partir de agora para a evolucao da cooperagao em uma populacao
com trés estratégias.

Em 1992 Nowak e Sigmund publicaram um experimento computacional feito
com uma populacao formada por 100 tipos de individuos, cada um adotando uma
estratégia reativa para o dilema do prisioneiro infinitamente repetido (DPIR), veja
20].

O dilema do prisioneiro (DP) [12], é um exemplo cléssico da Teoria de Jogos onde
dois jogadores podem escolher entre cooperar ou trair seu adversario e um nao tem
conhecimento da escolha do outro. A matriz de pagamento é dada por

R S
M:<T P), (4.37)
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onde indexamos como tipo 1 e 2 os jogadores que escolhem as estratégias cooperar e
trair, respectivamente. O DP ¢é definido por elementos da matriz de pagamento que
satisfazem

T+S

T>R>P>S e R> > P.

Se houver repeticao da interagao entre os individuos, isto é, se ambos jogam o
dilema do prisioneiro mais de uma vez seguidamente, muitas estratégias sao possiveis.
Nessa situagdo, embora nao tenham informacgoes das escolhas das estratégias dos seus
adversarios na interagao atual do dilema do prisioneiro, os jogadores sabem quais
foram as estratégias utilizadas por seus oponentes na interacao anterior e podem definir
sua jogada atual com base nessas informacgoes. Esse tipo de estratégia é chamada de
estratégia reativa, [16, 17]. Uma estratégia reativa no dilema do prisioneiro repetido
é uma estratégia S = (p,q) com p,q € [0,1] caracterizada por dois pardmetros: p
(lealdade) e e q (perddo). Mais especificamente, p é a probabilidade do jogador escolher
cooperar tendo recebido uma cooperacao do oponente na rodada anterior e ¢ ¢é a
probabilidade do jogador escolher cooperar tendo recebido uma traicao do oponente
na rodada anterior.

O dilema do prisioneiro infinitamente repetido (DPIR) descreve uma situagao
em que os jogadores jogam o DP infinitas vezes. Se dois jogadores jogam o DPIR
utilizando as estratégias reativas S = (p,q) e S’ = (p/,¢’), respectivamente, com
(p—q)(p'—¢')| # 1, entdo, é possivel definir uma matriz de pagamento deterministica
para o DPIR através de uma média de infinitas interagoes, [16, 18].

Nowak e Sigmund resolveram a dinamica do replicador de forma numérica para
a populacao mencionada logo no inicio desta se¢do. No experimento de Nowak e
Sigmund, dentre as 100 estratégias reativas consideradas, apenas trés se destacaram.
O experimento numérico feito em [20] usou uma condigdo inicial de frequéncia 1/100
para cada estratégia e, apesar disto, apds pouco tempo decorrido, a frequéncia das
estratégias préximas de (0,0), chamada ALLD, somavam quase toda a populagao.
Tempo depois estratégias préximas de (1,0), chamadas ATFT (almost tit-for-tat),
ganharam forca e a frequéncia dessas estratégias chegou a atingir quase toda a
populagdo. Mas a estratégia vencedora foi a que os autores chamaram de GTFT
(generous tit-for-tat). A primeira estratégia que se destacou, ALLD, é adotada por
individuos que sempre traem, isto é, ALLD = (0,0). A segunda estratégia a se
destacar é a estratégia reativa ATFT = (p,q') cujos pardmetros de lealdade p’ e
perdao ¢' sao respectivamente préximos de 1 e 0. A terceira estratégia que obteve
destaque no experimento, GTFT, é uma estratégia reativa do tipo G = (1, ¢) com
q > ¢'. No trabalho citado, ¢ = 1/3.
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O problema da evolugao da cooperagao estudada em [21] é uma versdo simplificada,
mas matematicamente rigorosa, do experimento feito por Nowak e Sigmund em [20].
Em [21] os autores consideraram uma populacao com trés tipos de individuos adotando
apenas as estratégias reativas de destaque no experimento de Nowak e Sigmund,
isto é, ALLD, ATFT e G. Eles observaram que as estratégias que sobrevivem pela
dinamica do replicador dependem do valor do parametro de perdao ¢ dos individuos
G. Os autores de [21] provaram para populagdes como a que descrevemos acima a
existéncia de um limiar qgrpr para o parametro de perdao g tal que se ¢ < qarrr
entao o resultado do experimento de Nowak e Sigmund é valido. Mais precisamente,
mostram que se ¢ < gorrr, €xiste em A uma regido de area nao nula, tal que todas
as Orbitas da dinamica do replicador que comegam nessa regiao sao tais que somente
a estratégia G sobrevive quando ¢t — co. Nos referimos ao cenério onde a dinamica
deterministica aponta para a sobrevivéncia somente da estratégia G como cenario
onde acontece evolugdo total da cooperacao.

Com essa breve descricao do problema podemos finalmente estudar a dindmica
estocastica para a evolucao da cooperacao. Comecaremos considerando valores
numéricos fixos para os parametros utilizados em [21]. Os pardmetros considerados
foram tais que o pardmetro de perdao ¢ ficou abaixo do limiar qgrrr € portanto
tem-se evolugao total da cooperagdo. Com parametros fixados, obtemos a seguinte
matriz de pagamento

3.00 0.67 2.61
M=1 233 1.00 140 |, (4.38)
297 0.90 2.25

onde as estratégias G, ALLD e ATF'T foram respectivamente numeradas como 1, 2 e
3 na matriz de pagamento. Para simplificar a aplicagdo dos resultados presentes neste
trabalho, a numeragao acima adotada é diferente da encontrada em [21]. Lembramos
que G = (1,q), ALLD = (0,0) e ATFT = (p',¢'), com p’ préximo de 1 e 0 < ¢’ < q.
Para a matriz de pagamento M em questao utilizamos ¢ = 1/3, ¢ = 0.1 e p’ = 0.9.

Na Figura 4.2 vemos o comportamento de algumas oOrbitas da dinamica do
replicador para a matriz de pagamento M considerada. Todas as informacoes sobre
os parametros utilizados podem ser vistos na legenda da figura. Note que todas as
orbitas abaixo daquela que une os pontos Py e Po3 convergem para a estratégia A
enquanto que as orbitas acima desta mesma convergem para a estratégia B. Vemos
também na Figura 4.2 representados pelas linhas vermelha, azul e verde os pontos
onde as aptidoes deterministicas definidas em (4.3) sdo iguais duas a duas. Mais
explicitamente, a linha vermelha representa os pontos onde F' = G, a linha azul os
pontos onde G = H e a linha verde os pontos onde F' = H.

Analisando a matriz de pagamento dada por (4.38) é possivel concluir que as
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Figura 4.2: Temos aqui algumas ¢rbitas para a dinamica do replicador com matriz de
pagamento dada por (4.38). As estratégias A, B e C sdo as estratégias G, ALLD e
ATFT respectivamente. Os pardmetros para o dilema do prisioneiro (ver [21] ou [20])
sio T =5, R=3, P =1, S = 0. Também utilizamos G = (1, 3), ATFT = (0.9,0.1)
e ALLD = (0,0). Os tnicos equilibrios da dindmica sao os vértices do tridngulo e
também os pontos Py e Py3. C e Pa3 sdo pontos de sela, A e B sao atratores e Pjy
é um repulsor. A linha vermelha representa o conjunto de pontos nos quais F' = G.
Analogamente, nos pontos representados pela linha verde temos F' = H e na linha
azul, G = H.
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estratégias A e B sdao ambas equilibrios de Nash estritos, enquanto a estratégia
C nao é um equilibrio de Nash. Para nossa escolha de pardmetros, os resultados
apresentados em [21] garantem que nao existem pontos de equilibrio no interior do
tridngulo ABC. Também podemos ver em [21] que os pontos de equilibrios P e
P»3 sdo dados, respectivamente, pela intersecao da linha vermelha com o lado AB do
triangulo e da linha azul com o lado BC'. Como a linha vermelha representa os pontos
onde ' = G, o ponto de equilibrio P, divide o lado AB do tridngulo mostrado na
Figura 4.2 de modo que nos pontos acima de Pj5 o tipo B é mais apto que o tipo A
e abaixo de Py o tipo A é mais apto que o tipo B. Analogamente, no lado BC o
equilibrio P3 é tal que nos pontos acima de P,3, B é mais apto que C' e abaixo de
Py, C é mais apto que B. Ja no lado AC do tridangulo é facil ver que A é sempre
mais apto que C'. Que fique claro ao leitor que nas conclusoes acima, onde dizemos
que uma estratégia é mais apta que a outra, estamos considerando apenas as fungoes
de aptidao deterministicas, F', G e H. Muito embora, as mesmas conclusoes sejam
validas para as aptidoes estocasticas f, g e h, desde que o tamanho da populacgao, N,
seja suficientemente grande. Falaremos mais sobre isso logo adiante.

Ainda, olhando para a Figura 4.2, podemos ver que as linhas vermelha, azul e
verde dividem o triangulo ABC' em 4 regides, em cada uma das quais existe uma
relacao de ordem fixa entre as aptidoes. Nos pontos pertencentes a regido acima da
linha azul temos G > H > F', para os pontos compreendidos entre as linhas azul e
vermelha temos H > G > F, ja nos pontos entre as linhas vermelha e verde temos
H > F > G e, por fim, nos pontos abaixo da linha verde temos F > H > G.

Seja 7} a fragdo de individuos A no ponto em que a linha F' = H (verde) intercepta
o lado AB do triangulo ABC. Pela relacdo de ordem entre as aptidoes em cada
regiao temos que se x > z7, entao F' > G e F' > H. E pelo Teorema 4.18 concluimos
que para todo (z,y) € A com x > 27, limy_,oo An(z,y) = 1. A regido z > 7, onde
ja sabemos que a probabilidade de fixacao de A tende a 1, quando N — oo, esta
representada pela cor vermelha préxima ao vértice A no tridngulo do lado esquerdo
na Figura 4.3.

Analogamente, se y; denota a fracao de individuos do tipo B no ponto P,3, entao
sey >yi, G > H e G > F. Utilizando o anadlogo ao Teorema 4.18 para a estratégia
B, concluimos que limy_,o, By(z,y) = 1 para todo (z,y) € A com y > yi, isto é,
para todo (x,y) na regidao azul no tridngulo esquerdo da Figura 4.3.

Nosso objetivo é estudar a dindmica estocastica para o problema da evolucao
da cooperacao e esperamos ter, no limite de N — oo, algumas semelhancas com o
caso deterministico. Se compararmos o triangulo esquerdo da Figura 4.3, com as
orbitas da Figura 4.2 vemos que a regiao azul, onde provamos que a probabilidade de
fixacao de B tende a 1, representa grande parte da regiao onde as orbitas convergem
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C A C A

Figura 4.3: As linhas vermelha, verde e azul e os pontos Pjy € Ps3 sd0 08 mesmos
definidos na legenda da Figura 4.2. Lado esquerdo: Na regiao vermelha préxima
ao vértice A usamos o o Teorema 4.18 para provar que Ay(z,y) tende a 1 quando
N — oo. Analogamente, por um resultado analogo ao Teorema citado, provamos que
na regiao azul préxima ao vértice B, By(x,y) tende a 1 quando N — oo. Com alguns
argumentos numéricos provaremos que, além da regiao vermelha, limy o, Ax(z,y) =1
também na regiao cinza. Lado direito: As cruzes nos lados AB e AC indicam os
pontos de minimo em j de Z;Jf calculados numericamente para cada valor fixo de 7. A
matriz de pagamento utilizada foi a definida em (4.38) e o tamanho da populagao
considerado foi N = 200.
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para o ponto B. No entanto, a regiao vermelha onde provamos que a probabilidade
de fixacao de A tende a 1 é muito pequena com relagao a regiao onde as orbitas
convergem para o ponto A.

Outra conclusao interessante que podemos obter ¢é através da aplicagdo do Teorema
4.21. Se y; denota a fragdo de individuos do tipo B no ponto Pjs, entao para todo
y < y; temos G < F'e G < H. Utilizando o analogo ao Teorema 4.21 para a estratégia

B concluimos que By(z,vy) NZee para todo (z,y) € A com y < y5. Embora nao

possamos concluir que na regiao onde By(x,y) N2 0 a probabilidade de fixacao
A seja grande, este resultado, juntamente com a regido onde as 6érbitas na Figura
4.2 convergem para o ponto A, nos faz acreditar que deve ser possivel aumentar o
tamanho da regiao onde podemos provar que limy o, Ayx(z,y) = 1.

O Teorema 4.15 nos mostra que baseados na posi¢ao dos maximos e minimos em
j de Z;; e Z;;, podemos encontrar cadeias de comparagao e entdo obter cotas para as
probabilidades de fixacao. Nem sempre é necessario saber a localizagao exata desses
maximos e minimos para obter resultados interessantes, veja os resultados apresentados
na Secao 4.3. No entanto, como acabamos de ver, a utilizacdo dos resultados
apresentados na se¢ao anterior, apesar de possibilitar conclusoes interessantes com
relagdo a fixacado de B, deixou um pouco a desejar com relagao a fixacdo de A.
Mostraremos a seguir que usando a cota inferior do Teorema 4.15 ao invés do
Teorema 4.18, podemos aumentar a regiao onde limy_,. Ax(z,y) = 1. Mas para isso
precisaremos da localizacao exata dos minimos citados.

Um problema aqui ¢ que Z;; é uma funcao complicada que depende dos elementos
da matriz de pagamento M e dos parametros 7, j,w, N. Nao conseguimos entao
localizar rigorosamente para cada ¢ fixo o minimo em 5 de Z;]’- . Mesmo tomando uma
aproximacao deterministica para simplificar a expressar de Z;;- , como fizemos algumas
vezes neste trabalho, nao foi possivel mostrar qualquer estabilidade da localizacao
dos minimos de Zg , sob pequenas variagoes na matriz de pagamento. Por esse
motivo optamos por nao apresentar os calculos feitos para encontrar a localizacao
dos minimos do limite deterministico de Z;; , que sao longos e nao tao conclusivos
como gostariamos. Ao invés disso fixaremos a matriz de pagamento M dada por
(4.38) e calcularemos numericamente, para uma populagao de tamanho N = 200, a
localizacao do minimo em j de Z;Jf para cada i fixo. As localizagoes desses minimos
encontradas numericamente podem ser vistas no triangulo direito da Figura 4.3. Para
valores de N maiores as posi¢oes dos minimos, numericamente determinadas, nao
foram alteradas.

Se supusermos exatos os resultados numéricos obtidos, podemos aumentar a regiao
onde a probabilidade de fixagdo de A tende a 1. Seja x5 a fracdo de individuos A

no ponto Pjs e 3} a fracdo de individuos A no ponto em que o ponto de minimo de
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Z;;- muda do lado AB para o lado AC, veja Figura 4.3. Considere o processo de
nascimento e morte de comparacao definido no Teorema 4.15 por (4.28). Entao, pela
Proposicao 4.13, se x5 < + < 3 temos que

i(N — 1) fi N

low +
a - = Z’L i = - -
a ifin—i+ (N —1)gin—

)

i(N - i)gz‘,Nﬂ'
ifin—i + (N —4)gin—i

low __ r7— _
bi - Zi,N—i -

Logo, se 3 < & < af, rl* = dl** /bl = f; n_i/gin—i. Como % > 1 para
todo x > a3 (lembre que F' > G nessa regido), segue de (4.4) e expllv"essges andlogas
para g e h que r'®” > 1 para todo i tal que x5 < - < x%, desde que N seja
suficientemente grande.

Se & > x3 entao

2
N

al'ow _ Z+ _ 7'<N B Z')fLO
! 0 ifi,(] + (N — i)hi,o
e . .
blew _ Z_ Z(N — Z)hi,O

W07 o+ (N — )hig

Logo, como F' > H em todos os pontos do lado AC do tridngulo, os mesmos
argumentos usados anteriormente nos permitem concluir que rl°¥ = fio/hin—i > 1

A i
para todo i tal que 1 > w3, desde que N seja grande o suficiente.
Tome z* € (x3,x%) e defina os conjuntos compactos C; = {(z,1 —x) € A :

<z <ai}eCy={(x,0) € A:aj <z} Defina também R} = ming, {ggzg}

e Ry = ming, {fl(éz))} e tome R* = min{R;, R3}. Claramente R* > 1. Fazendo

s = %(R* + 1) é facil ver que se N é grande o suficiente entao r

low
)

> s > 1, para todo

x> z*. Do Teorema 2.8 tem-se que Ay (z,y) "= 1 para todo (z,y) € A com & > 2.

Como z* pode ser tomado tao préximo quanto se deseje de x5, entdo Ay (x,y) Nz

para todo (x,y) € A com z > x3.

Note que, considerando como exatos os resultados numéricos para os minimos em
. o~ N—00 , o~ o~
7 de Z;; , a nova regiao onde temos Ay(x,y) — 1 é dada pela unido das regioes
vermelha e cinza no tridngulo esquerdo da Figura 4.3.
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Capitulo 5

Conclusoes

No Capitulo 2 deste trabalho, apresentamos alguns resultados sobre processos de
nascimento e morte que, embora simples e intuitivos, nao aparecem na literatura.

No Capitulo 3 mostramos que no processo de Moran para uma populagao com
dois tipos de individuos apenas 5 dos 8 cenarios evolutivos classificados em [25]
podem de fato ocorrer se o tamanho da populagao for suficientemente grande. E
embora um estudo sobre o comportamento assintético das probabilidades de fixacao
ja tenha aparecido em [2], neste trabalho o tratamos com mais rigor matemaético.
Mais especificamente, notamos que o erro cometido ao trocar uma soma por uma
integral nem sempre é nulo quando a populacao tende a infinito e deve ser levado em
consideracdo para encontrar uma boa aproximacao assintética para a probabilidade
de fixacdo. Uma andlise para se ter uma ideia de quao boa é a aproximacao que
obtivemos pode ser feita através das Figuras 3.2 e 3.3. Nelas podemos observar
que a diferenca entre a probabilidade de fixagao Ily, calculada numericamente, e
a aproximagao assintdtica que obtivemos é muito pequena em pontos longe de x*.
E a regido préxima a x* onde a aproximagao é pior, vai diminuindo a medida que
o tamanho da populacao considerada aumenta. Os resultados apresentados neste
capitulo foram publicados em outubro de 2018, veja [6].

Acreditamos que uma grande contribuicao do estudo que fizemos para o processo
de Moran com trés estratégias no Capitulo 4 venha da ideia de utilizar acoplamento
de processos estocasticos para conseguir cotas para as probabilidades de fixacao.
Mostramos através dos Teoremas 4.10 e 4.11 que, sob certas condi¢oes, podemos
encontrar cotas inferiores e superiores para as probabilidades de fixacao «a, 3 e 7.
E provamos também, no Teorema 4.15, que as hipdteses dos dois teoremas citados
podem sempre ser satisfeitas. Entao sempre podemos encontrar cotas inferior e
superior para qualquer uma das trés probabilidades de fixacao. Sabemos que as cotas

109



para as probabilidades de fixacao obtidas a partir da receita geral apresentada no
Teorema 4.15 podem nao ser muito titeis em alguns casos. Por exemplo podemos
encontrar cotas inferiores proximas de 0, ou cotas superiores proximas de 1. No
entanto, a partir desta mesma receita geral conseguimos provar resultados muito
interessantes. Mais especificamente, provamos que se o tamanho N da populacao for
suficientemente grande, algumas estratégias podem se fixar ou ser extintas com uma
grande probabilidade, veja Segao 4.3.

Na Segao 4.4 aplicamos os resultados obtidos a um problema concreto. Queriamos
entender como era a dinamica estocastica em um modelo de evolugao da cooperagao
abordado em [21]. Esta aplicagdo mostrou primeiramente como os nossos resultados
obtidos nas se¢oes anteriores podem ser tteis, pois, de imediato, conseguimos encontrar
regioes onde as probabilidades de fixacdo ou extin¢ao de determinadas estratégias
sao grandes. Mas ao tentarmos encontrar uma regiao maior em que a probabilidade
de fixacao da estratégia G fosse grande, para uma melhor analogia com o caso
deterministico, esbarramos na dificuldade de determinar os pontos de minimo em j
de Z;;- , quando 7 esta fixo. Isso mostra a dificuldade real de se utilizar a receita do
Teorema 4.15, tornando mais fracos nossos resultados.

Ao comecar a trabalhar com processos de Moran para trés estratégias, tinhamos
um desejo otimista de obter uma classificacdo completa para todos os comportamentos
possiveis, como a de [25] para duas estratégias, e a apresentada em [4] para a dindmica
do replicador com trés estratégias. Estamos conscientes de quao longe estamos de
atingir este objetivo, mas até o momento conseguimos provar muitos resultados
interessantes nessa linha. Os resultados apresentados no Capitulo 4 foram submetidos
a uma revista em novembro de 2018 e também estao disponiveis no arXiv, veja [10].
Acreditamos que estes resultados sejam um bom ponto de partida para impulsionar
pesquisas futuras.
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