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Resumo

Classicamente, uma wavelet é uma funcio ¢ € L?*(R), tal que o conjunto de funcoes
{jr(z): j,k € Z}, onde ¢ (x) = 279/24)(27 x — k), forma uma base ortonormal para o espaco
L?(R). Uma classe de wavelets particularmente importante sio as wavelets de Daubechies, y,
as quais constituem uma familia de wavelets a um parametro N, onde N € N. Para cada N, a
wavelet n1) possui as seguintes propriedades: o tamanho do seu suporte é 2N — 1, seus momentos
de ordem 0, --- ; N —1 sao nulos e sua regularidade cresce com N. A regularidade de uma wavelet
é importante em compressao de dados, por exemplo, em imagens a qualidade visual depende da
regularidade da wavelet utilizada.

Nesta dissertacao, construiremos as wavelets nyv e, a partir de estimativas do decaimento
da transformada de Fourier de y¢, onde ny¢ é a funcdo de escala associada & n, seguindo as
referéncias Daubechies [1] e Volkmer [2], analisaremos a regularidade de . Mais precisamente,
para = n+ f,onde n € Ne 0 < g < 1, seja C%R) o conjunto de todas as fungoes f
que sdo n vezes continuamente diferenciaveis e tais que a sua n-ésima derivada f(™ ¢ Holder

continua com expoente . Seguindo Daubechies [l]|, mostraremos que y¢ € C*V(R), onde
aN _ 4 log 3
N—ooo N 2log?2
pequenos de N. Por outro lado, o indice de regularidade da transformada de Fourier de no,

~ 0,2075. Obtemos também cotas inferiores para ap para valores

denotado por yy, ¢ o supremo sobre todos os ~y tais que [*_(1+ |w|)7|p(w)| dw < 0. Seguindo
Volkmer [2], obtemos cotas inferiores e superiores para 7y, 0 que nos permite reproduzir o
limite acima de uma maneira mais simples. Além disso, melhoramos a cota inferior para 5 e

encontramos uma cota superior para 0 mesmao.



Abstract

Classically, a wavelet is a function 1 € L*(R), such that the set of functions {¢; x(z) : j, k € Z},
where 1 ,(x) = 27%(2_j:c — k) constitutes a orthonormal basis for space L?(R). A particularly
important class of wavelets is the wavelets of Daubechies, nt, which constitute a family of
wavelets at a parameter N, where N € N. For each N, a wavelet y has the following properties:
the size of its support is 2N — 1, its moments of order 0,--- , N — 1 are null and their regularity
grows with V. The regularity of a wavelet is important in data compression, for example, in
images the visual quality depends on the regularity of the wavelet used.

In this dissertation, we will construct the wavelets yv and from estimates of the decay of
the Fourier transform of y¢, where n¢ is the scaling function associated with ), following the
references Daubechies 1] and Volkmer [2], we will analyze the regularity of 1. More precisely,
for « = n+ 3, where n € N and 0 < 8 < 1, be C*(R) the set of all functions f which are n
times continuously differentiable and such that its nth derivative f( is continuous Hélder with
exponent (. Following the article of Daubechies [1], we will show that yi € C*V(R), where

lim &Y — log 3

Nooo N ~ 2log?2
On the other hand, the regularity index of the Fourier transform of y¢, denoted by vy, is the

~ 0,2075. We also obtain lower bounds for ap for small values of N.

supreme overall v such that [ (1 + |w])7|¢(w)| dw < co. Following Volkmer [2], we get lower
and upper bounds for vy, which allows us to reproduce the above limit in a simpler way. In

addition, we improved the lower bound for «5 and found an upper bound for it.
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Capitulo 1

Introducao

Wavelets sao ferramentas mateméaticas que se tornaram muito importantes em aplicacoes
nos dias atuais. Elas nos permitem decompor uma funcdo em componentes correspondentes as
diferentes escalas ou resolucdes, hierarquicamente, indo das escalas menores, correspondentes aos
detalhes mais finos e delicados, as escalas maiores, correspondentes aos detalhes mais grosseiros.

Existem dois tipos de wavelet: continua, que é andloga & transformada de Fourier e usada
principalmente em andlise e caracterizacao de detalhes de sinais; e discreta, que é andloga a
transformada de Fourier discreta e mais apropriada para a compressao e remocao de ruidos de
sinais. Nesse trabalho, nos limitaremos ao estudo das wavelets discretas.

Uma importante diferenca entre a transformada de Fourier e a transformada de wavelet sdo
as propriedades de localizacdo no tempo, por meio de translagoes, e na frequéncia, através de
dilatagoes, que as wavelets possuem. A transformada de Fourier é ineficaz para aproximagoes
de funcgodes muito localizadas, devido ao fato das funcdes seno e cosseno, que sao usadas nessa
transformada, ndo serem locais.

A primeira wavelet foi introduzida por A. Haar [3] em 1910. Apesar da sua simplicidade, dela
possuir suporte compacto e da sua importancia em varias aplicacdes a processamento e analise
de sinais, especialmente na compressao e remocao de ruidos de dados, ela nao é continua, o que é
um limitante em muitas aplicacoes, por exemplo, em compressao de dados, onde a regularidade
é importante. Durante varios anos, a wavelet de Haar foi a unica wavelet de suporte compacto
conhecida.

No final da década de 80, inspirado no trabalho de Stephane Mallat |1| em processamento
digital de imagens, Yves Meyer |5] construiu a primeira wavelet nao-trivial (suave). Ao contrario
das wavelets de Haar, as wavelets de Meyer sdo continuamente diferencidveis, porém elas niao
possuemn suportes compactos.

Poucos anos mais tarde, Ingrid Daubechies, em [1], baseada nos trabalhos sobre anélise de
resolucao em escalas miltiplas de Mallat [6] e Meyer, construiu uma familia de wavelets a um
pardmetro N € N com suportes compactos, denotada por y, onde para cada N a correspondente
wavelet tem suporte em [0,2N — 1], seus momentos de ordem 0,1,--- , N — 1 sdo nulos e a sua
regularidade cresce com N. O ntimero de momentos nulos e a regularidade de uma wavelet, sao
importante em aplicacdes, por exemplo, em compressao de dados. Quando compactamos uma,
imagem, a qualidade visual depende da regularidade da wavelet, enquanto que a habilidade de

compressao depende do nimero de momentos nulos.



Em [1], além da construgao das wavelets y1, Daubechies também obtém as suas regularidades

(que ndo sdo Otimas) para os primeiros valores de N e mostra que, para N grande, y¢ € C*V,

de lim &N log 3
onde lim — =1-—_—"—.
N—oo N 2log2
Em Volkmer [2], usando argumentos bem mais simples que os de Daubechies [1]|, mostra-se
—~ log 3
que o indice de regularidade de ny¢, denotado por vy, satisfaz lim N _q = i. Além
N—oo N 2log 2

disso, ele mostra que 2¢p € C72, onde 0,51109 - -+ < 5 < 0,52739--- .

Em ambos trabalhos [1] e [2], a regularidade de ¢ é obtida através do estudo do decaimento
da transformada de Fourier da funcdo de escala y¢, associada & wavelet ), visto que ambas
tém a mesma regularidade e a construcao desta passa primeiro pela construgdo daquela.

Um dos inconvenientes das técnicas usadas em [1] e [2] reside no fato que a transformada de
Fourier nos da regularidade global, embora existem pontos onde n¢ seja muito mais regular que
em outros. A analise mais fina (local) da regularidade pode ser obtida por métodos mais diretos
[7], embora eles se tornem mais complicados & medida em que N cresce.

Nesta dissertacao apresentamos um estudo detalhado das regularidades das wavelets de
Daubechies usando duas abordagens distintas: a primeira, desenvolvida por Daubechies [1]| e
a segunda, apresentada por Volkmer [2].

Essa dissertacao é organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos as ferramentas
matematicas e definicdes necessarias para o desenvolvimento deste trabalho. No Capitulo
3, introduzimos o conceito de anéalise de resolucdo em escalas multiplas (ARM), que é um
referencial onde wavelets sdo entendidas e construidas de maneira natural. Ainda nesse
capitulo, construfmos as wavelets de Daubechies a partir de um filtro mg. Como as wavelets de
Daubechies herdam as propriedades de regularidade das suas funcoes de escalas, a nossa analise
é feita diretamente sobre essas, através das estimativas dos decaimentos de suas transformadas
de Fourier. Dedicamos os Capitulos 4 e 5 aos artigos de Daubechies [I] e Volkmer [2],
respectivamente, obtendo os resultados citados acima correspondentes. Valendo a pena ressaltar
que no Capitulo 4 usamos duas técnicas distintas: na primeira, o decaimento de ];;ﬁ é estimado

via for¢a bruta e, na segunda, via ciclos invariantes.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos, defini¢Ges e notacoes da teoria de
integragao, andlise funcional, séries e transformadas de Fourier e analise combinatoria, que serdo

muito utilizados ao longo do trabalho.

2.1 Analise Funcional

Todos os resutados expostos nessa secdo e as suas demonstragdes podem ser vistos em livros
textos como Kreyszig [¢]. Falaremos um pouco sobre os espacos de Hilbert e ortogonalidade,

conceitos que nos serdo muito tteis na definicao e construcao das wavelets nos capitulos seguintes.

Definigao 2.1. Dizemos que um espago métrico normado (X, ||-||) é completo se toda sequéncia

de Cauchy em X converge para um elemento de X com relagdo & métrica induzida pela norma

d(z,y) = ||z —yll

Defini¢ao 2.2. Um produto interno em X é uma fun¢do (-, ) : X x X — F, onde F' = R ou

C, que satisfaz as seguintes condicoes:
i) (u,u) >0e(u,u) =0<u=0.
i) (u+wv,w) = (u,w) + {y,w).

iit) {(au,v) = alu,v).

iv) (u,v) = (v,u).

Um produto interno em X define uma norma em X dada por

ull = V/(u, w).

Essa norma é chamada de norma induzida pelo produto interno.

Proposicdo 2.1 (Desigualdade de Cauchy Schwarz). Sejam (V,(-,-)) um espago com
produto interno e u,v € V. Entdo,
[(w, v)| < [lul] [[v]]-

A igualdade acontece se, e somente se u e v forem linearmente dependentes.



2.2. TEORIA DE INTEGRACAO

Definicao 2.3 (Espaco de Hilbert). Um espaco com produto interno (H, (-, -)) é dito ser um

espaco de Hilbert, se ele é completo com relacdo a norma induzida pelo produto interno.

Defini¢ao 2.4. Dizemos que dois vetores u,v € H sdo ortogonais se (u,v) = 0.
Dado um conjunto V C H definimos o seu complemento ortogonal, denotado por V-,

como o conjunto de todos os vetores u € H que sdao ortogonais ao conjunto V, isto é,
Vi={ueH: (uv)=0 YveVl
Teorema 2.1. Seja V um subespaco fechado de um espago de Hilbert H. Entdo,
H=VaeV

O teorema acima nos diz que dado u € H existem tnicos elementos v € V e w € V1, tais
que

uU=v+w.
O vetor v é chamado a projecao ortogonal de v em V.

Defini¢ao 2.5. Dizemos que um conjunto de elementos V' = {v; : ¢ € I} em H, para um
conjunto I de indices, é ortonormal se seus elementos forem dois a dois ortogonais e todos eles

possuirem norma igual a 1 ou, equivalentemente, se (v;,v;) = d; j, onde §; ; & o delta de Kronecker.
) ’ © Y VA b

2.2 Teoria de Integracao

Os resultados apresentados nesta secao bem como suas demonstracoes, podem ser encontrados
em Bartle [9]. Introduziremos os espagos Ly, em especical o caso p = 2, que serd de extrema
importancia nos capitulos seguintes. Usaremos a medida de Lebesgue e, assim, X serd um
subconjunto de R.

Na teoria de medida e integragdo, a terminologia em quase todos os pontos é muito
utilizada. Dizemos que uma certa propriedade acontece em quase todos os pontos (q.t.p), para

dizer que ela ocorre em todos os pontos x € X, exceto em um conjunto de medida nula.

Lema 2.1 (Lema de Fatou). Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis e ndao

/ (liminf f,)dp < liminf </ fnd,u> .
X X

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fn)nen uma

negativas. Entao

sequéncia de funcdes integrdveis e que converge em quase todos os pontos de X para uma funcdo

mensurdvel f. Se existir uma fungao integrdvel g, tal que |fn(z)| < g para todo n € N, entao f é

/fd,u: lim/fnd,u.

Dizemos que duas funcgdes sdo equivalentes se elas diferem apenas em um conjunto de

mensurdvel e

medida nula.



2.3. ANALISE DE FOURIER

Definicao 2.6. Definimos o espago Ly, 1 < p < oo, como o conjunto de todas as p-classes de
equivaléncia das fun¢oes mensuraveis f, tais que [ |f|Pdp < co.
A funcdo || - ||, : X — R4 definida por

11l = (/X fPdp < Oo),,

define uma norma em L, e o torna um espago normado completo.

Com abuso de notagao, consideraremos os elementos de L, como func¢oes e nos referiremos a

uma classe de equivaléncia em L, como uma "funcao" em L.

Definicao 2.7. Dizemos que uma sequéncia de fungdes (fy)nen em L, converge em L, para
[ € Ly, se para todo € > 0 existir N(e) € N, tal que se n > N(e) entdo

||fn_f”p: (/’fn—ﬂpd,u)p < €.

Veremos, abaixo, dois exemplos de espacos normados particularmente interessantes e que

serdao muito utilizados ao longo do texto.

Exemplo 2.1 (Espago L2(R)). Quando p = 2 temos o espago La(R), que & um espaco de

Hilbert com a norma induzida pelo produto interno definido por
oo —_—
(o) = | ra)gtos
—00

onde f,g € La(R).

Exemplo 2.2 (Espago [3(Z)). Chamamos de I3(Z) o conjunto das sequéncias complexas com

indices inteiros que tem quadrados somaéveis, isto &,

12(Z) = {(zn)nez : zn € C, Z |zn|? < oo}
nez

Dadas as sequéncias * = (Tn)nez, ¥ = (YUn)nez em l2(Z), definimos o produto escalar delas

como

<$7 y> = Z TnYn-

nel

A norma em l3(Z) induzida pelo produto interno acima é

1
2
||| = (Z \an) :
nekl

Com essa norma o espago l2(Z) é um espago de Hilbert.

2.3 Andalise de Fourier

Nesta secao veremos algumas defini¢oes e propriedades das séries e da transformada de

Fourier, que serdao ferramentas muito importantes e bastante utilizadas no restante do trabalho.



2.3. ANALISE DE FOURIER

Mais detalhes e algumas demonstragoes omitidas podem ser encontrados em livros textos como

Figueiredo [10] e Reed and Simon [11].

2.3.1 Séries de Fourier
Seja La(]0,2L]) o espago das fungdes periodicas de periodo 2L, tais que f02L |f(2)|?dx < .

- L
E facil ver que o conjunto €~ neZ} éortonormal em Ls([0,2L)).

V2L’
Dada uma funcao f(x) € L2([0,2L]) a série

inmTT
g cpe L,

ne”

com o0s ¢, dados por
1 2L

n:ﬁ 0

_inmx

flx)e” 17 du,

C

é chamada série de Fourier de f.

inmTx

Teorema 2.3. Se f € Ly([0,2L]), entio a sequéncia S0, c.e”T converge para f em
Ls([0,2L)]), quando M — oc.

No que segue veremos algumas defini¢bes e resultados sobre a convergéncia das séries de

Fourier. Mais detalhes e as demonstracoes omitidas podem ser vistos em Iério [12].

Definigao 2.8. Uma fungao f é dita ser seccionalmente continua em [a, b] se existir uma parti¢ao
a=mxy <z < < xy = b do intervalo [a,b] tal que f seja continua em cada subintervalo
(zj,2j+1), 0 < j<n—1eque f(x) tenda a um limite finito quando = € (z;,z;11) tende a x;
ouazjt, 0<j<n-—1

Claramente, toda funcao continua é seccionalmente continua.

Denotemos por SCper(2L) 0 espaco das fungdes reais periddicas de periodo 2L que s@o
seccionalmente continuas em qualquer intervalo [a, b]. Analogamente, denotemos por Cper(2L) 0
espaco das funcoes f : R — R continuas e peridédicas de periodo 2L.

Dados f € SCper(2L) € mg € R, denotamos por f(zd) e f(zy) os seguintes limites laterais

f(:ca') = lim f(z), f(zy)= lim f(x).
I-).TO I-}CEO
Teorema 2.4. Seja f € SCper(2L) e suponha que f € diferencidvel, a menos de um nimero

finito de pontos, em (—L,L) com f' € SCper(2L). Entdo, qualquer que seja x € R, a série de
f@®) + f(a7)

Fourier de f no ponto x converge a 5

Teorema 2.5. Suponha que f € Cper(2L) € diferencidvel em (—L,L) a menos de um nimero
finito de pontos, com f' € SCper(2L). Entao a série de Fourier de f converge uniformemente em
R para f.



2.3. ANALISE DE FOURIER

2.3.2 A transformada de Fourier

Definicao 2.9. A transformacdo F : L?(R) — L?(R) definida como

flw) = F(f)w) e " f(x)dx

vl

¢ uma bijecdo, chamada de transformada de Fourier de f.

Teorema 2.6 (Plancherel). Para quaisquer f,g € Lo(R), temos

<f7g> = <f7g>7
em particular,

1£112 = [f]]2-

Definicao 2.10. A formula de inversdo para a transformada de Fourier ¢ dada por

f() ¢ fl (2.1)

\/ 27 /
onde a igualdade acima vale em quase todos os pontos.

Note que se f € L'(R), entdo a sua transformada de Fourier ¢ uniformemente limitada, ou

seja, ]f(w)] < \/%Hfﬂl, para todo w € R. Além disso, dados a,b € R, vale

F(f(az +0)(w) = e F () (£)). (2.2)

|al a
2.3.3 Decaimento da transformada de Fourier e regularidade

Suponha que f € L'(R) e defina

o= [ i

Entao [g(x)] < ﬁﬂf\h Além disso, como

zwm zwh £
ola+h) = g(e) = —= =/ 1) fw)dw,

lewr(eih — 1)f| < 2|f(w)] € LYR) e }llii%ei“’x(ei“’h —1)f(w) = 0, segue do Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue que g é continua em todos os pontos. Em particular,
se f for continua em todos os pontos, entdo devemos ter f(x) = g(x) em todos os pontos, uma
vez que f e g sdo ambas continuas em todos os pontos e f(x) = g(x) em quase todos os pontos.
Portanto, (2.1) vale para todo x.

Em nossas aplicacgoes, a funcao f serd a funcdo de escala y¢, onde N > 2, portanto ny¢ é

continua em todos os pontos e tem suporte em [0,2N — 1]. Em particular,

1 o iwr
NOle) = = / o), (2.3)



2.3. ANALISE DE FOURIER

para todo x.
No que se segue, para simplificar as notagoes, por ¢ estard implicito y¢, para algum N > 2.
Suponha que wo(w) € L(R), entdo

¢($ + h’) ¢ zwa: e h 1) 2
Y \ﬁ/ W ——¢(w)dw.

(eiwh _ 1) R

Como |e“‘”” 71)(;5( )| < |lwo(w)| € LY(R) e }lLiI% ewr (W) = iwe™Tp(w), segue
—

do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

o k) — b
¢(z) = fim h \/ﬂ/

Ou seja, ¢ é derivavel em todos os pontos e podemos obter a derivada de ¢ a partir da féormula

Zwl‘¢ )

de inversdo (2.3), passando a derivada para dentro da integral. Além disso,

¢ (x+h)—¢(x e — 1) (w)dw

= L

Como [e™?w(eh — 1)p(w)| < 2lwo(w)| € L'(R) e lim e (eh — 1)p(w) = 0, segue do
_>

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
lim (¢(z + h) — ¢/(x)) =0,
h—0
o que mostra que ¢’ é continua em todos os pontos, ou seja, ¢ € Cl(R).
Em geral, se w”q@(w) € L'(R), onde n € N, entdo usando os argumentos acima, podemos
mostrar que ¢ € C"(R).
Suponha que w®d(w) € LY(R), onde o = n + 3, onde n € N e 8 € (0,1). Em particular,
w"dg(w) € L'(R), logo, pelo exposto acima, segue que ¢ € C"(R). Além disso,

d)(n) (:U + h) ¢(n n zwx (eiwh — 1)

hP \/27‘(‘ / hf

iwh 1

d(w)dw.

1g| < 21 ﬁ,|se13}5w/f12/‘§ Wwd(w)] e W < C, onde C ¢ uma

Como |(iw)"e™® (e

constante, entao

|¢(n)(x—|—h) — ¢ (@)| _ ], =

C
n? = Var

Portanto,
|60 (@ + B) = 6(@)| < CInP?,

o que mostra que ¢{™ é Holder com expoente 3. Ou seja, ¢ € C™(R) e ¢ é Holder com

expoente .



2.4. ANALISE COMBINATORIA

2.4 Analise Combinatoria

Os resultados exibidos nesta secdo e as suas demonstragoes podem ser encontrados em
Morgado e outros [I3]. As propriedades dos numeros binomiais que apresentaremos aqui
serdo muito Uteis para demonstrarmos algumas propriedades dos polindomios que definiremos

no Capitulo 3.

Definicao 2.11. Sejam n, k € N. O niimero binomial (Z) é dado por

(o) =

Lema 2.3 (Relagao das Combina¢oes Complementares).

(Z):Cﬂ:k)

Lema 2.4 (Teorema das Diagonais).
n+k n+k+1
() -0

k .
+ +1
> ()= ()+ ()
=0~ 7
). Entao, temos:

= (77

Lema 2.2 (Relagao de Stifel).

Demonstragdo: Defina S, = Y.

k1 .
n+1+
Snilkl = Z ( . j)

=0~ 7

k .
+l4k41 S (rrt
(n k+1 ) (n ] ]>

§=0 J
<n+k+2

k .
(n+j+1)!
k1 +Z::0

jl(n + 1)!

)
)
D) S
)
)
)

n+k+2 n+k+1
+ [5n+1,k+1 - ( ) - < f ﬂ + Snp (2:4)

10



2.4. ANALISE COMBINATORIA

Note que
S C E 14y _§ ntl+g\ | (ntk+1), (n+k+2
n+lk+1 = : j T2 j k k+1
+

1 n+k+2
)< (")

i (! C(n+k+1\  (ntk+2
(= Dl(n+ 1)1 TrrbkH k k+1 )

Portanto, substituindo em (2.4), obtemos

n+k+1 n+k+1
Snt1k+1 = Snt1k+1 — < f > +Snk = Spk = < I >
[
Lema 2.5. Dadosn € N ey € R, temos
> < ] j) [/ (1—y)" T+ (1 —y)y] =1
0 J
j=
Demonstragao: Defina A, ; = (";”) Entao, pelo Teorema das Diagonais, (ver Lema 2.4),
segue que Z?:o Apj = Apyik-
Defina Sy (y) = "7 Anjly? (1 — )" + 4" (1 — y)7]. Note que:
So(a) =(1—a)+a=1, VaeR.
Assim, se mostrarmos que S,(a) = Sp+1(a) para todo n € N, teremos o desejado. Para

mostrar isso, inserimos repetidos fatores [(1 — a) + a| na soma, da seguinte maneira:

Sp-1(a) = ZAn 15007 (1 —a)" +a™(1 — a)’]
= An 1 0[(1 —a)"+a" |+ Ap_11fa(l—a)"+a"(1—a)] +
+2An 1167 (1 — a)" + a™(1 — a)’]
= An 1 o[(l —a)" +a"|[(1 —a)+a] + Ap-1afa(l = a)" + a"(1 — a)] +
+2An 15la? (1 —a)" +a™(1 — a)’]
= An 1 o[(l —a)" +a" M + (A0 + Apor)a(l — @) +a"(1 - a)] +

+2An 15la7 (1 = a)" + a™(1 — a)’]

11



2.4. ANALISE COMBINATORIA

(2.5)
= An’()[(l — a)"“ + a"“} + (An 1,0 T An 1 1)[ (1 — a)” + a”(l - a)][(l — a) + a] +

+ A, 12[a*(1 —a)" + a™(1 — a)? +2An 1la? (1 = a)" + a™(1 — a)’]

= An,O[(l — a)""H + a"“} + (An,1’0 + An,l’l)[a(l — (I)n+1 + a”“(l — a)} +
—i—(An 1,0 + An 1,1 + An_ljg)[aQ(l — a)" + a"(l — a)2] +

+ZA” 1,4l@ J(1—a)* +a" (1 —a)]

= An,o[(l —a)" ¢ a”“} + (An—10+ Ap—11)[a(l — a,)”Jrl + a"+1(1 —a)
+(An—1,0 + An_171 + An_l’g)[CLZ(l — a)" + a"(l — CL)Q][(l — CL) -+ CL] +

n—1

+A, 1301 —a)" 4+ a"(1 — a)’] + Z Ap1la?(1—a)" +a™(1 — a)] (2.6)
j=4

Continuando o processo acima e usando que para todo n € N vale,

2n —1 2n —1 2n —1 2n —1 2
2Ann—1 :Ann—l +Ann—1 = " + " = " + " = " = Anrm
’ ' ' n—1 n—1 n—1 n n '

voltando na igualdade (2.6) obtemos,

|
-

n

Sp_1(a) = Ayl (1 —a)™t a1 —a)i] + 2 Z Ay ypla™(1 —a)"]
j=0
n—1 . )
= Apjld? (1 —a)"™ +a" (1 — a)] + 245 n-1[a"(1 — a)"][(1 — a) + ]

j=0

n—1 4 )

= > Apjld(1—a)" +a" (1 —a)]+ Appla”(1— a)" 4+ " (1 - a)"]
j=0

n

= DAl - a1 - a)]
=0
= Sp(a).
Assim, Sp,—1(a) = Sy(a) para todo n € R. Portanto,

Sp(a) =---=8S1(a) = So(a) =1, Va € R,

isto é,

y <n H) [y (1 —y)" (1 - y)] = 1.
0

12
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2.5 Outros Resultados

Nesta secdo apresentamos resultados gerais que serdo tteis no decorrer do trabalho. Os
resultados que nao estao demonstrados contém referéncias de onde suas demonstragoes podem

ser vistas.

Lema 2.6 (Teorema de Bézout, [I1]). Sejam p1 e pa dois polindmios de graus ny € N* e
ne € N* respectivemente, sem nenhum zero em comum. Entdo existem tinicos polinémios q1 e qa

de graus n1 — 1 e no — 1 respectivamente, tais que

p1(2)q1(z) + p2(2)ge(z) = 1.

Lema 2.7 (Lema de Riesz, [11]). Seja A um polinémio trigonométrico positivo invariante para

a substituicdo £ — —&; A € necessariamente da forma

M
A6 = Z A cos(mg), com a,, € R.

m=0

Entao, existe um polinémio trigonométrico B de ordem M, isto €,

M
B(¢) = Z bme™S, com by, € R,
m=0

tal que
[BE* = A(©).

Lema 2.8 (Formula de Stirling [15]). Seja n € N. Entao,
n! = \/ﬂn”'*'%e_”ern,

1
onde 1, satisfaz a sequinte desigualdade o1 <r,< Ton

sen(z) '

o0
Lema 2.9. Dado z € R, z # 0, temos que H cos(2772) =
j=1

z

Demonstragao: Sabemos que sen(2w) = 2 sen(w) cos(w). Iterando essa relagdo n vezes, obtemos

sen(z) = 2sen (g) cos (%)
= 22gsen (1) cos (Z) Ccos <§>
- e (Doe(Doe (=3
= 2"sen <2in> ﬁ Cos(2_jz)

i=1

13



2.5. OUTROS RESULTADOS

Portanto,
n
H cos(277) sen(z) _ sen(z)
j=1 2™ sen (i> sen (i>
2n 2n
z z
on
. sen(w) . . .
Como hn%) = 1, fazendo n — oo na igualdade acima, obtemos o resultado desejado. =
w—r w

14



Capitulo 3

As wavelets de Daubechies

Neste capitulo daremos a definicao geral de wavelets, introduziremos o conceito de analise de
resolugao em escalas miultiplas (ARM) e comentaremos sobre algumas propriedades gerais dessas,
que serdo muito utilizadas ao longo do texto. Em seguida, apresentaremos como construir uma
ARM a partir de mg, que serd dado em (3.20) e, por fim, passaremos para a construcao das

wavelets de Daubechies.

3.1 Introducao as wavelets

Usaremos a definicao classica de wavelets, que nos conduz as chamadas wavelets de primeira

geragao, construidas a partir das operagoes de translagao e dilatagdo de uma tinica funcao.

Definicao 3.1. Classicamente, definimos uma wavelet como uma fungdo ¢ € Lo(R) tal que a

familia de funcgoes _
{Wjn(e) =27292 e —k) 1 j,k € Z}

seja uma base ortonormal para La(R).

Observe que, pelo fator de normalizagao 2-% na defini¢ao de v, temos, para todo j,k € Z,
que ||| = ||¥jk]|- Dai, se [[¢|| = 1, entao |[¢jx|| = 1 para todo j,k € Z. Da definicao acima
segue que se ¢ ¢ uma wavelet, entao v; ;, para quaisquer j, k € Z fixos também serd uma wavelet.
Por isso, segue que o conjunto {¢;(x) : j,k € Z} é uma base ortonormal de wavelets para
Ly(R).

A seguir, daremos o exemplo mais simples de wavelet.

Exemplo 3.1. Considere a fungdo ¢ definida por:

1, se0§x<%
Y(r) = —1, se%§x<1

0, caso contrario

15



3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

Figura 3.1: Gréafico da funcao 1.

A funcdo acima é chamada wavelet de Haar. Note que ¢(z) = ¢(22) — ¢(2z — 1), onde ¢
é a funcao caracteristica do intervalo [0, 1), chamada de funcao de escala associada a wavelet
de Haar.

A demonstracdo de que a funcao ¢ é, de fato, uma wavelet segue dos dois seguintes lemas,

veja [16].
Lema 3.1. O conjunto {1 : j,k € Z} é ortonormal.

Lema 3.2. Toda funcio f € La(R) pode ser arbitrariamente aprozimada por uma combinagdo

linear finita de 1j 1, ou seja, o conjunto de tais combinagoes ¢ denso em Lo(R).

A seguir definiremos o conceito de analise de resolu¢ao em escalas multiplas (ARM), a qual
foi formulada em 1986 por Mallat [6] e Meyer |5]. Ela nos fornece um referencial natural para
construir novos exemplos de wavelets. Antes desse conceito, ndo havia uma maneira sistematica
para a construcao de wavelets, as pessoas nos seus estudos em diversas 4reas como engenharia,
fisica, matematica e outras, construfam, cada um do seu jeito, suas wavelets a medida que

precisavam.

Definigcao 3.2. Uma ARM ¢ uma sequéncia {V}};ez, de espagos fechados de La(R), tais que

V;C Vo1, Vj €Z (3.1)
NjezV; = {0} (3.2)
UjezV; = La(R) (3.3)
fl@) eVy & f(2z) € Vo (3.4)

16



3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

flx)eVo=f(x—n)eVy, VneZ (3.5)

Existe ¢ € La(R) tal que {¢(z — n)}nez constitui uma base ortonormal para Vj. (3.6)

A fungdo ¢ cuja existéncia é afirmada na condi¢io acima é chamada de fungao escala da ARM
dada.

Exemplo 3.2. O exemplo mais simples de ARM que temos é a de Haar, onde
e ¢ éa funcdo caracteristica do intervalo [0, 1).

e Vj é o subespaco de Ly(R) gerado pelas fungdes constantes por partes em intervalos da
forma [k27, (k + 1)27), portanto, gerado por ¢; j-

No que se segue, faremos algumas observagoes sobre as condi¢des da defini¢do de ARM dada

acima.

1) Cada conjunto V; pode ser interpretado como um espaco de aproximagao sucessiva, e a

aproximacio de f € Lo(R) na resolucio 2/ é definida como a projecio de f sobre V;.

2) A condigao (3.3) significa que lim P;f = f para toda f € Lo(R), onde P; é a projecao
j—oo
ortogonal de f sobre Vj.

3) A condigao (3.4) nos diz que todos os espagos V; estao relacionados por escala a um mesmo

espaco, que é Vj.

4) Das condigdes (3.4) e (3.5) segue que se f(z) € V; entdao f(z —2/n) € V; para todo n € Z.

De fato, dado j € Z qualquer, observe que se f(z) € V; entdo, de (3.4), temos f(2/z) € V.
Assim, de (3.5), f(2/(x —n)) = f(2'x — 2/n) € V;. Logo, novamente por (3.4), segue que
flx—2n) € V.

5) As condigoes (3.4) e (3.6) asseguram que o conjunto {¢, ;j(z), n € Z} constitui uma base

ortonormal para Vj, para todo j € Z.

De fato, suponha que {¢(z — n)} ez seja uma base ortonormal para Vj. Assim, de (3.4),

temos que ¢p(27x —n) € Vj, para todo n, j € Z. Além disso, dado g € V}, segue que

glx) € Vj = g(27z) € Vo = g(¥z) =Y and(z —n) = g(z) = Y _and(2 7z — n).
Logo, {¢nj(z) : n € Z} é uma base para V; para todo j € Z. A ortonormalidade vem de

um lema similar ao Lema 3.1 trocando v;; por ¢; .

Observacao 3.1. Denotamos por W, o complemento ortogonal de V; com relagdo a V;_1. Assim

p 7 p J J )

como V; C V._q, temos que V;_1 = V; & W.. Dessa forma, uma funcao em V;_; pode ser escrita

J =1 q J J J ) j—1P )

de forma tinica, como a soma de sua projecao em V;, que denotamos por P;f, com um incremento

que estd em W; e nos fornece os detalhes necessarios para aumentarmos a resolucao da funcao
de 27 para 271,

17



3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

A seguir, mostraremos algumas propriedades dos subespacos Wj.

e Note que vale a seguinte relacao
fEWj@fGV}'_lefJ_V}. (37)

De fato, se f € W; como W; é o complemento ortogonal de V;, entao f L V. E, como W; C V;_1,
entao, f € V;_1. Reciprocamente, se f € V;_1 e f LV}, como V;_1 = V; ® W,, devemos ter
fe Wj.
e Os subespacos W; herdam a propriedade de escala (3.4) dos subespacos Vj, isto é
f(x) e W; & f(272) € Wy (3.8)

Com efeito, suponha que f(z) € W;. Entao, pela relagao (3.7), temos

feVii= f(z Zam Vg —k), Va (3.9)

FLVy= (f,d;x)=0,VkeZeVa. (3.10)

Dessa forma, substituindo  por 27z em (3.9), obtemos
Zam Uz k) =) k(20— k), Y,
k

o que implica que f(2/x) € V_1. Além disso, de (3.10), para todo k € Z, temos

() d0a@) = [ 1@ TaaG—Ride = 2% [ fo)2 S o2y — Ry = 2746500 =
o que significa que f(27x) L Vj.

Logo, de (3.7), segue que f(2/x) € Wy. Reciprocamente, suponha que f(2/z) € Wy. Entdo,

novamente pela relagao (3.7), temos

f(Pz) e Vo = f(Va) Zbkwx— @, (3.11)

f(@2) LVy = (f(2x),¢04) =0, Vk €EZ e V. (3.12)

Assim, substituindo z por 27z em (3.11), temos

me (27 me — k), Va.
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3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

Isso prova que f(x) € V;_1. Por outro lado, usando (3.12), obtemos para todo k € Z,

(f(x), djp) = /]R f(2)27 32z — k)da = 25 / F(2y)dly — k)dy = 22 (f(27y), do) = 0,

o que implica que f(z) L Vj. Portanto, segue que f(x) € Wj.

e Da relacao (3.8) temos que se {¢)(x — k) : k € Z} for uma base ortonormal para W, entao
o conjunto {v; () : k € Z} serd uma base ortonormal para Wj.

e Os subespagos W; sao ortogonais entre si. De fato, como {¢;x(x) : k € Z} é uma base

ortonormal para W;, entdao dados j,1 € Z com j # [ e dadas f € W; e g € Wi, podemos escrever

Zan¢jn € g me¢lm

que

Dai, pelo Lema 3.1, temos

<fa g> = <Z and)j,mzbmwl,m> = ZZG’” ¢] nawl m> =

n

Logo, (f,g) = 0, para todas as funcoes f € W; e g € W; para j # [, ou seja, W; L W, para
todo j # 1.
Além disso, sabemos que V;_1 = V; @ W; e W; C V;_4, para todo j € Z. Seja J > j, entao
iterando J vezes a equagao V; = Vj11 @ Wj1, obtemos
Vi = Vipn®Wjn
Vi = Vita®@Wjt2 ®@ Wit

Vj = VJ@WJ@WJ_l@"'@Wj+1

Assim, V; = V; @ (@Z;gfl WJ_k) . Isso, junto com as condigdes (3.2) e (3.3) da definicao
de ARM, nos da que

R) = W, (3.13)
JEL

que é uma decomposi¢ao do espaco La(R) em subespacos que sdo mutuamente ortogonais.

O seguinte teorema é um dos mais importantes da ARM.

Teorema 3.1. Se uma sequéncia de subespacos fechados (Vj)jez, em La(R) e ¢ € La(R)
satisfazem as condigoes (3.1)—(3.6) da definicao de ARM dada, entdo existe uma base ortonormal
de wavelets {11 = j,k € Z} para La(R) tal que

J 1*P +Z %k %m (3.14)

onde Pj € a projecao ortogonal sobre V;. Uma possivel escolha de v é

Y= Z(_l)nilh—n—lqﬁ—l,nu (3.15)

n
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3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

onde hy, = (¢, ¢p_1,) e a convergéncia da série em (3.15) é dada em Lo(R).

A demonstracao desse teorema pode ser vista na Segao 5.1 de Daubechies [14] ou na Secao
2.2 de Herndndez e Weiss [17]. E uma demonstracio construtiva, que nos d4 um passo a passo
para construirmos uma wavelet ¢ a partir de uma ARM, usando como ferramenta principal a
transformada de Fourier.

Abaixo chamaremos atencfo para algumas observacoes importantes e demonstraremos
propriedades que serdo usadas ao longo do trabalho.

e Observe que a formula (3.14) significa que {¢;; : k € Z}, para um j € Z fixo, forma uma
base ortonormal para W;. Assim, de (3.13), temos que a colecdo completa { : j,k € Z}, é
uma base ortonormal para Lo(R).

e Além disso, a propriedade de escala para v, dada em (3.8), nos assegura que se {1g : k €
Z} for uma base ortonormal para Wy entdo, dado j € Z qualquer, o conjunto {¢;; : k € Z}

serd uma base ortonormal para W.

Observacao 3.2. Como ¢ € Vo C V_j e {¢p_1,, : n € Z} & uma base ortonormal para V_j,

entao
$= hnd 1 (3.16)

Dai, pela ortonormalidade da base, obtemos

<¢7 ¢71,n> = <Z hk¢—1,kzy ¢1,n> = Z hk<¢)—1,ka ¢71,n> = hp.
k

k
Além disso,
S P =D bl b1k, 1) = <Z hn¢1,n,zhk¢—1,k> = l9l1%, =) = ll60.0l5 ) = 1-
n n ok n k
Portanto, temos
hn = (6, d-1n) € Y [hal* =1. (3.17)

Da equagao (3.16), segue a seguinte relacdo
$(x) = V2D hno(2z —n), (3.18)

que é chamada de relacao de escala para ¢. Essa relacao é muito importante, pois nos célculos
numéricos que fazemos s6 usamos os coeficientes h,,, chamados coeficientes de filtro, ao invés

da funcao escala ou da propria wavelet 1.

Da equagao de escala (3.18) e da linearidade da transformada de Fourier, segue que
A 1 _ing ~ (&
== he T (),
66 = 752 : (2)
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3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

em que a convergéncia da série acima ocorre em Lo(R). A equagao acima pode ser reescrita como

$(&) = mo (g) ¢ <§> : (3.19)
onde
mo(€) = \2 an hpe . (3.20)

Observe que mg é uma funcao 2w-periddica e mg € Lo([0, 27]), uma vez que de (3.17), temos

21 27
HmO(f)H%g([O,QW]) :/0 Imo(§)[?d€ = Zzh hm / e nmmige = 7 (Z Ihn!2> =7 < o0.

Observacao 3.3. A relacao (¢on, ) = don, para todo n € Z, nos fornece a seguinte relacao de

consisténcia

6O,n = ¢0 n>

— Zthhz (Go,20+k5 P0,1)
ko

= Zzth5zn+k,l
k1

= thm7
%

ou seja,

> hihanik = S, V1 € Z. (3.21)
k

Observacao 3.4. Suponha que h = (hy)nez € 11(Z), isto é, h, € Ce e tal que ), |h,| < o0,

e que ffooo ¢(x)dx # 0. Entao, temos a seguinte relagao
> h=V2 (3.22)
k

que é chamada de condicao de passa baixa.

De fato, integrando a relagao de escala para ¢, (3.18), temos

/Z o(z)dx = \/izn:hn/z ¢(2z — n)dz = \}izn:hn /Z o(x)dx
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3.1. INTRODUGAO AS WAVELETS

Como [ ¢(x)dx # 0, segue que

1:\2;hn, ou seja, ;hn—

Note que de (3.20) e (3.22), concluimos que

O lema abaixo nos da condic¢oes necessérias e suficientes para que o conjunto {¢g , }nez seja

ortonormal em La(R).

Lema 3.3. Translagoes por inteiros ¢, = ¢(x —n) de uma fungio ¢ € La(R) formam um

sistema ortonormal se, e somente se, vale a igualdade
SoI8(+2m)P = o, (3.23)
; 27

em quase todos os pontos.

Demonstracao: Como a transformada de Fourier preserva o produto interno, da

ortonormalidade de {¢o.r, }nez, podemos escrever

don = (00,0, P0,n)
= {¢0.0, Po.n)

— [1d@penca

2w (l+1)
— 2 _in&
3 / 3O Peinde

lez, /2l

27
= / Z |p(w + 27 |*e™ dw
0 ez
=: 27 ey,
onde, por defini¢ao, ¢, é o n-ésimo coeficiente de Fourier da série da funcao ) ;, |p(w + 27l) |2,
Sabemos que a série de Fourier de uma fung¢io converge em quase todos os pontos para a funcao.
Assim, da igualdade acima, segue que os coeficientes da funcio » ., |<1A$(w +2ml)|? sdo dados por
Cp = (Sg—;r". Logo

Y 1w +2m) P = (2m) 7,
l

em quase todos os pontos.
Reciprocamente, se vale (3.23), entdo os coeficientes, ¢,, da série de Fourier da fungao

> |p(w + 27l)|? valem (27)~ 130, para todo n € Z. Assim, podemos escrever
27 (l+1)

21
(27) o = = / D 19w + 2ml) 2o = Z (©)2e-nEde.

I€Z lez, 72T
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

Logo,

o= [18(@ Pt = [d(©)ene(€1s = [ He)dla+ m)de = (600, d0).

Portanto, o conjunto {¢gn }nez é ortonormal. [ |

O lema a seguir nos fornece uma relagdo muito importante da fungao my.

Lema 3.4.
Imo(w)|? + |mo(w + )2 = 1, (3.24)

em quase todos os pontos.

Demonstragao: Substituindo (3.19) em (3.23) e separando a soma em indices pares e impares,

obtemos
% = ; (2+7rz)¢3(§ )‘
= n%mo( ) ( +2n7r>‘ +Z‘mo( +ﬂ+2nﬂ>¢<g+ﬂ+2nﬂ>‘2

N %mo(;%&( +2m)) +Z‘m0( +77)¢(%+7T+2n7r>‘2
( )‘ Z|¢f+2n7r| +)m0( +7r>‘ Z|¢5+2”W)|

onde a penultima igualdade vem da peridiocidade de mg e, a tltima igualdade vem do fato que

a igualdade (3.23) vale em quase todos os pontos. Dali,

L (mo(Q) + Imo(¢ + m)2) 3 1€ + 20m) 2,

2T
IEZ

ou seja,
Imo(Q))* + [mo(¢ +m)* = 1,

em quase todos os pontos. [

Note que, do Lema 3.4, segue que |mg(w)| < 1, em quase todos os pontos.

3.2 Wavelets de Daubechies

Nessa secao construiremos as wavelets de Daubechies. Pelo Teorema (3.1), vimos que a partir
da funcdo escala ¢, obtemos a wavelet ¢. Alem disso, de (3.15), ¢ terd suporte compacto, se
0 mesmo acontecer com ¢. Assim, nosso objetivo é construir ¢ que tenha suporte compacto.
Como os resultados dessa construgdo sao padroes e encontrados em varios livros textos, como
Hernandéz e Weiss [17] e Daubechies [14], omitiremos algumas demonstracoes.

A construcao de ¢ serd feita a partir de um filtro mg, ou seja, mostraremos que se mg satisfizer
a igualdade (3.24) e as condigdes (3.28) e (3.29), iterando a igualdade (3.19), veja a Subsegao
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

3.2.1, obteremos a férmula

o]
~ 7; s
¢(&) =272 [ [ mo(277¢), (3.25)
j=1
que serd o ponto de partida nas estimativas de regularidade que veremos nos Capitulos 4 e 5. No
entanto, essas condi¢oes nao sao suficientes para garantir que o conjunto {¢(x —n)},ez, onde ¢

¢ definida por (3.25), seja ortonormal. Para tal, precisamos também que my satisfaca

T
mo(§) # 0, V¢ € {—57 5} (3.26)
Se (3.26) ocorrer, garantimos que a sequéncia (V;);jez com V; definido por
Vj = span{¢; : k € L}, (3.27)

forma uma ARM da qual ¢ ¢ a funcdo de escala. Portanto, pelo Teorema (3.1), temos a wavelet

.

3.2.1 Prova da relagao (3.25)

Suponha que mg satisfaca a igualdade (3.24) e as seguintes condicoes:

my € C* e mg é 2m-periodica; (3.28)

mo(0) = 1. (3.29)

Os proximos dois lemas nos ajudardo a provar a relacao (3.25).

Lema 3.5. Sejam (13(5) e mo(§) fungoes continuas tais que mg satisfaca as condigoes (3.28) e
(3.29), e tais que sejam vdlidas as equagoes (3.19) e (3.24) em todos os pontos. Entdo, temos
que qZS(2k:7r) =0 para todo k € Z, com k # 0.

Demonstragao: Como mg(0) = 1, fazendo w = 0 em (3.24) temos que 1 + |mo(7)|> = 1, ou

seja, mo(m) = 0. Por outro lado, iterando a equagao (3.19) [ vezes, obtemos

B = mo(27'E)p(27¢)
B(&) = mo(27 )mo(272)5(272¢)

l
[T o277 ¢)mo(2=Ve)d(2~+Ve) (3.30)

j=1

Dado k € Z, k # 0, existem [ € N e m € Z tais que 2k = 2 - 2!/(2m + 1). Logo, de (3.30),

temos:

!
P(2km) = p(2F1(2m +1 H (27179 (2m 4 1)7) [mo((2m + 1)m)d((2m + 1)7)].
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

Como j <1, entdo [ — j > 0 e, dai, pela periodicidade de mg, temos
mo(27 7 (2m + 1)) = mo(279 (2m +1)27) = me(0) =1, Vj =1,2,- -, 1.

Também pela periodicidade de myg, seque que mo((2m + 1)7) = mg(nw). Portanto, para todo
k € Z com k # 0, de (3.30) obtemos

l
(2k) H (m)e((2m + 1)m) =0,

pois vimos que mq(mw) = 0. ]

Lema 3.6. Seja mo dada por (3.20), tal que ), nlh,| < oo e mo(0) = 1. Além disso, suponha
que qAS e mg satisfacam a relagao (3.19) em todos os pontos e que gZ; seja continua em £ = 0.
Entao,

[Tmo27¢) | - 6(0) (3.31)
j=1

em todos 0s pontos e o produto infinito acima converge absoluta e uniformemente em compactos.

Demonstragao: Como vimos na demostracdo do Lema 3.5, iterando [ — 1 vezes a igualdade
(3.19), obtemos:

Hm02]§ $(27'¢).

Quando [ — oo, temos que 27'¢ — 0. Dai, pela continuidade de ¢A> em ¢ = 0, basta mostrarmos
que o produto infinito H?’;l mo(277€) converge absoluta e uniformemente em compactos. Vimos
na secao anterior em (3.22) que, como mg(0) = 1, vale que ) h, = V2. Assim, podemos

escrever

mo(§)] < 1+ |mo(§) —1
—in, 1
n€ = Ezhn

n
< 1+*Z\h le=me —1

sen (;) ‘ , (3.32)

= 14+v2) |h

onde na ultima igualdade usamos que

_ing  ing _ng
T P Cl LD | B Sy U 1
21 2

Agora, como ), n|hy,| < oo, existe uma constante M > 0 tal que ) n|h,| = M. Usando
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

isso e o fato que |senz| < |z|, para todo z, em (3.32), obtemos

ng|
= | =

mo(&)] < 1+ V2 |hnl NG

1
+—=[€> nlha| =1+ Clg| < 9K

pois 1 + x < €%, para todo x. Logo, para qualquer n € N,

n n

H 277¢)| < J[ P 7¢l = Ol i= 2

Logo, pela continuidade da exponencial, obtemos

Hmo )| = hm Hmo (277¢)| < lim ClIEj=127 = (CIIEGZ 27 = (CH

n—oo

clel

Portanto, como e ¢ sempre uniformemente limitada em compactos, pois é uma

o0
funcdo continua, concluimos que o produto infinito H mo(277&)| converge uniformemente em

J=1
compactos. [ ]

Observagao 3.5. Suponha que seja valida a igualdade (3.23) em quase todos os pontos. Como
mo € C', segue que ¢ € C'. Logo, qg é continua e, portanto, a igualdade (3.23) deve ocorrer em

todos os pontos. Assim, fazendo £ = 0 nessa igualdade e usando o Lema 3.5, obtemos

LS 1) = 100 = 160)] = ——
o gzjw(z DIF = 1B(O) = 16(0)] = =

Assim, para facilitar as contas, é usual normalizarmos ¢ de forma que tenhamos gg(()) =

5
>‘.

Dessa forma, do Lema 3.6, concluimos que ngb pode ser escrita como
I :
— [ mo(277¢). (3.33)
Tl

O seguinte lema mostra que a funcdo ¢ definida acima esta em Lo(R).

Lema 3.7. Seja mq satisfazendo a igualdade (3.24) e as condig¢oes (3.28) e (3.29). Entdio a
fung¢ao ¢ definida por (3.33) estd em La(R) e ||¢|| < 1.

Demonstracgao: Para n > 1, defina

1 AL L

I, = — 27T )2 dE.
o 2nﬂj];[1\mo( §)|7d¢

Como o produtoério H mo(277€) é uma funcio 2" m-periodica, para todo n > 1, temos
j=1
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

1 20+l n

I, = — H|m0 IE)|Pde

27T0

1 A L 2+l )
- 5/ Hrmo (27E)Pde + o / T Imo(2 )/
i=1

1 2" n—1

= 5 [T mo(27€) 2 | Imo(27"¢) 2de

2 0 =1

1 2"

Tor 1;[ mo(277€ + 277 m)|? | [mo (277 + m)[Pdg

1 [T

= 2, H|m029§|d§

1 2(n1)7rn1
= — H|m02ﬂ£|d§

2T _9(n— 1)7r "

= Inflv

onde na pentltima igualdade, usamos a periodicidade de mg e a igualdade (3.24). Dessa forma,

concluimos que

1 Ar é- 2
1 1 o7 /. m0<2> d¢
1/%1 (w)[2d
= — molw W
v 0 0
1/7T| (w)[2d +1/2W| (w)[2d
= — molw w — molw w
<), ™Mo =] 0
1 T
_ W/ (Imo(@)P? + mo(w + )[2)dav
0
= 1.

Observe que a sequéncia (% IT5-: \mO(Q*J'g)‘?) y converge para 16(€)[2, quando n — co.
ne

Assim, pelo Lema de Fatou, temos
< T 1 —j T 1
[ 1o©ras < timint [ 2 TT lmo6) = timin 1, =1
7j=1
Portanto, como a transformada de Fourier preserva norma, concluimos que [|¢||2 = [|¢]|2 < 1 e
Q€ LQ(R) |

3.2.2 Obtendo uma ARM a partir de m,

Na subsecao anterior, obtivemos ¢ a partir de mg. Agora, queremos construir uma ARM a

partir dessa funcao ¢. O seguinte resultado nos diz como fazer isso.

Teorema 3.2 (Corolario do Teorema 5.1, [18]). Suponha que ¢ € Lo(R) satisfaca as sequintes
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

condigoes:
(1) O conjunto {¢(- —n):n € Z} é ortonormal em La(R);

(ii) Ewiste uma sequéncia (ag) € 1*(Z) tal que ¢(x) = > jcq ard(22 — k), com a convergéncia

dessa série em La(R);
(iii) ¢ é continua em 0 e ¢(0) # 0, isto €, 75 o(a)da # 0.

Entao, os subespacos

Vj = span{®; i }trez,
formam uma ARM em Ly(R) da qual ¢ é a fungao de escala.

Dessa forma, para termos uma ARM, basta mostrarmos que a fungdo ¢, definida pela relagio
(3.33), satisfaz as condigbes (i), (i7) e (¢i?) acima.

Vimos na Secgao 3.1, que uma condicao suficiente para que o conjunto {¢(- —n) : n € Z} seja
ortonormal é que a igualdade (€ +271) |2 = (27) ! seja valida em quase todos os pontos.
Porém, como veremos nos dois seguintes resultados, além das condigoes (3.24), (3.28) e (3.29)
que my satisfaz, precisamos impor uma outra condi¢ao adicional a my, (3.26), para conseguirmos

provar tal fato.

Lema 3.8 (Lema 6.1, [18]). Se mg é um polindmio trigonométrico satisfazendo as condi¢des
(3.24), (3.28) e (3.29) e se ¢ € definida por (3.33), entdo ¢ € uma fungio de suporte compacto
em La(R) e

D 1o+ 2mD)> = G(&)

leZ

€ um polindémio trigonométrico.

Assim, para que o conjunto {¢(- —n) : n € Z} seja ortonormal basta mostrar que

G (&) = (2m)~ L. Isso é feito na demonstracdo do seguinte resultado.

Teorema 3.3 (Teorema 6.1, [18]). Seja mo wm polindmio trigonométrico satisfazendo as
condigoes (3.24), (3.28) e (3.29). Suponha que a condigio em (3.26) seja vdlida. Se ¢ € definida

por (3.33), entdo o conjunto {¢p(- —n):n € Z} é ortonormal.

Com os dois resulados acima, segue que a condic¢do (i) do Teorema 3.2 é valida.
Para a construgao de ¢, supomos que a relagao <13(§) = mo(g)qg(%) ¢ satisfeita. Dessa relacio
e do fato que mg é um polinémio trigonométrico, isto &, mg(&) = >, hie ¢, segue que a

transformada inversa de Fourier de ¢ é

o(z) = 3 aro(2e — k)

kEZ

onde temos somente um nuamero finito de parcelas ndo nulas, o que nos garante a condi¢ao (ii)
do Teorema 3.2.

Pela defini¢ao de ¢, temos que ¢2(0) = (2%)_% # 0. Além disso, do Lema 3.8, temos que ¢ é
uma fun¢ao de suporte compacto em La(R) e, dai, ¢ € L1(R). Assim, ngﬁ é continua em todos os
pontos, em particular, qg é continua em 0. Isso implica que vale a condigao (iii) do Teorema 3.2.

Portanto, obtemos uma ARM a partir de myg.
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3.2. WAVELETS DE DAUBECHIES

3.2.3 Construcao de my

Vimos que podemos construir uma ARM (e, portanto, uma wavelet) a partir de um filtro
my, desde que este satisfaca determinadas condigées. No Lema 3.9, abaixo, definiremos uma
funcdo ymo e mostraremos que ela satisfaz tais condicoes. A wavelet corrrespondente, y1, seré

a wavelet de Daubechies.

Lema 3.9. Dado N € N*, sejam

Py(z) = Nz_:l <N —l ”)x” zeR (3.34)

14+e %

N
) Lo (3.35)

Nmo(€§) = (

onde Ly € o polindmio trigonométrico dado por

Lx(©) = Py (sen2 (g)) . (3:36)

Entao, nmo satisfaz as sequintes propriedades:
i) nmo € Ct e é 2m-periddica;

i) nmo(0) =1,

i1i) wale a igualdade (3.24);

) NM Nao possui zeros no intervalo [—g, %} .

Demonstragao: Como sen?(¢/2) = %, entdo Py (sen?(£/2)) é um polindmio
trigonométrico. Dai, pelo Lema de Riesz (veja Lema 2.7), L é um polinémio trigonométrico da
forma Ly (&) = Zn]\fzo be™E . Logo, ymo € C*°, em particular, ymg € C e ymg é 2m-periddica.

Assim, vale a condigdo i).

B N N+1)\ , 2N —2\ N
PN(:L‘)—1+<1)$+< 9 )x—i— +<N_1>:r :

Assim, [£x(0)|? = Py(0) = 1. Logo,

Observe que

1+1N
o) = |52 | 12n0) = 1230 = 1.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que ymg(0) = 1, pois as propriedades acima

independem de rotagoes. Assim, vale a condicao ii).

Mostraremos, agora, que iii) ¢ valido. Note que,
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2N
1+e™®
(@ = |2 lewor
67%(6% + 6_725) -
- 5 1Ln (6
Y
- (= () el (3)
Além disso,
A 2N
1 _|_ e_l(§+7r)
o€ +mP = [T len(e+ )P
e_i({;-ﬂ) (ei(ﬁg—w) n 6_@ 2N £+7T
R (s (557)

(o () o ()
- () (e (9)

onde na ultima igualdade usamos as relagdes cos(xz + 5) = —senx e sen(z + 5) = cosz. Logo,

como cos?xz = 1 —sen? z, das duas estimativas acima, obtemos

(e () (e (9)
(e (§) n(-(9)

= (1—y)VPn(y) +y" Pn(1—y). (3.37)

INmo(&)P + [vmo (€ + )

onde fizemos y = sen2(%). Como 3™V e (1 —y)" sdo polinémios que ndo possuem zero em comurm,
o Teorema de Bézout (Lema 2.6) nos garante a existéncia de tnicos polinémios ¢1 e ¢a, ambos
de grau N — 1, tais que

1-9)"a(y) +yVaely) =1

Substituindo x = 1 — y na igualdade acima, obtemos
Ng(l—z)+ (1 —2)VNgp(l—2)=1.
Assim, segue que ¢1(y) = ¢2(1 —y) e ¢1(1 — y) = ¢2(y). Logo,
L=9Ya(y) +y"al—y) =1,

isto €,
a) =1-y a@-y)1-y "

Expandindo ¢;(y) em sua série de Taylor, veja Secao 6.4 de [18], obtemos que ¢1(y) = Pn(y)
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para todo y € R. Logo, de (3.37), obtemos

Inmo(©)]? + [vmo(€ +7m)> = (1 —y)V Pr(y) + y¥ Py(1—y) = 1.

Por fim, mostremos iv). Observe que Py (sen?(£/2)) é uma funcio positiva maior ou igual a
1. Assim, £,(§) # 0 para todo £ € R. Agora, observe que

1 —ie\ v ,
<+2€> —0s e =—1acos(E)=-1¢=(2k+r, ke
Logo, pela definicdo de ymo, segue que nymo(€) # 0 para todo £ € [-3, §]. ]

Portanto, pelo Teorema 3.2, temos uma anélise de resolucdo em escalas multiplas, onde a
funcao escala é y¢ definida por ng(f) = \/% H;’;l Nmo(277€) e os subespacos encaixantes sdo

dados por Vj = span{n¢; : k € Z}.

e N
. 1+e % .
Observagao 3.6. O fator (2 da definicdo de ymg, nos garante que os momentos de
ordem 0,1,--- , N—1 da wavelet y1 associada sdo nulos. O niimero de momentos nulos determina

0 que a wavelet nao consegue “ver". Por exemplo, uma wavelet que possui 2 momentos nulos nao
consegue enxergar polindomios de grau até 2. Um efeito pratico dos momentos nulos é concentrar
a informacao do sinal em uma quantidade relativamente pequena de coeficientes. Isto pode ser
atil em compressdao, bem como na anélise de sinais com singularidades e descontinuidades.

A regularidade da wavelet nv virda do fator Ly(§) da definicdo de ymg. A regularidade é
importante em compressao de dados, por exemplo se uma fungao representa uma imagem e a
wavelet usada ndo for suave, o erro ao descartarmos coeficientes de wavelets pequenos pode ser
facilmente percebido pelo olho humano.

O fato das wavelets de Daubechies possuirem suportes compactos, nos garante que seus filtros
possuem tamanho finito, o que é 1util nas implementacdes pois reduz o custo computacional dos
algoritmos. Na prética, temos que buscar um meio termo entre estas propriedades de acordo

com as necessidades das aplicacoes nas quais estamos trabalhando.

No N2
Lema 3.10 (veja Lema 6.2.2 de [14]). Se I'(w) = Z Ve ™ com Z Y = 1, entdo
n=N1 n=N1

o0

HF(Q_jw) ¢ uma funcdo inteira tipo exponencial. Em particular, ela é a transformada de
j=1

uma distribui¢ao com suporte em [Ny, Na.

Observacao 3.7. Note que se quisermos obter ymg explicitamente, precisamos da raiz quadrada
de Pyn. O processo de extracdo da raiz de Py ¢é feito com o auxilio do Lema de Riesz (veja
Lema 2.7), o que nos da que ymg possui 2N coeficientes de filtro e nos permite escrever
mo(§) = 973 Eiﬁgl hpe~ " onde Zfﬁgl h, = v/2. Portanto, da equacio (3.33) e do Lema

3.10, segue que ¢ tem suporte em [0,2N — 1].

Nos calculos que faremos nos Capitulos 4 e 5, nao precisaremos explicitamente dos valores
dos coeficientes h,, de ymyg, exceto no Capitulo 5, quando precisaremos de ymgy para N = 2.
Por isso, ilustraremos como utilizar o Lema de Riesz fazendo os cédlculos explicitamente para esse

Ccaso.
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Usando (3.34), temos

Py(y) = i (1;;”)1/" = (é>y0+ G)yl =1+2y.

n=0

1 —cosé

Como sen?(£/2) = 5

, segue que

Py(sen?(£/2)) = 2—cosé

_ 2_<W)
2

4et — % — 1
- 2¢eé
Assim, como |L2(€)|? = Pg(sen(%)),
e 14
1+ei
mo(OFF = | —| 1£2(8)°
e (e 1) Yl ge — 2% 1
B 2 ‘ 2eié

_ | s 1+e* Y1 et + 2%
= 5 5 .

Fazendo z = €%, obtemos
1 Y24z 41
()2 = |z—6 (37) (5 )| . (3.38)

Usando a formula de Bhaskara para fatorar o polindmio 22 — 4z + 1, obtemos que suas rafzes
s30 21 = 2 — V3 e 23 = 24+ /3. Note que 25 = (2 + \/§) (g:g) =2-V3)!= 21—1' Dessa

forma, podemos escrever |22 — 4z + 1| = |2 — 21||z — 27 !| ou, como z; = 2, ', podemos escrever
!l

|22 — 42+ 1| = |2 — 22|z — 25

i ()| e () L=l
21 21 |21] BT

Com contas analogas, obtemos

Observe que

|z =21 = le® — 21| =

|z — 29

-1
zZ—Z =
‘ 2 | ’22‘

Logo, podemos fatorar o polinémio 22 — 4z + 1 como uma das seguintes possibilidades:

|Z—:<:2|2

| 22|

|z—21\2

ou |2? —4z+1| =
|21]

|22 — 42+ 1| =

Escolheremos manter a rafz que estd dentro do circulo unitario, no caso z; = 2 — /3. Assim,
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podemos reescrever (3.38) como

—6 4 2
o 2714 2)*(z — 21)
Dai, extraindo a raiz quadrada, obtemos
mo(6) = 232+ 1)2%(2 — 1)
2Mg =
INCNEY
B 2732+ 222 + 28 — 21 — 2221 — 212?)
4\ / |Zl ’

Sl Sl

1 —1—2_21Z_1+1_2Z1Z_2— Al Z_S ,
4 |2’1’ 4 |Zl‘ 4 |Zl| 4 |Zl|

277”L0(§)=L L 272 e 128 e AL e
\/Q 4 ’21‘ 4 ’21‘ 4 ’Zl‘ 4 ‘21|

ou seja,

Observe que

\/m:w—;ﬁ:\/m?—n? R

V2 143

Portanto, da equacao (3.20), segue que o9mg possui 4 coeficientes de filtro que sdo dados por

1 1 143
ho — +\[%0,482962---;

4/la] a/2-V3 42
2 — 1 3 3

A 2 _ V3 :\/ﬁ( +\®: +\f~0’836516m;
4/]al  4v/2-3 42 42

By — 1-2z _ —3+2V3 _ (=3+2V3)(1+V3) _3-V3

_ _ — ~0,224143 - - - ;
4/ 42— /3 42 4v/2

hy = A _ T2+ V3 :(*2“/3)(1*\/3):1*\@%—0,129409'-..
1]zl 42— V3 42 V2

Conhecendo os coeficientes de filtro, da relacao (3.18) obtemos a fungao de escala 20, e da

relacdo (3.15) obtemos a wavelet 21, conhecida na literatura por Daub4.
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Capitulo 4

Estudo da Regularidade via "forca

bruta" e ciclos invariantes

Neste capitulo, estudaremos a regularidade das wavelets de Daubechies pelo método que ela
desenvolveu no seu artigo [1]. Isso sera feito estimando o decaimento da transformada de Fourier,
qg, via forga bruta e via ciclos invariantes nas Secoes 4.1 e 4.2, respectivamente. Além disso, para

N pequeno obteremos as regularidades dessas wavelets e, para N grande, mostraremos que

. apn log 3
oV, onde lim 2N =1 .
NO € » Onee % 2log 2

Vimos, no Capitulo 3 que ¢ satisfaz a seguinte relacao de escala:

$(x) =D hnd(2z —n), (4.1)

onde apenas um ndmero finito, que pode ser grande, de coeficientes h,’s sdo nao nulos.

Asregularidades das wavelets de suportes compactos e, portanto, das wavelets de Daubechies,
sao dificeis de serem determinadas. Tipicamente, elas possuem um expoente de Holder « néo
inteiro, e serd esse expoente que nos dara a regularidade.

As técnicas que veremos neste capitulo, sdo baseadas no decaimento da transformada de
Fourier qg e, por isso, sdao mais adequadas para o estudo global da regularidade e nao para o
estudo local. Da relacao de escala para a wavelet 1, (3.15), temos que ela é uma combinagao
finita de translagoes de ¢(2z), portanto ela herda as mesmas propriedades de regularidade de ¢.

Observe que a transformada de Fourier da equacao (4.1) é dada por
. W\ ~ [w
(YN (v 4.2
dw) =mo(5)0(3): (4:2)

onde mo(§) = % Yom hp,e~™¢ & um polinémio trigonométrico e, iterando essa equacio, obtemos

S(w) = (2m)72 [ mo(2w), (4.3)
j=1

A~

onde assumimos as normalizagoes mp(0) = 1 e ¢(0) = (271)_%. Além disso, vimos que myg é

() = (”;EM)NW), (1.4)

definido como
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em que £ é um polindémio trigonométrico que satisfaz a relagao

L) = Py (sen? (5 )) (45)

e Pyn & o polindmio de grau N — 1 dado por

Py (z) = Jg (N _:L * ”> ", (4.6)

A seguir, mostraremos que (4.3) pode ser reescrita como

W

—iw\ N oo 4
d(w) = (27) 2 <1 —° ) [ c2w). (4.7)
j=1

De fato, basta substituir a equagao (4.4) na equacao (4.3) e usar a igualdade abaixo:

0 1+6—i2*jw N m 1_+_e—i2’jw N
() = (e
1 2 m—o00 4 2

‘7:

J=1
m €—i2*j*1w(€i2*7*1w_|_e—i2*j*1w) N
= lim
m—o0 2
‘]:
N
m o0
. _ig—i-1 i
= lim e 2w -Hcos(2 I=1)
m—o0
J=1 Jj=1

, -1 N
_ [t e sy, 270 sER(2T W)
271w

onde, na quarta igualdade, usamos o Lema 2.9.

4.1 Meétodo da Forca Bruta

FEste primeiro método que veremos é baseado em uma estimativa direta do crescimento do

produto infinito [[;Z, L(279w), quando |w| — oco.

Definicao 4.1. Para a = n+ S, onden € Ne 0 < 8 < 1, definimos C'* como o conjunto de
todas as funcdes f que sdo n vezes continuamente diferencidveis e tais que a sua n-ésima derivada

f(™ ¢ Holder continua com expoente 3, isto &, ela satisfaz:
1F™ (@) — f @+ t)| < CIt|P, V&, t e R.

Dos resultados da Subsecao 2.3.3 temos a proposicao abaixo, que nos fornece uma

caracterizacao do espago C“ a partir do decaimento da transformada de Fourier de f.
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/ F@)(@+ )

[f@)] < CL+Jw) 707,

Proposicao 4.1. Se

entao f € C“. Em particular, se

entao f € C°.

Da proposicao acima segue que se o crescimento de H L(279w), quando |w| — oo, em (4.7)

Jj=1
o —iw N

puder ser mantido sob controle, entao o fator ( nos garante regularidade para ¢.
iw

O Lema 4.1 nos fornece estimativas, nao muito boas, para o indice de regularidade a. No
Lema 4.2, veremos que se considerarmos um ntmero maior de fatores £, teremos estimativas
melhores para o indice de regularidade «. Isso ficard mais claro adiante, ap6s o Lema 4.4, quando

calculamos com exemplos as estimativas que esses dois lemas nos fornecem.

Lema 4.1. Se ¢ = sup [£()] < 2V, entdo ¢ € C*.
£

Demonstragdao: Como mg(0) = 1, entao de (4.4), temos que 1 = (#)NE(O), ou seja,
L£(0) = 1. Assim, pelo Teorema do Valor Médio, segue que |£(&)| < 1+ C|¢| < eCEl. Dai,

[TicE ) < [ 78 = C¥IEm 27 ynen.
=1

J=1

Logo, pela continuidade da fungao exponencial, tomando o limite quando n — oo, obtemos que
| 1£(277¢)| < eClEl. Entao, para |£] < 1, temos

sup [ [1£277¢)| < sup [[e“? < € (4.8)
lgl<1 32 H lgl<152 H

Por outro lado, se |£] > 1, entdo existe J > 1 tal que 2771 < [¢| < 2. Dessa forma, temos

[e.9] o0

J 00
[Tz H 1£(277¢)] IT 1ce7or| = | TTIce ol [ IT1ee7e o)
i=1 j=J+1 i=1 j=1
Mas, observe que [277¢| < 1, pois 2771 < |¢] < 27, Dai, de (4.8), I172, 1IL(277(277¢))| < e©
Além disso, como ¢ = sup |£(&)], entao H§=1 |£(277¢)| < ¢’. Logo, como q < 2N=2~1 segue
que ¢

H ‘E(z—]f)‘ < qJ eC < (2N—a—1)J€C _ eCQJ(N—a—l)_

j=1

Assim, dado € > 0, podemos escrever

H ‘ﬁ Jf | < C/2J(N a—1— e) C”(1+ |£|)N—o¢—1—e’
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onde na tltima desigualdade usamos o fato de 2771 < [¢| < 27. Portanto, de (4.7), temos que

16(€)] < C(1 + [€])~*"17¢, 0 que implica, pela Proposico 4.1, que ¢ € C°. m
Lema 4.2. Defina:
j—1
gj = sup H £e* (4.9)
k=0
log ¢;
P 4.10
K = inf ;.
JjeN
Entao K = lim Kj e, se K< N —1—a, entdo ¢ € C*.

]—}OO

Demonstracao: Sejam ji,j2 € N tais que jo > j1. Entdo, podemos escrever jo = njj; + r com

0 <r < j1. Observe que

J2—1 nj1—1 nj1+r—1
[Teeto= 1 coto- [I c@to. (4.11)
k=0 k=0 k=nj1

Além disso, podemos escrever

nj1—1 Jji—1 2511 nj1—1
H [’(27165) _ H 5(2,]{5) . H £(2*k§) . H E(Q*kﬁ)
k=0 k=0 k=j1 k=(n—1)j1
J1i—1 n-1 -1

IT c2*¢)- szﬂg ch——nlhg)
k=0

Logo, como sup(A - B) < sup A - sup B para A, B > 0, temos

ngi=l gl Ji—1 ji—1
| 1T 20| < sup| T %) -um | ] 27 \ [ ct-one]
k=0 ¢ lr=0 3 i
il Ji—l Ji—1
= sup H 5(2_k5) - sup H L(2™ w sup H £(2_lw)
¢ k=0 - 1=0
= 45 "4 45 = (le)n.
Analogamente, podemos escrever
nj1+r—1 A ‘ A
H L(27F¢) = £(27mrg) . L(27M7Lg) . LT,
k=nj1

o que implica em

nj1+r—1
sw| [ £@*)| < (@)
§ k=nj

Assim, de (4.11), temos
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J2—1 nj1—1 J2—1
—sup H L£(27%¢) <51gp H £e"* sup H L£(275¢)| < (g;)™(q1)"
k=0 k=nj1

Dessa forma, temos

K -
log[(g;,)" (q1)"]
J2log2
nlogqj,  rlogq
J2log2  jalog?2
nlogq;,  rlogq
nj1log2 = jolog?2
loggj, | Jilogq
Jilog2 = jalog?2

= ]le +],71 K1
J2

IN

IA

= chl +C jfl?
J2

onde C' é uma constante. A penudltima desigualdade vem do fato que jo > nj; e a ultima
desigualdade vem do fato que r < ji.
Pela definicao de K, dado qualquer e > 0 existe jo tal que K 4+ ¢ > K;, > K. Assim, para

J > jo, usando a desigualdade acima, obtemos:
K<Kj<Kp+C®<ktetrc?
J J

Dessa forma, K < lim K; < K + €. Como € > 0 é arbitrario, segue que hm K; =K.
Jj—00

Agora, se L < N — 1 — a, entdo pela definigao de K, devemos ter que ICZ < N — 1 — « para
algum [ € N. Defina

-1
=[] £ 7).
§=0
Repetindo os mesmos argumentos da demonstracdo do lema anterior para o produtério

| L£,(27771) = T2, Li(27F¢), obtemos que |$(€)] < C(1 + [¢])~N*+ =<, Logo, como
K; < N —1—a, segue que |¢(&)| < C(1 + |€])~* 1€, Portanto, ¢ € C. [

Definigao 4.2. Um conjunto compacto K é dito ser congruente a [—m, 7| modulo 27, se ele

satisfaz as seguintes condigoes:
i) |K|=2m;
i) V€ e[—m,m|,3l€Z, tal que £+ 2xl € K.

O conjunto K construido particionando o intervalo [—7,7] em um namero finito de

subintervalos e transladando cada um deles por um multiplo de 27, ¢ congruente a [—m, 7]
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modulo 27. Nas Figuras 4.1 e 4.2 abaixo, ilustramos exemplos de conjuntos desse tipo.

I 1 1 | SR
 E— — 1 i ol
4n —-x A 0 2n n 3n
i3 2 3 2
Figura 4.1: K= [-4, —7]U[-3, 2] U [r, 2] é um conjunto compacto congruente a [—, 7]

moédulo 2. Ele pode ser visto como o resultado do corte de [—m,—Z] e [2F, 7] de [-7,7] e a
translacdo do primeiro pedago 27 para a direita e o segundo pedago 27 para a esquerda.

13, 3 3
4 3
! 0 4" 2T
— | :
4 3n -2n xR .m 5. = i
27, 24 g’ 4%
8
Figura 4.2: K= [—%, — BTy [—m, = ZJU[-Z, 32X U 25, 7] U [2F, TX] ¢ um conjunto compacto

congruente & [—m, 7] moédulo 27. Ele pode ser visto como o resultado do corte de [-5, —%] e

[%’T, 7] de [, ] e a translagdo do primeiro pedago 27 para a direita e o segundo pedago 47
para a esquerda.

Teorema 4.1. Seja mg um polinémio trigonométrico satisfazendo |mo(w)|? + |mo(w +7)|* = 1,
com mo(0) = 1 e defina ¢ por ¢(€) = (27r)_% 1172, mo(277€). Entdo, as duas condig¢oes abaizo

sGo equivalentes:

(1)

/(b(x)cb(a? —n)dxr = 0pp. (4.12)

(2) Eziste um conjunto compacto K congruente o [—m,w| mddulo 2w contendo uma vizinhanga
de 0 tal que

inf inf [mo(27%¢)| > 0. 413

inf inf [mo(2778)] (4.13)

Observacao 4.1. Antes de demonstrar o teorema acima note que, como K é compacto, entao
K ¢ limitado. Dai, K C [-R, R] para algum R € R’ . Assim, pela continuidade de mg e como
mo(0) = 1, temos que existe jo tal que |mg(277¢)| > 3, uniformemente, para todo || < R
e j > jo. Portanto, pedir que a condi¢do (4.13) ocorra é equivalente a pedir que jo fungoes,
mo(271€), -+ ,mp(277°¢), ndo tenham nenhum zero em K ou, equivalentemente, que mg nio

tenha zeros em 271K, ... ,27J0K,

Demonstragao: (1) = (2): Como vimos no Lema 3.3, a condigao (4.12) é equivalente a

S I6te +2m)l = 5

39



4.1. METODO DA FORCA BRUTA

Observe que todos os fatores da soma acima sdo nao-negativos. Assim, para todo £ € [—7, 7],
existe [¢ € N tal que
- 1
2rl)2 > —.
> o +2ml® > —

[1<le

Como ¢ é continua, entdo a soma finita Z|l|<l§ |6( - + 2x1)|? também é continua para todo

le € N. Dai, para cada { € [—7, 7] existe uma vizinhanca Ve = {w : |w — £| < R¢}, tal que

Note que as vizinhancas V¢ formam uma cobertura para o intervalo [—7, 7]. Como esse intervalo
é compacto, existe uma subcobertura finita, digamos Vg, Ve,,- -+, Ve, para [—m,7]. Seja lp o
méaximo dos &1,&, - -+ ,§; associados a essa subcobertura finita. Assim, dado w € [—m, 7], entdo
w € Vg, para algum 1 <4 < j. Dai, temos:

Z |p(w + 271))? > Z |p(w + 271))? > %

lH<lo lH<le;

Logo, como todas as parcelas da soma acima sdo ndo-negativas, segue que para cada
¢ € [—m,m, existe [ € [—lp,lo] NZ tal que:

166+ 21)] > ——t — (4.14)

V87 (2lp + 1)
pois cada termo da soma deve ser maior do que é dividido pelo total de parcelas da soma.

Agora, defina os seguintes conjuntos:

So={¢ € -mn]:18(¢)| > Ck

S-ip =& € [=m 7 \So : [9(§ — 2mlo)| = C;
Si={¢ e l-mm\ (U, SkUSo) 1d(€ — 27D 2 C}, ¥ —lg < U <lp e 1 £0.

=—lo

Note que todos os conjuntos S; sdo disjuntos e que Sy e, portanto K, contém uma vizinhanca
do 0, pois ¢ é continua e |$(0)] = (277)7% > (. Além disso, a condic¢do (4.14) nos d& que todo
¢ € [—m, 7] pertence a algum S; com —ly <1 <ly. Assim, os conjuntos Sj, —ly < I < ly, formam
uma particao do intervalo [—m, 7).

Defina

lo
K= J (S +2ri).
I=—Io
Temos que K & compacto e, por (4.14), K é congruente a [—7, 7] m6dulo 27. Também, por
construgao, \(;3(5)\ > (C em K.
Agora resta mostrarmos que (4.13) ocorre. Como vimos na Observagao 4.1, basta mostrarmos

que glnlf( |mo(27%¢)| > 0 para um namero finito de k’s, digamos 1 < k < k.
€
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Iterando kg vezes a igualdade (4.2), obtemos
ko
6(€)] = [T Imo(27*¢)] - 127 0¢)].
k=1

Pela igualdade acima, como |¢| é limitada inferiormente em K por uma constante estritamente
positiva, entdo Hzozl Imo(27%¢)| ndo pode ter zeros no compacto K. Sabemos que mg ¢ continua
e que um produto finito de funcGes continuas é, também, uma func¢do continua. Logo, devemos

ter

ko
[T1mo@7*¢)| = C1 >0, veEeK.
k=1

Como |mg(w) >+ |mo(w+7)|? = 1, segue que |mg| < 1. Assim, para todo k tal que 1 < k < ko,

temos:
ko

mo(27%¢)] = [mo(27%¢)| - 1+ 1> [[ Imo(277€)| > C1 > 0, V& €K,

j=1
Portanto, segue que g1n£ Imo(27%€)| > 0.
€
(2) = (1): Defina u(€) = (2m)72 - [15, mo(279€) - Xc(27%¢), onde Xk ¢ a funcio
caracteristica do intervalo compacto K. Sabemos que K contém uma vizinhanca do 0 e, dai,

i — d; pontualmente, quando k& — oo, uma vez que 2% — 0, quando k£ — co.

Como my é continua para qualquer £ € R, pelo Teorema do Valor Médio, temos
[mo(€) —mo(0)] < [m(€)||€ — 0], para algum 0 < € < €.

Dai, definindo C := max Img(€)], segue que | |mo(€)| — 1] < |mo(€) — 1] < C|¢]. Tsso implica
€

que |mo(€)| > 1 — C¢], para todo € € K.
Como K ¢é compacto, podemos encontrar kg € N tal que 27*C|¢| < %, se £ € Kek > k.
Assim, como por hipotese |mg(27%¢)| > C > 0 para k > 1 e £ € K, segue que

0o ko 0o 00
[T Imo@ ) = [T Imo@*O1- [I Imo@* ) >C" T (1—C27%¢).
k=1 k=1 k=ko+1 k=ko+1

E facil verificar que 1 —z > e 2%, se 0 < z < % Dai, para £ € K, temos:

66)] = (2m)72 [] Imo(27"¢)|
k=1

> (2m)7zch [ (1-C27Fe)
k=ko+1

> (2m)72C% [ exp(—2C27F¢))
k=ko+1

= (2m) 2CMexp [ 20l Y 2
k=ko+1
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= (2m) 2CM exp(-2 R Clg))

> (277)_§Ck°exp< 21~ kOC’max|§|>
ek
= Cy>0.
S |6(6)| .
Isso implica que C > 12> Xk(§). Logo, obtemos:
1
L k
e(©)] = @2m)72 [T Imo(277¢)] - X (27%¢)
7=1

k
< mre [ Imo277¢) - 1427 "¢))

Jj=1

= (2m) 207 Yd(€)].

Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que ug — qAS em L2
Por outro lado, pela congruéncia de K com [—m, ] médulo 27, temos que para qualquer
funcao 2m-periddica f, vale que:
™ 2
f©de= [ f(§)dE = ; f(&)ds.
—T

ek

Assim, para todo k € N, temos

/|Mk(§)|2e_in§d€ = 271' /H|m0 2 Jé |2 —mgdg

7=1
k
_ ( 12k/ H!mo 2 ik, |2 _mmdw
— 12k/ —zn2ka|m0 2[ )| dew

= A ( €_m2 |m0(2lw)|2dw> - [mo(w)?

o k—1
SCORES (/ -m?’“WH\mo o >2dw)-\mo<w>12

=1

r kel
= (2m)7t 2k (/ g inZw H |m0(21w)\2dw> - |mo(w)?

0 =1

+ (27r>‘12’“</0 ‘Z”Qk””Hlmo (v +m))| dv)-!mo(vﬂ)P
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r kel
= @t ( | el |m0(2lw)|2dw> Jmo(w)l?

=1

r kel
+ (2m)7' 2 (/ e"”z”f[!mo(?lv)\?dv)-!mo(v+7r)!2

0 =1

r kel
= (2m) ' 2" </ e 1] !mo(2lw)|2dw> [(mo(&)]? + [mo(€ +m)[?]

0 =1

- k-1
= (m)7t 2" [ e [ Imo(@ P2 e
0 =1

_ 1 ok—1 [ —m2’€—1§k_2 7 V(2
@m)~h 2 e L1 Imo(27¢)2de

j=0
= [l ©Pe e
Agora, observe que

[im@reas = o [lm (§)

= (277)_1/ K|m0(w)|26_m2w2dw
we

2 .
e—zngdg

= (277)_12/ Imo(w)[2e™ " duw

—Tr

T o—i(k—k)w  giZnw

(&
_Ecﬁ . dw
M Var Ve

kK

= E CLCE Ok—k/ 2n

kK

/
= > cwlmiw
k

- 6n,0 3

onde na ultima igualdade usamos a relacao (3.21).

Logo,
/|Mk(§)|2€_m5d£ = 6n0, VEEN.

Portanto, como ui — <Z> em L2, segue que

[ 18(€Pe g = tim [ () Pem 4 = 5,0

N ) N 1
Como ja vimos no Lema 3.3, [ |¢(£)[2e™™¢dE = 6, ¢ equivalente a Z (& + 2m)))? = Py
T
l
que, por sua vez, é equivalente a condicao (4.12). (]

O seguinte lema nos diz que, na maioria dos casos, ndo conseguiremos obter resultados muito

melhores do que os que o lema anterior nos da com o método da forca bruta.
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Lema 4.3. Eziste uma sequéncia, (§)ien, tal que

(14 &)~ H£2 ig)| > ¢ >o.

7j=1

Demonstragao: Pelo Teorema (4.1), a ortonormalidade das fungoes ¢( - —n) implica a existéncia
de um conjunto compacto K congruente a [—m, 7] modulo 2, tal que |<;A5(§)| > C >0, para & € K.
Temos que a funcao £;(§) = Hé;%) L£(277¢) & 2% r-periodica. De fato, note que

-1 -1 -1
Li¢+2% ) = [[ ce7e+24m) = [ L@+ 27 (2m) = [ £277¢) = £u(9),
=0 =0 7=0

pois L é 2m-periddica e para 0 < j <[ —1temos 1 <[ —7j <.
Como K é congruente a [—, 7] modulo 27 e £; & 2! r-periddica, existe ¢; € 2K tal que
|£1(¢1)] = qi, ou seja:

q = sup |[Li(&)|= sup [£i(§)]
€| <2tr ¢e2lK

Como K ¢é compacto, entdo a sequéncia (27!¢;) € K & uniformemente limitada. Dai, existe

uma constante C’ > 0 tal que para todo [ € N, temos

Gl < 2c. (4.15)
Além disso, observe que
1+e| e%(e_%—i-e%) | 3 <1
5 = 5 =jez|jcos({ ]| = 1L

Isso implica que |mgo(€)| < |£(€)|, para todo &€ € R. Assim, para todo ¢ € 2!K, temos

Haws Hmo g)

j=l+1 j=I+1

=11 mo<2—k<2-l£>>' = (2m)3[¢(27'€)| > (2m)2C =: T > 0.
k=1

Dessa forma, para & = 2(;, obtemos:

[[ce7a)| = [J]ce ) Hﬁwsl
j=1 j

!
= [ee o) ] et
Jj=1 j=l+1
-1
= Hﬁ( Q) 27%¢)
= |Li(Q)] 275¢)
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> q|L(27'¢)|C
> qC
= 2%,

onde C := min 1£(27¢)| - C, pois
leN

_logq

= =2k,
1™ Jog 2

= K;log2! =log2M = ¢

e (4.15), como & = 2(;, temos
1+ g <1422 = 1+ ) * > +220) =Rl +20) =27kt 207 *

Portanto,
L+ &b~ HL (279g)| > 27 (27! 4 2¢") K C2 = CatkigraTIR,

onde C" = (271 4+ 20")7%. Como K = iIllf Ki, segue que a desigualdade acima é limitada por
baixo por uma constante estritamente positiva, como queriamos. [ |
Antes de continuar, vamos provar algumas propriedades de Py que nos serdo muito dteis no

decorrer desse capitulo.

N—

|_|

S
Lema 4.4. O polinémio Pn(x ( n) " satisfaz as sequintes propriedades:
7=0
(a)
0<z<y=a VPy(z) >y VT Py(y) (4.16)
(b)
0<z<1= Py(z) <2V max(1,2z)V? (4.17)

Demonstragao: a) Seja 0 < z < y. Vamos mostrar, por indugdo sobre n, que =" > y~" para

todo n € N. Para n = 1, temos:

L1 -1 -1
rLy=-—2>2-—=c 2y
Yy

8

Suponha que seja verdade para um certo m € N, ou seja, z7" >y~ ", Vn < m. Assim,

xf(erl) — g myp1 > yfmyfl _ yf(m+1)'

Agora, usando a defini¢do de Py temos:
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N-1 N-1
_ _(N_ N—-1+n\ , N—-1+n\ _ny_1-n
$N+1PN($) = N 1)}:( . >:z: :§:< . ):13 (N—1—n)

N-1 N-1
N—-1+n N—-1+n
> —(N—1-n) — —(N-1) n _ —N+1P )
> ) < " )y Y > i Y=y N (Y)

n=0 n=0

b) Sabemos, pelo Lema de Bézout, que Py satisfaz a seguinte igualdade:
NPyl —z)+ (1 —2)NPy(z) = 1.

1
Fazendo =z = 3 nessa equacao, obtemos:

1 1 1 1
27N py <2> +27 8Py <2> =1=2"Ntlp, <2> =1= Py <2> = oN-1

e Sezx< %, entdo 2z < 1. Como Py é crescente, temos que
1 N-1
Py(x) < Py 5)= 2 .

e Sex> %, entdo 2z > 1. Usando o item a) desse lema, obtemos:

2~ (=N+D py (;) > 2 N py(z) = Py(x) < 2V 1(22)V L

Portanto,
Py (z) < 2N max(1, 22))V L.

Agora, vamos considerar o caso particular da familia de fun¢des y¢ dadas por
— 1 > .
No(€) = (2m) 72 ] nmo(277¢)
j=1

que definimos no Capitulo 3, Secdo 3.2, e ver o que essas estimativas nos dao sobre elas. Temos

que

—i€
Nmo(E) = <1+e

2

e o () () ()

n=0

)NEN(&

onde

Usaremos os Lemas (4.1) e (4.2) para obter algumas estimativas envolvento tais funcoes.

Primeiro, vamos mostrar que as hipoteses desses lemas sdo satisfeitas. Observe que:
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Slglp L ()] = Slglp [Nz:l (N _i +n> (sen2 <§>>nr = [Nz:l <N _i +n> % )

pois sup(sen?(¢)) = 1. Note que 0 < n < N — 1 implica que 0 < N —n —1 < N — 1, entdo
3

oN=(n+1) > 1 para todo 0 < n < N — 1. Dali,

1
2

1
N-1 N-1 2 3
[Z (N—l—i—n) - 2N712 (N—1+n>2n] _ |:2N1PN <1>]2 _gN-1,
n n 2
n=0 n=0
uma vez que Py(3) =2V"1,

2N—1 — 2N—a—1

Logo, sup |Ln(§)| < , com a = 0. Portanto, o Lema (4.1) nos diz que as y¢
3

sao continuas. Porém, esse nao é um bom resultado. Como K = in}{r Kj, entao K < K; para todo
je

J > 1. Assim, estimando qualquer K; para j > 1, obtemos resultados melhores. Estimaremos K
para ilustrar.

Usando (4.5) e (4.9), obtemos:

1
[T cn2 ™ w)
k=0

)

—  sup [Py(y)Px(4y(1 —y))],
0<y<1

@ = s =sup| L)+ L ()| = sup 1£x () £x(20)

uma vez que sen?(¢) = 4sen2(g) COSZ(g) = 4sen2(§)(1 — senz(g)) e fizemos y = sen2(g).

Analisaremos o que acontece com o produto Py (y)Py(4y(1—1y)), separando em alguns casos.
Para isso, observe que 4y(1 —y) quando 0 < y < 1, é um pedaco de uma parabola, o qual é dado

na Figura 4.3 a seguir.

14 4y(l-y)

Figura 4.3: Grafico da parabola 4y(1 —y), para 0 <y < 1.
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i) Para0 <y < %, como Py é crescente, temos que

1
Pn(y) < Py <2> =21
Daf,

e Se0<y< %—%, entao 0 < 4y(l —y) < %, o que implica que 0 < 8y(1 —y) < 1.
Assim, usando a equagdo (4.17) do Lema (4.4), obtemos que Py (4y(1 —y)) < 2N-L
Logo,

P (y)Pr(4y(1 —y)) < 2°(V71,

. Se%—%gyg%, ent:io%§4y(1—y)S1,oqueimplicaque1§8y(1—y)§2.

Dai, pela equacao (4.17), segue que
Py (4y(1 —y)) < 271 8y(1 —y)IV ™ = [16y(1 — 9]V < [16y°(1 — )]V,
pois y < 1 implica que y < y2. Logo,
Py (y) Py (dy(1 —y)) < 2V [1657(1 — )]V 1 = 25V D [ (1 — )N

ii) Para % + % <y <1 temos que 0 < 4y(l—y) < % Dai, 0 < 8y(1 —y) <1 e, entdo, temos
Py (4y(1 —5)) < 2NV~1 pela equacdo (4.17). Por outro lado, % + % <y < 1 implica que
1+ g < 2y < 2. Logo, pela equacio (4.17), Py (y) < 2N-1(2y)N-1 < 22(N=1) pois ¢y < 1.
Dessa forma, temos

Py (y) Pr(4(1 — y)) < 2200,

iii) Se % <y< %+ %, entao % <4y(1—y) <1ledai, 1 <8y(l—1y) < 2. Assim, pela equacdo
(4.17), segue que Py (4y(1 —y)) < 2V 1[8y(1 — )]V ! = [16y(1 — y)]V L. Por outro lado,
% <y< % + % implica que 1 < 2y <1+ ? Dessa forma, pela equagao (4.17), temos
que Py (y) < 2V=1(2y)N~1. Logo,

Py (y)Py(4(1 —y)) < 20D @2y) N 16y (1 — )]Vt = 260D 2 (1 — )]V

Vamos analisar a funcio f(y) = y?(1—vy) = y>—y?>, para 0 < y < 1. Note que f’(y) = 2y—3y?
e f"(y) =2 — 6y. Assim, temos

9 1
f’(y)=0<:>y=00uy=§ e f”(y)ZO@y=§-

Observe que f/(y) > 0 para 0 <y < % e f'(y) < 0 para % <y < 1. Isso significa que (%, f(%))

é um ponto critico de f. Como f”(y) > 0 paray < 1 e f’(y) < 0 para y > %, concluimos que f
possui um maximo local em x = % Logo, f(y) < f(%) = 2i7 para todo 0 <y < 1. Dessa forma,

obtemos
4

N—-1
<y<1.
27) ,VO0<y<

-yt < <
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Portanto,

N|=

q@ = sup [Pn(y)Pn(dy(1 —y))]
0<y<1

N-1 N-1
< max !22( D, 95(N-1) ( 4) | 93(N=1) 6(N-1) ( 4) ]

27 27
4 N—l%
— 26(N—1) s
()

g (N—1)g— 251

NI

Dai, pela definicao de Ks, obtemos

4(N—1)q— =1
log(2( 1377 )_4(N—1)log23(N—1)log3_(N1) ,_ 3log3
2log 2 N 2log 2 41log?2 N 4log2 )"

Como K < Ky, temos

Ko

IN

3log3
4log?2

3log3
4log?2

K<(N-1) (2—

>:2(N—1)—(N—1) :(N—l)—(N—l)[?)lOgS—l}

4log?2
Logo, pelo Lema 4.2, concluimos que y¢ € C*N, onde

3log3
4log 2

an > (N -1) [ — 1] ~ 0,188792(N — 1).

4.2 Estimativas de decaimento de ¢ via ciclos invariantes

Nesta secao, veremos como os ciclos invariantes podem ser usados para obtermos estimativas
de decaimento para a transformada de Fourier ¢. Veremos, também, que o valor do polinémio

trigonométrico £ em um ciclo invariante d4 origem a um limite inferior para o decaimento de ¢.

Defini¢ao 4.3. Dizemos que {{o, &1, ,{p—1} C [—m, 7] é um ciclo invariante para a aplicac¢do

7€ = 2€ (modulo 27) se satisfaz 7,1 = &, param =1,2,--- M — 1 e 7&y—1 = &.

Lema 4.5. Se {&,&1,-+- ,&vm—1} C [—m, 7] € um ciclo invariante nao-trivial qualquer, isto é,

&0 # 0, entao, para todo k € N temos:

|G2FMF1gg)| > O(1 4 [2HM gy ) =N K,

onde K = Z lo (L\jfom 2) e C > 0 é uma constante que ndo depende de k.

Demonstragao: Como 7,1 =&, param=1,2,---M — 1 e 7€p_1 = &, temos

€0 = TEm—1 =261 =270 =220
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Suponha que 2FM¢, = & para algum k € N. Entdo, temos

G = 2%Meg =27y g = 2P gy =2 gy,
_ 2(k+1)M71€1 _ 2(k+1)]\/[717_§0 — 2(k+1)M§0.

Logo, pelo processo de inducdo finita, concluimos que 287 &5 = &, (mod 27), para todo k € N.
Suponha que { = +m. Assim, temos que & = 7§ = 2§ = 27 = 0 (mod 27). Logo,

& = 2M~1¢ = 0 (mod 27), o que contradiz nossa hipotese. Dessa forma, devemos ter que

§o # £
Como &y # 0 e & # +, segue que sen(2"M¢y) # 0. Dai, existe uma constante C; > 0 tal que

|sen(28M0)| > C. (4.18)
e (4.7), temos
_jokM+1 N 0
%ok M+ B 11— 2T £(9-TokM+1
‘¢(2 50)’ - (27T) 2 Z'2kM+1£0 H (2 2 50)
j=1
o 671’2}{]\/‘750(61'2’“\/[50 _67721@]%50) N o0 WM
= (2m)= 2i2kM€0 [ @™ )
1=0
_1|sen 2kM§0
= (271') 2 2(161\450 QkM lf)
N
1| C _
> (2m)72 WI&) H£(2kM lgo)‘ (4.19)
1=0

Como L é um polinénio trigonométrico, entao £ é continuo. Dai, como £(0) = 1, existe uma

—2x

constante Cy > 0 tal que [L£(&)| > 1—C5[¢], para |¢] suficientemente pequeno. Como 1—x > e
para 0 < z < %, segue que |L£(£)| > e 2C2l para |¢| suficientemente pequeno. Logo, para r
suficientemente grande, temos

oo
H 1£(2 Jfo > H 6—2022_j|§0|
j=rM j=rM

e 2C2[6ol 2
_o—rM+2
e 2 C2léo|

Z 6*402 |'SO ‘

=: (4,

onde a ultima desigualdade vem do fato que 2-™M < q implica —4 - 2-TM > _ 4

Por outro lado, temos

(r+k)M—1 2M—1 (r+k)M—1
ﬁ(QkM—lf H E 2kM 150 H E QkM l£ ) H E(Qk’M-l{g).
=0 I=(r+k—1)M
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Usando que 2FM¢y = & (mod2r), para todo k € N, para estimar os produtérios do lado direito

da igualdade acima, obtemos

M—-1
ﬁ okM— l§ _ ﬁ(Qkao) . £(2k1\/[7150) . ‘£(2(k71)M+1£0)
=0
= L(&%) - L27'&) - L(27 M)

= L&) L(Em—1) - L(&2) - L(&1),

pois &g = T€ym—1 =261 € & = Tém—1 = 2&—1, para todo m tal que 1 <m < M — 1, o que
implica, respectivamente, que &y7—1 =27 1¢ € &1 =271, paral <m < M — 1.

Usando argumentos anélogos aos que utilizamos no produtério acima para os demais
produtorios, chegaremos que todos eles sao iguais a L(&p) - L(Epr—1) -+ - L(&2) - L(&1).

Logo,
(r+k)M—-1

£(2kM_l§o) = [L(&) - L(Err—1) -+ - L(&) .E(&)]r+k.

=0

Portanto, de (4.19), segue que

]O'O[ L(2FM gy

j=(r+k)M

(r+k)M—-1
B2V > @mTEON@Me) V| [ L@V )
7=0

= @2m) 20N (@M &) TVL(&) - L(En—1) - L&) - L(E)]HE

Hﬁ 27'¢)

l=rM
> (2m) 20N (@M (&) VL&)  LEw—1) - L(€) - L(E)]HCs
> Cy(1+2M &) TNL(&) - L(En—1) -+ - L(&2) - L(&)]TF, (4.20)

onde Cy = (2%)_%0{\[03 e a ultima desigualdade vem do fato que 1 4 2¥M|&| > 28M|&], o que
implica que (2°]5o[) ™ > (14 254 [) =

Agora, observe que
[£(%0) - L(Ear—1) -+ L(E2) - LIED™ = [L(&) - L(En—1) - LED] - [L(&) - L(En—1) -+ L(&1)]F

M-1 k
C H L(Em)

_ 21052‘HM lg(gm)‘
= 2k Xm0 logs [L(6m)]

M1 log |£(€m)]
— (Ml i

CQkMK
onde C' = [L(&) - L(Epr—1) --- L(&)]". Como |&] < 7, temos
1 +2kM+1’€0| S 1+2k:M+17r S 47_[_2]4;M7

pois 1 < 28M27 Isso implica que
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1 20§ < 4] [2RM]E o5 980K > C7(1 1 28+
com C' = [47T]_’€

Dessa forma,

[£(%0) - L(En—1) -+~ L(&) - LE)]HF = C2FME > CC'(1 + 25M+ g )X,

Portanto, de (4.20), concluimos que
B H10)| 2 CalL + 2 o) N OO (14 2 g€ = O(1 4 2 go]) N

onde C' = C4CC". n
A seguir daremos um exemplo de um ciclo invariante ndo-trivial e a estimativa correspondente

ao lema que acabamos de demonstrar.
2r 27
Exemplo 4.1. Note que {3, —5
7¢ = 2¢€. Entao, pelo Lema 4.5 segue que existe uma constante C' > 0, independente de n, tal

—N+K
(@)= ()

} C [—m, 7] &€ um ciclo invariante nao-trivial para a aplicagdo

que para todo n € N temos

n 2T
3

com ) ) )
o loglLCHLEE)  logle(3)
2log 2 log2

pois £ possui apenas coeficientes reais, o que implica que |£(—2F)| = [£(ZF)|.

Lema 4.6. Suponha que [—m,m] = D1 UDyU---U Dy, e que existe ¢ > 0 tal que

£ <q e D
[L(E)L(26)] < ¢? §eDy
[L()L(28) - LM < ¢V §€ Dy

o log ¢
Entao |p(&)] < C(+ [€])~ om K log 2

Demonstracgao: Seja j € N arbitrario e grande. Queremos avaliar o produto

j—1

[[c@™e) = cEce 'y --ce 7t

k=0

= LML) L)L (27Y),
onde £ € R. Se fizermos ¢ = 277T1¢, entdo esse tltimo produto pode ser escrito como
L(C)---L(2¢) -+ L(271Q),

que estd na forma adequada para usarmos a hip6tese do lema.
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e Se ( € [—m, ], entdo ¢ € D, para algum m € {1,2,--- , M — 1}. Assim,
1£(¢)---L2m71) < g™ (4.21)

e Se( ¢ [—m, x| entdo (' = ( + 2xl € [—7, ] para algum inteiro [. Dai, ¢’ € D,, para algum
m € {1,2,---, M — 1}. Logo,

1£(¢) - L@ < g™
mas pela periodicidade de £, temos

[£(C) - L™ = |L(¢) - L),
ou seja, (4.21) ainda é verdadeira.

O proéximo passo é aplicar o procedimento para
L(2M¢). .. L(2771),

ou seja, 2"™( ou a sua translacdo de um miultiplo de 27 estd em [—7, 7] e, portanto em um dos
conjuntos D,

Repetimos o processo acima enquanto o ntimero de fatores restantes, r, for maior ou igual a
M, e ganharemos um fator de ¢, onde 1 <m < M — 1.

Havera um momento em que r < M — 1 e pode acontecer que o primeiro fator, ou ele
transladado de 27, ndo esteja em D,,, onde m > r. Nesse caso, ndo conseguimos continuar o
processo e nao podemos ganhar o fator ¢"*. Portanto, temos que manter estes r fatores, onde
r<M-—1.

Note que se comecarmos com j > M, teremos a certeza de que ganharemos pelo menos um
fator de ¢™ (por isso a hipotese de j ser suficientemente grande).

Nesse momento que nao conseguimos mais continuar o processo, temos que
j-1
H£(2—k£)§ j—r H £2k 7q] r H £2k j—i—lé- 7q] TH£2I 7“+1§ 7q] THE
k=0 k=j—r k=j—r

o que implica em

< qj_r

r—1
11 £(2—k§)‘ .
k=0

Observe que
r—1

| CR)

k=0

= |L@©]- 1L [L2 1)l

Dai,

Hﬁ 27%¢)

sup

< Sl;p\ﬁ( 3] 'Slgplﬁ(Tlf)l ' -~Slgp|£(2r_1€)| = (a1)" < (@)™,
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pois, r < M — 1. Logo,
j—1

[T "

k=0

< (@)

q; = sup
13
Portanto, de (4.10), concluimos que

log(q7 " (qy )Mt — 7)1 M —1)1 1
K, < og(q ' (@)™ ) _ (G- quf( )logaq1 | [ 1og q-+(M —1) log 1 —r log g,
jlog2 jlog2 jlog2

log q
jooo 7~ log?2’
Dessa forma, a cota inferior para o expoente de decaimento de ¢ vem do Lema 4.2, pois

K<logq=N—1—<N—1—logq>

e K= lim K; <

~ log?2 log 2
. 1
implica que ¢ € C* onde a > N — 1 — 084q. [
log 2
Lema 4.7. Suponha que:
L] < L), HEES
ILEOLEE <ILEDP F <l <
~ log |L(%&
Entio |p(€)] < C(1 4 €)™V com K = gll (23 )|, e esse decaimento € étimo.
og

Demonstracao: E uma consequéncia direta dos Lemas 4.5 e 4.6. [

Observacio 4.2. Vimos na Se¢io 2.2 que se (1 + |w|)¥|é(w)| € LY(R), entdo ¢ € C*(R). Em

particular, se

C

lp(w)] < Wv

entdo ¢ € CN~EK=1=¢ para todo € > 0.

Agora provaremos uma propriedade do polindémio Py que serd muito 1til na demonstragio

do préximo lema que veremos.

Lema 4.8. Dado x € R, temos

Pl(z) = [Py (z) — Py(L)zN ). (4.22)

1—=x

Demonstragao: Derivando o polinémio Py dado na equacdo (4.6) temos
N-1
N—-14+n
P/ — n—1
N N+1 N+2\, , 2N —1\ N1
p— 2 ...
1>+< 2>$+<3>3m+ —|-<N_1>3:
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_ N[1+(N+1) +(N+2)2(N—|—1)$2+m+(2N—2)(2N;7!1)---(N—1)xN_i4.23)
B ORGOECORRchiEs
_ N%(N:n) n
=0
- N [PNH(x) — <2JJVV>Q:N - <2]]\>f__11>xN1] : (4.24)
Por outro lado, tem
(1-2)Py(z) = PN+1(=’1?);90PN+ (x) o
- (@) 2 ()R ) (V)
N N
S () 2 0 (W)
RO ()
_ Hi(N_;M) _<2]]\>7>$N+1
_ 1+1V211<N—;+n>x +(2NN—1>xN_2<2NN—1> Ni
= Py(z)+(1-2 )(QNN_ 1>xN. (4.25)

Logo, juntando as equacoes (4.24) e (4.25), obtemos

(1—2)Py(x) = (1-2)N [PNH«U)—(QZJj)xN_(?jVV_—f)xN1]

= N [(1 ) Pa(e) — (- (50 )xN ~ (1) (QJJVV _‘f)w—l}
= Vv +a-20 (e — - () - a- o (7))
. N{PN(JC)+$ [(1—2x)<2NN_1 —(1—x)(2jjv\f>]va1
BTSRRI
= N{plN(x) E;V[(l 1>$) <<2}N 1) B <2N>> _x<2N— 1)] N1
N N N -1
—(1-2) <2]]\>7__11)xN—1}

B N{PN(x) o [H o) <2NN_ 1) _$<2z]vv__1l>] =g (2J]VV—_11
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N [PN(x) —x (2]<[v_—11> N (1 —a) <2]\]>7__11> a:N—l}

N [PN($> - <2NN_ 1) xN_l]
= N[Py(z) — Py(1)2""1],

pois,

N—

Py() =3

=0

VS
=
|
S =
+
3
N———
Il
N
=
S
—_
N———
+
7N
=2
N———

()=

3

O proximo resultado nos ajudara a estimar o decaimento assintético das funcoes escalas y¢

associadas as wavelets de Daubechies.
Lema 4.9. Para todo N € N, N > 1, Py(y) definido por (4.6), satisfaz

Py(y) < Py <3> , se 0<y< % (4.26)

IN

<
IN
—_

(4.27)

>~ w

Demonstragio: Como Py é crescente em [0, 1] para todo N € N, N > 1, segue que precisamos
provar apenas a condigao (4.27).
Defina

f(y) = Pn(y)Pn(4y(1 —y)).

Derivando com relagdo a y e usando o Lema 4.8, obtemos

fly) = Py(y)Pn(4y(1 —y)) + Pn(y) Py (4y(1 —y))[4 — 8y]
N

— H[PN(y) — Py(1)yN Py (4y(1 — y))

+PN(y)[—4(2y - 1IN

[Pn(4y(1 = y)) — Prn(1)(4y(1 — y))¥ ]

(2y —1)?
_ %PN(y)PN(ZLy(l “y) = 7 PN OPN (Y= )™
—2‘37 7PN () Pr (4y(1 = ) + 2;]17 P () Py (1) [4y(1 = )]V
— R Py )P (a1~ 9) T Py Pyay(1 — )y
g PR PN (Dl (1 )
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Logo,
.o N
f (W) A2y = 1)9(y),
onde,
gly) = (6y—5)Pn(y)Pn(4y(1 —y)) — (2y — Dy ' Py (1)Py(4(1 — y))
+4(1 — y)[4y(1 — )]V Pa(y) P (1). (4.28)

Para provarmos (4.27) vamos considerar 3 casos.
1° Caso: 3 <y< 3.
Defina r(y) = 4y(1 —y) —y = 3y — 4y>. Entdo r'(y) = 3 — 8y, e dai 1'(y) < 0, sey > 3

3

Logo, r & decrescente se y > %, ou seja, 0 = r(3) > r(y) = 4y(1 — y) — y o que implica que

dy(1 —y) <y, paray > %. Assim, pela equacdo (4.16) do Lema 4.4, temos
[4y(1 — )] M Py(4y(1 —y) >y ¥ Puly) = Pr(dy(1 —y) > 41— )]V " Py(y). (4.29)

Dessa forma, de (4.28), obtemos

gly) < (6y—5)Pn(y)Py(dy(1 —y)) =y " (2y — 1) Py (1) Py (4y(1 — y))
+4(1 — )y Py (1) Py (4y(1 — y))
= (6y —5)Pn(y)Pn(dy(1 —y)) — y™ " Py (1) Px(4y(1 — y))(6y — 5)
— (6y—5)Pylay(i - >><1Ny)PN<>

onde usamos (4.22) na ultima igualdade. Observe que

gy) <0&6y-5<0sy<

| Ot

Como g(y) <0e (1—y)(2y—1) <0 para s <y < %, temos que f'(y) <0 em [2, %], ou seja,

Py (y)Pn(4y(1 — y)) é decrescente em [3, 2]. Isso implica que

Pu(y)Pr(4y(1 — y)) < Py C’l) Py (3 (1 - i)) - [PN <i>]2 para % <y< %

2° Caso: 2<y<leN€eN, N>13.
Como 2 <y, pela equacio (4.16) do Lema 4.8 temos que (2)"NT1Py(3) > y=N+1Py(y), ou

seja,
4y N1 3
P <|-= Py(-].

Assim, provar a condicao (4.27) é equivalente a provar que

<4§’>N_1 Py(4y(1—y)) < Py <i> : (4.30)
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Agora, observe que
—Nil N—1+n\ (2N-1\ 1(2N
B n S \AN-1/) 2\ N)
n=0
pois, pela Relagao de Stifel (Lema 2.2), temos
o(2N —1\ _ (2N =1\, (2N 1) _ (2N
N-1) \N-1 N ) \N)

Vamos mostrar por indugao que %(2]@/) > L 4N=1 para N € N, N > 1. Para N = 1, temos

1/2 1
- =1>1=—-4"
2<1> TVl

Para N = 2, temos

1/4 1 4! 1 4
5(5) 375 222V
Suponha que 1<2M> > L4M*1 seja verdade para algum M € N. Entao, temos
2\ M )~ /M ’
1 M L
TH4 < \/H4 4
1 <2M>
< = 4
- 2\ M
_ 2(2M)!'(M—i—1)
M2 (M +1)
_(2M +2)(2M)!
- MY(M 1)
o (@M 42)eM)! (2M+1)
- M!(M +1)! (M+1)
()
EROTESYE
2(M+1)
M+1 )
Dessa forma, obtemos que Py(1) > \/—» 1 para todo N € N, N > 1. Por outro lado,

como 4 < 1, usando novamente a equacao (4.25), segue que

3\ ~N+1 3 3 3\ V-1 1 vy
- Py(-]>Py(1 ja, Pn (=] > 1|~ Py(1) > —3" 7.
(3) (@) mn n (5)2(5) =

Vimos que Py satisfaz o Lema de Bézout. Por isso, como 4y(1 —y) > 0O para0 <y <1le
Py(z) > 0, para todo x € R, temos

[1—dy(1 -]V Py(y(1 —y)) =1 — [4y(1 — y)]"Py(1 —4y(1 —y)) < 1,
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4.2. ESTIMATIVAS DE DECAIMENTO DE (;3 VIA CICLOS INVARIANTES

ou seja,

Py(4y(1—y)) < [1—dy(1—y)] N = (2y — 1), (4.31)

N-1 1 /9\N-1
Logo, se provarmos que |———— 2y —1)"2 < — <> , concluimos (4.30) pois
g0, s€ q [(zy_l)g} (2y—1) =7~ 3 (4.30) p

usando essas desigualdades que acabamos de provar, temos
dy N-1 dy N-1 o 4\ V-1 B y N-1
—= Py (4y(1 — — 2y — 1 == 2y — 1 —
() mwa-m < (2) @-02-(3) @02 (5l

3
N—-1 N—-1
N VY1 v (3Y)
3 VN \ 4 N 4

g\ V-1
<4> . Para isso, defina

IN

N-1
~ Yy —9 1
Entao, resta provarmos que | ——— 2y —1 < —=
v a [(21/ = 1)2] (2 = 1) N

y N-1
r(y) = [(22/_1)2} (2y—1)7>

Observe que ambos os fatores y(2y — 1)72 e (2y — 1)72 sdo decrescentes em [2,1]. Assim,

r(y) <r(2) = (2)N1($)V, para todo y € [2,1]. Dai, basta mostrarmos que

) (6 =@ o (B) <5
= - — | - , ou R < —.
6 1) =N \4 % \6 9VN

h(N) = (N —1)log (2) — 2log (g) + %logN.

Se mostrarmos que h(N) < 0, vamos ter que (N — 1)log(2) < 2log(3) + 3 log N, isto &,

() () () )

N-1

Defina

< ﬁ, que é o que queremos. Vamos, entdo, mostrar que h(N) < 0.
1

Temos que h/(N) = log(2) + k. Entdo, h/(N) = 0 & N = “9%0a(%)
numericamente, vemos que h'(N) < 0 para todo N > 7, ou seja, h é6 decrescente para todo
NeN, N>T.
Novamente, calculando numericamente vemos que h(12) ~ 0,0208 > 0 e h(13) =~ —0,041 < 0.
Assim, h(N) < 0, para todo N > 13, pois h é decrescente para todo N > 13.
3° Caso: 2<y<lel<N<I2
24+v2

Vamos dividir esse caso em dois subcasos, y < yo := == e y > yo.
Para y < %, temos 4y(1 —y) > % Entao, usando novamente a equagio (4.25) do Lema

Isso implica em (%)
~ 6,32. Calculando

4.8, temos

(;) - Py <;> > [y(1— )] M Py (4y(1 - y)),
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ou seja,
_ 1 _
Pt =) < (1 - )Py () = Doy - )
pois Py(3) =21
Como % <y, aplicando o Lema 4.8 novamente, obtemos

~N+1 N—-1
5 5 6 5
<6> Py <6> >y~ NPy (y), isto &, Py(y) < (;’) Py <6> .

Sabemos que y?(1 — y) ¢ decrescente em [2,1]. Assim, (1 —y) < (3)%(3) = 33. Logo,

Py (y)Pr(4y(1 —y)) < (g)N_l Py <2> [16y*(1 —y)]V ' < <2;>N_1 Py <Z> :

Vimos que os Py sdo dados por (4.6). Calculando numericamente, para Py, 1 < N < 12,

como segue na tabela abaixo, verificamos que ()N 1Py (2) < [Py (3)]%

NEY @) [ vGP [ N[ ()T Pv@) | PGP
1|1 1 7 | 80.839,9 158.380,0
2 | 5,92 6,25 8 | 5,65 -10° 1,28 -106
3 | 37,86 43,89 9 | 3,97 -106 1,05 -107
4 | 250,77 326,25 10 | 2,81 -107 8,71 -107
5 | 1.697,2 2.510,17 || 11 | 1,99 -10® 7,25 -108
6 | 11.652,8 19.769,9 || 12 | 1,42 -10° 6,07 -10°

Tabela 4.1: Valores de (%)N_l Pyn(2) e [Pn(2))% paral < N < 12.

Portanto, Py (y)Pn(4y(1 —y)) < [PN(%)]2 para y < 2+T‘ﬁ el <N <12.

Para y > yg, usando o Lema 4.8 obtemos:

N—-1
sV Py(yo) > 5N Py(y), ou seja, Py(y) < (50) Py (o).

Por outro lado, de (4.31) temos que Py (4y(1 —y)) < (2y — 1)72V. Logo,

N-1
Py(y)Pulay( - 9) < gV Pulyo) 2y — 1) [?fl)}

(2y —
2+\@ —N+1 \@ —2 2+\/§ N—-1 1 N—-1
< () ne(3) (%) ()
= 2V P (o).

Vimos que os Py sao dados por (4.6). Calculando numericamente, para Py, 5 < N < 12,

observe a tabela abaixo, verificamos que 2V Py (yg) < [PN(%)}Q.
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N | 2YPy(yo) | [Pn ()1 | N | 2YPx(wo) | [Py (3)]?
5| 2.403,73 | 2.510,17 || 9 | 4,04 -10% | 1,05 -107
6 | 15.186,9 | 19.769,9 || 10 | 2,63 -107 | 8,71 -107
7 | 96.986,6 | 158.380,0 || 11 | 1,72 -10% | 7,25 -108
8 | 624.404,0 | 1,28 -10° || 12 | 1,13 -10° | 6,07 -10°

Tabela 4.2: Valores de 2" Py(yo) e [Pn(2)]?, para 1 < N < 12.

Portanto, Py(y)Py(dy(1 —y)) < [Pn(2)]2 para y > 252 ¢ 5 < N < 12. Para N = 1,
temos P;(y) = 1, para todo y e, dai, a igualdade é trivialmente satisfeita. Para 2 < N <4 o
polinémio Py (y)Pn(4y(1 — y)) — [Pn(2)]? tem grau menor do que ou igual a 9 e, entdo, suas
raizes podem ser calculadas numericamente de forma rapida. Abaixo nas Figuras 4.4, 4.5 ¢ 4.6
temos, respectivamente, os gréificos do produto Py (y)Pn(4y(1—1y)) — [Pn(3/4)]2, para N = 2,3
e 4.

! ! o LN !
0.2 0.4 06 0.8 1.0
/ %
/// \\\
L / N\
- 10 = /f/ \._‘
L / \
/ N\
// X
L o A
T ,/ \
' \
o N\
-30 / A
\
/ &
40 s

Figura 4.5: Grafico de Ps(y)P3(4y(1 — y)) — [P3(2)]%, onde Ps(y) = 1+ 3y + 6y>.
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50k

—50|-
-100 |
—150

200

—250 ‘
E / N
: ~

Figura 4.6: Grafico de Py(y)Py(4y(1 —y)) — [Pa(2)]%, em que Py(y) = 1 + 4y + 10y* + 20y>.

Observe que nenhuma das raizes de nenhum desses trés polinémios estd em [%, 1] e que

Py(y)Pn(4y(1 — ) — [Pn(3)]* < 0 em [3,1]. Logo, Pn(y)Pv(4y(1 — y)) < [Pn(})]* para
y>H2 1< N <4 =
Agora, vamos ver as estimativas que esses resultados que provamos nos dao sobre as wavelets

de Daubechies. Note que

sen? <§> = Z & sen (g)

Assim, |Ln(Z))? = Pn(3) e |CN(—F) > = |Ln(Z)|? = Pn(2), pois Ly tem coeficientes reais.

Logo,

=]
M
[\

3
[\

3

4 2
3Ou,:7@ngou§:§:—§mod(2w).

V3 &
2 T2~

2n

3

LM (E)En (26)] = /Py (sen? (€/2)) Px (sen?(€) < Pr(3/4), se = < [e] <.

[Ln ()] = V/Pr(sen?(£/2)) < /P (3/4), se[¢] <

Entao, dos Lemas 4.7 e 4.9, temos que o decaimento assintético de ng é dado por

~ log | Py (3/4)] _ B log | Par(3/4)]
NB©)] < C(1+ [e) M= o 4 jepy (VR (4.32)

Para os primeiros valores de N, usando a Proposi¢ao 4.1, a condigao (4.32) nos diz que

N¢ € C*N~€ com as estimativas para ay que seguem na tabela abaixo.

N | Px(3/4) an N | Py(3/4) an

2 |5/2 0.339036 || 9 | 106384445/32768 2.16764
3 | 53/8 0.63604 10 | 611828695/65536 2.40572
4 | 289/16 0.912537 || 11 | 7061844859/262144 2.6413
5 | 6413/128 1.17661 12 | 40874113559/524288 2.87477
6 | 35995/256 1.43225 13 | 948696791689,/4194304 3.10642
7 | 407521/1024 | 1.68174 14 | 5516834859287/8388608 3.33651
8 | 2321945/2048 | 1.92655 15 | 64284800975417/33554432 | 3.56523

Tabela 4.3: y¢ € C*¥(R), onde ay >ay =N —1— %{gﬂm.
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Podemos, também, usar o Lema 4.6 para estimar o comportamento de y¢, quando N — oco.

Como % < 1 implica que 1 < 2- % = % < 2, pela condicdo (4.17) do Lema 4.4, obtemos

N-1
3 N-1(3 N-1
Pyl-]<2 — =3 .

Separando em dois casos, temos

e 0<y<3

Como Py é crescente em [0, 1], para 0 <y < 2, temos que Py(y) < Py(3) < 3V-1

<y<l1

N[N
IN

Para 3 1<y <41 5+ ‘[ , temos 5 <4y(l—y) < %, o que implica 1 < 8y(1 —y) < % Logo,

pela condicao (4.17) do Lema 4.4, segue que
Py (4y(1 —y)) < 2V [8y(1 =)V ! = [16y(1 —y)]V .

Além disso, como % <y, pela condicao (4.16) do Lema 4.4, temos

33\ N+l 3 4\ V-1 3
<4> Py <4> >y~ NPy (y), ou seja, Py(y) <y ! <3> Py <4> < (4y)N L

Logo,
P (y) Py (dy(1 —y)) < (4y)" T 16y(1 — )]V = 64V 7 (1 - )]V

Vamos analisar a funcio f(y) = y?(1 — ). Observe que f'(y) = 2y — 3y? < 0 em [%, 1], o

que implica que f é decrescente em [ ,1]. Dai,

5 21
Pr(y) Py (ay(1 — ) < 6451 [2(1 — )N < 64V [(4) 4] _ gav-),

Agora, para %—i— % <y temos 1 + g < 2y < 2. Dai, pela condi¢ao (4.17) do

<1,
Lema 4.4, segue que Py(y) < 2NV=1(2y)N=1 = (4y)N~1. Além disso, § + ¥ V2 < y <1
implica que 0 < 4y(1 —y) < % Assim, 0 < 8y(1 —y) <1 e, entdo, por (4.17) temos que

Py (4y(1 —y)) <2V~ Logo,
Py (y)Pn(4y(1 —y)) < (dy)N 12V = (8y)N 7t < 32V,

pois y < 1.

Dessa forma, como |[L£(€)| = /Pn(y) e |L(€)L(2¢)| = v/Pn(y)Pn(4y(1 — y)), onde fizemos

y = sen?(£/2), concluimos que

£(€)] < VBN-T, 0<y< 3
IL(€)L(26)] < VBN =381 3 <y <
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Assim, fazendo Dy = [-27/3,27/3] e Dy = [—m, 7]\ D1, temos

|L(€)| < V3N-1 ¢e D,
1£(&)L(26)] < V32IN-1) =3N=1 ¢ ¢ Dy

e, pelo Lema 4.6, temos que

3N—1 log 3 ]

~ og O, —1— — —
W) < 0+ IR — o1 g VDI — o1 4 g7 VLA

g3

Portanto, pela Proposicao 4.1, segue que y¢ € C*V, onde any = (N—1)[1— 21'13Og2

]. Em particular,

acabamos de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.
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Capitulo 5

Estudo da Regularidade - um método

alternativo

Neste capitulo, ainda usando as estimativas do decaimento da transformada de Fourier Ngg,
dessa vez com as técnicas desenvolvidas em Volkmer |2], estimaremos a regularidade das wavelets
de Daubechies. Na Defini¢ao 5.1, introduzimos o indice de regularidade de N(E, denotado por
vn- Na Secao 5.1 mostraremos que 0,51 < v < 0,53, 0 que, em particular, nos fornece uma
cota superior e melhora a cota inferior de 9 que é dada na Secdo 4.2, uma vez que vyo > as.
Na Secao 5.2, com métodos mais diretos e simples, obteremos uma cota para vy e estudaremos
o comportamento assintotico de vy, quando N — oo, reproduzindo o resultado do Teorema 4.2
do Capitulo 4, ou seja, A}gnoo VWN =1- 21(1)0232.

Em todas as fung¢des utilizadas nesse capitulo, os argumentos sdo sempre nlimeros reais. Antes
de enunciarmos a Proposigao 5.1, a qual é o resultado fundamental para o desenvolvimento desse

capitulo, definiremos alguns conceitos.

Definicao 5.1. Definimos o indice de regularidade da transformada de Fourier de y¢, denotado

por vn, como o supremo sobre todos os v tais que
o —_~
/ (1 + W) |7 (w)] dw < 0. (5.1)
—0o0

Note que, pela Proposicao 4.1, temos que ay < vy para todo N € N.

Vimos no Capitulo 3 que os polinémios ymg, N € N, sdo produtos da forma

wmo() = (- *;”)N £x (), (2

onde Ly é um polindmio trigonométrico que satisfaz a condigao Ln(0) =1 e,

Ln()? = Py (sen? (3)). (5.3)

em que Py é definido da seguinte forma

N—

nw=Y (VT (5.4)

j=0 J

—_
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Da Observagao 3.7, temos que QAS(Z) = H mo(2772) e, do Lema 3.10, segue que H Ly(2792)
j=1 j=1

converge para uma fun¢ao inteira, a qual chamaremos de Gy (z). Dessa forma, usando o Lema

2.9 e a equacao (5.2), obtemos

6(z)] = J]Imo(2772)|
j=1

00 1+€i2*]‘z »
— H — |Ln(2772)|
j=1
00 —i279- 1z io—i=1z |V o0
0—j—1, (€ +e i
= e I e o)
j=1 j=1
1 27971z - —j—
= [T =N T eos27 " 2) NG n(2)]
j=1 J=1
sen(2) |V
= 2| 1GN(2)]
2
Logo,
. sen(2) |V
0(2)] = | =227 |Gn(2)]. (5.5)
2

Agora, da definigao (5.4) de Py, segue imediatamente que Py(y) > 1 para 0 <y < 1. Assim,
como 0 < sen%%) < 1, temos que |EN(2_jz‘)| = \/PN(seHQ(TZjZ)) > 1, para todo j € N.
Logo, para todo z € R, [Gn(z)| = [[52, |[Ln(2772)] > 1 e, portanto, de (5.5), segue que

sen(%) N
z

2

6(2)] =

(5.6)

o0
Observagao 5.1. Se / (14 |w])?|n¢(w)| dw < o0, entdo N > .
—0o0

De fato, suponha que v > N. Assim, de (5.6), temos

L+ [t)dO] = (L+[t]) Senﬁ
2
> (14 Y |5

2

sen(%)N

v
=~
=2

o0

Observe que a integral /

—0o0

t
sen <2> ‘ dt diverge, o que implica, por comparacao, que a integral

(1+|w|)"|n¢(w)| dw também diverge. Mas isso é uma contradigdo com a hipéotese. Portanto,
— 0o
concluimos que N > .
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Dessa forma, pela Definigao 5.1, devemos ter que vy < N — 1 o que ndo é uma boa cota. A

seguinte proposicao serd fundamental para encontrarmos cotas melhores.

Proposicao 5.1. Seja N um inteiro positivo fizo e seja A > 0.

a) Se existe uma constante positiva C' tal que

2 m—1
/ |sen(2 )N T [£n(2%)|dt > CA™, ¥ m € N, (5.7)
0 k=0
entao, temos
log(2)\)
<N -— .
N < log 2 (5.8)

b) Se existe uma constante positiva C tal que

2 m—1
/ |sen(2m 1)V H |Ln(2Ft)|dt < CA™, ¥'m € N, (5.9)
0 k=0
entao, temos
log(2)\)
>N-——— 1
- log 2 (5.10)

Demonstragao: Antes de provarmos cada item separadamente, vamos definir duas funcoes e

fazer estimativas que usaremos para os dois itens. Defina as seguintes fungoes

é(z):z‘sen(%)‘N|GN(z)| e H(z)::/ozé(t)dt. (5.11)

Fazendo a mudanca de variavel £k = j — 1, da defini¢do de G, obtemos
Gn(22) = []£n(27722)
j=1
= J] v *2)
k=0

= Ly(2) [] £n27F2)
k=1
= ,CN(Z) . GN(Z)

Iterando essa igualdade, para qualquer m € N, obtemos
m—1 4
Gy (2M2) =Gn(2) - [] £n(22). (5.12)
§=0

Entao, segue que

2M2mw 21
H(™2r) = / Gyt = | Gema)2mds
0 0

21
_ gm / sen(2™ 1) - |Gy (270)|da
0
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Logo, para qualquer m € N,

2 m—1
H(2M2r) = 27”/0 [sen(2™ )|V - |G (@) [] 1w (272)]da (5.13)
§=0

a) Suponha que exista uma constante positiva C' tal que a condicao (5.7) seja valida. Como,
por defini¢ao, |Gn(z)| > 1, para todo = € R, de (5.13) temos

27 m—1
H((2™2m) > Zm/ |sen (2™ 1z) |V - H |Ln(272)|da
0 .
7=0
> C@2AN)™, VmeN.

Mostremos que existe uma constante A > 0 tal que para ¢t > 1, temos A1°22(N < H(¢).

Faremos isso separando em dois casos, como segue.

1° caso: 1 <t <27 (ndo depende de ).

Nesse caso, como H é crescente, temos

S-H(1) < H(1) < H).

Fazendo C; = max #°22Y  obtemos
te(1,2m]

t10g2(2/\) < (Cq < Cqt.

Logo,
H(l) log, (2X) H(l)
— < —= < < .
27rClt _27T0101t_H(1)_H(t)

2° caso: t > 2w (depende de ).

Note que nesse caso, existe mgy > 0 tal que 27027 < t < 2™0Ft127 Dai, como H é crescente,

temos

H(2m02r) < H(t). (5.14)

Primeiro, vamos considerar que A > % Assim, 98220 ¢ crescente e, daf, t > 2™027 implica

que
tlog2(2)\) > (2m02ﬂ_)10g2(2)\) _ (2m0)10g2(2)\)(QW)logQ(Q)\) _ (2)\)mo (QW)logQ(Q)\) > (2)\)m0+1’

pois, como 27 > 2, entdo (27)°82(2Y) > 2log2(2A) — 2\ Dessa forma, da desigualdade (5.14),

temos

H(t) > H(2™2nr)
> @A™
C
- = mo+1
2)\(2)\)
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_ (2/\)m0+1(27r)10g2(2/\)
_ (2m0+127r)10g2(2)\)

9 logs(2X)
2X(27)log2(2Y)

(iv)ZLtlogQ(Q)\)
2 M

v

v

uma vez que, como 27 < 23, entdo (27)082(2N) < (23)log2(2) = (2))3,
Logo, segue que
¢ .
_ 7 Hog(2N) <« F(h).
(2X)% < H(t)
Agora, vamos considerar que 0 < A < % Dai, #1822} & decrescente e, assim, ¢ > 2027
implica que

log2(23) < (2m027r)10g2(2/\) — (gmo)logz(%\)(gﬂ)bgg(%\) — (2)\)7710(271.)10%2(2)\) < (2X\)™0

pois, como 27 > 1, entdo (27)1082(2Y) < 110822 — 1,

Dessa forma, da desigualdade (5.14), segue que
H(t) > H(2™027) > C(2A)™0 > Ct'o822A),

¢ _H{ }, se A > % ou A = max{C,H(l)}, se

(2\)* 27y

~—

Portanto, tomando A = max{

0< A< % temos
AtloeN < (1), Vi > 1. (5.15)

Por fim, sabemos que \Ngg(t)\ = 2Nt Nsen(L)|INV|GN(t)| = oNt=NG(t). Assim, integrando

por partes para z > 1, obtemos

2—N/:mN$(t)|dt - /12t72‘N|N$(t)|dt

L G)
— vy A\
/1t v dt
_ /t”f—Né( i
= [NH(@) /H N N-1q
= [NH@)] /H O N1dt (5.16)

Mostraremos que a desigualdade v — N + log,(2A) > 0 nao pode ocorrer. De fato, se

tivéssemos essa desigualdade, entao de (5.15), terfamos
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OTNTLH (1) > AT NI 20) 5 g1 (5.17)

Portanto,

(N —~) / H(t) N1t > AN — ~)log 2. (5.18)
1
Por outro lado,
O NH@®)); =27 NH(2) — H(1) > Az7~N+os2N) _ (1), (5.19)

Como os lados a direita das desigualdades (5.18) e (5.19) tendem para infinito quando z — oo,

entdo deverfamos ter que a integral [ 7| nd(t)|dt também tende para infinito, quando z — co.

Mas isso contradiz a condi¢ao (5.1). Portanto,

log(2))

v — N +1ogy(2)\) <0, ou seja, vy < N — log2

Assim, pela definicao de vy segue que

log(2A
W< N-— log(2}) )-
log 2
b) Suponha que exista uma constante positiva C' que torne valida a condigao (5.9). Seja
Cy:= onax |Gn(t)]. Entdo, de (5.13), segue que

2 m—1
HEm2r) < 27C / [sen(2 1) - ] 1£w(22)]ds
0 .
7=0
< COy20)™, Vm e N.

Agora, vamos mostrar que existe uma constante B > 0 tal que para t > 1, temos
H(t) < Bt'°22(2) Faremos isso dividindo em dois casos, de modo andlogo ao que fizemos no
item a).

1° caso: 1 <t <27 (ndo depende de \).

Nesse caso, como H é crescente, temos
H(t) < H(2m) < H(2m)t.

Fazendo Cy = min #°82(Y obtemos
te(1,2m]

@t <Cp < $1082(22)
2m

Logo,
- 2mH (2m) @t < 2w H (2m) Jlog,(2A)
- Co 2r T Co



2° caso: t > 27 (depende de \).

Note que nesse caso, existe mgy > 0 tal que 27027 < t < 2™0Ft127 Dai, como H é crescente,
temos

H(t) < H(2™ 2r). (5.20)

Primeiro, vamos considerar que A > % Assim, $9°82(2%) ¢ crescente e, daf, t > 2™027 implica

que

logy(2X) ~ (9mo log,(2X) __ (9mo\logs(2X) log,(2X) __ mo logy(2X) ~ mo+1
t > (2™027) = (2™0) (27) = (2\)"(2m) > (2)) ,

pois, como 27 > 2, entdo (27)'982(2A) > 21082(2) = 2} Dessa forma, da desigualdade (5.20),
obtemos
H(t) < H(2™H2r) < OCy(20)™0H < OCyt'o822N),

Agora, vamos considerar que 0 < A < % Dai, t'°82(2%) & decrescente e, assim, t > 2021

implica que

logo(2X) « (9mo9\loga(28) _ (9mo0)loga(2X) (9)1082(2X) _ (930 (9)1082(2)) « (9))™0
t < (2™°2m) (2™) (2) (22)™0(2m) < (2X)

uma vez que, como 27 > 1, entdo (27)1082(2) < 110822 — 1,
Entao, da desigualdade (5.20), temos
H(t) < H(2m0+127r)
< OOy (20)moH!
mo+1
_ CC?(Q ) 0 (27T)log2(2)\)
( )log2(2)\
_ CC,y mo+1 log,(2))
= @oemen 2 2T
CCQ 1
< 0g5(2X)
S Goem@
< %tlogg(%)

pois, como 27 < 23, entdo (27)1082(2Y) > (23)log2(2X) = (2))3,

Logo, segue que

CCQ 1
H(t) < ——2los2(2Y),

2w H (27)
Co

Portanto, tomando B = min {CCQ,

} se)\>§ouB:min{C02 QWH(QW)}

(2237 O
se 0 < A< %, obtemos

H(t) < B'os2Y vt > 1, (5.21)

Asgsim, usando o fato que |N$(z)| = \quAﬁ(—z)| e a relacao (5.16), com argumentos analogos
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a0s que usamos no item a), concluimos que

log(2X)

log 2

5.1 Estimativas mais precisas do indice de regularidade v,

Nessa secao encontraremos cotas inferior e superior para o indice de regularidade o, com
ajuda da Proposicdo 5.1 que acabamos de provar. Mais precisamente, provaremos o sequinte

teorema.
Teorema 5.1.

0,51109 -+ <2 <0,52739--- .
5.1.1 Encontrando uma cota superior para 7,

Usando o Lema de Riesz (Lema 2.7), podemos escrever que Lo(2) = p+qe'®, para todo z € R.

Dali, temos
|£2(2)‘2 = Lo(2)L2(2) = (p+ qeiz)(p + qefiz) =p? + ¢ + 2pq cos(z).

Por outro lado, sabemos que

1Lo(2)|? = P (sen2 (g)) =1+ 2sen? (%) =1+2 (1_6208(”2)) = 2 — cos(z).

. P +q*=2
Comparando essas duas igualdades, vemos que devemos ter

2pq = —1
Somando essas duas equacoes, obtemos

P22+ =1=(p+qi=1=p+qg==+1
e Sep+qg=1,entao g =1— p. Dai,
P+1-¢?=2=2"-2p—1=0.

Pela féormula de Bhaskara e, como devemos ter p > 0 para usar a Proposicao 5.1, segue que

1+V3 1-V3

7 Assim, como ¢ = 1 — p, temos que ¢ = 5

e Sep+qg=—1,entdo ¢ =—1—p. Dai,
P4+ (-1-gP=2=2p>+2p-1=0.

Pela férmula de Bhaskara e, como devemos ter p > 0 para usar a Proposicao 5.1, segue que

p_—1+\/§ ~-1-V3

5 . Assim, como g = 1 — p, temos que ¢ = 5
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No que se segue, escolhemos escrever

; 1 3 1-+3
Lo(z) =p+qe”; Yz € R, onde p = +2\f e q¢= 2\f (5.22)
Dai,
|L2(z)| > Re(L2(2)) =p+qcos(z) =p+ g(eiz + e ). (5.23)
2m_1 ‘ m—1
Defina hi(z) == p+ %(eiz +e %) e Z apme™t = H h1(2%t). Assim, da desigualdade
I=—2m41 k=0
m—1 m—1
acima, temos que H |Lo(2Ft)| > H hi(2%¢).
k=0 k=0
Além disso,
2m—1 , m—1 m—1 4. ok -
Z alme”t = H h1(2kt) = H (p—i— 5(612 t+ 6_22 t)) .
l=—2m41 k=0 k=0

Note que o termo ag,, representa a parcela do somatério que nao depende de t. Logo, ele

deve ser igual ao termo do produtério que ndao depende de t, que é p™. Assim, ag,, = p™.
Observe que

ez‘2m_1t_€—i2m_1t 2
sen?(2m71t) = ,

27
2i2m—1¢ —2i2m—1
Logo,
2m—1 1 2m—1 = 1 2m—1
sen?(2m71¢) Z apme™t = —16_12% Z almQth+§ Z almezltfzeﬂmt Z apme™.
l=—2m41 l=—2m+41 l=—2m41 l=—2m41
Quando integrarmos sen?(2™~'t) 12::21m+1 apme™ de 0 a 27, como o conjunto {e® : n € Z}

é ortogonal, a tinica contribuicao que teremos serd do termo constante da segunda parcela da soma

do lado direito da igualdade acima, pois no somatério da primeira e terceira parcelas nao temos
com _som . . ..

0s termos €2t e e72 ¢ respectivamente, para obtermos um termo constante que contribuiria

. . . P m__ 3 2 z
na integral. J4 vimos que o termo constante do somatério 212:—21m+1 aime™ & agm = p™. Dai, o

am—1
. 1 m
termo constante da soma — g apme™ é 00m = p2 .
l=—2m+1
-1 -1 2m_1 ;
Como [T}y [£2(2)] > TSy ha(2) = Y12 S5m yy aime™, segue que

27 m—1 27 2m—1 )
/ sen? (2 1t) - H |Lo(2Ft)|dt > / sen?(2m 1) - Z apmetdt
0 0

k=0 [=—2m41

m 2T
:p/dt
0

m

2
T
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Portanto, pelo item a) da Proposi¢ao 5.1, segue que

9 _ log(2p) :Q_M =0,5500-- - .
log 2 log 2

Agora, vamos melhorar essa cota superior. Para isso, vamos melhorar a estimativa dada na
equagao (5.23). Escrevendo Ly(z) = x + iy, onde x,y, z € R, de (5.22) temos que x + iy esta em

um circulo centrado em (p,0) e com raio —g.

(p.0)

Figura 5.1: Circulo de centro em (p,0) e raio -q.

Queremos maximizar a fun¢ao D(x,y) = /22 + y? + x e sabemos que = e y se relacionam
pela equacao (z — p)? + 4% = ¢%, ou seja, y?> = ¢*> — (z — p)?. Substituindo essa igualdade em

D(z,y), obtemos a seguinte funcao de =

dz) =22+ @ —(x—p2+ax =22+ —a22+2px —p>+ 2 =/¢>+ 2px — p? + .

Mas, maximizar D(z,y) é equivalente a maximizar d(z). Entao, derivando d(x) com relacdo a x,

temos
b

V@ + 2px — p?

Logo, a funcao d(x) é crescente. Como essa funcao esta definida no intervalo [p+ ¢, p — ¢, segue

+1>0.

d(z) =

que ela atinge seu maximo em p — q. Assim,

dmax =d(p—q) = VP +2p(p—q) — P2 +p—a=(p—a)*+p—q=2(p—q).

Dessa forma, temos

/22 L2 —

Vait2—r = (YL T i (Va2 +y? +x)
2 +y?+x

2% 442 — o2

:1:2+y2+a:
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_ 1 2
(Va2 +y?+x)
1
> y2
2(p—q)
Dai,
1L2(2)] = Va?+y?
> pp 2
Z Tt =Y
2(p —q)
1 2 a2
= p+qcos(z) + —— ¢“sen”(z)
2(p —q)
¢i% 4 iz q2 el _ iz 2
- p+q( 2 >+2(p—q) ( 2i )
2 2
q 4 iz | —iz q 2z | —i2z
= — 4 = - . 5.25
p+4(p—q)+2(€ +e™ ) 8(p—q)(e +e ") (5.25)
Defina
ho(z) i= a + b(e”® 4+ e7%) + c(e'* + e %),
q° q ¢
onde a = p + ﬁ, b = 3 ec= —ﬁ. Assim, da desigualdade acima, temos que
p—q p—q
m—1 m—1 2m+l_g ‘ m—1
H 1Lo9(282)| > H ho(2%2). Defina, também, Z apme’’® = H ho(2F2).
k=0 k=0 l=—2m+142 k=0
Usando (5.24) obtemos
m—1 m—1
sen’(277 1) [T 1£22"0)] = sen®(27 't) [] ha(2*)
k=0 k=0
)
1 oM 1 1 FOm >
_ <_4e—12 t + 5 _ ZeZQ t) Z almezlz
l=—2m+142
1 2m+1_2 1 2m+1_2
_ _Ze—z’2mt Z aime'™ + 5 Z amme™ +
l:,2m+1+2 l:,2m+1+2
1 2m+l_2
—Zeﬂmt Z ame’. (5.26)
l=—2m+142
Quando integrarmos a soma
1 2m+l_g 1 2m+l_g 1 2m+l_g
_Ze_iQMt Z almez’lz + 5 Z almeilz _ Zeigmt Z almeilz
l:_2'm+1+2 l:_2'm+1+2 l:_27n+1+2

de 0 a 2w, como o conjunto {e"* : n € Z} & ortogonal, as unicas contribui¢oes que teremos na
. ~ . —9om ;Om . .

integral serdo dos coeficientes do termo e~"?"t, do termo constante e do termo ¢”?"* do primeiro,
segundo e terceiro somatorios da soma acima, respectivamente. Logo, precisamos calcular esses

coeficientes, que sdo dados por a_smy,, dom € Gom.,, respectivamente. Para determiné-los, defina
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b_1m A—9mm 0 b ¢ O
bom = aom ,v:i=1] 1 ,A=1 b a b
blm agmpm, 0 0 ¢c b
Mostraremos, por inducao em m, que para m € N, temos
b_1m 0
bom =A"| 1 (5.27)
blm 0

Para m =1, temos
H ho(28t) = h(t) = a + b(e™ + e ) + c(e? 4+ 721,
k=0

Dai, a_91 = ¢, ap1 = a e a1 = c. Por outro lado,

b_11 a_o1 b ¢ 0 0 0
b01 = ani = a = b a b == Al
b1 as1 c 0 ¢ b 0 0

Isso mostra que (5.27) é verdade para m = 1. Suponha, agora, que (5.27) seja verdade para

algum n € N, ou seja, que temos

b_1n 0
bon = A" = A"
bin 0

Vamos mostrar que (5.27) vale para m = n + 1. Observe que:
n n—1
[[r2@t) = J] ha(2t) - na(27t)
k=0 k=0
n—1
= JJ he(@t) - la+ (™" + e 4 (e 4 T2 (5.28)
k=0

Queremos calcular os coeficientes b_1 41, bont1 € bing1 que sdo, respectivamente, o

. _gon+1 . ion+1 L
coeficiente do termo e 2" ¢, o termo constante e o coeficiente do termo 2"t do ultimo produto

do lado direito da igualdade (5.28).

_son+1
O termo e~"""t aparece no produto

n—1
H h2(2kt) . [CL + b(eiQ"t + e—iQ"t) + C(eiZ”‘Ht + 6—1’2"""11&)]7
k=0

quando fazemos:

e a multiplicacdo do termo constante de Hz;é ha(2Ft), que pela hipotese de inducio sabemos

. _son+1
que tem como coeficiente by, com o termo ce "2t da parte entre colchetes.
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e a multiplicacdo do termo 2"t de Hz;é ha(2Ft), que pela hipotese de inducdo sabemos

. _on
que tem como coeficiente b_1,, com o termo be~ 2"t da parte entre colchetes.

Assim, o coeficiente de e=2""" do produto em (5.28) é

b—17n+1 = cbon + bb_1y,.

O termo constante aparece no produto
n—1
;oM Fon ion+1 on+1
H h2(2kt) . [a—}—b(eﬁ t_|_6—12 t) +C(612 + t+6—z2 + 1&)]7
k=0

quando fazemos:

e a multiplicacdo do termo constante de HZ;& ha(2Ft), que pela hipotese de inducio sabemos

que tem como coeficiente bg,, com o termo constante a da parte entre colchetes.

e a multiplicacdo do termo e 2"t de Hz;é ha(2Ft), que pela hipotese de inducdo sabemos

. ;N
que tem como coeficiente b_1,, com o termo be?"t da parte entre colchetes.

e a multiplicacio do termo e*2"? de Hz;é ha(2Ft), que pela hipétese de indugio sabemos que

. _son
tem como coeficiente by, com o termo be 2"t da parte entre colchetes.

Dai, o termo constante do produto em (5.28) é

bo,n+1 = aboy + bb_15, + bb1yp.

on

. +1
Por fim, o termo e*?"" ! aparece no produto

n—1
[T 72(25) - [a + (™" + e72") 4 (e 4 72771,
k=0

quando fazemos:

e a multiplicagdo do termo constante de Hz;é h2(2kt), que pela hipétese de inducao sabemos

. on+1
que tem como coeficiente by, com o termo ce??” ! da parte entre colchetes.

e a multiplicacio do termo €2"t de HZ;(l) ho(2Ft), que pela hipétese de indugio sabemos que

. O
tem como coeficiente by, com o termo be*?"t da parte entre colchetes.

Entdio, o coeficiente de ¢2""'t do produto em (5.28) &
b1,n+1 = cbop + bbip.

Por outro lado, sabemos que A"ty = A(A™v). Dessa forma, usando a defini¢do de A e a

nossa hipétese de inducao, obtemos

c b_1n bb_1,, + cbon b_1nt1
Ay = AA™) = | b a b bon | = | bb_in+abon +bbin | = | bont1
0 ¢ b bin cbon, + bb1y, b1nt1
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Isso mostra que (5.27) é verdade para m = n+ 1. Logo, pelo processo de indugdo finita, temos
que
b_1m
bom =A"v, YVm € N.

blm

Portanto, voltando para nossa estimativa em (5.26), obtemos

o m—1
/ sen’(277't) - ] [£2(278)|dt
0 k=0
27 1 2m+172 21T 1 2m+172
—i2™Mt ilz ilz
> /0 —Ze Z A€ dt+/0 B Z apme”*dt
[=—2m+142 [=—2m+142
2 q 2mtl -2
i2mt ilz
—i—/o —Ze Z apme”dt
l=—2m+142
1 1 1
= 27 (—4b1m + Qb()m — 4b1m> . (529)

Agora, estimaremos o valor da expressdo entre parénteses acima. Para isto vamos calcular

os autovalores de A. O polindémio caracteristico de A é

b— A c 0
pa(A) = b a—X b
0 c b— A\
(b—N)2(a—\) —2bc(b—\)
(b= N)[(b—N)(a—\) — 2b]
= [N = (a+ D)X+ ab — 2bc](b — \).

Dali,
paN) =0= X —(a+b)A+ab—2bc=0o0ub—\=0.

Assim, os autovalores de A sdo

b —b)2 + 8b b— —b)%2 +8b
)\1:@—1— —i-\/(c; )2+ cj)\z_cH- (a—b)?+ C,)\gzb.

a 2

Usando os valores de a, b e ¢ da definicao de ha(z) e calculando numericamente, obtemos
A =1,3876--- , Ag = —0,1852--- e A3 = —0,1830--- .

Vamos calcular um autovetor de A associado ao autovalor A1. Note que

b— X\ c 0 T 0
b a— A1 b y | =120
0 C b—)\l z 0
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(b—X)r+cy=0
= bz + (a— M)y +bz=0.
cy+(b—XA)z=0

Da primeira e terceira equagdes, obtemos
b—M\)(x—2)=0=z=uz,

pois b # A1. Assim, substituindo na primeira equacdo, obtemos

2b 2b
(a—A)y=—2bx=y=— A e

(b—X\1)

=)

(a—)\l) (b—/\l) C

)

pois (a—A1)(b— A1) = ab— (a+b)\; +\? = 2be, uma vez que A\j é raiz de A2 — (a+b)\+ab— 2bc.

c
Logo, | A1 —b | é um autovetor de A associado ao autovalor A;.
c
c
Com contas analogas, mostramos que | Ay — b
c
c c
Ao. Assim, AM—b | e Ao —b
c c

', respectivamente.

Observe que

éum autovetor de A associado ao autovalor

sao autovetores de A™ associados aos autovalores A" e

c _c¢
c c Al =2 A=\ 0
! Mob |4 Ay — b Mob o e mb
PYEEDTE It Ao—A | 7P Tl M= a-A |
c c c c
A=A A — g
Dai, pela linearidade de A™ e usando (5.27), obtemos
0 1 c c
A™ = A™ - _
A — A2 Meb T S
c c
isto &,
b_1m c c
b S AM—b | + A7 Ao —b
R DV Bt Ay — AL | 72
blm C C
Dessa forma, temos
m _ \m A —b) — \™ —b m _ \m
b—lm — C(Al 2 ) 7 bOm — 1 (>\1 ) 2 (AZ ) ’ blm — C(Al 2 ) (530)
)\1ng )\1*>\2 )\1*)\2
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Portanto, substituindo (5.30) em (5.29), temos

m—1

2 1 1 1
2(om—1 k
2 : 2 >_ 2 -4 Y=1Im 5 Y0m — TV1Im
/0 sen”( t) | | |Lo(27t)|dt 7r< 4b 1m + 2b0 4b1 >

k=0
_ o </\71”(>\1 —b0) = Ay (A2 —b) (AT — Xz"))

200 — \2) 200 — N2)

AM—b—c A —b—c
_ AT Fym_ 2 7 Tam
7T<)\1—>\2 ! A1 — A2 2)

T A\ "™
= —b—c—(M—b—c) (= 31
)\1 — )\2 <)\1 b C ()\2 b C) <)\1> ) (5 3 )

A partir dos valores numéricos de a, b, ¢, A1 € Ao, obtemos que Ay —b—c >0, Ao —b—c >0

e i—f < 0. Além disso, |§—f\ < 1. Assim, se m é par, entao \i—ﬂm < 1 e, portanto, — %]m > —1.
Logo, de (5.31), temos

V

2m m—1 TA™ Ao\
2rom—1 k 1 2
/O sen?(2 t)-kl;[OMg(Z t)dt > S <)\1—b—c—()\2—b—c) <A1> >

T
AL — A2

_ m
= 7wAT".

v

()\1—5—6—()\2—17—6))

A2

1

(A —b— c)\(%ﬂm é positivo. Logo, de (5.31), temos

< 0, temos que (22)" = —|§—f]m Dai o produto

Agora, se m é impar, como A

2w m—1 m m
2/om—1 k ] < <)‘2> >
sen” (27t - Lo(2°t)|dt > AM—b—c—(A—b—0c)| —
[ st et = (20 (o (e b0 (32
T Ao ™
= A —b— A—b—c)|—=
)\1_>\2<1 c+ (A2 c) ) >
T
> —b—
- )\1—)\2(>\1 C)
(M =b—c¢)
B VIS v AT
Tome C = min 7_‘_’71'()\1——[)—6) > 0. Logo,
A1 — Ao
2 m—1
/ sen’(27 ') - ] [£2(2")|dt > CAT', Vm € N.
0 k=0

Portanto, como A1 > 0, pela Proposicao 5.1 obtemos que

_ log(2A1)

=0,52739--- .
log 2 ’

Y2 <2
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5.1.2 Encontrando uma cota inferior para v,

Encontraremos, agora, uma cota inferior para v, com argumentos anélogos aos que acabamos

de usar para encontrar a cota superior de ys.

Note que,
2 m—1 2 or m—1 2
( / sen2(211) [ ]Eg(th)\dt> < ( / I1 \@(2’%)@)
0 k=0 0 k=0

(VAN
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onde na primeira e segunda desigualdades usamos o fato que |senz| < 1 e a Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, respectivamente, e na igualdade usamos que |L2(2)[* = Pa(sen?(%)) e
Py(z) =1+ 2z.

Note que desenvolvendo o produtério da tltima integral, teremos uma soma com um termo

constante, que é 2™, e termos do tipo €, onde a € Z*. Como f027r edt = 0, Ya € Z*, segue

que
ot m—1 2 2
/ sen’(2™1t) [T |£2(250)]dt | < 27r/ 2"t = 422,
0 k=0 0
ou seja,
2 m—1
/ sen?(2m1) [ [£2(2%0)dt < 2m(v2)™.
0 k=0

Logo, pelo item b) da Proposicio 5.1, com A = v/2 > 0, temos

log(2+/2
oz BEVD g
log 2
Vamos melhorar essa cota inferior de 72, usando uma desigualdade similar a (5.25).
Escrevendo novamente Lo(z) = z + iy, onde z,y,z € R, de (5.22) temos que x + iy esta
em um circulo centrado em (0,p) e com raio —¢q. Queremos, agora, minimizar a funcdo

D(z,y) = \/m + x. Analogamente ao que ja vimos, minimizar D(z,y) é equivalente a
minimizar d(z) = \/¢® + 2pz — p?> + x. Derivando d(z) com relagdo & x, temos

p

V@ + 2px — p?

Logo, a funcao d(x) é crescente. Como essa fungao esta definida no intervalo [p + ¢,p — ¢,

d(z) = +1>0.

segue que ela atinge seu minimo em p + ¢. Assim,

din=dp+ ) = V@ +2pp+q) - P2 +p+q=(p+a2+p+qg=2(p+q) =2,

pois p+q=1.
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Dessa forma, temos

[2Z L2 —
[ty - = <W>( 22+ 4% + )

2+ y?+
ey
2?2+ y?+
1 2
B
ety -+
1
< 53/2
Daf,
1L2(2)] = Va?+y?
< +1 2
"L' —
= 2y
1
= p+qcos(z)+ §q2 sen?(z)
¢i7 4 iz G [ e® — i 2
= () ()
= p+ Z + 5(ezz + e—zz) _ §(612,2 —123)
Defina
hs(z) := a + b(e”® + e %) + c(e* + e %),
¢ q q°
onde a = p+ R b = gec= "¢ Assim, da desigualdade acima, vale |L2(2)| < hg(2) e,
m—1 m—1
portanto, temos que H 1Lo(2F2)| < H hy(2F2).
k=0 k=0
Defina novamente a matriz
b ¢ 0O
A=1 b a b
0 c b

com esses novos valores de a, b e c. Dessa forma, todas as contas que fizemos acima para calcular
o limite superior continuam sendo vélidas. Assim, de forma anéloga, vamos encontrar que existe

uma constante C' positiva que satisfaz

m—1 o m—1

IT 1622 )1t < / [sen?(@m 1) 2 T ha(252)dt = O™
0

k=0 k=0

2
/O [sen2(2m1)[2 .

onde )\ é o raio espectral de A e que, pelas contas que ja fizemos, sabemos que é

N a+b++/(a—0b)?+8bc
= 5 ,

Usando os novos valores numéricos de a, b e ¢, obtemos que A = 1,4034--- . Logo, pelo item

b) da Proposi¢ao 5.1, segue que
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|
N og(2))
log 2

Portanto, provamos que 0,51109--- < v, < 0,52739--- .

=0,51109- - - .

5.2 Comportamento assintético de vy - um método mais simples

Nessa secao, através de um método mais simples do que o visto no Capitulo 4, calcularemos
cotas inferior e superior para yy e, com elas, obteremos o mesmo valor para o comportamento
assintotico de vy

Primeiramente, provaremos dois lemas que nos dardo uma cota inferior para yy.

Lema 5.1. Seja p: [0,1] — [0, 1] um fun¢ao tal que:

3 3
PS5 se0<ys]
e
WPy —y) < -, se S <y<1
ply)p\2Y Y)) = 16’ 1= Y=
Entao,
m—1 4 3 m—1
p(sen?(27z)) < (4) , VezeR, meN. (5.32)
j=0
Demonstracgao: Observe que
sen?(2z) = (2senzcosz)? =4sen?z(1 — sen’z)
sen?(2%z) = 4sen®(2z)(1 — sen?(2x)) = 4(4sen” z(1 — sen? z))(1 — 4sen” (1 — sen® z))

Seja y = sen®z. Assim, 0 <y < 1. Defina ¢°(y) = v, ¢'(y) = q(y) = 4y(1 — y) e ¢/(y) para

j > 1 como a j—ésima iterada de ¢(y). Dessa forma, podemos reescrever a desigualdade (5.32)

como
m—1 ) 3 m—1
[[rdw) < (4> ,0<y<1, VmeN. (5.33)
j=0
0 .
Vamos mostrar (5.33) por indugdo sobre m. Para m = 1, temos que Hp(q” () = p(y).
j=0
Se0<y< %, pela hipotese, segue que p(y) < % < 1.
Se 3 <y <

1, pela hipotese, segue que p(y)p(4y(1l —y)) < 1% < 1. Logo, devemos ter que
p(y) <1ep(dy(l —y)) <1 pois, caso contrario, terfamos p(y)p(4y(1 —y)) > 1, o que contradiz

nossa hipétese. Assim, temos que

Isso mostra que (5.33) é verdade para m = 1.
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Agora, suponha que (5.33) seja verdade para m < M, para algum M € N, isto é,
1 -
mH p(qj(y)) < <j>m 1, 0 <y <1, para todo m < M.
jzo\/'amos mostrar que (5.33) é verdade para m = M + 1. Para isso, analisaremos dois casos
e 0<y<$

Defina z := ¢q(y) = 4y(1 — y). Dai, 0 < z < 1. Logo,

M M
[[r(@w) = p) ] )
j=0 j=1

M-1

§~
rL

IN

e 2<y<l1

Defina z := ¢%(y). Dai, como 0 < ¢(y) < 1, entdo 0 < z < 1. Logo,

M M
[[r(@®w) = pwpaw) [[p@®)
J=0 j=2
M—-2
= pwrla®)) 1] p(d W)
e

M M

; 3

Dessa forma, temos que Hp(q”(y)) < <4> , 0 <y <1, ou seja, (5.33) é verdade para
j=0

m = M + 1. Portanto, pelo processo de inducdo finita, segue que para 0 <y <1,

m—1

3

T ') < (B)" vmen
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Lema 5.2. O polinémio Py dado em (4.6) satisfaz a desigualdade

1 N-1
Py(y) < 4N-1 (max <2y)> , 0<y <1 (5.34)

Demonstracgao: Ja vimos, pelo Lema de Bézout, que Py satisfaz a igualdade
yVPy(1—y)+ (1 -y Pr(y) = 1.

Fazendo y = % na igualdade acima, obtemos

Ny 1 Ny N\
- . P — — . P, — =1
(3) #(z)+(5) m() =
Ny 1 1
2(=) -Py(=)=1 istoe Py(=)=2N"1
(5) re(g)=rmoer(y)

Se0<y< %, como Py (y) é crescente, concluimos que

1 N-1 N-1 1 N

o que implica em

Se % <y <1, entdo 2y > 1. Dai, (2y)? < (2y)V~!, para 0 < j < N — 1. Logo, temos

Py(y) = A‘H <N_.1+j)yj

J=0 J
N-1
= > (N_.l“>2f(2y>”
j=0 J
N-1 .
< 3 (V7))
j=0 J
N-1
_ N-1+j\/1V
T
B J
J
N-1 1
= (2y) Py <2>
— (2y>N—12N—1
_ NN
Portanto, para 0 < y < 1, temos Py(y) < 4N_1(max(%, y)NL ]

Agora, defina a funcdo p : [0, 1] — [0, 1] por

ply) = max(5,y).

Vamos mostrar que essa fungao p satisfaz as hipoéteses do Lema 5.1. Para isso, analisaremos dois

casos da seguinte maneira
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e 0<y<3
Se 0 <y < 1, entdo p(y) = 3 < 2. E,se 3 <y < 3, entdo p(y) = y < 2. Logo,
p(y) <3, se0<y<3.

Por outro lado, % < y < 1 implica que 3 < 4y

Ogl—yg%.Logo,0§4y(1*y)§1.

Como 1 < 3 <y, entdo p(y) = y. Assim, 3 < p(y) < 1.
<

4, e -1 < —y < —% implica que

1 1
Se 0 <4y(l—vy) < 3 entao p(4y(l —y)) = 3 daf

9
< —.
— 16

N | =

p(y)pdy(l —y)) < 1- % _

2++2
4

AN

1 3
Se 3 < 4y(l—y) < 1, entdo 1 <y=py) <

Assim, temos

e, assim, p(4y(l—y)) =4y(1—y) <

S

6+
16

2+\f>

pp(y(1 ) < ( - <

»Jk\OJ

9
Logo, p(y)p(4y(1 —y)) < T

Portanto, a funcao p satisfaz as hipoteses do Lema 5.1. Entdo, combinando os Lemas 5.1 e
5.2, obtemos

e§< <1
1 =Y==

N-1
, 1 . ,
Py (sen?(2771t)) < 4Nt [max (2, sen2(23_1t)>} = 4N "1 p(sen?(27 1)) VL
Assim,

N-—1
m—1

m—1
I[ Prv(sen®(27't)) < 4mO=D | TT plsen®(277'1))
7=0

j=0 I
i 3 m—1
- 4

- 3 m(N—1) 3 —(N=1)
1 1
N-1
_ <4> gm(N-1)
3

N-1

Logo, temos

)_l

27 m—1 ) 2r M—
/ sen?(2" 1) ] [En(@t))dt | < / L (271)|dt
27 27 m—1
< / dt - / |Ln(27¢)dt
0 U
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or m—1 )
= 27r/ PN (sen?(2771t))dt
0

2w
4
< 27r/ <> N=1) gt
0 3
4\ V-1
= 4r2 (2
. 3)
Dai,
2 m-l , A\ T 1
/ sen?(2m71¢) H |Ln(27t)]dt < 27 () (372 )™
0 , 3
7=0
Portanto, pelo item b) da Proposigao 5.1, com \ = 355 s 0, concluimos que
—1
log(2-372 ) log2 + % log 3 log 3
>N—-—=> — 2 =N-— =(N-1)(1- . 5.35
= log 2 log 2 ( ) 2log2 ( )

Agora, provaremos um Lema que nos dard uma cota superior para yy.

Lema 5.3. Para todos m, N € N, temos

2mml 27 N
/ H |sen(27 " 2)|Ndz > mNHz*m(N“)ST.

Demonstracao: Sabemos que

sen’(2z) = (2senx cosz)? = 4sen® z cos? £ = 4sen? z(1 — sen? z).
Entdo, podemos escrever sen?(2z) = g(sen’ z), onde g(y) = 4y(1 —y). Observe que ¢(3) =
. 2
Vamos mostrar, por inducio sobre j, que sen?(2/~lzg) = 1 para todo 7 € N, onde x¢ = ?ﬂ-

De fato, para j = 0, temos

-t =t () s (2 (3)) o (o (1) - (3) -5

pois Sen2( 0) = (%) = (f) = %.
(27~

Suponha que sen 120) = 2, para algum j € N. Entéo,

sen2(2(j+1)71)370) _ sen2(2j:c0) _ Sen2(2(2j71m0)) = q(sen2(2j71mo)) =q <i) = §

Agora, note que R = U (k(27™ 27, (k +1)27™27]. Logo, existe algum ko € Z tal que
keZ

xo € (ko(27™ 27, (ko + 1)27™ 2 7).

Como kg é inteiro e xg = %”, entdo zg # (k +1)27™ 27, para todo k € Z. Assim,
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zo € (ko2 ™27, (ko + 1)27™+27) C [0, 271]. (5.36)

) 3
Dessa forma, a fungdo | sen(2/~1x¢)| é positiva no intervalo (5.36) e tem valor — em T = %o,
para todo j = 0,1,--- ,m — 1. Além disso, a funcdo |sen(2/"1zg)| é concava no intervalo (5.36),
pois as funcoes sen(2/"1z), 7 =0,1,--- ,m—1 sdo periédicas de periodo 2727771, 0 que implica

que as suas frequéncias (numero de oscilagoes, isto é, o tamanho do intervalo dividido pelo
1
27
|sen(y)| é concava em qualquer intervalo onde sua frequéncia ¢ menor ou igual a &

periodo) no intervalo (5.36) sdo 27™%/, que é no maximo 5, visto que j < m — 1, e a func¢do

Defina h como a funcdo continua que é zero fora do intervalo (5.36), linear entre a extremidade

esquerda desse intervalo e xg, com h(xg) = @, e linear entre xg ¢ a extremidade direita desse

intervalo, ou seja,

V3 (g — kg2 ™ 2rr)

—m42
se ko2 "2 < x < x9
o — k027m+27-[- ’

h(z) =4 YB((ko+1)27" 21 — )
. sexo <z < (kg+1)27™F 27,
(k‘0+1)2 m+27‘1’—{£0 0= _( 0 )
0, caso contrario
Vil
2
\{;!5 (z — A_,“Q—sn—ir] \.rj ((ko + 1]%}—m—> e
xy — ko277 (ko+1)27™+2x —
ko2 2y o (ko + 1)27™+2x
3
Figura 5.2: Grafico da funcao h(z).
Dai, como todas as funcdes |sen(2/~12)| sio concavas e assumem o valor § em xo, segue

que |sen(2/~1x)| > h(x), para todo j =0,1,--- ,m — 1. Logo,

H |sen(2/1z)| > h(z)™.

Assim,
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2 m—1 ' 27
H |sen(2/1x)|Nda > / h(z)™N dz.
0 o 0
Note que,

V3y

2, , se 0 <z <z

Lo

h(z — k™ P2n) =< Bo—mt2p _ 4
( 0 ) 2 (,m+2 / )’ se $6 S €T S 2_m+27T
2 T — X
0, caso contrario
onde zf, = 7¢ — ko2 " 7.
Dessa forma, temos
2 2—mt2y
/ h(z)™Ndz = / h(z — ko2 ™ 20) N dy
0 0
/ N —m N
= ; dx + 5 ; dz. (5.37)
0 Lo @l 27T —
2—m+17.r

Fazendo a mudanca de varidvel t = x na primeira integral do lado direito da igualdade

/
Lo

16 @;p mN €E6 g mN 2_m+177 mN
/ , dr = / o=m¥i, (,CC) dz
0 ) 0 m Lo
g e\
- 9-m+1r. 0 2—m+1, t

(27m+2ﬂ. _ .73)
2-mH2r — g,

acima, obtemos

De maneira anéloga, fazendo ¢t = 2™+ na segunda integral do lado direito

da mesma igualdade, obtemos

—m42 _ TI’LN —m42 mN _ N
/2 +25 @(2 m+2ﬂ. _ x) 4y /2 2 @ (2—m+1ﬂ_) (2 m+2ﬂ. _ .CU) m o
o 2—m 2 — ) o 2—mtly (2=m+27 — )

0 0

o~ m+2p _ x|, 0 @t m
= —-—— —_— dt
2—m+ly L—m+1ﬂ 2—m+ly

Logo, voltando em (5.37), temos

o . 566 9—m+1, @t mN ] g-m+2 _ 1‘6 9—m+1, @t mN ]
@) = o ) Smmii, b i ) ST, t
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2_m+2ﬂ_ o—m+1, ?t mN
9—m+1, /0 9—m+1,.
2—mtly \/gt mN

9 2"

0 9—m+1,

2—mtly V3 mN

St

/0 <2m+1ﬂ->

mN
2-mtlg
(2—m+1ﬂ_)—mN <\/§> / tmth
0

2
mN
(27m+1ﬂ_)me @ (2—m+1ﬂ_)mN+1
2 mN +1

27T mN
3—2—m(N+1)
mN + 1 ’

Agora, utilizaremos esse Lema para estimar a integral da Proposicao 5.1. Usando a defini¢ao

do polinémio Py dada em (5.4) e a Formula de Stirling, obtemos

Pn(y)

Defina a funcao f : [2,00) — R por f(z) :

para essa funcao. Note que

v

Y

ON — 2\ N4
()
CN=2)! N
(N =12
V21 (2N — 2)2N—2+%e—(2N—2)6m -

2

[\/%(N — 1)N*1+%e—(N—1)em]

VIR2N-TH (N — 1)2N 252N -Demv—m
om(N — 1)@N—2)e2(N—1)eons
VRN =T (N = 1)2N =25 2(N-Demy

Y
2m(N — 1)(2N—2+1)6—2(N—1)6m

3
2732 1 (1 _
= 27T22N(N —-1) 26(24N 6(N—1)>yN 1
3
2 —( N)
= 3;22N(N - 1)—%ewvl<+5’4>yN—1 (5.38)
s
-3z -1 . .
= ——— Vamos encontrar uma cota inferior
24x(x — 1)

3(24a? — 24z) + 3w+ 1)(48z — 24)  T22* + 48z —24  3z* + 2z —1

! S = = 0, Vo > 2.
/(@) 242(z — 12 Riz(x — D)2 24z2(@ 12 7
Logo, f & crescente para todo = > 2, o que implica que f(x) > f(2) = —%, para todo x > 2.
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Dai, e/(*) > 674778, para todo x > 2. Assim, voltando em (5.38), obtemos

w

272
P, > 92Ny -1 2648N1
N(y) = \/ﬁ ( ) Y
> C’22NN_%yN para 0 <y <1,
3
272 7 . . _1 -1 N N-1
onde C' = \/Te is > (0 e a ultima desigualdade vem do fatoque N7 2 < (N—1)"2 ey <y ™",
m
para 0 <y < 1.
Entao,

m— m—1
H N@1)| = ] /Pulsen2(2-11))
=0 j=0

m—1 :
11 \/ C22N N~2 sen2N (29-1¢)

>
§=0
m—1
= C22"VN~T [T |sen(21t)|Y
7=0
Portanto, pelo Lema 5.3, temos
27 m—1 ) 27 m—1
/ [sen(2™ )N ] I£n(278)]dE > / [sen(2™')[NCE 2"V NTT T [sen(227 1)V at
0 =0 0 =0
J Jj=
- cgszN”/ H\sen 27 14) [Nt
> OZomNN-% (DN o — (m41) (N+1)

(m+1)N+1

C
Assim, pela Proposicao 5.1, com A = CON_i?)%, onde Cy = \/2>, concluimos que

1 N
log(2Co N~ 1372 1 log2Cy — +log N
oy < N 108CCN132) () log3 ) log 1087 (5.39)
log 2 2log?2 log 2
Teorema 5.2.
. IN log 3
lim —=1- ~ 0,2075.
Nooo N Slog2 - 20T
Demonstragao: Das desigualdades (5.35) e (5.39), segue que
N -1 1 log 3 <W (4 log 3 log 2Cy — ilogN
N 2log2) = N — 2log 2 Nlog?2 )
N -1 log2Cy — Llog N
Logo, como lim ——— =1e lim O8£0 T 5 08°% _ 0, tomando o limite quando N — oo
N—oco N N—oo Nlog?2
obtemos o resultado desejado. [
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