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Resumo

No processo de percolação de grau restrito em um grafo (V, E), há uma sequência, (Ue)e∈E ,

de variáveis aleatórias i.i.d. com distribuição U [0, 1] e um inteiro positivo k. Cada elo e tenta

abrir no tempo Ue, ele obtém sucesso se ambos os seus extremos tiverem grau no máximo k− 1.

Provamos um teorema de transição de fase para este modelo na rede quadrada L2, bem como na

árvore regular d-ária.

Palavras-Chaves: transição de fase; percolação de grau restrito.
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Abstract

In the Constrained-degree Percolation model on a graph (V, E) there are a sequence, (Ue)e∈E ,

of i.i.d. random variables with distribution U [0, 1] and a positive integer k. Each bond e tries to

open at time Ue, it succeeds if both its extremos would have degrees at most k − 1. We prove

a phase transition theorem for this model on the square lattice L2, as well on the d-ary regular

tree.

Key-Words: phase transition; constrained degree percolation.
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Capítulo

1
Introdução ao processo de percolação

de elos independentes.

A teoria de percolação surgiu em 1957 em um artigo de Broadbent e Hammersley, [4], onde eles

tinham o objetivo de estudar como propriedades aleatórias de um meio in�uenciam a passagem

de um �uído através dele. Eles ressaltam que meio e �uído suportam interpretações gerais,

moléculas penetrando num meio poroso, doença infectando uma comunidade, etc.

O objetivo desse capítulo é contar alguns resultados bem conhecidos de percolação canônica,

onde os elos estarão abertos independentemente com uma mesma probabilidade.

1.1 De�nições básicas.

Nesta seção vamos estabelecer algumas de�nições e notações em teoria dos grafos. Um grafo é

um par G = (V, E) onde V é um conjunto qualquer e E é um subconjunto de {{x, y} ⊂ V : x 6= y}.
Os elementos de V e E são chamados de vértices e elos, respectivamente. Os elementos de E
serão denotados por 〈x, y〉 em vez de {x, y}. Também usaremos a notação x ∼ y para dizer que

〈x, y〉 ∈ E e diremos que x e y são vizinhos. Dado um elo e = 〈x, y〉 diremos que x e y são os

extremos de e. O grau de um vértice x ∈ V, denotado por deg(x), será a quantidade de seus

vizinhos, ou seja,

deg(x) = #{y ∈ V : y ∼ x}.

Dizemos que um grafo tem grau limitado quando existe ∆ ∈ N que satisfaz deg(x) ≤ ∆ ∀x ∈ V .
É fundamental em teoria da percolação a noção de caminhos em grafos: um caminho é

uma sequência de vértices γ = 〈x0, x1, . . . , xn〉 satisfazendo xi ∼ xi+1 ∀i ∈ {0, 1, . . . , n − 1},
dizemos que um tal caminho tem tamanho n e conecta x0 a xn, denotamos |γ| = n. Se

∀i, j ∈ {1, . . . , n − 1}, i 6= j, vale que xi 6= xj , então γ é dito auto-evitante, quando x0 = xn
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falamos que ele é um circuito.

Alguns dos grafos mais estudados em teoria da percolação são as redes hipercúbicas e as

árvores d-árias, d ≥ 1. Vamos apresentá-los agora. Como usual escreva [d] = {1, . . . , d}. O

símbolo || · || denotará a norma do máximo, isto é, se x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, então ||x|| =

max{|xi| : i = 1, . . . , d}. Neste ponto não podemos deixar de apresentar a bola com que vamos

trabalhar neste texto

Br := {x ∈ Zd : ||x|| = r}.

O conjunto da linha a acima é chamado de bola centrada em 0, de raio r (≥ 1).

Considere

Ed := {〈x, y〉 : x, y ∈ Zd, ||x− y|| = 1}.

O grafo Ld = (Zd,Ed) é chamado de rede quadrada se d = 2 e rede cúbica d-dimensional se

d ≥ 3.

Se x = (x1, . . . , xn) ∈ [d]n e a ∈ [d] de�nimos a concatenação x ·a = (x1, . . . , xn, a). Denote

[d]0 := {∅}. A árvore d-ária é o grafo Td := (Vd,Ed) onde

Vd :=
⋃

0≤n<∞
[d]n

e

Ed := {〈x, x · a〉 : x ∈ Vd, a ∈ [d]}.

O vértice ∅ é dito ser a raíz de Td.

1.2 O modelo e transição de fase.

Seja Ω = {0, 1}Ed
o conjunto das con�gurações dos elos da rede: dado ω ∈ Ω, dizemos que

um elo e está aberto, nesta con�guração, se ω(e) = 1. Se, no caso contrário, ω(e) = 0 então

dizemos que e está fechado. Seja F a σ-álgebra em Ω gerada pelos conjuntos cilíndricos

C(F, σ) := {ω ∈ Ω: ω(f) = σ(f) ∀f ∈ F},

onde F é um subconjunto �nito de Ed e σ ∈ {0, 1}F .
No processo de percolação canônico um elo está aberto independentemente dos outros com

probabilidade p (∈ [0, 1]). Seja µe a medida de probabilidade em {0, 1} que satisfaz µe({1}) =

p e µe({0}) = 1 − p. Chamaremos de Processo de Percolação Canônico a medida de

probabilidade, de�nida em (Ω,F),

Pdp =
∏
e∈Ed

µe.

Quando estiver claro a dimensão d onde estamos trabalhando escreveremos apenas Pp em vez de
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Pdp.
Para cada x ∈ Zd e ω ∈ Ω considere C(x) = C(x, ω) o conjunto dos sítios conectados a x por

meio de um caminho constituído de elos abertos em ω, esse conjunto é chamado de aglomerado

aberto de x. Uma das principais quantidades estudadas em teoria da percolação é a função:

θ(p) = θL
d
(p) := Pdp(|C(0)| =∞). (1.1)

A função θ : [0, 1] → [0, 1] de�nida como na linha acima é chamada de probabilidade de

percolação. Se θ(p) > 0 dizemos que ocorre percolação em p. É óbvio que em p = 1 ocorre

percolação, θ(1) = 1, e em p = 0 não ocorre. Provaremos mais na frente, via um acoplamento

dos processos Pp1 e Pp2 a desigualdade (intuitivamente óbvia):

p1 < p2 ⇒ θ(p1) ≤ θ(p2).

Então de�nimos a probabilidade crítica do sistema como sendo o número

pc(Ld) = sup{p ∈ [0, 1] : θL
d
(p) = 0}. (1.2)

É fácil ver que pc(L1) = 1. Um resultado, muito importante, devido a Broadbent e Hammers-

ley [4] é que o processo de percolação canônico em Ld≥2 admite transição de fase não-trivial:

Teorema 1. Se d ≥ 2, então 0 < pc(Ld) < 1.

Em [9], artigo de 1960, Harris mostra que θL
2
(1/2) = 0, uma consequência disso é a desi-

gualdade pc(L2) ≥ 1/2. Depois de 20 anos, Kesten, em [13], consegue o celebre resultado:

Teorema 2. A probabilidade crítica do processo de percolação de elos independentes na rede

quadrada é 1
2 . Em símbolos,

pc(L2) =
1

2
.

As dimensões d = 1 e d = 2 são as únicas onde se conseguem calcular os valores exatos de

pc(Ld).
Aqui provaremos apenas que pc(Ld) < 1, ∀d ≥ 2. Para isso, usaremos o argumento de Peierls,

o qual será útil na prova do teorema principal dessa tese. Primeiramente, como Ld ⊂ Ld+1, pode-

se ver que

pc(Ld+1) ≤ pc(Ld).

Então é su�ciente considerarmos o caso d = 2. O argumento se baseia numa propriedade geo-

métrica de L2. Considere

(Z2)∗ = {(x+
1

2
, y +

1

2
) ∈ R2 : x, y ∈ Z}
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e

(E)∗ = {〈x∗, y∗〉 ⊂ (Z2)∗ : ||x∗ − y∗|| = 1}.

O grafo (L2)∗ = ((Z2)∗, (E2)∗) é chamado de rede dual de L2. Sejam u1 = (1, 0) e u2 = (0, 1)

os vetores da base canônica de R2. Se e = 〈x, x+ ui〉, i ∈ {1, 2}, é um elo da rede quadrada, o

elo

e∗ = 〈x+
1

2
(u1 + u2), (x+ ui)−

1

2
(u1 + u2)〉

será dito o elo dual de e. Agora, para cada ω ∈ {0, 1}E2
, uma con�guração na rede quadrada,

considere ω∗ : (E2)∗ → {0, 1} a con�guração na rede dual que dar ao elo e∗ ∈ E∗ o estado do elo

e, ou seja, ω∗(e∗) := ω(e). Se ω tem distribuição Pp, escreva P∗p para a distribuição de ω∗.

Note que, um sítio da rede quadrada tem aglomerado aberto �nito se, e somente se, existe

um circuito γ∗ ⊂ (Z2)∗ na rede dual, o contornando, que tem todos os seus elos fechados. Para

uma prova formal desse fato veja [13]. Sejam Γ∗n o conjunto dos circuitos contornando a origem

de tamano n e Γ∗ =
⋃
n≥4 Γ∗n. Portanto,

1− θ(p) = P∗p(∃γ ∈ Γ∗ fechado)

≤
∞∑
n=4

P∗p(∃γ ∈ Γ∗n fechado)

=
∞∑
n=4

(#Γ∗n) · P∗p(γ0 está fechado)

onde, na última linha, γ0 é um circuito qualquer de Γ∗n. Não é difícil ver que #Γ∗n ≤ n3n−1,

veja [5] para detalhes, donde

1− θ(p) ≤
∞∑
n=4

n

3
[3(1− p)]n .

Quando p > 2/3, a série da linha acima é uma função contínua decrescente, anulando-se em

p = 1. Segue-se que existe p0 < 1 de modo que ela é estritamente menor que 1.

A teoria de percolação se faz mais fácil na árvore d-ária, pois está não tem ciclos. Na de�nição

da linha 1.1 troque 0 por ∅, assim obtendo, θTd a probabilidade de percolação da raíz de

Td. Bem como na linha 1.2 de�ne-se pc(Td). Não é difícil mostrar que pc(Td) = 1
d , vide, por

exemplo, páginas 6 e 7 de [3]. Visto que é mais fácil fazer percolação em árvores, alguns dos

resultados desta tese, que acreditamos ser válidos em Ld, foram feitos para as árvores d-árias.

1.3 Funções de melhorias essenciais.

Acima consideramos o processo de percolação canônico em Zd e Td. Dados dois grafos

L1 ⊂ L2 vê-se, via um acoplamento, que os seus pontos críticos se relacionam do seguinte modo:
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pc(L1) ≥ pc(L2). Aqui daremos uma condição su�ciente para que se tenha pc(L1) > pc(L2), para
certos pares de grafos.

Em 1991, Aizenman e Grimmett mostraram que �melhorias essenciais" diminuem estrita-

mente a probabilidade crítica de certos grafos [1]. Informalmente falando, uma melhoria é uma

regra local que abre elos. Veja também [2].

Vamos às de�nições formais. Sejam r um inteiro positivo e G o conjunto de todos os grafos

simples sobre os vértices de Br. Uma função F : Ω→ G que depende apenas dos estados dos elos

da caixa Br será chamada de uma função de melhoria. Dizemos que uma função de melhoria

F é essencial se existe ω ∈ Ω de modo que G(ω) não tem um caminho duplamente in�nito

mas G(ω) ∪ F (ω) tem algum, onde G(ω) é o subgrafo de Zd que tem como conjuntos de arestas

aquelas que estão abertas em ω.

Denotamos por e + x a translação de uma aresta e pelo vetor x e, similarmente, G + x a

translação por x do grafo G sobre o conjuntos de vértices Zd. Dados x ∈ Zd e ω ∈ Ω, de�nimos

uma nova con�guração, a translação de ω por x, (ω−x)(e) = ω(e−x). Seja Ξ = {0, 1}Zd
. Dada

(ω, η) ∈ Ω× Ξ, a con�guração melhorada de ω é de�nida para ser o grafo

Gm(ω, η) := G(ω) ∪

 ⋃
x: η(x)=1

{x+ F (ω − x)}


A união dos grafos acima é o grafo que tem Zd como conjunto de sítios e tem arestas como a

reunião das arestas de cada grafo.

Quando η(x) = 1 dizemos que a melhoria foi ativada no sítio x. As melhorias serão ativadas

independentemente com probabilidade s. Seja Ps a distribuição do processo de ativação e escreva
Pp,s = Pp×Ps. As quantidades, probabilidade de percolação e crítica, melhoradas, são de�nidas

como segue

θm(F, s) := Pp,s(0 pertence a um aglomerado in�nito de Gm) (1.3)

e

pmc (F, s) = inf{p : θm(p, s) > 0}. (1.4)

Agora estamos aptos a enunciar o teorema de Aizenman e Grimmett:

Teorema 3. Se s ∈ (0, 1] e F uma função de melhoria essencial, então pmc (F, s) < pc.

Para uma prova desse teorema veja [1] ou [5]. Em vez de melhorias pode se estudar pioramen-

tos das con�gurações, que se trata de fechar arestas de acordo com uma regra local. Pioramentos

essenciais, ao ser ativado na origem, em vez de criar, destroem caminhos duplamente in�nitos.

Bem como nas linhas 1.3 e 1.4 de�ne-se θpior e ppiorc . Agora, o ponto crítico piorado, por uma

função de pioramento essencial, é maior que o ponto crítico canônico.

O Teorema 3 tem muitas aplicações, em 1998, Grimmett e Stacey [8], o utilizam para provar

que a probabilidade crítica de percolação de elos (para uma grande variedade de grafos) é estri-
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tamente maior que a probabilidade crítica de percolação de sítios. Nesta tese, vamos usar uma

função de pioramento, para provar que o ponto crítico do processo de percolação de grau restrito

em L2, com restrição igual 3, é maior que o ponto crítico de L2.



Capítulo

2
O modelo de percolação de grau

restrito.

2.1 De�nições e principais resultados.

Seja G = (V, E) um grafo in�nito conexo de grau limitado. Seja (kv)v∈V uma sequência de

inteiros tais que kv ≤ deg(v),∀v e seja (Ue)e∈E uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com

distribuição uniforme em [0, 1]. De�na um processo de percolação em tempo contínuo onde no

tempo t = 0 todas as arestas estão fechadas e cada aresta e = 〈v1, v2〉 se abre no tempo Ue se

#{u ∈ V/{v1, v2}; 〈vi, u〉 está aberto no tempo Ue} < kvi , i = 1, 2. Este modelo foi introduzido

em [14], ele é uma versão simpli�cada do modelo do roteador criado por I. Benjamini.

Variações do processo de percolação de grau restrito foram estudadas e tem relações com

alguns modelos de física estatística em redes, como o modelo de dímeros. Uma classe de pro-

cessos de percolaçao restrita de sítios na rede quadrada, onde apenas poucas con�gurações são

permitidas nos vértices de algumas células, é estudada em [11].

Como no modelo tratado aqui, os artigos [6] e [7] também consideram processos de percolação

com restrições nos graus dos vértices, no primeiro é estudado o grafo aleatório de Erdös-Rényi

Gn,p condicionado que os graus dos vértices pertencem a algum subconjunto, S, dos inteiros não
negativos; no último artigo é estudado o chamado 1-2 model, um modelo de mecânica estatística

na rede hexagonal onde o grau de cada vértice deve ser 1 ou 2.

Para uma descrição mais formal, seja ([0, 1]E ,F , P ) o espeço de probabilidade onde F é a

σ-álgebra gerada pelos conjuntos cilíndricos de [0, 1]E e P é o produto das medidas de Lebesgue

em [0, 1]. Dados umas sequência κ = (kv) de restrições dos graus e tempos aleatórios uniformes

U = (Ue), denotaremos por ωG,κt (U) a con�guração temporal de elos abertos (ou 1) ou fechados

(ou 0) no tempo t; o estado do elo e = 〈u1, u2〉 nesta con�guração é denotada por ωG,κt,e (U).
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Observe que a variável aleatória ωG,κt,e (U) é o produto das funções indicadoras dos eventos:

{U ∈ [0, 1]E ;Ue < t}

e

{U ∈ [0, 1]E ; #{v ∈ V/{u1, u2};ωG,κUe,〈ui,v〉(U) = 1} < kui} i = 1, 2.

Usando a construção de Harris, vide [10], pode-se mostrar, sem di�culdades, que o modelo

está bem de�nido para todo t ∈ [0, 1]. A ideia é que, se t < pc(G), então as componentes conexas

dos elos que tocaram até o tempo t são �nitas, assim podemos determinar o estado das arestas

em cada uma dessas componentes, os elos restantes estarão fechados.

Como usual em percolação, dada uma con�guração temporal ωG,κt (U), a notação 0↔∞ em

ωG,κt (U) signi�ca que, no tempo t, existem in�nitos vértices conectados a origem por caminhos

de elos abertos. Denotaremos por {0 ↔ ∞ em t} o conjunto de relógios {U ∈ [0, 1]E ; 0 ↔
∞ em ωG,κt (U)}.

De�nimos a função de probabilidade de percolação, θG,κ(t) : [0, 1] → [0, 1] como θG,κ(t) =

P{0↔∞ em t} e o tempo crítico tc(G, κ) = sup{t ∈ [0, 1]; θG,κ(t) = 0}.
De agora em diante, quando claro no contexto, omitiremos os superíndices G e κ na notação.

Seja G a rede quadrada L2 e considere a restrição kv = 3,∀v ∈ Z2. O teorema abaixo

caracteriza transição de fase para o processo de percolação de grau restrito neste grafo.

Teorema 4. Para o processo de percolação de grau restrito na rede quadrada, vale que 1
2 <

tc(L2, (3)) < 1.

Parte da prova do Teorema 4 é inspirada em [14], onde uma versão mais fraca deste teorema

foi obtida. Foi mostrado que existe percolação no tempo t = 1, P -q.c.

É natural perguntar se tc(Ld, (k)) < 1 para algum k = k(d), possivelmente 3. Uma interes-

sante característica deste processo é que não existe monotonicidade óbvia para a função θL
d,(k)(t)

em d. A proposição abaixo mostra que não existe percolação quando kv = 2, ∀v ∈ Zd, então as

restrição de graus kv = 3 no Teorema 4 é ótima.

Proposição 1. Para o processo de percolação de grau restrito na rede hipercúbica Ld, d ≥ 2,

vale que θL
d,(2)(t) = 0, ∀t ∈ [0, 1].

Demonstração. É su�ciente considerar o tempo t = 1. Seja Bn a bola de raio n centrada em 0

e ∂Bn = {v ∈ Zd; ‖v‖ = n}. De�na o processo estocástico (Xn)n, onde Xn = #{v ∈ ∂Bn; 0 ↔
v em t = 1}, e a �ltração (Fn)n, onde Fn = σ(Iv, v ∈ Bn) com Iv = I(0↔v em t=1). A restrição

kv = 2, ∀v ∈ Zd implica que E[Xn+1|Fn] ≤ Xn, q.c. Isto é, (Xn,Fn) é um supermartingal não-

negativo, como Xn é um número inteiro segue-se que Xn → 0 q.c. Isto conclui que θL
d,(2)(1) =

0.

Da Seção 2.2 até a seção 2.5 faremos a prova do Teorema 4, na Seção 2.6 estudaremos o

modelo em árvores regulares.
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2.2 Prova da cota inferior: 1
2 < tc(L2, (3)).

Seja ωt(·) := I{U(·)≤t} a con�guração de elos abertos ou fechados para percolação irrestrita

em L2, i.e., cada elo e ∈ L2 abre no tempo Ue, por resultados de Harris e Kesten de [9] e [13]

sabemos que o tempo crítico de L2 é 1
2 . A ideia é de�nir um processo intermediário que é um

pioramento essencial do modelo irrestrito, no sentido da Seção 1.3. As con�gurações do processo

intermediário serão denotadas por ω̂t,e e ela vai ser acoplada (usando as mesmas variáveis aleatória

(Ue)) com o processo de percolação de grau restrito de modo que ω̂t ≥ ωE2,(3)
t ∀t ∈ [0, 1].

Considere as caixas Λ = {(x1, x2) ∈ Z2; x1 = 0, 1, 2, 3 e x2 = 0, 1, 2} e Λm,n = (4m, 3n) + Λ

onde (m,n) ∈ Z2, seja E(Λm,n) o conjunto dos elos em E2 com ambos os seus extremos em Λm,n

e denote gm,n := 〈(4m+ 1, 3n+ 1), (4m+ 2, 3n+ 1)〉,

Am,n := {e ∈ E(Λm,n); #(e ∩ ∂Λm,n) = 1} e Bm,n := {e ∈ E(Λm,n); #(e ∩ ∂Λm,n) = 2}.

Observe que E(Λm,n) = Am,n ∪Bm,n ∪ {gm,n}.
Finalmente, considere o evento

Cm,n := {U ∈ [0, 1]E(L
2); max

e∈Am,n

Ue < min
e∈Bm,n∪{gm,n}

Ue}

e a con�guração do processo intermediário

ω̂t(e) =

{
ωt(e), se e /∈

⋃
m,n{gm,n},

ωt(e).ICc
m,n

, se e = gm,n.

Observe que a co�guração ω̂t é um pioramento essencial da con�guração ωt do processo

de percolação irrestrito, elas só não coincidem nos elos gm,n quando o evento Cm,n ocorre e

ωt(gm,n) = 1. Então, pelo Teorema de Aizemann e Grimmett, vale a desigualdade estrita para

o ponto crítico t̂c, do modelo intermediário: 1
2 < t̂c. Pela construção de ωE2,(3)

t e ω̂t segue-se que

ω̂t ≥ ωE2,(3)
t ∀t ∈ [0, 1]. Portanto, obtemos a cota inferior 1

2 < tc(L2, (3)).

2.3 Prova da cota superior: tc(L2, (3)) < 1.

A prova é baseada no argumento de Peierls. Seja (L2)∗ := L2+(12 ,
1
2) a rede dual de L2. Dado

uma con�guração temporal ωt em L2 (aqui estamos omitindo índices) de�nimos a con�guração

temporal dual ω∗t em (L2)∗ declarando cada elo como aberto se e somente se seu dual está aberto,

isto é, ω∗t,e∗ = ωt,e.

Um contorno em (L2)∗ é um caminho �nito 〈x0, x1, . . . , xl〉 tal que 〈xi, xi+1〉 ∈ E((L2)∗),

∀i = 0, . . . , l − 1 e x0 = xl. A prova é baseada no fato topológico que em L2 um aglomerado de

elos abertos é �nito se, e somente se, ele é contornado por um circuito de elos (L2)∗ (veja [13]

para uma prova).
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Dado um circuito γ = 〈x0, x1, . . . , xl〉 denotamos por r(γ) o seu número de lados e por m(γ)

o seu número de lados de tamanho 1, isto é,

r(γ) = #{i ∈ [l − 1] ∪ {0} : xi − xi−1 6= xi+1 − xi}

e

m(γ) = #{i ∈ [l − 1] ∪ {0} : xi − xi−1 6= xi+1 − xi e xi+1 − xi 6= xi+2 − xi+1}.

Seja Γn,r,m o conjunto dos circuitos contornando a origem com tamanho n, r lados e m lados

de tamanho 1. Considere Γ := ∪n,r,mΓn,r,m o conjunto dos circuitos que contornam a origem e

Γn := ∪r,mΓn,r,m o conjunto daqueles que tem tamanho n.

Considere Cn(t) o evento �algum circuito de tamanho n contornando a origem está fechado

no tempo t�, esse é a união, em r e m, dos eventos Cn,r,m(t) onde �algum circuito γ ∈ Γn,r,m está

fechado no tempo t�. Pelo Lema de Borel-Cantelli, é su�ciente provarmos que existe t < 1 tal

que

S(t) =
∑
n,r,m

P(Cn,r,m(t)) <∞. (2.1)

Na verdade, a convergência da série acima, nos diz que no tempo de convergência t, existe

quase certamente aglomerado in�nito, isso é equivalente ao que queremos provar pois Roberto

Teodoro mostra em [14] que o processo de percolação de grau restrito é ergódico com respeito a

translações. A convergênia em (2.1) é baseada nos dois lemas abaixo, as provas deles serão feitas

nas próximas seções.

Lema 1. Fixados n, r,m ∈ N, existe uma função ε : (0, 1) → (0,+∞) com limt→1 ε(t) = 0, tal

que, para todo contorno γ ∈ Γn,r,m, vale que

P (γ está fechado em ω∗t ) ≤
(

2

3
+ ε(t)

)n−2r+m
(p+ ε(t))2r−2m ε(t)m,

com p = ( 439
18144)

1
4 .

Lema 2. Para quaisquer que sejam n, r,m ∈ N, vale que

#Γn,r,m ≤
n2

4
2r
(
r

m

)(
n− r − 1

r −m− 1

)
.

Os Lemas 1 e 2 acima estendem as Proposições 9 e 5 da tese de Roberto Teodoro, respecti-

vamente, para o caso em que m 6= 0 e t < 1.

Seguimos com a prova da convergência da série. Omitindo a variável t na notação, podemos



2.3 Prova da cota superior: tc(L2, (3)) < 1. 11

escrever a série em (2.1) como

∞∑
n=4

P (Cn) =

∞∑
n=4

P (Cn,n,n) +

∞∑
m≥0

∞∑
n≥m+1

m+n
2∑

r=m+1

P (Cn,r,m). (2.2)

O primeiro termo do lado direito conta sobre todos os circuitos com todos os lados de tamanho

1 e no segundo termo estamos usando que n ≥ 2r −m. Pelos Lemas 1 e 2, vale que

∞∑
n=4

P (Cn,n,n) ≤
∞∑
n=4

n22nεn <∞,

para algum t < 1, pois limt→1 ε(t) = 0. Portanto, para concluir a prova do Teorema 4, é su�ciente

mostrar, para algum t < 1, a convergência de

S(t) =

∞∑
m≥0

∞∑
n≥m+1

m+n
2∑

r=m+1

P (Cn,r,m).

Usando novamente os Lemas 1 and 2, obtemos que

S(t) ≤
∑
m≥0

ε̄m
∑

n≥m+1

n2(
2

3
+ ε)n

m+n
2∑

r=m+1

(
r

m

)(
n− r − 1

r −m− 1

)
αr,

onde α = 9(p+ε)2

2 e ε̄ = (2/3+ε)ε
p2

. Fazendo as mudanças de variáveis s = r − m e k = n − m,

obtemos que

S(t) ≤
∑
m≥0

ε̃m
∑
k≥1

(k +m)2(
2

3
+ ε)k

(
k +m

m

) k
2∑

s=1

(
k − s− 1

s− 1

)
αs, (2.3)

com ε̃ = (2/3 + ε)αε̄ (observe que ε̄, ε̃ → 0 quando t → 1). A próxima proposição controla a

soma mais interna na inequação (2.3).

Proposição 2. Para todo k ≥ 2, a função

f(s) = αs
(
k − s− 1

s− 1

)
, 1 ≤ s ≤ k

2

atinge seu máximo em s∗ = dr1e, onde r1 está de�nido em (2.4) abaixo.

Demonstração. Vamos mostrar que f é crescente até s∗ = dr1e e decrescente apartir dele. Con-
sidere

g(s) :=
f(s+ 1)

f(s)
− 1 =

(4α+ 1)s2 + [(4α+ 1)k − (2α+ 1)]s+ αk(k − 1)

s(k − s− 1)
.

Mostrar que f é crescente é equivalente a mostrar que g é positiva: f(s+ 1) ≥ f(s)⇔ g(s) ≥ 0.

Por sua vez, g é positiva se, e somente se, seu numerador (4α+ 1)s2 + [(4α+ 1)k− (2α+ 1)]s+
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αk(k − 1) é positivo. Ele tem raízes

r1 =
k

2
− 2α+ 1 + ∆1/2

8α+ 2
(2.4)

e

r2 =
k

2
− 2α+ 1−∆1/2

8α+ 2
,

onde ∆ = (4α + 1)k(k − 2) + (2α + 1)2 > 0. Como r2 ≥ k/2, o máximo de f(s) é atingido em

dr1e.

Portanto,

S(t) ≤
∑
m≥0

ε̃m
∑
k≥1

(k +m)3
(

2

3
+ ε

)k (k +m

m

)(
k − s∗ − 1

s∗ − 1

)
αs
∗
. (2.5)

Lembremos da fórmula de aproximação de Stirling, 1
2

√
2πnnne−n ≤ n! ≤ 3

2

√
2πnnne−n, para

n su�cientemente grande. Por ela, podemos achar uma constante c1 > 0 de modo que

(
2

3
+ ε

)k( k − s∗ − 1

s∗ − 1

)
αs
∗ ≤ c1

(
2

3
+ ε

)k (k − s∗ − 1)k−s
∗−1

(s∗ − 1)s∗−1(k − 2s∗)k−2s∗
αs
∗
.

Seja β = lim
k→∞

s∗

k
=

1

2
− 1

2

1√
4α+ 1

. Note que, quando k −→ ∞, a k-ésima raiz do lado direito

da última desigualdade converge para(
2

3
+ ε

)
(1− β)1−β

ββ(1− 2β)1−2β
αβ.

Também note que

(1− β)1−β

ββ(1− 2β)1−2β
αβ =

1− β
1− 2β

=
1

2
+

1

2

√
18(p+ ε)2 + 1.

Então obtemos que (
2

3
+ ε

)k( k − s∗ − 1

s∗ − 1

)
αs
∗ ≤ Ac(t)k, (2.6)

onde A é uma constante positiva e c(t) =
(
2
3 + ε

) (
1
2 + 1

2

√
18(p+ ε)2 + 1

)
. Note que c(t) é

decrescente. Seja c := c(1) = 0.98. Pelas Desigualdades (2.5) e (2.6), obtemos que

S(t) ≤ A
∑
m≥0

ε̃m
∑
k≥1

(k +m)3
(
k +m

m

)
ck.
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Agora, da fórmula da absorção l
j

(
l−1
j−1
)

=
(
l
j

)
, segue que

(k +m)3

(
k +m

m

)
≤ (m+ 1)(k +m)2

k +m+ 1

m+ 1

(
k +m

m

)

= (m+ 1)(k +m)2

(
k +m+ 1

m+ 1

)

≤ (m+ 1)(m+ 2)(k +m)
k +m+ 2

m+ 2

(
k +m+ 1

m+ 1

)

= (m+ 1)(m+ 2)(k +m)

(
k +m+ 2

m+ 2

)

≤ (m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)
(k +m+ 3)

m+ 3

(
k +m+ 2

m+ 2

)
,

donde,

(k +m)3

(
k +m

m

)
≤ (m+ 3)3

(
k +m+ 3

m+ 3

)
.

Portanto

S(t) ≤ A
∑
m≥0

ε̃m(m+ 3)3
∑
k≥1

(
k +m+ 3

m+ 3

)
ck

= A
∑
m≥0

ε̃m(m+ 3)3
1

(1− c)m+4
.

Na igualdade acima usamos a identidade

∑
k≥0

(
k + j

j

)
xk =

1

(1− x)j+1
, ∀x ∈ (0, 1).

Se t < 1 é tal que
ε̃(t)

1− c
< 1, então S(t) <∞.

2.4 Prova do Lema 1.

Roberto Teodoro, em [14], observa que no tempo t = 1 não existe elo 〈x, y〉 ∈ E2 fechado com

deg(x, ω) ≤ 2 e deg(y, ω) ≤ 2. Esta situação ocorre em t < 1 e gostaríamos de provar que isto

ocorre com probabilidade tão baixa quanto se queira contanto que escolhamos tempo su�ciente

grande. Com esse propósito considere os seguintes conjuntos de elos em (E2)∗ (vide Figura 2.1):
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0

(a) A1

0

(b) A2

0

(c) A3

Figura 2.1: Os conjuntos A1, A2 e A3

A1 =

{〈(
−1

2
,−1

2

)
,

(
+

1

2
,−1

2

)〉
,

〈(
−1

2
,+

1

2

)
,

(
+

1

2
,+

1

2

)〉
,

〈(
−1

2
,+

3

2

)
,

(
+

1

2
,+

3

2

)〉}
,

A2 =

{〈(
−1

2
,−1

2

)
,

(
+

1

2
,−1

2

)〉
,

〈(
−1

2
,+

1

2

)
,

(
+

1

2
,+

1

2

)〉
,

〈(
−1

2
,+

1

2

)
,

(
−1

2
,+

3

2

)〉}
,

A3 =

{〈(
+

1

2
,−1

2

)
,

(
+

1

2
,+

1

2

)〉
,

〈(
−1

2
,+

1

2

)
,

(
+

1

2
,+

1

2

)〉
,

〈(
−1

2
,+

1

2

)
,

(
−1

2
,+

3

2

)〉}
.

Para todos estes três conjutos, de�nimos o elo central

c(Ai) =

〈(
−1

2
,+

1

2

)
,

(
+

1

2
,+

1

2

)〉
, i = 1, 2, 3.

Considere o conjunto A = {f(Ai); f : Z2 → Z2 é isometria i = 1, 2, 3}. Os elementos de A

serão chamados de anomalias. Dada uma anomalia f(Ai), diremos que a aresta f(c(Ai)) ∈ (E2)
∗

é o seu centro.

Dado um circuito γ = 〈x0, x1, . . . , xl〉 em (L2)∗, seja E(γ) o conjunto dos elos de γ. Uma

aresta e∗ ∈ E(γ) será dita anômala se existir algum A ∈ A tal que e∗ ∈ A e A ⊂ E(γ). Sejam

A(γ) e U(γ) os conjutos dos elos anômalos e unitários, respectivamente. Isto é, A(γ) = {e∗ ∈
E(γ); e∗ é anômalo} e

U(γ) = {e∗ = 〈xi, xi+1〉 ∈ E(γ); xi−1 − xi 6= xi − xi+1 e xi − xi+1 6= xi+1 − xi+2}.

Proposição 3. Para todo γ ∈ Γ vale que #A(γ) ≥ #U(γ).

Demonstração. É su�ciente exibir uma função injetiva F : U(γ) → A(γ). Se e∗ ∈ U(γ) ∩ A(γ),

de�na F (e∗) = e∗. Se e∗ ∈ U(γ)∩A(γ)c, suponha que e∗ = 〈xi, xi+1〉 onde xi+1−xi = uj (vetor

da base canônica de R2), j ∈ {1, 2}. Como e∗ /∈ A(γ), vale que xi+2 − xi+1 = xi−1 − xi = e3−j

ou xi+2− xi+1 = xi−1− xi = −e3−j . Deixe-nos considerar o primeiro caso, o segundo é análogo.



2.4 Prova do Lema 1. 15

Considere os números inteiros l′(e∗) e l′′(e∗):

l′(e∗) = min{l ≥ 1;xi+l+1 − xi+l 6= e3−j}

e

l′′(e∗) = min{l ≥ 1;xi−l − xi−l+1 6= e3−j}.

Observe que l′(e∗), l′′(e∗) ≥ 3. Portanto, para e∗ ∈ U(γ) ∩A(γ)c, de�nimos F (e∗) como sendo:

F (e∗) =

{
〈xi+l′(e∗)−1, xi+l′(e∗)〉, se l′(e∗) ≤ l′′(e∗),
〈xi−l′′(e∗)+1, xi−l′′(e∗)+2〉, se l′(e∗) > l′′(e∗).

A função F de�nida acima é injetora.

Agora considere os seguintes subconjuntos de elos em γ:

B(γ) = {e∗ = 〈xi, xi+1〉 ∈ E(γ); xi−1 − xi = xi − xi+1 = xi+1 − xi+2} ∩A(γ)c

e

C(γ) = {e∗ = 〈xi, xi+1〉 ∈ E(γ); xi−1 − xi 6= xi − xi+1

ou xi − xi+1 6= xi+1 − xi+2} ∩ (A(γ) ∪ U(γ))c.

Vamos conseguir uma cota melhor que a do Lema 1:

P(γ está fechado em ω∗t ) ≤
(
2/3 + ε

)#B(
p+ ε

)#C
ε#A. (2.7)

De fato a última desigualdade é mais �na: da Proposição 3 segue-se que #A ≥ m. É fácil ver

que #B ≤ n− 2r +m e (23 + ε) > (p+ ε) > ε, donde,

(2/3 + ε)#B(p+ ε)#Cε#A < (2/3 + ε)n−2r+m(p+ ε)2r−2mεm.

Seguimos com a prova da desigualdade 2.7.

Se e∗ ∈ A(γ), escolha uma das anomalias que a contém e de�na c(e∗) como a dual de seu

centro. Da de�nição de anomalia segue que U(c(e∗)) > t donde

P(e∗ está fechado em ω∗t ) ≤ P(U(c(e∗)) > t) = 1− t, ∀e∗ ∈ A(γ).

Portanto,

P(e∗ está fechado em ω∗t , ∀e∗ ∈ A(γ)) ≤ (1− t)b
#A
9
c.

Escreva X(e∗) = {c(e∗)}, ∀e∗ ∈ A(γ).

Para cada e∗ ∈ B(γ) ∪ C(γ) vamos considerar um conjunto de elos X(e∗) ⊂ E2. Suponha
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que 〈x0, x1, . . . , xl〉 é o lado de γ que contém e∗ e sejam x−1 e xl+1 os vértices adjacentes, em γ,

a x0 e xl, respectivamente. Então, xj+1 − xj = ui, x0 − x−1 = ±u3−i e xl+1 − xl = ±u3−i, para
i = 1 ou 2. De�na

σ+ =

{
+1, if xl+1 − xl = u1 ou u2,

−1, if xl+1 − xl = −u1 ou − u2.

e

σ− =

{
+1, if x0 − x−1 = u1 ou u2,

−1, if x0 − x−1 = −u1 ou − u2.

Se e∗ = 〈xi, xi + u1〉 ∈ B(γ) é um elo horizontal, de�nimos o conjunto X(e∗) como:

X(e∗) =


{e∗ + (12 ,

σ+
2 ), e∗ + (−1

2 ,−
σ+
2 )}, se e∗ + (0, 1) /∈ γ e e∗ + (0,−1) /∈ γ,

{e∗ + (−1
2 ,−

σ+
2 )}, se e∗ + (0, σ+) ∈ γ e e∗ + (0,−σ+) /∈ γ,

{e∗ + (12 ,
σ+
2 )}, se e∗ + (0, σ+) /∈ γ e e∗ + (0,−σ+) ∈ γ.

Anologamente, se e∗ = 〈xi, xi + u2〉 ∈ B(γ) é um elo vertical, o conjunto X(e∗) ⊂ E2 é de�nido

como:

X(e∗) =


{e∗ + (σ+2 ,

1
2), e∗ + (−σ+

2 ,−
1
2)}, se e∗ + (1, 0) /∈ γ e e∗ + (−1, 0) /∈ γ,

{e∗ + (−σ+
2 ,−

1
2)}, se e∗ + (σ+, 0) ∈ γ e e∗ + (−σ+, 0) /∈ γ,

{e∗ + (σ+2 ,
1
2)}, se e∗ + (σ+, 0) /∈ γ e e∗ + (−σ+, 0) ∈ γ.

Observe que

(e∗ está fechado em ω∗t ) ⊂ (U(e) > t) ∪
[
(U(e) ≤ t) ∩

(
U(e) > min

f∈X(e∗)
U(f)

)]
,

donde

P(e∗ está fechado em ω∗t ) ≤
2

3
+ (1− t), ∀e∗ ∈ B(γ).

Também note que X(e∗) ∩X(f∗) = ∅, ∀e∗ 6= f∗ ∈ A(γ) ∪B(γ).

Finalmente consideramos o caso e∗ = 〈xi, xi + uj〉 ∈ C(γ), existem apenas quatro casos

diferentes, dependendo se i = 0 ou l − 1, e j = 1 ou 2 (horizontal ou vertical). Para e∗ =

〈xi, xi + uj〉 ∈ C(γ) de�nimos X(e∗) como:

X(e∗) =


{e+ (0,−σ+), e∗ + (±1

2 ,−
σ+
2 )}, se i = l − 1 e j = 1,

{e+ (0, σ−), e∗ + (−1
2 ,

σ−
2 )}, se i = 0 e j = 1,

{e+ (−σ+, 0), e∗ + (−σ+
2 ,±

1
2)}, se i = l − 1 e j = 2,

{e+ (σ−, 0), e∗ + (σ−2 ,−
1
2)}, se i = 0 e j = 2.

(2.8)

Bem como acima, comparando os tempos dos relógios em X(e∗) com o tempo de e e t pode-se
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f ∗e∗

Figura 2.2: As arestas mais grossas do circuito γ e as mais �nas correspondem aos elos

e, f,X(e∗) e X(f ∗).

ver que

P(e∗ está fechado em ω∗t ) ≤
1

3
+ (1− t), ∀e∗ ∈ C(γ). (2.9)

Ainda, é fácil ver que X(e∗) ∩X(f∗) = ∅, ∀(e∗, f∗) ∈ C(γ)×
(
A(γ) ∪B(γ)

)
. Então

P

( ⋂
e∗∈A∪B

(e∗ está fechado em ω∗t )

)
≤ (1− t)b

#A
9
c.((1− t) + 2/3)#B. (2.10)

Infelizmente podem existir e∗, f∗ ∈ C(γ) de modo queX(e∗)∩X(f∗) 6= ∅, estamos intressados

em estimar P
{[
U(e) > ming∈X(e∗) U(g)

]
∩
[
U(f) > ming∈X(f∗) U(g)

]}
. Para qualquer e∗ ∈ C(γ),

o único elo em X(e∗) (vide 2.8) paralelo a e será chamado de frontal, os outros um ou dois elos

em X(e∗) são paralelos a e∗ e serão chamados de laterais.

Primeiro deixe nos considerar o caso em que X(e∗) e X(f∗) compartilham o mesmo elo fron-

tal, sem perda de generalidade, suponha que e∗ é um elo vertical, f∗ = e∗+(2, 0) e X(e∗), X(f∗)

compartilham o elo frontal e + (1, 0), as outras situações são análogas. Existem quatro pos-

sibilidades diferentes para o par de conjuntos (X(e∗), X(f∗)) dependendo de e∗ e f∗ serem o

mais abaixo ou o mais acima em seus lados. No pior caso possível (que dar a maior cota su-

perior para P(e∗, f∗ estão fechadas no tempo t)), temos X(e∗) = {e + (1, 0), e∗ + (12 ,−
1
2)} e

X(f∗) = {e+ (1, 0), e∗ + (32 ,−
1
2)} (ver Figura 2.2). Note que

P
{[
U(e) > min

g∈X(e∗)
U(g)

]
∩
[
U(f) > min

g∈X(f∗)
U(g)

]}
=

2

15
,

donde
P(e∗, f∗ estão fechadas no tempo t) ≤ P(U(e) > t or U(f) > t) +

P
{[
U(e) ≤ t, U(f) ≤ t

]
∩
[
U(j) > ming∈X(j∗) U(g), j = e, f

]}
≤

1− t2 + 2
15 ≤

(
(1− t2)

1
2 +

√
2
15

)2
.

(2.11)

Agora considere o caso em que X(e∗) e X(f∗) compartilham a mesma aresta lateral. Neste

caso, existem quatro elos e∗, f∗, g∗, h∗ ∈ C(γ), tais que seus conjuntos X(·) tem algumas in-

terseções. A menos de rotações (sem perda de generalidade suponha que e∗ é um elo vertical),
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e∗

h∗

f ∗

g∗

(a) Caso I

f ∗

e∗
g∗

h∗

(b) Caso II

Figura 2.3: Os elos mais grossos pertencem ao circuito γ e os elos mais �nos correspondem

aos elos e, f, g, h,X(e∗), X(f ∗), X(g∗) eX(h∗). Os elos tracejados são os frontais deletados
de X(g∗) e X(h∗).

existem duas possíveis situações. No primeiro caso, deixe nos chama-lo de caso I, temos que

f∗ = e∗ + (1,−1), g∗ = e+ (32 ,−
1
2) e h∗ = e+ (−1

2 ,−
1
2), vide Figura 2.3a, portanto

X(e∗) = {e+ (1, 0), e∗ + (12 ,−
1
2)},

X(f∗) = {e+ (0,−1), e∗ + (12 ,−
1
2), e∗ + (12 ,−

3
2)},

X(g∗) = {e∗ + (32 ,
1
2), e+ (1, 0)},

X(h∗) = {e∗ + (−1
2 ,−

3
2), e+ (0,−1), e+ (−1,−1))}.

No segundo caso, Caso II, temos que f∗ = e∗ + (1, 1), g∗ = e+ (32 ,
1
2) e h∗ = e+ (−1

2 ,
1
2), veja a

Figura 2.3b, portanto

X(e∗) = {e+ (1, 0), e∗ + (12 ,−
1
2)e∗ + (12 ,

1
2)},

X(f∗) = {e+ (0, 1), e∗ + (12 ,
1
2)},

X(g∗) = {e∗ + (32 ,−
1
2}, e+ (1, 0)},

X(h∗) = {e∗ + (−1
2 ,

3
2), e+ (0, 1), e+ (−1, 1))}.

Finalmente, quando existem dois diferentes elos e∗, g∗ ∈ C(γ) com X(e∗) e X(g∗) compar-

tilhando uma aresta frontal de e∗ e uma lateral de g∗ ocorre exatamente (a menos de rotações,

sem perda de generalidade estamos supondo que e∗ é uma aresta vertical) ocorre um dos casos,

I ou II, descritos acima.

Em ambos os casos estamos interessados em estimar a probabilidade do evento

⋂
i∈{e,f,g,h}

(
U(i) > min

j∈X(i∗)
U(j)

)
. (2.12)

Observemos que é possível encontrar algum i∗ ∈ C(γ)/{e∗, f∗, g∗, h∗} tal queX(i∗)∩
(
∪j∈{e,f,g,h}X(j∗)

)
6=

∅. Mais precisamente, os elos frontais de X(g∗) e X(h∗) podem ser frontais de X(i∗) para algum

i∗ ∈ C(γ)/{e∗, f∗, g∗, h∗}. Para valer alguma independência cotamos a probabilidade de 2.12
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deletando os elos frontais de X(g∗) e X(h∗), isto é, considere o evento

Re∗,f∗,g∗,h∗ =

 ⋂
i∈{e,f}

(
U(i) > min

j∈X(i∗)
U(j)

)⋂ ⋂
i∈{g,h}

(
U(i) > min

j∈X̃(i∗)
U(j)

) ,

onde X̃(i∗) é o conjunto de elos laterais de X(i∗). As probabilidades dos eventos Re∗,f∗,g∗,h∗ são
439

18144 e 289
12096 para os Casos I e II, respectivamente. Portanto

P(e∗, f∗, g∗, h∗ estão fechados no tempo t) ≤ P(∪j∈{e,f,g,h}(U(j) > t))+

P{(∩j∈{e,f,g,h}(U(j) ≤ t)) ∩Re∗,f∗,g∗,h∗} ≤ 1− t4 + 439
18144

≤
(

(1− t4)
1
4 + p

)4
,

(2.13)

onde p = ( 439
18144)

1
4 .

Pelas desigualdades 2.9, 2.11 e 2.13, vale que

P(e∗ está fechado em ω∗t , ∀e∗ ∈ C(γ)) ≤
(

(1− t4)
1
4 + p

)#C
. (2.14)

Lembrando que X(e∗) ∩X(f∗) = ∅, ∀e∗ ∈ C(γ), f∗ ∈ A(γ) ∪ B(γ), pelas desigualdades 2.10

e 2.14, segue-se o desejado

P(γ está fechado em ω∗t ) ≤ P

( ⋂
e∗∈A∪B∪C

(e∗ está fechado em ω∗t )

)
≤ (2/3 + ε

)#B(
p+ ε

)#C
ε#A.

2.5 Prova do Lema 2.

Dado um caminho �nito γ = 〈x0, x1, . . . , xn〉, seja x∗(γ) ∈ Z2 o vértice de γ com a menor

coordenada y, se houver mais que um com essa propriedade, escolha aquele que tem a menor

coordenada x. Note que #{x∗(γ); γ ∈ Γn,r,m} ≤ n2

4 . Vamos começar a percorrer o caminho γ do

vértice x∗(γ).

Nós temos
(
r
m

)
opções de escolha para os lados unitários. O número de opções para a

quantidade de elos de cada lado não unitário é
(
n−r−1
r−m−1

)
que é, de outro ponto de vista, o número

de soluções inteiras da equação

s1 + · · ·+ sr−m = n−m, si ≥ 2 ∀i ∈ [r −m].

No �m de cada lado existem no máximo 2 opções para a direção do próximo. Contamos, dema-

siadamente, caminhos que não são circuitos bem como aqueles que se auto-intersectam.
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2.6 Percolação de grau restrito em árvores regulares.

Seja Td = (Vd,Ed) a árvore d-ária, regular, tendo ∅ como raíz, bem como foi de�nida na

Seção 1.1.

Observe que exatamente a mesma prova da Proposição 1 serve para o processo de grau restrito

em Td. Portanto, temos o seguinte:

Proposição 4. Para o processo de percolação de grau restrito na árvore d-ária regular Td, d ≥ 2,

vale que θT
d,(2)(t) = 0, ∀t ∈ [0, 1].

O próximo resultado mostra que, com a restrição kv = 3,∀v ∈ Td, existe percolação em Td.
Observe que este cobre todos os valores de restrição nos graus k.

Teorema 5. Se d ≥ 2, o processo de percolação de grau restrito em Td, com restrição três,

apresenta transição de fase. Mais precisamente,

1

d
≤ tc(Td, (3)) < 1.

Demonstração. Se d = 2 não existe nada a fazer, tc(T2, (3)) = 1/2, então suponha d ≥ 3. Dado

U ∈ [0, 1]Ed , seja F = F(U) a �oresta aleatória F = (Vd,E(F)) onde

E(F) = {e = 〈x, x · a〉 ∈ Ed; #{b ∈ [d]\{a}; U(e) > U(〈x, x · b〉)} ≤ 1}.

Em palavras, um elo de Ed está na �oresta F se ele tem no máximo um irmão com tempo de

relógio maior que o do relógio dele. Note que F é uma coleção de árvores binárias e seja T aquela

que contém a origem.

Dado qualquer elo e = 〈x, x · a〉 ∈ E(T), declaramos este elo e como vermelho se

#{b ∈ [d]; U(e) > U(〈x · a, x · a · b〉)} ≤ 2.

Isto é, e ∈ E(T) está vermelho se, e comente se, e tem no máximo dois �lhos em Td que tem

relógios tocando antes do tempo U(e). Note que, se e está vermelho, então ele abrirá no tempo

Ue no PPGR com restrição k = 3. Portanto, para concluir está prova é su�ciente mostrar que

existe percolação no processo de elos vermelhos em T.

Sejam en1 = 〈x, x · a〉, en2 = 〈x, x · b〉 ∈ E(T) os elos da n-ésima geração de T, i.e. x ∈ [d]n−1 e

a, b ∈ [d], com U(en1 ) < U(en2 ). Observe que

P(en1 está vermelho) = d

[
1

2d
+
d(2d− 2)!

(2d)!
+
d(d− 1)(2d− 3)!

(2d)!

]
,

P(en2 está vermelho) = d

[
(d− 1)(2d− 2)!

(2d)!
+

2d(d− 1)(2d− 3)!

(2d)!
+

3d(d− 1)2(2d− 4)!

(2d)!

]
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e os eventos (en1 está vermelho) e (en2 está vermelho) são independentes. É fácil ver que P(en1 está vermelho)+

P(en2 está vermelho) > 1, ∀d ≥ 3. Isto implica em percolação dos elos vermelhos.
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