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Resumo

No processo de percolagao de grau restrito em um grafo (V, ), ha uma sequéncia, (Ue)ees,
de variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicao U[0, 1] e um inteiro positivo k. Cada elo e tenta
abrir no tempo U,, ele obtém sucesso se ambos os seus extremos tiverem grau no maximo k — 1.
Provamos um teorema de transicio de fase para este modelo na rede quadrada L2, bem como na

arvore regular d-aria.

Palavras-Chaves: transicao de fase; percolacdo de grau restrito.
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Abstract

In the Constrained-degree Percolation model on a graph (V, £) there are a sequence, (Ue)ces,
of i.i.d. random variables with distribution U[0, 1] and a positive integer k. Each bond e tries to
open at time U,, it succeeds if both its extremos would have degrees at most k£ — 1. We prove
a phase transition theorem for this model on the square lattice L2, as well on the d-ary regular

tree.

Key-Words: phase transition; constrained degree percolation.
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Capitulo

1

Introducao ao processo de percolacao

de elos independentes.

A teoria de percolagao surgiu em 1957 em um artigo de Broadbent e Hammersley, |4], onde eles
tinham o objetivo de estudar como propriedades aleatérias de um meio influenciam a passagem
de um fluido através dele. Eles ressaltam que meio e fluido suportam interpretacoes gerais,
moléculas penetrando num meio poroso, doenca infectando uma comunidade, etc.

O objetivo desse capitulo é contar alguns resultados bem conhecidos de percolagdo canoénica,

onde os elos estardo abertos independentemente com uma mesma probabilidade.

1.1 Definicoes basicas.

Nesta secao vamos estabelecer algumas defini¢oes e notacoes em teoria dos grafos. Um grafo é
um par G = (V,€) onde V é um conjunto qualquer e £ é um subconjunto de {{z,y} C V: x # y}.
Os elementos de V e £ sao chamados de vértices e elos, respectivamente. Os elementos de £
serao denotados por (x,y) em vez de {z,y}. Também usaremos a notagio x ~ y para dizer que
(z,y) € € e diremos que z e y sdo vizinhos. Dado um elo e = (z,y) diremos que x e y sdo os
extremos de e. O grau de um vértice x € V, denotado por deg(x), serd a quantidade de seus
vizinhos, ou seja,

deg(z) =#{y € V: y ~z}.

Dizemos que um grafo tem grau limitado quando existe A € N que satisfaz deg(z) < AVzx € V.

E fundamental em teoria da percolacio a no¢io de caminhos em grafos: um caminho ¢é
uma sequéncia de vértices v = (g, z1,...,Ty) satisfazendo z; ~ z;y1 Vi € {0,1,...,n — 1},
dizemos que um tal caminho tem tamanho n e conecta zy a x,, denotamos |y| = n. Se

Vi,j € {1,...,n— 1}, i # j, vale que x; # z;, entdo ~ é dito auto-evitante, quando zy = z,
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falamos que ele é um circuito.

Alguns dos grafos mais estudados em teoria da percolacao sdo as redes hipercibicas e as

arvores d-arias, d > 1. Vamos apresenté-los agora. Como usual escreva [d] = {1,...,d}. O
simbolo || - || denotara a norma do maximo, isto é, se = (x1,...,24) € R? entdo ||z|| =
max{|z;| : ¢ =1,...,d}. Neste ponto ndo podemos deixar de apresentar a bola com que vamos

trabalhar neste texto
B, :={zcZ%: ||z||=r}.

O conjunto da linha a acima é chamado de bola centrada em 0, de raio r (> 1).
Considere
E?:= {(z,y): 7,y € Z% [lo — y|| = 1}.
O grafo LY = (Z4,E%) ¢ chamado de rede quadrada se d = 2 e rede ciibica d-dimensional se
d>3.

Sex = (z1,...,2zyn) € [d]" e a € [d] definimos a concatenagao z-a = (z1,...,Tp,a). Denote
[d]° := {0}. A arvore d-aria é o grafo Ty := (V4,E4) onde

Eq:={(z,z-a): z€Vy, ac[d}.

O vértice () é dito ser a raiz de Tj.

1.2 O modelo e transicao de fase.

Seja Q = {0, I}Ed o conjunto das configuracoes dos elos da rede: dado w € €, dizemos que
um elo e estd aberto, nesta configuracao, se w(e) = 1. Se, no caso contréario, w(e) = 0 entao

dizemos que e estd fechado. Seja F a o-dlgebra em (2 gerada pelos conjuntos cilindricos
C(F,o) ={weQ: w(f)=0(f) VfeF},

onde F' ¢ um subconjunto finito de E¢ e o € {0, 1}

No processo de percolagao canénico um elo estd aberto independentemente dos outros com
probabilidade p (€ [0,1]). Seja p. a medida de probabilidade em {0,1} que satisfaz p.({1}) =
p e ie({0}) = 1 — p. Chamaremos de Processo de Percolagao Candnico a medida de

probabilidade, definida em (2, F),
d H
]P)p = Me'

ecEd

Quando estiver claro a dimensao d onde estamos trabalhando escreveremos apenas [P, em vez de
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d

Py.
Para cada = € Z% e w € Q considere C(x) = C(x,w) o conjunto dos sitios conectados a = por
meio de um caminho constituido de elos abertos em w, esse conjunto é chamado de aglomerado

aberto de z. Uma das principais quantidades estudadas em teoria da percolacdo é a funcao:
d
0(p) = 0" (p) :=Py(IC(0)| = o0). (1.1)

A funcao 6 : [0,1] — [0,1] definida como na linha acima é chamada de probabilidade de
percolacdo. Se 6(p) > 0 dizemos que ocorre percolacio em p. E 6bvio que em p = 1 ocorre
percolagao, 6(1) = 1, e em p = 0 ndo ocorre. Provaremos mais na frente, via um acoplamento

dos processos Py, e Py, a desigualdade (intuitivamente 6bvia):

p1 < p2 = 0(p1) < 0(p2).

Entao definimos a probabilidade critica do sistema como sendo o niimero

pe(L%) = sup{p € [0,1]: ~"(p) = 0. (1.2)

E facil ver que p.(LL') = 1. Um resultado, muito importante, devido a Broadbent e Hammers-

LdZQ

ley [4] € que o processo de percolagdo candnico em admite transicao de fase nao-trivial:

Teorema 1. Se d > 2, entdo 0 < p.(L9) < 1.

Em [9], artigo de 1960, Harris mostra que 9]]“2(1/2) = 0, uma consequéncia disso & a desi-

gualdade p.(LL?) > 1/2. Depois de 20 anos, Kesten, em [13], consegue o celebre resultado:

Teorema 2. A probabilidade critica do processo de percolagio de elos independentes na rede

quadrada € % Em simbolos,

1

pe(L?) = 7

As dimenstes d = 1 e d = 2 s80 as Unicas onde se conseguem calcular os valores exatos de
d
pe(IL?).
Aqui provaremos apenas que p.(LL%) < 1, Vd > 2. Para isso, usaremos o argumento de Peierls,
o qual ser4 ttil na prova do teorema principal dessa tese. Primeiramente, como L% ¢ L% pode-

se ver que
pe(L™) < pe(L9).

Entao é suficiente considerarmos o caso d = 2. O argumento se baseia numa propriedade geo-

métrica de L2. Considere

1 1
(@) ={(w+5+5) R w,ye7)
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(B)" = {{z",y") < (Z%)": |l2" —y"[| = 1}.

O grafo (L?)* = ((Z?)*, (E?)*) ¢ chamado de rede dual de L2. Sejam u; = (1,0) e uz = (0, 1)
os vetores da base candnica de R?. Se e = (v,z +u;), i € {1,2}, ¢ um elo da rede quadrada, o
elo

e =(x+ %(Ul +ug), (x + u;) — %(ul + ug))

serd dito o elo dual de e. Agora, para cada w € {0, 1}E2, uma configuracao na rede quadrada,
considere w* : (E?)* — {0, 1} a configuracio na rede dual que dar ao elo e* € E* o estado do elo
e, ou seja, w*(e*) := w(e). Se w tem distribuicao P, escreva Py para a distribuigao de w™.

Note que, um sitio da rede quadrada tem aglomerado aberto finito se, e somente se, existe
um circuito v* C (Z?)* na rede dual, o contornando, que tem todos os seus elos fechados. Para
uma prova formal desse fato veja [13]. Sejam I'} o conjunto dos circuitos contornando a origem

de tamano n e I'" = J,,5, I'},. Portanto,
1 —0(p) = P,(Fy € I'* fechado)

<> Pj(3y €T}, fechado)
n=4

= Z(#I‘;) -7 (70 esté fechado)

n=4

onde, na ultima linha, vy ¢ um circuito qualquer de T'}. Nio ¢é dificil ver que #I'% < n3" 1,

veja [5] para detalhes, donde
Lo < S B
a n=4 3

Quando p > 2/3, a série da linha acima é uma func¢ao continua decrescente, anulando-se em
p = 1. Segue-se que existe pg < 1 de modo que ela é estritamente menor que 1.

A teoria de percolacdo se faz mais facil na arvore d-aria, pois esta nao tem ciclos. Na definicdo
da linha 1.1 troque 0 por (), assim obtendo, #T¢ a probabilidade de percolaciao da raiz de
T4 Bem como na linha 1.2 define-se p.(Ty). Nao é dificil mostrar que p.(Ty) = é, vide, por
exemplo, paginas 6 e 7 de [3]. Visto que é mais facil fazer percolagdo em arvores, alguns dos

resultados desta tese, que acreditamos ser validos em L4, foram feitos para as arvores d-arias.

1.3 Funcoes de melhorias essenciais.

Acima consideramos o processo de percolacao canonico em Z¢ e Ty. Dados dois grafos

L1 C Ly vé-se, via um acoplamento, que os seus pontos criticos se relacionam do seguinte modo:
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pe(L1) > pe(L2). Aqui daremos uma condigao suficiente para que se tenha p.(L1) > p.(L2), para
certos pares de grafos.

Em 1991, Aizenman e Grimmett mostraram que “melhorias essenciais" diminuem estrita-
mente a probabilidade critica de certos grafos [1]. Informalmente falando, uma melhoria é uma
regra local que abre elos. Veja também [2].

Vamos as defini¢oes formais. Sejam r um inteiro positivo e & o conjunto de todos os grafos
simples sobre os vértices de B,. Uma funcao F': ) — & que depende apenas dos estados dos elos
da caixa B, serd chamada de uma funcao de melhoria. Dizemos que uma func¢do de melhoria
F' ¢é essencial se existe w € Q de modo que G(w) nao tem um caminho duplamente infinito
mas G(w) U F(w) tem algum, onde G(w) é o subgrafo de Z? que tem como conjuntos de arestas
aquelas que estdao abertas em w.

Denotamos por e 4+ z a translagdo de uma aresta e pelo vetor x e, similarmente, G + x a
translacao por z do grafo G sobre o conjuntos de vértices Z%. Dados z € Z¢ e w € , definimos
uma nova configuragao, a translacdo de w por z, (w —x)(e) = w(e —x). Seja = = {0, 1}Zd. Dada

(w,n) € Q x E, a configuragdo melhorada de w é definida para ser o grafo

G"(w,n) == G(w) U U {r+ F(w—12)}
z: n(z)=1

A unido dos grafos acima é o grafo que tem Z¢ como conjunto de sitios e tem arestas como a
reunido das arestas de cada grafo.

Quando n(z) = 1 dizemos que a melhoria foi ativada no sitio z. As melhorias serao ativadas
independentemente com probabilidade s. Seja P; a distribuicao do processo de ativagao e escreva
Py =P, x Ps. As quantidades, probabilidade de percola¢ao e critica, melhoradas, sao definidas
como segue

6™ (F,s) := Py ¢(0 pertence a um aglomerado infinito de G™) (1.3)

p(F,s) = inf{p: 6™(p,s) > 0}. (1.4)
Agora estamos aptos a enunciar o teorema de Aizenman e Grimmett:
Teorema 3. Se s € (0,1] e F wma funcdo de melhoria essencial, entio pI'(F,s) < pc.

Para uma prova desse teorema veja [1] ou [5]. Em vez de melhorias pode se estudar pioramen-
tos das configuragoes, que se trata de fechar arestas de acordo com uma regra local. Pioramentos
essenciais, ao ser ativado na origem, em vez de criar, destroem caminhos duplamente infinitos.
Bem como nas linhas 1.3 e 1.4 define-se 6P e p{;’i‘”’. Agora, o ponto critico piorado, por uma
funcdo de pioramento essencial, € maior que o ponto critico canonico.

O Teorema 3 tem muitas aplicagoes, em 1998, Grimmett e Stacey [8], o utilizam para provar

que a probabilidade critica de percolacao de elos (para uma grande variedade de grafos) é estri-
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tamente maior que a probabilidade critica de percolagao de sitios. Nesta tese, vamos usar uma
funcao de pioramento, para provar que o ponto critico do processo de percolagdo de grau restrito

em L2, com restricdo igual 3, é maior que o ponto critico de L2.



Capitulo

2

O modelo de percolacao de grau

restrito.

2.1 Definicoes e principais resultados.

Seja G = (V, &) um grafo infinito conexo de grau limitado. Seja (ky)yey uma sequéncia de
inteiros tais que k, < deg(v), Vv e seja (Ue)eecg uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com
distribui¢ao uniforme em [0, 1]. Defina um processo de percolagdo em tempo continuo onde no
tempo t = 0 todas as arestas estdo fechadas e cada aresta e = (v1,v2) se abre no tempo U, se
#{u € V/{v1,v2}; (v, u) esta aberto no tempo U} < ky,,7 = 1,2. Este modelo foi introduzido

m [14], ele é uma versdo simplificada do modelo do roteador criado por I. Benjamini.

Variagoes do processo de percolagdo de grau restrito foram estudadas e tem relagées com
alguns modelos de fisica estatistica em redes, como o modelo de dimeros. Uma classe de pro-
cessos de percolagao restrita de sitios na rede quadrada, onde apenas poucas configuragoes sao
permitidas nos vértices de algumas células, é estudada em [11].

Como no modelo tratado aqui, os artigos [6] e [7] também consideram processos de percolacao
com restri¢des nos graus dos vértices, no primeiro é estudado o grafo aleatério de Erdos-Rényi
Gp.p condicionado que os graus dos vértices pertencem a algum subconjunto, S, dos inteiros nao
negativos; no dltimo artigo é estudado o chamado 1-2 model, um modelo de mecanica estatistica
na rede hexagonal onde o grau de cada vértice deve ser 1 ou 2.

Para uma descri¢cdo mais formal, seja ([0, 1]5 ,F,P) o especo de probabilidade onde F é a
o-algebra gerada pelos conjuntos cilindricos de [0,1]¢ e P & o produto das medidas de Lebesgue
em [0,1]. Dados umas sequéncia xk = (k,) de restri¢des dos graus e tempos aleatorios uniformes
U = (U.), denotaremos por wtg "(U) a configuragio temporal de elos abertos (ou 1) ou fechados

(ou 0) no tempo t; o estado do elo e = (uy,u2) nesta configuracdo é denotada por wgf(U).
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g7n

te (U) € o produto das fungoes indicadoras dos eventos:

Observe que a varidvel aleatoria w

{U e [0,1)5;U, < t}

(U € 0,15 #{v € V{ur,uskswy,, o (U) =1} < ky}i=1,2.

e

Usando a construcao de Harris, vide [10], pode-se mostrar, sem dificuldades, que o modelo
estd bem definido para todo t € [0,1]. A ideia é que, se t < p.(G), entao as componentes conexas
dos elos que tocaram até o tempo t sao finitas, assim podemos determinar o estado das arestas
em cada uma dessas componentes, os elos restantes estarao fechados.

Como usual em percolacao, dada uma configuracao temporal wtg"i(U), a notacao 0 < oo em
wtg "(U) significa que, no tempo ¢, existem infinitos vértices conectados a origem por caminhos
de elos abertos. Denotaremos por {0 <> oo em t} o conjunto de relogios {U € [0,1];0 <«
00 em w?’H(U)}.

Definimos a fungao de probabilidade de percolagio, 89 (t) : [0,1] — [0,1] como #9*(t) =
P{0 ++ 0o em t} e o tempo critico t.(G, k) = sup{t € [0, 1];09*(t) = 0}.

De agora em diante, quando claro no contexto, omitiremos os superindices G e k na notagao.

Seja G a rede quadrada L? e considere a restricdo k, = 3,Vv € Z2. O teorema abaixo

caracteriza transicdo de fase para o processo de percolacao de grau restrito neste grafo.

Teorema 4. Para o processo de percolacao de grau restrito na rede quadrada, vale que % <
te(L?%, (3)) < 1.

Parte da prova do Teorema 4 é inspirada em [14], onde uma versdo mais fraca deste teorema
foi obtida. Foi mostrado que existe percola¢ao no tempo t = 1, P-q.c.

E natural perguntar se t.(IL, (k)) < 1 para algum k = k(d), possivelmente 3. Uma interes-
sante caracteristica deste processo é que nao existe monotonicidade 6bvia para a funcao oL (k) (t)
em d. A proposicao abaixo mostra que nio existe percolacio quando k, = 2,Vv € Z¢, entdo as

restricao de graus k, = 3 no Teorema 4 é 6tima.

Proposiciao 1. Para o processo de percolacdo de grau restrito na rede hipercibica L, d > 2,
vale que V@) (¢) = 0, vt € [0,1].

Demonstragio. E suficiente considerar o tempo t = 1. Seja B, a bola de raio n centrada em 0
e 0B, = {v € Z% ||v|| = n}. Defina o processo estocastico (X, )n, onde X,, = #{v € 0B,;0
vem t =1}, e a filtracdo (Fpn)n, onde F,, = o(ly, v € By) com Iy = g6y em t=1)- A restricao
ky, = 2,Yv € Z% implica que E[X,11|Fn] < Xn, q.c. Isto é, (X,, F,) é um supermartingal ndo-
negativo, como X,, é um ntmero inteiro segue-se que X,, — 0 ¢.c. Isto conclui que 0Ld7(2)(1) =
0. O

Da Secao 2.2 até a secdo 2.5 faremos a prova do Teorema 4, na Secao 2.6 estudaremos o

modelo em arvores regulares.
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2.2 Prova da cota inferior: § < ¢.(L?, (3)).

Seja wy(+) := Ity ()<t a configuragao de elos abertos ou fechados para percolagao irrestrita
em L2, i.e., cada elo e € .2 abre no tempo Uy, por resultados de Harris e Kesten de [9] e [13]
sabemos que o tempo critico de L2 é % A ideia é definir um processo intermediario que é um
pioramento essencial do modelo irrestrito, no sentido da Se¢do 1.3. As configuracoes do processo
intermediario serao denotadas por @y . e ela vai ser acoplada (usando as mesmas variaveis aleatoria
(Ue)) com o processo de percolacao de grau restrito de modo que @; > w?’(g) vt € [0,1].

Considere as caixas A = {(z1,22) € Z% 21 =0,1,2,3 e 20 = 0,1,2} e Ay, = (4m,3n) + A
onde (m,n) € Z?%, seja E(A, ) o conjunto dos elos em E? com ambos os seus extremos em A, ,
e denote gp = ((4m +1,3n + 1), (4m +2,3n + 1)),

Apni={e € EAmn); #(eNIApmn) =1} e By i={e € E(Apn); #(eNOAp ) = 2}

Observe que E(Ap, ) = A U Bin U{gmn}-

Finalmente, considere o evento

9 .
Cm,n = {U € [O’ HJE(]L ); eg}AaX Ue < e€B mbl{lg }Ue}

e a configuracdo do processo intermediério

- { we(e), se e ¢ Um,n{gm,n}7

e(e) =
H(e) wt(e)-fc;n_’n, se € = gm.n-

Observe que a cofiguracao w; é um pioramento essencial da configuracdo wy do processo

de percolagao irrestrito, elas s6 nao coincidem nos elos g, ,, quando o evento C,,, ocorre e
wi(gmn) = 1. Entdo, pelo Teorema de Aizemann e Grimmett, vale a desigualdade estrita para
e . . - ~ E2,(3

o ponto critico t., do modelo intermediério: % < tc. Pela construgao de w; ®

2
Wy > w]tE B vt e [0,1]. Portanto, obtemos a cota inferior § < t.(L?, (3)).

€ Wy segue-se que

2.3 Prova da cota superior: t.(L% (3)) < 1.

A prova é baseada no argumento de Peierls. Seja (L?)* := ]L2—|—(%, %) a rede dual de IL?. Dado
uma configura¢do temporal wy em L2 (aqui estamos omitindo indices) definimos a configuragio
temporal dual w; em (L?)* declarando cada elo como aberto se e somente se seu dual esta aberto,
1860 &, Wi o« = Wre.

Um contorno em (L?)* é um caminho finito (zg,z1,...,7;) tal que (z;,7;41) € E((IL?)*),
Vi=0,...,1—1exy=x. A prova ¢ baseada no fato topolégico que em L? um aglomerado de
elos abertos é finito se, e somente se, ele é contornado por um circuito de elos (IL?)* (veja [13]

para uma prova).
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Dado um circuito v = (xg, z1, ..., ;) denotamos por () o seu namero de lados e por m(v)

o seu niimero de lados de tamanho 1, isto &,

r(y) =#{i € [l = 1]U{0}: = — 21 # Tiy1 — 71}

m(y) =#{i €[ =1 U{0}: z; — 21 # Tip1 — T5 € Tig1 — Ti 7 Tig2 — Tip1 )

Seja I'y, »m 0 conjunto dos circuitos contornando a origem com tamanho n, r lados e m lados
de tamanho 1. Considere I' := Uy, » 'y . 0 conjunto dos circuitos que contornam a origem e
Iy := Up Iy m 0 conjunto daqueles que tem tamanho n.

Considere Cy,(t) o evento “algum circuito de tamanho n contornando a origem esta fechado
no tempo t”, esse é a uniao, em r e m, dos eventos Cy, ;. (t) onde “algum circuito v € I'y, ;. , estd
fechado no tempo t”. Pelo Lema de Borel-Cantelli, é suficiente provarmos que existe ¢t < 1 tal
que

St) =" P(Crpm(t)) < oo (2.1)

n,r,m
Na verdade, a convergéncia da série acima, nos diz que no tempo de convergéncia t, existe
quase certamente aglomerado infinito, isso é equivalente ao que queremos provar pois Roberto
Teodoro mostra em [14] que o processo de percolagao de grau restrito ¢ ergodico com respeito a
translagoes. A convergénia em (2.1) é baseada nos dois lemas abaixo, as provas deles serao feitas

nas proximas secoes.

Lema 1. Fizados n,r,m € N, existe uma func¢ao € : (0,1) — (0,4+00) com lim;_,; €(t) = 0, tal

que, para todo contorno v € I'y, .., vale que

92 n—2r+m
P(~ estd fechado em w]) < <3 + e(t)> (p+ e(t))> ™ e(t)™,

1
comp = (12;1?24)4'

Lema 2. Para quaisquer que sejam n,r,m € N, vale que

2 e
ST < or(T) (7L,
Y 4 m/\r—m-—1

Os Lemas 1 e 2 acima estendem as Proposigoes 9 € 5 da tese de Roberto Teodoro, respecti-
vamente, para o caso em que m # 0 et < 1.

Seguimos com a prova da convergéncia da série. Omitindo a variavel ¢ na notacdo, podemos
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escrever a série em (2.1) como

> P(Cy) ZP ) +Z Z Z Crrm) (2.2)
n=4

m>0n>m—+1r=m+1

O primeiro termo do lado direito conta sobre todos os circuitos com todos os lados de tamanho

1 e no segundo termo estamos usando que n > 2r — m. Pelos Lemas 1 e 2, vale que

o [e.e]
ZP(Cn,n,n) < Zn22n€” < 00,
n=4 n=4

para algum t < 1, pois lim;_,1 €(¢) = 0. Portanto, para concluir a prova do Teorema 4, & suficiente

mostrar, para algum ¢ < 1, a convergéncia de

m + n

=3 Y Y PG

m>0n>m+1r=m+1

Usando novamente os Lemas 1 and 2, obtemos que

m4+n
2 2 r n—r—1
1) < em n? “ n o
ED LD DRTERTTD D 0 [ S
m>0 n>m—+1 r=m+1
2
onde a = w e €= W. Fazendo as mudancas de varidveis s =r—me k =n —m,

obtemos que

|

S(t) < ZWDHm)Q(?)ﬂ)k(“m);(k:f)ai (2.3)

m
m>0 k>1

com € = (2/3 + €)aé (observe que €,é — 0 quando t — 1). A proxima proposi¢do controla a

soma mais interna na inequacao (2.3).

Proposicao 2. Para todo k > 2, a funcdo

f@%:&(k_8_1>,1<

s—1

N)\?T‘

atinge seu mdximo em s* = [ri|, onde r1 estd definido em (2.4) abaizo.

Demonstragiao. Vamos mostrar que f é crescente até s* = [r1] e decrescente apartir dele. Con-

sidere fls+1) . (4o +1)s? + [(4a + 1)k — (2a+ 1)]s + ak(k — 1)'

7(s) - s(k—s—1)

Mostrar que f é crescente ¢ equivalente a mostrar que g é positiva: f(s+1) > f(s) < g(s) > 0.

9(s) ==

Por sua vez, g é positiva se, e somente se, seu numerador (4a 4 1)s? + [(4a + 1)k — (2ac + 1)]s +
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ak(k — 1) é positivo. Ele tem raizes

l<:_2a+1+A1/2

= _ 24
73 8o +2 (24)
e
ko 2a+41— A2
rg=——-————
2 S8a+ 2
onde A = (4a + 1)k(k — 2) + (2 + 1)2 > 0. Como ro > k/2, 0o méximo de f(s) é atingido em
[7“1—|. O
Portanto,

Sty < Y&y (k+m)? (; + e) k <k ;m) (k ;i; 1) o (2.5)

m>0  k>1
Lembremos da férmula de aproximacao de Stirling, % 2mnn"e™ " < n! < % 2rnn"e” ", para
n suficientemente grande. Por ela, podemos achar uma constante ¢; > 0 de modo que
2 n Bk —s—1 & < 2 n k (k—s*— 1)k=s"—1 o
—+e¢ o c1|-+e o .
3 s*—1 ="\3 (s* —1)5"—1(k — 2s*)k—2s"
Seja f= im > =111 Not do k —s k-6si iz do lado direit
egja § = lim — = - — —————=. Note que, quando 00, a k-ésima raiz do lado direito
2 k—oo k 2 240+ 1 que, 4 ’

da tltima desigualdade converge para

(2d) 0 B

3 BO(1—2p)- "
Também note que

1- 87 1-5 1,1
5ﬂ<(1_2>5)1—250‘5:1_2ﬁ:2+2 18(p+ €)% + 1.

R G EOR

onde A é uma constante positiva e c(t) = (3 + ) (% +3v/18(p+€)2 + 1). Note que c(t) é
decrescente. Seja ¢ := ¢(1) = 0.98. Pelas Desigualdades (2.5) e (2.6), obtemos que

S <A @S+ m)? (k -?;m) .

m>0  k>1

Entao obtemos que
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Agora, da férmula da absorcao %(l_l) = (l.), segue que

Jj—1 J
k+m k+m+1/( k+m
(k:+m)3< . )S(m+1)(k+m)2m+1< . )
—(m )2 k+m+1
=(m+1)(k+ )< 1 )

< (m+1)(m+2)(k+m)

k4+m+42 k4+m+1
m+2 m+ 1

— (m+1)(m +2)(k +m) ( k;”lf)

< (m+ D)(m+2)(m+ 3 EEMHS) < m2 )

m—+ 3 m + 2
donde,
k k 3
(k+m)3< +m)S(m—l—S)3< T )
m m+3
Portanto
Sit) < AN & (m +3)3 (]Hm;rg)k
m>0 =\ m
1
_ ~m 3
_AZ€ (m +3) (1 ymt+4
m>0

Na igualdade acima usamos a identidade

k+3 1
Z( +‘7>xk = A2y Vz € (0,1).

k>0 J

&(t)

Se t <1 é tal que
1-c

< 1, entao S(t) < oc.

2.4 Prova do Lema 1.

Roberto Teodoro, em [14], observa que no tempo t = 1 ndo existe elo (x,y) € E? fechado com
deg(z,w) < 2 e deg(y,w) < 2. Esta situacdo ocorre em ¢t < 1 e gostariamos de provar que isto
ocorre com probabilidade tao baixa quanto se queira contanto que escolhamos tempo suficiente

grande. Com esse propoésito considere os seguintes conjuntos de elos em (E2)* (vide Figura 2.1):
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I I I I I

| — 1 1 1
S S F[4+
I I I I I I I I I I
I I | I I I I | I I
I I I I I I I I I I
A DS S A DS S
1 D 1 1 D 1
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
[ [ I [ [ I

(a) Ay (b) Az

T
N
N—
N
+

!

Para todos estes trés conjutos, definimos o elo central

1 1 1 1
Ai = — 5245 ] P ) | = 1727 .
o(4) << . +2> (+2-+2>> i—1,2,3

Considere o conjunto &7 = {f(4;);f : Z* — Z* é isometria i = 1,2,3}. Os elementos de &

o

N

(V)

|
—
PN
/‘\

N —= N = DN =
N | =
~
7 N

N—= N = N
N =
~
\/
T
/T\

N = N~ N
+
N -
~
7 N\

+

NI— N~ N
+
N -

N~ N
\/
S
/‘\

N = N~ N
+

serdo chamados de anomalias. Dada uma anomalia f(4;), diremos que a aresta f(c(4;)) € (E?)*

é o seu centro.

Dado um circuito v = (xq,1,...,2;) em (L2)*, seja E(y) o conjunto dos elos de v. Uma

aresta e* € E(y) sera dita andmala se existir algum A € o tal que e* € A e A C E(y). Sejam

A(7) e U(7) os conjutos dos elos anomalos e unitarios, respectivamente. Isto ¢, A(y) = {e* €

E(v); €* é anomalo} e

U(y) ={e" = (zi,zit1) € E(7); i1 — 2 # T — Tip1 € Ty — Tiq1 7 Tit1 — Tig2}

Proposicao 3. Para todo v € T vale que #A(vy) > #U(y).

Demonstragio. E suficiente exibir uma funcgdo injetiva F : U(y) — A(7y). Se e* € U(y) N A(y),

defina F'(e*) = e*. Se e* € U(y) N A(7)¢, suponha que e* = (z;,z;11) onde ;41 —z; = u; (vetor

da base canénica de R?), j € {1,2}. Como e* ¢ A(y), vale que T;49 — Ti41 = Tj_1 — T; = e3—j

OU Tjy2 — Tiy1 = Ti—1 — T; = —e3—;. Deixe-nos considerar o primeiro caso, o segundo é andlogo.
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Considere os nimeros inteiros I'(e*) e I”(e*):

U(e*) =min{l > 1;24 141 — @iy # €3}

"(e*) =min{l > 1,2, — 141 # e3—; }.

Observe que I'(e*), 1" (e*) > 3. Portanto, para e* € U(y) N A(7)¢, definimos F(e*) como sendo:

Fler) = (Titr(e)—1> Tigr(er)),  sel'(e*) <1"(e"),
<xifl”(e*)+17xifl”(e*)+2>7 se l/(e*) > l”(e*).

A funcao F definida acima é injetora. O

Agora considere os seguintes subconjuntos de elos em ~:

B(V) = {6* = <$i,$i+1) € E(’Y); Ti—1 — Tj = XTf — Ti+1 = Ti41 — l“i+2} N A(V)c

C(y) ={e" = (wi,zit1) € E(Y); o1 — 25 # T — Tig1
ou Tj — Tiq1 # Tiy1 — Tiv2} N (A(y) U U ()"

Vamos conseguir uma cota melhor que a do Lema 1:
P(v esta fechado em w;) < (2/3 + ¢) #B (p+e) #OHA (2.7)

De fato a tltima desigualdade é mais fina: da Proposicao 3 segue-se que #A4 > m. E facil ver

que #B <n—2r+me (%‘1'6) > (p+¢€) > ¢, donde,
(2/3+ )*B(p+ )FCHA < (2/3 4 )TN (p 4 €)M,

Seguimos com a, prova da desigualdade 2.7.
Se e* € A(7y), escolha uma das anomalias que a contém e defina c(e*) como a dual de seu

centro. Da defini¢do de anomalia segue que U(c(e*)) > t donde
P(e* esta fechado em wy) < P(U(c(e*)) >t) =1—t, Ve* € A(7).

Portanto,
P(e* esta fechado em wy, Ve* € A(vy)) < (1 — t)U%AJ,

Escreva X (e*) = {c(e*)}, Ve* € A(y).
Para cada e* € B(y) U C(v) vamos considerar um conjunto de elos X (e*) C E2. Suponha
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que (xg,x1,...,2;) é o lado de v que contém e* e sejam z_1 e x;11 os vértices adjacentes, em -,
a o e xj, respectivamente. Entao, r;11 —xj; = u;, vo — r_1 = *usz_; e x4 — ¥ = Ltusz_;, para
1 =1 ou 2. Defina

+1, if Ti+1 — L] = U1 OU U2,
0+ = .
-1, ifx —x=—up ou —us.

+1, if zg —x_1 = uq ou uo,
g_ =
-1, ifxg—xz_1=—uys ou — us.

Se €* = (zj,x; + u1) € B(y) é um elo horizontal, definimos o conjunto X (e*) como:

{e"+(3.5) " +(—3.—%)} see* +(0,1) ¢y e e +(0,-1) ¢ v,
X)) =9 {e"+(—5.—-%)} see* +(0,00) €vee +(0,—04) ¢ 7,
{er+ (%v %)L se e” +(0,04) ¢yee +(0,—0y) €.

Anologamente, se e* = (x;, 7; + uz) € B(7y) ¢ um elo vertical, o conjunto X (e*) C E? ¢ definido

comao:

{e* +(7+ %) e* +(f— —%)}, se e+ (1,0)¢vye e+ (—1,0) &,
X(e) =9 {4+ (=%,—3)} se e+ (04,00 €7 e e +(-04,0) ¢,
{e* + (%5 5)} se e+ (04,0) €7 e e+ (—04,0) €.

Observe que

(e* esta fechado em wy) C (U(e) > t) U [(U(e) <t)nN <U(e) > fIr)l(i(n )U(f))} ,
eX(e*
donde )
P(e* esta fechado em wy) < 3 + (1 —1t), Ve* € B(y).

Também note que X (e*) N X (f*) =0, Ve* # f* € A(y) UB(7).
Finalmente consideramos o caso e* = (z;,z; + u;) € C(7v), existem apenas quatro casos
diferentes, dependendo se i = 0 oul — 1, e j = 1 ou 2 (horizontal ou vertical). Para e* =

(@i, x; + uj) € C(v) definimos X (e*) como:

{e+(0,— )e +(£5,-F) sei=l—1lej=1,
et (00 ) +(-3, %

{e+ (—04+,0),e" + (— %,i%)}, sei=1l—1ej=2,
{e+(0-,0),e"+ (%5, -3)}, sei=0ej=2.

X(e*) = (2.8)

Bem como acima, comparando os tempos dos relogios em X (e*) com o tempo de e e t pode-se
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Figura 2.2: As arestas mais grossas do circuito v e as mais finas correspondem aos elos
e, [, X(e") e X(f).

ver que

P(e* esta fechado em wy) < = + (1 —t), Ve* € C(7). (2.9)

Ainda, é facil ver que X (e*) N X (f*) =0, V(e*, f*) € C(v) x (A(y) U B(v)). Entao

*
~—

P ( ] (e esta fechado em w;f)> < (1 -5 (1 —t)+2/3)#E (2.10)
e*c AUB

Infelizinente podem existir e*, f* € C(~) de modo que X (e*)NX (f*) # 0, estamos intressados
em estimar P{ [U(e) > minge x (o) U(9)|N[U(f) > minge x(p+) U(g)] }. Para qualquer e* € C(v),
0 tunico elo em X (e*) (vide 2.8) paralelo a e serd chamado de frontal, os outros um ou dois elos
em X (e*) sao paralelos a e* e serdo chamados de laterais.

Primeiro deixe nos considerar o caso em que X (e*) e X(f*) compartilham o mesmo elo fron-
tal, sem perda de generalidade, suponha que e* é um elo vertical, f* =e*+4(2,0) e X(e*), X (f*)
compartilham o elo frontal e + (1,0), as outras situagdes sdo andlogas. Existem quatro pos-
sibilidades diferentes para o par de conjuntos (X (e*), X(f*)) dependendo de e* e f* serem o
mais abaixo ou o mais acima em seus lados. No pior caso possivel (que dar a maior cota su-
perior para P(e*, f* estdo fechadas no tempo t)), temos X (e*) = {e + (1,0),e* + (3,—3)} e
X(f*)={e+(1,0),e + (2, —1)} (ver Figura 2.2). Note que

PV >  min, V@I N [U) > aln U]} =55,

donde
P(e*, f* estdo fechadas no tempo t) < P(U(e) >t or U(f) >t) +
P{[U(e) <t,U(f) <t] N[U()) > mingex+ Ulg), j=e, f]} < (2.11)

2
1
-2+ % < (-2 /2)

Agora considere o caso em que X (e*) e X(f*) compartilham a mesma aresta lateral. Neste
caso, existem quatro elos e*, f* g%, h* € C(v), tais que seus conjuntos X (-) tem algumas in-

tersegdes. A menos de rotagoes (sem perda de generalidade suponha que e* é um elo vertical),
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(a) Caso I (b) Caso II

Figura 2.3: Os elos mais grossos pertencem ao circuito 7 e os elos mais finos correspondem

aos elos e, f,g,h, X(e*), X(f*),X(g*) e X(h*). Os elos tracejados sao os frontais deletados
de X(g*) e X(h").

existem duas possiveis situagoes. No primeiro caso, deixe nos chama-lo de caso I, temos que

ff=e"+(1,-1),9" =€+ (%, —%) eh*=e+ (—%, —%), vide Figura 2.3a, portanto

X(e*) ={e+(1,0),e* + (3, —3)},
X(f)={e+(0,-1),e" + (3, -3, e+ (3, -},
X(g*) ={e*+ (3, 3),e+ (1,0},

X(h*) ={e* + (=3, —3),e+ (0, —1),e + (=1,-1))}

No segundo caso, Caso 11, temos que f* =e*+ (1,1),9* = e+ (%, %) eh*=e+ (—%, %), veja a

Figura 2.3b, portanto

X(er) = {e+(1,0),¢" + (3, —3)¢" + (3, 3)},
X(f) ={e+(0,1),¢" + (3, )}

X(g*) ={e+ (3, —3} e+ (L,0)},
X(h*)={e*+(-3%.2),e+(0,1),e+ (—1,1))}.

Finalmente, quando existem dois diferentes elos e*, g* € C(vy) com X (e*) e X(g*) compar-
tilhando uma aresta frontal de e* e uma lateral de g* ocorre exatamente (a menos de rotagoes,
sem perda de generalidade estamos supondo que e* é uma aresta vertical) ocorre um dos casos,
I ou II, descritos acima.

Em ambos os casos estamos interessados em estimar a probabilidade do evento

N (U(i)> min U(j)). (2.12)

ic{e.f.g.n) jex(in)

Observemos que é possivel encontrar algum i* € C(vy)/{e*, f*, ¢*, h*} tal que X(i*)ﬂ(Uje{@ﬁg,h}X(j*)) #
(). Mais precisamente, os elos frontais de X (¢*) e X (h*) podem ser frontais de X (i*) para algum

i* € C(y)/{e*, f*,¢9%,h*}. Para valer alguma independéncia cotamos a probabilidade de 2.12
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deletando os elos frontais de X (¢g*) e X (h*), isto &, considere o evento

Revgogone = | [ (U(z’)>j€rgl(i£*)(](j)) Nl N (U(i)> min U(j)) ,

ic{e.f} ic{g.h} JEX ()

onde X (i*) é o conjunto de elos laterais de X (i*). As probabilidades dos eventos Re« s« g« p+ S30

439 289

1s111 © Tooog Para os Casos I e II, respectivamente. Portanto

P(e*, f*, g%, h* estao fechados no tempo ¢) < P(Ujcye,f,0,n3 (U (J) > 1))+
P{(Njee.fany(UG) S 1)) O Rev o gepey <11+ 558 \ (2.13)
1
onde p = (%)4,
Pelas desigualdades 2.9, 2.11 e 2.13, vale que

1 #C
P(e* esta fechado em wy,Ve* € C(v)) < ((1 —th)3 +p) . (2.14)

Lembrando que X (e*) N X (f*) = 0,Ve* € C(v), f* € A(y) U B(y), pelas desigualdades 2.10

e 2.14, segue-se o desejado

P(~y esta fechado em w;) <P < ﬂ (e* esta fechado em wf))
e*€ AUBUC

<(2/3+ e)#B (p+ 6)#C€#A.

2.5 Prova do Lema 2.

Dado um caminho finito v = (xg, 1, ..., 2,), seja 2*(y) € Z? o vértice de v com a menor
coordenada y, se houver mais que um com essa propriedade, escolha aquele que tem a menor
2 .
coordenada x. Note que #{2*(7);y € I'npm} < . Vamos comegar a percorrer o caminho v do
vértice x* (7).

Né6s temos (:);) opcoes de escolha para os lados unitarios. O naimero de opgoes para a

n—r—1

Tfmil) que é, de outro ponto de vista, o nlimero

quantidade de elos de cada lado nao unitario é (

de solucbes inteiras da equacao
S1+ -+ Sp—m=n—m, s; >2Vi€[r—m.

No fim de cada lado existem no méximo 2 opgoes para a diregdo do proximo. Contamos, dema-

siadamente, caminhos que ndo sdo circuitos bem como aqueles que se auto-intersectam.



2.6 Percolagao de grau restrito em arvores regulares. 20

2.6 Percolacao de grau restrito em arvores regulares.

Seja Tq = (Vg4,Eq) a arvore d-aria, regular, tendo () como raiz, bem como foi definida na
Secéo 1.1.
Observe que exatamente a mesma prova da Proposicao 1 serve para o processo de grau restrito

em Ty. Portanto, temos o seguinte:

Proposicio 4. Para o processo de percolagio de grau restrito na drvore d-dria reqular T, d > 2,
vale que 672 (¢) =0, vt € [0,1].

O proximo resultado mostra que, com a restricio k, = 3,Vv € Ty, existe percolacio em T¢.

Observe que este cobre todos os valores de restrigdo nos graus k.

Teorema 5. Se d > 2, o processo de percolagao de grau restrito em Tq, com restrigao trés,

apresenta transicdo de fase. Mais precisamente,
< te(Ty, (3)) < 1.

Demonstrag¢ao. Se d = 2 nao existe nada a fazer, t.(Te, (3)) = 1/2, entao suponha d > 3. Dado
U €[0,1]%, seja § = F(U) a floresta aleatoria § = (Vg4, E(F)) onde

E(S) ={e=(z,2-a) € Bg; #{b € [d]\{a}; U(e) > U((z,z-b))} < 1}.

Em palavras, um elo de E; estd na floresta § se ele tem no maximo um irmao com tempo de
rel6gio maior que o do relégio dele. Note que § é uma colecao de arvores bindrias e seja ¥ aquela
que contém a origem.

Dado qualquer elo e = (z,z - a) € E(¥), declaramos este elo e como vermelho se
#{bel[d; Ul) >U({z-a,x-a-b))} <2

Isto é, e € E(T) esta vermelho se, e comente se, e tem no maximo dois filhos em Ty que tem
relogios tocando antes do tempo U(e). Note que, se e esta vermelho, entao ele abrird no tempo
Ue no PPGR com restricdo & = 3. Portanto, para concluir estd prova é suficiente mostrar que
existe percolacao no processo de elos vermelhos em %.
Sejam et = (x,x - a), el = (z,z-b) € E(T) os elos da n-ésima geragao de T, i.e. z € [d]" 1 e
a,b € [d], com U(el) < U(eh). Observe que
1 d2d-2) d(d-1)(2d— 3)!

P(e} esta vermelho) = d [Zd + 2d)! + (2d)! ] ’

P(el esté vermelho) — d [(d —1)(2d—2)!  2d(d—1)(2d —3)!  3d(d—1)*(2d — 4)!]

(2d)! (2d)! (2d)!
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e os eventos (e estd vermelho) e (€} esta vermelho) sdo independentes. E facil ver que P(e} esta vermelho)+-

P(eh esta vermelho) > 1, Vd > 3. Isto implica em percolacao dos elos vermelhos. O
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