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Resumo

Dados um grafo GG ndo direcionado valorado nas arestas e um inteiro positivo
d, o Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo com Restricio de Grau Minimo (PAG-
MGM) consiste em encontrar uma arvore geradora de custo minimo 7" de G, tal que
o grau de cada vértice em 7' seja igual a 1 ou maior ou igual a d. O PAGMGM foi
proposto recentemente e pertence a classe NP-Dificil para d > 3. Neste trabalho, in-
troduzimos formula¢des de Programacgdo Inteira e algoritmos de otimizag¢do para o
problema. Duas formulagdes baseadas em um niimero exponencial de restri¢des de
eliminagao de subcircuitos, uma direcionada e outra ndo direcionada, sdo apresenta-
das e comparadas sob uma perspectiva tedrica e computacional em relagdo aos seus
limites de Programacéo Linear. Dois métodos baseados na formulagao direcionada
foram propostos, um algoritmo Branch-and-cut e um método Local Branching. Este
altimo emprega o algoritmo Branch-and-cut como resolvedor interno. Devido ao
fato de a formulagdo direcionada nao ser simétrica em relagdo aos limites de Pro-
gramacao Linear fornecidos, introduzimos uma reformulacdo compacta e simétrica
para o problema, obtida com a aplicacdo de uma técnica de reformulagdo por inter-
secdo a formulacdo direcionada. Apesar da reformulagdo prover limites de Progra-
magao Linear muito mais fortes que aqueles fornecidos pelas demais formulacdes,
a avaliacdo direta desses limites através de resolvedores de Programagao Linear é
muito cara computacionalmente. Por isso, introduzimos um algoritmo de Relaxacdo
Lagrangeana para aproxima-los. Com o objetivo de acelerar o célculo dos limites
duais Lagrangeanos, implementamos um Método de Subgradiente paralelo. Intro-
duzimos também uma Heuristica Lagrangeana baseada no algoritmo Local Branch-
ing. Com os métodos propostos, vdrios novos certificados de otimalidade e melho-
res limites inferiores e superiores para o PAGMGM séo fornecidos.

Palavras-chave: Otimizacio Combinatéria, Problema da Arvore Geradora de Custo
Minimo com Restri¢do de Grau Minimo, Formula¢des de Programacdo Inteira,

Branch-and-cut, Local Branching, Relaxagdo Lagrangeana, Programacao Paralela.
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Abstract

Given an edge weighted undirected graph G and a positive integer d, the Min-
degree Constrained Minimum Spanning Tree Problem (MDMST) consists of finding a
minimum cost spanning tree 7" of G, such that each vertex is either a leaf or else
has a degree at least d in 7. The MDMST was recently proposed and was proven
to be NP-Hard for d > 3. In this work, we discuss several formulations and opti-
mization algorithms for the problem. We introduce two Integer Programming for-
mulations based on exponentially many undirected and directed subtour breaking
constraints and compare the strength of their Linear Programming bounds, both
theoretically and computationally. A Branch-and-cut (BC) algorithm and a Local
Branching method that uses BC as its inner solver are proposed. Both methods
rely on the directed formulation. Aiming to overcome the fact that the directed
formulation is not symmetric with respect to the Linear Programming bounds, we
also present a symmetric and compact reformulation, devised with the application
of an intersection reformulation technique to the directed model. The reformula-
tion proved to be much stronger than the previous formulations, but evaluating its
bounds directly by Linear Programming solvers is very time-consuming. Therefore,
we propose a Lagrangean Relaxation algorithm for approximating them. Attempt-
ing to speed up the computation of the Lagrangean dual bounds, we implemented a
parallel Subgradient Method. We also introduced a Lagrangean Heuristic based on
the Local Branching algorithm. With the proposed methods, several new optimality
certificates and best lower and upper bounds for MDMST are provided.

Keywords: Combinatorial Optimization, Min-degree Constrained Minimum Span-
ning Tree Problem, Integer Programming Formulations, Branch-and-cut, Local

Branching, Lagrangian Relaxation, Parallel Programming.
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Capitulo 1

Introducao

Arvores geradoras sdo estruturas de fundamental importancia em Teoria dos
Grafos e no projeto de redes de comunicagado cujas entidades (equipamentos, con-
sumidores, fornecedores de servico, etc.) devem se manter conexas. Assim sendo,
um dos problemas mais importantes em Otimizagdo Combinatdria consiste em,
dado um grafo nado direcionado valorado nas arestas, encontrar uma de suas arvores
geradoras de custo minimo. Na literatura, esse problema é usualmente denominado
Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo (PAGM).

O PAGM pode ser resolvido eficientemente, por exemplo, através dos algo-
ritmos de Kruskal [1956] e Prim [1957]. Em consonéancia com esse fato, sdo conhe-
cidas formula¢des de Programacdo Inteira para o problema definidas em termos
de Poliedros Inteiros [Edmonds, 1971; Maculan, 1987]. Isso significa dizer que o
PAGM também pode ser resolvido por meio de algoritmos baseados em Progra-
macao Linear.

Em muitas aplica¢des, torna-se necessario impor algumas restri¢des adicionais,
para que topologias como drvores geradoras possam ser empregadas no projeto de
redes de comunicagéo. Tais restri¢gdes podem, por exemplo, buscar garantir um certo
nivel de qualidade de servigo de rede, como baixa propensao a falhas. Assim sendo,
quando restri¢des complicantes adicionais sdo impostas ao PAGM, como limita¢des
no didmetro da arvore ou no grau de seus vértices, em geral o problema resultante é
dificil de ser resolvido. Doze varia¢des do PAGM pertencentes a classe de problemas
NP-Dificil foram listadas em [Garey & Johnson, 1979] e varios outros problemas
de otimizagdo definidos em adrvores com restrigdes complicantes adicionais foram
discutidos em [Deo & Kumar, 1997].

O problema estudado nesta dissertacao é conhecido como Problema da Arvore
Geradora de Custo Minimo com Restricio de Grau Minimo (PAGMGM). Dados um
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grafo ndo direcionado valorado nas arestas e um inteiro positivo d, o objetivo do
PAGMGM consiste em encontrar uma arvore geradora de custo minimo tal que
todo vértice na arvore seja uma folha ou tenha grau maior ou igual a d. Dentre
os demais problemas definidos em arvores geradoras com restricdes complicantes,
destaca-se a forte relacio do PAGMGM com o Problema da Arvore Geradora de
Custo Minimo com Restri¢do de Grau (PAGMG) [Deo & Hakimi, 1968], para o qual
é imposto um limite superior no grau dos vértices de uma arvore geradora vidvel.
Diferentemente do PAGMG, que j4 foi bastante estudado na literatura [Narula &
Ho, 1980; Savelsbergh & Volgenant, 1985; Volgenant, 1989; Caccetta & Hill, 2001;
Ribeiro & Souza, 2002; Andrade et al., 2006; Cunha & Lucena, 2007; Souza & Mar-
tins, 2008], o PAGMGM foi proposto recentemente por Almeida et al. [2006]. Nesse
estudo, o PAGMGM foi demonstrado ser NP-Dificil para d > 4. Posteriormente,
Almeida et al. [2010] provaram que o problema também é NP-Dificil para d = 3.
Aplicagdes do PAGMGM sao associadas ao projeto 6timo de redes em que os
nds devem estar todos interligados, e recursos, informagdes ou processamento de-
vem ser centralizados em alguns nés especiais (nds centrais), ao invés de serem dis-
persos pela rede. Para tanto, cada n6 central deve possuir um grau minimo (repre-
sentando, por exemplo, o ntimero de clientes que podem ser atendidos ou o niimero
de dispositivos com os quais é possivel se comunicar diretamente), de modo a com-
pensar ou tornar uteis os recursos ou facilidades nele instalados. Caso contrério,
o n6 deve assumir o papel de um vértice folha. Considerando que o custo para
conectar qualquer par de nds é ndo negativo, a solucdo para problemas nos cenérios
descritos pode ser representada por uma arvore geradora de custo minimo, com

imposi¢do de um limite inferior para o grau dos vértices centrais.

1.1 Principais Contribuicoes

As principais contribui¢des desta dissertagdo sdo listadas a seguir na ordem

em que aparecem no texto.

e Discussdo de trés novas formula¢des de Programacdo Inteira para o
PAGMGM. Duas formulag¢des, uma direcionada e outra ndo direcionada, sdo
baseadas em um niamero exponencial de restri¢des de eliminagdo de subcir-
cuitos. A terceira formulacdo é compacta e resulta da aplicagdo da técnica de
Reformulagdo por Intersecdo [Gouveia & Telhada, 2008]. Essa reformulagdo
fornece limites de Programacao Linear mais fortes que os fornecidos por todas

as outras formulagdes propostas na literatura do PAGMGM.
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e Introducdo de duas novas classes de desigualdades lineares vélidas para o
PAGMGM, ndo redundantes para as formulagdes conhecidas para o problema.

e Desenvolvimento de algoritmos de otimizacdo sequenciais e paralelos para
o PAGMGM, a saber: um algoritmo Branch-and-cut, um método Local
Branching que emprega o Branch-and-cut como resolvedor interno e um algo-
ritmo de Relaxagdo Lagrangeana paralelo. Também sao propostas uma heuris-
tica construtiva multipartida probabilistica, que envolve a resolugdo de sub-
problemas de Programacao Linear, e uma Heuristica Lagrangeana baseada no
algoritmo Local Branching.

e Novos certificados de otimalidade e novos melhores limites inferiores e su-

periores sdo fornecidos para vérias instancias do PAGMGM.

1.2 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacdo estd estruturada em seis capitulos e dois apéndices. O restante

do texto estd organizado da seguinte forma:

Capitulo 2. [O Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo com Restri¢io de
Grau Minimo] O PAGMGM, suas principais propriedades e aspectos de complexi-
dade computacional sdo introduzidos. Uma revisdo bibliogréfica sobre os trabalhos

que ja abordaram o problema também é apresentada.

Capitulo 3. [Formula¢des de Programacao Inteira para 0 PAGMGM] Formulagdes
de Programagdo Inteira para o PAGMGM sdo introduzidas e comparadas em
relagdo aos seus limites de Programacdo Linear, sob uma perspectiva tedrica e
computacional. Algoritmos de planos de corte empregados para avaliar tais
limites sdo apresentados, assim como novas desigualdades lineares vélidas para o

problema, ndo redundantes para as formulagoes da literatura.

Capitulo 4. [Heuristica e Algoritmos para a Resolucdao Exata do PAGMGM]
Sao introduzidos uma heuristica construtiva probabilistica e dois métodos para
a resolucdo exata do PAGMGM, a saber: um algoritmo Branch-and-cut e um
algoritmo Local Branching. Resultados de experimentos computacionais realizados
com esses métodos sdo apresentados e comparados aos resultados obtidos pelos
melhores métodos para a resolucdo do PAGMGM propostos na literatura.
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Capitulo 5. [Algoritmos Sequenciais e Paralelos para o PAGMGM Baseados
em Relaxa¢do Lagrangeana] Uma Relaxacdo Lagrangeana baseada em uma refor-
mulacdo para o PAGMGM ¢ apresentada, juntamente com uma implementagao
paralela de uma variagdo do Método de Subgradiente para resolver o Problema
Dual Lagrangeano. Uma Heuristica Lagrangeana baseada no algoritmo Local
Branching é também introduzida. Resultados computacionais obtidos pela Re-
laxagdo Lagrangeana sdo comparados aqueles fornecidos pelos outros métodos

avaliados nesta dissertacéao.

Capitulo 6. [Conclusdes e Trabalhos Futuros] Contribuicdes e limitacoes desta
dissertacdo sdo sumarizadas, e finalmente, conclusdes e dire¢des para trabalhos

futuros sdo apresentadas.

Apéndice 1. [Matriz de Custo de uma Instincia de 10 vértices para o PAGMGM]
A matriz de custo de uma instdncia pequena para o PAGMGM utilizada para a
prova de alguns resultados tedricos obtidos nesta dissertagdo é apresentada.

Apéndice 2. [Compilagao dos Melhores Limites Inferiores e Superiores Conheci-
dos para 0o PAGMGM] Os melhores resultados conhecidos para todas as instancias
da literatura do PAGMGM sdo sumarizados.



Capitulo 2

O Problema da Arvore Geradora de
Custo Minimo com Restricao de
Grau Minimo

Neste capitulo, definimos o Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo
com Restricdo de Grau Minimo, e discutimos seus aspectos de complexidade com-
putacional, bem como algumas de suas principais propriedades. Finalizamos o
capitulo apresentando uma revisdo bibliografica com os trabalhos que previamente
abordaram o PAGMGM, com o intuito de introduzir ao leitor as técnicas ja empre-

gadas para tratar o problema.

2.1 O PAGMGM e Suas Propriedades

Seja G = (V,E) um grafo ndo direcionado, com conjunto de vértices V' =
{1,...,n} e conjunto de arestas £ (m = |E|). Assuma que custos {¢;; € Ry : {i,j} €
E} sdo associados as arestas de £. Dado um inteiro positivo d < n, o Problema da
Arvore Geradora de Custo Minimo com Restricio de Grau Minimo consiste em encontrar
uma 4arvore geradora de custo minimo 7" de G, tal que o grau de cada vértice em 7'
seja igual a 1 ou maior ou igual a d.

A Figura 2.1 ilustra exemplos de arvores geradoras vidveis para duas instan-
cias do PAGMGM. A instancia cuja solugdo vidvel é representada pela drvore da
esquerda foi definida em um grafo com n = 9 vértices e parametro de grau minimo
d = 3. Para a instancia da direita, temos n = 10 e d = 5. Em ambas as figuras, os

vértices com grau maior ou igual a d (vértices centrais) estdo destacados em cinza,

5



CAPITULO 2. O PROBLEMA DA ARVORE GERADORA DE CUSTO MINIMO COM
6 RESTRICAO DE GRAU MINIMO

enquanto que os vértices com grau igual a 1 (vértices folha) sdo representados na cor

branca.

O O
O O
O O

Figura 2.1. Exemplos de arvores geradoras vidveis para o PAGMGM, com
pardmetro de grau minimo d = 3 (esquerda) e d = 5 (direita). Vértices centrais
sdo destacados na cor cinza.

Almeida et al. [2006] provaram que o PAGMGM é da classe NP-Dificil para 4 <
d < |n/2], por meio de uma reducdo polinomial do Problema do Emparelhamento
k-Dimensional [Papadimitriou, 1994] para o PAGMGM. Em um estudo posterior,
Almeida et al. [2010] provaram que o problema é também NP-Dificil para o caso em
que d = 3. Apesar de sua dificuldade no caso geral, existem dois casos particulares
do PAGMGM que podem ser resolvidos em tempo polinomial. As Proposigdes 1 e
2 mostram esses casos.

Proposicao 1. Se d < 2, entdo o PAGMGM corresponde ao PAGM e pode ser resolvido em
tempo polinomial.

Prova. Quando d < 2, o grau de cada vértice em uma arvore vidvel pode assumir
qualquer valor. Nesse caso, 0 PAGMGM corresponde ao problema cléassico da Ar-
vore Geradora Minima, para o qual sdo conhecidos diversos algoritmos polinomiais
[Kruskal, 1956; Prim, 1957]. [l

Proposicdo 2. Se d > |[n/2] + 1, entdo qualquer solu¢io vidvel para o PAGMGM é uma

drvore-estrela e o problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

Prova. Por contradi¢do. Suponha que d > [n/2]| + 1 e que o problema admita uma
arvore vidvel T ndo estrela. Nesse caso, T deve conter pelo menos dois vértices
centrais. Para satisfazer a imposi¢do de grau minimo, cada um destes vértices deve
estar conectado a pelo menos outros |n/2| vértices folha ndo comuns. Portanto, T

deve possuir no minimo 2 + 2|n /2| > n vértices, e ndo pode ser uma solugao vidvel
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para o PAGMGM. Logo, quando d > [n/2] + 1, todas as solugdes vidveis para o
PAGMGM s&o arvores-estrela, e podem ser encontradas por inspe¢do em O(n?). [

Outras duas propriedades importantes do PAGMGM foram utilizadas nas
formulacdes e algoritmos propostos nesta dissertagdo, e sdo apresentadas nas
Proposi¢des 3 e 4. Para tanto, vamos considerar que dados um grafo G = (V, E)
eW CV,EW):={{i,j} € E:i,je W} Além disso, considere que ' = (V, Er)
denote uma arvore geradora de G que satisfaz as restrigdes de grau minimo, gr(7)
denote o grau do vérticei € V em T, C' C V denote o conjunto dos vértices centrais
deT e Go = (C, E(C)) denote o subgrafo de GG induzido por C, ou seja, o subgrafo
obtido depois de remover de G todos os vértices de V' \ C' e as arestas incidentes a
tais vértices. Analogamente, considere que 7 = (C, Er(C)) denote o subgrafo de
T induzido por C. Um resultado trivialmente deduzido em relagdo a topologia do

subgrafo T é enunciado pela proposicdo a seguir.
Proposicao 3. O subgrafo T é uma droore geradora de G.

E importante destacar que o custo da subarvore T de uma solugdo 6tima 7*
para o PAGMGM néo é necessariamente igual ao custo da drvore geradora de custo
minimo de G¢.

Outra propriedade introduzida por Almeida et al. [2006] estabelece um li-
mite superior para o nimero de vértices centrais de qualquer solugdo vidvel para

o PAGMGM, definido na proposigdo a seguir.

Proposicao 4. A cardinalidade do conjunto de vértices centrais C' em qualquer solugio
vidvel para 0 PAGMGM é limitada pela expressio 1 < |C| < [(n —2)/(d —1)].

Prova. Pelo conhecido Lema do Aperto de Maos' [West, 2001], temos >, gr() +
> iev\c 9r(i) = 2(n —1). Como gr(i) = 1, para todo i € V' \ C, entdo >, - gr(i) +
n — |C| = 2(n — 1). J& que todo vértice em C' tem grau maior ou igual a d, entdo
d|C] < 2(n — 1) —n + |C|. Reescrevendo, temos (d — 1)|C| < n — 2, ou ainda,
|IC] < (n—2)/(d —1). Considerando que |C| é um inteiro e que toda solugdo viavel

deve possuir pelo menos um vértice central, podemos estabelecer a expressao

n—2
1<10] < LHJ. 1)

O

'Handshaking Lemma
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2.2 Revisao Bibliografica

Embora tenha sido proposto muito recentemente, 0 PAGMGM ja despertou
considerdvel interesse da comunidade académica. O problema foi introduzido por
Almeida et al. [2006], em um estudo que apresentou sua classe de complexidade
computacional e algumas de suas propriedades. No mesmo trabalho, foram pro-
postas formulagoes de Programacao Inteira (PI), que empregam restri¢des de balan-
¢o de fluxo de uma ou de multiplas mercadorias. Baseado nas formulagdes, foi tes-
tado um algoritmo Branch-and-bound (BB) para a resolugdo de instancias de bench-
mark para o PAGMG [Narula & Ho, 1980; Krishnamoorthy et al., 2001], definidas em
grafos com até 50 vértices. Para vdrias instancias testadas, o algoritmo BB ndo foi
capaz de fornecer o certificado de otimalidade apds 3 horas de execugéo.

Além da dificuldade tedrica associada ao PAGMGM, os resultados computa-
cionais apresentados em [Almeida et al., 2006] indicam que as formulagdes de fluxo
para o PAGMGM fornecem limites de Programacdo Linear (PL) mais fracos que
aqueles dados por formulagdes equivalentes para o PAGMG. Esse resultado sugere
ser mais dificil obter uma boa caracterizacdo da envoltéria convexa do PAGMGM
que do PAGMG, considerando instancias de dimensdes e classes similares.

Akgun & Tansel [2010] apresentaram uma nova formulagdo para o PAGMGM
baseada nas desigualdades de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) [Miller et al., 1960;
Desrochers & Laporte, 1991] para eliminagdo de subcircuitos. Tais desigualdades
foram introduzidas originalmente para o Problema do Caixeiro Viajante [Miller
et al., 1960] e garantem, por meio de um ntimero polinomial de restri¢des, que qual-
quer subgrafo vidvel para o problema é conexo e aciclico.

Em geral, formula¢des que empregam as desigualdades MTZ fornecem limi-
tes de PL mais fracos que os fornecidos por formulag¢des de fluxo com multiplas
mercadorias [Langevin et al., 1990; Padberg & Sung, 1991; Desrochers & Laporte,
1991]. No caso particular do PAGMGM, experimentos computacionais relatados em
[Akgan & Tansel, 2010] mostraram que, quando ambas as formulag¢des consideram
restrigdes de acoplamento propostas naquele estudo, entre varidveis de selecdo de
arestas e variaveis de selecdo de vértices centrais, a diferenca entre os limites de PL
fornecidos por essas formulagdes é reduzida. Os autores também testaram um algo-
ritmo BB utilizando a formulagdo MTZ que, comparado ao algoritmo BB proposto
por Almeida et al. [2006], foi capaz de resolver um conjunto similar de instancias
de teste com menor esforco computacional. Utilizando o mesmo limite de tempo de
3 horas, o algoritmo BB baseado na formulacdo MTZ resolveu todas as instancias

definidas em grafos com até 30 vértices, mas ndo conseguiu provar a otimalidade
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para algumas instancias com 50 vértices.

Pela primeira vez na literatura, Martins & Souza [2009] investigaram a apli-
cacdo de métodos heuristicos para a resolucdo do PAGMGM. Os autores apresen-
taram uma heuristica construtiva gulosa, métodos baseados em algoritmos do tipo
second order [Karnaugh, 1976, Martins, 2007] e heuristicas baseadas em diferentes
implementac¢oes da meta-heuristica Variable Neighborhood Search (VNS) [Mladenovi¢
& Hansen, 1997].

A heuristica construtiva gulosa proposta por Martins & Souza [2009] para
o PAGMGM ¢ uma adaptagdo do algoritmo classico de Kruskal para o PAGM
[Kruskal, 1956]. Tal algoritmo itera sobre o conjunto de arestas do grafo em or-
dem nao decrescente de custos, decidindo a cada iteracdo se a aresta em avaliagdo
é incluida na solugdo 6tima para o PAGM. A tnica diferenca entre os dois métodos
é a forma de avaliacdo das condigdes necessdrias e suficientes para que uma aresta
seja incluida na solugdo. No algoritmo de Kruskal, uma aresta é selecionada sempre
que sua inclusdo ndo forme um ciclo com as arestas ja pertencentes a solugdo. J4
na heuristica para o PAGMGM, além desta condigdo, é necessario verificar também
se a inclusdo da nova aresta ndo impossibilita a constru¢do de uma arvore geradora
em que todos os vértices centrais tenham grau maior ou igual a d. Portanto, a in-
clusdo da aresta se d4 sempre que a mesma nao forma um ciclo com as arestas ja
selecionadas e ndo elimina a possibilidade da heuristica encontrar uma arvore gera-
dora vidvel para o PAGMGM. Caso contrdrio, a aresta é descartada. Cabe destacar
que esta heuristica construtiva sempre encontra uma arvore viavel para o PAGMGM
quando o problema é definido em grafos completos. No entanto, para grafos espar-
sos, a heuristica pode terminar sem encontrar uma arvore viavel, ainda que exista
alguma.

Os autores testaram também a aplicacdo direta para o PAGMGM de um al-
goritmo do tipo second order proposto por Karnaugh [1976] e de uma versdo apri-
morada deste algoritmo (enhanced second order algorithm, ESO) proposta por Martins
[2007]. O método ESO foi empregado na fase de melhoria de diferentes implemen-
tacdes da meta-heuristica VNS. Além destes, foi testado um método que apenas uti-
liza a heuristica construtiva para explorar cada vizinhanga na meta-heuristica VNS.

Um total de sete heuristicas foram propostas e avaliadas para o PAGMGM em
[Martins & Souza, 2009]. Os resultados computacionais mostraram que os métodos
VNS randomizados que empregaram o ESO em suas fases de melhoria obtiveram os
melhores limites superiores para o problema. Pela primeira vez na literatura, instan-
cias com mais de 50 vértices foram testadas. Os autores aplicaram suas heuristicas

em instancias com até 500 vértices, estabelecendo parametros de comparacdo para
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futuros trabalhos relacionados ao PAGMGM. A julgar pela nossa revisdo bibliogra-
tica, esse é o tinico trabalho publicado até o momento que aborda a aplicacdo de

heuristicas para o problema.



Capitulo 3

Formulacoes de Programacao Inteira
para o PAGMGM

Neste capitulo, introduzimos trés novas formula¢des de Programacao Inteira
para o PAGMGM. As formulagdes sdo comparadas em relagdo aos seus limites de
Programacdo Linear, sob uma perspectiva tedrica e computacional. As duas for-
mulagdes mais fracas, uma nao direcionada e outra direcionada, sdo baseadas em
um ndmero exponencial de restri¢des de eliminagdo de subcircuitos, enquanto que
a mais forte emprega um nimero polinomial de varidveis e restri¢des e resulta da
aplicacdo da técnica de Reformulagdo por Intersecdo [Gouveia & Telhada, 2008].
Apresentamos algoritmos de planos de corte empregados para avaliar os limites de
Programacdo Linear das formulac¢des propostas, bem como novas desigualdades li-

neares validas para o problema, ndo redundantes para as formulag¢des da literatura.

3.1 Introducao

Em geral, problemas de Programacdo Inteira podem ser formulados a partir
de diferentes escolhas para os conjuntos de varidveis e restri¢des. No caso de pro-
blemas de otimizagdo em grafos, cujas solugdes sdo representadas por drvores ge-
radoras sujeitas a restricdes complicantes adicionais, como limitagdo no didmetro
da arvore ou no grau dos vértices, é usual definir a formulacdo a partir de dois
conjuntos independentes de restri¢des, aqui chamados de restrigdes de topologia de
drvore geradora e restrigdes complicantes adicionais. Esses dois conjuntos de restri¢des
devem garantir, respectivamente, que o subgrafo associado a uma solugdo viavel
seja aciclico e conexo e que as restri¢des complicantes adicionais do problema sejam

satisfeitas. Para o caso particular do PAGMGM, o segundo conjunto deve impor as

11
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restrigoes de grau minimo dos vértices de uma drvore geradora vidvel.

Vérias abordagens podem ser utilizadas para definir o conjunto de restri¢des
de topologia de arvore geradora [Magnanti & Wolsey, 1995]. Para o PAGMGM,
foram apresentadas na literatura formulag¢des baseadas em restri¢des de balanco de
fluxo de uma ou de multiplas mercadorias [Almeida et al., 2006] e em desigualdades
de Miller-Tucker-Zemlin [Akgtn & Tansel, 2010]. Uma vantagem das formulag¢oes
baseadas em fluxos em redes e nas restricoes MTZ é o fato de serem compactas,
isto é, empregarem um ndmero polinomial de varidveis e restricdes. No entanto,
o tamanho das formula¢des com miltiplas mercadorias, que envolvem O(nm) va-
ridveis e restri¢des, torna-as proibitivas para a aplicagdo direta em procedimentos
de enumeragdo como o Branch-and-bound, a menos que algum tratamento algorit-
mico adicional seja empregado, por exemplo, o método de Relaxa¢do Lagrangeana
[Fischer, 1981; Guignard, 2003]. Por outro lado, formulagdes baseadas em fluxos de
uma tnica mercadoria ou nas desigualdades MTZ apresentam em geral limites de
Programacdo Linear fracos [Magnanti & Wolsey, 1995].

Introduzimos neste capitulo trés formula¢des para o PAGMGM, duas baseadas
em um numero exponencial de restricdes de eliminacdo de subcircuitos e outra
baseada na técnica de Reformulacdo por Intersecdo. Na apresentacdo das formu-
lagbes a seguir, sdo empregadas as seguintes notagdes e defini¢des. Dado um
grafo ndo direcionado G = (V,E) e um conjunto ndo vazio W C V, §(W) =
{{i,j} € E : 1 € W,j ¢ W} define o conjunto de arestas no corte induzido
por W, ou seja, arestas com uma extremidade em W e a outra extremidade em
VAW, e EW) = {{i,j} € E :i,j € W} define o conjunto de arestas com
ambas as extremidades em W. Da mesma forma, dado um grafo direcionado
D = (V, A) com conjunto de arcos A e os conjuntos ndo vazios S C VeW C V,
(S, W) = {(i,j) € A: i € S,j € W} define o conjunto de arcos que partem de S
para W, 6~ (W) := {(i,j) € A: i & W,j € W} define o conjunto de arcos que inci-
dem em W a partirde V\ W, 6t (W) := {(i,5) € A:i € W,j ¢ W} define o conjunto
de arcos que partem de W para V\ W e A(W) :={(i,j) € A:i € W,j5 € W} define
o conjunto de arcos com ambas as extremidades em W. Para simplificar, quando
W = {i}, os conjuntos §({:}), 0~ ({i}) e 67({i}) sdo representados respectivamente
por (i), 6~ (i) e 57 (1).

Dada uma formulagdo P para o PAGMGM, assuma que w(F) indique o limite
de Programacéao Linear fornecido por P. Se P é definido em termos de um conjunto
estendido de variaveis (z, z), sua projecdo no espago das varidveis z é denotado por
Proj,(P). Considere ainda que B := {0, 1} e que R denote o conjunto dos ntimeros
reais. Por fim, para qualquer funcdo real f : () — R definida em um dominio finito
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Q € @ C Q/ defina f(@) = qu@ fq-

3.2 Formulacoes com um Numero Exponencial de
Restricoes de Eliminacao de Subcircuitos

Uma formulagdo candnica para o PAGMGM pode ser obtida empregando-se
varidveis bindrias associadas as arestas de £ e varidveis bindrias para selecionar as
folhas de V. Essa formulagdo emprega as restri¢des de eliminagdo de subcircuitos
ndo direcionadas (Subtour Elimination Constrainsts, SECs) introduzidas por Dantzig
et al. [1954] para o Problema do Caixeiro Viajante [Held & Karp, 1970, 1971]. Mais

precisamente, assuma que

1, seaaresta {i,j} € E éincluida na arvore,
Zij = o
0, caso contrario
0, se o vérticei € V é central na arvore.

1, seovérticei € V é folha na arvore,
Yi =

A formulagio ndo direcionada para o PAGMGM é dada por:

w = min{ Z cijzij t (2,y) € PN (BW,B”)} , (3.1)

{i,j}€E

onde o poliedro P,, C R™*" é definido por:

2E)=n—1, (3.2)
2B(S) <|S|—1, ¥ScV, S+, (3.3)
2; >0, Vi, j} € E, (3.4)
26(0)>1+d—-1)1—y), VieV, (3.5)
200(0) <14+ (n—2)1—w), VieV, (3.6)
0<y <1, VieV. (3.7)

As desigualdades SECs (3.3) e as restri¢des (3.2) e (3.4) formam o conjunto de
restrigdes de topologia de drvore geradora, uma vez que definem a envoltéria con-

vexa do Politopo das Arvores Geradoras [Magnanti & Wolsey, 1995]. J4 as desigual-
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dades (3.5) e (3.6) definem o conjunto de restri¢des de grau minimo, e restringem as
solugdes vidveis do PAGMGM as arvores de GG que satisfazem as restri¢des de grau
minimo dos vértices. Note que quando o vértice i é uma folha (y; = 1), as restri¢des
correspondentes em (3.5) e (3.6) impdem que z(d(¢)) = 1. Quando o vértice i é cen-
tral (y; = 0), a desigualdade correspondente em (3.5) impde z(6(i)) > d, enquanto
que a restricdo em (3.6) para o mesmo vértice ¢ é trivialmente satisfeita.

Outra maneira de formular o PAGMGM consiste em considerar o problema em
um grafo direcionado D = (V, A) e modelar o conjunto de solugdes vidveis como
arborescéncias em D que satisfazem as restri¢des de grau minimo. Para tanto, o
grafo direcionado D é obtido através da duplicagdo de cada aresta {7, j} de £ em
dois arcos (i,j) e (j,4), aos quais sdo associados custos iguais ao custo da aresta
que lhes deu origem. Por uma questdo de simplicidade, assuma que c;; também
denote o custo do arco (i, j) em A := {(4,5) U (4,7) : {¢,7} € E}. Cabe observar que
ao tratar o problema a partir de um grafo direcionado, necessitamos escolher um
vértice especial r € V, para representar a raiz da arborescéncia procurada.

Além das varidveis y definidas anteriormente, a formulagdo direcionada para
0 PAGMGM pode ser obtida empregando-se varidveis bindrias associadas aos arcos
de A e um ndmero exponencial de restri¢des de eliminacdo de subcircuitos dire-
cionadas (Directed Cutset Constraints, DCUTs) [Chopra et al., 1992; Koch & Martin,
1998]. De maneira andloga a formulacdo anterior, assuma que y; = 1 se o vértice

1 € V é folha na arborescéncia (y; = 0 caso contrario) e

. { 1, seoarco (i,j) € A éincluido na arborescéncia,
€Te. =
)

0, caso contrario.

Dada uma raiz r, a formulagio direcionada para o PAGMGM é definida como:

w = min Z cijri; (2", y) € Py N (B*™ B") 5, (3.8)
(i,j)€A

onde o poliedro P; C R*™*" ¢ definido por:

2"(A) =n—1, (3.9)
2 (07() =1, Vie V\{r}, (3.10)
g (6~ (W)) > 1, YW c V\ {r}, (3.11)

0<al <1, ¥(i,j) € 4 (3.12)
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PG () 2 1+ (d— 1)(1— ). (3.13)

2'(67(r) < 1+ (n—2)(1 - yy), (3.14)

2" (5T(1)) > (d— 1) (1 — ), VieV\{r} (3.15)

2"(67(0) < (n—2)(L—y;), Vie V\{r}, (3.16)

0<y <1, VieV. (3.17)

A envoltéria convexa do Politopo das Arborescéncias Geradoras de D, en-
raizadas em 7, é definida pelas DCUTs (3.11) em conjunto com as restri¢des (3.9)
e (3.12) [Magnanti & Wolsey, 1995]. As restri¢des (3.10), embora naturalmente sa-
tisfeitas uma vez que (3.9) e (3.11) sdo impostas, sdo mantidas na formulagdo por
razdes que ficardo claras na Sec¢do 3.5 e no Capitulo 5, e indicam que deve incidir
um arco a todo vértice distinto da raiz.

Para garantir as restri¢cdes de grau dos vértices em qualquer arborescéncia
vidvel, é necessdrio definir separadamente restri¢des de grau minimo para a raiz
r (restri¢des (3.13) e (3.14)) e para os demais vértices (restri¢des (3.15) e (3.16)), uma
vez que a existéncia de uma raiz em formulagdes direcionadas implica em impor-
tantes diferencas na caracterizacdo dos vértices folhas. Por definicdo, nenhum arco
pode incidir a raiz de uma arborescéncia orientada para fora deste vértice. Por isso,
quando r é folha (y, = 1), as restri¢cdes (3.13) e (3.14) garantem que z" (6% (r)) = 1
e, quando r é central (y, = 0), a restri¢do (3.13) impde 2" (67 (1)) > d enquanto que
a desigualdade (3.14) é trivialmente satisfeita. Por outro lado, exatamente um arco
incide a todo vértice i € V' \ {r} em uma arborescéncia vidvel. Dessa forma, se i é
folha (y; = 1), nenhum arco pode partir de : em uma solugdo vidvel, como garantem
as restri¢des (3.15) e (3.16). Se i é central (y; = 0), devem partir de ¢ pelo menos
d—1 arcos para que as condi¢des de grau minimo dos vértices sejam atendidas. Este
limite inferior é estabelecido pelas restri¢gdes (3.15). Ja as desigualdades (3.16), esta-
belecem um limite superior para o nimero de arcos que partemde i € V' \ {r} e sdo
trivialmente satisfeitas.

E possivel mostrar que a projecio da formulagio P, no espaco das variaveis
z é equivalente a formulagdo correspondente para a versdo do problema sem a im-
posicao das restricdes de grau minimo, isto é, o problema da Arvore Geradora de
Custo Minimo. Para tanto, assuma que F,,, C R™ denote o Politopo das Arvores
Geradoras dado por (3.2)-(3.4).

Proposicdo 5. Proj,(P,) = Pu.

Prova. Considere qualquer ponto (Z,7) em P,. Observe que Z € F,,,, uma vez que
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P,., é definido a partir das restri¢oes de P,, e portanto Proj.(P,) C Py.,.

Por outro lado, dada uma solugdo 2 € P,,,, defina 6; = 2(5(i)), paratodoi € V.
Por (3.2)-(3.4), temos que 0 < z;; < lel < éi <n —1, paratodo¢ € V. Assuma que
yeBreqe B talque g :=1—y;, paratodoi € V. As restrigdes (3.5) e (3.6) podem
ser reescritas como 1 + (d — 1)§; < 0; < 1+ (n — 2)§;, para todo i € V, ou ainda
0, — 1 0, — 1

< g <
n_o =77

 VieV. (3.18)

Como 1 < 6; < n — 1, para todo i € V, entdo é possivel obter uma solucdo para as

varidveis ¢; com 0 < ¢; < 1, e consequentemente para y; com 0 < y; < 1, para todo

i € V, que satisfaca as restrigdes (3.18), por exemplo, §; = %=1 paratodoi € V. Dessa
forma, (2,9) € P,, 2 € Proj,(P,) e entdo P,,., C Proj,(P,). Como Proj,(P,) C P,
e Py, C Proj,(P,), segue o resultado. O

Empregando os mesmos argumentos, podemos mostrar que a projec¢do da for-
mulacdo Pj no espaco das varidveis 2" é equivalente a formulac¢do correspondente
para o problema da Arborescéncia Geradora de Custo Minimo, que ndo impde as
restri¢des de grau minimo. Para tanto, assuma que F,,;;, C R?>™ denote o Politopo
das Arborescéncias Geradoras dado por (3.9)-(3.12).

Proposicdo 6. Proj,(Pj) = Pu.

Prova. A prova é analoga a prova da Proposi¢do 5. Dado um ponto (z",y) € Pj,
temos que =" € F,,;, e portanto Proj,-(P}) C Pyy.
Por outro lado, dada uma solucdo 2" € P, defina 0, = x7(6%(i)), para todo
i € V. As restri¢des (3.13)-(3.16) podem ser reescritas como 1 + (d — 1)g, < 0, <
1+ (n—2)g e (d—1)¢ < 0; < (n—2)g, paratodoi € V \ {r}, ou ainda
0;
d—1’

-1 6, -1 0,
<gq <
d—1 n—2

>

<G < vie V\ {r}). (3.19)

n—2
Por (3.9)-(3.12) temos que 1 < ér <n—-1le0<6;, <n-—2, paratodoi € V\{r}. Entdaoé
possivel obter uma solugao para as varidveis ¢, com 0 < ¢; < 1, e consequentemente
para g; com 0 < y; < 1, para todo i € V, que satisfaca as restri¢cdes (3.19), por
bl e g = % para todo i € V \ {r}. Dessa forma, (2",y) € PJ,
1" € Proj,(Py) e entdo Puy C Proj.(Py). O

exemplo, ¢, =

As Proposicdes 5 e 6 sdo andlogas aquelas apresentadas por Almeida et al.
[2006] no contexto das formulagdes para 0 PAGMGM baseadas em fluxos em redes
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com uma ou mdultiplas mercadorias. Como resultado das proposi¢des, temos que
os limites de Programacéo Linear w(P,) e w(FP}) sdo independentes do parametro
de grau minimo d e iguais ao custo da solugdo 6tima do PAGM. Isso implica que
o valor das varidveis duais 6timas associadas as restri¢oes (3.5)-(3.6) e (3.13)-(3.16)
sdo sempre iguais a zero nas relaxag¢des lineares de P, e P}, respectivamente, o que
sugere a necessidade de imposi¢do de um conjunto diferente de restri¢des de grau
minimo ou de outras desigualdades validas para o problema que fortalecam tais
formulacdes.

Além disso, é sabido que a formulagdo P,,;, para o PAGM é simétrica em re-
lagdo a escolha da raiz r (veja Magnanti & Wolsey [1995]), isto é, w(F,,) inde-
pendente da raiz r da arborescéncia. Utilizando esse resultado juntamente com a
Proposigao 6, podemos concluir que a formulagdo P; também é simétrica em re-
lacdo a escolha da raiz, ou seja, w(P;') = w(F;?), para todo ri,7, € V. A partir
das observagoes feitas e das Proposic¢des 5 e 6, trivialmente conclui-se que os limites
de Programacdo Linear de P e P, sdo iguais para todo » € V, como indicado na

proposigao a seguir.

Proposicdo 7. w(P}) = w(P,), paratodor € V.

3.2.1 Fortalecendo as Formulacoes

As formulagdes P, e P] podem ser fortalecidas com a adigdo de desigualdades
validas para o politopo do PAGMGM. Uma maneira de fortalecer as formulagdes
consiste em introduzir desigualdades que impdem condi¢des l6gicas associadas a
selecdo de arestas ou arcos cujas extremidades sdo vértices folha. Para a formulagao
ndo direcionada, tais condi¢des impedem a selecdo de uma aresta incidente a dois
vértices folha. Analogamente, para a formulagdo direcionada, tais condi¢des impe-
dem a selecdo de um arco que parte de um vértice folha distinto da raiz ou a selegao
de um arco que parte da raiz para um vértice folha, no caso em que a raiz também
é folha. Mais precisamente, P,, pode ser fortalecida com a introdugdo das restri¢des
(8.20) e P] com a adicdo das restri¢des (3.21) e (3.22):

vty <1, V(6L 5) € A\ (r), (3.21)
x:j + Yr + Yj < 27 V(?",j) €A (322)

Quando as restri¢gdes (3.20), (3.21) e (3.22) sdo consideradas, uma outra de-
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sigualdade que pode ser empregada para fortalecer as formula¢des é baseada na
Proposigao 4. Ela foi proposta em [Almeida et al., 2006] e estabelece um limite supe-

rior para o niumero de vértices centrais em qualquer solugdo vidvel para o problema,

S(1-y) < {Z:ﬂ (3.23)

eV

como definido a seguir:

No restante da dissertacdo, assuma que Py denote a interse¢do do poliedro P,
com as restri¢des (3.23) e (3.20) e que P, denote a interse¢do do poliedro P; com as
restri¢des (3.23), (3.21) e (3.22).

Proposig¢do 8. w(P},) > w(Py).

Prova. Seja (7",y) pertencente a P,. Defina z tal que z; = aj; + z};, Y{i,j} € E.
Considere os arcos (7, j) e (j,7) de A tal que i, j € V'\{r}. Por (3.21), temos x;+y; < 1
e z};+y; < 1. Somando essas desigualdades temos x; + 27, +y; +y; = zi; +yity; < 2.
Logo, como (3.21) e (3.22) implicam em (3.20), mas o contrario ndo é verdadeiro,

w(P}) > w(Py). O

Deve ser destacado que a formulagdo P, ndo é simétrica em relacdo a escolha
da raiz, isto é, para duas raizes distintas 71 e ry, é possivel que w(Py) # w(Py).
Por razdes similares as apresentadas na discussdo da Proposi¢do 7 e na prova da
Proposicdo 8, a formulac¢do de fluxos com miltiplas mercadorias apresentada em
Almeida et al. [2006] e a formulacdo baseada nas desigualdades de Miller-Tucker-
Zemlin proposta por Akgun & Tansel [2010], quando fortalecidas por (3.23), (3.21) e
(3.22), também nao sao simétrica em relacao a escolha da raiz.

Como é provével que ndo exista uma politica para a escolha da raiz que sempre
fornega o limite de Programacdo Linear mais forte [Almeida et al., 2006; Akgun
& Tansel, 2010], aplicamos a técnica de Reformulagdo por Intersecdo proposta por
Gouveia & Telhada [2008], para definir uma nova reformula¢do para o PAGMGM

com limites simétricos e mais fortes. Essa reformulacdo é discutida a seguir.

3.3 Reformulacao por Intersecao

Gouveia & Telhada [2008] propuseram uma técnica de reformulagdo, denomi-
nada Reformulagio por Intersecdo, com o objetivo de obter uma formulagdo de Pro-
gramacao Inteira simétrica em relacdo a escolha da raiz de uma arborescéncia viavel
para o Problema da Arvore de Steiner Multi-Valorado (em tradugao livre para Multi-
Weighted Steiner Tree Problem) [Current et al., 1986]. Essa técnica pode ser empregada
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para o PAGMGM, fornecendo uma reformulagdo simétrica e com limites de Progra-
macdo Linear mais fortes para o problema.

A principal ideia da técnica de reformulacdo por intersegdo, quando aplicada
ao PAGMGM, consiste em considerar simultaneamente todas as formulacdes P},
para todo r € V, de forma a encontrar n arborescéncias geradoras de D, cada uma
enraizada em um vértice diferente de V/, tal que, desconsiderando a orientagdo dos
arcos, todas utilizem as mesmas arestas de G. Isso significa dizer que se o arco (3, j)
é incluido em uma solugao do PAGMGM formulado com P;}, um dos arcos (i, j) ou
(7,1) deve ser incluido na solugdo de outra formulacdo P}, para todo ry # 7.

Para estabelecer a intersecdo das n formulagdes P}, sdo empregadas as va-
ridveis bindrias z;; associadas as arestas de E e apresentadas na descri¢do da for-

mulacdo P,, além de varidveis bindrias associadas aos arcos, para cada uma das n

arborescéncias:
. 1, seoarco (i,j) € A éincluido na arborescéncia enraizadaem r € V,
€T.. =
Y 0, caso contrario.

A restricdo que estabelece a intersecdo entre as formulagdes é definida como:

zy =+, VreV, Vi, j} € b (3.24)
Observe que, devido a (3.24), z;; = 1 se o arco (7,j) € Aou (j,7) € A é incluido
em uma das n arborescéncias e z;; = 0 caso contrario, para toda aresta {i,j} € E.
Para uma dada raiz r € V, assuma que o poliedro Pj,, C R*™*" ¢ dado
pela intersecdo das restri¢des (3.4), (3.9)-(3.17), (3.23), (3.21), (3.22) e {z;; = zj; +
at;, V{i,j} € E}. Defina P, ¢ R™®"* )" como P; := (), P}, e considere que
x:= (z',2% ... 2"). A reformulagdo por intersegdo para 0 PAGMGM ¢é dada por:

w = min Z cijzi ¢ (z,2,y) € Prn (B™, B> ™™ B") 5 . (3.25)
{i,j}eFE

A proposicdo a seguir estabelece uma relagdo entre os limites de PL fornecidos
pelas formulagdes P; e Pj,.

Proposi¢do 9. w(P;) > w(P}), Vr e V.

Prova. Considere qualquer ponto (Z,7,7) em P;. Observe que para qualquer raiz
r eV, (z",y) € P, uma vez que todas as restricdes que definem tal politopo sdo
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também impostas na defini¢do de P;. Devido a (3.24), o custo de (Z,7,7) pode ser

r

: .. — 7T 7T\ — b 1 T A
reescrito como 3 ., e p CijZij = D_isyer Cii(Ty + Tj) = D jea CijTy;, entdo Pp é
uma relaxacdo de P; e segue o resultado. O

Cabe destacar que devido as restri¢gdes (3.10) e (3.24), todos os conjuntos de
DCUTs (3.11) em P; podem ser substituidos por um tnico conjunto de SECs (3.3).
Analogamente, as restri¢des de grau minimo (3.13)-(3.16) e as restri¢des logicas
(3.22) podem ser respectivamente substituidas por (3.5)-(3.6) e (3.20). Dessa forma,
uma representacdo mais conveniente de P; pode ser dada pela intersecdo de (3.2)-
(3.7), (3.23), (3.20), (3.24) em conjunto com as restri¢des (3.9), (3.10), (3.12) e (3.21)
impostas para toda raiz r» € V. O préximo resultado mostra que uma representacao

compacta para P no espago das variaveis (z, z,y) pode ser obtida.

Proposi¢ao 10. As SECs (3.3) ndo sdo necessdrias para definir o poliedro Py, isto é, todas

as restrigdes (3.3) sdo redundantes para P;.

Prova. Por contradi¢do. Assuma que P; # () e que (Z,T,7) seja um vetor que satis-
faca todas as restricoes que definem FPj, exceto alguma restri¢ao (3.3). Se (Z,7,7)
ndo é viavel para P;, entdo deve existir um subconjunto de vértices V; tal que
Z(E(V1)) > |Vi] — 1. Seja Vo = V' \ V; e escolha, sem perda de generalidade, qualquer
vértice v € V;. Por (3.10), temos que 7" (0~ (V3)) + " (A(V2)) = |V»|. Entdo, usando
(3.24):

nel o= T(A) = T R) +TAMW) + 76 (1) + T (A(VR)
- (5 (V1) + 2(E(V) + [Vl
> S(B() + Vil

Logo, Z(E(V1)) < n—1—|V3| = |V1|—1 e temos uma contradi¢do. Consequentemente,
(z,7,y) ndo viola nenhuma restri¢dao de eliminacdo de subcircuitos ndo direcionada
(3.3), e segue o resultado. Il

A Proposic¢do 10 é andloga ao resultado obtido por Gouveia & Telhada [2008]
(veja Proposigdo 3 naquele estudo) para a reformulagdo por intersecdo proposta para
o Problema da Arvore de Steiner Multi-Valorado. Nesse problema, dado um grafo
G = (V. E), o conjunto de vértices V' é particionado em dois subconjuntos, os vér-
tices primdrios e secunddrios. A cada aresta e € FE, sdo associados dois enlaces aos
quais sdo atribuidos, respectivamente, custos positivos ¢} e ¢, tal que ¢! > ¢?, para
todo e € E. No maximo um dos dois enlaces associados a cada aresta pode ser
selecionado em uma solugdo vidvel para o problema. Os enlaces com custos ¢ sdo

chamados de primdrios enquanto os enlaces com custos ¢* de secundarios. O obje-
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tivo do problema consiste em encontrar um subgrafo conectado de custo minimo tal
que cada par de vértices primdrios esteja conectado por um caminho com apenas en-
laces primérios e os demais pares de vértices também estejam conectados por cam-
inhos envolvendo qualquer tipo de enlaces. Gouveia & Telhada [2008] mostraram
que as unicas SECs (3.3) que precisam ser consideradas na formulagdo sdo aquelas

definidas a partir de subconjuntos que envolvam apenas vértices secunddrios.

3.4 Novas Desigualdades Lineares Validas para o
PAGMGM

Com o objetivo de fortalecer as formulag¢des apresentadas, introduzimos nessa
secdo novas desigualdades lineares validas para o PAGMGM. A primeira desigual-
dade é definida a partir de trés subconjuntos de vértices representados por W, W e
S, e impde um limite inferior para o nimero de arcos que devem partir de S para
W, considerando as restri¢des de grau minimo do PAGMGM.

Teorema 1. Dados um grafo direcionado D = (V,A) e uma raiz r € V, assuma que
WcV,reWw, W=V\WeScCW,tal qued|S| > |W|. Entdo:

" ((5, W) = <1 - Zy> (d]S] = [W]) — 2"(A(S)) (3.26)

ics
é vdlida para o politopo do PAGMGM.
Prova. A prova é dividida em dois casos.

Caso 1: Se S possui pelo menos um vértice folha, isto é, se > ..y > 1, a
desigualdade (3.26) é trivialmente satisfeita, ja que 1 -, g y; < 0, d[S|—|W| >
0exz] >0, paratodo (i, j) € A.

1] —

Caso 2: Portanto, assumimos que ) .. = 0. Nesse caso, a desigualdade
(3.26) pode ser reescrita como:

(S, W) = d|S| = [W] — " (A(S)). (3.27)

Dessa forma, vamos considerar uma solugéo vidvel para o PAGMGM em que
S é entdo um conjunto de vértices centrais. De acordo com (3.10), deve existir
exatamente um arco incidente a cada vértice de S. Por isso, para satisfazer as

restri¢des de imposigdo de grau minimo (3.15) para os vértices pertencentes a
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S, pelo menos (d — 1)|S| arcos devem ter origem em S. Destes, no maximo
[W| — |S| podem ser absorvidos pelos vértices em W \ S e 2" (A(S)) sdo ab-
sorvidos internamente pelos préprios vértices de S. A diferenca no ntimero
de arcos, (d — 1)|S| — (|[W] = |S|) — 2"(A(S)) = d|S| — [W| — 2"(A(S)), deve

partir de S para W, e a prova estd completa. O
Observacao 1. A desiqualdade (3.26) ndo é redundante para P}, e para P;.

Prova. Considere a instancia para o PAGMGM definida em um grafo completo de
10 vértices, cuja matriz de custos é apresentada no Apéndice A. Considere ainda que
d = 3 er = 7. Defina os conjuntos W = {6,7,8,9,10}, W = {1,2,3,4,5} e S = {1,2}.

[lustramos na Figura 3.1 uma solucdo bésica (z",y) € P, com § =
(0,5;0;0;0;1;1;1;1;1; 1). Todo vértice {i € V : y; = 0} é destacado na figura pela cor
cinza escuro. O vértice 1 é indicado pela cor cinza claro (para destacar que y; = 0,5)
e os demais vértices sdo indicados pela cor branca. Omitimos do desenho os arcos
(4,7) € A associados a varidveis 7j; = 0, e para os demais, informamos na figura o
valor de 7; ao lado do arco correspondente. Observe que o conjunto S foi destacado

e que os vérti

Figura 3.1. Grafo suporte associado a um ponto extremo fraciondrio de Py, que
viola a desigualdade (3.26)
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Observe que (7', 7y) de fato satisfaz todas as restricdes que definem Pj,, dadas
por (3.9)-(3.17), (3.23), (3.21) e (3.22). No entanto, para essa escolha de W e S, temos
que o lado direito da desigualdade (3.26) é igual a (1 — ", qu:) (d|S|— [W]) —
2"(A(S)) = 0,5 x (3 x2—-5)—0 = 0,5, e o lado esquerdo z"((S,W)) = 0, e por-
tanto a desigualdade (3.26) é violada por (Z", 7).

Devido a dificuldade em representar graficamente uma solugao para a formu-
lagdo Py, sugerimos ao leitor o seguinte procedimento para demonstrar que a de-
sigualdade (3.26) ndo é redundante para F;.

Considere a instancia cuja matriz de custos esta representada no Apéndice A,
0s parametros d e r e os conjuntos W, W e S definidos anteriormente. Resolva o

seguinte problema de Programacdo Linear:

w = min {azr((S, W)+ (Z Yi — 1) (d|S]| — |[W|) + 2" (A(S)) : (2,2,1) € P[} .

ics
(3.28)
O custo 6timo de (3.28) é w = —0,5. Portanto, existe um ponto extremo no
poliedro P; que viola a desigualdade (3.26). O

A segunda desigualdade valida para o PAGMGM introduzida a seguir é
baseada na Proposicdo 3, que mostra que o subgrafo induzido pelos vértices cen-
trais em uma solugdo vidvel para 0o PAGMGM deve ser uma drvore geradora desses

vértices.

Teorema 2. Dados um grafo direcionado D = (V, A) euma raizr € V, assuma que S C V,
S = (). Entdo:

F(AS) 2 | D=y + D wi—n+1|(S|-1) (329)
i€s ieV\s
é vdlida para o politopo do PAGMGM.
Prova. A prova é dividida em dois casos.

Caso 1: Do total de n vértices do grafo, se existir algum vértice {i € S : y; = 1}
ou{i € V\ S :y = 0}, adesigualdade (3.29) é trivialmente satisfeita, j& que
Yoies(l—w) + ZieV\S yi—n+1<0euxj; >0, paratodo (i, ) € A.

Caso 2: Portanto, assumimos que y; = 0 para todo ¢ € S e y; = 1 para todo
i € V\S ouseja, Y s(l —y) = [S]ed sy = n—[S]|. Nesse caso,
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>ies(L=yi) + 2 icns ¥ —n+ 1 =1, e a desigualdade (3.29) pode ser reescrita
como:
2 (A(S)) > |S| - 1. (3.30)

A Proposigdo 3 mostra que o subgrafo induzido pelos vértices centrais em uma
solucdo viavel para o PAGMGM deve induzir uma &rvore geradora desses
vértices. Como S possui exatamente os vértices centrais, 2" (A(S)) = |S| —1e

a prova esta completa.
Observacao 2. A desiqualdade (3.29) ndo é redundante para Py,

Prova. Considere a instancia para o PAGMGM cuja matriz de custos é repre-
sentada no Apéndice A, d = 3, r = 1 e uma solugdo bésica (z",y) € P}, com
y = (0,75;0;0;0;1;1;1;1;1;1), obtida em um procedimento analogo ao descrito
na Observacdo 1. Ilustramos a solugdo (z",y) € Pj, na Figura 3.2. Todo vértice
{i € V :y; = 0} é destacado na figura pela cor cinza escuro. O vértice 1 é indicado
pela cor cinza claro (para destacar que y; = 0,75) e os demais vértices sdo indicados
pela cor branca. Na solugéo (7", %), 7j; = 1 para todo arco (i, j) € A representado na
figura e 7j; = 0 para os demais arcos (4, j) € A omitidos da figura. O valor da vari-
avel 7j; associada ao vértice i € V' é indicado ao lado do vértice na figura. Observe
que (", y) de fato satisfaz todas as restri¢des que definem PJ,, dadas por (3.9)-(3.17),

(3.23), (3.21) € 2 ™™

0,75

Figura 3.2. Grafo suporte associado a um ponto extremo fraciondrio de Pf, que
viola a desigualdade (3.29)

Considere o conjunto S = {2, 3,4}, cujos vértices foram destacados com con-
torno tracejado. Para essa escolha de S, temos que o lado direito da desigualdade
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(3.29) éiguala (3, g(1=4i)+ D e g vi—n+1)(|S|—1) = (3+6,75—10+1)x (3—1) =
1,5, e o lado esquerdo z"(A(S)) = 0. Portanto, a desigualdade (3.29) é violada por
(Z",7Y) e a prova esta completa. O

Podemos estabelecer uma desigualdade para formulac¢des ndo direcionadas

analoga a desigualdade (3.29), definida no Corolério a seguir.

Coroldrio 1. A desigualdade

ABES)) > Y —y)+ > yi—n+1|(S|-1) (3.31)

€S 1€V\S
é vdlida para o politopo do PAGMGM.

Note que existe um nimero exponencial de desigualdades (3.26), (3.29) e
(3.31). Desse modo, ndo podemos considerd-las explicitamente nas formulacoes
propostas para o0 PAGMGM. Dessa forma, uma abordagem a seguir é empregar
um procedimento para separé-las e utiliza-lo em um método de planos de corte. No
entanto, os procedimentos testados até o momento ndo foram capazes de encontrar
desigualdades validas violadas em tempos computacionais razoaveis. Por isso, op-
tamos por ndo considerar essas desigualdades nas implementagdes avaliadas nesta
dissertacdo. Isso posto, descrevemos a seguir os métodos utilizados para avaliar
os limites de PL das cinco formula¢des de Programacao Inteira para o PAGMGM
discutidas neste trabalho.

3.5 Avaliacao dos Limites de Programacao Linear
das Formulacoes

Nesta secdo, apresentamos os métodos empregados para avaliar os limites de
Programacdo Linear das formulacdes P, Py, P}, P}, e P;.

Observe inicialmente que, como resultado das Proposi¢des 5 e 6, os limites de
PL das formulag¢des P, e P] sdo, respectivamente, iguais aos custos da arvore ge-
radora de custo minimo de G e da arborescéncia geradora de custo minimo de D.
Assim, embora P, e P; sejam definidas a partir de um conjunto com um niimero ex-
ponencial de restri¢des, ndo é necessdrio empregar algoritmos de planos de corte
para avaliar w(P,) e w(P]). Esses limites podem ser avaliados de maneira efi-
ciente, por exemplo, por meio dos algoritmos propostos por Kruskal [1956] e por
Edmonds [1967], respectivamente. No entanto, pela Proposi¢do 7, sabemos que



26 CAPITULO 3. FORMULACOES DE PROGRAMACAO INTEIRA PARA O PAGMGM

w(P]) = w(P,), para todo r € V. Portanto, na nossa implementacao, utilizamos
o algoritmo de Kruskal para avaliar tanto w(F,) quanto w(Fy).
Por outro lado, avaliamos os limites PL das formulag¢oes Py, Pf, e P; por meio

de métodos de planos de corte, descritos a seguir.

3.5.1 Algoritmos de Planos de Corte

Algoritmos de planos de corte [Dantzig et al., 1954; Kelley, 1960] podem ser
empregados para resolver problemas de Programacao Linear, em particular aqueles
formulados originalmente a partir de um conjunto com um ntimero elevado de res-
tricdes. Nesse contexto, a ideia basica desses métodos consiste em resolver uma se-
quéncia de problemas relaxados, considerando explicitamente apenas um pequeno
subconjunto das desigualdades que definem a formulagdo do problema. Seja h*
uma solugdo 6tima para o problema relaxado. Se h* satisfaz todas as desigualdades
validas para a formulacdo original, entdo h* é também uma solucdo 6tima para o
problema original. Caso contrario, alguma desigualdade vélida para a formulagao
original e violada por h* deve ser encontrada e incluida na formula¢do do problema
relaxado, que é entdo reotimizado na iteracdo seguinte do algoritmo de planos de
corte. Esse processo termina quando nenhuma desigualdade valida para a formu-
lagdo original é violada por h*.

Trés algoritmos de planos de corte foram implementados e testados neste es-
tudo, cada um com o objetivo de avaliar o limite de Programacdo Linear de uma
das formulacdes Py, Pj, e P;. As diferencas entre esses métodos sdo as classes de
desigualdades validas que sdo separadas e a forma como as separagdes sdo realiza-

das, como veremos a seguir.

3.5.1.1 Avaliacao dos Limites de Programacao Linear da Formulacao
Direcionada

Inicialmente, vamos considerar o algoritmo de planos de corte empregado
para a avaliagdo dos limites de PL da formulacdo Pj,. O algoritmo comega resol-

vendo o Problema Linear

min Z cijry (2", y) € Py, (3.32)
(1,5)€A

em que o poliedro ?;) é dado por (3.9), (3.10), (3.12)-(3.17), (3.23) e (3.22).
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Note que as desigualdades DCUTs (3.11) e as restri¢des l6gicas (3.21) ndo sdo
inicialmente incluidas em P, e portanto, P}, é uma relaxacio de Pj,. Observe tam-
bém que, apesar das desigualdades (3.10) serem implicadas por (3.9) e (3.11), op-
tamos por considera-las explicitamente em P},, uma vez que as DCUTs foram re-
laxadas. Dessa forma, o método de planos de corte é capaz de avaliar w(P})) de
maneira mais rapida.

Isso posto, para avaliar o limite de PL da formulagdo FJ,, sdo necessarios dois
procedimentos distintos de separacdo, um para separar as desigualdades DCUTs
(3.11) e outro para separar as desigualdades légicas (3.21).

A cada iteragdo do algoritmo de planos de corte implementado, inicialmente
sdo separadas as restri¢des logicas (3.21), através de um procedimento simples de
inspecdo, com complexidade de tempo O(m). Considere que (7",7) € Pp é uma
solugdo para (3.32). Para todo arco (i,j) € A,i € V \ {r}, se7}; +7; > 1, entdo a
restrigdo zj; +y; < 1 é violada pela solugdo (7",%). Em nossa implementagao, todas
as restri¢des (3.21) violadas por (Z, %) sdo inseridas em P7,.

Apesar de existir um nimero polinomial de restri¢des (3.21), experimentos
computacionais mostraram que para as instancias do PAGMGM consideradas neste
estudo, separar as restri¢cdes dessa classe resulta em um algoritmo de planos de corte
com melhores tempos computacionais que o obtido ao introduzi-las inicialmente em
7,

Ap0s a separacdo das restri¢des (3.21), separamos as desigualdades (3.11) da
seguinte forma. Seja (7", %) € P}, uma solugao para (3.32). Se todas as desigualdades
(3.11) sao satisfeitas por (7", 7), entdo (", 7) resolve (3.32). Caso contrario, algumas
delas sdo adicionadas em P}, e (3.32) é reotimizado.

Mais especificamente, para separar as desigualdades (3.11), considere que
D = (V, A) é um subgrafo de D definido a partir de (z",7), tal que A = {(i,j) €
A :7j; > 0}. Para decidir se alguma desigualdade (3.11) é violada por (7", %), pode-
mos resolver (n — 1) problemas de fluxo maximo ou corte minimo [Ahuja et al.,
1993], um para cada parrei € V' \ {r} da rede formada por D, com capacidade nos
arcos dada por {z}; : (i,j) € A}. Assuma que 6~ (W) denote o corte minimo que
separar € V \ W e1 € W. Se a capacidade desse corte, dada por }_, ,cs5- ) Tper
for menor que 1, a desigualdade =" (0~ (1/)) > 1 é violada pela solugdo (", 7). Dessa
forma, uma ou mais desigualdades (3.11) violadas sdo inseridas em P e (3.32) é reo-
timizado na iteragdo seguinte do algoritmo. A politica de sele¢do das desigualdades
violadas que sio inseridas em P, é discutida mais adiante. A nossa implementagio
do algoritmo de fluxo méaximo tem complexidade de tempo O(n?). Portanto, o pro-
cedimento de separa¢do de DCUTs é realizado em tempo proporcional a O(n?).
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Um importante aspecto na implementagdo de algoritmos de planos de corte
diz respeito a politica de escolha dos cortes (desigualdades vélidas) violados em
cada iteracdo que serdo incluidos no problema relaxado. O procedimento apresen-
tado para a separacdo das desigualdades (3.11), através da resolugdo de n — 1 pro-
blemas de fluxo maximo, pode encontrar até n — 1 cortes violados em cada iteragao.
Dessa forma, decidir quais desses cortes devem ser incluidos no problema relaxado
a ser reotimizado é uma questdo importante que pode alterar drasticamente o de-
sempenho do algoritmo de planos de corte. Duas politicas opostas consistem em
incluir apenas o corte mais violado ou incluir todos os cortes violados. Decisdes
intermedidrias, que consistem na escolha de um subconjunto préprio dos cortes vi-
olados para serem inseridos no problema relaxado, sdo em geral mais eficientes.
Varios autores estudaram essas questdes, incluindo Koch & Martin [1998] e Lucena
& Resende [2004].

Com o objetivo de manter o problema relaxado com um tamanho razoavel e
de postergar os efeitos de tailing off [Padberg & Rinaldi, 1991], implementamos uma
estratégia simples para selecionar as restri¢des (3.11) que sdo adicionadas no pro-
blema relaxado em cada iteragdo. Como veremos a seguir, tal estratégia obteve bons
resultados na pratica. Ap0s a resolucdo de todos os problemas de fluxo maximo, os
cortes violados sdo normalizados (utilizando a norma Euclidiana) e apenas o corte
mais violado, isto é, aquele que tiver a capacidade minima entre todos os cortes
violados (com empates resolvidos arbitrariamente), é adicionado em P},. Os out-
ros cortes sdo adicionados apenas quando sdo suficientemente ortogonais ao corte
mais violado. Consideramos dois vetores normalizados suficientemente ortogonais
se seu produto interno é menor ou igual a um valor de referéncia e. Depois de al-
guns experimentos preliminares com ¢ € {0,01,0,02,...,0,20}, escolhemos o valor
e = 0,04, que resultou em menores tempos computacionais médios para a resolugao
do no raiz da arvore de enumeracgéo.

Uma andlise experimental da inclusdo de cortes ortogonais no algoritmo de
planos de corte para a avaliacdo de w(P},) é apresentada a seguir. As Figuras 3.3,
3.4 e 3.5 representam o crescimento dos limites inferiores de w(P},) durante o algo-
ritmo de planos de corte para trés instancias do PAGMGM, uma para cada classe
de instancia empregada neste estudo. Em cada grafico, trés curvas sdo descritas,
cada uma associada a uma politica de escolha de cortes que sdo incluidos em Pj;: (i)
todos os cortes violados, (i) a estratégia aqui proposta: apenas o corte mais violado
e os cortes suficientemente ortogonais a ele, e (iii) apenas o corte mais violado. O
eixo vertical das figuras representa a razdo entre os limites inferiores do algoritmo

de planos de corte em cada instante de tempo e w(F},), e o eixo horizontal representa
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o tempo computacional, dado em segundos.
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Figura 3.3. Comparagdo de trés politicas de escolha de cortes violados a serem
inseridos em FPj,. Instancia CRD100-3, d = 5 (veja Tabela 3.1, id = 27).
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Figura 3.4. Comparacédo de trés politicas de escolha de cortes violados a serem
inseridos em PJ,. Instancia SYM70-3, d = 3 (veja Tabela 3.1, id = 48).

Os padrdes ilustrados nas Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 foram observados nas demais
instancias consideradas neste estudo. Note que nos trés casos representados pelas
figuras, a politica de selecao de cortes que adotamos permitiu w(F},) ser avaliado
em um menor tempo computacional que aquele necessério pelas duas outras abor-

dagens. Para a instancia ALM200-1 (Figura 3.5), por exemplo, o tempo necessario
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Figura 3.5. Comparagdo de trés politicas de escolha de cortes violados a serem
inseridos em FJ,. Instancia ALM200-1, d = 5 (veja Tabela 3.1, id = 61).

para avaliar o limite de PL quando a estratégia de cortes ortogonais foi utilizada
foi inferior a metade do tempo necessdrio para avaliar o limite de PL utilizando a

estratégia de inclusdo de todos os cortes violados.

3.5.1.2 Avaliacao dos Limites de Programacao Linear da Formulacao Nao
Direcionada

O algoritmo de planos de corte implementado para avaliar w(Py) funciona de
maneira similar ao método apresentado para a avaliacdo de w(P},). A relaxacdo de
Programacdo Linear inicial ndo inclui as SECs (3.3) e as restri¢des l6gicas (3.20). A
cada iteragdo, as restri¢des (3.20) sdo separadas por um procedimento simples de
inspegdo, cuja complexidade de tempo é O(m). As SECs sdo separadas de maneira
exata, empregando o algoritmo proposto por Padberg & Wolsey [1983], que também
envolve a resolugdo de O(n) problemas de fluxo maximo.

Mais precisamente, assuma que D = (V,A) denote uma rede capacitada
definida a partir de G = (V,E), talque V = VU {0,n+ 1} e A = {(4,7) U (4,9) :
{i,j} € E}U{(0,7) : j € V}U{(i,n+1) : i € V}. Considere ainda que (Z,7) € a
solugdo 6tima do problema relaxado, @; = z(5(i)), para todo i € V e que h, ; denote
a capacidade do arco (i, j) € A, tal que E-J = Ejﬂ- = %Zl-j, para toda aresta {i,j} € E,
ho,; = max{ia; — 1,0}, para todo arco (0, j) € Ae h; 41 = max{1— 1a;,0}, para todo
arco (i,n + 1) € A.

Para decidir se alguma SEC (3.3) é violada por (z,7), Padberg & Wolsey [1983]
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mostraram que s6 é necessdrio resolver (n — 2) problemas de fluxo méaximo, em
redes com capacidades iguais as anteriormente definidas, com a excegdo de que
no k-ésimo problema, para k = 1,...,n — 2, deve ser considerada a capacidade
Eo,k =+4ooe,sek > 2, EMH =+4ooparai =1,...,k—1. O k-ésimo problema resulta
em um corte da rede capacitada D que separa os vértices 0 e n + 1, representado por
(S*U{0}, V\ (S*U{0})). Assim, se |S*| —Z(6(S*)) < 1, a restrigdo z(5(S*)) < |S¥| -1
é violada pela solugdo (Z,7). Na nossa implementacdo, o algoritmo de separagdo
das SECs tem complexidade de tempo O(n*).

O algoritmo de planos de corte implementado para avaliar os limites de PL
da formulacdo Py também empregou a estratégia de selegdo de cortes ortogonais

utilizada para avaliar Pj,.

3.5.1.3 Avaliacao dos Limites de Programacao Linear da Reformulacao por
Intersecao

Apesar da formula¢do P; ser compacta, nossos experimentos computacionais
mostraram que o tempo necessario para avaliar w(P;) é menor quando néo inclui-
mos nenhuma restri¢do légica (3.21) na relaxacdo inicial e apenas as adicionamos
quando sdo violadas. Portanto, a avaliagdo de w(P;) também foi feita através de um
algoritmo de planos de corte, que separa as restri¢gdes (3.21) por inspecéo, para todo
r € V, através de um procedimento de complexidade O(mn).

Uma alternativa para avaliar w(Py) é o procedimento iterativo recentemente pro-
posto por Gouveia & Telhada [2011]. Nesse estudo, os autores apresentaram um
método para avaliar os limites inferiores fornecidos por uma formulagdo (obtida
através da aplicacdo da técnica de reformulagdo por intersecdo) para o Problema
da Arvore Geradora de Custo Minimo com Ntmero Minimo de Folhas. O procedi-
mento iterativo considera inicialmente uma formulacdo com raiz tinica e adiciona
sequencialmente formulag¢oes definidas para outras raizes, impondo a intersegdo
entre todas elas. A ideia do método, quando aplicado para avaliar w(F;), consiste
em obter uma formulac¢do que considera a interse¢do de um conjunto restrito de for-
mulagdes P}, tal que seu limite de PL seja igual ao limite obtido considerando-se
desde o inicio a interse¢do das formulagdes para todas as raizes possiveis.

A seguir, descrevemos o algoritmo de planos de corte que emprega o proce-
dimento iterativo proposto em [Gouveia & Telhada, 2011] para avaliar w(P;). Para
tanto, reescrevemos a reformulacdo por intersecdo de forma mais conveniente para
a apresentacdo da técnica de Relaxacdo Lagrangeana no Capitulo 5. Assuma que o
poliedro P; C R™2n+D+7 geja definido por:
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;u — ) < B: fJ , (3.33)
z"(A)=n—-1, YreV, (3.34)

(07 (1) =1, VreV, ie V\{r}, (3.35)
(1 =d)y; — 2(6(i)) < —d, VieV, (3.36)
(n—=2)yi+2000) <n—-1, VieV, (3.37)
ziy—wy —xy, =0, VreV, {i,j} € E, (3.38)
syt <2, Vi, i} €E, (3.39)
wi+y <1, VreV, (i,j) € A\ (r), (3.40)
2; >0, V{i,j} € E, (3.41)
0<y<1, VieV, (3.42)

0<z; <1, VreV, (i,j) € A (3.43)

O procedimento iterativo proposto em [Gouveia & Telhada, 2011] inicia resol-
vendo o Problema Linear

min Z cijzij - (2,2,9) € Py ¢, (3.44)
{i,j}€E

em que o poliedro Py é dado por (3.33), (3.36), (3.37), (3.41)-(3.43), {z" (6~ (7)) =
1, Vi e V\{r}}e{z; = aj;+a%, V{i,j} € E}, com esses dois tltimos conjuntos de
restrigdes impostos apenas para um vértice especifico » € V. Assim, a formulagdo
relaxada P;; inclui apenas as restricdes de grau-incidente (3.35) e de intersecao (3.38)
associadas a uma unica raiz r, escolhida arbitrariamente (no nosso caso, de acordo
com a heuristica proposta em [Akgtn & Tansel, 2010]). As demais restrigdes de
grau-incidente e de interse¢do ndo sao incluidas inicialmente em Pj;, assim como as

restri¢gdes logicas (3.39) e (3.40).
Observe que devido a ndo inclusdo de todas as restri¢des (3.35) e (3.38) em Py,
a solucdo 6tima de (3.44) pode violar alguma SEC (3.3). No entanto, pela Proposicao
10, se uma SEC é violada, o conjunto de vértices que induz essa desigualdade deve
envolver apenas os vértices que ndo foram considerados como raizes na formulacéo.
Entdo, a cada itera¢do do algoritmo de planos de corte, o problema (3.44) é resolvido
e sdo determinadas as SECs violadas por sua solugdo, através do procedimento de
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Padberg & Wolsey [1983]. Em seguida, as restri¢des (3.35) e (3.38) associadas aos
vértices pertencentes aos conjuntos que induzem SECs violadas sdo inseridas em
P, Por fim, sdao também incluidas em P, todas as restricdes l6gicas (3.39) e (3.40)
violadas pela solugdo de (3.44).

O limite de PL da formulagdo F; é obtido na iteracdo em que todas as SECs
e restrigdes logicas sdo satisfeitas pela solugdo de (3.44). Neste momento, todas as
raizes necessdrias para que o limite inferior dado pelo procedimento iterativo seja
igual ao fornecido pelo procedimento que considera inicialmente todas as n pos-
siveis raizes terdo sido consideradas na formula¢do. Portanto, através do proce-
dimento iterativo, é possivel avaliar w(P;) sem que todas as n raizes tenham sido
consideradas explicitamente.

Implementamos o procedimento iterativo descrito para avaliar w(F;), e o tes-
tamos para as instdncias do PAGMGM utilizadas neste trabalho. Os resultados sdo
apresentados na Secdo 3.7.

3.6 Experimentos Computacionais

As duas se¢des a seguir descrevem o conjunto de instancias utilizadas para
avaliar todos os algoritmos considerados neste trabalho e o ambiente computacional

em que os testes foram realizados.

3.6.1 Instancias de Teste

Utilizamos em nosso trabalho as mesmas classes de instancias consideradas
em [Martins & Souza, 2009], denominadas CRD, SYM e ALM. Todas as instancias
sdo definidas em grafos completos com custos positivos inteiros associados as

arestas. Definimos a seguir essas classes.

CRD: problemas definidos no plano Euclidiano, com coordenadas dos vértices
escolhidas de forma aleatéria utilizando uma distribui¢do uniforme em um
quadrado. Os custos associados as arestas sdo dados pela parte inteira da distancia
Euclidiana entre seus vértices. Foram utilizados problemas definidos em grafos
com 30, 50, 70 e 100 vértices.

SYM: problemas similares aos da classe CRD, porém definidos em espagos Euclidi-

anos de maiores dimensodes. Grafos com 30, 50 e 70 vértices foram testados.
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As classes de instancias CRD e SYM tém sido utilizadas ha varios anos como
benchmark para o PAGMG [Narula & Ho, 1980; Savelsbergh & Volgenant, 1985; Vol-
genant, 1989; Krishnamoorthy et al., 2001; Ribeiro & Souza, 2002; Souza & Martins,
2008; Cunha & Lucena, 2007] e foram recentemente empregadas em trabalhos que
tratam o0 PAGMGM [Almeida et al., 2006; Martins & Souza, 2009; Akgtn & Tansel,
2010].

No contexto do PAGMG, foram geradas 10 instdncias para cada classe e
tamanho de grafo. Seguindo os experimentos computacionais realizados em [Mar-
tins & Souza, 2009], utilizamos em nossos testes apenas as trés primeiras instancias

de cada classe e tamanho de grafo, totalizando 12 instancias CRD e 9 instancias SYM.

ALM: problemas definidos no plano Euclidiano, com coordenadas dos vértices
escolhidas de forma aleatéria, utilizando uma distribui¢do uniforme em um
retangulo de dimensdes 480 x 640. De forma analoga as instancias CRD, os custos
associados as arestas sdo dados pela parte inteira da distancia Euclidiana entre seus
vértices. Foram utilizados problemas definidos em grafos com 100, 200, 300, 400 e
500 vértices.

A classe de instancias ALM foi proposta por Andrade et al. [2006] para tes-
tar uma heuristica Lagrangeana para o PAGMG, tendo se tornado uma importante
classe de benchmark para o problema [Cunha & Lucena, 2007; Souza & Martins,
2008]. A classe foi também utilizada por Martins & Souza [2009] na avaliagdo de
meta-heuristicas para 0o PAGMGM. Para cada um dos tamanhos de grafo, trés ins-
tancias foram utilizadas em nossos experimentos, totalizando um conjunto de 15
instancias da classe ALM.

Seguindo os experimentos computacionais realizados por Martins & Souza
[2009], testamos cada instancia com dois ou trés valores distintos para o parametro
de grau minimo d, com d € {3,5,10,20}. Assim, nossos experimentos computa-
cionais utilizaram um conjunto de 90 instancias, descritas na Tabela 3.1. Cada um
dos trés blocos de quatro colunas da tabela representa os dados para um conjunto
de 30 instancias. Em cada bloco, as duas primeiras colunas indicam o id e o nome
da instancia. Os ids sdo inteiros que escolhemos para referenciar as instancias no
texto, nas tabelas e nos graficos desta dissertacdo. Nas duas colunas seguintes, sdo
mostrados o niimero de vértices da instancia e o valor do parametro de grau minimo
d utilizado. O primeiro bloco corresponde as instancias da classe CRD. O segundo
bloco mostra os dados de 24 instancias da classe SYM (ids 31 a 54) e das 6 menores
instancias da classe ALM (ids 55 a 60). Por fim, o terceiro bloco apresenta as infor-
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macoes das 30 maiores instancias da classe ALM.

Tabela 3.1. Dados das instincias de teste das classes CRD, SYM e ALM utilizadas
nos experimentos computacionais deste trabalho.

Instadncias CRD Instancias SYM e ALM Instancias ALM
id nome n d id nome n id nome n d
1 CRD30-1 30 3 31 SYM30-1 30 61 ALM200-1 200 5
2 CRD30-2 30 3 32 SYM30-2 30 62 ALM200-2 200 5
3 CRD30-3 30 3 33 SYM30-3 30 63 ALM200-3 200 5
4 CRD30-1 30 5 34 SYM30-1 30 64 ALM200-1 200 10
5 CRD30-2 30 5 35 SYM30-2 30 65 ALM200-2 200 10
6 CRD30-3 30 5 36 SYM30-3 30 66 ALM200-3 200 10
7 CRDb50-1 50 3 37 SYM50-1 50 67 ALM300-1 300 5
8 CRD50-2 50 3 38 SYM50-2 50 68 ALM300-2 300 5
9 CRD50-3 50 3 39 SYM50-3 50 69 ALM300-3 300 5
10 CRD50-1 50 5 40 SYM50-1 50 70 ALMB300-1 300 10
11 CRD50-2 50 5 41 SYM50-2 50 71 ALMB300-2 300 10
12 CRD50-3 50 5 42  SYM50-3 50 72 ALMB300-3 300 10

13 CRD50-1 50 10 43  SYM50-1 50 73 ALM400-1 400 5
14 CRD50-2 50 10 44 SYM50-2 50 74 ALM400-2 400 5
15 CRD50-3 50 10 45 SYM50-3 50 75 ALM400-3 400 5
16 CRD70-1 70 3 46 SYM70-1 70 76 ALM400-1 400 10

17 CRD70-2 70 47  SYM70-2 70
18 CRD70-3 70 48 SYM70-3 70

3 77  ALM400-2 400 10
3
19 CRD70-1 720 5 49 SYM70-1 70
5
5

78 ALM400-3 400 10
79 ALM400-1 400 20
80 ALM400-2 400 20
81 ALM400-3 400 20

20 CRD70-2 70 50 SYM70-2 70
21 CRD70-3 70 51 SYM70-3 70

—_ ==
QU1 01 U1 W W WO O OUTUT U1 W W WUl U 1 W W W a

22 CRD70-1 70 10 52 SYM70-1 70 10 82 ALMS500-1 500 5
23 CRD70-2 70 10 53 SYM70-2 70 10 83 ALMS500-2 500 5
24 CRD70-3 70 10 54 SYM70-3 70 10 84 ALMS500-3 500 5
25 CRD100-1 100 5 55 ALMI100-1 100 5 85 ALM500-1 500 10
26 CRD100-2 100 5 56 ALM100-2 100 5 86 ALMS500-2 500 10
27 CRD100-3 100 5 57 ALMI100-3 100 5 87 ALMS500-3 500 10
28 CRD100-1 100 10 58 ALM100-1 100 10 88 ALMS5S00-1 500 20
29 CRD100-2 100 10 59 ALM100-2 100 10 89 ALMS500-2 500 20
30 CRD100-3 100 10 60 ALMI100-3 100 10 90 ALMS500-3 500 20

3.6.2 Ambiente Computacional

Todos os algoritmos propostos nesta dissertagdo foram implementados em
C++ e os experimentos computacionais foram realizados em uma maquina com pro-
cessador Intel® Core™i7-980 hexa-core, 3,33 GHz, com 16 GB de memoéria RAM e
12 MB de memoria cache L3 compartilhada. O tnico algoritmo implementado que
utiliza os 6 ntcleos de processamento em paralelo é a Relaxacdo Lagrangeana apre-
sentada no Capitulo 5. O compilador g++ versdo 4.6.1 foi utilizado, com a flag de

otimizagdo -O3 ativada.
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Alguns algoritmos utilizaram o software CPLEX, versdo 10.2 [IBM ILOG
CPLEX Optimizer, 2012], através de chamadas a biblioteca Concert Technology,
versdo 2.4 [ILOG Concert Technology, 2012]. Optamos pelo uso da versdo 10.2 do
CPLEX em detrimento da versdo 12.1 uma vez que a primeira apresentou, na média,

menores tempos computacionais para os métodos avaliados neste estudo.

3.7 Resultados Computacionais

Nesta se¢do, avaliamos computacionalmente os limites de Programagéao Linear
das formulagdes P,, Pj, Py, P}, e P; para as instancias das classes CRD e SYM,
e 0s comparamos com os limites fornecidos por uma formulagdo baseada nas de-
sigualdades MTZ introduzida em [Akgtn & Tansel, 2010], aqui representados por
w(MTZ). Nesse estudo, foram propostas diferentes formulagdes para o PAGMGM,
todas baseadas nas desigualdades MTZ. Consideramos em nossos experimentos
computacionais a mais forte dessas formulagdes.

Em cada instancia testada, utilizamos a mesma raiz para definir as formulacdes
Pj, P, e MTZ, seguindo a sugestdo dada por Akgin & Tansel [2010], que pro-
puseram uma heuristica para escolher uma boa raiz para formular o PAGMGM em
grafos direcionados, descrita a seguir. Seja s; a soma dos custos dos trés arcos mais
baratos que partem do vértice i, para todo i € V. A heuristica consiste em escolher
o vértice 7 com a menor soma s; para representar a raiz da arborescéncia. Empates
sdo resolvidos arbitrariamente. No restante do texto, assumimos que os resultados
computacionais associados a algoritmos baseados nas formula¢des ndo simétricas
para o PAGMGM (P}, P}, e MT Z) foram obtidos utilizando essa metodologia para
a escolha da raiz.

A avaliacdo de w(MTZ) foi feita através da resolucgdo da relaxacdo de Progra-
magdo Linear da formulagdo MTZ, utilizando o resolvedor de Programacao Linear
do CPLEX. Os limites de PL das outras formula¢des foram avaliados pelos métodos
descritos na Secdo 3.5. Para cada instancia, um limite de tempo de 21600 segundos
(6 horas) foi estabelecido para a avaliagdo dos limites de PL das formulagdes.

Na Tabela 3.2, apresentamos resultados computacionais detalhados relaciona-
dos aos limites de PL fornecidos pelas formulac¢oes P, P;, MTZ, Py, P}, e P; para as
instancias das classes CRD e SYM. Na primeira coluna da tabela é indicado o id de
cada instancia. A segunda coluna mostra o limite de PL fornecido pelas formulagdes
P, e P;. Nas colunas seguintes, para cada uma das outras quatro formulag¢des con-

sideradas, é mostrado o seu limite de PL e o tempo necessério ¢ para avalid-lo, em
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segundos. Os tempos gastos para avaliar w(P,) e w(Pj) sdo despreziveis, e por isso
foram omitidos da tabela. Na dltima coluna, é indicado o custo da solucdo 6tima de
cada instancia, representado por w. Para as instancias em que w(F;) ndo pode ser
avaliado no limite de tempo imposto ou o custo da solugdo 6tima nado é conhecido,

‘" 7

o simbolo “-” é apresentado nas entradas correspondentes da tabela.

Na Tabela 3.3, apresentamos resultados computacionais agregados para gru-
pos formados por instancias que pertencem a mesma classe e possuem 0s mesmos
valores de n e d. Cada um desses grupos é formado por trés instancias. As primeiras
quatro colunas da tabela mostram, respectivamente, a classe, os valores de n e d e os
ids das instancias de cada grupo. Nas colunas seguintes, sdo indicados, para cada
grupo, os gaps de dualidade médios em valores percentuais de cada formulacéo.
O gap de dualidade entre o limite de PL w(P) de uma formulagdo P e o custo da
solugdo 6tima w é dado por 100(w — w(P))/w. De maneira andloga a convengdo
adotada na apresentacdo da Tabela 3.2, quando w(P;) ndo pode ser avaliado no li-
mite de tempo imposto ou quando o custo da solugdo 6tima ndo é conhecido para

“" o7z

as instancias de um grupo, o simbolo “-” é mostrado nas entradas correspondentes
da tabela.

Os resultados computacionais mostrados na Tabela 3.2 comprovam, como es-
perado, o resultado tedrico resultante das Proposicdes 5 e 6. Observe que w(F,) e
w(Pj) sdo invariantes em relacdo ao pardmetro de grau minimo d e sdo sempre in-
teiros, iguais ao custo da solugado 6tima do PAGM. Isso justifica o fato dessas formu-
lagdes fornecerem os piores limites de PL apresentados neste estudo. No entanto,
note que a adigdo das restri¢des (3.23) e (3.20) na formulagdo P, e das restri¢des
(3.23), (3.21) e (3.22) em Pj resulta em formula¢des com limites de PL muito mais
fortes e sensiveis ao pardmetro d. Em média, w(Py) e w(P},) foram 56,51% e 62,06%
superiores a w(P,) e w(P}), respectivamente.

Como pode ser observado pelos resultados, ndo existe dominancia entre
w(MTZ) e w(Py) para as instancias da classe CRD. No entanto, considerando ape-
nas as instancias da classe SYM, w(MTZ) foi mais forte que w(FPy) em todos os
casos. Em relagdo a formulagdo Pj,, destacamos que w(F},) foi em média 2,3% mais
forte que w(MTZ) e 3,2% mais forte que w(Py). Observe que de fato a formulagao
Py é muito mais forte que as outras. Na média, w(P;) foi 6,14%, 6,89% e 3,57% supe-
rior a w(MTZ), w(Py) e w(P}), respectivamente. Além disso, em cinco casos w(F)
foi igual ao custo da solugdo 6tima, e em todos eles as solugdes de Programacao
Linear foram inteiras.

Para os tamanhos de instancias reportadas na Tabela 3.2, os tempos computa-

cionais necessarios para avaliar os limites de PL de todas as formulagdes conside-
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radas, com exce¢do da P;, foram baixos e apresentaram a mesma ordem de mag-
nitude. J4 os limites de PL fornecidos por P;, w(F;), se mostraram muito mais
dificeis de serem determinados. Para 12 das 54 instancias, w(F;) ndo pode ser cal-
culado no limite de tempo imposto. Além disso, para vdrias instancias, os tempos
computacionais necessdrios para avaliar w(P;) foram até quatro ordens de magni-
tude maiores que aqueles necessdrios para a avaliagdo dos limites das outras formu-
lagoes.

Considerando apenas as instancias para as quais foi possivel avaliar w(Fy),
os gaps de dualidade médios das formulagdes MTZ, Py, P}, e P; foram iguais a
8,12%, 8,82%, 5,92% e 2,81%, respectivamente. Se considerarmos as 51 instancias
para as quais é conhecido o custo da solugdo 6tima, os gaps de dualidade médios
das formulac¢oes MTZ, Py e P}, foram iguais a 8,13%, 9,19% e 6,24%.

Os resultados da Tabela 3.3 mostram gaps de dualidade bastante elevados para
as formulagdes P, e Pj, principalmente para valores maiores de d. Observe que
para as duas classes de instancias e para todos os tamanhos de grafos considerados,
a medida que o valor de d aumenta, os limites dados pelas formulacdes P, e P] se
tornam mais fracos. Esse comportamento ndo é observado para as outras formu-
lagdes considerando a classe de instancias CRD. No entanto, ao analisarmos apenas
as instancias da classe SYM consideradas, percebemos que para todas as formu-
lagdes e tamanhos de grafos, quanto maior o valor do parametro de grau minimo d,
maiores também sdo os gaps de dualidade fornecidos pelas formulagdes.

A seguir, avaliamos computacionalmente a nossa implementagao do procedi-
mento iterativo proposto em [Gouveia & Telhada, 2011] para avaliar o limite de PL
da formulagdo P;. A Tabela 3.4 compara os desempenhos do procedimento iterativo
e do procedimento que considera simultaneamente todas as n raizes desde o inicio,
para as instancias definidas em grafos com 30 e 50 vértices. O bloco a esquerda da
tabela apresenta os resultados associados as instancias da classe CRD, enquanto o
bloco a direita corresponde as instancias da classe SYM. Em cada bloco, a primeira
coluna mostra os ids das instancias consideradas. Nas duas colunas seguintes sdo
apresentados os tempos computacionais (em segundos) gastos para a avaliagdo de
w(Pr), empregando o procedimento que considera as n raizes simultaneamente
desde o inicio (coluna ¢,), e o procedimento iterativo (coluna ¢;). A quarta coluna
indica o ntimero total de raizes consideradas pelo procedimento iterativo, ou seja, o
numero de raizes distintas associadas as restri¢des (5.3) e (5.6) introduzidas na for-
mulagdo. Por fim, a Gltima coluna mostra a razdo entre os tempos computacionais
dos dois métodos.

A Tabela 3.4 mostra que para as instancias de 30 vértices da classe CRD, os
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tempos computacionais dos dois métodos foram bastante préximos. No entanto,
para todas as outras instancias, os tempos computacionais gastos pelo procedimento
iterativo foram maiores que os tempos gastos pelo procedimento que considera as
n raizes simultaneamente, principalmente quando avaliamos as instancias da classe
SYM. Por exemplo, para as instancias com 50 vértices dessa classe, o tempo gasto
pelo procedimento iterativo para avaliar w(P;) foi em média 4,88 vezes o tempo
gasto pelo procedimento que considera as n raizes desde o principio.

Para as instancias com mais de 50 vértices consideradas neste estudo, o desem-
penho do procedimento iterativo foi ainda pior. Possiveis explicagdes para isso sao
a necessidade extra de resolver O(n) algoritmos de fluxo méximo a cada iteragao
do algoritmo de planos de corte e a inclusdo das restrigdes (5.3) e (5.6) associadas a
todas as n raizes na formulagao relaxada para grande parte das instancias testadas
(veja as colunas #raizes na Tabela 3.4). Uma outra possivel explicacdo para o fraco
desempenho do procedimento iterativo para avaliar w(FP;) é que restri¢des de igual-
dade sdo incluidas na formulagdo a cada iteracdo, o que pode levar a inexisténcia
de uma solucdo dual vidvel bésica prontamente disponivel para reotimizacdo pelo

método dual simplex.
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Tabela 3.2. Comparagédo dos limites de Programacao Linear dados pelas formu-

lagées P,, P;, MTZ, Py, P}, e Py, para as instancias das classes CRD e SYM.

P, P} MTZ Py Py P

id w(Pp), w(Py) w(MT2Z) t w(PN) t w(Pp) t w(Pr) t w

1 3634 3684,0 0,0 3651,0 0,0 38199 0,0 3964,9 23,6 4026

2 3277 30855 0,0 34520 0,0 36054 0,0 3632,5 6,4 3793

3 4001 3889,0 0,0 40140 0,0 4076,0 0,0 4166,5 3,7 4293

4 3634 45916 0,1 45888 0,0 47241 0,0 4885,8 47,7 5026

5 3277 41014 01 43134 01 4428,5 0,0 4549,0 34,2 4648

6 4001 49142 0,0 49409 0,0 5012,8 0,0 5209,1 56,5 5425

7 4931 48522 0,1 50735 0,1 52512 0,2 5435,7 2439 5512

8 5126 5276,0 0,2 53620 0,1 54669 0,2 5696,1 390,8 5813

9 4898 5159,0 0,1 5289,7 0,1 53945 0,2 5540,7 436,8 5590
10 4931 60485 0,2 62057 03 6336,7 0,2 6571,7  1349,1 6908
11 5126 6648,8 0,2 66553 03 6789,9 0,1 7027,2  2054,6 7204
12 4898 6567,4 0,2 6604,0 0,4 67259 0,1 6996,0  1893,1 7277
13 4931 8986,2 04 88715 04 91185 04 9326,1  6298,6 9633
14 5126 9368,2 0,4 92404 0,2 9404,2 0,2 9557,8  4979,4 9743
15 4898 9364,8 04 9306,7 0,2 9435,1 0,2 96434 49324 9855
16 5789 5773,0 0,3 60230 09 61345 0,7 6377,2  2869,7 6516
17 5848 56452 0,3 60196 0,5 6111,8 0,8 6420,5  2836,2 6586
18 6167 60995 04 63145 04 64595 1,1 6807,3 29858 7053
19 5789 71626 0,5 7313,7 1.1 74421 0,6 7753,3 16114,6 8134
20 5848 7070,5 0,6 72630 11 74128 0,7 7708,9 15341,5 7943
21 6167 75395 0,6 76336 14 7779,7 04 8153,2 88982 8419
22 5789 10670,8 0,5 105746 1,5 10719,2 0,8 - - 11235
23 5848 10718,3 0,5 106032 0,8 10800,5 0,8 - - 11373
24 6167 116314 0,6 112740 34 11652,6 0,6 - - 11979
25 6194 81089 0,6 82753 5,5 84222 1,8 - - -
26 7004 85049 1,0 86369 7,5 88175 1,5 - - -
27 6831 81735 0,7 8555,7 4,9 8697,2 2,1 - - -
28 6194 123054 1,8 121079 8,2 123890 28 - - 12916
29 7004 12490,6 1,8 12194,1 10,2 12606,4 2,7 - - 13026
30 6831 127291 1,5 124893 49 128232 3,1 - - 13365
31 958 1133,2 0,0 1072,3 0,0 11354 0,1 1194,0 6,0 1197
32 1219 1395,0 0,0 1373,0 0,0 1395,3 0,0 1435,0 2,6 1435
33 1252 1406,0 0,0 1340,8 0,0 1408,0 0,0 1408,0 41 1408
34 958 1653,0 0,0 1594,3 0,0 1658,4 0,0 1765,0 35,8 1765
35 1219 1944,1 0,0 1889,6 0,0 1966,7 0,0 2013,5 314 2090
36 1252 1950,5 0,0 1835,7 0,0 1950,5 0,0 2008,0 22,3 2008
37 1098 1233,0 0,1 1190,3 0,0 1233,5 0,1 1274,7 182,3 1278
38 1045 11390 01 1097,3 0,1 1142,8 0,2 1176,5 2754 1178
39 1416 1581,8 0,1 1581,5 0,0 1589,0 0,1 1597,5 60,2 1615
40 1098 1831,6 0,1 17744 0,0 1831,6 0,1 1954,3  1106,0 2054
41 1045 1669,3 0,2 1580,8 0,1 16755 0,1 1741,8 788,8 1760
42 1416 2306,7 0,2 22581 0,1 23242 0,1 24420 964,9 2525
43 1098 37348 0,2 35340 01 37348 0,2 3812,8 26053 4121
44 1045 36765 0,2 35262 02 3684,1 0,2 37209  1672,5 4166
45 1416 43776 0,3 41455 01 43776 0,2 4521,3 39180 4979
46 1177 1302,0 0,3 12720 0,2 1306,2 0,6 1359,0 981,8 1360
47 1185 13395 0,2 1301,5 0,0 1351,6 0,6 1433,3  1665,0 1448
48 1232 1446,6 0,2 1418,5 0,2 1450,8 0,8 1521,0 865,7 1521
49 1177 1854,8 04 17471 0,3 1857,7 0,3 1974,7 130622 2028
50 1185 2060,9 0,5 19655 04 20654 0,2 21264 70310 2165
51 1232 20684 04 20057 02 20684 0,3 2170,6  8820,3 2210
52 1177 4231,7 0,9 39516 08 4231,7 0,5 - - 4979
53 1185 40440 0,7 38262 05 40574 05 - - 4787
54 1232 42088 0,8 40032 0,6 42088 0,5 - - 4997
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Tabela 3.3. Comparagdo dos gaps médios entre os limites de Programagao Linear
dados pelas formulagoes P,, P}, MTZ, Py, Pf, e Py e os custos das solugdes 6ti-
mas das instdncias das classes CRD e SYM. Resultados calculados considerando
a média por classe de instancia, n e d.

Instancias w(Py), w(P]) w(MTZ) w(Py) w(Pp) w(Pr)
classe n d ids gap (%) gap (%) gap (%) gap (%) gap (%)
CRD 30 3 1-3 10.05 12.19 8.27 5.04 2.90

5 4-6 27.81 9.94 8.27 6.11 2.97

50 3 7-9 11.58 9.64 7.03 4.73 1.43
5 10-12 30.05 9.97 9.01 7.20 3.73

10 13-15 48.83 5.18 6.21 4.36 241

70 3 16-18 11.64 13.07 8.88 7.16 2.71
5 19-21 27.32 11.12 9.33 7.59 3.60

10 22-24 48.52 4.56 6.18 4.12 -

100 5 25-27 - - - - -
10 28-30 49.05 4.53 6.40 3.79 -

SYM 30 3 31-33 15.37 2.75 6.51 2.64 0.08
5 34-36 41.68 5.40 9.28 494 1.22

50 3 37-39 12.57 2.96 5.26 2.69 0.49
5 40-42 43.70 8.21 11.46 7.86 3.06

10 43-45 73.28 11.07 15.45 11.01 9.12

70 3 46-48 16.87 5.55 7.78 5.07 0.36
5 49-51 43.83 6.59 10.77 6.47 2.06

10 52-54 75.65 1543 20.20 15.34 -

Tabela 3.4. Comparagdo do tempo computacional gasto para avaliar w(Pr)
através do procedimento iterativo proposto em [Gouveia & Telhada, 2011] e do
procedimento padrdo, que emprega todas as n raizes possiveis desde o inicio.

Instancias CRD Instancias SYM
id tp t; #raizes f—; id tp t; #raizes f—;
1 23,6 10,4 30 0,44 31 6,0 10,7 30 1,7
2 6,4 7,2 30 1,12 32 2,6 5,8 22 2,26
3 3,7 4,2 24 1,12 33 41 4,3 26 1,05
4 47,7 43,0 30 0,90 34 35,8 107,0 30 2,99
5 34,2 30,5 30 0,89 35 314 68,2 30 2,17
6 56,5 52,6 30 0,93 36 22,3 56,6 30 2,54
7 2439 358,5 50 1,47 37 182,3 681,9 50 3,74
8 390,8 650,6 50 1,66 38 2754 742,8 50 2,70
9 436,8 535,0 50 1,22 39 60,2 180,8 49 3,01
10 1349,1 2080,1 50 1,54 40 1106,0 5416,5 50 4,90
11 2054,6 3035,9 50 1,48 41 788,8 4486,8 50 5,69
12 1893,1 2506,6 50 1,32 42 964,9 3860,8 50 4,00
13 6298,6 10262,7 50 1,63 43 2605,3 15908,2 50 6,11
14 49794 10688,5 50 2,15 44 16725 16996,5 50 10,16
15 49324 9467,5 50 1,92 45 3918,0 14033,0 50 3,58
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3.8 Comentarios

Neste capitulo, introduzimos novas formulagdes de Programacgdo Inteira para
o PAGMGM, e as comparamos em relagdo aos seus limites de relaxa¢do de Progra-
magdo Linear sob uma perspectiva tedrica e computacional. Apesar da formulacdo
Py fornecer melhores limites inferiores que a formulagdo Fj,, na pratica, os tempos
computacionais gastos para avaliar esses limites, por meio do algoritmo de planos
de corte que propusemos ou pelo procedimento iterativo introduzido em [Gou-
veia & Telhada, 2011], tornam proibitivo o uso da reformulagdo por intersegdo em
um procedimento enumerativo inteligente, do tipo Branch-and-bound, se nenhum
tratamento adicional for feito.

Em uma primeira tentativa de resolver o PAGMGM, introduzimos no préximo
capitulo dois algoritmos de resolucdo exata baseados na formulacdo P}, a saber: um
algoritmo Branch-and-cut e um algoritmo Local Branching. Esses métodos foram
capazes de fornecer novos certificados de otimalidade e obter melhores limites infe-
riores e superiores para vérias instancias do PAGMGM.



Capitulo 4

Heuristica e Algoritmos para a
Resolucao Exata do PAGMGM

Neste capitulo, introduzimos uma heuristica e dois métodos para a resolucao
exata do PAGMGM, a saber: um algoritmo Branch-and-cut e um algoritmo Local
Branching. Os métodos exatos sdo baseados na formulacdo Py, e utilizam a heuris-
tica probabilistica para gerar uma solucdo inicial vidvel para o problema. Com esses
algoritmos, pretendemos resolver o PAGMGM com um esfor¢o computacional in-
ferior ao requerido pelos demais métodos propostos para o problema, assim como
fornecer melhores limites inferiores e superiores para as instancias do PAGMGM
cujo certificado de otimalidade nédo é conhecido. Ao final do capitulo, comparamos
os resultados obtidos pelos dois algoritmos com os fornecidos pelos melhores méto-
dos para a resolu¢do do PAGMGM da literatura, propostos por Martins & Souza
[2009] e Akgtn & Tansel [2010].

4.1 Uma Heuristica Construtiva Multipartida
Probabilistica

Introduzimos nesta se¢do uma heuristica construtiva multipartida probabilis-
tica para o PAGMGM, denominada CMP, cujo objetivo consiste em encontrar de
maneira rdpida uma solugdo de boa qualidade para o problema. A heuristica en-
volve duas fases: (i) escolha de um conjunto de vértices centrais e (i7) escolha das
arestas da arvore geradora baseada na escolha particular dos vértices centrais. A
fase (i) é resolvida através de um procedimento probabilistico. Na fase (i), as

arestas cujas duas extremidades sdo vértices centrais sdo selecionadas por uma vari-
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acgdo do algoritmo de Kruskal para o PAGM [Kruskal, 1956], enquanto a selegao das
arestas que conectam as folhas aos vértices centrais é feita através da resolucdo de
um problema de Programacao Linear convenientemente formulado.

A heuristica CMP funciona da seguinte forma. Com o objetivo de encontrar
uma solugdo vidvel (2,7) € Py NB™ para o PAGMGM, inicialmente é escolhido,
por meio de um procedimento probabilistico, um conjunto de vértices C' C V de car-
dinalidade |C| pré-determinada, que corresponde ao conjunto dos vértices centrais
da solugdo (2,9), isto é, §; = 0, Vi € Cey; = 1, Vi € V \ C. As regras em-
pregadas para a defini¢do do conjunto C' serdo apresentadas posteriormente. Para
escolher o conjunto de arestas da solugdo (2, 9), é inicialmente computada uma &r-
vore geradora (idealmente de baixo custo) T¢ = (C, E7,.) do grafo G = (C, E(C)),
valorado com custos {¢;; : {i,7} € E(C)}. Assim, %; = 1, V{i,j} € Er,
zij = 0, Y{i,j} € E(C)\ Er, e 2; =0, ¥{i,7} € E(V \ C). O motivo pelo qual
definimos o conjunto de arestas baseado em uma arvore geradora de G¢, ndo ne-
cessariamente de custo minimo, é tentar garantir que, no passo seguinte da heuris-
tica, quando sdo definidas as arestas que conectam as folhas aos vértices centrais,
os graus dos vértices pertencentes ao conjunto C' sejam maiores ou iguais a d e a
solugdo represente uma drvore geradora vidvel para o PAGMGM.

Portanto, para obter a drvore geradora 7¢, implementamos a seguinte adap-
tagdo do algoritmo de Kruskal para o PAGM. Assuma que em uma dada iteragdo do
algoritmo adaptado de Kruskal, a aresta {p,q} € E(C) esteja sob avaliagdo para
inclusdo em E7.. Além de verificarmos se a selecdo da aresta {p,q} ndo forma
um ciclo com as arestas ja selecionadas, verificamos também se a desigualdade
> icc max{0;d — gr. (i)} < n — |C| é satisfeita, em que g, (i) denota o grau do vér-
tice ¢ na floresta em construcdo, ap6s a inclusdo da aresta {p, ¢}. Se essa condigdo
adicional néo for satisfeita, a aresta {p, q} é descartada. Caso contrario, a aresta é
incluida em Er,..

Sejam {gr, (i) : i € C'} os graus (finais) dos vértices em 7. Para definir o con-
junto restante de arestas da solucdo vidvel para o PAGMGM, ou seja, o conjunto de

arestas que conectam as folhas aos vértices centrais, resolvemos o Programa Linear:

min{ Y cidiyc Zsc) € Pa g (4.1)
{i.j}€8(C)

em que o vetor Zs) corresponde as entradas Z;; de z tais que {i,j} € 6(C) eo
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poliedro P, C RP(©) ¢ definido por:

Yoo ay=1 VieV\C, (4.2)
{1,7}€6(C)NS(3)
Yo &y >d—gr.i), VieC, (4.3)
{i,5}€0(C)Nd(1)
Zij 20, Y{i,j} € 6(C). (4.4)

As restrigdes (4.2) garantem que os graus dos vértices pertencentes a V' \ C
sdo iguais a 1 (vértices folha). Por outro lado, as desigualdades (4.3) garantem que
todo vértice em C' tem grau maior ou igual a d em qualquer solugdo vidvel. Como
o vetor de termos independentes é inteiro e o poliedro P}, é definido em termos de
uma matriz de coeficientes totalmente unimodular [Wolsey, 1998], temos que P, é
um poliedro inteiro.

Isso posto, podemos afirmar que os passos (i) e (ii) da heuristica CMP
fornecem um vetor bindrio (2,y) que, por construgdo, representa um subgrafo
conexo, aciclico e que satisfaz as restricdes de grau minimo, ou seja, uma solugao
vidvel para o PAGMGM. Cabe destacar que para instancias definidas em grafos
completos, a heuristica CMP sempre encontra uma arvore geradora vidvel para o
problema. No entanto, o procedimento ndo oferece garantia alguma de encontrar
uma solugdo vidvel caso o problema seja definido em grafos esparsos.

Durante experimentos preliminares, observamos que as solugdes 6timas do
PAGMGM tendem a possuir conjuntos de vértices centrais de cardinalidade alta,
bem préxima do limite superior estabelecido pela Proposicdo 4 e reescrito na restri-
¢do (3.23). Para as instancias testadas neste estudo, definidas em grafos completos,
percebemos que geralmente a folga na restricdo (3.23) para as solugdes 6timas é
igual a zero ou bem pequena, comparada ao tamanho dessas instancias. Na Figura
4.1, mostramos o niimero de ocorréncias de cada possivel valor das folgas em (3.23),
para todas as 54 instancias do PAGMGM resolvidas na otimalidade pelo algoritmo
Branch-and-cut. Como pode ser visto, em apenas duas instancias o valor da folga
em (3.23) foi maior que 3. Portanto, na nossa implementacdo da heuristica CMP,

limitamos |C| a assumir valores no intervalo [2=2| — 3 < |C] < [2=2].
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ndmero de solugdes 6timas

folga

Figura 4.1. Ntmero de solugdes 6timas para cada um dos possiveis valores de

folga da restrigdo (3.23).

Para concluir a descri¢do da heuristica CMP, descrevemos a seguir a maneira
como os conjuntos de vértices centrais C' sdo escolhidos. Primeiramente, é calculada
a arvore geradora minima Ty = (V, Er, ) de G, utilizando o algoritmo de Kruskal.
Assuma que {iy, ia, . . ., %, } sdo os vértices de I/, ordenados em ordem néo crescente
de seus graus {gr,(j) : j € V} em Ty. Para todo k = 1,...,n, é verificado se o
vértice i, é incluido no conjunto C, até que |C| atinja o tamanho desejado. O vértice

ix, € incluido no conjunto C' de acordo com a probabilidade p;,, definida a seguir:

0,9 se g, (ix) > 2d,

0,8 se d<gn (i) <2d,
0,7  se d/2<gp (ix) <d,
0,6  se gr, (i) <d/2.

Essas probabilidades, que atribuem maiores chances de inclusdo em C' aos vér-
tices com grau maior em Ty, foram definidas apds a realizacdo de experimentos
preliminares.

Com o objetivo de aumentar as chances de encontrar uma boa solugdo vidvel
para o PAGMGM, ap6s a drvore geradora minima 7y de G ser determinada, execu-
tamos varias vezes o procedimento probabilistico descrito, gerando varios conjuntos
C' de tamanhos desejados. Para cada possivel tamanho do conjunto de vértices cen-
trais C, executamos a heuristica por um limite de tempo pré-determinado. Para cada
conjunto C, uma arvore T correspondente é calculada e entdo um novo Programa

Linear (4.1) é formulado e resolvido. A seguir, apresentamos o pseudo-cédigo da
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nossa heuristica construtiva multipartida probabilistica para 0o PAGMGM.

CMP(G = (V, E), d)

25
26
27
28
29
30
31
32
33

n = |V
min = %J -3
mar = Zf_%

(z,y) = NULL // melhor solugao encontrada pela heuristica

cost(z,7y) = +o0

central_nodes_sets = () // pool de conjuntos de vértices centrais jd considerados
determine a arvore geradora minima 7y de G

ordene os vértices em ordem nao crescente de seus graus em 7y,, obtendo a lista {71, 42, ...

for cardinality_C = min to max
time = 0
while time < time_limit // limite de tempo para cada cardinalidade de C
7, =0, VieV
C=10
k=1,
while |C| # cardinality_C and k # n + 1
a = rand(0, 1) // distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1]
ifa <p;,
C = C U {Ulk}
E=k+1
if |C| # cardinality_C or C' € central_nodes_sets
continue
central_nodes_sets = central_nodes_sets U C
determine uma drvore geradora T = (C, E7,,) de Go = (C, E(C)),
por meio do algoritmo adaptado de Kruskal
éij =1, \V/{Z,]} S ETC
25 =0, Wi,j} € B(C)\ g
25 =0, Wi, j} € B(V\C)
determine a solugdo 6tima Z5(¢y do Programa Linear (4.1)
if is_feasible(Z,9) and 3y, iy pcijZi; < cost(Z,7)
(z,9) = (3,9)
cost(Z,Y) = Xqi ek Cii%ij
atualize a varidvel time apropriadamente
return (z,7)

Figura 4.2. Pseudo-cédigo da Heuristica Construtiva Multipartida Probabilis-
tica (CMP) para o PAGMGM

O algoritmo de Kruskal é executado uma tinica vez na heuristica CMP (linha

7). Esse passo foi implementado com complexidade de tempo O(mlogm). A or-

denagdo dos vértices no passo seguinte é feita em O(nlogn) (linha 8). Para cada

vin}
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cardinalidade desejada do conjunto de vértices centrais C (linha 9), sdo geradas no
lago principal da heuristica varias solu¢des para o PAGMGM (linhas 11-32). Em
cada iteragdo da heuristica, determinamos o conjunto de vértices centrais C' em
O(n) (linhas 12-20). Para evitar a determinagdo de drvores geradoras e a resolu-
¢do do problema (4.1) para conjuntos repetidos de vértices centrais, armazenamos
em uma tabela hash todos os conjuntos C' gerados, com uma fungdo hash de com-
plexidade O(n). Assim, os passos das linhas 21-23 sdo executados em O(n). Em
seguida, para determinar o conjunto de arestas da solu¢do em construgdo, uma vari-
acdo do algoritmo de Kruskal é executada para encontrar uma arvore geradora do
subgrafo Go = (C, E(C)) (linha 24), com complexidade de tempo O(mlogn). As
atribui¢des das linhas 25-27 sdo feitas em O(m). Entdo, o Programa Linear (4.1) é
resolvido (linha 28). Assumindo que ¢ e v sejam, respectivamente, o niimero de
restrigdes e varidveis do Programa Linear (4.1) em uma iteracdo da heuristica CMP
e que f(q,v) seja a fungdo de complexidade de tempo associada ao algoritmo uti-
lizado para resolver (4.1), a selecdo das arestas nas linhas 25-28 é feita em tempo
proporcional a O(mlogn + f(g,v)). A avaliacdo de condicdes e as atualizagdes das
linhas 29-32 sdo feitas em O(m+n). Portanto, a complexidade de tempo para encon-
trar uma arvore geradora vidvel para o PAGMGM através da heuristica proposta é
O(mlogm + f(q,v)). Se a heuristica CMP encontra uma ou mais solugdes vidveis
para o problema, ela retorna a melhor delas. Caso contrario, a heuristica retorna
NULL.

A heuristica CMP foi utilizada para gerar uma solugao inicial vidvel para os
algoritmos Branch-and-cut e Local Branching propostos neste trabalho para a reso-
lugdo exata do PAGMGM. Esses algoritmos sdo discutidos a seguir.

4.2 Um Algoritmo Branch-and-cut

O Branch-and-cut (BC) [Padberg & Rinaldi, 1991; Junger et al., 1995; Lucena &
Beasley, 1996] é um método que incorpora geragdo de planos de corte a um proce-
dimento enumerativo inteligente, do tipo Branch-and-bound, que avalia limites de
Programacdo Linear na resolucdo dos subproblemas da &rvore de enumeragao. Na
nossa implementagdo do método BC para a resolugio do PAGMGM, empregamos
o algoritmo de planos de corte que avalia o limite de PL da formulacdo P}, apre-
sentado na Subsegdo 3.5.1.1. A seguir, discutimos os detalhes de implementacdo do
método.
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4.2.1 Detalhes de Implementacao

O algoritmo Branch-and-cut para o PAGMGM foi implementado através de
chamadas as fungdes do resolvedor de Programacao Inteira do CPLEX, versdo 10.2,
responsavel por gerenciar a drvore de enumeracgdo do BC. Todas as rotinas de pré-
processamento, heuristicas e separagdo de desigualdades vélidas (cortes baseados
em arredondamento inteiro, cortes de Gomory, cortes da mochila, etc) disponibi-
lizadas pelo CPLEX foram desativadas, e apenas as desigualdades descritas na Sub-
se¢do 3.5.1.1 foram separadas, empregando o método de planos de corte introduzido
para a avaliagdo de w(Py)).

Com excegdo do no raiz da drvore de enumeracao do BC, para o qual a separa-
¢do das desigualdades DCUTs (3.11) é conduzida até que ndo sejam mais encontra-
dos cortes violados, para todos os demais nés da &rvore empregamos uma estratégia
diferente. Considere que o método de planos de corte esteja sendo empregado para
resolver o problema associado a um né da arvore de enumeracdo diferente da raiz.
Quando a desigualdade DCUT mais violada em uma iteracdo do método for vio-
lada por um valor pequeno, ou seja, quando a capacidade do corte de capacidade
minima do grafo D for proxima de 1, nenhuma desigualdade DCUT é incluida na
formulagdo para reotimiza¢do. Portanto, na iteragdo em que nenhuma DCUT é in-
serida na formulagdo e todas as restri¢des logicas (3.21) sdo satisfeitas, o método de
planos de corte é encerrado para a resolugdo daquele né.

Mais precisamente, considere que (Z",7) denote a solugdo do problema re-
laxado associado a um né da arvore de enumeracdo. Sabemos que se §~ (V) é
um corte em D de capacidade > (pq)es-(w) Tpg MeNOT que 1, entdo a desigualdade
x"(6~(W)) > 1 é violada por (Z",7) e pode ser inserida na formulagédo relaxada para
reotimizagdo. No entanto, empregamos uma outra estratégia em que apenas de-
sigualdades associadas a cortes de capacidade inferiores a um limiar « € (0, 1) sdo
inseridas na formulagdo. Experimentos computacionais realizados mostraram que
o método BC obteve um melhor desempenho quando utilizamos x = 0,85. Assim,
este valor foi utilizado em todos os experimentos que empregaram o BC neste tra-
balho.

Ao final do algoritmo de planos de corte empregado em cada no, toda vez que
a solugdo da relaxacdo de Programacdo Linear for fraciondria e seu custo for menor
que o custo da melhor solugdo vidvel encontrada para o PAGMGM, a subdivisdo
do espago de busca na 4rvore de enumeragdo é realizada, com maior prioridade
associada as ramifica¢des nas varidveis y, de acordo com a opgao strong branching
[Applegate et al., 1995] do CPLEX. Todos os outros parametros default do CPLEX
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foram mantidos.

Para cada instancia, estabelecemos um limite de tempo méximo de 21600 se-
gundos (6 horas) para a execucdo do BC. Para as instancias da classe ALM, executa-
mos a heuristica CMP durante 300 segundos, 75 segundos para cada valor possivel
de [C] (|2=2] —3 < |C| < |%22]), e utilizamos a melhor solucdo viavel encontrada
como solugdo primal para o algoritmo BC. Para as instancias das classes CRD e
SYM, optamos por ndo utilizar a heuristica, uma vez que o método BC é capaz de
encontrar, para os tamanhos dos problemas dessas classes, solu¢des vidveis de me-
lhor qualidade logo no inicio da enumeracdo. Descrevemos a seguir os resultados

computacionais obtidos pelo método.

4.2.2 Resultados Computacionais

Nesta se¢do, avaliamos computacionalmente o algoritmo BC proposto para o
PAGMGM, e comparamos os seus resultados aqueles obtidos pelos melhores méto-
dos da literatura j4 empregados para a resolugdo do problema, a saber: as meta-
heuristicas propostas em [Martins & Souza, 2009] e o algoritmo Branch-and-bound
proposto em [Akgtin & Tansel, 2010].

Todas as 90 instancias de teste consideradas neste estudo foram utilizadas nos
experimentos relatados nesta se¢do. Para compararmos o BC com os melhores méto-
dos propostos na literatura para o PAGMGM, implementamos o algoritmo Branch-
and-bound baseado na formulagdo MTZ (BB-MTZ), proposto em [Akgun & Tansel,
2010], utilizando o pacote de otimizacdo CPLEX 10.2, com todos os seus parametros
default. Nos experimentos realizados, utilizamos um limite de tempo de 6 horas para
a execucao do BB-MTZ, da mesma forma como fizemos com o BC, e avaliamos os
dois métodos em um mesmo ambiente computacional, descrito na Subsecdo 3.6.2.
Por outro lado, para a comparacdo do BC com as meta-heuristicas propostas em
[Martins & Souza, 2009] (HVNS), utilizamos os resultados obtidos nos experimen-
tos computacionais relatados naquele estudo, realizados em um ambiente computa-
cional diferente do nosso, em uma maquina com processador Pentium 1V, 3,2 GHz,
com 512 MB de memoéria RAM.

Dessa forma, torna-se dificil comparar os tempos computacionais gastos pelas
meta-heuristicas HVNS e pelo algoritmo BC, uma vez que seus experimentos com-
putacionais foram conduzidos em mdquinas com configuragdes diferentes. No en-
tanto, com o intuito de apresentar ao leitor os limites superiores conhecidos na lite-
ratura para o PAGMGM, obtidos pelas meta-heuristicas HVNS, apresentamos nesta
se¢do os resultados computacionais relatados em [Martins & Souza, 2009]. Cabe
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ressaltar que, como diversas heuristicas foram propostas para 0o PAGMGM por Mar-
tins & Souza [2009], decidimos considerar apenas o melhor resultado apresentado
naquele estudo para cada instancia. Desse modo, daqui em diante no texto, ao men-
cionarmos o método HVNS, estamos nos referindo a todas as meta-heuristicas pro-
postas em [Martins & Souza, 2009], sempre considerando o melhor resultado (em
termos de limite superior) apresentado para cada instancia naquele estudo.

Para compararmos os métodos HVNS, BB-MTZ e BC, apresentamos primeira-
mente uma sintese dos resultados obtidos por esses métodos, para em seguida des-
crevermos os resultados de maneira detalhada. A Tabela 4.1 sumariza os resulta-
dos obtidos pelos trés métodos para as 90 instancias de teste avaliadas. Para cada
tamanho de instdncia considerado, uma linha da tabela mostra os resultados obti-
dos por cada método. As duas primeiras colunas da tabela indicam o valor de n
e o nimero de instancias testadas, definidas em grafos com n vértices. A coluna
seguinte apresenta as razdes entre os melhores limites superiores fornecidos pelos
métodos BC e HVNS (ﬁﬁ—%) Para essa comparacdo, estabelecemos um limite
de tempo de execugdo para o BC igual ao utilizado em [Martins & Souza, 2009],
que depende do tamanho da instancia (veja a coluna I/t das Tabelas 4.2 e 4.3 para
conhecer esses limites de tempo). Nas trés colunas seguintes da tabela, apresenta-
mos, respectivamente, o ntimero de instancias resolvidas pelo BB-MTZ (resol.), isto
é, o nimero de instancias para as quais o BB-MTZ foi capaz de encontrar a solu¢ao
6tima e prover um certificado para sua otimalidade, a soma do tempo total gasto,
em segundos, para o0 BB-MTZ resolver essas instancias (¢¢) e o gap percentual médio
entre os melhores limites inferiores e superiores obtidos pelo BB-MTZ para as ins-
tancias ndo resolvidas. As tltimas trés colunas da tabela apresentam esses mesmos
tipos de dados (resol., tt e gap) associados aos resultados obtidos pelo BC.

Cabe destacar que os valores indicados na coluna ¢t associada ao método BC,
correspondem ao somatoério dos tempos gastos pelo BC para resolver as instancias
que também foram resolvidas na otimalidade pelo BB-MTZ, para cada tamanho de
grafo considerado. Para os valores de n em que os métodos BB-MTZ ou BC néo

w75z

foram capazes de resolver nenhuma instancia, o simbolo “-” é apresentado nas en-
tradas correspondentes das colunas ¢t da tabela. De maneira andloga, para os va-
lores de n em que os algoritmos BB-MTZ ou BC resolveram todas as instancias, é

“” 7

apresentado o simbolo “-” nas entradas correspondentes das colunas gap (%), indi-
cando que esses valores foram iguais a zero.

Os resultados computacionais da Tabela 4.1 mostram que a diferenca entre
os custos das melhores solugdes vidveis encontradas pelos métodos HVNS e BC

aumenta a medida que instancias maiores sdo consideradas. Observe que para as
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Tabela 4.1. Sintese dos resultados obtidos pelos métodos HVNS [Martins &
Souza, 2009], BB-MTZ [Akgtun & Tansel, 2010] e BC, para as instancias das

classes CRD, SYM e ALM.
HVNS x BC BB-MTZ BC

n  #instancias #% resol. tt gap (%)  resol tt  gap (%)
30 12 1,0000 12 357,3 - 12 53 -
50 18 0,9991 18 35757,0 - 18 521,3 -
70 18 0,9879 12 1812,5 4,50 18 4544 -
100 12 0,9913 6 55977,6 8,68 6 72427 4,10
200 6 0,9414 0 - 10,01 0 - 7,24
300 6 0,9256 0 - 14,85 0 - 14,07
400 9 0,9120 0 - 17,30 0 - 13,55
500 9 0,9131 0 - 32,56 0 - 16,13

60 instancias com até 100 vértices, das quais o BC conseguiu resolver 54, o método
HVNS encontrou solu¢des com custos préximos aos obtidos pelo BC. Por outro lado,
para as 30 instancias com 200 ou mais vértices, as solugdes fornecidas pelo BC foram
em média 8,54% melhores que as obtidas pelas meta-heuristicas HVNS.

Em uma comparagdo entre os métodos BC e BB-MTZ, primeiramente desta-
camos que o BC resolveu todas as 18 instancias definidas em grafos com 70 vértices,
enquanto o BB-MTZ néo foi capaz de resolver 6 delas, obtendo um gap de dualidade
médio igual a 4,5% nesses casos. A tabela também indica que o tempo computa-
cional gasto pelo BC para resolver as instancias de 30 e 50 vértices foi duas ordens de
grandeza inferior ao tempo correspondente gasto pelo BB-MTZ. Para as instancias
de 70 e 100 vértices resolvidas pelos dois métodos, o BC gastou um tempo inferior
a 15% do tempo gasto pelo BB-MTZ. Além disso, note que os gaps percentuais mé-
dios do BC foram inferiores aos obtidos pelo BB-MTZ em todos os casos, com uma
diferenca consideravel para as instancias de 500 vértices, em que o gap de dualidade
médio do BC foi aproximadamente 50% inferior ao gap do BB-MTZ.

Ainda assim, os resultados mostrados na Tabela 4.1 indicam claramente que
o BC teve dificuldades para tratar as maiores instancias testadas. Como pode ser
observado, o método ndo foi capaz de resolver nenhuma instancia com 200 ou mais
vértices, e nesses casos, 0 gap de dualidade observado foi consideravelmente alto,

principalmente para as instancias com 300 ou mais vértices.

4.2.2.1 Resultados Detalhados

Nesta se¢do, apresentamos os resultados computacionais detalhados dos ex-
perimentos realizados com os métodos HVNS, BB-MTZ e BC.
As Tabelas 4.2 e 4.3 apresentam os resultados obtidos pelos métodos HVNS
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e BC. A primeira delas mostra os resultados dos métodos para as instancias das
classes CRD e SYM, enquanto que a segunda apresenta os resultados obtidos pe-
los métodos para as instancias da classe ALM. Esse mesmo padrao de divisao das
tabelas para a apresentagdo dos resultados (uma tabela com os resultados para
as classes CRD e SYM e outra tabela para a classe ALM) é utilizado nas tabelas
seguintes desta dissertacao.

A primeira coluna da Tabela 4.2 indica os ids das instancias consideradas. Nas
duas colunas seguintes sdo indicados os resultados obtidos pelas meta-heuristicas
HVNS: o melhor limite superior obtido (w) e o limite de tempo total imposto para
a execugdo do método (t/, em segundos). As cinco colunas seguintes apresentam os
resultados obtidos pelo BC, associados a obtencdo de limites superiores: o melhor
limite superior obtido no mesmo limite de tempo estabelecido para o HVNS (wy),
o tempo computacional necessario para obté-lo (3, em segundos), o melhor limite
superior obtido pelo BC no limite de tempo de 6 horas (w), o tempo computacional
necessdrio para obté-lo ({7, em segundos) e o tempo total durante o qual o BC foi
executado (¢, em segundos). As colunas da Tabela 4.3 sdo similares as colunas da
Tabela 4.2. A tnica diferenca é uma coluna adicional para indicar o melhor limite
superior obtido pela heuristica CMP ap6s 300 segundos de execugao (CM P(w)),
utilizado como limite primal inicial do BC para as instancias da classe ALM.

Os resultados computacionais indicam que, em praticamente todos os casos,
os melhores limites superiores obtidos pelo BC foram pelo menos tdo bons quanto
os fornecidos pelas heuristicas HVNS. Considerando o mesmo limite de tempo para
os dois métodos, em 61 casos os limites primais obtidos pelo BC foram mais fortes
que os dados pelo método HVNS. Em apenas dois casos (instancias com ids 57 e 89),
o melhor limite superior dado pelas heuristicas HVNS foi melhor que o fornecido
pelo BC.

Como pode ser observado na Tabela 4.3, o BC ndo foi capaz de encontrar uma
solucdo vidvel melhor que a solugdo inicial fornecida pela heuristica CMP para uma
instancia de 400 vértices (id 81) e duas instancias de 500 vértices (ids 88 e 89), mesmo
ap0s quase 6 horas de processamento. No entanto, os limites primais fornecidos pela
heuristica CMP foram de qualidade comparavel aqueles fornecidos pelo método
HVNS. De fato, em dois desses trés casos, a solugdo dada pela heuristica CMP foi
melhor que a encontrada pelas heuristicas HVNS.

As Tabelas 4.4 e 4.5 apresentam resultados computacionais detalhados obti-
dos pelos algoritmos BB-MTZ e BC. A primeira coluna das tabelas indica os ids das
instancias consideradas. As cinco colunas seguintes apresentam os resultados obti-

dos pelo método BB-MTZ: os melhores limites inferior (w) e superior (w) obtidos no
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limite de tempo de 6 horas, o gap de dualidade em valores percentuais, dado por
100(w — w)/w, o tempo total de execugdo do algoritmo (¢, em segundos) e o nimero
total de nds investigados na drvore de enumeracdo (nds). Entradas similares sdo
apresentadas para o algoritmo BC nas cinco colunas subsequentes. Quando uma
instancia é resolvida na otimalidade, a entrada correspondente nas colunas gap (%)
mostram o simbolo “-”.

Como pode ser observado nas tabelas, o0 método BC claramente domina o
BB-MTZ em termos de tempos computacionais. Para algumas instancias, o tempo
gasto pelo BC para prover o certificado de otimalidade foi trés ou quatro ordens de
grandeza menor que o tempo correspondente gasto pelo BB-MTZ. Para a instancia
com id 7, por exemplo, enquanto o BB-MTZ gastou 20283,90 segundos para resolveé-
la, o método BC o fez em 3,93 segundos. Além disso, todas as instancias resolvidas
na otimalidade pelos dois métodos foram resolvidas mais rapidamente pelo BC. No
total, o BC gastou 8,76% do tempo gasto pelo BB-MTZ para resolvé-las.

Como consequéncia direta dos fracos limites de PL fornecidos pela formulagao
MTZ (veja Tabelas 3.2 e 3.3), o método BB-MTZ geralmente precisa investigar muito
mais nés na drvore de enumeracdo que o algoritmo BC. Para as instancias resolvidas
por ambos os métodos, o ntimero de nés investigados no total pelo BC foi 0,35%
do nuimero total de nos investigados pelo BB-MTZ. Apesar do tempo gasto para
investigar um né da arvore de enumeragdo do BB-MTZ ser, em geral, menor que o
tempo correspondente gasto na drvore de enumeracdo do BC, essa diferenca elevada
no ntmero de nds investigados por cada método implica diretamente nas diferencas
percebidas entre os seus tempos computacionais.

Em relacdo aos melhores limites inferiores obtidos pelos dois métodos, em
34 das 36 instancias ndo resolvidas por nenhum dos algoritmos, o limite inferior
fornecido pelo BC foi mais forte que o dado pelo BB-MTZ. Considerando essas 36
instancias, em média, o melhor limite inferior dado pelo BC foi 2,16% mais forte
que o fornecido pelo BB-MTZ. Pelo lado primal, percebemos um equilibrio entre os
dois métodos em termos do ntimero de melhores limites superiores obtidos. Con-
siderando as 36 instdncias ndo resolvidas, o BC forneceu 19 melhores limites su-
periores enquanto que o BB-MTZ forneceu 16. Em apenas uma dessas instancias (id
57), os limites superiores obtidos pelos dois métodos foram iguais. Na média, para
as instancias ndo resolvidas, os melhores limites superiores dados pelo BC foram
5,26% mais fortes que aqueles dados pelo método BB-MTZ. Esse elevado valor é
devido principalmente a dificuldade do método BB-MTZ em obter boas solugdes
viaveis para o PAGMGM para algumas instancias de 500 vértices (veja os custos das
melhores solug¢des encontradas pelo BB-MTZ para as instancia com ids 86, 88 e 90).
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Para as 12 instancias de 100 vértices (ids 25 a 30 e 55 a 60), os métodos BB-MTZ
e BC foram capazes de resolver as mesmas 6 instancias. Note que essas instan-
cias resolvidas pelos dois métodos foram definidas com o parametro de grau mi-
nimo d = 10, enquanto que as instancias em aberto, isto é, cuja otimalidade néo foi
provada, possuem parametro de grau minimo d = 5. Resultados similares podem
ser observados para instancias de outros tamanhos de grafos, indicando que quanto
menor o valor de d, mais dificil é a resolu¢do do PAGMGM por meio de algoritmos
de enumeragdo como o BB-MTZ e o BC. De fato, para todos os valores de n (exceto
500) avaliados neste estudo, o gap de dualidade médio obtido pelo BC diminui a
medida que o valor de d aumenta.

Cabe ressaltar que os resultados apresentados neste trabalho obtidos com o
algoritmo BB-MTZ aprimoram os resultados relatados em [Akgtn & Tansel, 2010].
Uma vez que o método que implementamos corresponde exatamente ao algoritmo
BB baseado na mais forte das formula¢cdes MTZ apresentadas naquele estudo, as
razdes para essa melhora nos resultados sdo relacionadas exclusivamente ao ambi-
ente de execucdo, versdo do CPLEX, e limite de tempo utilizados, assim como as
instancias testadas, ja que apenas instancias com até 50 vértices haviam sido avali-
adas em [Akgin & Tansel, 2010]. Assim, todas as andlises descritas neste texto rela-
cionadas ao algoritmo BB-MTZ e aos melhores resultados obtidos (na literatura) por
este método, sdo baseadas nos experimentos computacionais descritos nesta disser-
tacao.

Isso posto, podemos destacar que o algoritmo BC proposto nesta segdo
forneceu 6 novos certificados de otimalidade para instancias do PAGMGM, assim
como 34 novos melhores limites inferiores e 22 novos melhores limites superiores,
considerando as 36 instancias em aberto. Apesar desses resultados obtidos pelo BC,
o problema ainda é muito dificil de ser resolvido, principalmente para as maiores
instancias da classe ALM. Com o intuito de tentar obter melhores solucdes vidveis
para o PAGMGM em menores tempos computacionais, implementamos um algo-
ritmo Local Branching, que emprega o préprio BC como resolvedor interno. Discu-

timos tal método a seguir.
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Tabela 4.2. Comparacao entre as meta-heuristicas HVNS propostas em [Martins
& Souza, 2009] e o algoritmo BC, para as instancias das classes CRD e SYM.

HVNS BC

id w I3 Wit o, w tw 7

1 4026 900 4026 02 4026 0,2 0,2
2 3793 900 3793 0,1 3793 0,1 0,1
3 4293 900 4293 02 4293 0,2 0,2
4 5026 900 5026 0,7 5026 0,7 0,7
5 4648 900 4648 02 4648 0,2 0,2
6 5425 900 5425 1,7 5425 1,7 2,5

7 5512 1800 5512 33 5512 33 3,9
8 5813 1800 5813 49,8 5813 49,8 50,2
9 5590 1800 5590 24 5590 2,4 3,0
10 6908 1800 6908 70,0 6908 70,0 70,6
11 7238 1800 7204 68,3 7204 68,3 77,7
12 7277 1800 7277 2691 7277 2691 2743
13 9633 1800 9633 83 9633 8,3 8,8
14 9743 1800 9743 3,8 9743 3,8 5,7
15 9855 1800 9855 4,5 9855 4,5 51
16 6609 3600 6516 7,2 6516 7,2 118,8
17 6621 3600 6586  2288,3 6586 2288,3 2299,5
18 7058 3600 7053  2062,0 7053  2062,0  2065,6
19 8177 3600 8140 972,6 8134 15309,0 15316,9
20 7971 3600 7943 11399 7943 1139,9 1143,6
21 8419 3600 8419 1049,1 8419 1049,1 1198,4
22 11355 3600 11235 62,1 11235 62,1 66,1
23 11395 3600 11373 47,0 11373 47,0 180,2
24 11986 3600 11979 16,1 11979 16,1 18,2
25 9387 7200 9382 4711,2 9349 20177,9 21600,0
26 9728 7200 9572 1674,3 9571 9333,1 21600,0
27 9739 7200 9676 6573,3 9653 16813,7 21600,0
28 13006 7200 12916  1051,1 12916 1051,1 1622,7
29 13255 7200 13026 443,7 13026 443,7 445,0
30 13365 7200 13365 322,0 13365 322,0 577,5
31 1197 900 1197 0,1 1197 0,1 0,1
32 1435 900 1435 0,1 1435 0,1 0,1
33 1408 900 1408 0,1 1408 0,1 0,1
34 1765 900 1765 0,7 1765 0,7 0,7
35 2090 900 2090 0,2 2090 0,2 0,2
36 2008 900 2008 0,1 2008 0,1 0,1
37 1298 1800 1278 0,5 1278 0,5 0,5
38 1188 1800 1178 0,5 1178 0,5 0,5
39 1620 1800 1615 0,2 1615 0,2 0,2
40 2054 1800 2054 51 2054 51 52
41 1760 1800 1760 0,9 1760 0,9 0,9
42 2541 1800 2525 6,4 2525 6,4 7,0
43 4121 1800 4121 2,5 4121 2,5 2,5
44 4166 1800 4166 1,0 4166 1,0 1,5
45 4979 1800 4979 30 4979 3,0 3,8
46 1362 3600 1360 13 1360 1,3 1,3
47 1471 3600 1448 3,9 1448 3,9 4,1
48 1551 3600 1521 43 1521 43 44
49 2240 3600 2028 6,9 2028 6,9 8,9
50 2496 3600 2165 1,9 2165 19 19
51 2242 3600 2210 194 2210 19,4 194
52 5055 3600 4979 62,8 4979 62,8 63,5
53 4912 3600 4787 29,4 4787 29,4 36,1
54 5098 3600 4997 23,5 4997 23,5 50,4
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Tabela 4.3. Comparacao entre as meta-heuristicas HVNS propostas em [Martins

& Souza, 2009] e o algoritmo BC, para as instancias da classe ALM.

HVNS BC
id w It CPM (w) Wit tw,, w tw t
55 5439 7200 5575 5353 6408,0 5353 6408,0 21600,0
56 5207 7200 5532 5057  4369,3 5055  7731,7 21600,0
57 5456 7200 5893 5486 2712,8 5450 206564 21600,0
58 7180 7200 7521 7164 130,2 7164 130,2 158,3
59 6915 7200 7280 6886 853,3 6886 853,3 857,8
60 7509 7200 7690 7382 15562 7382  1556,2 35813
61 7467 10800 7828 7125 66138 7075 16366,6 21600,0
62 7680 10800 8239 7258 4136,1 7245 19397,2  21600,0
63 8217 10800 8452 7492 1222,2 7492 1222,2  21600,0
64 10391 10800 10404 9656 9812,7 9652 127494 21600,0
65 10238 10800 10765 9820  9850,8 9820  9850,8 21600,0
66 10533 10800 11370 9978 8539,7 9978 8539,7 21600,0
67 9871 14400 10511 9705 1748,8 9705 1748,8 21600,0
68 10532 14400 10051 9407  1522,8 9407  1522,8 21600,0
69 10887 14400 10984 9458 3133,5 9458 3133,5 21600,0
70 13899 14400 13439 12891 3417,1 12891 3417,1  21600,0
71 13210 14400 13570 12246 1935,5 12246 1935,5 21600,0
72 13792 14400 14035 13110 2144,1 13110 21441  21600,0
73 12487 18000 12124 11079 5241,3 11079 5241,3 21600,0
74 13877 18000 12155 11036 4670,7 11036 4670,7  21600,0
75 12379 18000 12524 10711 10746,7 10711 10746,7 21600,0
76 17309 18000 17029 14611 12527,7 14611 12527,7 21600,0
77 16595 18000 16578 15086  5585,1 15086  5585,1 21600,0
78 16439 18000 15582 14506 5895,1 14506 5895,1 21600,0
79 21339 18000 22905 21260 148059 21260 148059 21600,0
80 21299 18000 22772 20473 12807,5 20473 12807,5 21600,0
81 22049 18000 21478 21478 3000 21478 300,0 21600,0
82 14626 21600 13328 11881 15773,7 11881 15773,7 21600,0
83 14039 21600 12990 12518 14871,7 12518 14871,7 21600,0
84 13521 21600 12997 12035 12348,7 12035 12348,7 21600,0
85 19342 21600 17652 15617 20011,0 15617 20011,0 21600,0
86 18138 21600 17891 16344 13718,6 16344 13718,6 21600,0
87 18269 21600 18644 16466 15514,9 16466 15514,9 21600,0
88 24999 21600 24508 24508 300,0 24508 300,0 21600,0
89 24823 21600 24900 24900 300,0 24900 300,0 21600,0
90 25468 21600 25064 23901 203035 23901 203035 21600,0
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Tabela 4.4. Comparacdo entre o algoritmo BB-MTZ proposto em [Akgin &
Tansel, 2010] e o algoritmo BC, para as instancias das classes CRD e SYM.

BB-MTZ BC

id w w  gap (%) t nds w w  gap (%) t nods

1 4026,0 4026 - 5,5 4223 4026,0 4026 - 0,2 37
2 3793,0 3793 - 3294 308419 3793,0 3793 - 0,1 52
3 42930 4293 - 2,1 1304 42930 4293 - 0,2 55
4 5026,0 5026 - 3,3 547 5026,0 5026 - 0,7 54
5 4648,0 4648 - 58 2826 4648,0 4648 - 0,2 20

6 5425,0 5425 - 7,5 2739 5425,0 5425 - 2,5 149

7 5512,0 5512 - 20283,9 5691339 5512,0 5512 - 3,9 471

8 5813,0 5813 - 6920,1 1801405 5813,0 5813 - 50,2 4233
9 5590,0 5590 - 602,7 162192 5590,0 5590 - 3,0 282
10 6908,0 6908 - 31504 522125 6908,0 6908 - 70,6 2077
11 7204,0 7204 - 944,4 103530 7204,0 7204 - 77,7 1418
12 7277,0 7277 - 3713,2 619438 7277,0 7277 - 274,3 5080
13 9633,0 9633 - 23,3 1161 9633,0 9633 - 8,8 131
14 9743,0 9743 - 16,7 697 9743,0 9743 - 5,7 78
15 98550 9855 - 18,1 861 9855,0 9855 - 51 65
16 6267,4 6516 3,82 21600,0 1313337 6516,0 6516 - 118,8 6893
17 6211,9 6621 6,18 21600,0 1191255 6586,0 6586 - 2299,5 89134
18 6569,7 7066 7,02 21600,0 1145801 7053,0 7053 - 2065,6 78291
19 7699,3 8134 534 216000 1057801 8134,0 8134 - 15316,9 121735
20 7726,5 7943 2,73 21600,0 1029342 7943,0 7943 - 1143,6 11366
21 8260,3 8421 1,91 21600,0 988001 8419,0 8419 - 11984 12039
22 11235,0 11235 - 143,4 5052 11235,0 11235 - 66,1 401
23 11373,0 11373 - 632,9 28075 11373,0 11373 - 180,2 1169
24 11979,0 11979 - 69,7 1778 11979,0 11979 - 18,2 142
25 8559,2 9334 8,30 21600,0 495575 8839,3 9349 545 21600,0 51095
26 8964,1 9562 6,25 21600,0 450623 9303,6 9571 2,79 21600,0 59482
27 8699,4 9635 9,71 216000 529901 9228,3 9653 4,40 21600,0 62227
28 12916,0 12916 - 18939,7 458465 12916,0 12916 - 1622,7 3868
29 13026,0 13026 - 833,9 10761 13026,0 13026 - 445,0 1841
30 13365,0 13365 - 7974,3 151036 13365,0 13365 - 577,5 2333
31 1197,0 1197 - 0,2 3 1197,0 1197 - 0,1 8
32 1435,0 1435 - 0,2 0 1435,0 1435 - 0,1 7
33 1408,0 1408 - 0,1 0 1408,0 1408 - 0,0 4
34 1765,0 1765 - 1,6 68 1765,0 1765 - 0,7 34
35 2090,0 2090 - 1,1 36 2090,0 2090 - 0,2 14
36 2008,0 2008 - 0,6 0 2008,0 2008 - 0,1 6
37 1278,0 1278 - 2,1 5 1278,0 1278 - 0,5 24
38 1178,0 1178 - 0,9 3 1178,0 1178 - 0,5 20
39 1615,0 1615 - 1,0 2 1615,0 1615 - 0,2 7
40 2054,0 2054 - 10,5 444 2054,0 2054 - 5,2 135
41 1760,0 1760 - 3,6 42 1760,0 1760 - 0,9 21
42 2525,0 2525 - 20,2 1639 2525,0 2525 - 7,0 166
43 4121,0 4121 - 7,8 160 4121,0 4121 - 2,5 30
44 4166,0 4166 - 14,1 566 4166,0 4166 - 1,5 20
45 4979,0 4979 - 241 1173 4979,0 4979 - 3,8 47
46 1360,0 1360 - 3,6 34 1360,0 1360 - 1,3 36
47 1448,0 1448 - 9,2 232 1448,0 1448 - 41 138
48 1521,0 1521 - 24,2 1306 1521,0 1521 - 44 107
49 2028,0 2028 - 25,2 347 2028,0 2028 - 8,9 89
50 21650 2165 - 34,0 743 2165,0 2165 - 19 27
51 2210,0 2210 - 47,4 1110 2210,0 2210 - 19,4 210
52 49790 4979 - 163,9 3385 4979,0 4979 - 63,5 369
53 4787,0 4787 - 238,0 6735 4787,0 4787 - 36,1 190
54 4997,0 4997 - 421,0 11827 4997,0 4997 - 50,4 298
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Tabela 4.5. Comparacdo entre o algoritmo BB-MTZ proposto em [Akgin &
Tansel, 2010] e o algoritmo BC, para as instancias da classe ALM.

BB-MTZ BC
id w w  gap (%) t noés w w  gap (%) t noés
55 4831,2 5457 11,47 216000 276124 5142,6 5353 393 21600,0 47840
56 47194 5197 9,19 21600,0 198941 4870,3 5055 3,65 21600,0 44520
57 5058,5 5450 7,18 21600,0 213601 5210,2 5450 4,40 21600,0 42519
58 71640 7164 - 22698 20300 7164,0 7164 - 158,3 544
59 6886,0 6886 - 57124 32585 6886,0 6886 - 857,8 2619
60 7382,0 7382 - 202474 153172 7382,0 7382 - 35813 6464
61 61834 7217 14,32 216000 41301 64290 7075 913 21600,0 10235
62 6361,2 7180 11,40 21600,0 42701 6597,9 7245 893 21600,0 12332
63 66264 7556 12,30 216000 38359 68825 7492 8,13 21600,0 9514
64 8919,8 9680 785 21600,0 23573 9017,9 9652 6,57 21600,0 5572
65 92630 9916 6,59 21600,0 25235 9350,7 9820 4,78 216000 6713
66 9278,3 10039 7,58 21600,0 22738 9391,2 9978 588 216000 4810
67 7780,2 9211 15,53  21600,0 13905 8016,0 9705 17,40 21600,0 3744
68 7564,5 9295 18,62 216000 13885 7798,8 9407 17,10 216000 3433
69 78704 9359 1591 21600,0 12662 8099,0 9458 14,37 21600,0 3594
70 11280,5 12603 10,49  21600,0 4192 113554 12891 11,91 216000 1862
71 10826,1 12723 14,91 21600,0 3311 10936,2 12246 10,70  21600,0 2093
72 11279,2 13063 13,66 21600,0 3002 11416,1 13110 12,92 21600,0 1742
73 88379 10917 19,04 21600,0 9267 9121,2 11079 17,67 216000 1568
74 8967,4 10791 16,90  21600,0 8475 9227,9 11036 16,38  21600,0 1626
75 8630,6 10336 16,50 216000 17481 89455 10711 16,48 21600,0 1532
76 129279 15055 14,13  21600,0 3307 12976,0 14611 11,19  21600,0 834
77 12779,1 14774 13,50 21600,0 3071 12876,1 15086 14,65 21600,0 904
78 12403,5 15142 18,09  21600,0 2346 12601,9 14506 13,13  21600,0 1005
79 18932,9 23287 18,70  21600,0 251 18929,0 21260 10,96  21600,0 230
80 18675,7 23951 22,03 21600,0 252 18712,8 20473 8,60 21600,0 454
81 18667,5 22445 16,83  21600,0 272 18708,4 21478 12,89  21600,0 174
82 9608,3 11872 19,07 21600,0 6401 9868,9 11881 16,94 21600,0 626
83 9756,4 12512 22,02 21600,0 9301 10077,0 12518 19,50  21600,0 676
84 9543,0 12190 21,71 21600,0 7648 9904,7 12035 17,70  21600,0 734
85 13627,0 17900 23,87  21600,0 310 137364 15617 12,04 21600,0 333
86 14131,0 33992 58,43 21600,0 246 14258,5 16344 12,76 21600,0 378
87 13972,8 17168 18,61 21600,0 824 14071,7 16466 14,54  21600,0 410
88 19839,6 42194 52,98 21600,0 183 19851,2 24508 19,00 21600,0 140
89 203964 23871 14,56  21600,0 144 204194 24900 17,99  21600,0 129
90 20395,8 53380 61,79  21600,0 193 20384,0 23901 14,71  21600,0 167
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4.3 Um Algoritmo Local Branching

O Local Branching (LB) é um algoritmo exato proposto por Fischetti & Lodi
[2003] para resolver problemas de Programacdo Inteira. O método pode ser interpre-
tado como uma formalizacdo de procedimentos de busca local através de modelos
de Programacao Matematica. Mais precisamente, o LB define e controla subespacos
de solugdes vidveis por meio de um arcabougo externo de ramificacdo, e as explora
parcial ou totalmente através de um resolvedor genérico de Programacéo Inteira.

O LB segue o espirito das meta-heuristicas de busca local. Entretanto, as vi-
zinhancas de uma dada solucdo sdo determinadas através da introducdo de de-
sigualdades lineares ao modelo de Programacdo Inteira empregado para formu-
lar o problema original, definindo um novo subproblema de PI. Assim, uma das
vantagens em se utilizar o método é poder usufruir dos enormes esforcos dedica-
dos atualmente as pesquisas e implementagdes dos resolvedores de PI, e utiliza-los
como caixa-preta para resolver cada subproblema definido pelo arcabougo externo
de ramificacdo do método LB.

A ideia do LB consiste em resolver, desde os estdgios iniciais do processa-
mento, subproblemas associados a regides menores e mais “promissoras” do espago
de busca de solugdes, definidas a partir da vizinhanga de uma solugdo conhecida
para o problema. Na pratica, observa-se que o método é capaz de encontrar de
forma mais rdpida solugdes vidveis de boa qualidade [Fischetti & Lodi, 2003]. O
método LB vem sendo empregado para resolver diversos problemas de Otimizagao
Combinatoria, incluindo problemas em areas como Roteamento de Veiculos [Rei
et al.,, 2010; Valle et al., 2011] e Projeto de Redes [Fischetti et al., 2004; Rei et al., 2009;
Martin & Gonzalez, 2010].

4.3.1 Detalhes de Implementacao

Apesar do Local Branching ser um método exato, capaz de encontrar a solugdo
6tima global de um problema de Otimizagdo Combinatdria e prover um certificado
para sua otimalidade, para Pochet & Wolsey [2006], o LB deve ser mais apropriada-
mente classificado como uma heuristica de melhoria, j& que seu objetivo é melhorar
uma dada solugdo vidvel para um problema. Foi sob essa perspectiva que imple-
mentamos o LB para o PAGMGM, com o objetivo de tentar obter melhores limites
superiores para as instancias do problema néao resolvidas pelo método BC.

A nossa implementac¢do do algoritmo LB é baseada na formulagdo Pj,. Con-

sidere que (z",7) € P,NB2™*" denote uma solucdo inicial vidvel para o PAGMGM
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eque C e FF = V \ C sejam, respectivamente, os conjuntos de vértices centrais
e vértices folha associados a solucdo (z,7), isto 6, C = {i € V : 7, = 0} e
F:={i € V:7y; = 1}. O esquema principal do método LB aplicado a0 PAGMGM
consiste em utilizar os conjuntos C e F para formular a restricio de Local Branching

dovi+y (1—w) <K, (4.5)

ieC ieF

em que o pardmetro K determina o tamanho da vizinhanga da solucdo (zZ",%) que
serd investigada. Note que o tamanho da vizinhanca limita a soma do namero de
vértices de C que podem trocar seu papel de central para folha e de F' que podem
trocar seu papel de folha para central em qualquer solugao vizinha de (z",7). A
restrigdo (4.5) é empregada para formular o primeiro subproblema do arcabouco de
ramificagdo externo do Local Branching, dado por:

min Z iy (a7, y) € PLN(4.5)N (B>, B") o . (4.6)

(i,5)€A

Dizemos que uma solugdo (i",79) € Ph N B é aprimorante em relagdo a
solucdo (T",7) se > jyea CijTy; < D j)ea CijTi;- O subproblema (4.6), assim como
todos os outros subproblemas formulados pelo método LB, sdo resolvidos com o
algoritmo Branch-and-cut proposto na Se¢do 4.2. Em cada um desses subproble-
mas é imposto um limite de tempo local para a execugdo do BC. O algoritmo Local
Branching inicia procurando resolver o subproblema (4.6). Quando esse subpro-
blema é resolvido ou o limite de tempo local é atingido, quatro cendrios distintos

podem ocorrer:

morante em relagiio a solucdo (T',7). Assuma que C' == {i € V : j; = 0} e
F:={i €V : g =1} e considere as restri¢des de Local Branching

Zyi+2(1_yi)2K+1 4.7)
icC icF
e
ieC ickF

Um novo subproblema é formulado para investigar a vizinhanca da solugao

aprimorante (2", y) ainda ndo explorada pelo subproblema (4.6), e em seguida
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(if)

(iii)

(iv)
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é resolvido. Esse novo subproblema é definido como:

min{ Y cyalc(2,y) € PLN(AT)N(48)N (B, B") ».  (49)
(i,7)EA

O subproblema (4.6) é resolvido na otimalidade e nenhuma solugdo aprimorante é en-
contrada. Neste caso é feita uma operacgdo de diversifica¢do, isto é, o tamanho
da vizinhanca da solugdo (Z",7) a ser investigada é aumentado e um novo sub-

problema é entdo resolvido. Esse novo subproblema é dado por:

min{ Y cyal:(27,y) € Pp0(411) N (B*,B") o, (4.10)

(i,7)€A

em que a restrigdo de Local Branching

i+ Y (1—y) <K+ [g (4.11)

ieC =

é empregada. Limitamos o nimero méximo de opera¢des de diversificacdo que
podem ser feitas durante o algoritmo LB. Quando este limite é atingido, um
altimo subproblema é formulado e resolvido. Este subproblema investiga todo
o espago de busca de solugdes vidveis para 0o PAGMGM ainda nédo explorado

pelos subproblemas anteriores.

O limite de tempo local é atingido e uma solugio aprimorante (z",y) é encontrada.
Neste caso, 0 mesmo procedimento descrito no cendrio (i) é realizado, isto €,
investigamos em seguida o subproblema (4.9).

O limite de tempo local é atingido e nenhuma solugdo aprimorante é encontrada. Com
o objetivo de reduzir o tempo de busca do subproblema corrente, o tamanho
da vizinhanca da solugdo (7", 7) é diminuido e um novo subproblema definido

a partir da restri¢do de Local Branching

i+ ) (1—w) < [g 4.12)

ieC i€EF
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é entdo investigado. Esse subproblema é dado por:

min{ Y cyal:(27,y) € Pp N (412) N (B, B") o . (4.13)
(i,5)€A

Os quatro cendrios apresentados podem ocorrer na investigacdo de qualquer
um dos subproblemas formulados pelo arcabougo externo de ramificagdo do Local
Branching, com exce¢do do ultimo problema formulado, para o qual o BC é execu-
tado até que o certificado de otimalidade do PAGMGM seja obtido ou o limite de
tempo global do LB seja atingido.

Em nosso estudo, empregamos o arcabougo externo de ramificagdo implemen-
tado em [Martinez & Cunha, 2009]. Nesse trabalho, foi proposto um arcabougo Lo-
cal Branching genérico para a resolucdo de problemas de Programacéo Inteira, que
permite que qualquer resolvedor de PI seja utilizado para resolver os subproblemas
definidos pelo método LB. Essa caracteristica € muito importante no nosso contexto,
uma vez que necessitamos empregar o algoritmo Branch-and-cut como resolvedor
interno. Além disso, o arcabougo permite definir as restri¢des de Local Branching
a partir de qualquer conjunto de varidveis bindrias, e controlar parametros como o
tamanho de cada vizinhanga, o nimero méaximo de operagdes de diversificagdo e o
limite de tempo para a resolucdo de cada subproblema. Todas essas caracteristicas
ndo estdo disponiveis na implementa¢do do método Local Branching oferecida pelo
CPLEX.

Em nossos experimentos computacionais descritos ao final desta se¢do, ado-
tamos o valor K = 5 para todas as instancias testadas. Esse valor foi escolhido
apOs testes preliminares indicarem que mesmo para as instancias de tamanho médio
consideradas, valores maiores para K resultavam em subproblemas quase nunca
resolvidos na otimalidade pelo BC, no limite de tempo imposto. Utilizamos um
nimero maximo de 3 operagdes de diversificacdo. Para cada instancia avaliada, es-
tabelecemos um limite de tempo global de 21600 segundos para a execucdo do LB e
um limite de tempo local de 7200 segundos para a resolugdo de cada subproblema
por meio do BC.

Para as instancias da classe ALM, de maneira similar a abordagem utilizada
para o BC, empregamos a melhor solugdo encontrada pela heuristica CMP, ap6s 300
segundos de processamento, para formular a restricdo de Local Branching (4.5) e o
primeiro subproblema (4.6). Por outro lado, para as instancias das classes CRD e

SYM, formulamos a restricdo (4.5) a partir da primeira solugdo vidvel encontrada
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pelo método BC. Dessa forma, para todas as 90 instancias avaliadas, inicializamos o
LB a partir da primeira solugdo vidvel considerada pelo BC.

4.3.2 Resultados Computacionais

Nesta secdo, apresentamos os resultados computacionais obtidos pelo método
LB, e 0s comparamos aos resultados fornecidos pelos métodos BB-MTZ e BC. Opta-
mos por ndo comparar o LB as meta-heuristicas HVNS, uma vez que, para todas as
instancias consideradas, os melhores limites superiores apresentados em [Martins
& Souza, 2009] foram mais fracos que aqueles obtidos pelo método BB-MTZ ou pelo
algoritmo BC.

A Tabela 4.6 sumariza os resultados obtidos pelos trés métodos para as 90 ins-
tancias de teste avaliadas. As duas primeiras colunas indicam, respectivamente, o
valor de n e o niimero de instancias testadas com n vértices. Os resultados obtidos
pelo BB-MTZ sdo apresentadas nas trés colunas subsequentes, a saber: o nimero
de instancias resolvidas pelo método (resol.), o tempo total gasto para encontrar a
solugdo 6tima para as instancias resolvidas (tt, em segundos) e o nimero de me-
lhores limites superiores obtidos iguais aos melhores limites superiores conhecidos
(w = w*). Assim sendo, essa tltima coluna indica em quantos casos o algoritmo
BB-MTZ forneceu um limite superior idéntico ao melhor conhecido, considerando
os resultados obtidos pelos métodos BB-MTZ, BC e LB. As colunas seguintes apre-
sentam os mesmos dados (resol., tt5 e W = Ww*) para os métodos BC e LB. De forma
analoga a convengdo adotada anteriormente, para os valores de n em que os méto-
dos ndo foram capazes de resolver nenhuma instancia, o simbolo “-” é apresentado
nas entradas correspondentes das colunas ttz.

Tabela 4.6. Sintese dos resultados obtidos pelos métodos BB-MTZ [Akgiun &
Tansel, 2010], BC e LB, para as instancias das classes CRD, SYM e ALM. Todos
os métodos foram testados no mesmo ambiente computacional.

BB-MTZ BC LB
n #instancias resol. tty w=uw" resol. tty w=uw" resol. tty W=w"
30 12 12 300,6 12 12 44 12 12 8,1 12
50 18 18 21364,4 18 18 4994 18 18 411,5 18
70 18 12 1293,9 15 18 278,5 18 18 446,0 18
100 12 6 42969,3 6 6 4356,5 6 6 2029,3 12
200 6 0 - 0 0 - 3 0 - 3
300 6 0 - 0 0 - 1 0 - 5
400 9 0 - 2 0 - 2 0 - 5
500 9 0 - 2 0 - 3 0 - 4

A Tabela 4.6 mostra que o método LB foi capaz de resolver o mesmo ntimero
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de instancias que o BC e 6 a mais que o BB-MTZ. O tempo total gasto pelo LB para
encontrar as melhores solugdes vidveis para as instancias resolvidas pelos trés méto-
dos corresponde a 4,39% do tempo gasto pelo BB-MTZ e 56,33% do tempo gasto pelo
BC. Como pode ser observado na tabela, essa diferenga nos tempos computacionais
gastos pelos métodos LB e BC foi determinada pelas maiores instancias resolvidas,
definidas em grafos com 100 vértices. Para as instancias menores, ndo houve domi-
nancia de um método sobre o outro em termos de tempos computacionais.
Considerando as 36 instancias para as quais a otimalidade ndo foi provada, o
método LB forneceu 23 novos melhores limites superiores. Para as outras 13 ins-
tancias em aberto, 9 melhores limites superiores foram obtidos com o método BC e
4 com o método BB-MTZ. Em particular, para todas as 6 instancias de 100 vértices
ndo resolvidas por nenhum dos trés métodos, os melhores limites superiores foram

obtidos pelo algoritmo LB.

4.3.2.1 Resultados Detalhados

Nesta se¢do, apresentamos os resultados detalhados dos experimentos realiza-
dos com os métodos BB-MTZ, BC e LB.

As Tabelas 4.7 e 4.8 apresentam os resultados computacionais obtidos pelos
trés métodos. A primeira coluna delas indica os ids das instdncias consideradas.
Cada um dos trés blocos de trés colunas seguintes mostram os resultados obti-
dos, respectivamente, pelos métodos BB-MTZ, BC e LB. Sdo apresentados para cada
método: o melhor limite superior (w) obtido no limite de tempo de 6 horas, o tempo
computacional necessério para obté-lo (¢, em segundos) e o tempo total de execu-
¢do do algoritmo (¢, em segundos).

Os limites inferiores obtidos pelo método LB foram mais fracos que aqueles
fornecidos pelo BC para todas as instancias ndo resolvidas, e por isso foram omi-
tidos nas tabelas. Essa baixa qualidade dos limites duais dados pelo LB pode ser
explicada pelo fato de termos implementado o método sob a perspectiva de uma
heuristica de melhoria, com o objetivo de obter limites primais mais fortes para o
PAGMGM. Assim, devido ao desbalanceamento da arvore externa do LB e ao limite
de tempo global de 6 horas imposto para a execugdo do método, o tempo disponivel
para a resolugdo do tltimo subproblema formulado pelo LB, em geral, nédo foi sufi-
ciente para que limites duais mais fortes fossem obtidos.

Assim como o algoritmo BC, o LB claramente domina o BB-MTZ em termos de
tempos computacionais. Observe que, para algumas instancias, o tempo gasto pelo

LB provar a otimalidade foi duas ou trés ordens de grandeza menor que o tempo
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correspondente gasto pelo BB-MTZ. Em apenas 5 casos (instancias com ids 29, 33,
38, 46 e 47), o BB-MTZ foi capaz de provar a otimalidade mais rapidamente que o
LB. No total, considerando todas as 48 instancias resolvidas pelos dois métodos, o
LB gastou 17,97% do tempo gasto pelo BB-MTZ para resolvé-las.

Como pode ser notado nas Tabelas 4.7 e 4.8, o LB resolveu na otimalidade
as mesmas instancias que o método BC, tendo encontrado as solugdes 6timas para
essas instdncias em 34,73% do tempo total gasto pelo BC para encontra-las. Em
contrapartida, o LB gastou, em geral, maiores tempos computacionais para provar
a otimalidade dessas solugdes. Considerando todas as instancias resolvidas pelos
dois métodos, o tempo total gasto pelo LB para prover os certificados de otimalidade
foi 40,46% superior ao tempo correspondente gasto pelo BC. Em apenas trés casos
(instancias com ids 16, 20 e 52), o tempo gasto pelo LB para resolver a instancia foi
inferior ao tempo gasto pelo BC.

Cabe ressaltar que, assim como ocorreu com o método BC, o LB ndo foi capaz
de encontrar uma solucdo vidvel melhor que a solugdo inicial fornecida pela heuris-
tica CMP para trés instancias, todas de 500 vértices (ids 82, 83 e 87). Em todos esses
casos, a solugdo fornecida pela heuristica CMP era pior que as melhores solugdes

encontradas pelos métodos BB-MTZ e BC ap6s 6 horas de processamento.
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Tabela 4.7. Comparacado entre os algoritmos BB-MTZ [Akgun & Tansel, 2010],
BC e LB, para as instancias das classes CRD e SYM.

BB-MTZ BC LB

id w tw t w tw t w tw t

1 4026 3,0 55 4026 0,2 0,2 4026 0,2 0,5
2 3793 278,8 3294 3793 0,1 0,1 3793 0,7 1,0

3 4293 1,9 2,1 4293 0,2 0,2 4293 0,3 0,6
4 5026 2,2 3,3 5026 0,7 0,7 5026 1,1 1,6
5 4648 58 58 4648 0,2 0,2 4648 0,0 0,5

6 5425 58 7,5 5425 1,7 2,5 5425 44 6,7

7 5512 18153,2 202839 5512 33 39 5512 44 8,5

8 5813 828,7  6920,1 5813 49,8 50,2 5813 15,1 52,0
9 5590 398,5 602,7 5590 24 3,0 5590 4,7 6,8
10 6908 4573 31504 6908 70,0 70,6 6908 83,6 85,7
11 7204 786,0 944,4 7204 68,3 77,7 7204 36,6 81,0
12 7277 651,0 37132 7277 269,1 274,3 7277 2264 288,0
13 9633 21,3 23,3 9633 83 8,8 9633 11,4 19,2
14 9743 10,6 16,7 9743 3,8 5,7 9743 5,7 9,7
15 9855 0,7 18,1 9855 4,5 51 9855 44 10,0
16 6516 1096,8  21600,0 6516 72 118,8 6516 20,5 110,3
17 6621 1731,3  21600,0 6586 22883  2299,5 6586 31649 31774
18 7066 20784,9 21600,0 7053 20620  2065,6 7053 1626,3 31308
19 8134 196884 21600,0 8134 15309,0 15316,9 8134 149,0 16738,3
20 7943 355,6 21600,0 7943 1139,9 1143,6 7943 44,3 1118,7
21 8421 133244 21600,0 8419 1049,1 1198,4 8419 14759 1500,0
22 11235 141,5 1434 11235 62,1 66,1 11235 136,0 137,0
23 11373 295,0 632,9 11373 47,0 180,2 11373 127,5 361,4
24 11979 52,5 69,7 11979 16,1 18,2 11979 24,4 36,8
25 9334 19875,7 21600,0 9349 20177,9 21600,0 9251 1988,2 21600,0
26 9562 21510,5 21600,0 9571 9333,1 21600,0 9557  563,2 21600,0
27 9635 21272,7 21600,0 9653 16813,7 21600,0 9622 1346,6 21600,0
28 12916  10089,3 18939,7 12916 1051,1 1622,7 12916  622,5  4021,6
29 13026 565,4 833,9 13026 443,7 445,0 13026 5779 856,6
30 13365  6867,0 7974,3 13365 322,0 577,5 13365 91,7  1962,7
31 1197 0,2 0,2 1197 0,1 0,1 1197 0,0 0,2
32 1435 0,1 0,2 1435 0,1 0,1 1435 0,1 01
33 1408 0,0 0,1 1408 0,0 0,0 1408 0,1 0,1
34 1765 1,6 1,6 1765 0,7 0,7 1765 0,6 0,7
35 2090 1,1 1,1 2090 0,2 0,2 2090 0,3 0,5
36 2008 0,1 0,6 2008 0,1 0,1 2008 0,2 0,2
37 1278 2,1 2,1 1278 0,5 0,5 1278 0,9 09
38 1178 0,3 0,9 1178 0,5 0,5 1178 0,6 09
39 1615 1,0 1,0 1615 0,2 0,2 1615 0,3 0,5
40 2054 8,3 10,5 2054 51 5.2 2054 5,6 6,0
41 1760 2,8 3,6 1760 09 0,9 1760 1,1 1,7
42 2525 9,5 20,2 2525 6,4 7,0 2525 53 9,5
43 4121 7,7 7,8 4121 2,5 2,5 4121 1,6 29
44 4166 13,0 14,1 4166 1,0 1,5 4166 1,4 2,5
45 4979 12,5 24,1 4979 3,0 38 4979 24 6,5
46 1360 3,6 3,6 1360 1,3 1,3 1360 2,1 4,2
47 1448 9,0 9,2 1448 39 4,1 1448 9,8 9,9
48 1521 23,7 24,2 1521 4,3 44 1521 3,7 7,7
49 2028 25,1 25,2 2028 6,9 8,9 2028 10,2 15,0
50 2165 31,1 34,0 2165 1,9 1,9 2165 2,1 34
51 2210 38,8 47,4 2210 19,4 19,4 2210 16,4 21,5
52 4979 162,6 163,9 4979 62,8 63,5 4979 71 28,7
53 4787 194,6 238,0 4787 29,4 36,1 4787 36,9 53,9
54 4997 316,5 421,0 4997 23,5 50,4 4997 69,8 100,5

67
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Tabela 4.8. Comparacado entre os algoritmos BB-MTZ [Akgun & Tansel, 2010],
BC e LB, para as instancias da classe ALM.
BB-MTZ BC LB
id w tw t w tw t w tw ¢
55 5457 8185,7 21600,0 5353 6408,0 21600,0 5317 11454  21600,0
56 5197 204485 21600,0 5055  7731,7 21600,0 5022  1147,8 21600,0
57 5450 21317,5 21600,0 5450 20656,4 21600,0 5428 1106,1  21600,0
58 7164 21135  2269,8 7164 130,2 158,3 7164 156,5 445,8
59 6886  5204,2 57124 6886 853,3 857,8 6886 252,4 1950,3
60 7382 181299 202474 7382  1556,2 35813 7382 3283  6254,8
61 7217  21484,8 21600,0 7075 16366,6 21600,0 7122 11190,1  21600,0
62 7180 20379,7 21600,0 7245 19397,2  21600,0 7118 10558,0 21600,0
63 7556 213685 21600,0 7492 1222,2  21600,0 7514 15607,2 21600,0
64 9680 21458,7 21600,0 9652 127494 21600,0 9764  19436,9 21600,0
65 9916 215610 21600,0 9820  9850,8 21600,0 9801 19569,0 21600,0
66 10039 21576,6  21600,0 9978 8539,7  21600,0 9904 19994,1 21600,0
67 9211 21595,6 21600,0 9705 1748,8  21600,0 9195 18335,0 21600,0
68 9295 21186,5 21600,0 9407  1522,8  21600,0 8877 21371,8 21600,0
69 9359  21354,7 21600,0 9458 3133,5 21600,0 9296 214194 21600,0
70 12603  20440,4 21600,0 12891 3417,1 21600,0 12381  20256,7 21600,0
71 12723  21039,6  21600,0 12246 1935,5 21600,0 12272 17798,8 21600,0
72 13063 21599,8 21600,0 13110  2144,1 21600,0 12725 17976,4 21600,0
73 10917 21326,1 21600,0 11079 5241,3 21600,0 10670  21354,3 21600,0
74 10791 20900,3 21600,0 11036  4670,7 21600,0 11076  13916,8 21600,0
75 10336 21487,9 21600,0 10711  10746,7 21600,0 10447 20489,2 21600,0
76 15055 21587,5 21600,0 14611 12527,7 21600,0 14705 19950,7 21600,0
77 14774 21086,9 21600,0 15086  5585,1 21600,0 14679  19477,8  21600,0
78 15142 21376,5 21600,0 14506 5895,1 21600,0 14184 18370,9 21600,0
79 23287 19095,7 21600,0 21260 148059 21600,0 20345 20089,1 21600,0
80 23951 3072,8  21600,0 20473 12807,5 21600,0 20520 20121,8 21600,0
81 22445  3268,1 21600,0 21478 300,0 21600,0 20427 12783,4 21600,0
82 11872 19183,2 21600,0 11881 15773,7  21600,0 13328 300,0 21600,0
83 12512 20818,5 21600,0 12518  14871,7 21600,0 12990 300,0 21600,0
84 12190 21336,5 21600,0 12035 12348,7 21600,0 12562 10692,2  21600,0
85 17900 20405,3 21600,0 15617  20011,0 21600,0 16187 21201,7 21600,0
86 33992  1190,5 21600,0 16344 13718,6  21600,0 16325 20336,5 21600,0
87 17168 21198,6 21600,0 16466 15514,9 21600,0 18644 300,0 21600,0
88 42194  1796,0 21600,0 24508 300,0 21600,0 23465 21377,1 21600,0
89 23871 5105,2 21600,0 24900 300,0 21600,0 23668 20057,4 21600,0
90 53380  1873,0 21600,0 23901 20303,5 21600,0 22726 19029,6 21600,0
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4.4 Comentarios

Os algoritmos Branch-and-cut e Local Branching, propostos neste capitulo
para a resolucdo exata do PAGMGM, permitiram aprimorar em alguns aspectos os
melhores resultados conhecidos na literatura do problema. Os métodos forneceram
novos certificados de otimalidade para 6 instancias do PAGMGM, e foram capazes
de resolver 54 das 90 instancias de teste consideradas neste estudo. Além disso, os
tempos computacionais gastos para a resolugdo dessas instancias foram entre uma
e duas ordens de grandeza menores que os tempos gastos pelo algoritmo proposto
em [Akgun & Tansel, 2010]. Considerando as 36 instancias para as quais a otimali-
dade nao foi provada, o algoritmo BC forneceu 34 novos melhores limites inferiores
e 9 novos melhores limites superiores. Ja o método LB foi capaz de obter 23 novos
melhores limites superiores.

Apesar desses resultados obtidos pelos métodos BC e LB, percebemos que o
PAGMGM é ainda muito dificil de ser resolvido, principalmente para as maiores
instancias consideradas nesta dissertacdo. Em particular, os métodos BC e LB nédo
foram capazes de resolver nenhuma instancia com 200 ou mais vértices. Para esses
casos, os gaps de dualidade obtidos pelo BC foram elevados, com um valor médio
superior a 13%.

Dada a dificuldade em se resolver as maiores instancias do PAGMGM por
meio dos algoritmos apresentados neste capitulo, baseados na formulacdo Fj,
propomos uma Relaxacdo Lagrangeana baseada na formulagdo F;. Essa formulagédo
fornece os limites de Programacao Linear mais fortes que conhecemos para o pro-
blema. Esperamos com essa abordagem conseguir avaliar mais rapidamente w(F;),
por meio de um algoritmo paralelo para resolver o Problema Dual Lagrangeano.
Pelo lado primal, desenvolvemos uma Heuristica Lagrangeana com o objetivo de
obter melhores limites superiores para 0o PAGMGM. No capitulo seguinte discuti-

mos esses métodos.






Capitulo 5

Algoritmos Sequenciais e Paralelos
para o PAGMGM Baseados em
Relaxacao Lagrangeana

Neste capitulo, introduzimos algoritmos sequenciais e paralelos para o
PAGMGM baseados em Relaxagdo Lagrangeana. O nosso principal objetivo é con-
seguir avaliar, ou a0 menos aproximar, o limite inferior w(F;) de forma mais rdpida
que por meio do algoritmo de planos de corte discutido na Sec¢do 3.5.1 e pela nossa
implementacdo do procedimento iterativo proposto em [Gouveia & Telhada, 2011].
Para tanto, apresentamos primeiramente um esquema de Relaxagdo Lagrangeana
obtido a partir da reformulagdo por intersecdo. Em seguida, descrevemos uma im-
plementacdo paralela de uma variagdo do Método de Subgradiente empregada para
resolver o Problema Dual Lagrangeano. Apresentamos entdo uma Heuristica La-
grangeana para encontrar solugdes vidveis de boa qualidade para o PAGMGM. Por

tim, avaliamos computacionalmente os métodos propostos neste capitulo.

5.1 Relaxacao Lagrangeana da Reformulacao por
Intersecao

Muitos problemas dificeis de Programacao Inteira podem ser vistos como pro-
blemas faceis de otimizagdo aos quais restrigdes complicantes sdo adicionadas. As-
sim, ao se relaxar tais restri¢cdes, obtemos um problema de fécil resolugdo, cuja
solucdo 6tima fornece um limite inferior (no caso de problemas de minimizagdo)

valido para o problema original. A Relaxa¢do Lagrangeana (RL) é uma técnica de
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decomposicdo que explora essa ideia, e pode ser empregada como uma alternativa
a relaxacdo de Programacgdo Linear, para avaliar (ou aproximar) os limites inferiores
de um problema de PI, sem resolver explicitamente Programas Lineares.

Nesta secdo, introduzimos uma Relaxacdo Lagrangeana baseada na reformu-
lagdo por intersecdo para o PAGMGM, cujo objetivo é obter uma boa aproximacdo
de w(Pr) em tempos computacionais razodveis. Considerando o que foi exposto na
Secdo 3.3, reescrevemos a seguir a reformulacdo por intersecdo como apresentada

na Secdo 3.5.1.3. Assuma que o poliedro P; C R™2"*+)+" geja definido por:

ST -y < u:ﬂ (5.1)

=%
2(A)=n—-1, VreV, (5.2)

(6 () =1, VreV, ie V\{r}, (5.3)
(1= d)y; — 2(6(i)) < —d, Vi€V, (5.4)
(n—=2)y; +2(0(1)) <n—1, YieV, (5.5)
zij—ay—a,; =0, VreV, {i,j} € E, (5.6)
zij +yi+y; <2, Vi, j} € E, (5.7)
ai+y <1, VreV, (i,j) e A\ (r), (5.8)
2; >0, V{i,j} € E, (5.9)

0<y <1, VieV, (5.10)

0<zy <1, VreV, (ij) € A (5.11)

Vamos relaxar e dualizar as restri¢cdes (5.4)-(5.8). Para tanto, assuma que os
multiplicadores {o; € R, :i € V}, {Bie Ry tie V), {y; e R:r eV, {i,j} € £},
{wij € Ry 2 {i,j} € Eye{u; € Ry :r €V, (i,j) € A\ d7(r)} sdo associados,
respectivamente, as restrigoes (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) e (6.8). Por simplicidade, assuma
que 7 = (o, 3,7, w, 1) denota o vetor de multiplicadores Lagrangeanos de dimensao
apropriada. Assuma também que {¢;; : {i,j} € E},{u;:i € V}e {Z:j reV, (i,)) €
A} denotem os custos Lagrageanos associados as varidveis z, y e =, respectivamente.

Esse esquema de relaxagdo resulta em um Problema de Relaxacdo La-
grangeana (PRL) que pode ser decomposto em n + 2 subproblemas independentes:
um envolvendo a variavel z, outro envolvendo a variavel y e um envolvendo cada

varidvel {z" : r € V'}. Dessa forma, limites inferiores para 0o PAGMGM podem ser
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obtidos ao se resolver o PRL dado por

w(m) = )+ wy () + Z w, () + const(m), (5.12)

em que const(m) é um termo constante independente de z, y e z, definido por

const(m) = dz a; + (1 —n) Z Bi —2 Z Wij — Z Z i (5.13)

eV eV {i,j}eE reV (i,j)€A\dT(r)

e w,, w, e w, sdo, respectivamente, os valores 6timos dos problemas (5.14), (5.15) e
(5.16):

w,(m) = min Z Cijzijz €Ty, (5.14)
{i.j}eE
wy(7) = min {Zmyi cy € B, y satisfaz (5.1)} , (5.15)
eV
wy(m) =min{ > Tiaf 2" € B, 2" satisfaz (5.2)-(5.3) p . (5.16)
(i,5)€A

Em (5.14), T' denota qualquer descricdo genérica da envoltéria convexa do
Politopo das Arvores Geradoras de G, por exemplo, T = {2z € R” : z(E) =
n—1,z(E(S)) < |S|—1,¥S C V,S # 0}. Apesar das restri¢cdes z € T serem re-
dundantes para o PRL (5.12), optamos por utilizé-las em (5.14) com o objetivo de
reforgar a topologia de rede nas solugdes 6timas do PRL.

Para resolver (5.14), precisamos apenas encontrar uma darvore geradora de
custo minimo do grafo GG, valorado com custos Lagrangeanos {¢;; : {i,j} € £} asso-
ciados as suas arestas. Tal arvore pode ser encontrada em O(mlogn), por exemplo,
com o algoritmo proposto em [Kruskal, 1956]. Para resolver (5.15), implementamos
um procedimento com complexidade de tempo O(nlogn), que ordena os vértices

de V' de acordo com os custos Lagrangeanos {@; : ¢ € V'}. Assim, atribuimos y; = 1

n—2
d—1

tradas de y, atribuimos y; = 1 se u; < 0 e y; = 0 caso contrario. Cada subproblema

as entradas de y associadas aos n — L J menores valores u;. Para as demais en-
(5.16) pode ser resolvido em O(m) por inspegdo, selecionando o arco (,j) € §(j)
associado ao menor valor Z:j, paratodoj e V.

Uma vez que w(7) nos fornece um limite inferior vélido para o w(Fy), é dese-

javel encontrar os valores dos multiplicadores Lagrangeanos m que maximizam esse
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limite. Para tanto, resolvemos o Problema Dual Lagrangeano (DL):
wpr, = maxw(m). (5.17)

Observe que os subproblemas (5.14)-(5.16) satisfazem a Propriedade da Inte-
gralidade [Geoffrion, 1974], e portanto, wp;, = w(P;). Para resolver o problema
(5.17), ou a0 menos obter uma boa aproximacgado de wpy, implementamos uma vari-

acdo do Método de Subgradiente, discutida na préxima segao.

5.2 Otimizacao Via Método de Subgradiente

Varios métodos podem ser empregados para resolver o DL. Pelos bons resul-
tados obtidos em muitos problemas praticos e por sua simplicidade de implemen-
tacdo, o Método de Subgradiente (MS) [Held & Karp, 1970, 1971; Held et al., 1974]
é uma das técnicas mais empregadas. Outras técnicas comumente utilizadas sdo o
Método de Feixes [Lemarechal, 1974] e o Método do Volume [Barahona & Anbil,
2000; Bahiense et al., 2002, 2003].

Nesta dissertagdo, implementamos uma variagdio do MS proposta em
[Camerini et al., 1975], denominada Deflected Subgradient Method (DSM). O DSM é
um método iterativo cuja tinica diferenca em relagdo ao MS classico esta relacionada
a escolha da dire¢do de busca. Assuma que em uma dada iteracdo £ do DSM, todos
os valores (multiplicadores, custos Lagrangeanos, subgradientes, etc) envolvidos no
método sdo indexados por k. A seguir, sintetizamos os principais passos do DSM
aplicado para a resolucdo de (5.17).

Inicializagao

1. Inicialize o contador de iteragdes: k < 0.

2. Atribua valores iniciais validos aos multiplicadores Lagrangeanos, por
exemplo:
a) af =0, VieV,
b) BF =0, VieV,
Q) =0, vreV, {i,j}€E,
d) vk =0, ¥{i,j} € E,
e) uf =0, VreV, (i,j) € A\ (r).

J

Repita
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1. Calcule os custos Lagrangeanos:

a) @ =cij — (oF +ak) + (BF+ B5) + X, ev T Wb, Vi i} € B,

b) @ = (1=d)af+(n—=2)BF+X" (i jyesii) WhTren\ (i} 2(ig)es (i) pit Viev,

r.k .

—rk —y. se 1=, L

o) I = A , VreV, (i,5) € A
_77,‘77 +Hz‘; se 1 #T)

2. Resolva os subproblemas (5.14)-(5.16). Sejam z*, y* e {T"* : r € V'} as suas
solugdes 6timas, respectivamente.

3. Calcule um vetor subgradiente s* = (s, sgr, Syt Sk s Suz;k) da fun¢ao DL

(5.17), avaliada em z*, 5% e {z"F : r € V'}:

a) sor = (1 —d)gi —2"(0(i)) +d, VieV,

b) sgr = (n—2)g; +2"(0(1)) —n+1, VieV,
-l eV, {ig ek,
d)%Z:EZ+y?+ﬁ—Q,VﬁJ}eE,
€) s,mx = Ty =1, VreV, (i,j) € A\t (r).

C) S,Y;,_k: -

4. Calcule um vetor de direcio de busca b*:

o ¥ se k=0,
|l A=NsFENEE se k>,

em que A € (0,1) é um escalar real.
5. Calcule o tamanho do passo p*:
o SUB = (e 5tk )
jtals ’

em que ¢ € (0,2] é um escalar real, UB é um limite superior qualquer
para w e ||b*|| é a norma Euclidiana do vetor de direcdo de busca b*.

6. Atualize os multiplicadores Lagrangeanos:
a) o™ = max{a¥ + p*b,x,0}, Vi€V,
b) B = max{BF + prbge, 0}, VieV,

) i =+ o, eV, i} €E,
d) wij™ = max{wf; + p*0,, 0}, V{i,j} € E,
ij

e) M%Hl — max{u;’-k + pkbuz}k, 0}, VreV, (i,j) € A\ ot (r).

7. Avalie a convergéncia do método de acordo com as regras:
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a) See <min. ou
b) k£ =max; ou

c) o limite de tempo 1t (DSM) foi atingido, pare.

Em todas as itera¢des do Método de Subgradiente clédssico, o vetor de dire¢do
de busca é um vetor subgradiente da fun¢do Dual Lagrangeana, isto é, b* = s* para
k =0,...,max; — 1. Observe que no método proposto em [Camerini et al., 1975],
apenas na primeira iteragdo temos b = s”. Para todas as demais iteragdes (k > 0),
o calculo da diregdo de busca considera todas as dire¢des de busca empregadas nas
iteracdes 0,...,k — 1, fazendo b* = (1 — \)s* + A\bF~!, em que A é um escalar real
no intervalo (0,1). Apds experimentos preliminares, decidimos utilizar em nossa
implementacdo o valor A = 0,05.

Com relacdo aos demais pardmetros do DSM, inicializamos ¢ = 2,0 e atualiza-
mos ¢ = 0,8 sempre que 200 itera¢cdes do método sdo realizadas sem aprimorar o
melhor limite Dual Lagrangeano até entdo obtido. Quando ¢ < min, = 107*, 0 DSM
é tinalizado. Os outros parametros utilizados para a avaliagdo da convergéncia do
método foram max; = 20000 e 1t (DSM) = 14400 segundos (4 horas).

E sabido que métodos de subgradientes tendem a apresentar dificuldades de
convergéncia se muitas restri¢des de igualdade sdo dualizadas [Beasley, 1993]. Isso
acontece ja que, nesse caso, mais entradas do vetor de direcdo de busca tendem a
assumir valores ndo nulos, o que aumenta a norma Euclidiana ||0*|| e reduz para
valores pequenos o tamanho do passo p*. Isso posto, para o caso particular do
PAGMGM, encontramos dificuldades adicionais na resolucao do Problema Dual La-
grangeano através do DSM, ja que o namero de restrigdes de igualdade dualizadas
é da ordem de O(n?) para instancias definidas em grafos completos, como as uti-
lizadas nesta dissertagdo. Uma consequéncia do niimero elevado de restri¢cdes de
igualdade dualizadas é o aumento do ntiimero de itera¢des necessarias para que o
DSM consiga prover uma boa aproximagdo de wy,p. Além disso, como o namero de
variaveis da reformulagdo por interse¢do é também da ordem de O(n?), o tempo de
computagao de cada iteragdo do DSM é bastante alto.

Por outro lado, 0 DSM possui fontes de paralelismo que podem ser exploradas
com o objetivo de reduzir o tempo computacional gasto em cada iteragdo. Ape-
sar de métodos de subgradientes serem essencialmente sequenciais, cada operagéo,
como por exemplo, o cdlculo dos custos Lagrangeanos e dos subgradientes, pode ser
feita através de lacos paralelos. Outras operagdes como a atualizagdo dos multipli-
cadores Lagrangeanos e o cdlculo das dire¢des de busca envolvem a multiplicacdo

de vetores por um escalar e a soma de vetores. Além disso, a resolu¢do dos sub-
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problemas Lagrangeanos (5.14)-(5.16) pode ser feita de forma independente. Todas

essas operagdes sdo passiveis de paralelizagdo, como descrevemos a seguir.

5.3 Uma Implementacao Paralela do Método de
Subgradiente

Com o objetivo de executar mais itera¢des do DSM no limite de tempo com-
putacional 1t (DSM) e obter melhores aproximacgdes de w(F;), implementamos uma
versdo paralela do DSM. Antes de descrevermos essa implementagdo, revisamos
a seguir os principais conceitos basicos de programacdo paralela empregados no
texto. Para uma descrigdo mais completa desses e de outros conceitos relacionados
a programacao paralela, sugerimos o livro texto [Rauber & Riinger, 2010].

5.3.1 Conceitos Basicos de Programacao Paralela

Ha alguns anos, fabricantes de circuitos integrados passaram a produzir pro-
cessadores com vdrias unidades de computagdo independentes em um tnico chip.
Usualmente, o termo niicleo de processamento (core) é utilizado para referenciar uma
tinica unidade de computacdo. Assim, um processador single-core possui apenas
um nucleo, enquanto o termo multi-core é utilizado para denotar um processador
com vdrios nucleos. Atualmente, computadores pessoais comuns possuem dois
(dual-core), quatro (quad-core) ou até seis (hexa-core) nticleos de processamento em
um tnico processador.

Um programa paralelo é executado por vdrios processadores ou ntcleos de
processamento, de modo que em cada um deles sdo executados um ou mais fluxos
de controle, denominados processos ou threads. Um processo pode possuir varias
threads que compartilham um mesmo espaco de enderecamento, enquanto cada
processo possui um espago de enderecamento préprio. A escolha do termo a ser
empregado em geral depende da organizacdo fisica da memoria do ambiente de
execugdo. Em sistemas com memdria distribuida, em que cada processador ou nticleo
tem acesso a uma memoria prépria privada, é comum empregar o termo processo.
Por outro lado, o termo thread é usualmente utilizado para sistemas de memdria com-
partilhada. Em ambientes desse tipo, uma memoria compartilhada global armazena
os dados de um programa e pode ser acessada por todos os processadores ou nu-
cleos do sistema de hardware.

A criagdo de processos e threads pode ser feita através de um conceito
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chamado fork-join. Em geral, programas paralelos executando em um sistema de
memoria compartilhada iniciam com uma tnica thread ativa, denominada thread
mestre, responsdvel por executar a parte sequencial do cédigo. Nas partes do codigo
em que a computagdo paralela é necessaria, chamadas secdes paralelas, a thread exis-
tente cria threads filhas em uma operacdao chamada fork. Entdo, as threads filhas,
juntamente com a thread mestre, executam em paralelo o c6digo da secdo paralela,
ao final da qual o controle da execugdo retorna para a thread mestre, em uma oper-
acgdo chamada join.

Uma das primeiras etapas do projeto de um programa paralelo é a decom-
posicgdo dos calculos do programa sequencial em vérias partes, chamadas tarefas. O
tamanho de uma tarefa, dado por exemplo, em termos do ntiimero de instrugdes, é
chamado granularidade. A execugdo de uma tarefa é atribuida a uma tnica thread
ou processo (escalonamento de tarefas), que sdo entdo atribuidos a unidades de com-
putagdo fisicas (escalonamento de threads ou processos). O escalonamento de tarefas é
responsavel ndo apenas por atribuir tarefas a threads ou processos como também
por definir a ordem em que essas tarefas serdo processadas.

Tarefas diferentes podem ser executadas em paralelo por multiplas threads ou
processos. No entanto, as dependéncias entre tarefas sdao restricdes importantes que
devem ser consideradas no escalonamento destas para garantir a corretude de um
programa paralelo. Por exemplo, se uma tarefa T1 utiliza dados produzidos por
uma outra tarefa T2, a execugdo de T1 s6 pode ser iniciada ap6s o término de T2. O
principal objetivo do escalonamento de tarefas é conseguir uma boa divisdo da carga
de trabalho entre as threads ou processos, chamada balanceamento de carga. O ideal é
conseguir atribuir as threads ou processos tarefas que realizam um mesmo niimero
de calculos e consequentemente demandam um mesmo tempo de processamento.

Uma outra questdo importante que deve ser considerada no projeto de progra-
mas paralelos é a sincronizagdo de threads e processos. Os métodos de sincronizacdo
em geral estdo relacionados a forma em que informagdes sdo trocadas entre proces-
sos e threads, e esta depende da organizagdo fisica da memoria do ambiente de exe-
cucdo. Em ambientes de memoria distribuida, informacgoes sao trocadas através da
passagem de mensagens entre processos. Em ambientes de memoria compartilhada, a
troca de informacoes entre threads é feita através de varidveis compartilhadas, escritas
por uma thread e lidas por outra thread.

A sincronizagdo entre threads é responsédvel por coordenar o acesso de vérias
threads a dados compartilhados. Uma forma de coordenacdo se d4 pelo uso de
barreiras de sincronizagido. Nesse caso, quando uma thread executa as tarefas que

lhe foram atribuidas e atinge um ponto do c6digo marcado por uma barreira de
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sincronizacdo, ela deve esperar até que todas as outras threads executem comple-
tamente a parte do programa anterior a barreira. Apenas quando todas as threads
atingem a barreira de sincronizagdo, elas podem continuar executando a parte do
cédigo posterior a barreira.

Quando varidveis compartilhadas sdo utilizadas, em geral deve ser proibido o
acesso simultaneo de multiplas threads a uma mesma varidvel compartilhada, para
a realizacdo de operagdes concorrentes de leitura e escrita, uma vez que tal compor-
tamento pode resultar em condigdes de corrida. Nesse contexto, o termo condicdo de
corrida se refere ao fato do resultado de uma computacéo paralela poder ser depen-
dente da ordem em que as threads acessam uma varidvel compartilhada. A presenca
de condigdes de corrida pode resultar em um comportamento ndo deterministico de
um programa paralelo, devendo portanto ser evitada.

Se uma mesma operacao deve ser aplicada de maneira independente a diferen-
tes elementos de uma estrutura de dados, podemos utilizar a computagdo paralela
para reduzir o tempo total de processamento. Nesse caso, os elementos da estru-
tura de dados podem ser distribuidos uniformemente entre os ntcleos de processa-
mento e cada nicleo executa a operacdo sobre os dados que lhe foram atribuidos.
Esse tipo de paralelismo é chamado de paralelismo de dados. Em geral, linguagens
de programacdo que fornecem paralelismo de dados funcionam de maneira simi-
lar a linguagens de programacédo sequenciais, em que um fluxo de controle tnico
é utilizado. No entanto, essas linguagens possuem construgdes especiais que per-
mitem o paralelismo de dados em estruturas de dados como arranjos. Esse modelo
de computacdo paralela também é conhecido como Single-Instruction, Multiple-Data
(SIMD).

O paralelismo de dados também pode ser explorado em modelos Multiple-
Instruction, Multiple-Data (MIMD), nos quais nicleos de processamento tém acesso
simultaneo a diferentes instru¢des que manipulam diferentes dados. Para tanto,
em geral o modelo Single Program Multiple Data (SPMD) é utilizado, no qual um
mesmo programa paralelo é executado de forma independente por todos os nticleos
de processamento em paralelo. Nesse modelo, o paralelismo de dados é obtido
quando cada nucleo fica responsavel por executar as operagdes sobre uma parte
especifica dos dados.

Muitos algoritmos tém seus cdlculos realizados através de um processo que
percorre de forma iterativa uma estrutura de dados, chamado laco. Em geral, as
iteragdes de um lago sdo executadas sequencialmente, isto é, o processamento da
iteragdo 7 s6 € iniciado ap6s o término do processamento da iteracdo ¢ — 1. No

entanto, se ndo existirem dependéncias entre as iteragdes de um lago, estas podem
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ser executadas em uma ordem arbitrdria ou até mesmo em paralelo por diferentes
nucleos de processamento. Esses lacos sdo chamados lagos paralelos.

As duas principais medidas empregadas para avaliar o desempenho de pro-
gramas paralelos sdo o speedup e a eficiéncia paralela. Assumindo que ¢(p) denota o
tempo de processamento necessdrio para executar um programa em p nucleos de
processamento e que t*(1) denota o tempo de processamento necessario para exe-
cutar a melhor implementagdo sequencial para o programa conhecida, o speedup
s(p) de um programa paralelo é definido como s(p) := %, isto é, o speedup indica
quantas vezes o programa paralelo que usa p nticleos é mais rapido que a melhor
implementacgdo sequencial conhecida. Ja a eficiéncia paralela e(p) é uma medida
do qudo bem o programa paralelo utiliza o tempo nos p ntcleos de processamento,

sendo definida como e(p) := %.

5.3.2 Detalhes de Implementacao

O algoritmo paralelo do DSM foi implementado utilizando o padrdo
OpenMP®[OpenMP API, 2012], que possui uma Interface de Programagdo de Apli-
cacdo (Application Programming Interface, API) com uma colegdo portavel de rotinas,
diretivas de compilacdo e varidveis de ambiente para a programacdo paralela em
sistemas de memoria compartilhada. Duas razdes principais motivaram a nossa es-
colha pelo OpenMP. A primeira delas é a facilidade oferecida por sua API para a
extensdo da linguagem de programacao C++, utilizada em todas as implementacgdes
deste trabalho, para o suporte a constru¢des de paralelismo de dados, SPMD, balan-
ceamento de carga, criacdo e destruicdo de threads e sincronizagdo. A outra razao é
o proprio modelo de programacdo do OpenMP, baseado em uma colecdo de threads
executando simultaneamente em multiplos niicleos de processamento com acesso a
uma memoria compartilhada, exatamente a arquitetura que temos disponivel para
a realizagdo dos nossos experimentos computacionais.

No OpenMP, a criagdo e a destruicdo de threads sdo feitas implicitamente de
acordo com o padrdo fork-join. Se¢des paralelas podem ser definidas através de di-
retivas de compilacdo. No inicio de uma segdo paralela, a thread mestre realiza de
maneira implicita uma operagdo fork, criando threads adicionais que executam em
paralelo tarefas similares ou diferentes definidas no cédigo da secdo paralela. Ao
final da secdo paralela existe uma barreira de sincronizagdo implicita, a partir da
qual apenas a thread mestre continua sua execugdo (operagdo join implicita).

Para conseguir niveis razoaveis de paralelismo em nossa implementagao para-

lela do DSM em um modelo de meméria compartilhada, utilizamos estruturas de
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dados apropriadas para representar os vértices, as arestas e os arcos de uma ins-
tancia do PAGMGM. A escolha dessas estruturas foi feita com o intuito de con-
seguirmos principalmente um bom nivel de paralelismo de dados. A seguir, lis-

tamos as principais informac¢des armazenadas em cada uma dessas estruturas de

dados:

¢ Informacgdes armazenadas na estrutura de dados que representa o vérticei € V:

(i) multiplicadores Lagrangeanos «; e 3;,
(ii) custo Lagrangeano ;,
(iii) variavel y,,
(iv) componentes s,, e sz, do vetor subgradiente s,
(v) componentes b,, e bg, do vetor de direcdo de busca b,
(vi) apontadores para as arestas pertencentes a (i) e
(vii) apontadores para os arcos pertencentes a d* (i) e 6~ (4).
e Informagdes armazenadas na estrutura de dados que representa a aresta
{i,j} € E:
(i) multiplicadores Lagrangeanos {7}, : 7 € V'} e wyj,
(ii) custo c;j,
(iii) custo Lagrangeano c;;,
(iv) variavel z;,
(v) componentes {s, : r € V} e s,,; do vetor subgradiente s e
(vi) componentes {b,; : r € V} eb,,; do vetor de diregdo de busca b.
e Informacgdes armazenadas na estrutura de dados que representa o arco (i, j) €
A:
(i) multiplicadores Lagrangeanos {yj; : 7 € V'},
(ii) custos Lagrangeanos {Z:j reVy,
(iii) variavel {7}, : r € V'},
(iv) componentes {s,; :r € V} do vetor subgradiente s,
(v) componentes {b%_ : 7 € V} do vetor de diregao de busca b,

(vi) apontador para a aresta {i, j} que deu origem ao arco (i, j) e
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(vii) apontador para o arco reverso (7, 7).

Com o uso das estruturas de dados listadas, cada operacdo principal do DSM
foi paralelizada utilizando uma mesma estrutura de trés lacos for aninhados: um
para cada vértice i € V, outro para cada arco (i,j) € 0%(i) e o ultimo para cada
vértice r € V. Assim, o lago mais externo percorre a lista de vértices, o segundo laco
processa a lista de arcos que partem de cada vértice (e consequentemente a lista de
arestas que incidem em cada vértice) e o lago mais interno percorre a lista de raizes.

Para exemplificar o uso dos trés lagos for aninhados nas operacoes
principais do DSM, mostramos na Figura 5.1 o pseudo-cédigo da fungdo
COMPUTE-LAGRANGIAN-COSTS, implementada para calcular os custos La-
grangeanos associados as varidveis {z;; : {i,j} € E}, {y;, 1 i € Vie{w] : r €
V, (i,7) € A}. Optamos por manter no pseudo-c6édigo o nome da fun¢do no idioma
inglés, da forma como foi escrito originalmente na nossa implementagdo em C++ do

DSM, mostrada na Figura 5.2.

COMPUTE-LAGRANGIAN-COSTS(V, E, A, k)

1 forieV

2 = (1 —d)ak + (n —2)3F

3 for (i,7) € 67 (4)

4 // seja {i, j} a aresta que deu origem ao arco (3, j)

5 ﬂf = ﬂf + wfj

6 if i < j // garante que a componente Ei-“j é calculada em

// uma Unica itera¢do do for mais externo (linha 1)

7 e =cij — (af +of) + (BF + BF) + Wk
8 forrcV
-rk k
9 Lj ==
10 ifi<j
_ _ k
11 o=+
12 ifr=#£i
. g
13 “fk: Uf;’ M:j
=T, =T, k

15 return (¢,,1)

Figura 5.1. Pseudo-cédigo da funcdo que calcula os custos Lagrangeanos na
k-ésima iteracdo do DSM

Observe que empregando as estruturas de dados descritas, é possivel calcular

=k oL kL 7k o
os custos Lagrangeanos {c;; : {i,j} € E}, {u; :i € V}e{l; :r €V, (i,j) € A} em
uma Unica execucdo dos trés lagos for aninhados. A mesma observagao é valida
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para o calculo dos subgradientes, vetores de direcdo de busca, tamanho do passo
e multiplicadores Lagrangeanos, cujos pseudo-cédigos ndo sdo apresentados neste
texto. Note também que quaisquer duas iteragdes distintas do lago for da linha
1 ndo acessam simultaneamente uma mesma varidvel compartilhada, ou seja, ndo
existe nenhuma componente dos vetores de custos Lagrangeanos ¢, u e I que tem
seu valor calculado por duas ou mais itera¢des distintas do laco for mais externo.
Portanto, esse laco pode ser executado em paralelo.

Assumindo que p denota o nimero de threads disponiveis, o laco for mais
externo (linha 1 do cédigo da Figura 5.1) é particionado em p blocos disjuntos com
aproximadamente o mesmo ntmero de iteragdes consecutivas. As instrucdes de
cada bloco de itera¢des sdo entdo atribuidas a uma thread especifica. Mais precisa-
mente, o lago for mais externo possui n iteragdes. As primeiras n mod p threads
ficam responsdveis pela execugdo de [n/p] iteracdes e as outras threads ficam res-
ponsaveis por |n/p| iteragdes. Assim, cada thread executa uma mesma operagao
em diferentes blocos de dados, evitando problemas como as condi¢des de corrida.
Na nossa implementacdo, empregamos a diretiva de compilacdo parallel for
fornecida pela API do OpenMP para realizar o particionamento dos dados, o escalon-
amento de tarefas e a criagao, sincronizacao e destruicao de threads de maneira im-
plicita.

Com o intuito de ilustrar o uso da API do OpenMP para a especificagdo
de um lago paralelo, apresentamos na Figura 5.2 a implementacdo em C++ da
funcdo compute_lagrangian_costs, que calcula em paralelo os custos La-
grangeanos em uma iteracdo do DSM. Assuma que essa fungdo é um membro da
classe DeflectedSubgradientMethod, assim como os arranjos list_nodes,
list_edges e list_arcs e os parametros n e d.

Observe que a tnica diferenga entre as implementagdes sequencial e para-
lela da fungdo para o calculo dos custos Lagrangeanos é a linha #pragma omp
parallel for private (nodel, node2, edge, arc). O termo parallel
for indica que o primeiro lagco for que aparece ap6s o termo é um laco para-
lelo. J& a expressdo private (nodel, node2, edge, arc) indica que uma
copia local privada das varidveis nodel, node2, edge e arc deve ser feita para
cada thread. O ntmero de threads que sdo criadas é definido pela cldusula
omp_set_num_threads (p), chamada no inicio do programa. Utilizamos em nos-
sos experimentos p = 6 threads.

Na nossa implementagdo paralela do DSM, também resolvemos os n subpro-
blemas (5.16) em paralelo. Apesar das resolugdes dos subproblemas (5.14) e (5.15)

também serem paralelizaveis, optamos por utilizar algoritmos sequenciais, uma vez
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void DeflectedSubgradientMethod: :compute_lagrangian_costs ()
{

Node * nodel, * node2;

Edge * edge;

Arc % arc;

int i, 3J, r;

#pragma omp parallel for private(nodel, node2, edge, arc)

for (i = 0; i < n; ++1 ) {
nodel = list_nodes[i];
nodel->u_lagrangian_cost = ( 1 - d ) x nodel->alpha +
(n - 2 ) » nodel->beta;

for ( size_t ind = 0; ind < nodel->out_arcs.size(); ++ind ) {
arc = nodel->out_arcs[ind];
edge = arc->original_edge;
node2 = arc->destination;

j = node2->id;
nodel->u_lagrangian_cost += edge->omega;
if (i < j ) edge->c_lagrangian_cost = edge->c + edge->omega -

nodel->alpha - node2->alpha +
nodel->beta + node2->beta;

for (r = 0; r < n; ++r ) {
arc->1_lagrangian_cost([r] = -edge->gammalr];
if (i < j ) edge->c_lagrangian_cost += edge->gammalr];
if (r !'= 1) |

nodel->u_lagrangian_cost_ += arc->mulr];
arc->1_lagrangian_cost[r] += arc->mulr];

Figura 5.2. Implementacdo em C++ da fungdo que calcula os custos La-
grangeanos em uma iteragdo do DSM

que o tempo de computagdo necessario para resolvé-los representa uma fragdo in-
significante do tempo total de processamento do DSM, principalmente para as ins-
tancias de maior porte (n > 100).

Programas paralelos baseados no paradigma de paralelismo de dados podem
apresentar uma baixa eficiéncia paralela, principalmente se as instancias do pro-
blema consideradas ndo forem regulares. Nesse caso, surgem dificuldades adicionais
no processo de balanceamento de carga. Para ilustrar tais dificuldades, considere
que o calculo dos custos ¢}; e ¢, sdo realizados em paralelo por duas threads dis-
tintas. Se o nimero de multiplicadores Lagrangeanos que modificam o custo ¢}; for
consideravelmente diferente do nimero de multiplicadores avaliados no calculo de
E’;q, uma thread tende a terminar sua tarefa muito antes da outra.

Como os passos basicos (1)-(7) do lago de repeticdo do DSM sdo inerente-

mente sequenciais, existe a necessidade de imposi¢do de mecanismos de sincroniza-
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¢do de threads, para evitar acessos simultaneos a varidveis compartilhadas, im-
pedir condi¢des de corrida e garantir que o resultado do programa paralelo seja
o mesmo fornecido pelo programa sequencial correspondente. Tais mecanismos
devem garantir, por exemplo, que nenhuma thread inicie a resolu¢do dos subpro-
blemas (5.14)-(5.16) antes que todas as threads tenham finalizado seus lagos para
calcular os custos Lagrangeanos. Como uma consequéncia dessa sincronizagéo, re-
alizada implicitamente pelo OpenMP através de barreiras de sincroniza¢do, se uma
thread executar o seu lago em um tempo muito menor que as demais, ela deve ficar
esperando o término de todas as outras threads para poder comecar a executar out-
ras tarefas. Isso aumenta o tempo de espera das threads e reduz a eficiéncia paralela
do programa, devendo portanto ser evitado.

Isso posto, é importante destacarmos que todas as instancias do PAGMGM
na literatura sdo definidas em grafos completos. Isso significa que, por exemplo, o
nimero de multiplicadores Lagrangeanos que devem ser considerados no cédlculo
dos custos Lagrangeanos ¢}; e ¢, sdo sempre iguais. De modo similar, o nimero de
entradas Z:Jk que devem ser comparadas na resolugdo de dois subproblemas (5.16)
diferentes também sdo iguais. O mesmo comportamento é observado em todos os
demais passos do DSM. Portanto, as cargas de trabalho atribuidas as threads em
se¢Oes paralelas do cddigo tendem a ser uniformes, isto é, todas as threads tendem a
gastar aproximadamente o mesmo tempo computacional para a execucdo de tarefas
em paralelo. Por essa razdo, a nossa implementacdo paralela do DSM obteve niveis

de eficiéncia paralela bastante razodaveis.

5.4 Uma Heuristica Lagrangeana

Com o objetivo de encontrar solugdes vidveis de boa qualidade para o
PAGMGM,, implementamos uma Heuristica Lagrangeana (HL) baseada em infor-
magoes duais (custos Lagrangeanos). A heuristica proposta envolve duas fases, uma
construtiva e outra de melhoria. Na primeira fase, implementamos uma variagao
da heuristica construtiva probabilistica multipartida introduzida na Se¢ado 4.1, que
considera os custos Lagrangeanos obtidos nas iteragdes do DSM para determinar os
conjuntos de vértices centrais. Na fase de melhoria, empregamos o algoritmo Local
Branching proposto na Secgdo 4.3, formulando a restrigdo de Local Branching (4.5) a
partir da melhor solucdo vidvel para o PAGMGM encontrada na fase construtiva.

Diferentemente de grande parte das heuristicas Lagrangeanas introduzidas na

literatura, a heuristica proposta neste trabalho ndo visa encontrar solugdes viadveis
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para o PAGMGM durante a execugdo do método empregado para resolver o pro-
blema Dual Lagrangeano (5.17). Na nossa implementacdo, a HL é chamada ape-
nas quando o DSM é finalizado. A principal razdo que justifica essa escolha é que,
ao contrdrio da maioria das implementacdes de métodos de subgradientes, ndo uti-
lizamos o custo de uma solugao vidvel para 0 PAGMGM na defini¢do do limite supe-
rior U B empregado no calculo do tamanho do passo. Como dito anteriormente, de-
vido a dualizagdo de O(n?) restrigdes de igualdade (5.6), o nimero de entradas ndo
nulas nos vetores de diregdo de busca tende a ser alto, fazendo com que o tamanho
do passo assuma valores pequenos. Dessa forma, observamos que melhores limites
inferiores Lagrangeanos sdo obtidos pelo DSM quando um limite superior trivial
(dado pelo custo da arvore geradora de maximo custo de G, valorado com custos
{cij - {i,j} € E} associados as suas arestas) é utilizado para determinar o valor de
UB. Essa abordagem se mostrou efetiva para manter o tamanho do passo em uma
ordem de magnitude razodvel durante mais iteragdes do DSM, e foi utilizada nos
experimentos computacionais relatados neste estudo.

A primeira fase da HL funciona de maneira similar a heuristica CMP proposta
no Capitulo 4 para gerar uma solugdo primal para o algoritmo Branch-and-cut. No
entanto, custos Lagrangeanos sdo utilizados para guiar a escolha dos conjuntos de
vértices centrais, ao invés de os selecionarmos de forma probabilistica. Para tanto,
durante a execugdo do DSM, armazenamos os custos Lagrangeanos {¢c; : {i,j} € E}
e {uf : i € V} associados as iteracdes k = {5, 10, 15,20, ...} e a todas as itera¢cdes do
DSM em que um melhor limite inferior para (5.17) é obtido. Assuma que X denote o
conjunto dos indices associados a essas iteragdes do DSM. Para cada k € X, geramos
uma solugdo vidvel para o PAGMGM, através da escolha de quatro conjuntos, a
saber: um conjunto de vértices folha L*, um conjunto de vértices centrais ck =
V\ L*, um conjunto de arestas £, C E(C*) conectando C* e um conjunto de arestas
E% C §(C*) conectando os vértices folha L* aos vértices centrais C*.

Mais precisamente, primeiro computamos uma arvore geradora de custo mi-
nimo 7' de G, valorado com custos Lagrangeanos {¢}; : {i,j} € E} associados as
suas arestas. De maneira andloga a notagdo empregada anteriormente neste texto,
considere que {¢%(j) : j € V} denota o grau do vértice j em 7. Em seguida, adi-
cionamos a L* os n— ul%fj vértices de V' com os menores valores g%.(j), com empates
resolvidos arbitrariamente. Os outros | 2=2 | vértices {i : i € V'\ L*} s&o adicionados
a C*seu! > 0. Caso contrario, eles também sdo inseridos em L*. Uma vez definidos
os conjuntos L* e C*, a escolha das arestas de uma érvore geradora viavel para o
PAGMGM, isto ¢, das arestas dos conjuntos E}, e E}, é realizada através da fase (i)

da CMP. Para tanto, os custos Lagrangeanos {¢c}; : {i,j} € E(C*)} sao considerados
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pelo algoritmo modificado de Kruskal para determinar as arestas E}, que conectam
os vértices centrais C*. Para determinar as arestas E} que conectam os vértices folha
aos centrais, resolvemos o Programa Linear (4.1) considerando os custos originais
{cij - {i,j} € 3(CP)}.

Com o objetivo de reduzir o tempo de processamento necessario para executar
por |X| vezes o procedimento descrito acima, exploramos novamente o paralelismo
de dados. Para tanto, atribuimos a cada thread disponivel a tarefa de gerar solugdes
viaveis para 0 PAGMGM associadas a um diferente subconjunto de indices de X.

Ap6s o término da primeira fase da HL, utilizamos a melhor solucdo vidvel en-
contrada para o PAGMGM como solugéo inicial da fase de melhoria da heuristica.
Nessa etapa, empregamos o algoritmo Local Branching apresentado no Capitulo
4. Para tanto, formulamos a restri¢do de Local Branching (4.5) a partir da melhor
solucdo vidvel para o PAGMGM encontrada na fase construtiva da HL. Os para-
metros de configuracdo do método utilizados nos experimentos computacionais da
Secdo 4.3 foram aqui também empregados, com exce¢do daqueles relacionados ao
limite de tempo global e ao limite de tempo para a resolugdo de cada n6 do ar-
cabougo externo de ramificagdo do método. Diferentemente da primeira fase, que é

executada em paralelo, a segunda fase é executada sequencialmente.

5.5 Resultados Computacionais

Nesta segdo, descrevemos os resultados computacionais obtidos pela Relaxa-
¢do Lagrangeana, e os comparamos aos resultados fornecidos pelos métodos BB-
MTZ, BC e LB.

Na apresentagdo dos resultados, utilizamos a sigla de Relaxacdo Lagrangeana,
RL, para referenciar o método que envolve o algoritmo DSM seguido da HL. O
mesmo limite de tempo de 6 horas utilizado para avaliar os métodos BB-MTZ, BC e
LB foi empregado nos testes com a RL. Para tanto, definimos um limite de tempo de
14400 segundos (4 horas) para o algoritmo DSM. Ao final de sua execugdo, o tempo
restante para completar 6 horas foi utilizado como limite de tempo da HL.

A RL foi avaliada no mesmo ambiente computacional utilizado nos experi-
mentos com os métodos BB-MTZ, BC e LB. No entanto, utilizamos, em paralelo, os
6 ntcleos de processamento disponiveis na maquina de testes para avaliar o método
DSM,. Desse modo, os resultados da RL relatados nesta se¢do correspondem aque-
les obtidos pela execucdo paralela do DSM em 6 niicleos de processamento.

Nos resultados apresentados a seguir, sdo consideradas as 36 instancias que
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ndo foram resolvidas na otimalidade por nenhum dos algoritmos anteriormente
avaliados (BB-MTZ, BC e LB). Para cada instancia, definimos w* e w* respectiva-
mente como os melhores limites inferior e superior conhecidos, considerando os
resultados obtidos pelos métodos BB-MTZ, LB, BC e RL. Desse modo, observe que
w* pode assumir valores diferentes dos utilizados no Capitulo 4, j&4 que aqui consi-
deramos também os resultados obtidos pela RL.

A Tabela 5.1 sumariza os resultados fornecidos pelos quatro métodos para cada
tamanho de instancia. As duas primeiras colunas indicam o valor de n e o nimero
de instdncias em aberto com n vértices. Os resultados dos métodos BB-MTZ, BC,
LB e RL sdo apresentados, nessa ordem, nas colunas seguintes. Para cada método,
sdo indicados: o nimero de melhores limites inferiores obtidos pelo método iguais
aos melhores limites inferiores conhecidos (w = w*) e 0 nimero de melhores limites
superiores obtidos pelo método iguais aos melhores limites superiores conhecidos
(w = w").

Tabela 5.1. Sintese dos resultados obtidos pelos métodos BB-MTZ [Akgin &

Tansel, 2010], BC, LB e RL, para as instancias cuja otimalidade néo foi provada.
Todos 0os métodos foram testados no mesmo ambiente computacional.

BB-MTZ BC LB RL
n  #instincias w=w* wW=w" w=w" w=w" w=w* w=uw" w=w* w=u"
100 6 0 0 6 0 0 6 0 4
200 6 0 0 0 0 0 1 6 5
300 6 0 0 0 0 0 1 6 5
400 9 1 2 6 1 0 1 2 5
500 9 1 2 8 3 0 3 0 1

Considerando todos os métodos avaliados nesta dissertacdo e as 36 instancias
em aberto, podemos observar pela Tabela 5.1 que, de um modo geral, os melhores
limites inferiores foram obtidos pelos métodos BC e RL, enquanto que os melhores
limites superiores foram dados pelo LB e pela RL.

Mais precisamente, para 14 das 36 instancias consideradas, a RL foi capaz de
prover, em 4 horas de processamento (limite de tempo do DSM), melhores limites
inferiores que aqueles fornecidos pelo algoritmo BC, obtidos apds a exploragao de
milhares de n6s em sua arvore de enumeracdo durante 6 horas. Em particular, para
todas as instancias com 200 e 300 vértices, os melhores limites inferiores conheci-
dos foram obtidos pela RL. Observe que, em 10 dessas 12 instancias, a RL também
forneceu os melhores limites superiores conhecidos. No total, 16 novos melhores
limites superiores para o PAGMGM foram obtidos pela RL.

No entanto, os limites inferiores obtidos pela RL para as instancias com 400 e
500 vértices foram piores que os melhores limites fornecidos pelo método BB-MTZ
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ou pelo algoritmo BC em praticamente todos os casos. Esses resultados sao justifica-
dos pelo fato de que, devido ao tamanho dessas instancias, o custo computacional
de cada iteracdo do DSM ¢ alto, mesmo considerando a sua implementagdo para-
lela, e por isso o nimero de itera¢des realizadas pelo método durante as 4 horas
de processamento é muito baixo. Desse modo, sdo obtidas aproximagdes ruins dos
multiplicadores Lagrangeanos 6timos. Nos resultados detalhados apresentados a

seguir, essas questdes sdo evidenciadas.

5.5.1 Resultados Detalhados

Nesta se¢do, apresentamos os resultados detalhados dos experimentos realiza-
dos com a RL, e os comparamos com os resultados obtidos pelo algoritmo de planos
de corte proposto neste trabalho para avaliar w(FP;) e com os melhores resultados
obtidos pelos métodos BB-MTZ, BC e LB para a resolu¢do do PAGMGM.

Inicialmente, apresentamos uma comparacdo entre os melhores limites infe-
riores obtidos pela RL e pelo algoritmo de planos de corte introduzido na Segao
3.5.1 para avaliar o limite de PL da formulagdo P;, para as instancias das classes
CRD e SYM. Nao consideramos nessa andlise o procedimento iterativo proposto em
[Gouveia & Telhada, 2011], uma vez que os tempos computacionais gastos por esse
método foram superiores aos tempos gastos pelo procedimento que considera todas
as n raizes possiveis desde o inicio (veja Tabela 3.4).

A Tabela 5.2 mostra essa comparagdo. A primeira coluna indica os ids das
instancias consideradas. As duas colunas seguintes mostram, respectivamente, o
valor de w(P;) avaliado pelo método de planos de corte e o tempo computacional
gasto para avalia-lo (¢,,(p,), em segundos). As duas colunas seguintes apresentam o
melhor limite inferior obtido pela RL (w) e o tempo computacional gasto para obté-
lo (¢, em segundos), respectivamente. Por fim, as duas tltimas colunas mostram
as razdes entre os melhores limites inferiores obtidos por cada método <%> e

os tempos computacionais gastos para obté-los ( 7 t(” )). E importante destacar que
w T

para 12 instancias reportadas na tabela (ids 22 a 30 e 52 a 54), o método de planos

de corte nao foi capaz de avaliar w(P;) durante 6 horas de processamento. Desse
modo, os valores correspondentes mostrados na tabela, prefixados com o simbolo
*’, indicam o limite inferior para w(F;) fornecido pelo algoritmo de planos de corte
ap6s 6 horas de execugao.

Como pode ser observado na tabela, a RL foi capaz de obter boas aproximagdes
dos limites de PL da formulagao P;, em tempos computacionais muito inferiores aos

gastos pelo método de planos de corte. Limitando a andlise as 42 instancias para as
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quais w(Pr) pdde ser avaliado por meio do algoritmo de planos de corte no limite
de tempo de 6 horas, o gap percentual médio entre os melhores limites inferiores
obtidos pela RL e os limites de PL da formulagdo P; foi de 0.25%. Para esses casos,
o tempo total gasto pela RL para obter tais limites foi duas ordens de grandeza
inferior ao tempo correspondente gasto pelo algoritmo de planos de corte. Observe
ainda que, para 9 instancias consideradas, o melhor limite inferior dado pela RL foi
exatamente w(Fy).

Ao analisarmos as 12 instancias cujos limites de PL da formulagdo F; ndo pu-
deram ser avaliados pelo método de planos de corte, observamos que os melhores
limites inferiores dados pela RL foram, em média, 2,90% mais fortes que os forneci-
dos pelo método de planos de corte, tendo sido obtidos em 0,96% do tempo com-
putacional em que o algoritmo de planos de corte foi executado. Considerando ape-
nas as instancias com 100 vértices, observamos uma diferenga ainda maior entre os
limites fornecidos pelos dois métodos. Nesses casos, em média, os melhores limites
inferiores obtidos pela RL foram 5,34% mais fortes que os fornecidos pelo método
de planos de corte.

A Tabela 5.3 apresenta resultados detalhados dos limites inferiores obtidos
pelo método DSM para as instancias cujos certificados de otimalidade ndo sao
conhecidos. Na primeira coluna, sdo apresentados os ids das instancias. Nas duas
colunas seguintes, sdo indicados, respectivamente, o melhor limite inferior conhe-
cido para cada instancia (considerando os resultados dos métodos BB-MTZ, LB e
BC) e o algoritmo que o obteve. Os resultados do método DSM sdo apresenta-
dos nas seis colunas subsequentes, a saber: ntiimero de iteracdes executadas (#ite-
ragdes), valor do parametro ¢ ao final de sua execugdo, melhor limite inferior obtido
(w), tempo computacional considerando a execugdo em 6 nticleos de processamento
(t(6), em segundos), speedup (sp(6)) e eficiéncia paralela (e(6)).

Como pode ser observado pela tabela, para todas as instancias com 300 ou
menos vértices, 0 DSM foi finalizado ap6s realizar o nimero maximo de iteragdes
estabelecido (20000) ou ap6s € assumir um valor muito pequeno, menor que 10~
Para todas as instancias de 200 e 300 vértices, os melhores limites inferiores obtidos
pelo DSM foram mais fortes que aqueles fornecidos pelo BC ap6s 6 horas de execu-
¢do. Cabe ressaltar que tais limites foram obtidos em tempos computacionais con-
sideravelmente inferiores ao tempo total em que o BC foi executado. Considerando
separadamente as instancias de 200 e 300 vértices, o tempo total gasto pelo DSM
para obter os seus melhores limites superiores correspondeu a 12,32% e 54,29% do
tempo total em que o BC foi executado para cada tamanho dessas instancias, res-

pectivamente. Em contrapartida, para as instancias de 100 vértices, os limites duais
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dados pelo DSM foram mais fracos que os melhores conhecidos até o momento.
Analisando os resultados do BC apresentados anteriormente, é possivel observar
que, para as instancias de 100 vértices, o método consegue explorar milhares de n6s
em sua arvore de enumeracdo e prover limites duais mais fortes que os fornecidos
para as maiores instancias. Essa é uma possivel justificativa para o fato da RL ndo
ter conseguido obter limites inferiores melhores que o BC para esses casos.

Ao analisarmos os resultados do DSM para as instancias de 400 e 500 vértices,
observamos que o método foi finalizado, em todos os casos, ap6s atingir o limite de
tempo imposto de 4 horas de processamento. Observe que, em apenas duas dessas
instancias (ids 73 e 74), os limites inferiores obtidos pelo DSM foram superiores aos
melhores conhecidos até o momento. A razdo que justifica esses resultados é o fato
de que, para instancias desse tamanho, o custo computacional de cada iteragdo do
DSM ¢ alto, devido principalmente a resolugdo dos subproblemas (5.16) por meio
de um procedimento com complexidade computacional O(n?), e por isso 0 nimero
de iteragOes realizadas pelo método durante o limite de tempo imposto é muito
baixo. Note que, ao final da execugdo do DSM, os valores de ¢ (e consequentemente
os tamanhos dos passos) para as instancias de 500 vértices ainda sdo consideravel-
mente altos. Desse modo, o algoritmo DSM ndo consegue obter boas aproximagdes
dos multiplicadores Lagrangeanos 6timos, o que implica na baixa qualidade dos
limites inferiores fornecidos.

Para o calculo do speedup e da eficiéncia paralela obtidos pela nossa imple-
mentagdo do DSM, executamos a versdo sequencial do método durante o mesmo
nimero de iteracdes executadas pela sua versao paralela. Os resultados mostraram
que, sob uma perspectiva de programacdo paralela, niveis razodveis de eficiéncia
foram alcancados. Acreditamos que tais resultados sdo devidos principalmente a
maneira como implementamos os lacos paralelos e ao fato de todas as instancias
testadas serem definidas em grafos completos, permitindo assim um bom balancea-
mento de carga. Cabe ressaltar que os valores observados para o speedup aumentam
a medida que o valor de n cresce, o que sugere que, para instancias maiores, uma
melhor granularidade foi obtida para as tarefas paralelas, reduzindo assim o over-
head de comunicacdo e sincronizagao.

A Tabela 5.4 apresenta resultados detalhados dos limites superiores obtidos
pela HL para as instancias em aberto. Na primeira coluna, sdo apresentados os
ids das instancias. Nas duas colunas seguintes, sdo indicados, respectivamente, o
melhor limite superior conhecido para cada instancia (considerando os resultados
dos métodos BB-MTZ, LB e BC) e o algoritmo que o obteve. Os resultados da HL
sdo apresentados nas cinco colunas subsequentes, a saber: o melhor limite superior
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obtido na primeira fase da HL (w,), o melhor limite superior obtido pela HL ap6s
a execucdo de sua segunda fase (w), os tempos computacionais gastos para executar
a primeira (¢;;, em segundos) e a segunda (¢, em segundos) fases da HL e o tempo
total gasto pela RL (¢, em segundos), que corresponde ao somatério dos tempos
gastos pelo DSM e pela HL.

A tabela mostra que para 19 das 27 instancias com 400 ou menos vértices, a
HL foi capaz de encontrar uma solugédo vidvel de custo igual ou inferior ao custo da
melhor solugdo até entdo conhecida. Mais precisamente, 15 novos melhores limites
superiores foram obtidos para esses casos. Tais limites foram, em média, 1,60%
mais fortes que os melhores limites ja obtidos pelos demais métodos. No entanto,
pode-se observar que os limites primais obtidos para as instancias com 500 vértices
foram consideravelmente piores que os melhores limites conhecidos (10,13%, em
média). Isso pode ser justificado pelo fato dos limites primais obtidos pela HL serem
fortemente dependentes dos melhores limites inferiores obtidos pelo DSM, como
pode ser observado pelas tabelas. Em 11 dos 14 casos em que o DSM forneceu um
limite inferior mais forte que o melhor conhecido, o melhor limite superior obtido
pela HL também foi mais forte que o melhor limite ja obtido. Além disso, nos outros
3 casos, o custo da melhor solucdo vidvel encontrada pela HL foi, em média, apenas
0,37% pior que o custo da melhor solugdo conhecida.

Apesar do DSM néo ter fornecido limites duais mais fortes que os melhores
conhecidos para as instancias de 100 vértices, podemos notar pela Tabela 5.4 que
ainda assim os limites superiores obtidos pela HL foram iguais aos melhores conhe-
cidos para 4 das 6 instancias desse tamanho. A razdo que justifica esse resultado
é o tempo total disponivel para a execucdo da segunda fase da HL para esses ca-
sos. Observe que, devido aos baixos tempos computacionais gastos para executar o
DSM e a primeira fase da HL para as instancias de 100 vértices, o algoritmo Local
Branching empregado na segunda fase da HL pdde ser executado por quase 6 ho-
ras, conseguindo assim encontrar solugdes vidveis de boa qualidade. No entanto,
ao analisarmos as instancias de 500 vértices, para as quais a segunda fase da HL foi
executada por menos de 2 horas, observamos que em 8 dos 9 casos a solu¢do dada
pela primeira fase da HL ndo foi aprimorada até o final da execu¢do do método. No
tinico caso em que uma solucdo aprimorante foi encontrada na segunda fase da HL

(instancia de id 89), um novo melhor limite superior para o PAGMGM foi obtido.
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Tabela 5.2. Comparacdo entre o método de planos de corte proposto neste es-
tudo para avaliar w(Fr) e a RL, para as instancias das classes CRD e SYM.

Planos de corte RL
. w tw
id w(Pr)  twp) wo o tw WP Twiry
1 3964,9 23,6 3960,3 3,0 0,9989 0,1267
2 3632,5 6,4 3632,5 2,8 1,0000 0,4401
3 4166,5 3,7 4166,5 2,3 1,0000 0,6081
4 4885,8 47,7 4878,1 3,5 0,9984 0,0743
5 4549,0 34,2 45449 3,7 0,9991 0,1093
6 5209,1 56,5 5201,7 4,2 0,9986 0,0736
7 5435,7 243,9 54306 134 0,9991 0,0548
8 5696,1 390,8 5685,7 14,7 0,9982 0,0377
9 5540,7 436,8 55346 17,0 0,9989 0,0388
10 6571,7 1349,1 6551,8 19,3 0,9970 0,0143
11 7027,2  2054,6 7003,3 17,3 0,9966 0,0084
12 6996,0 1893,1 6972,4 17,0 0,9966 0,0090
13 9326,1  6298,6 9296,7 20,9 0,9968 0,0033
14 9557,8 4979 4 9540,9 19,7 0,9982 0,0039
15 96434 49324 96249 194 0,9981 0,0039
16 63772  2869,7 6364,3 754 0,9980 0,0263
17 6420,5 2836,2 6406,3 70,8 0,9978 0,0249
18 6807,3  2985,8 67956 674 0,9983 0,0226
19 7753,3 16114,6 7718,6 83,6 0,9955 0,0052
20 77089 15341,5 7683,5 85,6 0,9967 0,0056
21 81532  8898,2 8111,8 88,9 0,9949 0,0100

22 *10961,4 21600,0 109999 94,8 1,0035 0,0044
23 *10956,5 21600,0 11000,0 94,7 1,0040 0,0044
24 *11687,6  21600,0 11765,6 95,0 1,0067 0,0044

25 *8275,3 21600,0 8768,3 329,1 1,0596 0,0152
26 *8636,9 21600,0 9158,6 319,3 1,0604 0,0148
27 *8555,7 21600,0 9111,2 3249 1,0649 0,0150

28 *12107,9 21600,0 12665,3 3329 1,0460 0,0154
29 *12194,1 21600,0 12773,3 3329 1,0475 0,0154
30 *12489,3 21600,0 13013,2 333,11 1,0420 0,0154

31 1194,0 6,0 1194,0 2,9 1,0000 0,4760
32 1435,0 2,6 1435,0 2,2 1,0000 0,8599
33 1408,0 4,1 1408,0 2,2 1,0000 0,5392
34 1765,0 35,8 1754,0 3,7 0,9938 0,1035
35 2013,5 314 2006,8 3,7 09967 0,1176
36 2008,0 22,3 2008,0 2,7 1,0000 0,1231
37 1274,7 182,3 12741 13,6 0,9996 0,0747
38 1176,5 275,4 11748 144 0,9986 0,0522
39 1597,5 60,2 1597,5 11,5 1,0000 0,1909
40 1954,3  1106,0 1937,1 14,9 09912 0,0135
41 1741,8 788,8 1733,5 199 0,9952 0,0252
42 2442,0 964,9 24341 153 0,9968 0,0158
43 3812,8  2605,3 37899 16,7 0,9940 0,0064
44 37209 16725 37086 17,2 0,9967 0,0103
45 4521,3  3918,0 4496,6 16,1 0,9945 0,0041
46 1359,0 981,8 1359,0 62,1 1,0000 0,0633
47 1433,3  1665,0 14325 75,2 09994 0,0451
48 1521,0 865,7 1521,0 54,6 1,0000 0,0631
49 1974,7 13062,2 19542 72,0 0,9896 0,0055
50 21264 70310 21191 74,1 0,9965 0,0105
51 2170,6  8820,3 2162,4 88,5 0,9962 0,0100
52 *4273,3 21600,0 43429 80,7 1,0163 0,0037

53 *4207,4 21600,0 41924 78,6 0,9964 0,0036
54 *4311,7 21600,0 43154 77,5 1,0009 0,0036
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Tabela 5.3. Resultados computacionais dos limites inferiores obtidos pela RL,
para as instancias cuja otimalidade nédo foi provada. As colunas associadas aos
melhores limites inferiores conhecidos correspondem aos limites obtidos pelos
métodos BB-MTZ [Akgun & Tansel, 2010], LB e BC.

Melhor conhecido RL (DSM)

id w  algoritmo fliteragbes € w t(6) sp(6) e(6)

25 8839,3 BC 20000 0,00 87683 3291 252 0,419
26 9303,6 BC 19580 0,00 9158,6 3193 2,53 04211
27 9228,3 BC 20000 0,00 9111,2 3249 2,53 04214
55 5142,6 BC 19574 0,00  5060,2 3202 252 04198
56 4870,3 BC 18649 0,00 4869,2 3070 2,53 04219
57 5210,2 BC 18446 0,00 51893 3015 253 04218
61 6429,0 BC 20000 0,00 6541,3 26358 247 04122
62 65979 BC 20000 0,00 6691,0 2639,7 2,39 0,3983
63 6882,5 BC 20000 0,00 6991,2 26438 2,48 04131
64 9017,9 BC 20000 0,00 9041,3 26744 2,40  0,4006
65 9350,7 BC 20000 0,00 93992  2699,7 240 03995
66 9391,2 BC 20000 0,00 9394,5 26712 2,41 0,4019
67 8016,0 BC 20000 0,00 8202,9 11698,2 3,38  0,5633
68 7798,8 BC 20000 0,00 80028 11746,1 3,33 05549
69 8099,0 BC 20000 0,00 8292,5 117352 3,37 0,5611
70 11355,4 BC 20000 0,00 113852 116970 3,29 05488
71 10936,2 BC 20000 0,00 10981,4 117180 3,30 0,5507
72 11416,1 BC 20000 0,00 115229 117712 3,31 05518
73 9121,2 BC 8096 0,07 91694 14400,0 3,89 0,6491
74 92279 BC 8087 0,07  9250,3 144000 3,88 0,6467
75 8945,5 BC 8078 0,09 8936,0 14400,0 3,90 0,6497
76 12976,0 BC 8015 0,05 128149 144000 3,85 0,6409
77 12876,1 BC 8001 0,03 127759 14400,0 3,84 0,6407
78 12601,9 BC 8017 0,05 124081 144000 3,82 10,6367
79 18932,9 BB-MTZ 7940 0,04 185254 14400,0 3,84 0,6397
80 18712,8 BC 7939 0,02 18519,8 144000 3,87 0,6457
81 18708,4 BC 7974 0,02 184579 14400,0 3,86 0,6432
82 9868,9 BC 3749 042 9126,3 14400,0 4,08 0,6804
83 10077,0 BC 3743 0,52 9111,1 14400,0 4,05 0,6756
84 9904,7 BC 3752 0,27 9453,5 14400,0 4,09 0,6822
85 13736,4 BC 3723 0,21 125480 14400,0 4,07 06784
86 14258,5 BC 3718 0,27 12674,3 144000 4,06 0,6771
87 14071,7 BC 3708 0,27 12466,8 14400,0 4,05 0,6749
88 19851,2 BC 3685 0,27 16333,3 144000 4,07 0,6778
89 20419,4 BC 3692 0,27 168287 14400,0 4,07 0,6783

90 20395,8 BB-MTZ 3686 0,27 16751,8 144000 4,11 0,6850
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Tabela 5.4. Resultados computacionais dos limites superiores obtidos pela RL,
para as instancias cuja otimalidade ndo foi provada. As colunas associadas aos
melhores limites superiores conhecidos correspondem aos limites obtidos pelos
métodos HVNS [Martins & Souza, 2009], BB-MTZ [Akgun & Tansel, 2010], LB e

BC.
Melhor conhecido RL (HL)
id w algoritmo Wi w tr1 tr2 t
25 9251 LB 9861 9251 6,8 21264,1 21600
26 9557 LB 10093 9557 6,1 21274,6 21600
27 9622 LB 10041 9635 57 212694 21600
55 5317 LB 5534 5317 6,6 21273,2 21600
56 5022 LB 5241 5022 6,0 21287,0 21600
57 5428 LB 5683 5429 57 21292,8 21600
61 7075 BC 7752 6964 29,1 18935,1 21600
62 7118 LB 8002 7129 29,7 18930,6 21600
63 7492 BC 8111 7407 302 18926,0 21600
64 9652 BC 10263 9552 19,8 18905,8 21600
65 9801 LB 10651 9752 19,8 18880,5 21600
66 9904 LB 10561 9894 18,8 18910,0 21600
67 9195 LB 10048 9088 88,3 98135 21600
68 8877 LB 9675 8728 87,0 9766,9 21600
69 9296 LB 10087 9051 86,9 97779 21600
70 12381 LB 13698 12418 52,7 9850,3 21600
71 12246 BC 13370 12019 52,3  9829,8 21600
72 12725 LB 13276 12378 54,0 97748 21600
73 10670 LB 11842 10560 112,3 70877 21600
74 10791  BB-MTZ 11959 10863 106,9  7093,1 21600
75 10336 BB-MTZ 11760 10532 1104  7089,6 21600
76 14611 BC 16635 14702 435  7156,5 21600
77 14679 LB 15762 14451 44,8 71552 21600
78 14184 LB 15739 14279 442 71558 21600
79 20345 LB 21653 20154 27,3  7172,7 21600
80 20473 BC 21326 19677 28,3 71717 21600
81 20427 LB 20927 19969 274  7172,6 21600
82 11872  BB-MTZ 13224 13224 1364  7063,6 21600
83 12512 BB-MTZ 13629 13629 1349 70651 21600
84 12035 BC 13182 13182 1505 7049,5 21600
85 15617 BC 18138 18138 43,1 7156,9 21600
86 16325 LB 18913 18913 425 71575 21600
87 16466 BC 18599 18599 43,1 7156,9 21600
88 23465 LB 24879 24879 23,1 7176,9 21600
89 23668 LB 25411 22823 219  7178,1 21600

90 22726 LB 25891 25891 22,8 7177,2 21600
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5.6 Comentarios

Pela nossa avaliagdo, a Relaxagdo Lagrangeana proposta neste capitulo apre-
sentou resultados promissores para 0 PAGMGM. O método conseguiu fornecer 14
novos melhores limites inferiores para o problema, por meio de uma implemen-
tagdo paralela do Deflected Subgradient Method (DSM) [Camerini et al., 1975] para
resolver o Problema Dual Lagrangeano. Em particular, os limites inferiores obtidos
pelo método para todas as instancias avaliadas com 200 e 300 vértices foram mais
fortes que os melhores limites inferiores conhecidos. Pelo lado primal, a Heurfs-
tica Lagrangeana proposta também obteve bons resultados, fornecendo 16 novos
melhores limites superiores para 0o PAGMGM.

Devido aos razodveis niveis de eficiéncia paralela obtidos pela nossa im-
plementacdo do DSM, acreditamos que, para as instancias maiores consideradas
(n € {400,500}), uma implementacdo paralela do método projetada para sistemas
de meméoria distribuida e compartilhada (um ambiente com varios processadores
multi-core) tem potencial para melhorar esses resultados. Os experimentos realiza-
dos sugerem que, ao realizar um namero suficientemente grande de itera¢des do
DSM para as instancias dessas dimensoes, resultados melhores tanto pelo lado dual
como pelo lado primal devem ser obtidos.



Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacdo, estudamos o Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo
com Restrigdo de Grau Minimo (PAGMGM), recentemente proposto por Almeida et al.
[2006] e demonstrado ser NP-Dificil para os casos d > 4 em [Almeida et al., 2006] e
d = 3 em [Almeida et al., 2010]. Novas formula¢des de Programacdo Inteira foram
aqui introduzidas, assim como algoritmos de otimizacdo heuristicos e exatos. Os
métodos propostos foram avaliados computacionalmente para todas as 90 instan-
cias utilizadas na literatura do PAGMGM, e os seus resultados foram comparados
aqueles obtidos pelos melhores métodos j4 empregados para a resolugdo do pro-
blema, a saber: as meta-heuristicas introduzidas em [Martins & Souza, 2009] e o
algoritmo Branch-and-bound apresentado em [Akgun & Tansel, 2010] (BB-MTZ).
Com os métodos propostos neste estudo, novos certificados de otimalidade e novos
melhores limites inferiores e superiores foram fornecidos para vérias instancias do
PAGMGM.

As formulagdes introduzidas foram comparadas em relagdo aos seus limites
de Programacdo Linear (PL) sob uma perspectiva tedrica e computacional. Duas
dessas formulacoes, uma direcionada e outra ndo direcionada, sdo baseadas em
um namero exponencial de restri¢des de eliminagdo de subcircuitos. Resultados
tedricos e experimentais apresentados demonstraram que a formulagao direcionada
domina a ndo direcionada em relacdo aos seus limites de PL. Motivados pelo fato
da formulacdo direcionada ndo ser simétrica em relagdo aos limites de PL, intro-
duzimos uma reformulagdo compacta e simétrica para o PAGMGM, obtida com a
aplicagdo da técnica de Reformulagdo por Intersecdo proposta por Gouveia & Tel-
hada [2008]. Essa reformulac¢do apresentou os limites de PL mais fortes conhecidos
para o problema.

Embora a reformulagdo por intersegdo forneca melhores limites inferiores que
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a formulagdo direcionada, na pratica os tempos computacionais gastos para avalid-
los torna proibitiva sua aplicacdo direta em procedimentos de enumeragao do tipo
Branch-and-bound, a menos que algum tratamento algoritmico adicional seja em-
pregado. Desse modo, introduzimos dois métodos para a resolugdo exata do
PAGMGM baseados na formulagao direcionada.

O primeiro método proposto foi um algoritmo Branch-and-cut (BC), iniciali-
zado a partir de uma solugdo primal para o PAGMGM, obtida por meio de uma
heuristica construtiva multipartida probabilistica proposta nesta dissertagdo. Os ex-
perimentos computacionais mostraram que o algoritmo BC claramente domina o
método BB-MTZ em termos de tempos computacionais. O método forneceu 6 novos
certificados de otimalidade para o PAGMGM, assim como 20 novos melhores limi-
tes inferiores e 4 novos melhores limites superiores, considerando as 36 instancias
ainda em aberto na literatura.

Com o objetivo de tentar obter melhores solugdes vidveis para o problema em
menores tempos computacionais, implementamos um segundo método exato para
o PAGMGM: um algoritmo Local Branching (LB), que emprega o préprio BC como
resolvedor interno. O LB foi capaz de resolver na otimalidade as mesmas instancias
que o método BC, tendo encontrado as solu¢des 6timas para esses casos em tempos
inferiores aos gastos pelo BC para encontra-las. Em contrapartida, em geral o LB
gastou maiores tempos computacionais para provar a otimalidade dessas solugdes.
O método forneceu 12 novos melhores limites superiores para o PAGMGM, mas,
como esperado, obteve limites duais mais fracos que o BC para todas as instancias.

Dada a dificuldade em se resolver as maiores instancias do PAGMGM por
meio dos métodos BC e LB, baseados na formulagdo direcionada, propusemos uma
Relaxagdo Lagrangeana (RL) baseada na reformulagao por interse¢do. Com o obje-
tivo de resolver mais rapidamente o Problema Dual Lagrangeano, implementamos
uma versdo paralela de uma variacdo do Método de Subgradiente. Pelo lado primal,
desenvolvemos uma Heuristica Lagrangeana baseada no algoritmo LB. Pela nossa
avaliagdo, os resultados obtidos pela RL foram bastante promissores. Em particular,
14 novos melhores limites inferiores e 20 novos melhores limites superiores foram
fornecidos para o PAGMGM.

Em uma avaliacdo geral, os métodos propostos nesta dissertacdo (BC, LB e RL)
conseguiram melhorar os resultados da literatura do PAGMGM em vdrios aspec-
tos, mas ainda ndo conseguem resolver, em tempos computacionais razodveis, as
maiores instancias do problema (com 200 ou mais vértices). Diferentes abordagens
podem ser seguidas com o objetivo de aprimorar tais métodos.

Considerando o algoritmo BC, primeiramente gostariamos de mencionar que
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os resultados apresentados neste trabalho sdo melhores que aqueles obtidos pelas
versOes do método publicadas em [Martinez & Cunha, 2010, 2011]. Essa melhoria se
deve principalmente a politica de selecdo de cortes que sdo incluidos nos problemas
relaxados em cada iteracdo do método de planos de corte. Algumas possibilidades
a serem investigadas em trabalhos futuros para aprimorar o BC sdo: (i) a separagao
das restrigdes direcionadas de eliminacdo de subcircuitos em O(n?), por meio do al-
goritmo proposto em [Hao & Orlin, 1994], em detrimento do procedimento de sepa-
ragdo utilizado neste trabalho, cuja complexidade computacional de tempo é O(n?),
(it) o desenvolvimento de procedimentos capazes de separar em tempos computa-
cionais razodveis as novas desigualdades vélidas para o PAGMGM propostas neste
trabalho (veja os Teoremas 1 e 2 e 0 Coroldrio 1) e (iii) o uso de outras desigualdades
vélidas obtidas a partir de um estudo poliedral que pretendemos desenvolver para
o PAGMGM.

Como o método LB emprega o algoritmo BC para resolver os subproble-
mas definidos pelo seu arcabougo externo de ramificagdo, qualquer aprimoramento
deste implica diretamente em uma versdo melhorada do método LB. Pretendemos
ainda fornecer uma implementacdo paralela do LB em uma continuagdo deste tra-
balho.

Acreditamos que uma implementagdo paralela da RL, projetada para sistemas
de memoria distribuida e compartilhada (um ambiente com varios processadores
multi-core), tem grande potencial para melhorar seus resultados aqui relatados. Essa
tese é reforcada ao compararmos os resultados apresentados aqueles obtidos nos ex-
perimentos computacionais realizados anteriormente com o método, relatados em
um trabalho submetido recentemente para publicacdo [Martinez & Cunha, 2012].
Nesse estudo, foram utilizados 4 ntcleos de processamento, ao passo que nos ex-
perimentos descritos nesta dissertagdo utilizamos um processador hexa-core. Apesar
de observarmos uma piora na eficiéncia paralela a medida que mais nticleos sdo em-
pregados, a implementacdo do método executada em 6 nicleos foi capaz de realizar
um ntmero consideravelmente maior de iteragdes do Método de Subgradiente no
limite de tempo imposto e, por isso, conseguiu fornecer melhores limites inferiores
para as maiores instancias consideradas.

Outras direcdes para trabalhos futuros que pretendemos seguir sdo: (i) o uso
da Relaxagdo Lagrangeana para fixar varidveis em solugdes 6timas do PAGMGM,
e a consequente utilizagdo desse método em uma etapa de pré-processamento do
algoritmo Branch-and-cut e (i7) o desenvolvimento de um algoritmo Branch-and-
bound para a resolucdo exata do PAGMGM, baseado na Relaxag¢do Lagrangeana.
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Apéndice A

Matriz de Custo de uma Instancia de
10 Veértices para o PAGMGM

Apresentamos a seguir a matriz de custo M da instancia de 10 vértices uti-
lizada nas provas das Observagdes 1 e 2.

— 19 80 29 75 52 51 43 96 57
— 59 23 61 98 20 66 44 T4

— 956 43 17 54 64 59 61

— 48 96 73 43 37 45
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Apéndice B

Compilacao dos Melhores Limites
Inferiores e Superiores Conhecidos
para o PAGMGM

Neste apéndice, sdo sumarizados os resultados relacionados aos melhores li-
mites inferiores e superiores conhecidos para o Problema da Arvore Geradora de
Custo Minimo com Restri¢do de Grau Minimo (PAGMGM), considerando as 90 ins-
tancias utilizadas na literatura do problema. Relatamos os melhores resultados obti-
dos com as meta-heuristicas propostas por Martins & Souza [2009] (HVNS), com o
algoritmo Branch-and-bound proposto por Akgiun & Tansel [2010] (BB-MTZ) e com
os métodos Branch-and-cut (BC), Local Branching (LB) e Relaxa¢do Lagrangeana
(RL) propostos nesta dissertagdo. O objetivo deste apéndice é fornecer ao leitor uma
visdo geral dos resultados alcancados pelos métodos ja aplicados na literatura (in-
cluindo este trabalho) para a resolu¢do do PAGMGM.

Cabe destacar que todos os resultados apresentados neste apéndice, com ex-
cecdo dos fornecidos pelas meta-heuristicas HVNS, foram obtidos em experimen-
tos computacionais realizados em um mesmo ambiente computacional (veja Segao
3.6.2), com o mesmo limite de tempo de 6 horas. Ja os resultados apresentados
para as heuristicas HVNS foram retirados dos experimentos relatados em [Martins
& Souza, 2009]. Nesse estudo, o ambiente computacional e os limites de tempo uti-
lizados foram diferentes.

As Tabelas B.1, B.2 e B.3 apresentam os limites inferiores e superiores obtidos
por cada um destes métodos para as instancias das classes CRD, SYM e ALM, res-
pectivamente. Nas quatro primeiras colunas da tabela, sdo informados os dados

das instancias avaliadas, a saber: id, nome, o nimero de vértices da instancia (n) e
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Tabela B.1. Melhores limites inferiores obtidos pelos métodos BB-MTZ [Akgan
& Tansel, 2010], BC e RL e melhores limites superiores obtidos pelos métodos
HVNS [Martins & Souza, 2009], BB-MTZ, BC, LB e RL, para as instancias da

classe CRD.
Instancias CRD Limites inferiores Limites superiores
id nome n d BB-MTZ BC RL HVNS BB-MTZ BC LB RL
1 CRD30-1 30 3 4026.0  4026.0  3960.3 4026 4026 4026 4026 4026
2 CRD30-2 30 3 3793.0 3793.0 36324 3793 3793 3793 3793 3793
3 CRD30-3 30 3 4293.0  4293.0  4166.5 4293 4293 4293 4293 4293
4 CRD30-1 30 5 5026.0  5026.0  4878.1 5026 5026 5026 5026 5026
5 CRD30-2 30 5 4648.0  4648.0 45449 4648 4648 4648 4648 4648
6 CRD30-3 30 5 5425.0  5425.0  5201.7 5425 5425 5425 5425 5425
7 CRD50-1 50 3 5512.0  5512.0  5430.6 5512 5512 5512 5512 5512
8 CRD50-2 50 3 5813.0  5813.0  5685.7 5813 5813 5813 5813 5813
9 CRD50-3 50 3 5590.0  5590.0  5534.6 5590 5590 5590 5590 5590
10 CRD50-1 50 5 6908.0  6908.0  6551.8 6908 6908 6908 6908 6908
11 CRD50-2 50 5 7204.0  7204.0  7003.3 7238 7204 7204 7204 7204
12 CRD50-3 50 5 7277.0 7277.0 6972.4 7277 7277 7277 7277 7277
13 CRD50-1 50 10 9633.0  9633.0  9296.7 9633 9633 9633 9633 9633
14 CRD50-2 50 10 9743.0  9743.0  9540.9 9743 9743 9743 9743 9743
15 CRD50-3 50 10 9855.0  9855.0  9624.9 9855 9855 9855 9855 9855
16 CRD70-1 70 3 62674  6516.0  6364.2 6609 6516 6516 6516 6516
17 CRD70-2 70 3 62119  6586.0  6406.3 6621 6621 6586 6586 6586
18 CRD70-3 70 3 6569.7  7053.0  6795.6 7058 7066 7053 7053 7053
19 CRD70-1 70 5 7699.3  8134.0  7718.6 8177 8134 8134 8134 8134
20 CRD70-2 70 5 7726.5  7943.0  7683.5 7971 7943 7943 7943 7943
21 CRD70-3 70 5 8260.3  8419.0  8111.8 8419 8421 8419 8419 8419
22 CRD70-1 70 10 11235.0 11235.0 10999.9 11355 11235 11235 11235 11235
23 CRD70-2 70 10 11373.0 11373.0 11000.0 11395 11373 11373 11373 11373
24 CRD70-3 70 10 11979.0 11979.0 11765.6 11986 11979 11979 11979 11979
25 CRD100-1 100 5 8559.2  8839.3  8768.3 9387 9334 9349 9251 9251
26 CRD100-2 100 5 8964.1  9303.6  9158.6 9728 9562 9571 9557 9557
27 CRD100-3 100 5 8699.4  9228.3  9111.2 9739 9635 9653 9622 9635
28 CRD100-1 100 10 12916.0 12916.0 12665.3 13006 12916 12916 12916 12916
29 CRD100-2 100 10 13026.0 13026.0 12773.3 13255 13026 13026 13026 13026
30 CRD100-3 100 10 13365.0 13365.0 13013.2 13365 13365 13365 13365 13365

o valor do pardmetro de grau minimo d. Os ids sdo inteiros que escolhemos para
referenciar as instancias do PAGMGM nesta dissertacdo. As trés colunas seguintes
indicam os melhores limites inferiores obtidos pelos métodos BB-MTZ, BC e RL,
nessa ordem, ao final da execugdo do método ou ao final do tempo limite de execu-
¢do. As ultimas cinco colunas apresentam os melhores limites superiores fornecidos
pelos métodos HVNS, BB-MTZ, BC, LB e RL, respectivamente. Sdo destacados em
negrito os melhores limites obtidos para cada instancia.

A Tabela B.4 mostra uma comparagdo entre o niimero de melhores limites in-
feriores e superiores conhecidos para o PAGMGM obtidos pelos métodos HVNS,
BB-MTZ, BC, LB e RL, para cada tamanho de grafo associado as 36 instancias do
problema para as quais nenhum método avaliado foi capaz de prover o certificado

de otimalidade. As primeiras duas colunas mostram o ntimero de vértices n e o
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Tabela B.2. Melhores limites inferiores obtidos pelos métodos BB-MTZ [Akgun
& Tansel, 2010], BC e RL e melhores limites superiores obtidos pelos métodos
HVNS [Martins & Souza, 2009], BB-MTZ, BC, LB e RL, para as instancias da

classe SYM.
Instancias SYM Limites inferiores Limites superiores
id nome n d BB-MTZ BC RL HVNS BB-MTZ BC LB RL
31 SYM30-1 30 3 1197.0 1197.0 1194.0 1197 1197 1197 1197 1197
32 SYM30-2 30 3 1435.0 1435.0 1435.0 1435 1435 1435 1435 1435
33 SYM30-3 30 3 1408.0 1408.0 1408.0 1408 1408 1408 1408 1408
34 SYM30-1 30 5 1765.0 1765.0 1754.0 1765 1765 1765 1765 1765
35 SYM30-2 30 5 2090.0 2090.0 2006.8 2090 2090 2090 2090 2090
36 SYM30-3 30 5 2008.0 2008.0 2008.0 2008 2008 2008 2008 2008
37 SYM50-1 50 3 1278.0 1278.0 1274.1 1298 1278 1278 1278 1278
38 SYM50-2 50 3 1178.0 1178.0 1174.8 1188 1178 1178 1178 1178
39 SYM50-3 50 3 1615.0 1615.0 1597.5 1620 1615 1615 1615 1615
40 SYM50-1 50 5 2054.0 2054.0 1937.1 2054 2054 2054 2054 2054
41 SYM50-2 50 5 1760.0 1760.0 1733.5 1760 1760 1760 1760 1760
42 SYM50-3 50 5 2525.0 2525.0 2434.1 2541 2525 2525 2525 2525
43  SYM50-1 50 10 4121.0 4121.0 3789.9 4121 4121 4121 4121 4121
44  SYM50-2 50 10 4166.0 4166.0 3708.6 4166 4166 4166 4166 4166
45 SYM50-3 50 10 4979.0 4979.0 4496.6 4979 4979 4979 4979 4979
46 SYM70-1 70 3 1360.0 1360.0 1359.0 1362 1360 1360 1360 1360
47 SYM70-2 70 3 1448.0 1448.0 14325 1471 1448 1448 1448 1449
48 SYM70-3 70 3 1521.0 1521.0 1521.0 1551 1521 1521 1521 1521
49 SYM70-1 70 5 2028.0 2028.0 1954.2 2240 2028 2028 2028 2028
50 SYM70-2 70 5 2165.0 2165.0 2119.1 2496 2165 2165 2165 2165
51 SYM70-3 70 5 2210.0 2210.0 2162.3 2242 2210 2210 2210 2210
52 SYM70-1 70 10 4979.0 4979.0 43429 5055 4979 4979 4979 4979
53 SYM70-2 70 10 4787.0 4787.0 41924 4912 4787 4787 4787 4787
54 SYM70-3 70 10 4997.0 4997.0 43154 5098 4997 4997 4997 4997

numero de instancias com n vértices para as quais ndo sdo conhecidos os certifica-
dos de otimalidade. As quatro colunas seguintes indicam o ntimero de melhores
limites inferiores obtidos por cada um dos métodos BB-MTZ, BC, LB e RL, respecti-
vamente. Por fim, as dltimas cinco colunas apresentam o ntiimero de melhores limi-
tes superiores fornecidos pelos métodos HVNS, BB-MTZ, BC, LB e RL, nessa ordem.

A Tabela B.5 apresenta os melhores limites inferiores e superiores conhecidos
para o PAGMGM, assim como os gaps de dualidade percentuais associados, para
as 90 instancias utilizadas na literatura do problema. Os resultados apresentados
foram obtidos pelos métodos HVNS, BB-MTZ, BC, LB e RL. A tabela é divida em trés
blocos de trinta linhas e quatro colunas. Em cada bloco, a primeira coluna apresenta
os ids das instancias. As colunas seguintes indicam, respectivamente, o melhor li-
mite inferior conhecido para a instancia (w*), o melhor limite superior conhecido
para a instancia (w*) e o gap de dualidade, em valores percentuais, associado a esses
melhores limites, definido como 100(w* — w*)/w*. As entradas nas colunas gap (%)

“" 7

correspondentes as instancias resolvidas na otimalidade mostram o simbolo
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Tabela B.3. Melhores limites inferiores obtidos pelos métodos BB-MTZ [Akgtn

& Tansel, 2010], BC e RL e melhores limites superiores obtidos pelos métodos

HVNS [Martins & Souza, 2009], BB-MTZ, BC, LB e RL, para as instancias da

classe ALM.

Instancias ALM Limites inferiores Limites superiores
id nome n d BB-MTZ BC RL HVNS BB-MTZ BC LB RL
55 ALM100-1 100 5 4831.2 5142.6 5060.1 5439 5457 5353 5317 5317
56 ALM100-2 100 5 4719.4 4870.3 4869.2 5207 5197 5055 5022 5022
57 ALM100-3 100 5 5058.5 5210.1 5189.2 5456 5450 5450 5428 5429
58 ALM100-1 100 10 7164.0 7164.0 7065.2 7180 7164 7164 7164 7164
59 ALM100-2 100 10 6886.0 6886.0 6726.2 6915 6886 6886 6886 6886
60 ALM100-3 100 10 7382.0 7382.0 7138.1 7509 7382 7382 7382 7382
61 ALM200-1 200 5 6183.4 6429.0 6541.3 7467 7217 7075 7122 6964
62 ALM200-2 200 5 6361.2 6597.9 6691.0 7680 7180 7245 7118 7129
63 ALM200-3 200 5 6626.4 6882.5 6991.2 8217 7556 7492 7514 7407
64 ALM200-1 200 10 8919.8 9017.9 9041.3 10391 9680 9652 9764 9552
65 ALM200-2 200 10 9263.0 9350.7 9399.2 10238 9916 9820 9801 9752
66 ALM200-3 200 10 9278.3 9391.2 9394.5 10533 10039 9978 9904 9894
67 ALM300-1 300 5 7780.2 8016.0 8202.9 9871 9211 9705 9195 9088
68 ALM300-2 300 5 7564.4 7798.8 8002.8 10532 9295 9407 8877 8728
69 ALM300-3 300 5 7870.4 8099.0 8292.5 10887 9359 9458 9296 9051
70 ALM300-1 300 10 11280.5 113554 11385.2 13899 12603 12891 12381 12418
71 ALM300-2 300 10 10826.1 10936.2 10981.4 13210 12723 12246 12272 12019
72  ALM300-3 300 10 11279.2 11416.0 11522.9 13792 13063 13110 12725 12378
73  ALMA400-1 400 5 8837.9 9121.2 9169.4 12487 10917 11079 10670 10560
74  ALM400-2 400 5 8967.4 9227.9 9250.2 13877 10791 11036 11076 10863
75 ALM400-3 400 5 8630.6 8945.5 8936.0 12379 10336 10711 10447 10532
76  ALM400-1 400 10 129279 12976.0 12814.9 17309 15055 14611 14705 14702
77 ALMA400-2 400 10 12779.1 12876.1 12775.9 16595 14774 15086 14679 14451
78 ALM400-3 400 10 12403.5 12601.9 12408.1 16439 15142 14506 14184 14279
79 ALMA400-1 400 20 189329 18929.0 185254 21339 23287 21260 20345 20154
80 ALM400-2 400 20 18675.7 18712.8 18519.8 21299 23951 20473 20520 19677
81 ALMA400-3 400 20 18667.5 18708.4 18457.9 22049 22445 21478 20427 19969
82 ALMb500-1 500 5 9608.3 9868.9 9126.3 14626 11872 11881 13328 13224
83 ALMS500-2 500 5 9756.4 10077.0 9111.1 14039 12512 12518 12990 13629
84 ALMS500-3 500 5 9543.0 9904.7 9453.5 13521 12190 12035 12562 13182
85 ALMS500-1 500 10 13627.0 13736.4 12548.0 19342 17900 15617 16187 18138
86 ALMS500-2 500 10 14131.0 14258.5 12674.3 18138 33992 16344 16325 18913
87 ALMS500-3 500 10 13972.8 14071.7 12466.8 18269 17168 16466 18644 18599
88 ALMS500-1 500 20 19839.6 19851.2 16333.3 24999 42194 24508 23465 24879
89 ALMS500-2 500 20 20396.4 20419.4 16828.7 24823 23871 24900 23668 22823
90 ALMb00-3 500 20 20395.8 20384.0 16751.8 25468 53380 23901 22726 25891

Tabela B.4. Ntimero de melhores limites inferiores e superiores conhecidos para
0o PAGMGM obtidos por cada um dos métodos HVNS [Martins & Souza, 2009],
BB-MTZ [Akgun & Tansel, 2010], BC, LB e RL, para as instancias do problema
cujos certificados de otimalidade nado foram fornecidos.

#instancias Limites inferiores Limites superiores
n  em aberto BB-MTZ BC LB RL HVNS BB-MTZ BC LB RL
100 6 0 6 0 0 0 0 0 6 4
200 6 0 0 0 6 0 0 0 1 5
300 6 0 0 0 6 0 0 0 1 5
400 9 1 6 0 2 0 2 1 1 5
500 9 1 8 0 0 0 2 3 3 1




Tabela B.5.

Melhores limites inferiores e superiores conhecidos para o
PAGMGM, e os gaps de dualidade associados, para todas as instancias das
classes CRD, SYM e ALM ja utilizadas na literatura do problema.
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Instancias CRD Instadncias SYM e ALM Instancias ALM
id w* w* gap (%) id w* w* gap (%) id w* w* gap (%)
1 4026 4026 - 31 1197 1197 - 61 6542 6964 6.06
2 3793 3793 - 32 1435 1435 - 62 6692 7118 5.98
3 4293 4293 - 33 1408 1408 - 63 6992 7407 5.60
4 5026 5026 - 34 1765 1765 - 64 9042 9552 5.34
5 4648 4648 - 35 2090 2090 - 65 9400 9752 3.61
6 5425 5425 - 36 2008 2008 - 66 9395 9894 5.04
7 5512 5512 - 37 1278 1278 - 67 8203 9088 9.74
8 5813 5813 - 38 1178 1178 - 68 8003 8728 8.31
9 5590 5590 - 39 1615 1615 - 69 8293 9051 8.37
10 6908 6908 - 40 2054 2054 - 70 11386 12381 8.04
11 7204 7204 - 41 1760 1760 - 71 10982 12019 8.63
12 7277 7277 - 42 2525 2525 - 72 11523 12378 6.91
13 9633 9633 - 43 4121 4121 - 73 9170 10560 13.16
14 9743 9743 - 44 4166 4166 - 74 9251 10791 14.27
15 9855 9855 - 45 4979 4979 - 75 8946 10336 13.45
16 6516 6516 - 46 1360 1360 - 76 12976 14611 11.19
17 6586 6586 - 47 1448 1448 - 77 12877 14451 10.89
18 7053 7053 - 48 1521 1521 - 78 12602 14184 11.15
19 8134 8134 - 49 2028 2028 - 79 18933 20154 6.06
20 7943 7943 - 50 2165 2165 - 80 18713 19677 4.90
21 8419 8419 - 51 2210 2210 - 81 18709 19969 6.31
22 11235 11235 - 52 4979 4979 - 82 9869 11872 16.87
23 11373 11373 - 53 4787 4787 - 83 10077 12512 19.46
24 11979 11979 - 54 4997 4997 - 84 9905 12035 17.70
25 8840 9251 4.44 55 5143 5317 3.27 85 13737 15617 12.04
26 9304 9557 2.65 56 4871 5022 3.01 86 14259 16325 12.66
27 9229 9622 4.08 57 5211 5428 4.00 87 14072 16466 14.54
28 12916 12916 - 58 7164 7164 - 88 19852 23465 15.40
29 13026 13026 - 59 6886 6886 - 89 20420 22823 10.53
30 13365 13365 - 60 7382 7382 - 90 20396 22726 10.25
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