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Resumo

Esta dissertação propõe uma heurística Variable Neighbourhood Descent que al-

terna entre vizinhanças que são exploradas por um algoritmo de Backtracking. Ela foi

aplicada ao problema de rotulação cartográfica de pontos e ao problema de coloração de

vértices com pesos. O primeiro consiste em posicionar rótulos em regiões de um mapa

cartográfico, proporcionando uma boa visualização pela redução das sobreposições de

rótulos. O segundo consiste em atribuir cores aos vértices de um grafo tal que vértices

adjacentes não recebam a mesma cor. Cada vértice do grafo possui um peso e para

cada cor é atribuído um peso que corresponde ao peso máximo dos vértices coloridos

com essa cor. O objetivo do problema de coloração de vértices com pesos é minimizar a

soma dos pesos das cores utilizadas. Os experimentos computacionais mostraram que

a heurística proposta é rápida e encontra resultados equivalentes ou melhores que os

melhores trabalhos publicados na literatura para os dois problemas.
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Abstract

This master thesis proposes an heuristic Variable Neighbourhood Descent that

alternates between neighbourhoods exploited by Backtracking algorithm. This heu-

ristic was applied to Point Feature Lable Placement Problem and Weighted Vertex

Coloring Problem. The first problem consists in placing point feature entity labels in

cartographic maps maximizing the map’s legibility by minimizing the number of label

overlaps. The second consists in given a graph G = (V,E), V is a set of vertex and

E is a set of edge, each vertex has associated a weight wv ≥ 0, assign a color to each

vertex in such way that color on adjacent vertex are diferent. Given a coloring, Ck is

the set of vertex with color k for k = 1, ..., n, the k color weight is the maximum weight

of a vertex in Ck. The objective of WV CP is minimize the sum of the weight colors.

The low computational cost and results comparable with the best works in literature

show its applicability to the both problems.
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Capítulo 1

Introdução

Os problemas de Otimização Combinatória podem ser descritos pela tripla

(S,Ω, f) onde S é um espaço de busca definido sobre um conjunto finito de variá-

veis de decisão X = {x1, . . . , xr}, Ω é um conjunto de restrições sobre as variáveis de

decisão X e f é uma função tal que f : S → R é uma função objetivo que fornece um

valor para cada solução s ∈ S [10].

Heurísticas e algoritmos exatos são os métodos mais utilizados para resolver pro-

blemas de otimização combinatória NP-Difíceis. Os métodos exatos garantem encon-

trar a solução ótima em um tempo finito. No entanto, assumindo que P 6= NP , não

existem algoritmos de tempo polinomial para resolver problemas desta classe [56]. Os

métodos heurísticos não garantem a otimalidade de uma solução, no entanto, muitas

vezes fornecem soluções de boa qualidade com baixo custo computacional, mesmo para

problemas de grande porte [19].

Os métodos heurísticos devem ser projetados com o objetivo de explorar o espaço

de busca de forma eficaz e eficiente, explorando intensamente regiões promissoras do

espaço de busca a procura de boas soluções [9]. As estratégias para alcançar esses

objetivos são chamadas respectivamente de intensificação e diversificação e determinam

o comportamento das heurísticas no processo de exploração do espaço de busca [9].

A metaheurística Variable Neighbourhood Descent (VND) proposta Hansen e Mla-

denović [41; 57; 65; 66] utiliza diversas vizinhanças para explorar o espaço de solu-

ções, onde o principio básico consiste em encontrar um mínimo local em relação a

um conjunto de vizinhanças. O VND é uma metaheurística extensivamente utilizada

[6; 14; 29; 58; 63; 64; 67; 70] para resolver problemas de otimização combinatória, sendo

considerado uma heurística de descida rápida, a steepest descent heuristic [57], e utili-

zada como uma busca local rápida. Em Hansen et al. [41; 57; 64; 65; 66] a estrutura

do VND é extensivamente detalhada apresentando aplicações modeladas para diversos

1



1. Introdução 2

problemas tais como: Traveling Salesman Problem TSP [78], pMediam Problem PM

[71], Minimum Sum of Squares Clustering MSSC [55] e Uncapacited Facility Location

Problem [24].

A metaheurística Variable Neighbourhood Descent (VND) utiliza diversas estru-

turas de vizinhanças Nq(s), q = 1, . . . , qmax, onde S é o conjunto de soluções viáveis,

s ∈ S e Nq(s) ⊆ S. Estas vizinhanças podem ser aninhadas (e.g. 1-opt, 2-opt, 3-opt,

etc.) ou completamente distintas umas das outras (e.g. Insertion, Exchange, etc.).

VND se baseia no fato de que um ótimo local para uma vizinhança Nr(s) não é neces-

sariamente um ótimo local para outra vizinhança Nt(s), r 6= t [66]. Partindo de uma

solução inicial s e uma vizinhança N1(s), VND realiza uma busca local na vizinhança

da solução corrente, movendo-se para uma solução que possua um custo melhor que a

solução corrente. Ao encontrar um ótimo local para uma vizinhança Nr(s), VND sele-

ciona outra vizinhança Nt(s), r 6= t, e sucessivamente realiza busca local até encontrar

uma solução que é um ótimo local para todas as vizinhanças. Sempre que a melhor

solução conhecida é atualizada, VND retorna para a primeira vizinhança e a busca é

reiniciada a partir desta solução.

O pseudo código do V ND é apresentado na Figura 1.1. A heurística V ND recebe

uma solução inicial s e um número de vizinhanças qmax. O custo de uma solução s é

dado pela função f(s). O laço das linhas 1 − 8 é executado até que um ótimo local

para todas as vizinhanças seja encontrado. Na Linha 2, o contador de vizinhanças q é

inicializado. O laço das linhas 3− 8 efetua a busca na vizinhança Nq(s). Na Linha 4, o

ótimo local s′ de Nq(s) é retornado. Se o custo da solução s’ for menor que o custo da

solução corrente s (Linha 5), a solução s é atualizada e o contador de vizinhanças q é

reinicializado na Linha 6. Do contrário, a próxima vizinhança é selecionada na Linha

8. Por fim, na Linha 9, o ótimo local em relação a todas as vizinhanças é retornado.

Procedimento VariableNeighbourhoodDescent(s, qmax)
1 enquanto Custo da solução s melhora faça

2 q ← 1
3 enquanto q ≤ qmax

4 s′ ← BuscaLocal(Nq, s)
5 se f(s′) < f(s) então

6 s← s′ e q ← 1
7 senão

8 q ← q + 1
9 retorne s

Figura 1.1. Pseudo código da heurística VND.



1. Introdução 3

Backtracking é um algoritmo genérico utilizado para encontrar todas as possíveis

soluções de um problema computacional. No contexto desta dissertação, o problema

computacional a ser solucionado, é enumerar (e avaliar) todos os vizinhos de uma

solução s. Backtracking utiliza uma estrutura de árvore de decisão, que é percorrida

no sentido do nó raiz para os nós folhas, recursivamente na forma de uma busca em

profundidade. Em cada nó da árvore, o algoritmo verifica se o caminho do nó até

uma de suas folhas pode ainda levar a uma solução viável. Se for este o caso, o

algoritmo continua a busca nos nós inferiores. Caso contrário, o algoritmo retorna ao

nó anterior da árvore, podando toda a sub árvore do nó em questão. Esta última

operação é conhecida como backtrack. Quando uma solução viável para o problema

computacional é encontrada em uma folha, ela é processada, e o algoritmo retorna

ao nó anterior da árvore (backtrack), continuando a busca por outras soluções para

o problema. Backtracking foi extensivamente utilizado para resolver problemas de

otimização combinatória [16; 37; 54; 69; 72; 79; 83]. Apesar da sua complexidade

de tempo intrinsecamente exponencial, ele foi amplamente utilizado para problemas

NP-Difícieis [12; 13; 22; 23; 38; 39; 60; 69].

O objetivo desta dissertação é propor e avaliar uma heurística Variable Neigh-

bourhood Descent (VND) [65; 66] que alterna entre vizinhanças aninhadas (potenci-

almente muito grandes) que são exploradas por um algoritmo de Backtracking 1. Ao

invés de utilizar o algoritmo de backtracking para enumerar todas as soluções de um

problema de otimização NP-Difícil, em busca de identificar qual é a solução ótima do

problema, a heurística proposta nesta dissertação utiliza este algoritmo para enumerar

todos os vizinhos de uma vizinhança (potencialmente muito grande) em busca de solu-

ções aprimorantes. Esta técnica foi aplicada aos problemas de Rotulação Cartográfica

de Pontos (PFLP, do inglês, Point feature Label Placement Problem) [42; 43] e Colo-

ração de Vértices com Pesos (WVCP, do inglês Weighted Vertex Coloring Problem)

[56].

O restante desta dissertação está organizada da seguinte forma. Os capítulos

2 e 3 apresentam respectivamente o PFLP e o WVCP e suas respectivas revisões

bibliográficas. O Capítulo 4 propõe uma variação da metaheurística VND, que alterna

entre vizinhanças aninhadas que são exploradas por um algoritmo de Backtracking,

e mostra o resultado da aplicação desta técnica para PFLP e WVCP. Por fim, no

Capítulo 5, encontra-se as considerações finais sobre este trabalho e propostas para

trabalhos futuros.

1O termo Backtrack foi cunhado pelo matemático norte americano D. H. Lehmer na década de
1950



Capítulo 2

Problema de Rotulação

Cartográfica de Pontos

De forma geral o problema de rotulação cartográfica consiste em identificar com

clareza entidades cartográficas através de rótulos que são posicionados em determinadas

regiões de um mapa cartográfico, evitando sobreposições dos rótulos e respeitando

algumas padronizações cartográficas, tais como posição e tamanho do rótulo [3; 42; 43].

As entidades cartográficas podem ser divididas em três tipos: entidades linha (rios,

estradas,... ), entidades área ou polígono (estados, oceanos,...) e entidades ponto

(cidades, edificações,...) sendo o problema de rotulação das entidades ponto conhecido

como Problema de Rotulação Cartográfica de Pontos [36] (PFLP, do inglês, Point

Feature Lable Placement Problem). O problema de rotulação cartográfica pode ser

discreto ou contínuo onde no primeiro caso as entidades cartográficas possuem uma

lista predefinida de posições candidatas que poderão receber o rótulo, no segundo o

rótulo pode circular ou tangenciar o ponto que representa a entidade cartográfica, sendo

inserido na melhor posição encontrada.

As sobreposições dos rótulos são chamadas de conflitos e quando não são aceitas

e o tamanho do rótulo é fixo, o problema consiste em rotular sem sobreposições o

maior número de entidades cartográficas. Este problema é conhecido como Problema

da Maximização do Número de Rótulos (PMNR), Máximo Conjunto Independente

de Vértices (MCIV) [76; 80] ou Problema de Maximização de Número de Legendas

(PMNL) [15]. Quando o tamanho dos rótulos é variável o objetivo é determinar o

tamanho ideal de cada rótulo para que todos as entidades cartográficas sejam rotuladas

sem sobreposições. Neste caso o problema é conhecido como Problema da Maximização

do Tamanho do Rótulo (PMTR) [80] ou Problema de Maximização do Tamanho de

Legendas (PMTL)[74]. Por outro lado as sobreposições dos rótulos podem ser aceitas e

4



2. Problema de Rotulação Cartográfica de Pontos 5

neste caso o tamanho do rótulo é único e todos as entidades cartográficas são rotuladas,

fazendo com que o objetivo do problema de rotulação cartográfica seja minimizar o

número de sobreposições dos rótulos ou maximizar o número de rótulos livres. No

primeiro caso temos o Problema da Minimização do Número de Conflitos (PMNC)

[30] e no segundo o Problema do Número Máximo de Rótulos Livres de Conflitos

(PNMRLC) [31; 32].

A preferência cartográfica associa um peso a cada posição candidata da lista de

posições candidatas, indicando a ordem preferencial para rotulação do ponto cartográ-

fico; Quanto menor for o peso da preferência cartográfica, maior é a preferência para

seleção da posição candidata.

Baseando-se nos trabalhos de Marks e Sheiber [44] o PFLP pode ser modelado

por um grafo particionado não direcionado G = (V,E,Q) e um conjunto P = {1, . . . , p}

de pontos cartográficos, onde V é o conjunto de posições candidatas, E é o conjunto de

arestas entre posições candidatas em conflito (sobrepostas), Q = {Q1, . . . , Qp} é uma

partição dos vértices em V , sendo que Qq é o conjunto das posições candidatas para

cada ponto cartográfico q ∈ P . O PFLP consiste em selecionar uma posição candidata

v ∈ Qq para cada ponto cartográfico q ∈ P e uma solução s = {v1, . . . , vp} é um

conjunto contendo as posições candidatas selecionadas. Dada uma solução s, diz-se

que um ponto cartográfico q está em conflito se o grau da posição candidata v ∈ Qq∩S

no grafo induzido em G por s for maior que zero. Dados os pontos cartográficos

distintos p e q, eles são adjacentes em s caso exista a aresta [u, v] ∈ E para as posições

candidatas u ∈ Qp ∩ s e v ∈ Qq ∩ s no grafo induzido em G por s. O objetivo do

problema é encontrar a atribuição de posições candidatas a pontos cartográficos que

minimiza o número de pontos cartográficos em conflito. A Figura 2 ilustra um exemplo

de um problema de rotulação cartográfica de pontos com seis pontos cartográficos, cada

um com quatro posições candidatas.

A formulação matemática do PMNC foi apresentada por Ribeiro e Lorena [31],

Figura 2.2. Nesta formulação todos os pontos cartográficos são rotulados e o custo

da solução é fornecido pelo somatório do peso da posição candidata selecionada e o

número de posições candidatas em conflito. Nesta formulação cada posição candidata é

representada pela variável binária xi,j onde i = 1, . . . , |P | e j = 1 . . . , |Qi|. A preferência

cartográfica é definida por um peso wi,j associado a cada posição candidata. Caso a

variável xi,j = 1 a posição candidata j do ponto cartográfico i estará selecionada para

receber o rótulo, do contrário não. O conjunto Si,j possui os pares de índices de posições

candidatas (k, t) em conflito com a posição candidata xi,j, assim ∀(k, t) ∈ Si,j a posição

candidata xk,t esta em conflito com xi,j.

Esta dissertação avaliará o problema discreto de rotulação cartográfica de pontos
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(a) Preferências
Cartográficas.

(b) Problema de Rotulação Cartográfica. (c) Grafo de conflitos.

Figura 2.1. (a) Preferências cartográficas de um ponto cartográfico tendo um
peso associado a cada posição candidata [42]. (b) Exemplo de um problema de
rotulação cartográfica com seis pontos cartográficos onde v1, . . . , v24 são posições
candidatas. (c) Grafo de conflitos correspondente ao problema da Figura 2.1(b),
onde Q1, . . . , Q6 representam respectivamente o conjunto de posições candidatas
para os pontos cartográficos 1, . . . , 6. Cada conjunto de posições candidatas Qk

possui quatro elementos tal que v1, v2, v3 e v4 ∈ Q1, . . ., v21, v22, v23 e v24 ∈ Q6.

min

|P |
∑

i=1

|Qi|
∑

j=1



wi,jxi,j +
∑

(k,t)∈S(i,j)

yi,j,k,t





s.a.

|Qi|
∑

j=1

xi,j = 1 ∀i = 1, . . . , |P |

xi,j + xk,t − yi,j,k,t ≤ 1 ∀i = 1, . . . , |P |

∀j = 1, . . . , |Qi|

(k, t) ∈ Si,j

xi,j , yi,j,k,t ∈ {0, 1} ∀i = 1, . . . , |P |

∀j = 1, . . . , |Qi|

(k, t) ∈ Si,j

Figura 2.2. Formulação de programação linear inteira 0− 1 de Ribeiro e Lorena
[31].

baseando-se no Problema da Minimização do Número de Conflitos (PMNC) [30; 31]. O

custo da solução será fornecido pelo número de rótulos em conflito não sendo avaliada

a preferência cartográfica, conforme formulação 2.3.
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min

|P |
∑

i=1

|Qi|
∑

j=1

∑

(k,t)∈S(i,j)

yi,j,k,t

s.a.

|Qi|
∑

j=1

xi,j = 1 ∀i = 1, . . . , |P |

xi,j + xk,t − yi,j,k,t ≤ 1 ∀i = 1, . . . , |P |

∀j = 1, . . . , |Qi|

(k, t) ∈ Si,j

xi,j , yi,j,k,t ∈ {0, 1} ∀i = 1, . . . , |P |

∀j = 1, . . . , |Qi|

(k, t) ∈ Si,j

Figura 2.3. Formulação de programação linear inteira 0− 1 de Ribeiro e Lorena
[31] sem o custo da preferência cartográfica na função objetivo

2.1 Trabalhos Relacionados

Marks e Sheiber [44] provaram que o PFLP é NP-difícil, modelando uma versão

simplificada do PFLP (SLP, do inglês, Simple Admissible Point-feature-label Place-

ment) e o reduzindo a um problema NP-Completo Planar 3-Sat.

Hirsch [77] trabalhou no problema contínuo de rotulação cartográfica e desenvol-

veu um algoritmo baseado em um sistema vetorial. Os rótulos em conflito são modela-

dos como partículas se repelem, sendo posicionados ao redor do ponto cartográfico de

forma a não se sobreporem, minimizando o número de conflitos.

Zoraster [76] propôs uma formulação de programação linear inteira 0− 1, Figura

2.4, com restrições que não aceitam sobreposições das posições candidatas e a função

objetivo minimiza o custo da solução utilizando o somatório da preferência das posições

candidatas selecionadas, onde dado:

• k = |P |, número de pontos cartográficos a serem rotulados.

• m = |E|, número de arestas de conflitos entre posições candidatas.

• Nj = |Qj|, número de posições candidatas do ponto cartográfico j.

• xi,j, posição candidata i do ponto cartográfico j tal que:

a Se xi,j = 1 a posição candidata será selecionada.
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b Se xi,j = 0 a posição candidata não será selecionada.

• wi,j, peso da preferência cartográfica da posição candidata i do ponto cartográfico
j.

•
∑|Nj |

i=1 xi,j = 1, restrição que garante que uma posição candidata para cada ponto
cartográfico será selecionada.

• (r, s), posição candidata r do ponto cartográfico s.

• (r′, s′), posição candidata r′ do ponto cartográfico s′.

• xrq ,sq +xr′q ,s
′

q
≤ 1, restrição que garante que duas posições candidatas em conflito

não serão selecionadas simultaneamente.

min
k

∑

j=1

Nj
∑

i=1

wi,jxi,j

s.a.

Nj
∑

i=1

xi,j = 1 1 ≤ j ≤ k

xrq ,sq + xr′q ,s
′

q
≤ 1 1 ≤ q ≤ m

xi,j ∈ {0, 1}

Figura 2.4. Formulação de programação linear inteira 0− 1 de Zoraster [76].

Em [76] Zoraster propôs também a combinação de heurísticas com uma relaxa-

ção lagrangeana, utilizando como penalidade a restrição de sobreposição das posições

candidatas, obtendo então a formulação apresentada na Figura 2.5.

min
k

∑

j=1

Nj
∑

i=1

wi,jxi,j +
m
∑

q=1

(

xrq ,sq + xr′q ,s
′

q
− 1

)

dq

s.a.

Nj
∑

i=1

xi,j = 1 1 ≤ j ≤ k

xi,j ∈ {0, 1}

dq ≥ 0 1 ≤ q ≤ m multiplicador lagrangeano

Figura 2.5. Formulação de programação linear inteira 0−1 de Zoraster [76] com
o multiplicador lagrangeano.
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Para resolver os problemas de ciclagem e dificuldade na convergência para ótimos

locais da heurística proposta, o autor propõe aplicar o multiplicador lagrangeano em

apenas um dos rótulos de um conflito e reduzir o valor do multiplicador lagrangeano

após um determinado número de iterações, caso o custo da solução não melhore.

Christensen et al. [42; 43] propuseram um algoritmo baseado em Simulated Anne-

ling (SA) [73], um algoritmo enumerativo, um algoritmo guloso e um algoritmo deno-

minado Discret Descent Gradient. O algoritmo guloso gera soluções rápidas, mas com

o número de conflitos 50% maior em média que a solução baseada em Discret Gradi-

ent Descent, que realiza sucessivas buscas locais minimizando o número de conflitos.

Na heurística de SA, os movimentos de seleção das posições candidatas são aleatórios,

onde ∆K representa a variação do custo da solução causada pelo movimento. Caso

o movimento piore ele poderá ser aceito com base na probabilidade ρ = 1.0 − e−
∆k
T .

A heurística de SA alcançou resultados melhores para problemas com um menor nú-

mero de pontos cartográficos quando comparados com a literatura no momento da sua

publicação.

Verner et al. [59] propuseram um Algoritmo Genético (AG) [5] para o PFLP,

onde o cromossomo é representado por uma lista de posições candidatas contendo uma

posição candidata para cada ponto cartográfico. Uma função mapeia as posições candi-

datas nos cromossomos pais de acordo com um mapa de bits, onde cada bit corresponde

uma posição candidata do cromossomo e seu valor determina de qual cromossomo pai

a posição candidata será selecionada para gerar a próxima geração.

Yamamoto et al. [49] propuseram uma heurística de busca tabu onde o tamanho

da lista tabu varia em função do número de pontos cartográficos em conflitos. Desta

forma cresce quando o número de conflitos aumentam e decresce quando número de

conflitos diminuem. Esta heurística obteve os melhores resultados quando comparados

com a literatura no momento de sua publicação.

Yamamoto et al. [50; 51] propuseram um algoritmo genético construtivo (AGC)

[45] e uma heurística baseada nos trabalhos de Strijk et al. [80], denominada FALP,

(do inglês, Fast Algorithm for Label Placement) que se divide nas três etapas descritas

a seguir: Na primeira etapa o algoritmo constrói um conjunto contendo os pontos

cartográficos livres. Na segunda etapa o algoritmo constrói um conjunto contendo os

pontos cartográficos em conflito. Na terceira etapa é aplicada uma busca local para

reduzir o número de pontos cartográficos em conflitos.

Ribeiro et al. [32] apresentaram um modelo matemático baseado em minimização

de conflitos e utilizou uma relaxação lagrangeana dividida em duas etapas. Na primeira

o grafo de conflitos é divido em grupos de posições candidatas e na segunda, as ares-

tas que conectam os agrupamentos são relaxadas no algoritmo baseado na relaxação
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lagrangeana.

Cravo et al. [26] propuseram uma heurística gulosa baseada na heurística Recur-

sive Smallest First (RSF) [25] que utiliza a técnica de redução proposta por Wagner et

al. [21]. Esta técnica consiste em (i) reduzir o tamanho do grafo de conflitos removendo

os pontos cartográficos com posições candidatas sem arestas de conflitos, em seguida

(ii) selecionar a posição candidata de cada ponto cartográfico que acarreta no menor

número de conflitos.

Cravo et al. [27] propuseram uma heurística baseada em GRASP [61; 81], apli-

cando a técnica de redução proposta por Wagner et al [21] para reduzir o tamanho

do grafo de conflitos. Esta heurística obteve os melhores resultados da literatura no

momento da sua publicação.

Mauri et al. [35] propuseram uma modelagem por programação linear inteira

0 − 1 e uma decomposição lagrangeana que divide o PFLP em vários subproblemas

que correspondem a partições do grafo de conflitos. As conexões entre as partições são

removidas copiando os vértices de maior grau destas conexões para as outras partições

conectadas, por fim os subproblemas são resolvidos utilizando o CPLEX [40] e as solu-

ções obtidas são reunidas na solução final. Ribeiro et al. [33] propuseram a inserção de

desigualdades válidas no modelo proposto por Mauri et al.[35] para fortalecer a formu-

lação, apresentando no momento de sua publicação os melhores valores da literatura

para os problemas propostos.

Alvim e Taillard [3] propuseram uma heurística baseada em Partial Optimization

Metaheuristic Under Special Intensification Conditions (POPMUSIC), metaheurística

proposta inicialmente por Taillard e Voß [20]. Ela consiste em dividir o problema

em subproblemas, otimizando os subproblemas com a busca tabu de Yamamoto [49].

Atualmente, esta é a heurística com melhores resultados na literatura para o PFLP.



Capítulo 3

Problema de Coloração de Vértices

com Pesos

Os problemas de coloração de grafos (GCP, do inglês Graph Coloring Problems),

consistem em: dado um grafo G = (V,E), onde V é um conjunto com n vértices

e E é um conjunto de m arestas, deve-se atribuir cores a elementos de G, sujeito a

um conjunto de restrições [82]. Dentre os problemas de coloração de grafos podem

ser destacados o problema de coloração de faces em um grafo planar, problema de

coloração de arestas e problema de coloração de vértices [82].

O problema de coloração de vértices (VCP, do inglês, Vertex Coloring Problem),

consiste em: dado um grafo G = (V,E), atribuir cores a todos vértices de G tal que

os vértices adjacentes recebam cores diferentes [82]. Um conjunto C ⊆ V é chamado

conjunto independente se dados u, v ∈ C, [u, v] /∈ E. Uma k-coloração s = {C1, . . . , Ck}

de G é um particionamento de V em k conjuntos independentes. O VCP pode ser

aplicado como problema de decisão ou otimização onde no primeiro o objetivo é avaliar

se o grafo G é k-colorível e no segundo o objetivo é minimizar o número de cores k. O

número cromático de G definido por χ(G) corresponde ao menor valor para k tal que

o grafo G seja k-colorível [82].

O problema de coloração de vértices com pesos (WVCP, do inglês Weighted Vertex

Coloring Problem) é uma generalização do VCP, onde cada vértice v ∈ V possui um

peso wv ≥ 0, w1 ≥ w2 ≥ . . . ≥ wn. Dada uma k-coloração s = {C1, . . . , Ck}, onde

Cr ⊆ V é um conjunto independente de vértices coloridos com a cor r, defini-se o peso

Wr da cor r como o maior peso dos vértices v ∈ Cr. O objetivo do problema WVCP é

encontrar a k-coloração cuja soma dos pesos de suas cores é mínima.

Diversas aplicações podem ser modeladas como um WVCP, onde recursos limi-

tados são compartilhados para atender demandas, que podem ou não ser atendidas

11
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simultaneamente por um mesmo recurso. No WVCP, as cores representam recursos, os

vértices representam demandas, o peso dos vértices representa o custo das demandas

e as arestas representam a impossibilidade que duas demandas sejam atendidas simul-

taneamente. Numa solução para o WVCP as cores fornecem o número de recursos e o

peso das cores o custo necessário para atendimento das demandas.

A formulação matemática para o WVCP utilizada como base neste trabalho foi

apresentada em [18] Figura 3.1. O número máximo de cores é definido pela variável

n = |V |, as cores dos vértices são definidas pela variável binária xih, (i ∈ V, h = 1, . . . , n)

onde para xih = 1 a cor h é atribuída ao vértice i e a variável zh denota o custo da cor

h. A função objetivo 3.1 minimiza o somatório dos custos das cores zh. O custo de

cada cor zh é definido na restrição 3.2 onde é atribuído a zh o peso do vértice i colorido

com a cor h. A restrição 3.3 obriga que será atribuído a cada vértice i ∈ V uma única

cor h ∈ 1, . . . , n. A restrição 3.4 obriga que será atribuído cores diferentes a vértices

adjacentes e por último a restrição 3.5 define que a variável x é binária.

min
n

∑

h=1

zh (3.1)

s.a. zh ≥ wixih, i ∈ V, h = 1, . . . , n, (3.2)
n

∑

h=1

xih = 1 i ∈ V, (3.3)

xih + xjh ≤ 1, (i, j) ∈ E, h = 1, . . . , n, (3.4)

xih ∈ {1, 0} , i ∈ V, h = 1, . . . , n, (3.5)

Figura 3.1. Formulação de programação linear inteira 0− 1 de Malaguti [18].

3.1 Trabalhos Relacionados

Galinier e Hao [62] apresentaram uma heurística baseada em algoritmos evolu-

cionários, (HEA, do inglês, Hybrid Evolutionary Algorithms), onde a ideia principal

da heurística é criar novas populações com operadores CrossOver especializados e

melhorar o custo da solução com uma busca local baseada na busca tabu. Os auto-

res apresentam resultados comparáveis aos melhores resultados para um conjunto de

instâncias da literatura.

Avanthay et al. [8] propuseram um VNS [58; 75] apresentando diversas estruturas

de vizinhanças, sendo algumas de tamanho exponencial. Os autores utilizaram uma



3. Problema de Coloração de Vértices com Pesos 13

busca tabu na busca local, no entanto não fornecem uma forma de explorar a vizinhança

com eficiência, não apresentando resultados competitivos quando comparado com os

resultados alcançados por Galinier e Hao [62].

Escoffier et al. [7] prosseguiram com a investigação baseando-se no trabalho de

Guan e Zhu [17], provando que o problema de coloração com pesos (WCP, do inglês,

Weighted Coloring Problems) é fortemente NP-Difícil para grafos de intervalos e discu-

tiram a aproximação polinomial para o WCP, demonstrando algoritmos de aproximação

para grafos que podem ser coloridos com poucas cores e para subgrafos k-tree.

Demange et al. [48] investigaram a complexidade e aproximabilidade do WCP,

discutindo algumas propriedades das soluções ótimas, complexidade e apresentando

resultados de estratégias de aproximações.

Trick e Yildiz [53] propuseram uma heurística de busca local aplicada a problemas

de coloração de grafos caracterizados por grandes vizinhanças, baseando-se em heurís-

ticas utilizadas em visão computacional. A heurística proposta baseia-se na resolução

do problema MAX-CUT em etapas, onde encontrar o melhor vizinho, para as estru-

turas de vizinhanças definidas pelos autores, corresponde à resolução de um problema

MAX-CUT.

As características das vizinhanças do GCP foram avaliadas em Chiarandini et al.

[47] apresentando um estudo sobre a busca local em problemas onde as vizinhanças são

grandes. No primeiro exemplo o uso de vizinhanças de grande escala não ajudaram a

melhorar o desempenho de algoritmos de busca local estocástica devido o alto custo

computacional, apesar dos resultados iniciais serem promissores. No segundo exemplo

os resultados foram melhores quando comparado com o primeiro, onde uma vizinhança

de grande escala foi adaptada para o problema podendo ser pesquisada de forma efici-

ente, resultando em um componente essencial de um novo algoritmo de estado da arte

para varias classes de instâncias de k-coloração.

Hertz et al. [1] apresentaram um novo algoritmo de busca local chamado de Pes-

quisa Espacial Variável, (VSS, do inglês, Variable Space Search) aplicado ao problema

de k-coloração. O VSS estende a metodologia da Formulação de Pesquisa Espacial

(FSS, do inglês, Formulation Space Search), considerando várias formulações diferen-

tes para um mesmo problema, cada uma sendo associada a um conjunto de vizinhanças

e uma função objetivo, onde os movimentos trocam de vizinhança quando a busca local

fica presa em um ótimo local. Os problemas de k-coloração são resolvidos através da

combinação de 3 diferentes formulações, onde as duas primeiras possuem diferentes

restrições relaxadas a terceira formulação satisfaz todas as restrições.

Malaguti et al. [18] propuseram duas formulações utilizando programação linear

inteira, a primeira produz um limite inferior para a solução e a segunda formulação,
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baseada no problema SCP (do inglês, Set Covering Problem), é utilizada para derivar

um algoritmo de duas fases. Na primeira fase um algoritmo de geração de colunas

produz um grande número de conjuntos independentes e na segunda fase a solução é

melhorada, apresentando no momento de sua publicação os melhores resultados para

um grande número de instâncias da literatura.



Capítulo 4

Heurística VND com Backtracking

Esta dissertação propõe uma variação da metaheurística Variable Neighbourhood

Descent [65; 66] que alterna entre vizinhanças aninhadas (potencialmente muito gran-

des) que são exploradas por um algoritmo de Backtracking. Esta técnica foi chamada

de VNDBS (do inglês Variable Neighbourhood Descent with Backtracking Search).

VNDBS recebe uma solução inicial s e realiza uma busca local em uma vizinhança

exponencialmente grande N (s). Entretanto, por uma questão de eficiência, esta vizi-

nhança não é explorada exaustivamente. A eficiência de VNDBS é alcançada através

dos três princípios descritos a seguir. O pseudo código de VNDBS é apresentado logo

em seguida.

Primeiramente, N (s) é particionada em várias subvizinhanças Nβ(s), β =

{1, . . . , βmax}, de forma que Nβ(s) ⊆ Nβ+1(s) e N (s) = Nβmax
(s). Por exemplo,

caso N seja uma vizinhança k-opt, ela pode ser particionada em subvizinhanças 1-opt,

2-opt, · · ·, k-opt. A busca em VNDBS é realizada na forma de um VND[65; 66]. Inicial-

mente aplica-se busca local na vizinhança N1(s), e a medida que soluções aprimorantes

não são encontradas para a vizinhança Nβ(s), VNDBS parte para uma busca local

na vizinhança Nβ+1(s). Entretanto, quando uma solução aprimorante é encontrada,

VNDBS volta para a vizinhança N1(s). Desta forma, soluções aprimorantes são encon-

tradas mais rapidamente nas vizinhanças de tamanho menor, e as vizinhanças maiores

são exploradas menos frequentemente.

Para que as vizinhanças de tamanho maior sejam exploradas de forma eficiente,

a busca local é realizada na forma de um algoritmo de Backtracking. Dada uma so-

lução corrente s ∈ S, onde S é o conjunto de soluções viáveis para o problema, uma

vizinhança qualquer N (s) é caracterizada por um conjunto de variáveis de decisão

X = {x1, . . . , xn}, onde si é o valor atribuído para a variável xi na solução s e o do-

mínio dom(xi) de cada variável xi ∈ X é o conjunto de valores cuja variável xi pode

15
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assumir. Por exemplo, em PFLP, X contém uma variável xi para cada ponto cartográ-

fico pi ∈ P . O domínio dom(xi) da variável xi ∈ X contém todas as posições candidatas

para o ponto cartográfico pi, exceto a posição candidata si que está atribuída a pi na

solução corrente. Em WVCP, X contém uma variável xi para cada vértice vi ∈ V do

grafo e o domínio dom(xi) da variável xi contém todas as cores com o qual vi pode

ser colorido, exceto aquela com o qual vi está colorido na solução corrente. A cada

chamada recursiva do algoritmo de backtracking, uma variável xi ∈ X é selecionada.

Para cada valor d ∈ dom(xi), uma nova chamada recursiva é realizada para um vizinho

s′, onde s′ é idêntico a s exceto pelo valor de s′i = d 6= si. A chamada recursiva é

realizada mesmo se s′ for uma solução inviável ou se f(s′) > f(s), uma vez que de-

pendendo da atribuição de valores para as outras variáveis em nós inferiores da árvore

de backtracking, a viabilidade da solução pode ser restaurada e seu custo reduzido. A

profundidade das chamadas recursivas é limitada por um valor calculado em função do

parâmetro βmax.

Apesar do algoritmo de backtracking reduzir consideravelmente o número de vi-

zinhos que precisam ser explicitamente avaliados, o tempo computacional necessário

para avaliar todos os vizinhos de uma vizinhança exponencialmente grande Nβ(s) pode

ainda ser muito grande. Para reduzir ainda mais o tempo computacional da busca,

VNDBS seleciona um subconjunto dos vizinhos N α
β (s) de Nβ(s) e realiza busca local

apenas neste subconjunto. Isto é implementado selecionando um subconjunto Xα ⊆ X

de variáveis de decisão que definem a vizinhança Nβ(s) e chamando o algoritmo de

backtracking apenas para as variáveis em Xα. O número de vizinhos em N α
β (s) de-

pende de um parâmetro α, α = {1, . . . , αmax}, de forma que |N α
β (s)| ≤ |N

α+1
β (s)| e

N αmax

β (s) = Nβ(s). Uma forma de gerar um subconjunto de vizinhos N α
β (s) de Nβ(s) é,

por exemplo, selecionar α×|X| variáveis em X aleatoriamente. Para cada valor de β de

1 até βmax, VNDBS inicialmente realiza a busca local na vizinhança N 1
β (s) e a medida

que soluções aprimorantes não são mais encontradas para a vizinhança N α
β (s), VNDBS

parte para uma busca local na vizinhança N α+1
β (s). Entretanto, quando uma solução

aprimorante é encontrada, VNDBS volta para a vizinhança N 1
β (s). Desta forma, so-

luções aprimorantes são encontradas mais rapidamente em subconjuntos menores da

vizinhança Nβ(s). Da mesma maneira quando soluções aprimorantes não são mais

encontradas na vizinhança N αmax

β (s), o valor de β é incrementado.

A eficiência em termos de tempo computacional e qualidade de solução de uma

heurística VNDBS depende principalmente dos parâmetros αmax e βmax, assim como

do quão eficiente é o algoritmo de backtracking implementado para avaliar a vizinhança

N α
β . O pseudo código de VNDBS é apresentado na Figura 4.1. A heurística recebe

como parâmetros αmax, βmax, o conjunto X de variáveis de decisão do problema e uma
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solução inicial s, onde si denota o valor fixado para a variável xi em s.

Na Linha 1, as variáveis α e β são inicializadas. O laço das linhas 2-8 é executado

enquanto uma condição de parada não seja satisfeita. Na Linha 3, um subconjunto

Xα das variáveis X é criado, de forma que a cardinalidade Xα é definida em função

de α. Na Linha 4, o algoritmo de backtracking é executado para realizar uma busca

local na vizinhança N α
β (s) (definida por Xα e β) e retornar a solução s′ cujo custo é

menor ou igual ao custo de s. Se o custo da solução s′ for menor que o custo da solução

corrente s (Linha 5) as variáveis α e β são reinicializadas na Linha 6. Caso contrário, α

e β são atualizadas na Linha 7. O processo de atualização destas variáveis é discutido

abaixo. A solução corrente é sempre atualizada na Linha 8, uma vez que o algoritmo

de backtracking sempre retorna uma solução com custo igual ou menor que o custo da

solução corrente. A atualização constante da solução corrente é o principal mecanismo

de diversificação de VNDBS. Por fim, a melhor solução encontrada é retornada na

Linha 9.

Procedimento VNDBS (s,X, αmax, βmax)
1 α, β ← 1
2 enquanto condição de parada não satisfeita faça

3 Xα ← Subconjunto(X,α)
4 s′ ← Backtracking(s,Xα, β)
5 se f(s′) < f(s)
6 então α, β ← 1
7 senão α, β ← Atualizar(α, β, αmax, βmax)
8 s← s′

9 retorne s

Figura 4.1. Pseudo código do procedimento VNDBS.

A atualização das variáveis α e β (Linha 7 da Figura 4.1) pode ser realizada

de diferentes maneiras. Um exemplo de como estas variáveis podem ser atualizadas é

apresentada na Figura 4.2. O procedimento Atualizar recebe como parâmetros o valor

corrente de α e β e seus respectivos valores máximos αmax e βmax e retorna os valores

de α e β atualizados. Se o valor de α for menor que αmax (Linha 1), o valor de α é

incrementado na Linha 2. Caso contrário, α atingiu seu valor máximo e é reinicializado

na Linha 4. Neste caso, o valor de β é atualizado nas linhas 5-7. Se o valor de β for

menor do que βmax (Linha 5), o primeiro é incrementado na Linha 6. Caso contrário,

β atingiu seu valor máximo e é reinicializado na Linha 7.

O procedimento Backtracking utilizado em VNDBS é apresentado na Figura 4.3.

O procedimento recebe como parâmetros a solução corrente s, o valor corrente de

β e o subconjunto Xα de variáveis de decisão. Backtracking efetua a busca local na
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Procedimento Atualizar(α, β, αmax, βmax)
1 se α < αmax então

2 α← α+ 1
3 senão

4 α← 1
5 se β < βmax

6 então β ← β + 1
7 senão β ← 1

Figura 4.2. Pseudo código do procedimento Atualizar.

vizinhança N α
β (s), definida por Xα e β. Se β = 0 (Linha 1) o algoritmo de backtracking

retorna a solução corrente, uma vez que a vizinhança N α
β (s) para β = 0 é vazia. O laço

das linhas 2-6 enumera todos os valores no domínio dom(xi) de cada variável xi ∈ Xα.

Para cada variável de decisão xi (Linha 2) e para cada valor d em dom(xi) (Linha 3),

uma solução s′ é gerada na Linha 4, de forma que s′ é igual a s, exceto pelo valor

de s′i = d 6= si, onde si e s′i são o valor da variável de decisão xi nas soluções s e s′,

respectivamente. Ou seja, s′ é o vizinho obtido através da modificação do valor de

si para d. Na Linha 5, o algoritmo de backtracking é executado recursivamente para

enumerar todos os valores no domínio dom(xj) de cada variável xj ∈ Xα\{xi} e retorna

em s′′ a melhor solução encontrada. Se o custo de s′′ é menor ou igual que o custo

da solução corrente s, esta é atualizada na Linha 6. A melhor solução encontrada é

tornada na Linha 7.

Procedimento Backtracking(s,Xα, β)
1 se β ≥ 1 então

2 para cada xi ∈ Xα faça

3 para cada d ∈ dom(xi) faça

4 s′ ← s e s′i ← d

5 s′′ ← Backtracking(s′, Xα\{xi}, β − 1)
6 se f(s′′) ≤ f(s) então s← s′′

7 retorne s

Figura 4.3. Pseudo código do procedimento Backtracking.

4.1 VND com Backtracking para PFLP

A estratégia de solução proposta para PFLP recebe o grafo particionado G =

(V,E,Q) e o conjunto P de pontos cartográficos e retorna uma solução s ⊆ V que
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consiste em um conjunto com |P | posições candidatas, uma para cada ponto carto-

gráfico em P . A estratégia consiste em três etapas. Primeiramente, um algoritmo de

pré-processamento é aplicado ao grafo de conflitos com o intuito de reduzir o número

de vértices e arestas no grafo e consequentemente o tamanho do espaço de busca a

ser explorado pelos algoritmos de otimização. Em seguida, uma heurística construtiva

gulosa é utilizada para criar uma solução inicial para o problema. Por fim, aplica-se

uma heurística de busca baseada na heurística VNDBS, introduzida na seção anterior.

Estas três etapas são detalhadas a seguir.

4.1.1 Pré-processamento

O algoritmo de pré-processamento utilizado foi baseado no algoritmo proposto

por Wagner et al. [21]. A cada iteração, ele tenta fixar uma posição candidata para

um ponto cartográfico. Se o grau de uma posição candidata v ∈ Qp em G for igual a

zero, esta posição é fixada para p ∈ P e todas as outras posições candidatas em Qp

são removidas de G. Este procedimento é repetido até que o grau de todas as posições

candidatas em V seja maior que zero.

4.1.2 Heurísticas Construtivas

Duas heurísticas construtivas são propostas e avaliadas para o PFLP. A primeira

foi denominada Heurística de Construção Aleatória (HA) e a segunda foi chamada

de Heurística de Construção Ordenada (HO). A heurística HA (Figura 4.4) seleciona

aleatoriamente as posições candidatas para os pontos cartográficos. Na Linha 1, s é

inicializada. O laço das linhas 2− 4 seleciona uma posição candidata para cada ponto

cartográfico. Na Linha 3, seleciona-se de forma aleatória uma posição candidata v ∈ Qp

para o ponto cartográfico p ∈ P . Na Linha 4, v é armazenada na solução s e por fim

na Linha 5, a solução s é retornada.

Heurística HA(G = (V,E,Q))
1 s← φ

2 para p = 1 até |P | faça
3 v ← Selecione aleatoriamente v ∈ Qp

4 s← s ∪ {v}
5 retorne s

Figura 4.4. Pseudo código da heurística HA.
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A heurística de construção ordenada HO recebe além do grafo de conflitos

G = (V,E,Q) uma permutação π = [π1, . . . , π|P |] dos pontos cartográficos. Esta

permutação define a ordem na qual os pontos cartográficos serão processados pela

heurística HO. HO inicia com uma solução vazia e percorre sequencialmente a permu-

tação π, selecionando para cada ponto cartográfico πi a posição candidata que acarreta

o menor incremento no número conflitos da solução.

O pseudo código de HO é apresentado na Figura 4.5. Na Linha 1, a solução

s é inicializada. O laço das linhas 2 − 4 seleciona uma posição candidata de cada

ponto cartográfico. Na Linha 3, a posição candidata v ∈ Qπi
que acarreta o menor

incremento no número de rótulos em conflitos é selecionada. Na Linha 4, s recebe a

posição candidata v. Por fim, a solução s e retornada na Linha 5.

Heurística HO(G = (V,E,Q), π)
1 s← φ

2 para i = 1 até |P | faça
3 v ← Seleciona a posição candidata v ∈ Qπi

que acarreta

o menor incremento do número de conflitos

4 s← S
⋃

{v}
5 retorne s

Figura 4.5. Pseudo código da heurística HO.

4.1.3 VNDBS para PFLP

A heurística VNDBS proposta para PFLP foi chamada de VNDBS-PFLP. A

heurística recebe como parâmetros αmax, βmax uma solução inicial s e um conjunto

X que contém uma variável de decisão xi para cada ponto cartográfico pi ∈ P . O

domínio dom(xi) da variável xi ∈ X contém todas as posições candidatas para o ponto

cartográfico pi.

O pseudo código de VNDBS-PFLP é apresentado na Figura 4.6. Na Linha 1, as

variáveis α, β e γ são inicializadas. O laço das linhas 2-8 é executado enquanto uma

solução com zero conflitos não for encontrada ou um determinado limite de tempo seja

atingido. Na Linha 3, é criado um subconjunto Xα ⊆ X com os pontos cartográficos

que estão a no máximo α−1 arestas distantes de algum ponto cartográfico em conflito.

Ou seja, para α = 1, Xα contém apenas os pontos cartográficos em conflitos; para

α = 2, Xα possui os pontos cartográficos em conflitos e os pontos cartográficos que são

vizinhos de algum ponto cartográfico em conflito; para α = 3, Xα contém além dos
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pontos cartográficos em conflito aqueles que estão a até duas arestas distantes de um

ponto cartográfico em conflito, e assim sucessivamente. Na Linha 4, o algoritmo de

backtracking é executado para realizar uma busca local na vizinhança N α
β (s) (definida

por Xα e β) e retornar a solução s′ cujo o número de conflitos é menor ou igual ao

número de conflitos de s. Se o o número de conflitos da solução s′ for menor que

o número de conflitos da solução corrente s (Linha 5) as variáveis α, beta e γ são

reinicializadas na Linha 6. Caso contrário, α, β e γ são atualizadas na Linha 7. O

processo de atualização destas variáveis é discutido abaixo. A solução corrente é sempre

atualizada na Linha 8, uma vez que o algoritmo de backtracking sempre retorna uma

solução com o número de conflitos igual ou menor que o número de conflitos da solução

corrente. Por fim, a melhor solução encontrada é retornada na Linha 9.

Procedimento VNDBS-PFLP(s,X, αmax, βmax)
1 α, β, γ ← 1
2 enquanto condição de parada não satisfeita faça

3 Xα ← Subconjunto(X,α)
4 s′ ← Backtracking(s,Xα, β)
5 se f(s′) < f(s)
6 então α, β, γ ← 1
7 senão α, β, γ ← Atualizar(Xα, X, α, β, γ, αmax, βmax)
8 s← s′

9 retorne s

Figura 4.6. Pseudo código da heurística VNDBS-PFLP.

O procedimento Atualizar da Figura 4.6 é apresentado na Figura 4.7. O proce-

dimento recebe como parâmetros o conjunto X de pontos cartográficos, o subconjunto

Xα ⊆ X de pontos cartográficos, o valor corrente de α, β, γ e os valores máximos αmax

e βmax e retorna os valores de α, β e γ atualizados. O número de iterações de VNDBS-

PFLP que serão executadas antes dos valores de α e β serem atualizados é definido

por γ e γmax é o valor máximo para γ. O valor de γmax é fornecido pelo logaritmo do

somatório dos graus dos pontos cartográficos contidos no conjunto Xα.

Se o valor de γ for menor que γmax (Linha 1), o valor de γ é incrementado na

Linha 2. Caso contrário, γ atingiu seu valor máximo e é reinicializado na Linha 4. Neste

caso, o valor de α é atualizado nas linhas 5-8. Se o valor de α for menor que αmax e

a cardinalidade de Xα for menor que a de X (Linha 5), o valor de α é incrementado

na Linha 6. Caso contrário, α é reinicializado na Linha 8 porque atingiu seu valor

máximo ou todos os pontos cartográficos estão no máximo α − 1 arestas distantes de

algum ponto cartográfico em conflito. Neste caso, o valor de β é atualizado nas linhas
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9-11. Se o valor de β for menor do que βmax (Linha 9), o valor de β é incrementado na

Linha 10. Caso contrário, β atingiu seu valor máximo e é reinicializado na Linha 11.

Procedimento
Atualizar(Xα, X, α, β, γ, αmax, βmax)
1 se γ < γmax então

2 γ ← γ + 1
3 senão

4 γ ← 1
5 se α < αmax e |Xα| < |X|
6 então α← α+ 1
7 senão

8 α← 1
9 se β < βmax

10 então β ← β + 1
11 senão β ← 1

Figura 4.7. Pseudo código do procedimento Atualizar para PFLP.

O procedimento Backtracking da Figura 4.6 é apresentado na Figura 4.8. O

procedimento recebe como parâmetros a solução corrente s, o valor corrente de β e o

subconjunto Xα de pontos cartográficos. Cada variável xi ∈ Xα está associada a um

ponto cartográfico pi ∈ P . Denota-se por si, a posição candidata atribuída ao ponto

cartográfico pi em s. O procedimento Backtracking efetua a busca local na vizinhança

N α
β (s), definida por Xα e β. Se β < 1 o algoritmo de backtracking retorna a solução

corrente, uma vez que a vizinhança N α
β (s) para β = 0 é vazia. O laço das linhas 2-7

enumera todas as posições candidatas no domínio dom(xi) de cada ponto cartográfico

pi associado a variável xi ∈ Xα. Para cada ponto cartográfico pi associado a variável

xi (Linha 2) e para cada posição candidata d em dom(xi) (Linha 3), uma solução s′ é

gerada na Linha 4, de forma que s′ é igual a s, exceto pelo valor de s′i = d 6= si. Ou seja,

s′ é o vizinho obtido através da modificação da posição candidata de pi para d. Na Linha

5, é criado um subconjunto X
α
⊆ Xα apenas com os pontos cartográficos que estão em

conflito com o ponto cartográfico pi (associado a variável xi). Na Linha 6, o algoritmo

de backtracking é chamado recursivamente para enumerar todos os valores no domínio

dom(xj) de cada ponto cartográfico xj ∈ X
α
\{xi} e retorna em s′′ a melhor solução

encontrada. Se o número conflitos de s′′ é menor ou igual que o número de conflitos

da solução corrente s, esta é atualizada na Linha 7. A melhor solução encontrada é

retornada na Linha 8.
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Procedimento Backtracking(s,Xα, β)
1 se β ≥ 1 então

2 para cada xi ∈ Xα faça

3 para cada d ∈ dom(xi) faça

4 s′ ← s e s′i ← d

5 X
α
← Subconjunto(Xα, s′i)

6 s′′ ← Backtracking(s′, X
α
\{xi}, β − 1)

7 se f(s′′) ≤ f(s) então s← s′′

8 retorne s

Figura 4.8. Pseudo código do procedimento Backtracking para PFLP.

4.1.4 Experimentos Computacionais

Os experimentos computacionais foram realizados em dois grupos de instâncias.

O primeiro grupo foi proposto por Lorena [46], sendo composto por quatro conjuntos

de instâncias com 250, 500, 750 e 1000 pontos cartográficos, cada conjunto, possuindo

25 instâncias por conjunto. O segundo grupo foi proposto em Alvim e Taillard [3]

e é composto por dois conjuntos, ambos contendo 20 instâncias com 13206 pontos

cartográficos. As instâncias do primeiro conjunto possuem 4 posições candidatas por

ponto cartográfico e as instâncias do segundo conjunto possuem 8 posições candidatas

por ponto cartográfico.

Para avaliar a convergência da heurística VNDBS-PFLP foram utilizadas quatro

heurísticas construtivas diferentes como ponto de partida: a heurística HA e três ver-

sões da heurística HO, HOC, HOD e HOM. HOC recebe uma permutação dos pontos

cartográficos ordenados em ordem crescente da cardinalidade dos conjuntos Qi ∈ Q.

HOD recebe uma permutação do pontos cartográficos ordenados em ordem decres-

cente da cardinalidade dos conjuntos Qi ∈ Q. Já HOM recebe uma permutação dos

pontos cartográficos ordenados em ordem decrescente da média do número de pontos

cartográficos adjacentes as posições candidatas v ∈ Qi, Qi ∈ Q.

As heurísticas HA-VNDBS, HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HOM-VNDBS deno-

tam respectivamente as heurísticas HA, HOC, HOD e HOM descritas na seção 4.1.2

seguidas da aplicação da heurística VNDBS-PFLP descrita na Seção 4.1.3. As qua-

tro heurísticas foram implementadas em linguagem C e compiladas com o compilador

GCC V4.4.1. Os experimentos foram realizados em um Pentium IV 3.0 Ghz com 1

Gb de memória RAM e sistema operacional Linux SlackWare. As quatro heurísticas

foram executadas 10 vezes para cada instância, variando-se a semente do gerador de

números aleatórios. Experimentos preliminares indicaram que o melhor valor para os

parâmetros αmax e βmax foram 10 e 2 respectivamente. O valor de γmax é fornecido
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pelo logaritmo do somatório dos graus dos pontos cartográficos contidos no conjunto

Xα. O tempo limite de cada execução foi fixado em 120 segundos.

O primeiro experimento computacional visa identificar qual das versões de

VNDBS propostas obtém os melhores resultados para PFLP. A Figura 4.9 apresenta o

gráfico da média do custo das soluções encontradas pelas quatro heurísticas propostas

em função do tempo, para 10 execuções das 25 instâncias de Lorena [46] com 1000 pon-

tos cartográficos. Já as figuras 4.10 e 4.11 apresentam os gráficos da média do custo

das soluções encontradas pelas quatro heurísticas propostas em função do tempo, para

10 execuções das 20 instâncias de Alvim e Taillard [2] com 4 posições candidatas por

ponto cartográfico (Figura 4.10) e com 8 posições candidatas por ponto cartográfico

(Figura 4.11). Pode-se observar que nos três gráficos às heurísticas de construção or-

denada HOC, HOD e HOM produziram soluções iniciais melhores que a heurística de

construção aleatória HA e que a heurística HOC forneceu em média as melhores so-

luções iniciais dentre as heurísticas construtivas estudadas. Pode-se observar também

que nos três gráficos, independente da solução inicial VNDBS-PFLP convergiu para a

melhor solução conhecida antes de 120 segundos.

 0

 100

 200

 300

 400

 500

 600

0,002
0,003

0,006
0,01

0,019
0,033

0,06
0,108

0,193
0,346

0,622
0,116

2,002
3,593

6,447
11,57

20,764
37,262

66,869
120

 

N
ú

m
er

o
 d

e 
C

o
n

fl
it

o
s

Tempo de Processamento em segundos

HA−VNDBS
HOC−VNDBS
HOD−VNDBS
HOM−VNDBS

Figura 4.9. Gráfico da média do custo da melhor solução encontrada pelas heurísticas
HA-VNDBS, HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HOM-VNDBS, em função do tempo de pro-
cessamento, para as instâncias propostas em Lorena [46], com 1000 pontos cartográficos
e 4 posições candidatas.

O segundo experimento computacional compara a heurística HOC-VNDBS com

os melhores métodos descritos na literatura para as instâncias propostas por Lorena

[46]. Na Tabela 4.1 a coluna 1 apresenta o nome das heurísticas e seus autores. As

colunas 2 − 5 apresentam o custo para cada grupo de instâncias com 250, 500, 750 e

1000 pontos cartográficos respectivamente.
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Figura 4.10. Gráfico da média do custo da melhor solução encontrada pelas heurísticas
HA-VNDBS, HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HOM-VNDBS, em função do tempo de
processamento, para as instâncias propostas em Alvim e Taillard [3], para 4 posições
candidatas por ponto.
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Figura 4.11. Gráfico da média do custo da melhor solução encontrada pelas heurísticas
HA-VNDBS, HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HOM-VNDBS, em função do tempo de
processamento, para as instâncias propostas em Alvim e Taillard [3], para 8 posições
candidatas por ponto.

Na primeira linha é apresentado a média dos resultados alcançados pela heurística

VNDBS para 10 execuções em 120 segundos. Os resultados alcançados por Ribeiro et

al. [33] foram extraídos da Tabela 4. Neste trabalho os autores avaliaram a formulação

de Mauri [34] e identificaram 2 cortes correlacionados e baseados na vizinhança de cada

vértice do grafo de conflitos. Em Mauri [34] os dados foram extraídos da Tabela 6.5 e

de Oliveira et al. [11], Tabela 3. Os resultados da Heurística POPMUSIC de Alvim e

Taillard [3] foram extraídos das tabelas 2 e 3.
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Ribeiro e Lorena [32] reportaram os resultados alcançados pelo método LagClus

nas tabelas 2, 3 e 4. A heurística GRASP de cravo et al. [28], Tabela 9. Yamamoto

e Yamamoto et al. reportaram os resultados alcançados pelo algoritmo genético cons-

trutivo [51] nas tabelas 1 e 2, da heurística FALP [50] na Tabela 1 e da busca TABU

[49] na Tabela 3.

Os resultados alcançados pelo Algoritmo Genético com Máscara de Verner et al.

[59], Algoritmo Genético de Verner et al. [59], Zoraster [76], Hirsch [77] e das heurís-

ticas Simulated Annealing, 3-opt Gradient Descent, 2-opt Gradient Descent, Gradient

Descent e Algoritmo Guloso publicados em Christensen et al. [43] foram extraídos da

Tabela 7 página 19 de Verner et al. [59].

Em [11; 28] foi calculado a média dos resultados alcançados para 10 execuções.

Em [32; 33; 34] os resultados foram alcançados por métodos exatos e no restante foi

calculado a média dos resultados alcançados para 25 execuções para cada heurística.

Pode-se observar que a porcentagem média de vértices em conflito das soluções

obtidas com HOC-VNDBS é sempre igual a dos melhores algoritmos da literatura para

as instâncias com 250, 500 e 750 vértices e um pouco melhor que estes para as instâncias

com 1000 vértices.

O terceiro experimento computacional compara a heurística HOC-VNDBS com

a heurística POPMUSIC [3]. Os resultados deste experimento são apresentados na Ta-

bela 4.2. As colunas 1, 2 e 3 apresentam a altura do rótulo, o comprimento do rótulo

e o número de posições candidatas por ponto cartográfico respectivamente. Para cada

tamanho de rótulo são apresentadas duas linhas, uma linha para 4 e outra para 8 posi-

ções candidatas por ponto cartográfico respectivamente. As colunas 4− 5 apresentam

o percentual de rótulos em conflitos e o tempo em segundos demandado obtidos da

Tabela 4 coluna 8 de Alvim e Taillard [3]. As colunas 6− 14 apresentam os resultados

alcançados pela heurística HOC-VNDBS para 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20 e 120 segun-

dos de execução respectivamente. Pode-se observar em negrito na coluna 1s, que em

1 segundo de processamento a porcentagem de rótulos em conflitos alcançados pela

heurística HOC-VNDBS é melhor que os resultados alcançados por Alvim e Taillard

[3], para todos os problemas com quatro posições candidatas por ponto cartográfico e

para seis problemas com oito posições candidatas. Para os 14 problemas restantes em

negrito na coluna 2s, a heurística HOC-VNDBS supera os resultados alcançados por

Alvim e Taillard [3] em dois segundos de processamento.
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Algoritmo Percentual de conflitos

por grupo de instâncias

250 500 750 1000

Heurística VNDBS para o PFLP 0,00 0,32 2,04 6,13

PNMRLCC2 de Ribeiro et al. [33] 0,00* 0,32* 2,04 6,14

PNMRLCC1 Ribeiro et al. [33] 0,00* 0,32* 2,04 6,14

CPLEX com a Formulação de Mauri [34] 0,00* 0,32* 2,09 9,81

DCαβPMNRSCn de Mauri [34] 0,00* 0,32* 2,04* 6,26

Heurística ILS de Oliveira et al. [11] 0,00 0,32 2,05 6,24

Pop(asc) de Alvim e Taillard [3] 0,00 0,33 2,28 7,32

Pop(30) de Alvim e Taillard [3] 0,00 0,33 2,28 7,46

Pop(70) de Alvim e Taillard [3] 0,00 0,33 2,27 7,42

LagClus de Ribeiro e Lorena [32] 0,00 0,33 2,35 8,58

GRASP(RCL = 6) de Cravo et al. [28] 0,00 0,33 2,28 7,80

Algoritmo Genético Construtivo 0,00 0,40 2,90 9,30

de Yamamoto et al. [51]

FALP de Yamamoto et al. [50] 0,00 0,50 3,30 9,88

Busca Tabu de Yamamoto et al. [49] 0,00 0,74 3,24 10,00

Algoritmo Genético com Máscara de Verner et al. [59] 0,02 1,21 4,01 11,04

Algoritmo Genético de Verner et al. [59]) 1,60 7,41 17,62 34,30

Simulated Annealing de Christensen et al. [43] 0,10 1,70 7,70 17,91

Zoraster [76] 0,21 3,79 20,22 46,94

Hirsch [77] 0,42 4,30 17,96 39,76

3-opt Gradient Descent de Christensen et al. [43] 0,24 2,66 10,56 22,17

2-opt Gradient Descent de Christensen et al. [43] 0,64 4,38 14,40 26,63

Gradient Descent de Christensen et al. [43] 4,53 13,54 27,60 41,71

Algoritmo Guloso de Christensen et al. [43] 11,18 24,85 41,43 56,59

Tabela 4.1. Comparação com algoritmos da literatura em número de rótulos em
conflitos para as instâncias propostas por Lorena [46]. * Indica que a solução ótima foi
encontrada para todas as instâncias do grupo.

4.1.5 Considerações Finais

Avaliando os resultados dos experimentos computacionais, pode-se concluir que as

heurísticas propostas neste capítulo encontraram soluções equivalentes ou melhores que

as soluções das melhores heurísticas da literatura em um tempo computacional menor.

A heurística VNDBS mostrou-se robusta para as instâncias avaliadas, dado que para

as instâncias propostas por Lorena [46] chegou aos mesmos valores de soluções em 120

segundos, independentemente da qualidade da solução inicial fornecida pela heurística

construtiva.

O desvio padrão para a média dos resultados alcançados de 10 execuções pelas

heurísticas HA-VNDBS, HOD-VNDBS, HOC-VNDBS e HOM-VNDBS para as ins-
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tâncias propostas por Alvim e Taillard [3] com 4 e 8 posições candidatas por ponto

cartográfico foi de 1, 35 e 6, 49 respectivamente.

Para as instâncias propostas por Alvim e Taillard [3] as heurísticas HA-VNDBS,

HOD-VNDBS e HOM-VNDBS alcançaram em 99, 9% dos casos os resultados alcança-

dos pela heurística HOC-VNDBS.

4.2 VND com Backtracking para WVCP

A estratégia da heurística proposta para o WVCP consiste em duas etapas: Pri-

meiramente, uma heurística construtiva gulosa é utilizada para criar uma solução ini-

cial para o problema. Em seguida, aplica-se uma heurística de melhoria baseada na

heurística VNDBS. Estas duas etapas são detalhadas a seguir.

4.2.1 Heurística Construtiva

A heurística construtiva proposta, detalhada na Figura 4.12, recebe o grafo

G = (V,E) e o vetor π = [π1, . . . , π|V |], uma permutação dos vértices que descreve

a ordem na qual eles serão considerados. O vetor π é processado sequencialmente

selecionando os vértices vπr
e inserindo no conjunto independente Ct ⊆ V que acar-

reta o menor custo para a solução s, retornando ao final a melhor solução encontrada

s. A heurística construtiva foi avaliada com a lista de vértices selecionada em ordem

crescente do grau dos vértices, em ordem decrescente do grau dos vértices e com os

vértices dispostos de forma aleatória, denotando heurística construtiva crescente HOC,

heurística construtiva decrescente HOD e heurística construtiva aleatória HA.

Na Linha 1, a solução s é inicializada. O laço das linhas 2-5 seleciona os vértices

v ∈ V e insere em um conjunto independente Ct ∈ S. Na Linha 3, é selecionado

o conjunto independente Ct ∈ s para o vértice vπr
que acarreta o menor custo para

a solução s. Na Linha 4, o vértice vπr
é inserido em Ct. Na Linha 5, o conjunto

independente Ct é atualizado na solução s e por fim na Linha 6, a melhor solução s é

retornada.

4.2.2 VNDBS para WVCP

A vizinhança aqui proposta para o WVCP é uma função que mapeia uma solução

s em um conjunto de soluções N α
β (s) trocando na solução s as cores de um conjunto

de vértices V ′ ⊆ V . As estruturas de vizinhanças N α
β (s), β = 1, . . . , βmax, são obtidas
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Procedimento HOC(G = (V,E), π)
1 s← ∅
2 para r = 1 até |V | faça
3 Ct ← ConjuntoIndependenteDeMenorCusto(G = (V,E), S, vπr)
4 Ct ← Ct ∪ {vπr}
5 s← S ∪ Ct

6 retorne s

Figura 4.12. Pseudo código da heurística construtiva.

realizando a substituição de cores nos vértices adjacentes a v ∈ V ′, em β níveis pelo

algoritmo de Backtracking.

O pseudo código de VNDBS é apresentado na Figura 4.13. A heurística recebe

como parâmetros αmax, βmax, uma solução inicial s e o conjunto de vértices V , de

forma que s é uma partição do conjunto V em conjuntos independentes Cr, r = 1, ..., k

consistindo de uma atribuição de valores para cada variável em v e o domínio dom(v)

de cada variável v ∈ V é o número de cores k ∈ N
∗.

A função Subconjunto retorna um conjunto de vértices Xα ⊆ V de acordo com o

parâmetro α, descrito na Seção 4.2.3, que determina a cardinalidade do conjunto Xα e

a forma a qual os vértices v ∈ V são selecionados para o subconjunto Xα. Na Linha 1,

as variáveis α, β e γ são inicializadas. O laço das linhas 2-9 seleciona um subconjunto

de vértices Xα ⊆ V em função do valor de α, efetua a busca local na vizinhança N α
β (s)

e atribui a s as soluções s′, até que a condição de parada seja satisfeita. Na Linha 3, é

criado um subconjunto de vértices Xα ⊆ V em função do valor de α, onde α determina

a cardinalidade de Xα e a forma a qual os vértices v ∈ V são selecionados para o

subconjunto Xα. Na Linha 5, o algoritmo de backtracking é executado para realizar

uma busca local na vizinhança N α
β (s) (definida por Xα e β) e retornar a solução s′ cujo

o custo é menor ou igual ao custo de s. Se o custo da solução s′ for menor que o custo

da solução corrente s (Linha 5) as variáveis α, β e γ são reinicializadas na Linha 6.

Caso contrário, α, β e γ são atualizadas na Linha 7. O processo de atualização destas

variáveis é discutido abaixo. A solução corrente é sempre atualizada na Linha 8, uma

vez que o algoritmo de backtracking sempre retorna uma solução com o custo igual ou

menor que o custo da solução corrente. A atualização constante da solução corrente é

um mecanismo de diversificação de VNDBS. Por fim, a melhor solução encontrada é

retornada na Linha 9.

O procedimento Atualizar apresentada na Figura 4.14 recebe como parâmetros

o valor corrente de α, β, γ e os valores máximos αmax e βmax e retorna os valores de
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Procedimento VNDBS-WVCP(s, V, αmax, βmax)
1 α, β, γ ← 1
2 enquanto condição de parada não satisfeita faça

3 Xα ← Subconjunto(V, α)
4 s′ ← Backtracking(s, V,Xα, β)
5 se f(s′) < f(s)
6 então α, β, γ ← 1
7 senão α, β, γ ← Atualizar(α, β, γ, αmax, βmax)
8 s← s′

9 retorne s

Figura 4.13. Pseudo código da heurística VNDBS para o WVCP.

α, β e γ atualizados. O número de iterações de VNDBS-WVCP que serão executadas

antes dos valores de α e β serem atualizados é definido por γ e γmax é o valor máximo

para γ. O valor máximo para γ é calculado pela expressão γmax = |V |
log(((β−1)∗k)+1)+1

,

onde γmax assume o maior valor quando β = 1 e o menor valor quando β = βmax para

um número de cores k. Se o valor de γ for menor que γmax (Linha 1), o valor de γ é

incrementado na Linha 2. Caso contrário, γ atingiu seu valor máximo e é reinicializado

na Linha 4. Neste caso, o valor de α é atualizado nas linhas 5-8. Se o valor de α for

menor que αmax (Linha 5), o valor de α é incrementado na Linha 6. Caso contrário,

α atingiu seu valor máximo e é reinicializado na Linha 8. Neste caso, o valor de β é

atualizado nas linhas 9-11. Se o valor de β for menor do que βmax (Linha 9), o valor

de β é incrementado na Linha 10. Caso contrário, β atingiu seu valor máximo e é

reinicializado na Linha 11, reiniciando o VNDBS na menor vizinhança de s.

Procedimento Atualizar(α, β, γ, αmax, βmax)
1 se γ < γmax então

2 γ ← γ + 1
3 senão

4 t← 1
5 se α < αmax

6 então α← α+ 1
7 senão

8 α← 1
9 se β < βmax

10 então β ← β + 1
11 senão β ← 1

Figura 4.14. Pseudo código do procedimento Atualizar para o WVCP.

O procedimento Backtracking apresentado na Figura 4.15 recebe como parâme-
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tros o conjunto de vértices V , a solução corrente s, o valor corrente de β e o subcon-

junto Xα de vértices. O procedimento Backtracking efetua a busca local na vizinhança

N α
β (s), definida por Xα e β. Se β < 1 o algoritmo de backtracking retorna a solução

corrente, uma vez que a vizinhança N α
β (s) é vazia. O laço das linhas 2-7 enumera

todas as cores dom(xi) de cada vértice xi ∈ Xα. Para cada vértice xi (Linha 2) e para

cor d em dom(xi), uma solução s′ é gerada na Linha 4, de forma que s′ é igual a s,

exceto pelo valor de s′i = d 6= si, onde si e s′i são as cores do vértice xi nas soluções s

e s′, respectivamente. Ou seja, s′ é o vizinho obtido através da modificação da cor de

si para d. Na Linha 5, é criado um subconjunto X
α
⊆ V com os vértices inviabiliza-

ram a solução s′ pela atribuição de d a si. Na Linha 6, o algoritmo de backtracking é

chamado recursivamente para enumerar todos os valores no domínio dom(xj) de cada

vértice xj ∈ X
α
\{xi} e retorna em s′′ a melhor solução encontrada. Se o custo de s′′

é menor ou igual que o custo da solução corrente s, esta é atualizada na Linha 7. A

melhor solução encontrada é tornada na Linha 8.

Procedimento Backtracking(s, V,Xα, β)
1 se β ≥ 1 então

2 para cada xi ∈ Xα faça

3 para cada d ∈ dom(xi) faça

4 s′ ← s e s′i ← d

5 X
α
← Subconjunto(V, s′i)

6 s′′ ← Backtracking(s′, V,X
α
\{xi}, β − 1)

7 se f(s′′) ≤ f(s) então s← s′′

8 retorne s

Figura 4.15. Pseudo código do procedimento Backtracking para o PFLP.

4.2.3 Experimentos Computacionais

Os experimentos computacionais foram realizados em um conjunto de instâncias

proposto por Trick [52]. As heurísticas HA-VNDBS, HOC-VNDBS e HOD-VNDBS

foram estudadas, onde HA-VNDBS, HOC-VNDBS e HOD-VNDBS denotam as heu-

rísticas HA, HOC, e HOD seguidas da aplicação da heurística VNDBS descrita na

Seção 4.2. As heurísticas foram implementadas em linguagem C e compiladas com o

compilador GCC V4.4.1.

Os experimentos foram realizados em um PC com processador Pentium IV 3.0

Ghz, 1 Gb de memória RAM e sistema operacional Linux SlackWare. O programa

benchmark (dfmax) [52] juntamente com a instância (r500.5) fornece uma métrica

que permite uma comparação aproximada dos tempos demandados para o processa-
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mento dos problemas de coloração em máquinas diferentes. Por exemplo, dado uma

instância de coloração I, b1, t1, b2 e t2 são o benchmark e o tempo demandado para o

processamento da instância I em duas máquinas diferentes m1 e m2 respectivamente.

A expressão t′1 =
b1∗t2
b2

fornece uma proporção do tempo t1 na máquina m2, permitindo

a comparação do tempo de processamento entre a heurística que foi executada na má-

quina m1 com a heurística que foi executada na máquina m2. A máquina utilizada

nos experimentos computacionais realizados alcançou um benchmark (dfmax) [52] de

8 segundos.

As heurísticas foram executadas 10 vezes para cada instância, variando-se a se-

mente do gerador de números aleatórios, sendo fixado o tempo limite de cada execução

em 150 segundos, sendo armazenado para cada instância o custo da melhor solução

encontrada e seu tempo computacional.

O parâmetro βmax foi definido em 2 níveis para o algoritmo de Backtracking. O

parâmetro αmax define a cardinalidade do conjunto V ′ e a forma a qual os vértices

v ∈ V são selecionados para o conjunto V ′.

O parâmetro αmax foi definido em 10 unidades e três faixas, onde cada unidade

representa 2.5% do número de vértices da instância e cada faixa a forma a qual os

vértices serão selecionados do conjunto V na Figura 4.13 onde: Para α = 1, . . . , 10 a

função Subconjunto seleciona α ∗ 2.5% de vértices do conjunto V de forma aleatória,

para α = 11, . . . , 20 a função Subconjunto seleciona aleatoriamente os subconjuntos

Cr ∈ s, r ∈ {1, . . . , k} e depois seleciona um número aleatório de vértices v ∈ Cr em

ordem decrescente dos pesos até totalizar (α − 10) ∗ 2.5% ∗ |V | vértices e para α =

21, . . . , 30 a função Subconjunto seleciona aleatoriamente os subconjuntos Cr ∈ s, r ∈

{1, . . . , k} e depois seleciona os vértices de maior peso até totalizar (α−20)∗2.5%∗ |V |

vértices.

As figuras 4.16 e 4.17 apresentam o custo da solução em função do tempo para

as instâncias GEOM30b, GEOM40b, GEOM50b e GEOM60b respectivamente. As

figuras de 4.18 a 4.24 apresentam o GAP do custo das soluções em um momento t

em relação ao custo da melhor solução encontrada s∗, sendo o GAP gt calculado pela

expressão gt = f(St)−f(S∗)
f(St)

, t = 1, . . . , tmax, tmax = 150. O GAP gt foi utilizado para

normalizar os valores alcançados pela heurística VNDBS para as instâncias avaliadas

O cálculo do GAP do custo das soluções para um grupo de instâncias foi efetuado

calculando-se a média aritmética dos GAP ′s gt para todas as instâncias do grupo.
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Figura 4.16. Custos das soluções para as instâncias GEOM30b e GEOM40b.
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Figura 4.17. Custos das soluções para as instâncias GEOM50b e GEOM60b.

As figuras de 4.18 a 4.22 apresentam o GAP do custo das soluções para os conjun-

tos de instâncias com prefixo R50, R75, GEOM70, GEOM80, GEOM90, GEOM100,

R100, GEOM110, GEOM120 e DSJC125 respectivamente.

As figuras 4.23(a), 4.23(b) e 4.24(a) apresentam o GAP do custo das soluções

para as instâncias com o número de vértices entre 30 a 75, 80 a 100 e 110 a 125

respectivamente. A figura 4.24(b) apresenta o GAP do custo das soluções em relação

a todas as instâncias avaliadas.
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(a) Conjunto de instâncias R50.
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(b) Conjunto de instâncias R75.

Figura 4.18. GAP ′s dos custos das soluções para os conjuntos de instâncias de
prefixo R50 e R75.
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(a) Conjunto de instâncias GEOM70.
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Figura 4.19. GAP ′s dos custos das soluções para os conjuntos de instâncias de
prefixo GEOM70 e GEOM80.
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(a) Conjunto de instâncias GEOM90

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

0,002
0,004

0,01 
0,024

0,053
0,117

0,26 
0,576

1,275
2,823

6,248
13,831

30,615
67,767

150

G
A

P
 d

o
 C

u
st

o

Tempo de Processamento em segundos

HA−VNDBS
HOC−VNDBS
HOD−VNDBS

(b) Conjunto de instâncias GEOM100

Figura 4.20. GAP ′s dos custos das soluções para os conjuntos de instâncias
GEOM90 e GEOM100.

Pode-se observar que as heurísticas construtivas HOD e HA produzem soluções

iniciais melhores que a heurística HOC e que a heurística HOD obteve os melhores

resultados na média aritmética dentre as heurísticas construtivas estudadas. Pelas

figuras de 4.16 a 4.24 pode-se observar que a heurística tende a uma mesma caracterís-

tica no processo de exploração no espaço de busca, independente das soluções iniciais
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(a) Conjunto de instâncias R100.
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(b) Conjunto de instâncias GEOM110.

Figura 4.21. GAP ′s dos custos das soluções para os conjuntos de instâncias
R100 e GEOM110.
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(a) Conjunto de instâncias GEOM120.
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(b) Conjunto de instâncias DSJC125.

Figura 4.22. GAP ′s dos custos das soluções para os conjuntos de instâncias
GEOM120 e DSJC125.

fornecidas pelas heurísticas construtivas.

A Tabela 4.3 apresenta as características das soluções para as heurísticas HA-

VNDBS, HOC-VNDBS e HOD-VNDBS onde o nome da instância é definido na coluna

1. As colunas 2, 6 e 10 apresentam o custo médio, as colunas 3, 7 e 11 apresentam

a moda, as colunas 4, 8 e 12 apresentam o desvio padrão e as colunas 5, 9 e 13 o

coeficiente de variância para cada heurística, HOC, HOD e HA seguida da aplicação

da heurística VNDBS descrita na seção 4.2. Pode-se observar que o desvio padrão é

zero em 31 instâncias para a heurística HOC-VNDBS, 33 instâncias para a heurística

HOD-VNDBS e em 26 instâncias para a heurística HA-VNDBS demonstrando uma

baixa dispersão para os resultados alcançados. Observa-se também que o coeficiente de

variância é baixo atingido no máximo 40% da amostra para a instância DSJC125_1g.

Pode-se observar também que a heurística proposta na média converge para soluções

com um GAP inferior a 1, 3% antes de 150 segundos, independente das soluções iniciais

fornecidas pelas heurísticas construtivas .
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(a) Conjunto de instâncias de 30 a 75 vértices.
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(b) Conjunto de instâncias de 80 a 100 vértices.

Figura 4.23. GAP ′s dos custos das soluções para os conjuntos de instâncias de
30 a 75 e 80 a 100 vértices.
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(a) Conjunto de instâncias de 110 a 125 vértices.
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(b) Conjunto com todas instâncias avaliadas.

Figura 4.24. GAP ′s dos custos das soluções para o conjunto de instâncias de
110 a 125 vértices e para todas as instâncias avaliadas.

A Tabela 4.4 apresenta a comparação entre a heurística proposta neste trabalho

e a heurística proposta por Malaguti et al. [18]. O nome das instâncias é definido na

coluna 1. As colunas 2, 3 e 4 apresentam o tempo computacional em segundos para

cada heurística, HOC, HOD e HA seguida da aplicação da heurística VNDBS descrita

na seção 4.2. As colunas 5, 6 e 7 apresentam o custo médio da solução encontrada

para cada heurística, HOC, HOD e HA seguida da aplicação da heurística VNDBS

descrita na seção 4.2. Os resultados alcançados pela heurística proposta por Malaguti

et al. [18] são apresentados nas coluna 8, 9 e 10 sendo respectivamente o custo, o

Lower Bound e o tempo computacional total em segundos. Os valores em negrito

denotam os melhores resultados alcançados entre heurísticas avaliadas, com custo igual

ou inferior aos resultados alcançados por Malaguti et al. [18]. Observamos também

que as heurísticas HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HA-VNDBS demandam de tempos

distintos para o processamento das instâncias. Os custos computacionais apresentados

pelas heurísticas HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HA-VNDBS são inferiores a 1
5

da
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média demandada pela heurística proposta por Malaguti et al. [18]. Comparando

os resultados alcançados por Malaguti et al. [18], as médias dos custos das soluções

geradas pelas heurísticas HOC-VNDBS e HA-VNDBS, são maiores em 0, 30% e 0, 30%

respectivamente e menor para a média da heurística HOD-VNDBS em 0, 07%. No geral

comparando os resultados alcançados por Malaguti et al. [18] a heurística proposta

fornece soluções de custo inferior ou igual em 44 instâncias para a heurística HOD-

VNDBS e 40 para as heurística HOC-VNDBS e HA-VNDBS.

No trabalho de Malaguti et al. [18] a pos-otimização foi implementada em ANSI

C e o restante da solução proposta em FORTRAN77, ambos compilados com to-

das opções de otimização habilitadas. As relaxações LP foram resolvidas utilizando

CPLEX 9.0. A configuração utilizada foi um Pentium IV 2.4 Ghz, 512 MB de memó-

ria RAM e sistema operacional Windows XP, obtendo um desempenho de 7 segundos

de benchmark no programa (dfmax) [52] juntamente com a instância (r500.5).

4.2.4 Considerações Finais

Avaliando a heurística construtiva seguida da heurística VNDBS aplicada ao pro-

blema de coloração de vértices com pesos, podemos concluir pelos resultados obtidos

nos experimentos computacionais que a heurística HOD-VNDBS encontra na média,

soluções iguais ou melhores do que suas antecessoras. A heurística VNDBS mostrou-

se bastante robusta alcançando 95,34% em média, o custo das soluções apresentadas

por Malaguti et al. [18], independente da qualidade da solução inicial fornecida pela

heurística construtiva. Outro ponto observado foi que a heurística VNDBS apresen-

tou um bom desempenho em problemas onde as vizinhanças são grandes, conforme

apresentado na Seção 3.1
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POPMUSIC Heurística HOC-VNDBS
H L Pos. %Conflitos Tempo(s) 1s 2s 3s 4s 5s 10s 15s 20s 120s

2 24 4 7,45 2,64 5,66 5,58 5,51 5,47 5,44 5,32 5,27 5,24 5,21

8 2,78 4,88 2,03 1,99 1,98 1,97 1,95 1,92 1,90 1,89 1,86

3 16 4 11,27 3,68 8,61 8,46 8,39 8,35 8,29 8,14 8,07 8,04 7,98

8 7,30 9,66 5,87 5,42 5,33 5,29 5,29 5,22 5,18 5,16 5,08

4 12 4 13,31 4,23 10,43 10,18 10,13 10,08 10,05 9,95 9,83 9,79 9,66

8 6,94 9,92 5,82 5,03 4,88 4,86 4,84 4,79 4,75 4,72 4,67

6 8 4 15,58 4,91 12,26 11,60 11,51 11,48 11,45 11,33 11,26 11,22 11,10

8 8,46 11,74 7,45 6,30 6,07 6,00 5,98 5,93 5,91 5,89 5,82

2 32 4 15,27 4,42 11,75 11,23 11,13 11,12 11,07 10,92 10,83 10,78 10,61

8 7,49 10,16 6,53 5,52 5,31 5,26 5,20 5,11 5,08 5,06 4,96

4 16 4 24,51 6,90 20,94 18,67 18,10 17,91 17,80 17,61 17,49 17,42 17,21

8 15,04 18,06 15,19 12,71 11,87 11,47 11,18 10,70 10,61 10,56 10,48

8 8 4 28,84 7,96 25,44 22,03 21,24 20,90 20,73 20,52 20,46 20,39 20,21

8 18,65 21,75 19,27 16,13 15,08 14,59 14,15 13,20 12,97 12,90 12,81

16 4 4 * 25,06 * 4,49 21,86 19,38 18,76 18,50 18,37 18,20 18,12 18,05 17,84

8 * 15,74 * 19,20 16,32 13,42 12,51 12,05 11,69 11,04 10,91 10,87 10,80

3 24 4 25,72 6,82 22,54 19,45 18,72 18,47 18,33 18,17 18,08 18,02 17,81

8 18,93 21,07 19,32 16,29 15,21 14,70 14,29 13,45 13,21 13,17 13,08

4 18 4 30,04 8,12 27,27 23,30 22,29 21,90 21,63 21,35 21,27 21,21 20,97

8 19,39 21,52 20,52 17,26 15,96 15,40 14,98 13,94 13,65 13,57 13,49

6 12 4 33,34 9,14 31,48 27,13 25,41 24,84 24,48 23,90 23,81 23,74 23,55

8 22,54 25,29 24,35 21,07 18,95 18,25 17,67 16,35 15,85 15,68 15,46

8 9 4 34,90 9,57 32,36 28,16 26,55 26,01 25,64 24,84 24,70 24,65 24,48

8 24,83 27,71 26,39 23,16 21,03 20,26 19,67 18,21 17,69 17,52 17,33

2 42 4 25,85 6,75 22,29 19,40 18,79 18,58 18,49 18,35 18,26 18,18 17,95

8 15,52 17,12 15,24 12,63 11,78 11,36 11,04 10,58 10,47 10,43 10,35

3 28 4 32,88 8,72 30,56 26,21 24,81 24,34 23,98 23,40 23,33 23,28 23,11

8 25,42 26,79 26,69 23,49 21,35 20,44 19,94 18,60 18,00 17,81 17,53

4 21 4 37,14 9,76 35,47 31,36 28,81 28,09 27,59 26,72 26,57 26,54 26,36

8 26,71 28,51 28,36 25,21 22,96 21,79 21,16 19,65 18,97 18,71 18,42

6 14 4 41,13 11,18 39,95 36,18 33,33 31,97 31,31 29,97 29,59 29,51 29,32

8 29,96 31,73 31,71 28,72 26,46 25,16 24,22 22,44 21,59 21,19 20,70

2 48 4 31,83 8,22 29,44 25,12 23,78 23,33 23,00 22,50 22,44 22,40 22,19

8 20,48 21,25 21,14 17,83 16,37 15,80 15,33 14,21 13,85 13,73 13,61

3 32 4 39,56 10,30 37,54 33,62 30,86 29,88 29,29 28,19 27,97 27,92 27,76

8 31,87 32,42 33,30 30,33 28,13 26,76 25,66 23,72 22,83 22,44 21,79

4 24 4 43,45 11,56 42,08 38,44 35,65 34,04 33,23 31,81 31,32 31,20 31,03

8 32,14 33,88 33,71 30,76 28,60 27,22 26,08 24,05 23,18 22,76 22,06

6 16 4 48,02 12,82 46,91 43,53 40,93 39,23 37,67 35,47 34,79 34,62 34,41

8 36,34 37,69 38,49 35,70 33,61 32,24 30,90 28,06 27,03 26,50 25,45

Tabela 4.2. Comparação com o algoritmo POPMUSIC proposto por Alvim e Taillard [3] e
o algoritmo VNDBS .* Indica valores corrigidos por Alvim e Taillard [3] e disponibilizados na
URL:http://mistic.heig-vd.ch/taillard/articles.dir/articles.html
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HOC − V NDBS HOD − V NDBS HA− V NDBS

Instâncias Média Moda σ cv Média Moda σ cv Média Moda σ cv

DSJC125_1g 24 25 0.88 0.04 24 24 0.42 0.02 23 23 0.52 0.02
DSJC125_1gb 94 93 1.35 0.01 94 94 0.74 0.01 93 92 1.84 0.02
DSJC125_5g 77 79 1.51 0.02 76 76 0.52 0.01 77 76 1.35 0.02
DSJC125_5gb 263 263 0.00 0.00 254 254 0.00 0.00 260 259 4.07 0.02
DSJC125_9g 171 170 0.88 0.01 169 169 0.00 0.00 171 171 1.14 0.01
DSJC125_9gb 614 614 0.00 0.00 612 613 0.82 0.00 610 615 4.32 0.01

GEOM30b 12 12 0.00 0.00 12 12 0.00 0.00 12 12 0.00 0.00
GEOM40b 16 16 0.00 0.00 16 16 0.00 0.00 16 16 0.00 0.00
GEOM50b 18 18 0.00 0.00 18 18 0.00 0.00 18 18 0.00 0.00
GEOM60b 23 23 0.00 0.00 23 23 0.00 0.00 23 23 0.00 0.00
GEOM70 47 47 0.00 0.00 47 47 0.00 0.00 47 47 0.00 0.00
GEOM70a 73 73 0.00 0.00 73 73 0.00 0.00 73 73 0.00 0.00
GEOM70b 24 24 0.00 0.00 24 24 0.00 0.00 24 24 0.00 0.00
GEOM80 66 66 0.00 0.00 66 66 0.00 0.00 66 66 0.00 0.00
GEOM80a 76 76 0.00 0.00 76 76 0.00 0.00 76 76 0.00 0.00
GEOM80b 27 27 0.00 0.00 27 27 0.00 0.00 27 27 0.00 0.00
GEOM90 61 61 0.00 0.00 61 61 0.00 0.00 61 61 0.00 0.00
GEOM90a 73 73 0.48 0.01 74 74 0.82 0.01 73 73 0.48 0.01
GEOM90b 30 30 0.00 0.00 30 30 0.00 0.00 30 30 0.00 0.00
GEOM100 65 65 0.00 0.00 65 65 0.00 0.00 65 65 0.00 0.00
GEOM100a 89 89 0.00 0.00 89 89 0.00 0.00 89 89 0.52 0.01
GEOM100b 32 32 0.00 0.00 32 32 0.00 0.00 32 32 0.00 0.00
GEOM110 68 68 0.00 0.00 68 68 0.00 0.00 68 68 0.00 0.00
GEOM110a 97 97 0.00 0.00 97 97 0.00 0.00 97 97 0.00 0.00
GEOM110b 37 37 0.00 0.00 37 37 0.00 0.00 37 37 0.00 0.00
GEOM120 72 72 0.00 0.00 72 72 0.00 0.00 72 72 0.00 0.00
GEOM120a 105 105 0.52 0.00 105 105 0.52 0.00 105 105 0.48 0.00
GEOM120b 35 35 0.52 0.01 35 36 0.48 0.01 35 35 0.52 0.01

R50_1g 14 14 0.00 0.00 14 14 0.00 0.00 14 14 0.00 0.00
R50_1gb 53 53 0.00 0.00 53 53 0.00 0.00 53 53 0.00 0.00
R50_5g 37 38 0.32 0.01 37 37 0.42 0.01 37 37 0.00 0.00
R50_5gb 135 135 1.48 0.01 135 135 0.48 0.00 138 138 1.66 0.01
R50_9g 74 74 0.00 0.00 74 74 0.00 0.00 74 74 0.00 0.00
R50_9gb 262 262 0.00 0.00 262 262 0.00 0.00 262 262 0.00 0.00
R75_1g 18 18 0.52 0.03 18 19 0.53 0.03 18 18 0.52 0.03
R75_1gb 72 72 0.00 0.00 72 72 1.23 0.02 71 71 0.00 0.00
R75_5g 52 52 1.06 0.02 52 52 0.82 0.02 52 53 0.57 0.01
R75_5gb 192 186 4.18 0.02 190 189 1.32 0.01 193 194 2.62 0.01
R75_9g 110 110 0.00 0.00 110 110 0.00 0.00 110 110 0.00 0.00
R75_9gb 396 396 0.00 0.00 396 396 0.00 0.00 397 396 2.91 0.01
R100_1g 22 22 0.42 0.02 22 22 0.42 0.02 22 22 0.42 0.02
R100_1gb 85 86 1.70 0.02 84 83 1.32 0.02 86 89 2.67 0.03
R100_5g 62 64 1.69 0.03 61 62 0.63 0.01 62 61 1.25 0.02
R100_5gb 232 233 2.08 0.01 232 232 0.00 0.00 232 235 6.02 0.03
R100_9g 141 141 0.00 0.00 142 142 0.52 0.00 142 142 1.14 0.01
R100_9gb 519 520 1.05 0.00 518 518 0.52 0.00 520 521 2.50 0.00

Média 105.76 105.78 105.39 105.43 105.72 105.91

Tabela 4.3. Comparação da Média, Moda, desvio padrão σ e coeficiente de variância cv

entre as heurísticas HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HA-VNDBS.
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Instâncias Tempo(s) Custo Médio Malaguti
HOC HOD HA HOC HOD HA Custo LB Tempo(s)

VNDBS VNDBS VNDBS VNDBS VNDBS VNDBS

DSJC125_1g 3 3 10 24 24 23 24 19 152
DSJC125_1gb 17 20 73 94 94 93 95 74 170
DSJC125_5g 38 13 7 77 76 77 76 - 180
DSJC125_5gb 20 28 79 263 263 263 251 - 182
DSJC125_9g 3 127 4 171 169 171 169 152 162
DSJC125_9gb 67 86 127 614 614 614 605 568 237

GEOM30b 0 0 0 12 12 12 12 12 0
GEOM40b 0 0 0 16 16 16 16 16 1
GEOM50b 0 0 0 18 18 18 18 18 0
GEOM60b 0 0 0 23 23 23 23 23 0
GEOM70 0 0 0 47 47 47 47 47 96
GEOM70a 0 0 0 73 73 73 73 73 3
GEOM70b 0 0 0 24 24 24 24 24 6
GEOM80 0 0 0 66 66 66 66 66 0
GEOM80a 0 0 0 76 76 76 76 76 102
GEOM80b 0 0 0 27 27 27 27 27 90
GEOM90 1 1 0 61 61 61 61 61 166
GEOM90a 17 1 1 73 73 73 73 73 157
GEOM90b 0 0 0 30 30 30 30 30 11
GEOM100 1 0 1 65 65 65 65 65 131
GEOM100a 1 1 1 89 89 89 89 89 112
GEOM100b 0 0 0 32 32 32 32 32 15
GEOM110 4 1 1 68 68 68 69 66 172
GEOM110a 10 9 5 97 97 97 97 97 111
GEOM110b 0 0 0 37 37 37 37 37 5
GEOM120 2 7 3 72 72 72 72 72 157
GEOM120a 30 42 10 105 105 105 105 105 136
GEOM120b 4 26 8 35 35 35 35 35 14

R50_1g 0 0 0 14 14 14 14 14 0
R50_1gb 0 0 0 53 53 53 53 52 95
R50_5g 0 0 0 37 37 37 37 35 167
R50_5gb 9 62 13 135 135 135 137 126 145
R50_9g 0 0 0 74 74 74 74 73 36
R50_9gb 7 0 1 262 262 262 262 257 33
R75_1g 0 0 1 18 18 18 19 17 154
R75_1gb 0 1 62 72 72 71 72 63 166
R75_5g 9 5 45 52 52 52 53 43 172
R75_5gb 109 127 67 192 190 192 190 160 173
R75_9g 0 0 0 110 110 110 110 108 79
R75_9gb 127 24 7 396 396 397 399 393 50
R100_1g 1 1 2 22 22 22 22 18 155
R100_1gb 17 30 20 85 84 85 84 70 171
R100_5g 10 79 19 62 61 62 62 48 179
R100_5gb 4 86 73 232 232 232 234 182 179
R100_9g 150 3 3 141 142 142 142 138 123
R100_9gb 4 53 42 519 518 520 520 499 127

Média 14.46 18.17 14.89 105.76 105.39 105.72 105,46 96,67 103,74

Tabela 4.4. Comparação das heurísticas HOC-VNDBS, HOD-VNDBS e HA-VNDBS com
o algoritmo proposto por Malaguti et al. [18].



Capítulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

Nesta dissertação foi realizado um estudo sobre uma heurística Variable Neigh-

bourhood Descent que alterna entre vizinhanças de diferentes tamanhos, que são ex-

ploradas por um algoritmo de Backtracking, sendo chamada de VNDBS. A heurística

VNDBS foi avaliada pela sua aplicação ao problema de rotulação cartográfica de pontos

e ao problema de coloração de vértices com pesos.

Comparando com os resultados disponíveis na literatura, a heurística VNDBS

alcançou resultados iguais ou melhores para todas as instâncias avaliadas para o pro-

blema de rotulação cartográfica de pontos. Para o problema de coloração de vértices

com pesos, a heurística VNDBS alcançou resultados iguais ou melhores em 95, 65%

das instâncias avaliadas, sendo superior quando é calculado a média dos resultados

alcançados. Os resultados alcançados mostram que a heurística VNDBS se mostrou

robusta em ambos problemas .

Como proposta de trabalhos futuros, podemos destacar

(i) Realizar um estudo aprofundado sobre as características da heurística VNDBS.

(ii) Avaliar a heurística VNDBS em classes de problemas tais como: Problemas

de Rede, Problemas de Localização e Problemas de Programação.

(iii) Propor variantes adaptadas as características de diferentes problemas tais

como: problema do caixeiro viajante [78], problema da mochila [4] e problema de

atribuição [68].
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