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Resumo

Dados um grafo nao direcionado G = (V, '), valorado em suas arestas, e inteiros po-
sitivos {d, : v € V} associados aos vértices de G, o Problema da Arvore Geradora
de Custo Minimo com Restri¢do de Grau (PAGMRG) consiste em encontrar uma ar-
vore geradora minima de G tal que o grau de cada vértice v na arvore nao exceda
d,. Nesta dissertacao, investigamos trés abordagens de solugao exata para resolver
o PAGMRG, baseadas em Geragao de Colunas (GC). Os procedimentos de GC aqui
utilizados consistem em precificar dinamicamente as varidveis associadas as arestas de
E em um modelo nao direcionado para o problema. Os trés algoritmos se diferenciam
pela frequéncia em que a GC é utilizada. Para um deles, GC é aplicada somente no
no6 raiz de um algoritmo Branch-and-cut, enquanto em um outro, GC é aplicada ao
longo de toda a arvore de busca. Um terceiro algoritmo somente aplica GC quando
o numero de varidveis de decisao em um subproblema satisfaz certas condigoes. As
trés abordagens de solucao foram comparadas entre si e com os melhores métodos da
literatura. Também introduzimos um novo conjunto de instancias, mais dificeis de se-
rem resolvidas. Nossos testes computacionais indicam que um dos métodos propostos
¢ o melhor para resolver instancias de médio porte com custos Euclidianos. Para ins-
tancias com custos aleatérios, uma abordagem da literatura baseada em Programagao
por Restri¢oes produziu resultados muito bons. Aquele algoritmo, entretanto, nao é
robusto, j& que muitas vezes nao ¢ capaz de resolver instancias com custos FEuclidianos
facilmente resolvidas aqui. Para instancias com |[V| = 2000, um algoritmo hibrido

Relaz-and-cut / Branch-and-cut na literatura permanece como a melhor escolha.

Palavras-chave: Arvore Geradora Minima com Restricao de Grau, Branch-and-cut,

Branch-and-cut-and-price, Geracao de Colunas, Otimizagao Combinatoéria.
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Abstract

Given an edge weighted undirected graph G = (V, E) where positive integers {d, :
v € V'} are assigned to its vertices, the Degree-Constrained Minimum Spanning Tree
Problem (DCMST) consists in finding a minimum cost spanning tree of G such that the
degree of each vertex v in the tree does not exceed d,. In this dissertation, we investigate
three exact solution approaches for solving DCMST, based on Column Generation
(CG). The CG procedure used here consists in dynamically pricing variables assigned
to the edges of E in an undirected model for the problem. The three algorithms differ
by the frequency that CG is applied. In one of them, CG is applied only at the root
node of a Branch-and-cut algorithm, while in another, it is applied throughout the
entire search tree. A third algorithm only applies CG when the number of decision
variables in a subproblem satisfies certain conditions. The three solution approaches
were compared among themselves and to the best existing methods in the literature.
We also introduced a new set of hard to solve instances. Our computational results
indicate that one of the proposed methods is the best for medium size Euclidean cost
instances. For instances with random costs, an approach in the literature that is based
on Constraint Programming produced very good results. That algorithm, however, is
not robust, since quite often it is unable to solve Euclidean cost instances easily solved
here. For instances with |V| = 2000, a hybrid Relax-and-cut/Branch-and-cut in the

literature remains as the best choice.

Keywords: Degree constrained minimum spanning tree, Branch-and-cut, Branch-and-

cut-and-price, Column Generation, Combinatorial Optimization.
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Capitulo 1

Introducao

Estudos envolvendo problemas de otimizacao que buscam encontrar arvores 6timas em
grafos sao de grande interesse técnico e econdmico. Isso se deve ao fato de que estas
estruturas sao capazes de modelar problemas que surgem, por exemplo, em redes de
telecomunicagoes, em redes de transporte e em circuitos elétricos [Magnanti & Wolsey,
1995].

O problema de encontrar uma Arvore Geradora de Custo Minimo (PAGM) em um
grafo nao direcionado, valorado em suas arestas, € um dos problemas mais conhecidos
em Teoria dos Grafos. A solugao do PAGM pode ser obtida em tempo polinomial
através de um algoritmo guloso [Kruskal, 1956] [Prim, 1957].

No entanto, em muitas aplicagoes, faz-se necesséria a adigao de algumas restri-
¢oes a topologia de arvores geradoras, o que pode fazer com que o novo problema de
otimizacao se torne dificil de ser resolvido de forma eficiente. Em particular, nesta
dissertacao estamos interessados no estudo de um destes problemas, o Problema da
Arvore Geradora de Custo Minimo com Restricio de Grau (PAGMRG).

Para definir o problema, considere que G = (V, E') denote um grafo nao direcio-
nado, conexo, no qual V' é o conjunto de vértices e E' o conjunto de arestas. Assuma
que para cada aresta e € E seja associado um custo ¢, € R. Considere n = |V] e
m = |E|. No PAGMRG, o grau de cada vértice v € V' na arvore geradora ¢ limitado
superiormente por um valor inteiro d,, tal que 1 < d, < n — 1. O objetivo deste
problema é encontrar uma arvore geradora de minimo custo em que o limite de grau
nao seja excedido em nenhum vértice de G.

Um exemplo de aplicagdo do PAGMRG ocorre em redes de comunicagao [Gavish,
1982|, onde os vértices representam os centros de comunicagao e as arestas correspon-
dem &s possiveis conexoes entre esses centros. As restricbes de grau em um vértice

servem para modelar a capacidade maxima de trafego ou a quantidade méxima de
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

conexoes nos terminais.

Esta dissertacao tem como objetivo avaliar computacionalmente algoritmos exa-
tos do tipo Branch-and-cut-and-price para a resolucao exata do PAGMRG. Embora a
formulacao no qual se baseiam os algoritmos aqui propostos seja a mesma formulacao
empregada pelos melhores algoritmos da literatura [Cunha & Lucena, 2007; Lucena
et al., 2011], redugoes importantes no tempo de CPU sao obtidas ao trabalharmos com
as arestas do grafo de definicao do problema em um esquema de Geragao de Colunas.
Estudamos também a utilizagao de Geracao de Colunas em uma etapa de preproces-
samento para o PAGMRG, e comparamos com uso de algoritmos Relaz-and-cut para
0 mesmo proposito.

As principais contribuicoes deste trabalho, na ordem em que aparecem no texto,

Sa0:

e O estudo de trés algoritmos Branch-and-cut-and-price para o PAGMRG, que se
diferenciam pelos nos da arvore de enumeracao em que se aplica o procedimento
de Geracao de Colunas. Um dos algoritmos implementa a Geracao de Colunas
apenas na raiz da arvore de enumeracao, enquanto um segundo o faz em toda
a arvore. O terceiro algoritmo utiliza a Geragao de Colunas em alguns nos,

dependendo do ntimero de varidveis envolvidas na formulagao daquele né.
e A proposi¢ao de um novo conjunto de instancias, mais dificeis, para o PAGMRG.

e Melhoramentos nos tempos de execucao de muitas das instancias anteriormente

resolvidas.

O restante desta dissertacao esta organizado da seguinte forma. No Capitulo
2, examinamos os principais trabalhos relacionados ao PAGMRG, em conjunto com
as formulagoes propostas para o problema até entao. No Capitulo 3, apresentamos
alguns métodos da literatura para tratar o problema e descrevemos os trés métodos
Branch-and-cut-and-price propostos nesta dissertagao. No Capitulo 4, propomos um
novo conjunto de instancias para PAGMRG. Além disso, nesse mesmo capitulo, as
abordagens sugeridas neste trabalho sao comparadas entre si e com abordagens exatas
da literatura, envolvendo tanto Programacao Linear Inteira |[Lucena et al., 2011; An-
drade & Freitas, 2013| quanto Programacao por Restrigoes [Fages et al., 2013]. Por fim,
no Capitulo 5, discutimos as contribuigoes e as limitacoes deste trabalho e, finalmente,

conclusoes e dire¢oes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Antes de discutir os principais trabalhos relacionados ao PAGMRG, vamos apresentar
um caso especial do problema, denominado k-PAGMRG. Essa variante foi estudada
por Narula & Ho [1980], Volgenant [1989] e Caccetta & Hill [2001]. O k-PAGMRG
ocorre quando o mesmo limite £ é imposto a todos os vértices de G, ou seja, d, = k
para todo v € V. Para o caso em que k = n — 1, o problema se reduz ao PAGM. Se
k = 2, o problema equivale a encontrar um Caminho Hamiltoniano de custo minimo,
provadamente N'P-Dificil [Garey & Johnson, 1979].

Papadimitriou & Vazirani [1984] provaram que o k-PAGMRG continua NP-
Dificil se 3 < k < m — 2 e se os custos associados as arestas forem arbitrérios, ja
que é possivel reduzir, em tempo polinomial, uma instancia do problema do Caminho
Hamiltoniano de custo minimo em uma instancia do k-PAGMRG. Além disso, Papadi-
mitriou & Vazirani [1984] provaram que, se k = 3, se os vértices de V' correspondem a
pontos no plano Euclidiano e se o custo de cada aresta em E for a distancia Euclidiana
entre os respectivos vértices, o problema também ¢ NP-Dificil. Os autores também
provaram que, se k > 5 e se os vértices possuem coordenadas inteiras no espago Eu-
clidiano de dimensao qualquer, o k-PAGMRG com custos Euclidianos é resolvido de
forma polinomial.

O PAGMRG tem sido estudado héa bastante tempo na literatura. Obruca [1968|
foi um dos primeiros trabalhos a mencionar o PAGMRG. No entanto, o algoritmo
Branch-and-bound (BB) proposto por Narula & Ho [1980] é tido como o primeiro
método exato proposto para solucionar o problema. Além do algoritmo exato, os
autores apresentaram duas heuristicas para o PAGMRG. Na primeira delas, partindo
de uma solucao viavel para o PAGMRG, obtida através de uma adaptagao no algoritmo
de Prim [Prim, 1957|, tenta-se obter melhores solugoes através de um método de troca

de arestas. Na outra heuristica, partindo de uma AGM para o grafo que define o
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4 CAPITULO 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

problema, busca-se satisfazer as restricoes de grau através de trocas de arestas da
arvore. Savelsbergh & Volgenant [1985] melhoraram os resultados obtidos por Narula
& Ho [1980] ao propor um BB que emprega regras de branching mais eficazes. Além
disso, Savelsbergh & Volgenant [1985| introduziram um método que utiliza troca de
arestas para caracterizar arestas garantidamente subdtimas.

A seguir, apresentamos a Formulacao Linear Inteira para o PAGMRG, proposta
por Narula & Ho [1980] (também adotada por Savelsbergh & Volgenant [1985]), uti-
lizada pela maioria dos trabalhos que abordam o problema [Gavish, 1982; Volgenant,
1989; Caccetta & Hill, 2001; Andrade et al., 2006; Freitas, 2011].

Seja {x. : e € E} o conjunto de variaveis binarias associadas as arestas de G.
Quando x, = 1, a aresta e estd presente na arvore geradora 6tima e z. = 0, quando
nao esté presente. Assuma que E(S) represente o conjunto das arestas com ambas as
extremidades em S C V, e que §(9) seja o conjunto das arestas que possuem uma tunica
extremidade em S. Quando S = {i}, i € V, denotamos 6({i}) por (). Finalmente,
considere #(M) = " ., . como sendo a soma das variaveis de decisdo associadas as
arestas de um subconjunto M C E. A formulagao introduzida por Narula & Ho [1980]
é dada por

min{Zce:pe rx € P ﬁBm}, (2.1)

eckE

onde P; é o politopo definido por

2(E) = V] -1, (2.2)
2(E(S) < |S|—1, VS CV, S #0, (2.3)
2(8(i)) < d;, Vi€V, (2.4)

7. >0, Ve € E. (2.5)

Note que as desigualdades (2.3), conhecidas como Restri¢oes de Eliminagao de
Subciclo (Subtour Elimination Constraints, SECs) [Dantzig et al., 1954, geradas para
um conjunto S com dois elementos, por exemplo, S = {i,j}, para i,j € V, impli-
cam que z;; < 1. Desigualdades SECs impedem a ocorréncia de ciclos na solugao.
As desigualdades (2.2), (2.3) e (2.5) descrevem a envoltoria convexa do politopo das
Arvores Geradoras de G [Magnanti & Wolsey, 1995]. Por fim, as desigualdades d-
Emparelhamento (2.4) garantem que o grau maximo de cada vértice nao seja excedido

na arvore que procuramos.



Gavish [1982] foi o primeiro a propor a dualizagdo das restrigdes (2.4) em uma
Relaxagao Lagrangeana baseada na Formulacao P;. Outros trabalhos, por exemplo,
Caccetta & Hill [2001] e Andrade et al. [2006], também exploraram esse método. Vol-
genant [1989] também propos uma Relaxagao Lagrangeana para P;, dualizando as
restrigoes (2.4). Naquela referéncia, a Relaxagao Lagrangeana foi utilizada como me-
canismo para obtencao de limites inferiores em um algoritmo BB. Na raiz da arvore de
enumeragao, os multiplicadores de Lagrange 6timos sao aproximados por um método
dual ascent. Além disso, Volgenant [1989] introduziu no BB um teste de fixagao de
variaveis para caracterizar arestas que comprovadamente nao pertencem a qualquer so-
lucao 6tima do PAGMRG. O algoritmo sugerido por Volgenant foi testado no contexto
do k-PAGMRG, com k € {3,4,5}, em grafos com no méaximo 150 vértices, e ares-
tas com custos Euclidianos ou aleatérios. O autor concluiu que, para o ki-PAGMRG,
as instancias que possuem custos Euclidianos sao mais faceis de serem resolvidas a

otimalidade.

Caccetta & Hill [2001] propuseram um algoritmo Branch-and-cut (BC), utilizando
como preprocessamento um método de Relaxacao Lagrangeana semelhante aquele pro-
posto em Volgenant [1989], para o k-PAGMRG. O BC proposto por esses autores utiliza
heuristicas para separar SECs e desigualdades Cutsets. O algoritmo de Caccetta & Hill
[2001] foi testado em um conjunto de 3150 instancias, com nimero de vértices variando
de 100 a 800, distancias nao Euclidianas e k € {3,4,5,6}.

Andrade et al. [2006] apresentaram uma heuristica gulosa multi-start, baseada no
Algoritmo de Kruskal, que utiliza informagdes duais de uma Relaxac¢ao Lagrangeana
de P, (dualizando-se também as restrigoes (2.4)) para alterar os custos de entrada do
algoritmo. Além disso, foi proposto um mecanismo de prevenc¢ao de inviabilidade que
garantidamente evita a obtencao de arvores inviaveis para o caso em que a instancia
seja definida por um grafo completo. Esse método foi testado em instancias com até 900

vértices e com restrigoes de grau variando entre 1, 2, 3 e 4, de maneira nao uniforme.

Em Cunha & Lucena [2007| foi introduzida uma nova formulacdo para o
PAGMRG. Os autores se atentaram para o fato de que o conjunto de solugbes vié-
veis para 0 PAGMRG esta contido na interse¢ao do politopo do d-Emparelhamento
1-Capacitado (dE-1C) com o politopo do PAGM. O politopo do dE-1C pode ser com-
pletamente descrito através de restrigdes lineares, dadas por (2.4)-(2.5), pelas restrigoes
de capacidade {z. < 1:e € E}, e pelas Desigualdades Blossom [Edmonds, 1965; Ed-
monds & Johnson, 1970]:

2(B(H)) + 2(T) < B(d(H) + \T\)J VH CV, VT C §(H), (2.6)
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onde d(H) =, .y di e (d(H) + |T|) é impar.

Em decorréncia disso, Cunha & Lucena [2007] incorporaram & P; as Desigualda-
des Blossom (DBs), vélidas para o dE-1C [Edmonds & Johnson, 1970]. A formulacao
proposta por Cunha & Lucena [2007] &, entao, dada por

min {Z Cele : X € Py ﬂBm} , (2.7)

eckE

onde o poliedro P, é definido por
Py, = {z € R™: x satisfaz (2.2)-(2.6)}. (2.8)

Observe que o poliedro P, é a intersecao de dois poliedros inteiros: o poliedro
da AGM [Edmonds, 1971| e o poliedro do dE-1C |[Edmonds, 1965]. Cunha [2006]
mostrou que P, pode, eventualmente, possuir vértices fracionarios. Assumindo que
X ={z € B™ : x € P} denota o conjunto de vetores que representam as solugoes
viaveis para o PAGMRG, foram ilustrados casos onde conv(X) C P, C P; Cunha
[2006].

Além das DBs, outras desigualdades validas para o PAGMRG foram estudadas
e avaliadas em Cunha [2006]. As desigualdades em questao, Combs e Clique Trees,
foram generalizadas a partir do Problema do Caixeiro Viajante. No entanto, essas
desigualdades nao foram consideradas naquele trabalho (e pelo mesmo motivo néao
foram consideradas aqui) devido a dificuldade de sua separagao.

Para resolver a Relaxagao Linear de (2.7), Cunha & Lucena [2007] propuseram
um algoritmo Non-delayed Relax-and-cut (NDRC), no qual as desigualdades (2.4) e
(2.6) sao dualizadas. Mais detalhes deste algoritmo serdo dados na Se¢ao 3.1.2.

Lucena et al. [2011] propuseram um algoritmo BC que utiliza como etapa de
preprocessamento o procedimento NDRC introduzido em Cunha & Lucena [2007], de-
nominado por NDRC/BC. O BC sugerido por Lucena et al. [2011] separa desigualdades
SECs e Cutsets de forma exata, ao passo que DBs sao separadas de forma heuristica.
O NDRC/BC foi testado em varias instancias do PAGMRG presentes na literatura e
comparado com um BC puro. Os autores conseguiram alcancar a solu¢ao 6tima em to-
das as instéancias testadas e o método hibrido NDRC/BC produziu melhores resultados
se comparado a um BC que nao se beneficia de desigualdades SECs e DBs identificadas
no NDRC.

Na dissertacao de mestrado de Freitas [2011] foi apresentada uma heuristica Va-
riable Neighborhood Search (VNS) Lagrangeana em conjunto com um método de enu-

meracao implicita, denominado Arvore de Subgradiente, para o PAGMRG. Apesar de



ja ter sido proposta uma formulagao mais forte para o problema, Freitas [2011] utilizou
uma Relaxacgao Lagrangena baseada na Formulacao P;. Segundo os autores, o método
proposto foi capaz de melhorar os limites inferiores ou provar a otimalidade das ins-
tancias sugeridas por Andrade et al. [2006] e das instancias introduzidas por Cunha &
Lucena [2007]. No entanto, o algoritmo NDRC/BC proposto por Lucena et al. [2011]
ja havia encontrado o 6timo de todas as instancias propostas por Andrade et al. [2006]
e Cunha & Lucena [2007], fato que passou despercebido em Freitas [2011] e Andrade
& Freitas [2013].

Em Fages et al. [2013] foi proposto um modelo de Programagao por Restrigoes
que utiliza uma Relaxacao Lagrangeana na etapa de propagacao. As restrigoes sao
geradas a partir de propriedades estruturais inerentes ao PAGMRG. Os autores con-
seguiram resolver as instancias Euclidianas propostas em Andrade et al. [2006] e as
instancias aleatorias propostas por Cunha & Lucena [2007], em tempos de CPU consi-
deravelmente baixos, se comparados aqueles obtidos por Lucena et al. [2011], mesmo
levando em consideracao as diferencas entre as maquinas empregadas nos experimentos
computacionais. Entretanto, como veremos no Capitulo 4, o mesmo ganho computaci-
onal nao foi observado para as instancias Euclidianas, reconhecidamente mais dificeis,
introduzidas por Cunha & Lucena [2007].

Algumas metaheuristicas também foram propostas para o PAGMRG. Zhou &
Gen [1997] propuseram um Algoritmo Genético para o problema. Uma abordagem
evolucionaria que utiliza uma heuristica baseada no Algoritmo de Prim [Prim, 1957]
foi proposta por Knowles & Corne [2000]. Ja em Ribeiro & Souza [2002] foi sugerido um
algoritmo VNS que utiliza como busca local um método Variable Neighborhood Descent,
ao invés de explorar uma tunica vizinhanca. Baseado no algoritmo VNS proposto por
Ribeiro & Souza [2002], de Souza & Martins [2008] propuseram um algoritmo Skewed
VNS que utiliza um Algoritmo de Segunda Ordem na fase de perturbagao, conseguindo,
na maioria das instancias, limites superiores iguais ou melhores aos obtidos por Ribeiro
& Souza [2002].






Capitulo 3

Algoritmos

Branch-and-cut-and-price para o
PAGMRG

Neste capitulo, discutimos, inicialmente, algumas alternativas algoritmicas para avaliar
o limite de Programacao Linear da Formulagdo P, ao qual denotamos por PL(FP,),
onde, dada uma formulagao P para o PAGMRG, PL(P) = min {} _p cew. : v € P}.

Logo apos, os trés algoritmos Branch-and-cut-and-price (BCP) para o PAGMRG
sao apresentados. No primeiro procedimento, a Geragao de Colunas (GC) s6 é empre-
gada na raiz da arvore de enumeragao, com o objetivo de calcular PL(P,). Através de
informagoes duais obtidas no decorrer do procedimento, tentamos fixar arestas e obter
solugoes viaveis de boa qualidade. Nos algoritmos subsequentes, colunas e desigualda-
des validas sao geradas ao longo da arvore. No entanto, no terceiro algoritmo, a GC
é realizada até que um determinado critério seja satisfeito, momento a partir do qual

todas as arestas sao explicitamente consideradas.

3.1 Alternativas para calcular PL(7)

3.1.1 Algoritmos de Planos de Corte

A Formulagao P, possui duas classes de desigualdades validas contendo exponencial-
mente muitas restrigoes: SECs (2.3) e DBs (2.6). Logo, mesmo para instancias de
pequenas dimensoes, torna-se impraticavel determinar Relaxacoes Lineares contendo
explicitamente todas essas restrigoes. Para contornar esse problema, podemos utilizar

algoritmos de Planos de Corte.
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Para encontrar PL(P,) através de um algoritmo de Planos de Corte, devemos,

inicialmente, adotar uma relaza¢io de P, denotada por R : min{>. _,c.r. : & €

c€E
Py}, onde P, = {x € R™ : z satisfaz (2.2),(2.4) e (2.5)}. Seja T a solu¢io 6tima
de R. Através de algoritmos de separagio, tentamos encontrar SECs e/ou DBs que
sao violadas por Z. Se T nao viola nenhuma das desigualdades SECs e DBs, entao
T € P, e portanto resolve a Relaxagao Linear de (2.7). Caso contrario, adicionamos
um conjunto de desigualdades violadas por Z a relaxacdo Ps, obtendo, entdo, uma nova
solucdo 6tima T que resolve R. O processo acima se repete até que a solucdo corrente
T nao viole nenhuma das desigualdades pertencentes as classes (2.3) e (2.6), momento
este em que PL(P,) é avaliado. Se, ao final desse procedimento, T, € B, para todo
e € E, entao T resolve o Problema (2.7).

Os algoritmos de separacao para se obter desigualdades validas SECs e DBs

violadas sao apresentados a seguir.

3.1.1.1 Algoritmos de Separacao

Para decidir se T € P,, devemos verificar se T satisfaz todas as desigualdades SECs
(2.3) e DBs (2.6). Para separar o primeiro conjunto de desigualdades, utilizamos o
método introduzido por Padberg & Wolsey [1983], com complexidade O(n?), descrito
a seguir.

Definimos D* = (V*, A*) como sendo uma rede capacitada estabelecida a partir
de G = (V,E). Assuma V* =V e para cada e = {i,j} € E, tal que T, > 0, cria-se
dois arcos (i,7) e (j,i) que sdo adicionados & A* com capacidade h;; = h;; = iz..
Assuma que b; = Z(0(i)), Vi € V. Dois vértices auxiliares, rotulados por 0 e n + 1, sdo
adicionados a V*, e novos arcos (0,7) e (z,n+ 1) sdo incluidos em A* com capacidades
ho; = max{%bi — 1,0} e hjpe1 = max{1l — %bi, 0}, para todo i € V*.

Para determinar se alguma SEC (2.3) é violada por Z, Padberg & Wolsey [1983|
mostraram que é necessario resolver (n — 2) problemas de fluxo maximo na rede dada
por D*. No entanto, para cada problema, realizamos pequenas modificagoes em D*.
Considerando o k-ésimo problema, para k = 1,...,n — 2, alteramos a capacidade hyj =
+oo e, se k > 2, definimos h;,41 = +o00, para ¢ = 1,....,k — 1. Assim, evitamos
gerar o mesmo subconjunto S nos diferentes problemas de fluxo maximo. No k-ésimo
problema, obtemos, entao, o corte minimo (fluxo méximo) que separa 0 e n+ 1 em D*,
representado por (S* U {0}, V*\ (S¥ U {0})). Se |S*| — T(E(S*)) < 1, entdo a SEC
dada por z(E(S*)) < |S*| — 1 ¢ violada pela solugao T.

As desigualdades DBs (2.6) podem ser separadas de forma exata através do algo-

ritmo proposto por Letchford et al. [2004], cuja complexidade ¢ O(n*). Tal algoritmo
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consiste em determinar uma cut-tree [Gomory & Hu, 1961] em uma rede cujo nimero
de vértices ¢ O(n). No entanto, a descrigdo deste algoritmo seré omitida nesta secao,

uma vez que, neste trabalho, DBs sao separadas somente de forma heuristica.

3.1.2 Relaxacao Lagrangeana

Como visto no Capitulo 2, a maioria dos trabalhos que lidam com o PAGMRG de
forma exata utilizam uma Relaxacao Lagrangeana para a obtencao de limites duais.
A Relaxacao Lagrangeana consiste na decomposi¢cao de uma formula¢ao para um de-
terminado problema, de forma a explorar alguma estrutura interessante do problema
em questao. Para isso, identificamos nessa formulagao um conjunto de desigualdades
dificeis, relaxamos tais desigualdades, e adicionamos a func¢ao objetivo o produto de
cada uma delas por um multiplicador de Lagrange conveniente.

Podemos avaliar PL(P,) através de uma Relaxagao Lagrangeana definida, por
exemplo, através da dualizagdo das restrigdes (2.4) e (2.6). Assuma p € R" e A € R?|
no qual ¢ denota o nimero de restrigoes (2.6) em P,, como sendo multiplicadores de
Lagrange associados, respectivamente, as desigualdades (2.4) e (2.6). Limites inferiores
validos para a Formulacdo (2.7) podem ser obtidos através da resolu¢do do Problema

Lagrangeano L(p, A), dado por:

L(p, \) = min{ > ceme+ Y pild; — x(5(i)))

eckE eV

YT R (E(d(m + m)J — (a(H) +w<T>>>

HCV TCo(H

:x ¢ uma AGM de G}. (3.1)

O melhor limite inferior oferecido por (3.1) é obtido ao se resolver o problema

Dual Lagrangeano definido por:
DL = max{L(p,\) : p < 0,A < 0}. (3.2)

Observe que, como ¢ ¢ uma funcdo exponencial de |V, o nimero de variaveis
Ap.r do problema (3.2) também ¢é exponencial. Essa caracteristica faz com que o uso
do Método de Subgradiente [Held & Karp, 1971|, sem ser modificado para resolver DL,
se torna pouco efetivo, pois, com o aumento do nimero de desigualdades dualizadas

violadas, o passo no método se torna muito pequeno. Por este motivo, para encontrar
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(ou aproximar) a solugao 6tima para o problema (3.2), Cunha & Lucena [2007] propu-
seram o uso de um algoritmo NDRC [Lucena, 2005]. Algoritmos do tipo Relaz-and-cut
[Lucena, 1992, 2005] sdo métodos que, por utilizar um esquema de dualiza¢do dina-
mica, sao capazes de lidar com um nimero exponencialmente grande de desigualdades
candidatas a dualizacao Lagrangeana.

No algoritmo NDRC proposto em Cunha & Lucena [2007], definimos, inicialmente
um subproblema Lagrangeano L’, no qual as restri¢oes de d-Emparelhamento (2.4) séo
dualizadas (associadas ao vetor de multiplicadores p) e as DBs (2.6) séo relaxadas. Um
problema Dual Lagrangeano DL’ é, entao, formulado. Utilizamos um Método de Sub-
gradiente [Held & Karp, 1971| para aproximar DL’. Ao longo da execugao do Método
de Subgradiente, assim como no método de Planos de Corte, utilizamos um algoritmo
de separacgao para tentar encontrar DBs violadas pela solu¢cao do subproblema L’. O
algoritmo de separagao, por separar um vetor = € B™, é mais simples e, diferentemente
do algoritmo proposto por Letchford et al. [2004], é capaz de lidar com vetores que
violam as restrigdes (2.4). Algumas (poucas) DBs violadas, se encontradas, sdo duali-
zadas a funcao objetivo de L, dando origem a um novo subproblema Lagrangeano L’
e a um novo problema Dual Lagrangeano DL’ associado. Esse procedimento se repete
até que um critério de parada seja alcancado. A utilizagao de um Método de Subgra-
diente para resolver os problemas DL’ ao longo da execuc¢ao do Relaz-and-cut se torna
possivel devido ao fato de que o ntmero de DBs dualizadas dinamicamente ao longo

do método é bastante inferior ao niimero total de DBs.

3.1.3 Geracao de Colunas

A GC surgiu no contexto da Programagao Linear através da Decomposigao de Dantzig-
Wolfe [Dantzig & Wolfe, 1960], utilizada para solucionar Programas Lineares de grande
porte e/ou Programas Lineares com uma estrutura especial. Isso é feito através de uma
reformulagao do programa original, no qual este é descrito em termos dos raios extremos
e vértices de um subproblema identificado na formulagao original.

A Reformulagao de Dantzig-Wolfe também pode ser aplicada em Programagao
Inteira. Os primeiros a utilizarem GC em Programagao Inteira foram Gilmore & Go-
mory [1961, 1963], para o Problema de Padroes de Corte. Naquela referéncia, GC foi
utilizada para obter a Relaxacao Linear de uma reformulagao para o problema, cujos
subproblemas consistem em resolver o Problema da Mochila. Outros trabalhos tam-
bém utilizaram GC para resolver problemas formulados por Programas Inteiros, por
exemplo, Desrosiers et al. [1984| para um problema de Roteamento de Veiculos, Des-

rochers & Soumis [1989] em um problema de Alocacgao de Tripulagao, e de Carvalho
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[2002] para o problema de Padrdes de Corte. Detalhes sobre algoritmos de GC em
Programagao Inteira podem ser obtidos em Desaulniers et al. [2005].

A justificativa para empregarmos uma GC a Formulacao P, é a seguinte. O
nimero m de variaveis da Formulagao P, é proporcional a O(n?). Para certos valores
de n, mesmo uma formulacao que envolve O(n?) varidveis pode ser tal que a avaliagao
de seus limites de Programagcao Linear seja computacionalmente cara.

Nesta dissertacao, utilizamos GC combinada com algoritmos de Planos de Corte
para avaliar PL(FP). No entanto, o uso de GC difere da maioria dos trabalhos da
literatura, uma vez que nao aplicamos uma Reformulacao de Dantzig-Wolfe a P,. Além
disso, diferentemente do que ocorre em muitos dos métodos de GC para Programas
Inteiros, o célculo do custo reduzido envolve a resolu¢ao de um Problema de Otimizagao
que pode ser resolvido por inspe¢ao. O método aqui proposto aplica GC diretamente

a Formulacdo P». Sendo assim, considere o Problema Linear Mestre (PLM) dado por:

min {Z Celle 1 T € Pz} ) (3.3)

eckE

Assuma que 0 € R, v¢ € R 72 p; € R” e A € R? sao variaveis duais associadas,

respectivamente, as restrigoes (2.2)-(2.4) e (2.6). O programa dual do PLM ¢é dado

por:
max ((\Vl — Do+ > (IS =1s+ Y _dip;
SCV,S#£0 9%
+ Y S (| i) AH,T) (3.4
HCV Tes(H)
Sujeito a:

Ce — O — Z Z pi — Z Z Aur > 0,Vee E, (3.5)

SCV,S£0D|lecE(S ) i€V |e€d (i) HCV TCS(H
e € E(H) ou 6 er

o eR, (3.6)

s <0,¥S CV, 8 #0, (3.7)



14 CAPITULO 3. ALGORITMOS Branch-and-cut-and-pricc PARA O PAGMRG

pi <0,¥i €V, (3.8)

Apr < 0,YH C V,VT C 6(H). (3.9)

Se ao invés de explicitamente considerarmos todo o conjunto de arestas £ do grafo
G que define o problema no PLM, considerarmos somente um conjunto E’, F' C E,
tal que |E'| < |E|, obtemos, entao, o Problema Linear Mestre Restrito (PLMR), dado
por

min {Z Cele 1 X € PQ’} : (3.10)

e€E'’

onde P, é definido por

Py = {z e RFI: z satisfaz (2.2)-(2.6)}. (3.11)

Seja T uma solugao 6tima para o PLMR. A fim de fornecer um certificado de que
T resolve o PLM, ¢é preciso garantir que a solug¢ao dual associada, representada pelas
variaveis duais @, 7, p e ), satisfaz todas as restricdes (3.5). Para isso, resolve-se o

problema de precificagao, definido como:

e’ € arg min w(e), (3.12)
eck

no qual w(e), denominado custo reduzido de e, é definido por:

wle) = (¢, — 7 — > o= > =Y. > Amr). (313

SCV,S#0lecE(S) 1€V ]e€d (i) HCV  TCé(H)|
e€E(H) ou eeT

Se w(e*) > 0, a solu¢ao T também é solu¢ao 6tima para o PLM. Caso contréario,
foi encontrada uma aresta a qual associa-se uma restri¢ao dual (3.5) violada pela so-
lugdo dual 7, 7, p e A. Assim, como o programa dual (3.4) do PLM ¢ inviavel, ndo
podemos caracterizar a otimalidade de T em relagao & Relaxagao Linear do PLM. Por-
tanto, a aresta e* deve ser incluida no conjunto E’, e o problema PLMR ¢ redefinido e
reotimizado.

Um resultado importante a ser comentado é que, devido ao fato de o subproblema
Lagrangeano (3.1) satisfazer a propriedade de integralidade [Geoffrion, 1974, teorica-
mente, o mesmo limite PL(P,) é obtido seja qual for a estratégia escolhida dentre as

descritas nesta e nas se¢oes anteriores.
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3.1.4 Meétodos Hibridos

A maioria dos algoritmos propostos para o PAGMRG utilizou combinagoes de algu-
mas das abordagens definidas nas se¢oes anteriores em conjunto com um método de
enumeragao para tentar resolver o PAGMRG. No entanto, o tinico método que trans-
fere informagoes entre os procedimentos foi proposto em Lucena et al. [2011]. Naquela
referéncia, os autores propuseram, para resolver a Relaxagao Linear do modelo (2.7),
um algoritmo Relaz-and-cut como preprocessamento para um BC. O método Relax-
and-cut, além de aproximar o limite PL(P,), foi capaz de fixar arestas subo6timas do
grafo de definigdo do problema. Além disso, o método oferece ao BC um conjunto de
desigualdades validas que, se incorporadas a uma Relaxacao Linear para o problema,
fornece um limite de programagao linear pelo menos tao bom quanto o melhor limite
Lagrangeano obtido pelo algoritmo Relaz-and-cut.

Nesta dissertagao, propomos trés algoritmos hibridos que utilizam os métodos
detalhados nas Segoes 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3. Por exemplo, no primeiro algoritmo sugerido
neste trabalho, GC e Planos de Corte sao combinados para resolver PL(P). Durante
o processo de obtengao do limite, tentamos obter solucoes viaveis de boa qualidade
utilizando uma solu¢ao do problema Lagrangeano (3.1), formulado e resolvido em ter-
mos das variaveis duais associadas as restricoes dos PLMRs. Ao assim procedermos,
estamos implicitamente utilizando uma heuristica Lagrangeana, similar a proposta em
Andrade et al. [2006] e Cunha & Lucena [2007], sem a utilizagdo do Método do Sub-
gradiente para determinar os multiplicadores. A solugao de (3.1) também é utilizada
na tentativa de fixar variaveis garantidamente subotimas. Esse algoritmo, bem como

os outros propostos neste trabalho, serao detalhados a seguir.

3.2 Geragdo de Colunas para avaliar PL(F;) na raiz
de um BC

Nesta secao iremos detalhar o método hibrido que utiliza GC e BC para resolver o
PAGMRG, denotado por GCBC. Esse algoritmo consiste de duas fases. Na primeira
fase, utilizamos GC e um algoritmo de planos de corte que separa (2.3) e (2.6) para
obter o limite de Relaxacao Linear de P. Em meio ao processo de geracao de colunas,
utilizamos heuristicas para obtencao de um limite superior vélido e tentamos fixar
arestas subotimas. Na segunda etapa, todas as arestas que nao foram fixadas sao

consideradas em um método BC para tentar resolver o problema.

O algoritmo baseado em GC utilizado neste e em todos os outros métodos propos-
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tos nesta dissertacao é detalhado nas proximas subsecoes. Por fim, na tltima subsecao,

os detalhes de implementagao do BC sao dados.

3.2.1 Fase 1: Algoritmo baseado em GC para avaliar PL(/7%)

Inicialmente, relaxamos as restri¢goes SECs (2.3) e DBs (2.4) do poliedro (3.11). A fase

inicial, para obtermos PL(F,) utilizando GC, é composta pelos seguintes passos:

1. Escolha um conjunto inicial £’ de arestas, de forma que seja possivel encontrar
uma solucao basica viavel para o PLMR, definido, inicialmente, a partir das
restrigoes (2.2), (2.4) e (2.5).

2. Resolva o PLMR, e assuma que sua solugao seja = € [0, 1]™ .

3. Através de um algoritmo de separacao de SECs e DBs, tente encontrar desigual-
dades violadas por z. Caso sejam encontradas, adicione-as ao PLMR e retorne

ao passo 2.

4. Através de heuristicas que utilizam informagoes (primais e duais) do PLMR, tente

encontrar limites superiores validos para o PAGMRG.

5. Tente fixar variaveis utilizando o limite oferecido pela Relaxacao Lagrangeana
L(p,)\), no qual p e \ sdo as varidveis duais associadas, respectivamente, as res-
trigdes (2.4) e (2.6) do PLMR, em conjunto com o melhor limite superior até

entao obtido.

6. Verifique a otimalidade de T em relagao ao PLM, isto é, resolva o problema de
precificagao (3.12) para gerar novas colunas a serem inseridas no modelo. Caso
haja alguma coluna com custo reduzido negativo, adicione-a ao PLMR e retorne

ao passo 2. Caso contrario, T é a solugao 6tima do PLM.

7. Para a solugdo o6tima T do PLM, se T, ¢ B, para alguma aresta e € F, tente fixar

mais variaveis utilizando o custo reduzido de programacao linear.

O problema de precificagdo é solucionado através do problema (3.12), que é re-
solvido verificando-se w(e), para todo e € E'\ E’. Denote C ={e € E\ E' : w(e) < 0}
o conjunto de arestas com custo reduzido negativo em uma dada iteragao do método
GC. Ao invés de adicionarmos ao modelo somente a aresta de menor custo reduzido em
C, adicionamos uma porcentagem € de |C|. Essa abordagem tem como foco a redugao
do ntimero de iteracoes da GC, uma vez que as arestas contidas em C provavelmente

seriam adicionadas em iteragoes futuras, caso somente e* fosse inserida no PLMR. Em
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nossos testes computacionais, o melhor valor encontrado para e de forma a nao tornar
a resolugao da Relaxacdo Linear muito lenta foi e = 10%.

A seguir, serao detalhados os métodos para a obtencao das colunas iniciais, o
modo como separamos desigualdades SECs e DBs, as heuristicas para obtengao de

limites superiores validos e os esquemas de fixagao de variaveis.

3.2.1.1 Gerando as colunas iniciais

No método de GC é necessério, inicialmente, determinar um conjunto inicial de arestas
para E’. Essas arestas devem ser capazes de fornecer uma base para o primeiro PLMR.

Nesta dissertacao, consideramos E' = T) U Ty U Uz’eV J; onde:

e T é o conjunto de arestas em uma solugao viavel para o PAGMRG obtida por
meio da heuristica descrita na Secao 3.2.1.4. Para obter 77, a heuristica emprega
os custos originais {c. : e € E} das arestas de G e, caso nao seja um grafo
completo, adicione arestas artificiais com custo +oo para completa-lo. Dessa

forma, garantimos que exista uma solugao bésica viavel no inicio.

e Ty ¢ o conjunto das arestas na AGM de G obtida pelo Algoritmo de Kruskal
[Kruskal, 1956].

e J; C (i) é conjunto com até trés arestas de menor custo em 6(i), i € V, tal que

O conjunto E’, da forma como foi determinado, é capaz de gerar uma base para

o poliedro que define o primeiro PLMR.
Proposicao 1. E possivel obter uma base vidvel através das colunas de E'.

Demonstracao. Considere o vetor solucao ¢ € B™ tal que ¢ = 1 see € E'NT; e
¢. = 0, caso contrario. Observe que ¢ satisfaz o sistema linear formado por (2.2), (2.4)
e (2.5). Logo, ¢ é uma solugao viavel para Py, Py # (), P, possui pontos extremos e P;

nao possui reta. ]

3.2.1.2 Separacao de SECs

O algoritmo para separar SECs de forma exata [Padberg & Wolsey, 1983] é computa-
cionalmente caro (O(n?)). Por isso, tentamos, inicialmente, encontrar SECs violadas

através de um método heuristico, descrito a seguir.
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A heuristica aqui utilizada tem como base o Algoritmo de Kruskal [Kruskal,
1956] para encontrar uma AGM de um grafo G. Considere 7 a solu¢ao do PLMR a ser

separada. O método funciona conforme descrito no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Heuristica para obtecao de SECs violadas

1 T+ 0; S « 0;

2 Ordene as arestas de £’ de forma néo crescente de {Z. : e € £’} ;

3 enquanto (V,T") nao induzir uma drvore geradora de (V, E') faga

4 Selecione a primeira aresta ¢’ € E' ainda nao avaliada cuja inser¢ao em 7"
nao resulte em ciclo ;

5 T T U{e};

6 Defina S como sendo o conjunto de vértices da componente conexa
resultante da inclusao de ¢/ em T”. Se T violar a SEC associada a S, faca
S+ SU{S}.

7 fim enquanto

8 retorna S

Se nenhuma desigualdade SEC violada for encontrada pela heuristica, executamos

o método exato descrito na Segao 3.1.1.1.

Ao final da execugao do método exato, caso algum corte violado tenha sido encon-
trado, executamos um procedimento cujo objetivo é encontrar desigualdades violadas
ortogonais a mais violada. Essa abordagem foi utilizada em Lucena & Resende [2004]
e foi inspirada nos chamados nested cuts propostos por Koch & Martin [1998| para o
Problema de Steiner. Para ilustrar a ideia do procedimento, assuma que k denote o
indice correspondente ao corte mais violado obtido pelo método de Padberg & Wolsey
[1983] e inicialize # = 7. Para todo e € E, se T, > 0 e e € E(S*), faga 2. = 0. O algo-
ritmo de separacao exata é executado novamente considerando & como o ponto a ser
separado. E facil perceber que os cortes violados encontrados utilizando & sdo validos

para o modelo. Além disso, tais cortes sao ortogonais aqueles obtidos utilizando .

Com o objetivo de controlar o tamanho do PLMR e retardar o efeito de tailing
off [Padberg & Rinaldi, 1991], adotamos uma estratégia, também utilizada por Valle
et al. [2011] e Martinez & Cunha [2014], para a inclusdo de desigualdades SECs vi-
oladas obtidas pelos algoritmos acima. Apoés a execucao dos métodos de separacao,
os cortes sao normalizados (utilizando a norma Euclidiana) e apenas a desigualdade
mais violada é incluida no PLMR. Os cortes restantes sao adicionados ao PLMR se
forem suficientemente ortogonais ao corte mais violado. Consideramos que dois cortes
normalizados sao suficientemente ortogonais se o produto interno entre eles é menor

que um parametro 7. Em nossos testes, adotamos 7 = 0,2.



3.2. GERAGAO DE COLUNAS PARA AVALIAR PL(P;) NA RAIZ DE UM BC 19

As duas heuristicas utilizadas para encontrar desigualdades SECs violadas foram

capazes de reduzir consideravelmente o tempo de execucao do método para computar

PL(P).

3.2.1.3 Separacio de DBs

Ao invés de utilizar o algoritmo exato proposto por Letchford et al. [2004] para separar
DBs, fizemos o uso de um método heuristico. A heuristica aqui apresentada, a mesma
utilizada em Lucena et al. [2011], consegue encontrar DBs violadas de forma bastante
satisfatoria, a um custo computacional relativamente baixo (O(n?)).

Para um dado par H e T', uma desigualdade Blossom pode ser reescrita na forma

(S(E)\T)+ > (L—z)+ Y (di—2(5(i) > L. (3.14)

e€TCS(H) icH

Considere T o ponto a ser separado, tal que T((i)) < d;, para todoi € V. Assuma
G = (V,E) como sendo o grafo de suporte de T, onde E = {e € E' : 7, € (0,1)}.
Na heuristica de separacdo, todas as arestas com Z, = 1 sdo eliminadas de G. A
heuristica consiste em avaliar cada componente conexa no grafo G resultante. Assuma,
que G tenha p > 1 componentes conexas, representados por G; = (V;, E;), para todo
t=1,...,p. Se a folga ZjeVi
fmpar, ou seja, Y .y, (d; — [{e € 0(j) : T, = 1}]) ¢ fmpar, entdo, se definirmos H = V;

(d; — T(5(4))), associada a Gy, é menor que 1 e se G; é

eT ={e€d(H):T. =1}, obtemos uma DB garantidamente violada. O pseudocodigo

deste método é apresentado no Algoritmo 2.

3.2.1.4 Limites superiores

Para se obter limites superiores validos para o PAGMRG, utilizamos uma heuristica
que se beneficia de informagoes duais fornecidas pela solugao corrente, logo apds o
Passo 3 de GC. A heuristica aqui utilizada possui duas fases: primeiramente, uma
solugao viavel é obtida através de um método construtivo baseado em uma modificacao
do algoritmo de Kruskal [Kruskal, 1956]. Na segunda etapa, a soluc¢ao obtida pelo
algoritmo construtivo é, se viavel, submetida & uma busca local.

O método para se obter uma solugao inicial inclui o mecanismo de prevencgao de
inviabilidades introduzido por Andrade et al. [2006]. Inicialmente, ordena-se as arestas
de F em ordem nao decrescente de custo. A cada iteracao, uma aresta candidata

e = {i,7} so & aceita para integrar F' C E se as trés condigoes a seguir forem satisfeitas:

e FFU{i,j} ndo forma ciclo;
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Algoritmo 2: Heuristica para separacao de DBs violadas
1 Obtenha G = (V,E), onde E = {e € E' : 7. € (0,1)};

2 B+ 0

3 para cada componente coneza G; = (V;, E;) de G faga
4 para todo j € V, faca

s || =€) T = 1)
6 fim para todo

T | =2 ev (d —7(6(5)));

8 b= ZjEVi(dj - d;’)Q

9 se (f <0) e (b € impar) entao
10 H«V;

11 T+ {ecd(H):T.=1}
12 B+ BU{(HT)};

13 fim se

14 fim para cada

15 retorna BB

o [6(i)NF| < d; e |3() N F| < dj;

o se |F| £ (V] —2), [6G) N F|+[6(j) N F| > 2.

A primeira condigao garante que a inser¢cao de uma aresta nao forme um ciclo
em F'. A segunda condi¢ao garante que, na iteracao do método de Kruskal modificado
onde e = {i, j} for inserida, a inclusao de e em F nao violara a restrigao de grau dos
vértices i e 7. O mecanismo de prevengao de inviabilidades (terceira condigao), tenta
assegurar a capacidade de conexao futura da componente conexa de I’ ao qual a aresta
{i,7}, se adicionada, fara parte.

Para obter uma solucao primal de boa qualidade, duas versoes do algoritmo
descrito acima foram implementadas. Seja T a solugao corrente do PLMR apés o
Passo 3 e considere p e A o vetor de varidveis duais (ndo necessariamente vidveis para
o dual da Relaxacdo Linear do PLM) associadas as restrigoes (2.4) e (2.6) do PLMR
nessa mesma etapa. A fase construtiva do primeiro algoritmo, opera sobre os custos
complementares {c.(1 —T.) : e € E} para obter uma arvore geradora valida para o
PAGMRG. Ja na segunda abordagem, utilizamos os custos complementares com base
na solucdo do problema Lagrangeano L(p,\).

A etapa final da heuristica consiste em refinar as solucoes obtidas pelos métodos
construtivos, através de uma Busca Local (BL). Na BL, os custos das arestas sao
restaurados ao seu valor original. Considere T' = (V, Er) o subgrafo de G associado

a solucao obtida por uma das abordagens construtivas descritas acima. A ideia da
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BL é avaliar as solugoes pertencentes a I-vizinhanc¢a de T'. Uma arvore geradora de GG
pertence a 1-vizinhanga de T se difere de T por somente duas arestas. Dentre as arvores
vizinhas, consideramos aquelas que também respeitam o grau méximo nos vértices.
Assim, se uma arvore geradora viavel com custo inferior ao da arvore representada por
T for encontrada na vizinhancga, T' é substituido pelo subgrafo associado a nova arvore
e o método de BL na 1-vizinhanga se repete. Caso contrario, a BL é encerrada.

Uma decisao importante na implementacao de uma BL é se devemos aceitar
a primeira solugdo viavel com custo inferior ao da arvore atual T (estratégia first
improvement) ou se devemos escolher a melhor solugao viavel de toda 1-vizinhanga de
T (estratégia best improvement). Assim como em Cunha & Lucena [2007], a estratégia
first improvement forneceu solugoes tao boas quanto as obtidas pela estratégia best
improvement, demandando menos tempo de CPU.

Com base em Cunha & Lucena [2007], alguns testes de dominancia foram im-
plementados com o intuito de reduzir o tempo computacional gasto pela BL. Em uma
dada execucgao de BL, considerando a solucao inicial T, inicialmente calculamos os

seguintes parametros:

e p(r,i): o custo da aresta de maior peso no caminho tnico entre i e um vértice

raiz r previamente definido, para todo ¢ € V. Por defini¢ao, p(r,r) = 0.

e a(i): o custo da aresta mais cara incidente & ¢ em T, para todo i € V.

e ¢*: o custo da aresta mais cara em T, isto é, ¢* = max{c. : e € Er}.

As arestas {e € E : ¢, > ¢*} podem ser descartadas da BL, uma vez que a inclusao
dessas arestas, na vizinhanca aqui considerada, é incapaz de reduzir o custo da arvore
representada por T. Assuma e = {i, j} a aresta candidata a reduzir o custo da solugao
corrente T'. Se as extremidades de e nao estao saturadas, ou seja, [0(i) N Ep| < b; e
|0(j) N Er| < b;, qualquer aresta no caminho entre i e j pode ser eliminada a fim de
produzir uma arvore vidvel. No entanto, podemos verificar de antemao se cg; j; < p(i,7)
ou cg ;3 < p(j,r). Caso nenhuma das condigoes forem satisfeitas, entdo a aresta de
maior custo entre ¢ e j ¢ inferior a cy; ;.

Agora suponha que uma das extremidades de e = {i,j}, por exemplo, a extre-
midade j, esteja saturada e a outra ndo, ou seja, |d(j) N Er| = b; e [0(¢) N Er| < b;.
Nesse caso, a aresta e s6 melhora o custo de T se c; ;3 < a(j).

E importante observar que, sempre que a solucao T' for modificada através da in-
clusdo de uma aresta, os parametros p(r, ), a(7) e ¢* utilizados nos testes de dominancia

devem ser recalculados. Isso pode ser feito de forma eficiente através da estrutura de
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dados introduzida por Barr et al. [1979]. Nesta dissertacdo, o vértice raiz usado para

inicializar essa estrutura de dados foi escolhido de forma aleatoria.

3.2.1.5 Testes de Fixacao de Variaveis

Ao executar um algoritmo para resolver uma instancia do PAGMRG podemos, a prin-
cipio, se |V| > 2, eliminar do problema as arestas {i,j} € E caso d; = d; = 1, ja que

nao hé nenhuma solucgao valida para o PAGMRG que as contenham.

Além do preprocessamento descrito acima, nesta dissertacao utilizamos dois mé-
todos para eliminar arestas subotimas do grafo de defini¢cao do problema. Chamamos
de subotima uma aresta que garantidamente nao pertence a nenhuma solugao 6tima do
PAGMRG. O primeiro algoritmo tem como base a arvore geradora T = (V, E) obtida
ao se resolver o problema Lagrangeano L(p,)), onde p e A sdo as variaveis duais asso-
ciadas, respectivamente, as restrigoes (2.4) e (2.6) na solugao dual do PLMR apés o
Passo 3. Utilizando o limite inferior L(,A) em conjunto com um limite superior valido
ub para o PAGMRG, podemos tentar caracterizar as arestas como pertences ou nao a
uma solu¢ao 6tima do problema, através do custo reduzido (CR). O CR associado a
uma aresta e € F, em relacio a T, é dado pela diferenca entre o custo de e e o custo
da aresta mais cara no tnico ciclo de (V, E U {e}). Se o valor de CR associado & uma
aresta e for superior a ub— L(p, X), temos que e é uma aresta garantidamente suboétima
e pode ser excluida do problema. Se durante o processo de fixacao de variaveis todas
as arestas incidentes a um vértice ¢ € V', com excecao de uma, forem excluidas de G,
o vértice 7 e sua Unica aresta incidente também podem ser removidos do grafo, ja que

esta aresta necessariamente deve pertencer a solucao 6tima.

Nesta dissertacao, o procedimento descrito acima s6 é executado quando o gap

b—L(p,X .
B uép : ), for suficientemente pequeno. Em nossos testes, os

melhores resultados foram obtidos quando executamos os testes de fixacao de variaveis

de dualidade, dado por

apos obter gaps inferiores a 5%.

Ao final do célculo de LP(P,), realizamos um segundo procedimento para fixa¢ao
de variaveis. Como LP(P;) é um limitante inferior valido para o problema, também
podemos utiliza-lo em conjunto com um limite superior na tentativa de eliminar arestas
subotimas de G. Isto ¢ feito tomando o custo reduzido de programagao linear w(e) ao
final da ultima iteragao da GC. Se w(e), para e € E, for maior do que ub — LP(P,), a

aresta e é subdtima e pode ser removida de G.



3.2. GERAGAO DE COLUNAS PARA AVALIAR PL(P;) NA RAIZ DE UM BC 23

3.2.1.6 Detalhes de implementacao

Para resolver os Programas Lineares do Passo 2, foi utilizado o software ILOG CPLEX
12.5.

Os problemas de fluxo maximo necessarios para a separacao de SECs, foram
resolvidos utilizando o Algoritmo de Dinic, cuja complexidade é O(n*m) [Ahuja et al.,
1993].

Ao se trabalhar com algoritmos de Planos de Cortes sao necessérios cuidados na
manutencao da matriz de desigualdades do modelo. Como o ntmero de desigualdades
SECs geradas pelo método de Planos de Corte é muito grande, convém adotar um para-
metro MAX ITER de iteragoes subsequentes na qual uma SEC ineficiente permanece
no modelo. Consideramos uma SEC ineficiente se a variavel de folga associada é posi-
tiva e nao basica. Caso uma SEC permaneca ineficiente por mais do que MAX ITER
iteragoes, ela é removida do modelo.

ApoOs testes em algumas instancias do PAGMRG, adotamos o valor
MAX ITER = 30.

3.2.2 Fase 2: Branch-and-cut

O BC discutido nesta secao utiliza como grafo de entrada a instancia preprocessada
pelo algoritmo da Secao 3.2.1. Além disso, o método é inicializado com a base que
descreve a solugao 6tima da Relaxagao Linear de P,. As desigualdades validas (SECs
e DBs) associadas a essa base também sao incluidas no BC. O melhor limite superior
encontrado nas iteragoes do método da Fase 1 é utilizado como parametro de cut off
do BC.

Essencialmente, o tratamento do noé raiz diferencia o BC aqui implementado
daquele proposto em Lucena et al. [2011]. Ao contrario do que ocorre ao longo da arvore
de enumeragao, no no raiz as variaveis de decisao sao implicitamente consideradas. Na
etapa de enumeracao que ocorre apos o célculo de LP(F,), todas as colunas (arestas)
que nao foram fixadas sao incluidas explicitamente no modelo.

Diferentemente do né raiz, nos demais nos as desigualdades SECs violadas sao
identificadas apenas pelo método exato de Padberg & Wolsey [1983], descrito na Segao
3.2.1.2. Nao utilizamos a heuristica baseada no método de Kruskal para encontrar
SECs violadas pelo fato desta nao apresentar os mesmos ganhos computacionais ob-
servados no no6 raiz, devido ao baixo ntumero de desigualdades validas encontradas por
tal heuristica nesta etapa. As DBs sao separadas conforme descrito anteriormente.

Assim como em Lucena et al. [2011], ao longo da &rvore de enumeracao, tenta-

se obter melhores limites superiores através da heuristica detalhada na Secao 3.2.1.4,
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utilizando, na fase construtiva do algoritmo, os custos complementares {c.(1 — Z.) :
e € £}, onde T é a solugao da Relaxacdo Linear ao final da resolugao do né. Esta é
uma outra diferen¢a com rela¢ao ao BC proposto por Lucena et al. [2011]. Naquele
algoritmo a heuristica é chamada apos toda Relaxacao Linear avaliada em cada no.

O BC foi implementado utilizando a plataforma ILOG CPLEX 12.5 para geren-
ciar a arvore de enumeracao. Todos os procedimentos de preprocessamento, heuristicas
e desigualdades validas fornecidas pelo CPLEX foram desativados. As rotinas de se-
paracao de SECs e DBs, bem como a rotina para obtencao de limites primais foram
implementadas em callbacks fornecidas pela interface CONCERT.

A estratégia de selecao de nos da arvore de BB empregada foi a estratégia melhor
limite, que explora o ndé com menor valor de Relaxacao Linear. Esta é a estratégia de
sele¢ao padrao do CPLEX. Outras estratégias de selegao foram testadas sem diferenca
significativa nos resultados. Assim como a forma de selegao de noés, utilizamos a regra
de branching padrao do CPLEX, no caso, o proprio software decide como implementar
o branching.

A opcao de paralelismo do CPLEX nao foi utilizada.

Foi imposto um limite de 4 horas para a solucao do algoritmo hibrido GCBC.
Assim, para a fase de enumeracao do BC, foi empregado um limite de tempo tl =
14400 — tgc segundos, onde tge é o tempo de CPU (em segundos) gasto para resolver
a Fase 1 do GCBC.

3.3 Um algoritmo Branch-and-cut-and-price

Um algoritmo BCP, como dito anteriormente, envolve a precificagao de colunas e a
identificagao de planos de corte ao longo da arvore de busca do BB. Essa técnica foi
empregada pela primeira vez em Nemhauser & Park [1991] para tratar o problema de
Coloragao de Arestas, e desde entao vem sendo utilizada em diversos problemas de
Otimizagao Combinatoria [Fukasawa et al., 2006; Alves & de Carvalho, 2008; Uchoa
et al., 2008].

No algoritmo BCP aqui proposto, em cada n6 da arvore de enumeracao, aplicamos
o procedimento de GC e os métodos de separacao de SECs (exato e heuristicos) e DBs
descritos anteriormente. Dessa forma, a Relaxacao Linear de cada n6é da arvore de
enumeragao ¢ obtida pelo algoritmo da Fase 1 do método descrito na secao anterior.

Nas proximas subsecoes, detalhamos caracteristicas particulares do BCP proposto
nesta dissertagao. Sugestoes de como realizar branching, como gerenciar o cut-pool, e

como explorar a lista de candidatos sao encontradas em Ladéanyi et al. [2001], referéncia
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que serviu como base para a implementacao do nosso BCP.

3.3.1 Branching

Ao final do processamento de um n6 da arvore de enumeracao, se nao for possivel
podar o n6 por inviabilidade ou por otimalidade, é necessario criar novos nos através
de alguma regra de branching.

Em nossos algoritmos BCP, utilizamos uma abordagem de branching em variaveis.
Assuma T como sendo a solu¢ao da Relaxagao Linear de um determinado no, obtida
pelo método descrito na Secao 3.2.1, e considere ¢ € E’ a variavel selecionada para o
branching, onde E’ é o conjunto de arestas explicitamente incluidas no modelo do né
em questao.

Ao fazer branching em variaveis, criamos dois novos nés: em um impomos x, = 0
e no outro impomos x, = 1. Devemos, entao, definir qual aresta do conjunto W = {e €
E': T, ¢ B} deve ser usada para definir o branching.

Uma técnica comumente utilizada na literatura consiste em escolher a aresta e
cujo valor de Relaxagao Linear mais se distancia da integralidade, no caso do PAGMRG,
uma aresta com T, proximo a 0,5.

Neste trabalho, entretanto, utilizamos a técnica conhecida como strong branching
[Achterberg et al., 2005]. Essa técnica classifica cada aresta e € W (ou um conjunto
dessas arestas) candidata a realizacdo do branching ao avaliar cada um dos novos nos
obtidos caso selecionarmos a variavel x. para fazer branching. Assim, para cada aresta
e € W, dois novos nos Sge e S;e sao gerados, o primeiro impondo z, = 0 e o segundo
impondo x, = 1. Avaliamos o valor dos programas lineares resultantes com as colunas
e cortes identificados até entao, em conjunto com os novos limites . = 0 ou z, = 1
através do método Simplex. Optamos por nao realizar pricing no strong branching
para nao elevar o tempo de CPU gasto pelo procedimento. O menor valor de funcao
objetivo retornado pelos nos é, entao, atribuido a [., onde [, estima o limite inferior que
seré obtido ao selecionar a aresta e para fazer branching. Como estamos interessados
em cada vez mais aproximar os limites inferiores e superiores, a aresta selecionada para
o branching é a de maior valor de [,.

A adocao de strong branching como regra de branching pode demandar muito
tempo de processamento. Isso ocorre, principalmente, nos primeiros nés da arvore de
BB, onde o ntiimero de variaveis fracionarias candidatas ao branching é, em geral, maior.
Para reduzir o tempo gasto com a decisao de qual aresta empregar para o branching,
adaptamos uma das estratégias sugeridas em Achterberg et al. [2005]|, dada a seguir.

As arestas candidatas em W sao analisadas na ordem em que foram precificadas. Se
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nao for obtida nenhuma nova melhor aresta candidata ao branching em k iteracoes,
o procedimento se encerra. Em nossos testes, adotamos x = 0,03|V|. A redugdo no
tempo de processamento ao se utilizar a abordagem descrita anteriormente foi muito

significativa se comparada & adocao de uma estratégia de strong branching completa.

3.3.2 O gerenciamento do cut-pool

Nesta se¢ao, detalhamos como os cortes gerados ao longo da arvore sao gerenciados. A
estratégia adotada neste trabalho é mais simples do que a sugerida por Ladanyi et al.
[2001].

Como dito, apos os testes de fixacao de varidveis da Secao 3.2.1.5, se somente uma
aresta e = {7, j} for a tnica incidente a um determinado vértice i, removemos o vértice
1 e a aresta e do grafo G' e somamos a fungao objetivo o valor de c¢.. Em consequéncia
disso, excluimos do modelo a restrigao (2.4) associada ao vértice i e reduzimos em uma
unidade o valor de d;.

As desigualdades (2.3) e (2.6) dos novos nos sao herdadas do n6 pai. Duas

abordagens diferentes foram testadas:

e Os nos herdam todas as desigualdades remanescentes no cut-pool do né pai. Essa
abordagem preserva o contador que é comparado com o parametro MAX ITER

(definido na Segao 3.2.1.6) do nd pai para os novos subproblemas.

e Somente as restrigoes justas e as desigualdades cujas variaveis de folga sao bésicas

no no pai sao passadas para os novos nos.

Em nossos testes, ao utilizarmos a segunda abordagem, obtivemos uma redugao

consideravel nos tempos de processamento.

3.3.3 O gerenciamento da arvore de busca

Ao longo da execucao do BB, é necessario decidir o préoximo subproblema da lista
de candidatos a ser processado. A escolha de uma estratégia implica diretamente no
tamanho da arvore e na velocidade com que se encontra boas solugoes viaveis.

Para tentar reduzir o tamanho da arvore de busca, devemos selecionar o n6é can-
didato com o menor limite inferior associado (estratégia melhor limite). Dessa forma, a
cada no explorado, buscamos aumentar o melhor limite inferior global. Essa estratégia
é a mesma utilizada pelo método BC descrito na Secao 3.2.2.

Em problemas nos quais uma solucao viavel é dificil de ser encontrada ou suspeita-

se que a melhor solugao é ruim, deve-se investir em outra forma de explorar a arvore.
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Para obter boas solucoes viaveis logo no inicio da enumeragao, recomenda-se percorrer
a arvore de enumeracao através de uma busca em profundidade.

Ambas as abordagens foram testadas no nosso BCP. No entanto, através de tes-
tes computacionais, nao ficou claro qual estratégia obteve o melhor desempenho. Para
algumas instancias a estratégia melhor primeiro obteve melhores tempos de processa-
mento. Para outras, isso aconteceu com a busca em profundidade.

Os resultados computacionais apresentados no Capitulo 5 foram obtidos utili-

zando a estratégia melhor limite, também empregada no BC.

3.3.4 Detalhes de implementacao

O processamento dos subproblemas ¢ realizado pela Fase 1 (Segao 3.2.1) do algoritmo
GCBC, a menos de um detalhe. Excetuando-se o no raiz, o conjunto inicial de colunas
de um subproblema, ao invés de ser obtido pelo procedimento da Sec¢ao 3.2.1.1, sao as
colunas do né pai no momento em que o subproblema em questao foi gerado.

Nos algoritmos BCP propostos nesse trabalho, o software CPLEX s6 foi utilizado
como resolvedor de Relaxagao Linear. Os demais aspectos importantes de um BB como,
por exemplo, branching, selecao de nos, gerenciamento dos cortes, foram definidos por
procedimentos por nés implementados.

Por isso, é preciso decidir qual estrutura de dados utilizar para armazenar a arvore
de enumeracao. Essa estrutura deve ser capaz de, conforme o método de selecao de
nos escolhido, adicionar e remover subproblemas da lista de candidatos eficientemente.
Como o BCP foi testado com dois métodos diferentes de selecao de nés, duas estruturas
de dados diferentes foram utilizadas em cada caso. Quando utilizamos o método melhor
limite, uma fila de prioridade foi empregada para gerenciar os nos candidatos a serem
processados. Ja para a busca em profundidade, foi utilizado uma fila simples. A insercao
de um subproblema na fila de prioridade tem complexidade logaritmica, ao passo que
a remocao é O(1). No caso da fila simples, os procedimentos de inser¢ao e remogao de

um n6 tem complexidade O(1).

3.4 Algoritmo BCP Hibrido

Nesta secao, apresentamos uma modificagao do algoritmo BCP detalhado na Secao
3.3, denominada de BCP-BC. No algoritmo BCP-BC, a Fase 1 do método de GC nao
¢é realizada em toda a arvore de enumeracao. Para determinados nés, ao invés de
continuar gerando colunas, utilizamos o algoritmo BC (Fase 2 do GCBC) descrito na
Secao 3.2.2.
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Essa abordagem foi motivada pelo fato de, ao longo da execucao do BCP, o
nimero de arestas do grafo que define o problema nos nos se tornarem cada vez menor.
Isso ocorre devido aos sucessivos testes de fixacao de varidveis realizados até gerarmos
o subproblema em questao.

Acreditamos que, em um dado momento, o custo adicional de manter as SECs e
DBs, o custo computacional despendido para criar modelos no CPLEX e o tempo de
CPU gasto para gerar colunas, nao compensa a redugao do tempo de execugao ao nao
considerar explicitamente todas as variaveis no PLMR. Logo, incorporamos ao modelo
que define o n6 as arestas que ainda nao foram fixadas e o resolvemos através de BC.

Para decidir se um né sera processado através do BCP ou do BC, utilizamos a
seguinte ideia. Assuma G = (V, E) como sendo o grafo de definicao desse no, tal que
E=F \ Er, onde Er representa as arestas fixadas nos nos predecessores ao n6 em
questao. Se E > NUM EDGE, devemos, entao, continuar gerando colunas para esse
n6. Caso contrério, utilizamos BC para resolvé-lo.

Em nossos testes computacionais, utilizamos dois valores diferentes para
NUM EDGE. Realizamos testes com NUM EDGE = 3000 ¢ NUM _EDGE = 5000
para todas as instancias utilizadas neste trabalho. Os tempos de CPU obtidos ao
utilizar NUM _EDGE = 5000 foram melhores se comparados aos obtidos utilizando
NUM EDGE = 3000. Numeros maiores e menores do que os valores assumidos para
NUM EDGE foram testados em um subconjunto de instancias. No entanto, os re-
sultados obtidos foram inferiores se comparados aos obtidos pelos valores previamente
definidos.

Avaliamos também uma outra estratégia para decidir se um no6 deve ser resolvido
por BCP ou BC, que leva em conta a dimensao do grafo de definicao do problema. Tal
estratégia consiste em aplicar BC ao subproblema se o conjunto E possuir menos do que
« - |V arestas. Caso contrério, continuamos gerando colunas para aquele subproblema
através do BCP. Testamos essa abordagem para « € {3,5,7,9,11} em um subconjunto
de instancias para o PAGMRG. Os resultados obtidos foram inferiores se comparados

aos obtidos utilizando a primeira estratégia.



Capitulo 4

Experimentos Computacionais

Neste capitulo, apresentamos os experimentos computacionais conduzidos com os al-
goritmos propostos na dissertacao, comparando-os com os algoritmos propostos na
literatura do PAGMRG. Para tanto, utilizamos instancias de teste da literatura, bem

como novas e mais dificeis instancias, aqui introduzidas.

4.1 Instancias de Teste da Literatura

Um dos conjuntos de instancias testados, denominado ANDINST, foi introduzido por
Andrade et al. [2006]. Nesse conjunto, |V| pode assumir valores entre 100 e 2000. Os
vértices do grafo s@o pontos no plano Euclidiano. Suas coordenadas, sempre inteiras na
faixa [1,480] e [1,640], foram sorteadas aleatoriamente por meio de uma distribuicao
uniforme. Os limites de grau {d; : i € V'} dos vértices foram escolhidos aleatoriamente
em {1,2,3,4}, com a condigdo de que no méaximo 10% dos vértices tenham limite de
grau unitario. Todas as instancias sao definidas em grafos completos e os custos sao
dados pela parte inteira da distancia euclidiana entre as extremidades dos vértices.
Além do conjunto descrito acima, utilizamos dois grupos de instancias propostos
por Cunha & Lucena [2007], denotados por DE e DR. As instancias do conjunto DE
consistem de vértices correspondentes a pontos no plano Euclidiano, cujas coordenadas,
sempre inteiras, sao escolhidas aleatoriamente considerando uma distribuicao uniforme
no intervalo [1,1000]. Para cada instancia, os valores de d; s@o selecionados aleatoria-
mente em {1,2, 3}, considerando-se uma distribui¢ao uniforme. Os grafos gerados sao
completos e os custos das arestas correspondem ao valor da distancia Euclidiana entre
os vértices, com os valores arredondados para baixo. Foram geradas trés instancias
distintas para cada valor de |V| € {100,200, 300, 400, 500,600}. O segundo conjunto

de instancias, DR, é composto de instancias aleatorias geradas a partir das instancias
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DE. Para cada instancia do grupo DE, mantemos os limites de grau de cada vértice e
substituimos os custos Euclidianos das arestas por custos inteiros escolhidos de forma

aleatoria no intervalo [1,1000], considerando uma distribuigao uniforme.

4.2 Novas Instiancias de Teste

Nesta dissertacao, propomos dois novos conjuntos de instancias, que podem ser consi-
deradas mais dificeis do que as descritas anteriormente, uma vez que impomos, para

cada instancia criada, a restricao

> di=2(n—1). (4.1)
eV

Em instancias com essa caracteristica, as restrigoes de grau dos vértices estao
sempre justas em qualquer solucao viavel para o PAGMRG. Em decorréncia disso,
uma Busca Local que utiliza a I-vizinhanc¢a se torna indcua, uma vez que, apos a
remocao de uma aresta, nao é possivel reconectar os componentes resultantes senao
através da mesma aresta removida.

O primeiro conjunto de novas instancias sao Euclidianas. Tais instancias, de-
nominadas LH-E, consistem de grafos cujos vértices inteiros tém suas coordenadas
geradas aleatoriamente em um quadrado de dimensoes 1000 x 1000 no plano Euclidi-
ano, considerando uma distribuicao uniforme. O custo de cada aresta corresponde a
distancia Fuclidiana entre os vértices, com os valores arredondados para cima. Para
cada V| € {100, 200, ..., 1000}, foram geradas trés instancias distintas, uma para cada
conjunto de valores que d; pode assumir, a saber, {1,2,3}, {1,2,3,4} e {1,2,3,4,5},
sempre respeitando a restri¢ao (4.1).

Ja o segundo grupo de novas instancias, designado por LH-R, utiliza-se de custos
obtidos de forma aleatoéria no intervalo [10,500] para cada par de vértice. O namero
de vértices e os limites de grau atribuidos & estes foram definidos utilizando os mesmos

critérios das instancias Euclidianas.

4.3 Ambiente Computacional

Os algoritmos propostos neste trabalho foram implementados em C++ e os experimen-
tos foram realizados em uma maquina com processador Intel®Xeon®E5H645, 2,40GHz,
com 32GB de memoria RAM, executando o sistema operacional Ubuntu 12.04 (64 bits).

O compilador g++ (versao 4.7.3) foi utilizado com a flag de otimizagao -O3 ativada.
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Como dito no Capitulo anterior, os métodos utilizam o software ILOG CPLEX 12.5 !,
através de chamadas de funcao a biblioteca CONCERT 2.

4.4 Resultados Computacionais

Nesta secao apresentamos o desempenho computacional dos algoritmos propostos nesta
dissertacao. Inicialmente, comparamos somente os métodos aqui propostos. Apods
identificar o método que obteve melhores resultados, comparamos seu desempenho
com varios métodos disponiveis na literatura, a saber: o algoritmo NDRC/BC4 em
Lucena et al. [2011], o algoritmo de Programagcao por Restrigoes em Fages et al. [2013]
e 0 método VNS-Lagrangeno associado & uma Arvore de Subgradiente em Freitas [2011]
e Andrade & Freitas [2013].

Nas proximas secoes, em todas as tabelas, denotamos por z o valor de funcao
objetivo 6tima, para uma determinada instancia. As colunas lb e ub indicam, respec-
tivamente, o melhor limite inferior e superior obtido, na raiz da arvore de enumeracao,
por um determinado método para a instancia em questao. Os gaps de dualidade
(ub — Ib)/ub alcancados por um método e o nimero de arestas fixadas sdo sempre
dados em valores percentuais. O tempo de CPU gasto por um determinado algoritmo

¢é sempre representado em segundos.

4.4.1 Comparacao entre os métodos propostos neste trabalho

Nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, apresentamos os resultados dos métodos GCBC, BCP e BCP-
BC para as instancias DE, DR e ANDINST, respectivamente. Para cada instancia, a
primeira coluna corresponde a identificacao da mesma. O problema correspondente ao
no raiz é resolvido através do mesmo procedimento em todos os algoritmos propostos
nesta dissertacao. Assim, as cinco colunas subsequentes indicam, respectivamente, o
limite inferior, o limite superior, o gap de dualidade, o percentual de arestas fixadas e
o tempo de CPU referente ao né raiz da arvore de enumeracao. As duas proximas co-
lunas indicam o ntimero de nés da arvore de BC e o tempo total gasto pelo GCBC. As
proximas colunas indicam, respectivamente, o nimero de nés e o tempo total deman-
dado pelo algoritmo BCP. A préxima coluna, denominada No6s BCP, mostra o niimero
de noés da arvore de enumeragao do BCP-BC resolvidos pelo método da Secao 3.2.1. A

coluna seguinte, denominada Nés BC, indica o nimero de nés do BCP-BC resolvidos

http://www-01.ibm.com/software/commerce/optimization/cplex-optimizer/index.html.
Visitado no dia 6 de marco de 2014.

2http://www-01.1ibm.com/software/commerce/optimization/interfaces/. Visitado no dia 6
de margo de 2014.
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somente por Planos de Corte, através do BC descrito na Sec¢ao 3.2.2. O niimero total
de noés executados pelo BCP-BC é dado pela soma das colunas Nos BCP e Nos BC. A
pentltima coluna informa o tempo de CPU gasto pelo BCP-BC. Finalmente, na dltima
coluna, apresentamos o valor de funcao objetivo 6timo para a instancia.

Como pode ser observado na Tabela 4.1, em 3 das 18 instancias do conjunto
DE conseguimos atestar a otimalidade na raiz da arvore de enumeracao. O gap de
dualidade médio observado na raiz foi de 0,632%. Pela Tabela 4.1, é possivel observar
claramente que, para as instancias DE, o desempenho do método GCBC é superior ao
dos algoritmos BCP e BCP-BC. Em 3 casos o método GCBC resolveu a instancia em,
no maximo, metade do tempo de processamento gasto pelos outros métodos. Para as
6 instancias em que o tempo demandado pelo GCBC é maior do que o obtido pelo
BCP-BC, observamos que o ganho nao foi algoritmico, uma vez que a diferenca entre
os tempos de CPU é de, no maximo, 0,83 segundos, diferenca muito inferior ao tempo
total gasto para resolver a instancia.

Pela Tabela 4.2, observamos que, para as instancias DR, a otimalidade foi ates-
tada na raiz da arvore de enumeracao em 3 das 18 instancias e o gap de dualidade
médio nessa etapa é 4,694%. Para este conjunto, o tempo de CPU gasto pelo BCP-BC
foi inferior aos outros métodos em 10 das 18 instancias deste grupo. Em instancias
maiores, para |V| € {500,600}, o BCP-BC obteve um melhor desempenho em 4 de 6
instancias. Na instancia 500 2, em especial, as execugoes dos métodos BCP e BCP-BC
obtiveram uma vantagem significativa com relacao ao tempo de CPU se comparados
ao GCBC.

Embora instancias de custos aleatérios nao sejam necessariamente mais dificeis
do que as de custos Euclidianos de mesmas dimensoes, observamos que o gap de du-
alidade das instancias DR sao, de modo geral, maiores se comparado aos obtidos nas
instancias DE. Assim, menos arestas/variaveis sdo fixadas na raiz, o que faz com que
o método GCBC tenha que explicitamente incluir essas varidveis durante o processo
de enumeragao, aumentando o tempo de CPU necessario para resolver os demais nos.
Isso nao afeta o método BCP-BC da mesma forma, ja que a geragao de colunas é le-
vada adiante na arvore de BB, fazendo com que, apds a obtencao de melhores limites
superiores no decorrer da enumeragao, arestas que foram mantidas no GCBC sejam
desconsideradas por serem suboétimas.

Para as instancias ANDINST, cujos resultados sao mostrados na Tabela 4.3, assim
como Lucena et al. [2011], conseguimos atestados de otimalidade para a maioria das
instancias (15 de 25 instancias) no no raiz. A diferenga entre os tempos de execugao dos
métodos aqui propostos nao sao significativas. Para as instancias de grande porte, onde

|V| = 2000, ndo conseguimos avaliar LP(P,) com nenhum dos métodos, pois o algoritmo
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atingiu o tempo limite de 4 horas. Isso ocorre em razao do tempo computacional
gasto para separar as desigualdades SECs para grafos de grande porte e do custo de se
resolver Relaxacoes Lineares com um nimero muito grande de linhas, sempre mantidas
nos Programas Lineares. Para as instancias com |V| = 2000 (e algumas instancias LH-
E e LH-R) os limites inferiores foram estimados, em cada iteragao do método da Segao
3.2.1, por zpryr+ (n—1)-w(e*), onde zppy g corresponde ao valor de fungao objetivo
do PLMR naquela iteragao [Desaulniers et al., 2005].



Tabela 4.1. Comparativo entre os métodos propostos - instancias DE
Raiz GCBC BCP BCP-BC

1d b ub  %gap Y%oef t(s) Nos t(s) Nos t(s) No6s BCP Nos BC t(s) z
100_1 8779,000 8779 0,000 - 0,20 0 0,20 1 0,20 1 0 0,20 8779
100_2 9629,000 9629 0,000 - 0,60 0 0,60 1 0,62 1 0 0,59 9629
100 3 10791,500 10798 0,060 96,08 0,99 1 1,01 3 1,08 1 1 1,02 10798
200 1 12029,000 12044 0,125 97,69 4,09 2 415 3 4,51 1 3 4,19 12031
200 2 12618,500 12755 1,070 86,96 6,89 40 10,07 35 17,44 1 46 10,51 12645
200 3 12221,000 12406 1,491 81,37 6,78 21 8,04 5 8,09 1 6 7,90 12229
300 _1 14776,750 14852 0,507 94,34 32,70 5 34,15 6 36,86 1 5 33,32 14792
3002 13922,000 13931 0,065 98,68 10,40 1 10,53 3 11,03 1 1 10,48 13931
300 3 14972,837 15194 1,456 79,76 29,51 33 36,15 83 158,73 27 116 96,05 14997
400 1 19239,000 19239 0,000 - 110,52 0 110,52 1 111,12 1 0 110,29 19239
400 2 17405,500 17555 0,852 89,21 65,24 57 76,13 13 87,01 11 9 86,24 17419
400 _3 16074,500 16227 0,940 87,99 126,49 15 132,42 9 144,24 3 18 136,56 16091
500 1 19351,000 19388 0,191 97,68 171,53 2 173,22 3 182,85 1 2 172,78 19357
500 2 22397,500 22453 0,247 95,86 496,84 2 499,89 3 503,85 3 0 503,21 22400
500 3 19392,419 19705 1,586 71,33 251,12 146 435,60 217 1695,64 125 681 1256,50 19411
600 1 21915,722 22169 1,142 78,43 547,65 74 642,13 49  1293,36 43 36 1233,21 21930
600 2 21423,181 21725 1,389 72,52 666,02 35 702,65 21 884,48 19 15 879,87 21449
600 3 22236,962 22292 0,247 96,74 575,14 3 583,36 5 653,72 3 6 616,59 22243
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Tabela 4.2. Comparativo entre os métodos propostos - instancias DR
Raiz GCBC BCP BCP-BC

Id b ub  %gap Yoef t(s) Nos t(s) Nos t(s) Nos BCP Nos BC t(s) z
100 1 2174750 2245 3,129 91,01 0,40 8 0,48 5 0,55 1 11 0,60 2186
100 2 2674,000 2674 0,000 - 0,21 0 0,21 1 0,22 1 0 0,21 2674
100_3 2689,000 2689 0,000 - 0,33 0 0,33 1 0,32 1 0 0,32 2689
200 1 2139,000 2331 8,237 80,40 6,24 21 7,63 9 8,94 1 23 8,23 2141
200_2 2469,857 2731 9,662 75,34 4,90 14 5,74 3 5,62 1 7 5,04 2471
200 3 2402,750 2527 4,917 87,61 2,56 22 3,98 9 6,24 1 7 3,16 2405
300 1 2460,000 2570 4,280 89,01 13,78 11 17,45 12 30,41 1 37 18,53 2462
300 2 2312,000 2411 4,106 90,23 36,22 1 36,90 3 37,62 1 1 36,78 2312
300 3 2583,857 2934 11,934 67,84 23,51 16 29,38 8 33,09 7 2 32,84 2585
400 1 2815,000 3256 13,544 59,85 98,49 160 233,31 15 151,16 15 0 150,32 2817
400 2  2441,034 2569 4981 87,94 37,20 30 47,95 33 113,68 21 235 148,39 2443
400 3 2387,000 2387 0,000 - 53,28 0 53,28 1 53,59 1 0 53,22 2387
500 1 2595,625 2602 0,245 98,83 165,98 25 200,07 25 542,01 1 20 198,03 2597
500_2 2650,000 2874 7,794 79,32 112,71 163 832,37 35 440,29 35 0 437,20 2652
500 3 2591,851 2669 2,891 92,52 106,40 23 125,94 15 260,56 13 117 353,18 2593
600 1 2819,520 2833 0,476 98,30 344,13 10 396,29 5 488,15 1 6 350,17 2820
600 2 2659,668 2885 7,810 78,96 419,82 204 1962,98 85  2285,15 7 153  2657,99 2662
600 3 2798,452 2815 0,588 98,05 385,37 103 561,86 79 1743,08 1 111 525,20 2800
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Tabela 4.3. Comparativo entre os métodos propostos - instancias ANDINST

Raiz GCBC BCP BCP-BC
Id b ub  %gap Yoef t(s) Nos t(s) Nos t(s) No6s BCP  Nos BC t(s) z
100_1 3790,000 3790 0,000 - 0,03 0 0,03 1 0,02 1 0 0,04 3790
100 2 3829,000 3829 0,000 - 0,05 0 0,05 1 0,04 1 0 0,04 3829
100_3 3916,000 3916 0,000 - 0,04 0 0,04 1 0,04 1 0 0,05 3916
200 1 5316,000 5316 0,000 - 0,75 0 0,75 1 0,76 1 0 0,75 5316
200 2 5647,000 5647 0,000 - 1,29 0 1,29 1 1,3 1 0 1,3 5647
200_3 5698,000 5698 0,000 - 3,03 0 3,03 1 3,07 1 0 3,02 5698
300_1 6476,500 6477 0,008 - 1,61 0 1,61 1 1,73 1 0 1,62 6477
300_2 6806,000 6815 0,132 98,46 5,57 3 5,73 3 5,88 1 2 5,65 6807
300_3 6430,000 6430 0,000 - 2,62 0 2,62 1 2,62 1 0 2,58 6430
400 1 7414,000 7414 0,000 - 4,7 0 4,7 1 4,75 1 0 4,7 7414
400 2 7781,000 7797 0,205 98,19 36,79 2 37,21 3 38,31 1 2 37,04 7782
400_3 7602,500 7605 0,033 99,25 45,09 1 45,28 4 45,93 1 1 44,94 7604
500_1 8272,000 8272 0,000 - 7,66 0 7,66 1 7,67 1 0 7,61 8272
500 2 8391,500 8394 0,030 99,38 150,9 2 151,24 3 155,45 1 2 150,19 8392
500_3 8502,000 8502 0,000 - 16,37 0 16,37 1 16,46 1 0 16,33 8502
600_1 9037,000 9037 0,000 - 3,82 0 3,82 1 3,85 1 0 3,82 9037
700 1 9786,000 9786 0,000 - 30,59 0 30,59 1 30,78 1 0 30,5 9786
800_1 10333,000 10333 0,000 - 109,56 0 109,56 1 110,15 1 0 109,02 10333
900_1 10918,000 10918 0,000 - 90,54 0 90,54 1 90,82 1 0 90,11 10918
1000 1 11407,000 11414 0,061 99,42 4721,49 5 4754,58 3 6173,44 1 37 5031,65 11408
2000 1 10671,088 15670 31,901 - * 0 * 0 * 0 0 * -
2000 _2 8441,313 16253 48,063 - * 0 * 0 * 0 0 * -
2000_3 7214,865 16689 56,769 - * 0 * 0 * 0 0 * -
2000 4 2453,549 16373 85,015 - * 0 * 0 * 0 0 * -
2000_5 6944.221 16530 57.99 - * 0 * 0 * 0 0 * -
(*) Execugao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)

9¢
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Nas Tabelas 4.4 e 4.5, apresentamos os resultados computacionais alcancados
pelos algoritmos GCBC, BCP e BCP-BC para as instancias LH-E e LH-R, respectiva-
mente, propostas nesta dissertacao. A primeira coluna corresponde a identificacao da
instancia. As proximas cinco colunas representam, respectivamente, o limite inferior,
o limite superior, o gap de dualidade, o percentual de arestas fixadas e o tempo de
CPU referente ao no raiz da arvore de enumeragao. As proximas colunas denotam o
limite inferior, o limite superior, o percentual do gap de dualidade, o nimero de nés e o
tempo de processamento do método GCBC. Nas trés colunas seguintes, apresentamos
o gap de dualidade, o nimero de nos e o tempo de CPU do algoritmo BCP. As trés
colunas subsequentes indicam, respectivamente, o niumero de nés BCP, a quantidade
de nés BC e o tempo de execugao do algoritmo BCP-BC. Finalmente, apresentamos o
valor 6timo, se obtido, da instancia em questao. Optamos por nao mostrar os limites
inferiores e superiores dos métodos BCP e BCP-BC para reduzir o tamanho da tabela.
Além disso, pela Tabela 4.4, é possivel constatar que, para instancias LH-E, os limites
obtidos por BCP e BCP-BC nunca fornecem gaps de dualidade melhores do que os
obtidos pelo GCBC. Omitimos, também, os gaps de dualidade obtidos pelo algoritmo
BCP-BC pelo fato de estes serem, coincidentemente, os mesmos gaps alcancados pelo
BCP.

Analisando a Tabela 4.4, verificamos que em 8 das 30 instancias do conjunto
LH-E o valor 6timo foi alcangado na raiz, e o gap de dualidade médio (excetuando-
se as instancias que atingiram o tempo limite), nessa etapa, é de 0,781%. Para as
instancias LH-E com |V| € {100,200, ...,600}, o gap de dualidade médio observado
no no raiz é de 0,571%, valor inferior ao obtido para as instancias DE (0,632%). No
entanto, os tempos de CPU gastos pelos métodos para resolver as instancias LH-E
é, em geral, maior do que os tempos gastos gastos para resolver as instancias DE.
As diferencas nos tempos de execucao sao, em parte, justificadas pelas diferencas no
numero médio de arestas fixadas na raiz, 88,31% para as instancias DE e 77,45% para
as LH-E. Analisando este resultado, em conjunto com os tempos de CPU demandados
para resolver estas instancias, nos leva a crer que as instancias aqui propostas sao mais
dificeis de serem solucionadas se comparadas com as instancias da literatura. Com
relagao aos algoritmos, o método GCBC obteve tempos de CPU tao bons quanto os
outros dois em 22 das 30 instancias deste conjunto. Em nenhuma instancia obtivemos
um ganho real ao usar o BCP, isto é, ao realizar GC em toda a arvore de busca.
Para as 8 instancias em que o tempo de CPU gasto pelo GCBC é superior ao gasto
pelo BCP-BC, ou a instéancia foi resolvida na raiz ou os nés da arvore de enumeracao,
excetuando-se a raiz, foi resolvida pelo BC.

Os resultados da Tabela 4.5, para as instancias LH-R, mostram que, ao contrério
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Tabela 4.4. Comparativo entre os métodos propostos - instancias LH-E

Raiz GCBC BCP BCP-BC

Id b ub Yogap Yoef t(s) b ub %gap Nos t(s) %gap Nos t(s) Nos BCP Nés BC t(s) z
100 3 11640,000 11640 0,000 - 1,75 11640,000 11640 0,000 0 1,75 0,000 1 1,73 1 0 1,72 11640
100 4 11748,000 11748 0,000 - 1,14 11748,000 11748 0,000 0 1,14 0000 1 1,15 1 0 1,14 11748
100_5 12345,000 12345 0,000 - 1,48 12345,000 12345 0,000 0 1,48 0,000 1 1,48 1 0 1,48 12345
200 _3 15168,750 15393 1,457 68,83 23,03 15177,000 15177 0,000 3 24,03 0,000 5 25,82 3 7 25,22 15177
200_4 14669,000 14680 0,075 97,72 10,62 14671,000 14671 0,000 0 10,68 0,000 3 10,92 1 0 10,60 14671
200_5 14963,000 14982 0,127 97,44 9,62 14967,000 14967 0,000 2 9,74 0,000 5 10,80 1 2 9,74 14967
300_3 15659,875 16155 3,065 44,29 24,23 15691,000 15691 0,000 23 32,56 0,000 109 147,02 99 86 154,92 15691
300 4 19730,333 20115 1,912 51,35 64,60 19731,000 19731 0,000 4 68,63 0,000 3 67,22 3 0 66,69 19731
300_5 18492,000 18492 0,000 - 37,70  18492,000 18492 0,000 0 37,70 0,000 1 37,92 1 0 37,68 18492
400_3 20451,000 20577 0,612 86,54 328,86 20454,000 20454 0,000 5 337,28 0,000 3 344,76 3 0 343,31 20454
400_4 21005,000 21005 0,000 - 158,29  21005,000 21005 0,000 0 158,29 0,000 1 159,15 1 0 157,80 21005
400 5 24907,000 24954 0,188 95,65 330,73  24911,000 24911 0,000 3 334,56 0,000 7 356,55 1 7 334,14 24911
500 3 20565,641 21070 2,394 43,11 534,17 20584,000 20584 0,000 156 746,00 0,000 85 1399,07 79 8 1382,08 20584
500 4 27118,500 27126 0,028 98,85 998,05 27124000 27124 0,000 5 1003,41 0000 5 103821 1 6 1014,55 27124
500_5 27389,000 27389 0,000 - 807,76  27389,000 27389 0,000 0 807,76 0,000 1 809,37 1 0 809,88 27389
600_3 24578,111 24683 0,425 90,68 1913,66 24583,000 24583 0,000 8 1939,91 0,000 9 2115,22 9 0 2149,73 24583
600_4 27141,000 27141 0,000 - 942,20 27141,000 27141 0,000 0 942,20 0,000 1 942,78 1 0 947,13 27141
600_5 24923,000 24923 0,000 - 674,22 24923,000 24923 0,000 0 674,22 0,000 1 673,31 1 0 670,33 24923
700 3 26009,725 26219 0,798 81,14  3662,08 26024,000 26024 0,000 42  3848,63 0,000 25 474317 23 24 4808,70 26024
700 _4 28588,333 28812 0,776 81,40 3274,68 28592,000 28592 0,000 9 3307,98 0,000 7 3443,61 3 4 3438,27 28592
700_5 31397,047 31461 0,203 95,73 5768,12 31402,000 31402 0,000 17 5877,97 0,000 7 6169,37 7 0 6212,13 31402
800_3 27426,250 28217 2,802 18,78 3104,75 27433,000 27433 0,000 21 3501,19 0,000 14 3819,91 5 10 3576,03 27433
800 4 28377,063 28824 1,551 58,32 4689,80 28399,000 28399 0,000 127 5479,05 0,000 49 7816,23 49 0 7823,34 28399
800 5 32250,917 32257 0,019 99,39 6489,22  32253,000 32253 0,000 3 6496,47 0,000 3 6650,50 1 2 6491,94 32253
900 3 29637,508 31039 4,515 10,32 13391,39 29641,303 29970 1,097 4 * 4,515 3 * 2 0 * -
900_4 34049,250 34075 0,076 98,43 12651,04 34054,000 34054 0,000 3 12668,80 0,000 3 12685,06 3 0 12831,39 34054
900 5 33350,000 33374 0,072 98,85 7757,92  33355,000 33355 0,000 2 771,19 0,000 3 7836,40 1 2 7791,03 33355
1000_3 30310,879 32363 6,341 - * 30310,879 32363 6,341 0 * 6,341 1 * 1 0 * -
1000 4 0,000 33774 100,000 - * 0,000 33774 100,000 0 * 100,000 1 * 1 0 * -
1000 _5 0,000 50247 100,000 - * 0,000 50247 100,000 0 * 100,000 1 * 1 0 * -

(*) Execugao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)
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do GCBC, os algoritmos BCP e BCP-BC conseguiram atestados de otimalidade para
as instancias 700 3, 800 3 e 800 5. Além disso, para as instancias nao resolvidas
na otimalidade, o BCP e o BCP-BC encontraram melhores gaps de dualidade para
as instancias 900 4 e 1000 3. Em alguns casos, por exemplo, as instancias 500 3,
600 _3 e 600 4, o GCBC conseguiu atestados de otimalidade em um tempo de CPU
consideravelmente mais baixo. Trés instancias foram resolvidas na raiz da arvore de
enumeragao e o gap de dualidade médio (excetuando-se a instancia 1000 4) obtido
nessa fase é de 3,600%.

A excecao do conjunto de instancias LH-R, o método GCBC, de modo geral,
apresentou melhores resultados se comparados aos algoritmos BCP e BCP-BC. O BCP-
BC, por sua vez, claramente dominou o BCP. Compilamos, na Tabela 4.6, o niimero
de instancias de cada conjunto que foram resolvidas mais rapidamente pelos métodos
aqui propostos. A primeira coluna identifica o conjunto de instancias. Nas outras
colunas, apresentamos o nimero de instancias em que um método dominou os outros.
Somente contabilizamos as instancias em que a diferenca entre os tempos é maior do
que um segundo. Assim, observando os dados da Tabela 4.6, em conjunto os resultados
mostrados das Tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, é possivel verificar que o GCBC leva uma

evidente vantagem em relagao aos métodos BCP e BCP-BC.

4.4.2 Comparacao de GCBC com algoritmos exatos da

literatura

Nas proximas tabelas, comparamos os resultados obtidos pelo algoritmos GCBC com
os melhores métodos disponiveis na literatura. Os métodos BCP e BCP-BC nao serao
aqui considerados, uma vez que estes apresentaram resultados inferiores em relacao ao
GCBC. Ao invés de comparar diretamente o método GCBC com o algoritmo hibrido
proposto em Lucena et al. [2011], denotado por NDRC/BC4 naquele trabalho, utili-
zamos nossa propria implementacao da fase BC4 daquele algoritmo, uma vez que o
codigo fonte de BC4 ndo é mais disponivel. O nosso algoritmo NDRC/BC utiliza o
codigo fonte da fase NDRC em Cunha & Lucena [2007] e Lucena et al. [2011], mas
implementa uma fase BC com algumas modificagoes em relagao ao BCA4.

Assim como em Lucena et al. [2011], as SECs e as DBs identificadas pelo NDRC
foram repassadas ao nosso BC. No entanto, o BC4 proposto por Lucena et al. [2011] se
difere do nosso, essencialmente, por utilizar um outro pacote para gerenciar a arvore de
enumeragao (utilizamos o CPLEX 12.5 enquanto aqueles utilizaram o XPRESS MP 16),
por separar desigualdades validas Cutsets e por utilizar formas diferentes de gerenciar

o cut-pool. Logo, ao compararmos os algoritmos aqui propostos e os da literatura com
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Tabela 4.5. Comparativo entre os métodos propostos - instancias LH-R

Raiz GCBC BCP BCP-BC

Id b ub Yogap Yoef t(s) b ub %gap Nos t(s) %gap Nos t(s) Nos BCP Noés BC t(s) z
100_3 2143,600 2496 14,119 31,84 0,57 2149,000 2149 0,000 7 0,90 0,000 15 1,56 1 11 0,91 2149
100 4 2327,000 2327 0,000 - 048 2327000 2327 0,000 0 048 0,000 1 0,47 1 0 047 2327
100_5 2416,500 2428 0,474 94,97 0,48 2419,000 2419 0,000 2 0,53 0,000 3 0,70 1 2 0,52 2419
200 3 3106,000 3398 8,593 44,64 5,45 3108,000 3108 0,000 65 12,46 0,000 13 9,62 13 0 9,53 3108
200 4 3144,000 3144 0,000 - 3,49 3144,000 3144 0,000 0 3,49 0,000 1 3,51 1 0 3,48 3144
200_5 3335,000 3376 1,214 91,80 6,39 3336,000 3336 0,000 4 6,77 0,000 7 7,96 1 10 7,13 3336
300_3 4110,000 4110 0,000 - 11,49 4110,000 4110 0,000 0 11,49 0,000 1 11,52 1 0 11,37 4110
300 4 4205,000 4443 5,357 60,05 19,80 4206,000 4206 0,000 20 25,12 0,000 7 25,72 3 8 23,39 4206
300 5  4342,000 4342 0,000 - 21,72 4342,000 4342 0,000 0 21,72 0,000 1 21,81 1 0 21,72 4342
400_3 5114,057 5630 9,164 11,34 156,96 5117,000 5117 0,000 196 534,11 0,000 133 743,01 111 546 1039,44 5117
400 4 5232,500 5540 5,551 46,84 184,76 5233,000 5233 0,000 7 219,32 0,000 7 235,70 7 0 233,84 5233
400_5 5354,600 5446 1,678 84,80 221,45 5356,000 5356 0,000 17 234,75 0,000 28 328,75 23 50 336,13 5356
500 3 5997,879 6211 3,431 61,28 384,81 5999,000 5999 0,000 140 794,59 0,000 101 1402,39 89 43 1350,59 5999
500 4 6193,000 6288 1,511 83,71 992,35 6194,000 6194 0,000 29 1191,26 0,000 15 1149,10 15 0 1140,58 6194
500_5 6167,500 6214 0,748 91,97 161,30 6168,000 6168 0,000 54 231,14 0,000 9 234,50 9 0 232,92 6168
600 3 6886,873 7189 4,203 44,81 483,96 6888,000 6888 0,000 120 1729,73 0,000 55 2329,26 39 321 3027,69 6888
600 4 7096,646 7239 1,966 75,98 801,07 7098,000 7098 0,000 849 4660,84 0,000 527 10583,59 108 5500 14399.86 7098
600_5 7228,937 7230 0,015 99,38 1297,80 7230,000 7230 0,000 48 1371,76 0,000 37 1769,10 1 51 1338,75 7230
700 3 7908,849 8214 3715 4504 246799 7909518 7911 0,019 147 % 0,000 117  8903,09 117 0 8887,37 7910
700 4 8073,080 8531 5,368 22,42 2016,93 8073,765 8075 0,015 185 * 0,792 232 * 232 0 * -
700 5 8108,444 8116 0,093 9843 1741,99 8109,000 8109 0,000 34 1849,87 0000 17 397183 1 35 2017,18 8109
800_3 8854,360 9205 3,809 36,03 5987,72 8854,600 8858 0,038 76 * 0,000 39  11924,09 39 0 11883,77 8855
800 4 8953,875 9264 3,348 46,65 1981,12 8955,000 8955 0,000 172 13855,33 0,954 93 * 93 0 * 8955
800_5 9110,522 9283 1,858 71,97 4798,86 9110,628 9112 0,015 128 * 0,000 35 11706,98 35 0 11668,62 9111
900 3 9335,329 10334 9,664 - * 9335,329 10334 9,664 0 * 9,664 1 * 1 0 * -
900 4  9969,968 10595 5899 1827  4157,61  9969,968 10226 2,504 40 « 1475 64 % 64 0 * -
900 5 10024,353 10030 0,056 98,82 6638,34 10025,000 10025 0,000 146 10914,15 0,000 47 * 1 97 8960,29 10025
1000_3 10783,034 11178 3,633 28,11 12017,10 10783,110 11178 3,533 4 * 2,977 6 * 6 0 * -
1000_4 0,000 11610 100,000 - * 0,000 11610 100,000 0 * 100,000 1 * 1 0 * -
1000 _5 10232,285 11235 8,925 - * 10232,285 11235 8,925 0 * 8,925 1 * 1 0 * -

(*) Execugao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)
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Tabela 4.6. Numero de instancias dominadas por cada método

Tipo GCBC BCP BCP-BC

DE 8 0 0

DR 5 0 4
ANDINST 1 0 1
LH-E 14 0 2
LH-R 8 0 7
Total 36 0 14

o NDRC/BC, estamos apresentando uma aproximagao de como estes algoritmos se
comparariam ao NDRC/BC4 em Lucena et al. [2011].

O algoritmo proposto em Freitas [2011] e Andrade & Freitas [2013], que utiliza
uma heuristica VNS-Lagrangeana em conjunto com uma Arvore de Subgradiente, é aqui
designado por VNSL-+ASG. Como o codigo fonte ou o arquivo binario do VNSL+ASG
nao foi disponibilizado, s6 comparamos o método VNSL+ASG com os outros algoritmos
nas instancias DE; DR e ANDINST. Isto foi feito utilizando os resultados divulgados
naqueles trabalhos. O algoritmo VNSL+ASG foi implementado na linguagem C-++ e
executado em uma maquina Intel®Core 2 Duo™, 2,4 GHz e 3GB de memoéria RAM.

Finalmente, o método de Programacao por Restri¢oes utilizado em Fages et al.
[2013] é aqui denotado por CHOCO, nome da biblioteca (para a linguagem de progra-
magao Java) de Programacao por Restri¢oes 3 utilizada naquele trabalho. O codigo
fonte do método proposto por Fages et al. [2013] é fornecido como codigo de exemplo
nessa biblioteca. Assim sendo, todos os resultados que divulgamos para CHOCO, foram
obtidos no mesmo ambiente de testes empregado para avaliar GCBC, BCP, BCP-BC
e NDRC/BC.

A Tabela 4.7 mostra os resultados alcangados pelos métodos da literatura e pelo
GCBC para o conjunto de instancias DE. As duas primeiras colunas correspondem,
respectivamente, ao identificador da instancia e ao valor de fungao objetivo étimo para
a instancia. Com excecao do CHOCO, para cada algoritmo comparado informamos os
gaps de dualidade e os tempos de CPU obtidos. Para os métodos GCBC e NDRC/BC
informamos, também, o niimero de nés abertos na arvore do BC. Como os algoritmos
VNSL+ASG e CHOCO nao foram capazes de resolver algumas destas instancias com
garantia de otimalidade, informamos, para cada instancia, o melhor limite superior
obtido por estes métodos até atingir o tempo limite.

Pela Tabela 4.7, observamos que os algoritmos GCBC e NDRC/BC foram capazes

Shttp://www.emn.fr/z-info/choco-solver/. Visitado no dia 14 de marco de 2014. Versdo da
biblioteca 3.1.0.
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de encontrar o 6timo em todas as instancias do conjunto DE. O VNSL+ASG conseguiu
resolver apenas 8 instancias e o CHOCO resolveu 11 das 18 instancias do conjunto.
Além disso, é possivel verificar que o VNSL+ASG demanda tempos de processamento
bastante elevados se comparados aos métodos GCBC e NDRC/BC, mesmo para as ins-
tancias de pequenas dimensoes, com |V| € {100,200,300}. Devido a enorme diferenga
com relacao aos tempos de CPU obtidos pelo método VNSL+ASG se comparados, por
exemplo, aos do GCBC, acreditamos nao se tratar apenas da diferenca entre as maqui-
nas utilizadas para executar os métodos. Comparando os métodos GCBC e NDRC/BC,
é possivel observar uma clara vantagem do GCBC em rela¢ao ao NDRC/BC. Com ex-
cecao da instancia 400 3, em todas as outras instancias, o algoritmo GCBC conseguiu
atestados de otimalidade gastando menos tempo de CPU. Essa reducao no tempo de
resolucao das instancias DE ocorre, principalmente, devido a melhor qualidade dos
limites (tanto duais quanto primais) obtidos pelo método baseado em GC (Tabela 4.1)
em comparacao com os limites alcangados pelo método NDRC (disponiveis em Cunha

& Lucena [2007]) na etapa de preprocessamento.

Tabela 4.7. Comparativo entre os métodos da literatura e o GCBC para as
instancias DE

GCBC NDRC/BC VNSL+ASG CHOCO

Id z  %gap Nos t(s) %gap Nos t(s) ub  %gap t(s) ub t(s)
100_1 8779 0 0 0,20 0 0 2,72 8779 0,000 50 8779 2,17
100 2 9629 0 0 060 0 0 1,76 9629 0,000 171 9629 2,19
100_3 10798 0 1 1,01 0 8 7,22 10798 0,000 1413 10798 12,67
200_1 12031 0 2 4,15 0 1 16,32 12031 0,000 3766 12031 12,86
200_2 12645 0 40 10,07 0 38 35,96 12665 0,292 t 12645 497,09
200_3 12229 0 21 8,04 0 5 33,19 12229 0,000 3147 12229 80,61
300 1 14792 0 5 34,15 0 11 69,23 14796 0,033 T 14792 364,51
300 2 13931 0 1 10,53 0 2 26,46 13931 0,000 26390 13931 74,30
300_3 14997 0 33 36,15 0 93 85,02 15009 0,273 t 14997 8727,62
400_1 19239 0 0 110,52 0 0 239,46 19239 0,000 103904 25536 *
400_2 17419 0 57 76,13 0 117 249,80 17479 0,430 T 20664 *
400 3 16091 0 15 132,42 0 10 81,68 16091 0,000 355773 16091 611,14
500 1 19357 0 2 173,22 0 6 181,54 19445 0,480 t 19357 390,11
500_2 22400 0 2 499,89 0 3 758,17 22754 1,593 T 29304 *
500 3 19411 0 146 435,60 0 557 877,39 19493 0,583 t 21843 *
600 _1 21930 0 74 642,13 0 514 778,84 22039 0,584 T 25742 *
600_2 21449 0 35 702,65 0 957 1550,39 21663 1,214 T 25741 *
600 3 22243 0 3 583,36 0 15 843,03 22368 0,625 T 26768 *

(%) Execucao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)
(1) Execugao interrompida ao atingir o tempo limite de 388800 segundos (108 horas)
Obs.: os dados das colunas referentes ao VNSL+ASG foram extraidos de Freitas [2011]

Os resultados para as instancias DR sao apresentados na Tabela 4.8. Para cada

instancia do conjunto, identificada pela primeira coluna, informamos o seu valor 6timo
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na coluna seguinte. Para os métodos GCBC e NDRC/BC apresentamos o ntmero de
n6s do BC e o tempo de CPU gasto para resolver a instancia. Para os algoritmos
VNSL+ASG e CHOCO, apresentamos somente os tempos de execucao. Os gaps de
dualidade foram omitidos nessa tabela, pois todos os métodos conseguiram atestados de
otimalidade dentro do tempo limite estabelecido. Para este conjunto, o CHOCO obteve
melhores tempos de processamento em 12 das 18 instancias. Para a instancia 600 2,
em especial, o CHOCO conseguiu o valor 6timo em um tempo de CPU muito inferior
ao dos outros métodos. Os tempos de execucao do VNSL+ASG foram, novamente,
muito piores se comparados aos outros métodos. Comparando os tempos de CPU dos
algoritmos GCBC e NDRC/BC, observamos que este altimo foi superior em apenas 5
das 18 instancias se comparado ao primeiro. A superioridade do GCBC em relacao ao
NDRC/BC, entretanto, ndo pode ser justificada pelos limites obtidos pela GC e pelo
NDRC na etapa de preprocessamento. O NDRC introduzido por Cunha & Lucena
[2007]| obteve um gap de dualidade médio de 1,03%, muito inferior ao gap médio de
4,694% alcancado pelo método de GC aqui proposto, principalmente pela qualidade
dos limites primais. Observamos, porém, que o tempo gasto pela GC para resolver o
no6 raiz, é, na maioria das instancias, consideravelmente inferior ao tempo gasto pelo
NDRC. Com isso, é possivel observar um ganho estritamente algoritmico ao se utilizar
GC ao invés de NDRC para as instancias DR.

Na Tabela 4.9, apresentamos os resultados do GCBC e dos métodos NDRC/BC,
VNSL+ASG e CHOCO para as instancias ANDINST. Nessa tabela, exibimos as mes-
mas informagoes disponiveis na Tabela 4.7. Apresentamos também o melhor limite
superior obtido pelo método GCBC, uma vez que nao conseguimos provar a otima-
lidade em todas as instancias ANDINST. Para esse conjunto, o método NDRC/BC
conseguiu atestados de otimalidade para todas as instancias, ao contrario dos outros
métodos. Além disso, desconsiderando as instancias em que nenhum outro método
além do NDRC/BC encontrou o valor 6timo, este método resolveu, em menos tempo,
9 das 23 instancias restantes. Embora o VNSL+ASG nao consiga encontrar a solugao
6tima em todas as instancias, podemos observar, através do gap de dualidade, que
o método encontra solugoes cujos custo sao bastante préoximos aos custos 6timos. O
CHOCO, apesar de claramente superar o GCBC e o VNSL+ASG, obteve, na maioria
dos casos, tempos de CPU maiores se comparado ao NDRC/BC.

Analisando os resultados computacionais para as instancias ANDINST, cujos li-
mites de grau sao mais folgados, observamos como o GCBC se comporta a medida em
que as dimensoes das instancias crescem. A partir de |V| = 400, as ordens de grandeza
dos tempos de execu¢do do GCBC crescem mais rapidamente que o NDRC/BC. Isso

se deve ao fato de o numero de restri¢oes de grau (2.4) ter menos impacto na Rela-
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Tabela 4.8. Comparativo entre os métodos da literatura e o GCBC para as
instancias DR

GCBC NDRC/BC  VNSL+ASG CHOCO

Id z Nos t(s) Nos t(s) t(s) t(s)
100_1 2186 8 0,48 7 3,98 24,00 5,09
100_2 2674 0 0,21 0 2,48 2,00 0,66
100_3 2689 0 0,33 1 4,56 18,00 0,93
200 1 2141 21 7,63 15 18,85 45,00 6,38
200 2 2471 14 574 4 18,99 117,00 7.08
200 3 2405 22 3,98 13 19,44 101,00 6,76
300 1 2462 11 17,45 12 54,29 241,00 11,79
300_2 2312 1 36,90 0 25,84 212,00 10,11
300_3 2585 16 29,38 5 75,37 311,00 13,92
400 1 2817 160 233,31 68 269,00 4259,00 216,69
400 2 2443 30 47,95 55 163,18 4557,00 56,75
400 3 2387 0 53,28 0 33,71 381,00 13,89
500 1 2597 25 200,07 25 192,44 3622,00 47,43
500 _2 2652 163 832,37 50 942,56 3481,00 88,13
500_3 2593 23 125,94 8 200,67 2089,00 42,52
600 1 2820 10 396,29 6 369,44 4933,00 56,31
600_2 2662 204 1962,98 152 1365,85 41611,00 106,44
600 3 2800 103 561,86 104 567,91 13002,00 120,86

Obs.: os dados das colunas referentes ao VNSL+ASG foram extraidos de Freitas [2011]

xacao Lagrangeana quando os limites de grau nos vértices sao mais relaxados. Logo,
para instancias deste tipo, os tempo gasto para resolver as Relaxacoes Lineares e os
algoritmos de separacao no no raiz do método GCBC supera o tempo de CPU gasto

pelo NDRC para resolver o Dual Lagrangeano (3.2).
Os resultados obtidos pelos métodos GCBC, NDRC/BC e CHOCO para as ins-

tancias LH-E sao apresentados na Tabela 4.10. Para cada instancia, apresentamos o
valor 6timo, se encontrado, na segunda coluna. Apresentamos, em seguida, os melhor
limite inferior e superior, o gap de dualidade, o ntiimero de nés do BC é o tempo de
CPU para os algoritmos GCBC e NDRC/BC. Para o CHOCO, mostramos apenas o
melhor limite superior e o tempo de execugdo do método. Assim como nas instancias
DE, os resultados obtidos pelo CHOCO foram bastante inferiores se comparados aos
outros dois algoritmos. Em 21 das 30 instancias do conjunto LH-E, o CHOCO atingiu
o tempo limite preestabelecido sem conseguir encontrar a solugao 6tima. A diferenca
entre os melhores limites superiores fornecido por este método (no tempo limite de 4
horas) e o valor de func¢do objetivo 6timo para instancia (se conhecido) é, em média,
cerca de 15,95%. Analisando a Tabela 4.10, é possivel observar que o GCBC obteve,
melhores tempos de CPU em 23 das 30 instancias, se comparado com o NDRC/BC.

Além disso, em 5 instancias o GCBC foi o tnico método capaz de fornecer uma prova
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Tabela 4.9. Comparativo entre os métodos da literatura e o GCBC para as
instancias ANDINST

GCBC NDRC/BC VNSL+ASG CHOCO

Id z  %gap ub  Nos t(s) Nos t(s) Y%gap ub t(s) ub t(s)

100 1 3790 0,000 3790 0 0,03 0 0,03 0,000 3790 0,00 3790 0,41
100_2 3829 0,000 3829 0 0,05 0 0,04 0,000 3829 0,00 3829 0,15
100_3 3916 0,000 3916 0 0,04 0 0,11 0,000 3916 1,00 3916 0,36
200 1 5316 0,000 5316 0 0,75 0 0,28 0,000 5316 0,00 5316 0,75
200 2 5647 0,000 5647 0 1,29 0 1,00 0,000 5647 1,00 5647 1,11
200_3 5698 0,000 5698 0 3,03 0 0,67 0,000 5698 1,00 5698 0,54
300 1 6477 0,000 6477 0 1,61 0 097 0000 6477 12,00 6477 1,56
300 2 6807 0,000 6807 3 5,73 3 5,96 0,000 6807 1249,00 6807 5,03
300_3 6430 0,000 6430 0 2,62 0 1,52 0,000 6430 1,00 6430 1,56
400_1 7414 0,000 7414 0 4,70 0 0,99 0,000 7414 1,00 7414 2,83
400 2 7782 0,000 7782 2 37,21 7 5,84 0,000 7782 1615,00 7782 26,55
400 3 7604 0,000 7604 1 45,28 1 7,76 0,000 7604 93,00 7604 5,66
500 1 8272 0,000 8272 0 7,66 0 2,36 0,000 8272 3,00 8272 4,13
500_2 8392 0,000 8392 2 151,24 1 5,46 0,000 8392 121,00 8392 4,45
500 3 8502 0,000 8502 0 16,37 0 6,40 0,000 8502 127,00 8502 9,03
600 1 9037 0,000 9037 0 3,82 0 2,29 0,000 9037 1,00 9037 6,03
700 1 9786 0,000 9786 0 30,59 0 4,33 0,000 9786 2,00 9786 10,04
800_1 10333 0,000 10333 0 109,56 0 6,39 0,000 10333 7,00 10333 13,39
900 1 10918 0,000 10918 0 90,54 0 7,87 0,000 10918 7,00 10918 17,10
1000 1 11408 0,000 11408 5 4754,58 1 24,98 0,008 11408 * 11408 25,19
2000_1 15670 31,901 15670 0 * 0 93,91 0,000 15670 743,00 15670 189,06
2000 2 16242 48,063 16253 0 * 2 551,76 0,018 16242 *x 16458 *
2000 3 16670 56,769 16689 0 * 0 690,50 0,011 16670 * 16939 *
2000_4 16370 85,015 16373 0 * 2 661,96 0,012 16370 * 16589 *
2000 5 16521 57,990 16530 0 * 2 596,43 0,006 16521 13212,00 16521 612,55

(%) Execugao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)
(x) Execucdo interrompida ao atingir o tempo limite de 86400 segundos (24 horas)
Obs.: os dados das colunas referentes ao VNSL+ASG foram extraidos de Freitas [2011] e Andrade & Freitas [2013]

de otimalidade. No entanto, devido as dificuldade inerente as instancias deste con-
junto e devido ao tamanho das mesmas, o GCBC néo foi capaz de avaliar LP(P,) para
as instancias 1000 4 e 1000 5, no limite de tempo preestabelecido. Para as outras
duas instancias em que o GCBC atingiu o tempo limite, observamos que os gaps de

dualidade fornecidos por este sao melhores do que os obtidos pelo NDRC/BC.

Finalmente, os resultados referentes as instancias LH-R sao apresentados na Ta-
bela 4.11. As colunas dessa tabela fornecem as mesmas informacoes das colunas que
compoe a Tabela 4.10. Para as instancias LH-R, excetuando-se as instancias com
|[V| = 100 e as instancias em que o algoritmo nao atingiu o tempo limite, o CHOCO
obteve tempos de CPU consideravelmente melhores em todos os outros casos (19 de
30 instancias). Além disso, somente o CHOCO foi capaz de retornar o valor 6timo
para a instancia 900 3. Comparando isoladamente os métodos GCBC e NDRC/BC,

observamos uma vantagem para o GCBC, que conseguiu resolver em menos tempo 17
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Tabela 4.10. Comparativo entre os métodos da literatura e o GCBC para as
instancias LH-E

GCBC NDRC/BC CHOCO

Id z b ub Y%gap Nos t(s) b ub  %gap Nos t(s) ub t(s)
100_3 11640 11640,000 11640 0,000 0 1,75 11640,000 11640 0,000 1 7,66 11640 10,593
100_4 11748 11748,000 11748 0,000 0 1,14 11748,000 11748 0,000 0 2,68 11748 1,298
100_5 12345 12345,000 12345 0,000 0 1,48 12345,000 12345 0,000 0 4,81 12345 1,633
200_3 15177 15177,000 15177 0,000 3 24,03 15177,000 15177 0,000 3 65,6 15177 19,189
200 4 14671 14671,000 14671 0,000 0 10,68 14671,000 14671 0,000 1 28,79 14671 46,607
200_5 14967 14967,000 14967 0,000 2 9,74 14967,000 14967 0,000 3 41,14 14967 47,052
300_3 15691 15691,000 15691 0,000 23 32,56 15691,000 15691 0,000 171 260,5 19360 *
300 _4 19731 19731,000 19731 0,000 4 68,63 19731,000 19731 0,000 3 274,5 25572 *
300_5 18492 18492,000 18492 0,000 0 37,7 18492,000 18492 0,000 0 31,85 18492 550,265
400 3 20454 20454,000 20454 0,000 5 337,28 20454,000 20454 0,000 10 471,27 25855 *
400_4 21005 21005,000 21005 0,000 0 158,29 21005,000 21005 0,000 0 285,79 21005 266,745
400 5 24911 24911,000 24911 0,000 3 334,56  24911,000 24911 0,000 5 684,95 34174 *
500 3 20584 20584,000 20584 0,000 156 746  20584,000 20584 0,000 258 1169,29 25648 *
500_4 27124 27124,000 27124 0,000 5 1003,41 27124,000 27124 0,000 18 1885,4 36339 *
500 _5 27389 27389,000 27389 0,000 0 807,76 27389,000 27389 0,000 0 755,56 27389 526,434
600 3 24583 24583,000 24583 0,000 8 1939,91 24583,000 24583 0,000 61 2411,82 33882 *
600 4 27141 27141,000 27141 0,000 0 942,2 27141,000 27141 0,000 5 4336,73 35602 *
600_5 24923 24923,000 24923 0,000 0 674,22 24923,000 24923 0,000 19 9711,18 30804 *
700_3 26024 26024,000 26024 0,000 42 3848,63 26024,000 26024 0,000 282 12292,07 37146 *
700 _4 28592 28592,000 28592 0,000 9 3307,98 28592,000 28592 0,000 4 2982,29 37316 *
700_5 31402 31402,000 31402 0,000 17  5877,97 31380,561 32058 2,100 0 * 43808 *
800 3 27433 27433,000 27433 0,000 21 3501,19 27399,5683 28912 5,200 0 * 34251 *
800 4 28399 28399,000 28399 0,000 127 5479,05 28399,000 28399 0,000 633 7536,54 38928 *
800 5 32253 32253,000 32253 0,000 3 6496,47 32239,245 32670 1,300 0 * 43360 *
900 3 - 29641,303 29970 1,097 4 *  29595,260 30845 4,100 0 * 40058 *
900_4 34054 34054,000 34054 0,000 3 12668,8 33922,172 35847 5,400 0 * 48348 *
900_5 33355 33355,000 33355 0,000 2 7T771,19 33295,609 34223 2,700 0 * 44853 *
1000_3 - 30310,879 32363 6,341 0 * 31928,307 34115 6,400 0 * 45533 *
1000 4 - 0,000 33774 100,000 0 * 32932,910 33502 1,700 0 * 44693 *
1000_5 - 0,000 50247 100,000 0 *  43960,657 46971 6,400 0 * 63095 *

(*) Execugao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)
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das 30 instancias do conjunto, ao passo que o NDRC/BC resolveu gastando menos
tempo apenas 8. No entanto, para a instancia 1000 4, o GCBC nao consegue resolver
LP(P,) por GC até o tempo limite preestabelecido, ao passo que o NDRC/BC retorna
um gap de dualidade de 1,645%.

Uma das razoes pelas quais o CHOCO apresenta dificuldade em resolver as ins-
tancias euclidianas com restrigoes de grau mais apertadas — instancias DE e LH-E —
é a transitividade da distancia entre os vértices. Sejam i, j e k vértices do grafo G,
e assumindo que ¢ é proximo de j e j é préoximo de k, entao ¢ também é proximo de
k. Isso impacta o comportamento da Relaxagao Lagrangeana utilizada pelo método
de Fages et al. [2013], devido a baixa qualidade dos custos marginais, fazendo com que
o numero de arestas filtradas seja baixo. O mesmo nao ocorre para as instancias de
custo aleatoério, cujas distancias entre os vértices nao sao transitivas, pois a inclusao
(ou remogao) de uma aresta é propagada ao longo do algoritmo, fazendo com que a
filtragem seja mais eficiente.

A luz dos resultados expostos nesta secdo, podemos verificar que o GCBC foi
superior ao NDRC/BC na maioria das instancias testadas. O CHOCO, por sua vez,
foi mais eficiente ao resolver instancias aleatérias. Entretanto, este algoritmo nao é
robusto, pois, para resolver instancias com custos Euclidianos, tal método demanda
muito tempo de CPU. Por fim, verificamos que os resultados obtidos pelo VNSL+ASG
sao bastante inferiores aos outros métodos em praticamente todas as instancias de

teste.
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Tabela 4.11. Comparativo entre os métodos da literatura e o GCBC para as
instancias LH-R

GCBC NDRC/BC CHOCO

1d z b ub Y%gap Nos t(s) b ub  %gap Nos t(s) ub t(s)
100_3 2149 2149,000 2149 0,000 7 0,90 2149,000 2149 0,000 10 9,31 2149 5,01
100_4 2327 2327,000 2327 0,000 0 0,48 2327,000 2327 0,000 0 1,53 2327 0,57
100_5 2419 2419,000 2419 0,000 2 0,53 2419,000 2419 0,000 9 6,50 2419 4,46
200_3 3108 3108,000 3108 0,000 65 12,46 3108,000 3108 0,000 34 45,50 3108 8,71
200 4 3144 3144,000 3144 0,000 0 3,49 3144,000 3144 0,000 0 9,21 3144 2,76
200_5 3336 3336,000 3336 0,000 4 6,77 3336,000 3336 0,000 3 45,55 3336 5,65
300 3 4110 4110000 4110 0,000 0 11,49  4110,000 4110 0,000 0 94,71 4110 9,95
300 4 4206 4206,000 4206 0,000 20 25,12 4206,000 4206 0,000 17 237,47 4206 15,54
300_5 4342 4342,000 4342 0,000 0 21,72 4342,000 4342 0,000 4 85,22 4342 9,04
400_3 5117 5117,000 5117 0,000 196 534,11 5117,000 5117 0,000 290 968,75 5117 182,72
400 4 5233 5233,000 5233 0,000 7 219,32 5233,000 5233 0,000 49 420,22 5233 13,78
400 5 5356 5356,000 5356 0,000 17 234,75 5356,000 5356 0,000 41 361,87 5356 25,15
500 3 5999 5999,000 5999 0,000 140 794,59 5999,000 5999 0,000 277 4390,80 8111 *
500_4 6194 6194,000 6194 0,000 29 1191,26 6194,000 6194 0,000 14 431,54 6194 310,84
500 5 6168 6168,000 6168 0,000 54 231,14 6168,000 6168 0,000 76 579,99 6168 33,18
600_3 6888 6888,000 6888 0,000 120 1729,73 6888,000 6888 0,000 75 2823,01 8696 *
600 4 7098 7098,000 7098 0,000 849 4660,84 7098,000 7098 0,000 838 8891,97 7098 740,12
600 5 7230  7230,000 7230 0,000 48 1371,76  7230,000 7230 0,000 61 908,84 7230 50,74
700_3 7910 7909,518 7911 0,019 147 * 7910,000 7910 0,000 163 8935,59 7910 1336,10
700 4 - 8073,765 8075 0,015 185 * 8073,633 8076 0,029 183 * 10606 *
700_5 8109 8109,000 8109 0,000 34 1849,87 8109,000 8109 0,000 32 1216,92 8109 62,48
800 3 8855 8854,600 8858 0,038 76 * 8855,000 8855 0,000 56 4604,00 8855 651,27
800 4 8955 8955,000 8955 0,000 172 13855,33 8954,078 8960 0,066 80 * 8955 1271,77
800 5 9111 9110,628 9112 0,015 128 * 9111,000 9111 0,000 87 3823,75 11740 *
900 3 9792 9335,329 10334 9,664 0 * 9792,000 9838 0,468 0 * 9792 11009,83
900_4 - 9969,968 10226 2,504 40 * 9970,237 10113 1,412 49 * 12504 *
900_5 10025 10025,000 10025 0,000 146 10914,15 10025,000 10025 0,000 83 10452,19 10025 1018,68
1000_3 - 10783,110 11178 3,533 4 * 10782,973 11275 4,364 1 * 12779 *
1000 4 - 0,000 11610 100,000 0 * 10914,424 11097 1,645 15 * 13549 *
1000 5 11061 10232,285 11235 8925 0 « 11061,000 11061 0,000 182 994534 13692 %

(%) Execucao interrompida ao atingir o tempo limite de 14400 segundos (4 horas)



Capitulo 5

Conclusao e consideracoes finais

Nesta trabalho, avaliamos o uso de trés algoritmos Branch-and-cut-and-price (BCP)
para o Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo com Restricido de Grau
(PAGMRG). Esse problema consiste em, dado um grafo nao direcionado e valorado
em suas arestas, encontrar uma Arvore Geradora Minima que satisfaca as restricoes de
grau impostas aos vértices.

Até entao, os algoritmos presentes na literatura para tratar o problema, em sua
maioria, baseiam-se em Relaxacao Lagrangeana. Nesta dissertacao, entretanto, estuda-
mos o uso de Geracao de Colunas para resolver o PAGMRG. Para isso, implementamos
trés algoritmos que fazem uso desta técnica. O primeiro deles, denominado GCBC,
utiliza Geragao de Colunas para resolver o né raiz em algoritmo um Branch-and-cut.
Nos outros dois algoritmos, geramos colunas e planos de corte ao longo da arvore de
Branch-and-bound. Esses dois algoritmos se diferenciam com relagao ao processo de
gerar colunas. Em um deles, as colunas sao geradas ao longo de toda a arvore de
enumeracgao, ao passo que no outro, geramos colunas enquanto o nimero de variaveis
envolvidas (implicita e explicitamente) em um determinado no6 ainda é grande.

Apresentamos, também, dois novos conjuntos de instancias para o PAGMRG.
Esses conjuntos sao, em teoria, mais dificeis do que os encontrados na literatura, pois
impomos que a soma dos graus maximos permitidos para os vértices seja igual a 2(n—1),
valor correspondente & soma dos graus dos vértices em qualquer arvore geradora. Essa
caracteristica faz com que a busca local utilizada para encontrar solugoes viaveis de
boa qualidade em quase todos os trabalhos que abordam o PAGMRG se torne inécua.
Através dos testes computacionais apresentados neste trabalho, constatamos que, de
fato, as instancias aqui propostas sao mais dificeis do que as da literatura, fato este
comprovado pelos tempos de CPU demandados resolver essas instancias tanto pelos

métodos aqui propostos quanto pelos melhores algoritmos da literatura. Além disso,
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o valor 6timo para algumas das instancias propostas nesta dissertacao ainda nao foi
encontrado.

Dos trés algoritmos aqui propostos, o GCBC apresentou resultados superiores.
Comparando com os métodos da literatura, observamos que, de um modo geral, o
GCBC também apresentou melhores resultados. O algoritmo GCBC apresentado nesta
dissertacao se destaca ao resolver instancias com custos Euclidianos e limites mais res-
tritos de grau para os vértices. Para instancias desse tipo, os tempos de processamento
obtidos pelo GCBC foram consideravelmente inferiores aos obtidos pelos métodos até
entao propostos para o PAGMRG. Para instancias com custos aleatérios, entretanto,
o método, em geral, nao obteve melhores resultados do que alguns algoritmos da li-
teratura. Um fator diretamente ligado a eficiéncia do GCBC ¢é a dimensao do grafo
de entrada da instancia. Para instancias de grande porte, com o nimero de vértices
superior a 900, o GCBC na maioria das vezes nao é capaz resolver a Relaxacao Linear
da formulagao no no raiz da arvore de enumeragao.

Para trabalhos futuros, seria interessante investigar outras vizinhancas para a
Busca Local, objetivando encontrar, de forma rapida, boas solu¢oes primais para as
instancias propostas nesta dissertacao, cuja busca local 1-vizinhanca é ineficaz. Uma
outra linha de pesquisa seria avaliar a resolucao do PAGMRG através do método
Local Branching proposto por Fischetti & Lodi [2003], utilizando-o em conjunto com o
arcaboucgo proposto nesta dissertacao. A paralelizagdao dos algoritmos aqui propostos,
com o objetivo de reduzir ainda mais os tempos de execucao dos métodos, também
pode ser estudada. Isso pode ser feito, por exemplo, resolvendo os noés da arvore de
enumeracgao em diferentes nicleos de processamento ou executando, de forma paralela,

os problemas de separacao e o problema de precificacao.
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