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“O poema, ao ser feito, deve mudar alguma coisa, nem que seja apenas o pProprio
poeta. Se, ao poeta, depois de fazer o poema, resta o mesmo que antes,
o poema nao terd sentido.”

(Ferreira Gullar)
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Resumo

Neste trabalho sao abordados os problemas do Subgrafo Aciclico Maximo sob Res-
tri¢oes Disjuntivas Negativas (SAMRDN) e Subgrafo Aciclico Méaximo sob Restrigoes
Disjuntivas Positivas (SAMRDP), ambos pertencentes a classe N’P-Dificil. Dado um
certo par de entidades, para as restricoes disjuntivas negativas, no maximo uma delas
poderda compor uma solugao viavel. J& para as restricoes disjuntivas positivas, dado
um par de entidades, pelo menos uma delas deverd compor uma solugao viavel.

Os problemas SAMRDN e SAMRDP possuem como instancia um grafo direcio-
nado G = (V, A) e um grafo ndo direcionado G' = (A, E), que representa as restri¢des
disjuntivas, positivas ou negativas, sob pares de arcos do grafo G. SAMRDN consiste
em determinar um subconjunto maximo A’ C A para o qual o subgrafo G' = (V, A’)
seja aciclico e A’ seja um conjunto de vértices em G tal que ndo existam arestas entre
dois de seus vértices, ou seja, um conjunto independente em G. SAMRDP consiste em
determinar um subconjunto maximo A’ C A para o qual o subgrafo G’ = (V, A’) seja
aciclico e A’ seja um conjunto de vértices em G tal que toda aresta em E seja incidente
em algum vértice de A’, ou seja, uma cobertura por vértices em G.

E provado que o problema de decisdo sobre a viabilidade de SAMRDP & N'P—
Completo, por uma reducao a partir do problema classico de Cobertura por Vértices.
Para SAMRDN, sdo apresentados seis algoritmos com fator de aproximacao constante
igual a 1/2 para classes especiais de grafos de restrigdes, tal que o calculo de um
conjunto independente méaximo em G seja polinomial. Dentre os seis algoritmos, trés
deles seguindo a abordagem denominada late geram solu¢oes com no minimo a mesma
cardinalidade das obtidas com os algoritmos equivalentes, segundo a abordagem early.

E proposto um pré-processamento de instancias para SAMRDN e SAMRDP.
Testes experimentais sobre modelos de programacao linear inteira dos problemas suge-
rem que, ao se realizar o pré-processamento, solucoes melhores sao obtidas, no mesmo
tempo de execucido. E também apresentado um procedimento de melhoria sobre uma
solucao inicial de SAMRDN, obtida heuristicamente, que é entao vinculado a uma me-

taheuristica como um método de busca local. Resultados computacionais evidenciam
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que, para instancias em que |V| > 200, a heuristica é preferivel a resolugdo do modelo

de programacao inteira por um software comercial.

Palavras-chave: Subgrafo Aciclico Maximo, Restricoes Disjuntivas, Andlise Combi-

natoéria, Algoritmos.
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Abstract

In this work we tackle the Maximum Acyclic Subgraph problem under Negative Dis-
junctive Constraints (MASNDC) and the Maximum Acyclic Subgraph problem under
Positive Disjunctive Constraints (MASPDC), both belonging to the NP-Hard class.
Disjunctive constraints can be negative, in which a certain pair of entities cannot be
contained simultaneously in a feasible solution; or positive in that, given a pair of
entities, at least one of them must compose a feasible solution.

Instances of MASNDC and MASPDC are composed by a directed graph G =
(V, A) and a undirected graph G = (A, E), which encodes the disjunctive positive or
negative constraints over pairs of arcs of graph G. MASNDC consists in determining a
maximum subset A’ C A for which the subgraph G’ = (V, A’) is cycle free and A’ is a
set of vertices in G such that there are no edges between two of its vertices, namely an
independent set at G. MASPDC consists in determining a maximum subset A’ C A
for which the subgraph G’ = (V, A') is cycle free and A’ is a set of vertices in G such
that every edge in E is incident on some vertex in A’, namely a vertex cover in G.

It is proved that the feasibility decision version of MASPDC is N'’P-Complete
by a reduction from the classic Vertex Cover problem. For MASNDC we propose six
approximation algorithms with constant factor equal to 1/2 for special classes of graph
G in which the maximum independent set is polynomial. Among the six algorithms,
three of them following the so-called late approach generate solutions with at least the
same cardinality of the ones obtained by equivalent algorithms, according to the early
approach.

We propose a preprocessing of MASPDC and MASNDC instances. Computatio-
nal experiments on integer linear programming models of both problems suggest that,
when performing the preprocessing, solutions of larger cardinalities are obtained, in
the same run time. We also proposed an improvement procedure on an heuristically
obtained initial solution of MASNDC, which is then linked to a metaheuristic as a lo-
cal search method. Computational results show that for instances with |V| > 200, the

heuristic is preferable to solving the integer programming model by using a commercial
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software.

Keywords: Maximum Acyclic Subgraph, Disjunctive Constraints, Combinatorial

Analysis, Algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Grafos sao estruturas matemaéticas usadas para modelar relagoes entre objetos ou sis-
temas, e possuem aplicacoes em diferentes campos da ciéncia, como matemaética, com-
putacao, engenharia, fisica, biologia, ciéncias sociais, econdémicas etc. Problemas com
aplicacoes préaticas podem ser modeladas em grafos, como problemas de escalonamento
de tarefas [Coffman Jr. & Graham, 1972|, roteamento [Reinelt, 1985], andlise de fluxo
de dados [Ramachandran, 1988| etc. A seguir, serdo apresentadas algumas definigoes
basicas usadas ao longo do texto da tese. Para outras definicdes em teoria dos grafos,
vide Bondy & Murty [2008]; Diestel [2005].

Definicao 1. Grafo simples G = (V, E): consiste de um conjunto finito de vértices V
e de um conjunto de arestas E, definido como um subconjunto nao ordenado de V x V.
Os dois vértices formando uma aresta sao ditos suas extremidades e a aresta € dita
incidente para com os vértices. Um vértice u € dito ser adjacente a outro vértice v se
o grafo contem uma aresta {u,v}. Normalmente, quando se tratar deste tipo de grafo,

o adjetivo simples é omitido, estando, no entanto, subentendido.

Definicao 2. Grafo direcionado G = (V, A): consiste de um conjunto finito de vértices
V' e de um conjunto de arcos A, definido como um subconjunto ordenado de V x V.
Um arco (v1,v2) € um arco que sai de vy e chega a vy. O vértice vy € dito predecessor

do vértice vy e vy € sucessor de vi, ou v, € o vértice inicial e vy € o vértice final.

Definicao 3. Grafo completo: grafo no qual existe uma aresta entre quaisquer dois

vértices distintos. Um grafo completo com n vértices € denotado por K,.

Definicao 4. Grafo bipartido: o conjunto de vértices pode ser particionado em dois
conjuntos, X e Y, tal que cada aresta possui um extremo em X e o outro em Y. O

par (X,Y) € dito uma biparti¢ao do grafo.
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Defini¢ao 5. Grafo bipartido completo: grafo com biparticio (X,Y), tal que cada
vértice de X estd ligado a todos os vértices de Y. Se | X|=m e |Y]| =n, entdo o grafo

bipartido completo é denotado por K,, .

Definicao 6. Subgrafo: um grafo H é subgrafo de G, representado por H C G, se
V(H) CV(G) e E(H) € B(G).

Definicao 7. Subgrafo induzido por vértices: seja V' um subconjunto nao vazio de V.
O subgrafo de G cujo conjunto de vértices é V' e cujo conjunto de arestas é composto
pelas arestas de G tal que as duas extremidades pertencam a V', é um subgrafo induzido

pelos vértices V', representado por G[V'].

Definicao 8. Subgrafo induzido por arestas: seja E' um subconjunto nao vazio de E.
O subgrafo de G cujo conjunto de vértices € o conjunto dos extremos das arestas em E,

e cujo conjunto de arestas é E', € um subgrafo induzido pelas arestas E', representado
por G[E'].

Definig¢ao 9. Grau de um vértice: o grau de um vértice, 6(v), em um grafo é o nimero
de arestas incidentes a este vértice no grafo. Se o grafo € direcionado, hd que se
distinguir entre o grau de entrada do vértice 67 (v), dado pelo nimero de arcos que
possuem v como vértice final, e o grau de saida do vértice 0~ (v), dado pelo nimero de

arcos que possuem v como veértice inicial.

Definicao 10. Caminho: um caminho em um grafo direcionado G € definido por uma
sequéncia finita, nao nula, W = vga1viasvs . .. avg, cujos termos se alternam entre
vértices e arcos tal que, para 0 < 1 < k, a; tem como vértice inicial v;_1 e vértice
final v;. W € um caminho de vy a vy, se ele se inicia em vy e termina em v, e pode
ser denotado por vy ~ v. Além disto, em um grafo simples, um caminho pode ser

especificado simplesmente pela sequéncia de seus vértices vov1vs . . . Uy.

Definicao 11. Caminho simples: cada vértice do caminho aparece exatamente uma

VeEZ.

Definicao 12. Comprimento de um caminho: € a soma do nimero de arcos que o

compoe.

Definicao 13. Ciclo: caminho C = vgaiv1a0vs . . . apULaR 1V, denominado caminho
fechado, no qual os vértices de origem e destino sao 0s mesmos. O tamanho de um

ciclo € o numero de arcos (ou vértices) que o compéoe. Um k-ciclo é um ciclo de tamanho

k.
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Definicao 14. Arvore: grafo ndao direcionado em que quaisquer dois vértices estdo

conectados por exatamente um unico caminho simples.

Definicao 15. Arvore bindria: pode ser definida como uma drvore enraizada em que
cada vértice tém no mdximo dois filhos, representados pelos vértices adjacentes ao
vértice de origem, denominado pai. Um vértice folha € um vértice que ndao possui

filhos. O nivel de um vértice é a sua distdncia a raiz.

Definicao 16. Componente fortemente conexa: dado um grafo direcionado, dois vér-
tices u e v sao ditos conectados se existe um caminho de u para v e de v para u em
G. O conjunto de vértices conectados definem uma particao de V em subconjuntos
Vi, Vo, ..., Vi, tal que dois vértices u e v estao conectados se e somente se ambos per-
tencem ao mesmo subconjunto V;. Os subgrafos induzidos G[V1], G[Val,...G[V,| sédo

chamados componentes fortemente conezxas de G.

Definicao 17. Grafo fortemente conexo: um grafo direcionado G € dito fortemente
conero se possui uma unica componente fortemente conexra, ou seja, se contém um

caminho direcionado de u para v e de v para u para cada par de vértices u,v.

Definigao 18. Clique: dado um grafo G = (V,E), uma clique é um subconjunto

V' CV tal que toda dupla de vértices em V' estd ligada por uma aresta em E.

Defini¢ao 19. Cobertura por vértices: dado um grafo G = (V, E), um subconjunto de
vértices V' C V serd uma cobertura se toda aresta de E tem um extremo em um vértice

de V',

Definicao 20. Conjunto independente: dado um grafo G = (V, E), tem-se um conjunto
independente I C V' se nenhum vértice de I € adjacente a outro vértice de I ou, para
todo u,v € I, a aresta {u,v} ¢ E. O complemento de um conjunto independente é

uma cobertura por vértices.

1.1 Definicao dos problemas

Considerando um grafo direcionado, este pode conter ciclos, os quais podem ser indese-
javeis ou nao permitidos em algumas aplicagoes praticas. Pode-se citar como exemplo
o trabalho de Jackson et al. [2008], com aplica¢do na biologia, no qual é proposta a
geracao de um mapa genético consensual. Um mapa genético pode ser definido como
uma ordenacao de marcadores genéticos calculados a partir de uma populacao de li-

nhagem conhecida. Embora, tradicionalmente, um mapa seja gerado a partir de uma
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Gnica populacao de cada espécie, existem também mapas criados a partir de miltiplas
populacoes. Em face destes mapas, surgiu a necessidade de se encontrar um mapa
consensual, ou seja, um mapa que combina as informacoes de varios mapas genéticos
de ordens parciais (modelados por grafos aciclicos direcionados) e possivelmente incon-
sistentes. Sendo assim, os autores modelaram cada mapa de entrada como uma ordem
parcial e formularam o problema do mapa genético consensual como encontrar uma or-
dem parcial mediana dos marcadores genéticos. A solucao do problema envolve entao
encontrar o maximo subgrafo aciclico de um grafo direcionado ponderado, em que os
vértices do grafo correspondem aos marcadores genéticos em um mapa e os caminhos
correspondem as informacoes de ordenacao.

O problema do Subgrafo Aciclico Maximo (do inglés, Mazimum Acyclic Sub-
graph), ou simplesmente SAM, consiste em, dado um grafo G = (V, A), determinar
um subconjunto méximo A" C A para o qual o subgrafo G’ = (V, A’) seja aciclico. A
Figura 1.1(a) apresenta uma instancia para o SAM e a Figura 1.1(b) apresenta uma
solucao para a instancia dada. Note que para esta instancia, o grafo GG possui dois ciclos
disjuntos, ¢; = (via1veasv3a3v1) € ¢y = (V4a4V5a5V6a6v4), portanto pelo menos dois de

seus arcos, cada um pertencente a um dos ciclos, nao poderao compor o conjunto A’.

: ~-@

V8 V1o

Vi V4 Vi v4
a1 as aa a6 as a6
‘ az as . az ‘ as
V2 V3 Vs Ve V2 V3 Vs Vé
V7 V9o V7 V9o

(a) Grafo G = (V, A).

(b) Grafo G’ = (V, A’).

Figura 1.1. Exemplo de solugdo para SAM.

Além de problemas classicos que podem ser formulados em grafos, pode-se ci-
tar generalizacoes de problemas que possuem certas restrigoes. Chamam-se restrigoes
disjuntivas binéarias aquelas nas quais um cenario ou outro pode ocorrer. Restrigoes

disjuntivas binarias podem ser encontradas sob vérias classificacoes, dentre elas:

1. Restricoes Disjuntivas Negativas ou de Conflito: sao aquelas nas quais um certo

par de entidades nao podem compor simultaneamente uma solucao viavel.
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2. Restricoes Disjuntivas Positivas ou de Coacao: para cada par de entidades, pelo

menos uma delas deve compor uma solucao viavel.

Vérios problemas classicos em teoria dos grafos formulados sob restrigoes disjun-
tivas, positivas ou negativas, como os problemas de Arvore Geradora Minima, Empa-
relhamento Maximo, Caminho Minimo e Fluxo Maximo, encontram-se disponiveis na
literatura [Kann, 1993; Darmann et al., 2009, 2011; Pferschy & Schauer, 2013; Zhang
et al., 2011].

No presente trabalho, serao abordados os problemas do Subgrafo Aciclico Maximo
sob Restrigoes Disjuntivas Positivas (SAMRDP) e Subgrafo Aciclico Maximo sob Res-
tri¢oes Disjuntivas Negativas (SAMRDN), nos quais as restrigoes disjuntivas incidem
sobre pares de arcos do grafo G = (V, A). E conveniente representar as restricoes dis-
juntivas sob um conjunto de arcos em termos de um grafo ndo direcionado G' = (A, E),
denominado grafo de conflitos para as restricoes disjuntivas negativas ou grafo de co-
acao para as restricoes disjuntivas positivas. Neste grafo, os vértices correspondem
aos arcos do grafo GG e as arestas representam as restricoes disjuntivas. Seguem as

defini¢oes formais dos dois problemas.

Definigao 21. SAMRDP: seja G = (V, A) um grafo direcionado e G = (A, E) o
grafo de coacao assoctado. O problema do Subgrafo Aciclico Mdximo sob Restricoes
Disjuntivas Positivas consiste em determinar um subconjunto A’ C A de cardinalidade
mdzima, no qual o subgrafo G' = (V, A") seja aciclico e A" seja uma cobertura por

vértices em G.

Definigao 22. SAMRDN: seja G = (V, A) um grafo direcionado e G = (A, E) o grafo
de conflitos associado. O problema do Subgrafo Aciclico Mdximo sob Restricoes Dis-
juntivas Negativas consiste em determinar um subconjunto A" C A de cardinalidade
mdzima, no qual o subgrafo G' = (V, A") seja aciclico e A" seja um conjunto indepen-

dente em G.

A Figura 1.2 apresenta uma instancia para exemplificar a aplicacao de SAMRDN
e SAMRDP. No grafo G (Figura 1.2(a)), existe uma restri¢oes disjuntiva, seja negativa
ou positiva, sobre o par de arcos {(2,1),(4,1)}, por isto estes arcos estao representados
por tracejados. Note que estes arcos sdo vértices no grafo G (Figura 1.2(b)), unidos por
uma aresta, que representa a restricao disjuntiva. A Figura 1.3 apresenta os grafos G e
os conjuntos de vértices A’, destacados na cor preta, selecionados para perfazerem um
conjunto independente para SAMRDN (Figura 1.3(a)), ou uma cobertura por vértices

para SAMRDP (Figura 1.3(b)), tal que A’ seja maximo e induza um subgrafo aciclico
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em G. Por isto, o vértice (2,3) ¢ A’, para ambos os problemas, desfazendo o ciclo em G.

A Figura 1.4 apresenta as solugoes para os problemas, dadas pelos grafos G' = (V, A').

(2,1) 4,1)

o—0

(3,1) (34) (23

(4.2)
o 6 0 O

3 4

(a) Grafo G = (V, A). (b) Grafo G = (A, E).

Figura 1.2. Instancia para SAMRDN e SAMRDP.

(2,1) (4,1) (2,1) (4,1)

e—O o—0

(34) (23) (42 (31 (34) (23 (42

00 00 600 e

(a) A’ para SAMRDN. (b) A’ para SAMRDP.

Figura 1.3. Conjuntos de vértices A’ selecionados em G.

3 4 3 4
(a) G' = (V, A") para SAMRDN. (b) G’ = (V, A’) para SAMRDP.

Figura 1.4. Solugoes dadas pelos grafos G' = (V, A’).

E comum a aplicacio pratica do SAM em projetos nos quais existem preferéncias
de precedéncia entre tarefas. Estas aplicacoes podem ser formuladas como o problema
do SAM com a inclusao de restricoes disjuntivas entre pares de arcos. Supondo que os
vértices do grafo representam as tarefas e os arcos preferéncias de precedéncia, deseja-

se atribuir uma ordenacao parcial as tarefas de forma a cumprir com o maior ntimero
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possivel de preferéncias. Restricdes disjuntivas positivas podem constituir uma forma
de forcar preferéncias consideradas importantes no projeto.

Com o desenvolvimento desta pesquisa, foram introduzidos na literatura os pro-
blemas do Subgrafo Aciclico Méximo sob Restricoes Disjuntivas Negativas e Subgrafo
Aciclico Maximo sob Restri¢oes Disjuntivas Positivas, modelados por grafos de conflitos
e coacao, respectivamente [Mapa & Urrutia, 2015]. Até o presente momento, nao se co-
nhecem disponiveis na literatura aplicagoes diretas para SAMRDN ou SAMRDP, mas
tanto o SAM quanto as restricoes disjuntivas sao importantes na pratica. O presente
trabalho visa focar principalmente na solu¢ao do problema teoérico, sem mais discursar

sobre possiveis aplicacoes.

1.2 Complexidade computacional

Os trés problemas apresentados por Darmann et al. [2011], caminhos mais curtos,
arvores geradoras minimas e emparelhamentos maximos, sao resolvidos em tempo po-
linomial em suas formas classicas e se tornam NP-Dificeis quando submetidos as
restricoes disjuntivas. Quanto a sua complexidade, o problema do Subgrafo Aciclico
Méaximo é N'P-Dificil [Karp, 1972; Garey & Johnson, 1979]. Como o problema do Sub-
grafo Aciclico Maximo sob restri¢coes disjuntivas é uma generalizacao do problema do
SAM (os problemas sao idénticos quando o conjunto de restri¢oes é vazio), SAMRDN
e SAMRDP também pertencem & classe N'P-Dificil.

Um problema de decisao é uma pergunta sobre um sistema formal e um conjunto
infinito de entradas cuja resposta ¢ binaria: sim ou nao. Um problema de decisao
D se transforma polinomialmente em um outro problema de decisao D’ se sempre é
possivel, a partir de uma instancia de D, Ip, construir uma instancia de D’, Ip/, em
tempo polinomial em relagao ao tamanho da instancia de D, tal que Ip tem solucao sim
se e somente se, I/ tem solugao sim. Se D se transforma (ou se reduz) polinomialmente
a D’ entao, se existe um algoritmo polinomial para resolver D', também existird um
algoritmo polinomial para resolver D [Karp, 1972 .

Um problema de decisao D € NP é NP-Completo se todo problema em NP
puder ser reduzido a D. Um problema H é NP-Dificil se existe um problema NP-
Completo L que se reduz polinomialmente a H. Segue a definicao dos principais pro-

blemas NP—Completos referenciados ao longo deste trabalho.

Defini¢ao 23. Satisfabilidade ou SAT (Satisfiability): dado um conjunto C de cldu-

sulas, cada uma formada pela disjuncao de literais do conjunto de varidveis U =
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{uy, ug, ..., u,}, a perqunta que se deseja responder é: erxiste uma atribuicao de va-

lores bindrios as varidveis de forma que todas as clausulas sejam satisfeitas?

Definicao 24. 3-Satisfabilidade ou 3-SAT (3-Satisfiability): dado um conjunto C de
clausulas, cada uma formada pela disjuncao de trés literais do conjunto de varidveis
U = {uy,us,...,u,}, a perqgunta que se deseja responder é: existe uma atribuicio de

valores bindrios as varidveis de forma que todas as clausulas sejam satisfeitas?

Os problemas de decisao SAT e 3-SAT foram provados pertencentes a classe NP-
Completo por Cook [1971].

Defini¢ao 25. Clique: dado um grafo G = (V,E) e um inteiro positivo k < |V|
como uma instancia, a perqunta que se deseja responder é: existe uma clique em G de
tamanho maior que ou igual a k, isto €, um subconjunto V' CV com |V'| > k, tal que

toda dupla de vértices em V' estd ligada por uma aresta em E?

Definicao 26. Cobertura por Vértices (CV): dado um grafo G = (V, E) e um inteiro
positivo k < |V| como uma instancia, a pergunta que se deseja responder é: existe uma
cobertura por vértices em G de tamanho menor ou igual a k, isto é, um subconjunto
V' CV tal que |V'| < k e, para cada aresta {u,v} € E, u € V' ouveV'?

Definicao 27. Conjunto Independente (CI): dado um grafo G = (V, E) e um inteiro
positivo k < |V| como uma instdncia, a pergunta que se deseja responder é: eriste um
conjunto independente em G de tamanho maior que ou iqual a k, isto €, um subconjunto
V' CV tal que |V'| > k e, para todo u,v € V', a aresta {u,v} ¢ E?

Karp [1972] provou, por meio de uma sequéncia de transformagoes (a partir do
problema de Satisfabilidade, transformado em Clique que ¢é entao reduzido a Cober-
tura por Veértices), que a versao de decisao do problema de Cobertura por Vértices
é N'P-Completo. Consequentemente, provou que o problema de decisao de Conjunto
Independente é também NP—Completo, uma vez conhecida a relacao: V’ é uma co-

bertura por vértices em G, se e somente se, V — V’ é um conjunto independente de

G.

Definigao 28. Subgrafo Direcionado Aciclico: dado um grafo direcionado G = (V, A) e
um inteiro positivo k < |A| como uma instdncia, a pergunta que se deseja responder é:
existe um subgrafo aciclico em G de tamanho maior ou igual a k, isto é, um subconjunto
A" C A tal que |A'| > k, e que o subgrafo induzido G[A'] seja aciclico?

Definicao 29. Conjunto de Arcos de Retorno: dado um grafo direcionado G = (V) A)

e um inteiro positivo k < |A| como uma instancia, a pergunta que se deseja responder
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é: existe um subconjunto A" C A tal que |A’| < k, e que A" contenha ao menos um

arco de cada ciclo em G ¢

Karp [1972] provou que o problema de Conjunto de Arcos de Retorno (do inglés
Feedback Arc Set Problem) é N'P-Completo fazendo uma transformagao a partir do
problema de Cobertura por Vértices. Tem-se a relagdo: A’ é um conjunto de arcos
de retorno de G, se e somente se, G[A\A'] & um subgrafo aciclico. Assim sendo, o
problema do Subgrafo Direcionado Aciclico é equivalente ao problema do Conjunto de
Arcos de Retorno.

Logo, o problema de encontrar um Subgrafo Direcionado Aciclico também é pro-
vado N'P-Completo. O problema correspondente para grafos nao direcionados é resol-

vido trivialmente em tempo polinomial [Karp, 1972].

1.3 Abordagens para problemas NP-Dificeis

Existem pelo menos trés abordagens para tratar problemas da classe N'P-Dificil. Pri-
meiramente, se as instancias sao pequenas, algoritmos exatos exponenciais, que buscam
resolver na otimalidade os problemas, podem ser satisfatorios.

Outra abordagem ¢é encontrar solugoes proximas ao 6timo, em tempo polinomial,
por meio de técnicas heuristicas ou algoritmos aproximativos. Algoritmos aproxima-
tivos sao aqueles que retornam uma solucao para problemas de otimizacao cujo valor
estd a um fator de aproximagao conhecido da solucao 6tima. Se este fator é constante,
ou seja, independe do tamanho da instancia, tem-se um algoritmo aproximativo que
produz uma solugao cujo valor estd a um certo fator constante da solugao 6tima.

Heuristicas sao técnicas para resolucao de problemas que visam encontrar uma
solucao viavel, se possivel de boa qualidade, em um tempo de processamento razoavel,

nao garantindo a sua otimalidade e nem sequer um fator de aproximacgao.

1.4 Objetivos do trabalho

Deseja-se investigar neste trabalho resultados teodricos e experimentais relacionados
aos problemas do Subgrafo Aciclico Maximo sob Restri¢es Disjuntivas Positivas e

Negativas. Sendo assim, os seguintes objetivos sdo propostos:

e Investigar a complexidade computacional dos problemas;

e Propor algoritmos heuristicos e aproximativos para os problemas;
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e Fornecer resultados computacionais para os algoritmos propostos;

e Estudar as propriedades dos problemas SAMRDN e SAMRDP, a fim de facilitar

a resolucao de ambos os problemas;

e Desenvolver modelos de programacao linear inteira para SAMRDN e SAMRDP;

E importante atingir estes objetivos para que sejam fornecidos resultados teéricos
e experimentais para o problema de Subgrafo Aciclico Maximo sob Restri¢oes Disjun-
tivas, e que estes sejam difundidos na literatura, incentivando novos trabalhos nesta
linha de pesquisa e futuras aplicacoes praticas para o mesmo. Como consequéncia deste

trabalho foram publicados os seguintes artigos:

e Mapa, S.M.S.; Urrutia, S. A 1/2-approzimation algorithm for the maximum acy-
clic subgraph problem under negative disjunctive constraints. APEX 2013: In-
ternational Workshop on Approximation, Parameterized and Exact Algorithms.
Satellite Workshop of ICALP 2013. Riga, Letonia, 06 a 12 de Julho de 2013.

e Mapa, S.M.S.; Urrutia, S. Um algoritmo (1/2)-aproxzimativo para o problema
do Subgrafo Aciclico Mdzximo sob restricoes disjuntivas negativas. XLV SBPO —
Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional. Natal, Rio Grande do Norte, 16 a
19 de Setembro de 2013.

e Mapa, S.M.S.; Urrutia, S. On the Maximum Acyclic Subgraph Pro-
blem under Disjunctive Constraints. Information Processing Letters (2014),
http://dx.doi.org/10.1016/j.ipl.2014.07.013

1.5 Organizacao do trabalho

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte forma: no proximo capitulo é feita
uma revisao da literatura relevante; no Capitulo 3 o problema SAMRDP é formalmente
introduzido e é fornecida uma prova de N"’P—Completude para o problema de decisao
sobre sua viabilidade; no Capitulo 4 o problema SAMRDN é formalmente introduzido e
sdo apresentados seis algoritmos (1/2)-aproximativos para casos especiais, mantendo-
se o fator de aproximacao de algoritmos classicos para tratar o SAM; no Capitulo
5 sao introduzidas propriedades de SAMRDP e SAMRDN que permitem a reducao
do tamanho da instancia dos problemas, no Capitulo 6 ¢ tratada uma abordagem
heuristica para o SAMRDN atrelado a um procedimento de melhoria. Conclui-se o

trabalho no Capitulo 7.



Capitulo 2

Trabalhos Relacionados

Esta secao apresenta problemas classicos combinatoriais e em teoria dos grafos tratados
sob restricoes disjuntivas positivas e negativas, resolvidos seja por meio de técnicas
exatas, heuristicas ou algoritmos aproximativos, além de problemas equivalentes ao
SAM, como o Linear Ordering Problem e o Minimum Feedback Arc Set Problem.

Generalizacoes de problemas de empacotamento (bin packing) [Jansen & Ohring,
1997] e escalonamento (scheduling) [Bodlaender et al., 1994, foram estudados sob res-
tricoes disjuntivas negativas. Para o primeiro tipo de problema, as restri¢oes de conflito
denotam itens que devem ser colocados em recipientes diferentes, e para o segundo pro-
blema, tarefas incompativeis que devem ser executadas em maquinas distintas ou em
intervalos de tempos diferentes. No trabalho de Bodlaender et al. [1994] se busca uma
atribuicao de tarefas sem conflitos atendendo a um limite predeterminado de tempo.
Os autores ainda consideram a complexidade do problema de otimizacao, em que se de-
seja minimizar o tempo final em que se completa a execucao das tarefas. Sao descritos
resultados sobre a aproximabilidade e algoritmos de aproximacao em tempo polinomial
para casos particulares. Baker & Jr. [1996] estudaram um problema similar (mutual
exclusion scheduling), no qual tarefas em conflito devem ser executadas em diferentes
unidades de tempo.

Considerando o problema de empacotamento, Jansen & Ohring [1997] propdem
algoritmos aproximativos para casos especiais de grafos de conflito, baseados em uma
fase em que o problema de coloracao de vértices é resolvido em tempo polinomial e uma
fase de aproximacao do bin-packing. Jansen [1999] estendeu o trabalho para uma classe
maior de grafos de conflitos, incluindo arvores e grafos planares em que, partindo-se de
um algoritmo classico para o bin-packing, o algoritmo aproximativo apresenta tempo
assintotico polinomial. Gendreau et al. [2004] descrevem seis heuristicas sem qualquer

restricao quanto ao grafo de conflitos para o problema do bin-packing. Os autores

11
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usaram uma relaxacao combinatéria em que a cardinalidade de qualquer clique no
grafo de conflitos fornece um limite inferior para a solu¢ao do problema inteiro.

Trabalhos que investigam o problema classico da Mochila (Knapsack Problem)
com restrigoes disjuntivas também sao encontrados na literatura. Yamada et al. [2002]
propuseram o problema da mochila sob restrigoes disjuntivas negativas, em que alguns
itens sao incompativeis com outros. Os autores abordaram o problema por meio de
uma heuristica gulosa e um método de busca local, que fornecem um limite superior ao
problema, uma Relaxacao Lagrangeana que fornece limites inferiores, e um algoritmo
baseado em branch and bound que fornece solugoes 6timas em tempo razodvel. Em
um trabalho recente, de Queiroz & Miyazawa [2012| apresentaram uma versao bidi-
mensional do problema, abordando-o por uma metaheuristica e uma formulacao em
programagao inteira.

Versoes com restri¢oes disjuntivas de problemas classicos em teoria dos grafos tem
sido recentemente estudados, tais como problemas de caminhos mais curtos, arvores
geradoras minimas e emparelhamentos maximos [Darmann et al., 2011|. Estes autores
analisaram os problemas sob restrigoes disjuntivas negativas e positivas, considerando
dois tipos de grafos de conflito G, entdo denominados: 2-ladder e 3-ladder. No primeiro
tipo, todos os componentes conexos de G sdo caminhos de tamanho igual a um. No
segundo tipo, todos os componentes conexos de G sdo caminhos de tamanho igual a
dois. Em um trabalho anterior, Darmann et al. [2009] investigaram a complexidade do
problema de arvores geradoras sob restricoes de conflito.

Kann [1993] apresenta um problema de caminho minimo formulado em grafos
com pares de vértices proibidos, cujo objetivo é minimizar a quantidade de arestas
no caminho, e para o qual é estabelecida a inaproximabilidade quando submetido as
restri¢oes de conflito. J& Darmann et al. [2011] mostram que também o problema sob
restricoes de coacao para caminhos mais curtos é fortemente NP-Dificil e inaproxi-
méavel, mesmo para grafos nao valorados ou quando as restri¢coes correspondem a um
grafo de disjuncoes cujas componentes conexas sao caminhos de comprimento unitario.

O recente trabalho de Pferschy & Schauer [2013] apresenta o problema de fluxo
méximo sob restri¢oes disjuntivas binarias positivas (denominado MFFG) e negativas
(denominado MFCG). As restrigdes incidem sobre arcos capacitados de um grafo di-
recionado conexo e 0 objetivo é maximizar o fluxo total entre os vértices de origem e
destino, nao excedendo a capacidade de cada arco, e sujeito as restricoes disjuntivas
binarias. Para MFCG, dado um certo par de arcos, estes nao podem ser usados simul-
taneamente para enviar fluxo em uma solucao viavel. J4 em MFFG, dado um certo
par de arcos, devera ser passado fluxo em pelo menos um destes arcos para se ter uma

solugao viavel. Para este tultimo problema, os autores permitem a formacao de ciclos
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em partes do grafo para que as restricoes disjuntivas positivas sejam satisfeitas. Am-
bas versoes sao provadas fortemente N 'P—dificeis, mesmo em instancias com estrutura
simples e grafo de disjuncoes com arestas isoladas para o MFCG, ou quando os valores
de fluxo devem ser inteiros para MFFG. Como implicacao, nao podera existir, para
ambos os problemas, um algoritmo aproximativo de tempo polinomial.

Problemas em arvores com restricoes sobre o grau de vértices, diametro, capaci-
dade, nimero de arestas, entre outras, tém sido extensivamente estudados [Magnanti &
Wolsey, 1995]. Porém, generalizagoes destes problemas sob restri¢oes disjuntivas foram
apresentadas recentemente [Darmann et al., 2009, 2011; Zhang et al., 2011]. Além de
definirem o problema de arvore geradora minima sob restri¢oes disjuntivas positivas e
negativas, Darmann et al. [2009] estabelecem sua complexidade teorica e dificuldade de
aproximacao. Verifica-se que o caso particular de ambos problemas, seja sob restrigoes
disjuntivas positivas ou negativas, em que o grafo de disjuncoes consiste de arestas iso-
ladas, pode ser resolvido em tempo polinomial. Entretanto, ja no caso em que o grafo
de conflitos consiste de caminhos simples de comprimento dois ou mais, os problemas
sao fortemente NP-Dificeis, estabelecendo também a inaproximabilidade da versao
negativa por um fator constante, mesmo quando com custos unitarios nas arestas.

No trabalho de Zhang et al. [2011], os autores apresentam resultados teoricos e
experimentais para o problema da arvore geradora minima com restricoes de conflito.
O trabalho inclui casos especiais em que o problema pode ser resolvido em tempo
polinomial, além de testes de viabilidade relacionados a problemas de conjunto inde-
pendente e de cobertura por vértices. Sao apresentadas formulagoes em programagao
inteira e um modelo de relaxacao Lagrangeana, além de heuristicas.

O trabalho de Darmann et al. [2011] apresenta também o problema de empare-
lhamento sob restrigoes disjuntivas positivas e negativas. Demonstra-se que ambos os
problemas sao fortemente N P-Dificeis, ainda para grafos de disjunc¢oes com arestas
isoladas. Um algoritmo (1/2)-aproximativo direto é fornecido para a versao negativa

do problema.

2.1 SAM e problemas equivalentes

O Linear Ordering Problem, ou simplesmente LOP, é um problema combinatorial que
pode ser modelado como um problema em grafos. Os autores Chaovalitwongse et al.
|2011] definiram o LOP como: considere um conjunto N de n objetos e uma permutagao
7m: N — N. Cada permutacao 7 = (7(1),7(2),...,7(n)) corresponde a uma ordenagao

linear dos objetos. Seja e;;, com ¢,5 = 1,2,...,n, o custo de se ter ¢ antes de j na
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ordenacao, e F uma matriz quadrada n X n de custos. O objetivo do LOP é encontrar
uma permutagao 7 que maximiza a soma dos elementos acima da diagonal de uma
matriz A, cuja entrada a;; é o resultado da permutacao m das linhas e colunas da

matriz £. Matematicamente, tem-se:

n—1 n

Z(m) =) eximi)

i=1 j=i+1

O problema do Subgrafo Aciclico Maximo é equivalente ao Linear Ordering Pro-
blem (LOP). Para o SAM, dado um grafo direcionado e considerando cada arco de peso
igual & unidade, deseja-se encontrar um subgrafo de maximo peso que nao contenha
ciclos. A solucao para este problema gera uma ordenacao linear dos vértices no qual
todos os arcos do subgrafo obtido sao arcos diretos. Arcos diretos sao aqueles que, dada
uma ordenacao dos vértices do grafo, o vértice predecessor possui um indice menor que
0 vértice sucessor.

A complexidade do LOP pode ser facilmente provada como N P-Dificil
transformando-o no problema equivalente Minimum Feedback Arc Set Problem [Cha-
ovalitwongse et al., 2011]. Ramachandran [1988] apresentou um algoritmo de tempo
polinomial ao MFASP, para casos especiais de grafos (reducible flow graphs) com pesos
nas arestas, aplicados na modelagem da estrutura de controle de programas de com-
putador, usado extensivamente para otimizacao de codigo e analise de fluxo de dados.

Na sequéncia, serao apresentadas abordagens para o SAM e problemas relacionados.

2.1.1 Abordagens exatas

No trabalho de Grotschel et al. [1985] os autores investigaram o SAM do ponto de
vista poliedral e determinaram varias classes de facetas para o politopo do problema.
Concluiram que, ao separar a faceta que define desigualdades de ciclos de tamanho
igual a dois, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial para uma classe de
grafos que os autores denominam weakly acyclic digraphs, classe esta que inclui grafos
planares.

Abordagens exatas para o LOP constam na literatura usando técnicas tais como
Cutting Plane Algorithms |Reinelt, 1985] e Interior Point Method |Mitchell, 1997,
trabalho este ultimo no qual o autor integrou o método de pontos interiores com o
método de planos de corte. A pesquisa de Reinelt [1985] resultou em facetas induzidas
por subgrafos e inequacoes validas que melhoram a performance de algoritmos branch-

and-cut.
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2.1.2 Abordagens heuristicas

Métodos heuristicos sao capazes de encontrar solucoes viaveis para o LOP: Tabu Search
|[Laguna et al., 1999|, Greedy Randomized Adaptive Search Procedure [Chaovalitwongse
et al., 2011], Variable Neighborhood Search |Garcia et al., 2006], Genetic Search |Schi-
avinotto & Stiitzle, 2004| e Simulated Annealing [Marti et al., 2012].

Em Laguna et al. [1999], os autores desenvolveram um algoritmo baseado em
Tabu Search analisando algumas técnicas de intensificacao e diversificacao e, por meio
de extensivos experimentos computacionais, obtiveram resultados para o LOP melhores

que os das heuristicas ja reportadas na literatura até aquele momento.

Em Chaovalitwongse et al. [2011] os autores propuseram um algoritmo eficiente
baseado em Greedy Randomized Adaptive Search Procedure para o LOP, fazendo o uso
do método Path Relinking, introduzida por Glover & Laguna [1997|, que integra técni-
cas de intensificacao e diversificacao, e propondo um novo procedimento de busca local
baseado em programacao dinamica. O algoritmo produziu solucoes de boa qualidade,
sendo que para as 49 instancias reais testadas foi resolvido na otimalidade e para as
outras 30 instancias maiores geradas randomicamente obteve-se um gap maximo menor

que 0.05%.

Marti et al. [2012] fizeram um estudo comparativo de 24 técnicas heuristicas e
metaheuristicas aplicadas ao LOP, objetivando encontrar solug¢oes proximas a otimali-
dade. Segundo estes autores, os algoritmos mais eficientes para abordar o LOP foram,
nesta sequéncia: Memetic Algorithm |Goldberg, 1989|, Iterated Local Search [Mlade-
novi¢ & Hansen, 1997; Lourengo et al., 2002] e Tabu Search |Glover & Laguna, 1997].

2.1.3 Algoritmos aproximativos

Berger & Shor [1997] apresentaram em seu trabalho um algoritmo aproximativo po-
linomial para grafos sem ciclos de tamanho dois e entao estenderam os resultados
para quaisquer grafos. Os autores introduziram um algoritmo aproximativo polinomial
(O(|V] + |A|)) alternativo, baseado em discrepancy-based technique, para se obter a
metade dos arcos de um grafo em SAM. Além disto, descreveram um algoritmo rando-
mizado de tempo polinomial (O(|V| + |A|)) capaz de alcancar limites melhores para o
SAM. Dado um grafo G = (V, A) e o conjunto A’ C A tal que o subgrafo induzido por
A’ seja aciclico, o algoritmo encontra |A’| > |A|/2+ QY oy v/deg(v)), em que deg(v)
é o grau do vértice v. O algoritmo randomizado ¢ transformado em um algoritmo
deterministico de complexidade O(|V| x |A]) usando-se o método de probabilidades

condicionais, mantendo-se os mesmos limites para |A’|.
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Arora et al. [2002] descrevem um algoritmo aproximativo de tempo polinomial
para o SAM considerando a classe de grafos a-densos. Segundo os autores, um grafo é a-
denso se o namero de arcos m > an?, sendo n o nimero de vértices. Os autores definem
0 SAM como, dado um grafo direcionado G' e uma permutagao 7w dos vértices de G,
define-se o custo ¢(7) da permutagao como o niimero de arcos (u, v) tal que 7(u) < 7(v).
O problema de se achar a permutacao de maximo custo é exatamente o problema do
SAM. Os autores concluem que, se o grafo G é a-denso, entdo a cardinalidade, em
termos do niimero de arcos, do Subgrafo Aciclico Maximo & Q(n?).

Em Newman [2000], o autor mostra que o SAM nao pode ser aproximado por um
fator constante melhor que (1/2) por meio de relaxagoes poliedrais. O autor estudou
a classe de grafos na qual o grau maximo de um vértice é trés e mostrou que, para
qualquer € > 0, se existe um algoritmo (17/18 + €)—aproximativo para o problema do
Subgrafo Aciclico Maximo para esta classe de grafos, entao existird um 6 > 0 tal que
existird um algoritmo (1/2 + §)—aproximativo para o SAM para grafos gerais. Em
Newman [2001], o mesmo autor desenvolveu um algoritmo (11/12)-aproximativo para
o SAM considerando esta mesma classe especial de grafos, melhorando o resultado
obtido no trabalho anterior, cujo fator de aproximacao era (8/9).

Segundo Guruswami et al. [2008, 2011], assumindo a conjectura de Khot [Khot,
2002|, Unique Games Conjecture, obter um algoritmo (1/2 + €)-aproximativo, para
qualquer € > 0, para o0 SAM nao é possivel, assumindo P # NP. Guruswami et al.
[2011] provam que qualquer problema sob restri¢oes de ordenacao (entdo denominado
Ordering Constraint Satisfaction Problems, o qual inclui o SAM), tal que as restrigoes
incidam sob um nimero limitado de variaveis (no caso do SAM sob duas variaveis:
vértice u deve preceder vértice v), ndo pode ser aproximado por um algoritmo de
tempo polinomial essencialmente melhor do que uma particao aleatoéria.

Unique Games Conjecture indica o quao complexo é encontrar de forma eficiente
uma solugao ou mesmo uma boa aproximacao para alguns problemas de otimizacao.
Khot e seus colaboradores [Khot, 2002; Khot et al., 2007] demonstraram que a comple-
xidade de Unique Games implica em uma caracterizagao exata dos melhores fatores de
aproximacao possiveis para uma variedade de problemas de otimizacao N P-Dificeis.
Esta descoberta transformou o Unique Games em um grande problema em aberto em
teoria da computacao e rendeu o prémio Rolf Nevanlinna Prize 2014 a Subhash Khot.

Independentemente da validade da Unique Games Congjecture, Newman [2000]
demonstrou que o SAM é N'P-inaproximavel em (65/66 + €), para qualquer € > 0,
baseado em uma reducgao a partir de 3-SAT. Em um trabalho recente, Austrin et al.
[2013] mostram que SAM ¢é (14/15 + €)-inaproximével, melhorando o resultado obtido

em Newman [2000]. Os autores concluem relatando que a caracterizagao feita em seu
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trabalho nao esta completa e que varios problemas interessantes ainda estao em aberto,

como por exemplo, se SAM é (1/2 + e)-inaproximéavel, para qualquer € > 0.






Capitulo 3

O Problema do Subgrato Aciclico
Maximo sob Restricoes Disjuntivas

Positivas

No problema do Subgrafo Aciclico Méaximo sob Restrigoes Disjuntivas Positivas
(SAMRDP), dado um grafo direcionado G = (V, A), uma solugao viavel deve gerar
um subgrafo aciclico G’ = (V, A’), tal que A’ contenha pelo menos um arco de cada
restricao. Para SAMRDP as restri¢des disjuntivas positivas podem ser representadas
por meio de um grafo, aqui denominado grafo de coacdo, G = (A, E), nao direcionado,
cujos vértices correspondem aos arcos do grafo original e cujas arestas representam as
restricoes disjuntivas positivas.

Em outras palavras, para que uma solucao seja viavel em SAMRDP, o grafo
induzido G[A’] deve ser aciclico e A’ deve ser uma cobertura por vértices em G. Note
que, perante as restri¢coes disjuntivas positivas, nao ¢ sequer garantida a existéncia de
uma solucao vidvel para uma certa instancia de SAMRDP, uma vez que a cardinalidade
de uma cobertura por vértices minima em G impoe um limite inferior ao nimero de
arcos que deverao compor uma solucao viavel. Um exemplo de uma instancia inviavel
pode ser observado nos grafos das Figuras 3.1 e 3.2.

Para o grafo G = (V, A) da figura, considere que cada arco forma uma restri¢ao
com todos os demais arcos do grafo, obtendo assim o grafo completo G = (A, E). Para
que o grafo G seja aciclico percebe-se claramente que dois de seus arcos devem ser
retirados, como ilustra a Figura 3.2(a), na qual os arcos selecionados para perfazer
uma solucio sdo: A" = {(1,2),(2,3),(4,5),(6,4)}. Isto implica, no grafo G, em uma
cobertura por vértices com cardinalidade |A’| = |A| —2 = 4, 0 que néo é possivel, como

pode ser observado na Figura 3.2(b), em que a aresta {(5,6), (3,1)} nao faz parte da

19
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(a) Grafo G = (V, A). (b) Grafo G = (A, E).
Figura 3.1. Instancia para SAMRDP.
cobertura. Logo, nao existe uma solucao viavel para esta instancia.
1.2)
1
o (2.3) 3.1

(5,6) (6,4)

(a) Grafo G’ = (V, A). (b) Grafo G = (A", E).

Figura 3.2. Solugdo invidvel para SAMRDP.

3.1 Complexidade para o teste de viabilidade de

SAMRDP

Dada uma instancia de SAMRDP, inicialmente deseja-se saber se existe uma solugao
viavel para a mesma, ou seja, dados o grafo G = (V, A) e o grafo de coac¢ao correspon-
dente G = (A, F), pergunta-se: existe um subconjunto A’ C A no qual G/ = (V, A")

seja aciclico e A" seja uma cobertura por vértices em G?
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Nesta secao, sera demonstrado que o problema de decisao sobre a viabilidade de
SAMRDP é N'P-Completo. Para isto, sera feita uma reducao do problema de decisao
de cobertura por vértices (CV), problema este pertencente a classe NP-Completo
|Garey & Johnson, 1979], ao problema de decisdo correspondente & Viabilidade de se
obter um Subgrafo Aciclico sob Restrigoes Disjuntivas Positivas (VSARDP). F

Counsidere o grafo nao-direcionado G = (V, E) e um inteiro k, tal que 0 < k < |V|.
CV consiste em decidir se existe um subconjunto V' C V com |V'| < k, tal que para
toda aresta e = {u,v} € E,ue€ V' ouv e V'

3.1.1 Construcao de uma instancia para VSARDP

Para a reducao proposta, deve-se construir uma funcao f que mapeie uma instancia
arbitraria de CV em uma instancia de VSARDP, sendo f uma transformacao po-
linomial. A funcdo f recebe como entrada um grafo nao-direcionado G = (V, E),
com V ={0,1,...,(n — 1)}, e um inteiro ndo-negativo k, representando uma instan-
cia de CV, e retorna um grafo direcionado G = (V, A) e um grafo nao-direcionado
G = (A, E), representando uma instancia de VSARDP. Existird uma cobertura por
vértices em G = (V| E)) com ndo mais que k vértices se e somente se a instancia de
VSARDP for viavel. A fungao f é descrita na sequéncia pela defini¢ao dos conjuntos
V,AeFE.

(i, [/ 0<i<hk+1; 0<j<n}

{hije= (0ij,0501) / 0<i<k+1; 0<j<n; 0<t<1}
{0k +1).mt = Oty m, P00) / 0<t <1}

{dij = (0ij, 0ip1501) [/ 0<i<k; 0<j<nj}

HuUBUD

{(hijo,hija) / 0<i<k+1; 0<j<n} U

(R
{(btks1),m,0: bkr1)m1)} U
{(dij,dpg) / Gog)eE; 0<i<k; 0<p<k}

mmummw
[

As cardinalidades dos conjuntos sao dadas por:

V= (n+1)(k+2)
Al = 2n(k+2)+n(k+1) +2
El= n(k+2)+|E|(k+1)*+1
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A fim de exemplificar a transformacao a partir da funcdo f, considere o grafo
G = (V, E) da Figura 3.3, com k = 2, caracterizando uma instancia para o problema
de CV, e os grafos G = (V,A) e G = (A, E), gerados aplicando-se a funcdo f(G, k),
representados na Figura 3.4, a instancia de VSARDP. Percebe-se que a construgao

pode ser feita em tempo polinomial.

Figura 3.3. Grafo G = (V, E).

Considerando a instancia da Figura 3.3 e assumindo k& = 2, percebe-se que ha uma
cobertura por vértices em (. Na Figura 3.5 é demonstrado que existe uma cobertura
por vértices no grafo G, que induz um subgrafo aciclico em G’, para a instancia de
VSARDP correspondente. No grafo da Figura 3.5(b), estao destacados na cor preta os
vértices A’ C A selecionados para compor uma cobertura por vértices no grafo G. O
grafo aciclico apresentado na Figura 3.5(a) é o subgrafo de G induzido pelos arcos A’.
Logo, a instancia de VSARDP ¢ viavel.

Para o mesmo grafo da Figura 3.3, considerando k& = 1, tem-se a instancia para
VSARDP gerada pela funcao f, representada na Figura 3.6. Nas Figuras 3.7 e 3.8, tém-
se a representacdo de solucdes inviaveis. Para a Figura 3.7, embora o grafo G = (A, F)
da Figura 3.7(b) tenha uma cobertura por vértices, percebe-se pela Figura 3.7(a) que o
subgrafo induzido G[A’} tem ciclo, e ja que isto acontece para toda cobertura de G, nio
ha solucao viavel para VSARDP. Logo, para k = 1 ndo podera haver uma cobertura

por vértices no grafo G da Figura 3.3.

Por outro lado, a Figura 3.8 apresenta uma solugao inviavel em que se tem um
subgrafo aciclico em G[A'], porém nio se tem uma cobertura por vértices em G =
(A’, E). Isto acontece para todo G[A'] aciclico, logo para esta instancia néo hé solucao
viavel para VSARDP ou para CV.

Na proxima secao sera provado que o problema CV, dado um grafo G e um inteiro
k, tem solucdo sim se e somente se a solugdo de VSARDP com os grafos retornados

pela funcao f(G, k) tem solucao sim.
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(b) Grafo G = (A, E).

Figura 3.4. Instancia para VSARDP.

3.1.2 Prova de NP-Completude para VSARDP

Inicialmente, deve-se provar que VSARDP € NP. Dada uma instancia arbitraria
composta pelos grafos G = (V,A) e G = (A, E), um algoritmo nao-deterministico
precisa prover um subconjunto de arcos A’ C A e checar, em tempo polinomial, se
o subconjunto selecionado A’ é uma cobertura por vértices em G, e se ele induz um
subgrafo G’ = (V, A’) aciclico.
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(b) Grafo G = (A', E).

Figura 3.5. Instancia para VSARDP com k=2.

Lema 3.1.1. VSARDP € N'P.

Prova. Verificar, para cada aresta {u,v} € F, se u € A" ou v € A’ pode ser feito em
O(|E|). O algoritmo Depth First Search (DFS) pode checar se o grafo G[A'] é aciclico
em O(|V]+ |A]), ou seja, linear em relacdo ao tamanho da entrada. Entdo, dado um
conjunto A’ para VSARDP, existe um algoritmo que verifica em tempo polinomial se

a solucao é viavel ou nao. O

Lema 3.1.2. Dados um grafo G = (V, E) e um inteiro k, a solu¢ao para CV retorna

sim, se e somente se, a solucao para VSARDP sobre os grafos retornados pela funcao
f(G. k), G=(V,A) ¢ G = (A E), retorna sim.
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(a) Grafo G[A] (b) Grafo G = (A, E).

Figura 3.6. Instancia para VSARDP com k=1.
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(a) Grafo G[A/] (b) Grafo G = (A, E).

Figura 3.7. Solucao inviavel para a instdncia de VSARDP com k=1.
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(a) Grafo G[A'] (b) Grafo G = (A, E).

Figura 3.8. Outra solucao invidvel para a instancia de VSARDP com k=1.

Prova. Observe que, analisando o grafo G = (V, A), somente o0s arcos em B sao arcos

de retorno, considerando os vértices ordenados pelos seus segundos indices. Todos os
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outros arcos estao orientados tal que o vértice inicial possui segundo indice igual a 7,
e o vértice final possui segundo indice igual a j 4+ 1. Portanto, para que haja um ciclo,
qualquer subgrafo de G deve incluir ao menos um arco de B e deve conter um caminho,

com exatamente n arcos, a partir do vértice 0y até o vértice Vg1 .

Seja A’ C A uma cobertura por vértices minima em G. Seja H' = H N A,
B =BnNnAeD =DnNA. Uma vez que os vértices associados a cada par de arcos
paralelos h; ;o e h; ;1 em H siao adjacentes em G, pelo menos um dos arcos de cada
par estard presente em H’. Portanto, existird sempre um caminho em G[A’} a partir
do vértice v; ; ao vértice ¥;,, para todo 7 <t < n. Os vértices associados aos dois arcos
em B sdo adjacentes em G e, como anteriormente, ao menos um deles estara sempre
presente em B’. Em consequéncia, o subgrafo induzido @[A’] é aciclico se e somente
se nao existe um caminho de 0y a Up41,. Logo, a existéncia de um ciclo em C’[A’]

depende exclusivamente dos arcos pertencentes ao conjunto D’.

Para cada vértice u € V existem k + 1 arcos em D, nomeados d;,, tal que

ueV DU'
Se o vértice u é adjacente ao vértice v em (G, os arcos associados a u e os arcos associados

0 <i < k. Seja D, cada um destes subconjuntos disjuntos e observe que D = | J

a v em D sdo vértices em G que induzem um subgrafo bipartido completo. Para cada
um destes subgrafos bipartidos completos, ao menos um dos conjuntos da biparticao,
por inteiro, devera pertencer a uma cobertura por vértices de G. Entdo, a quantidade
minima de conjuntos D, que deve compor D’ é equivalente a cardinalidade minima de

qualquer cobertura por vértices em G.

Considerando o subgrafo induzido G [A], observe que qualquer caminho que co-
mece no vértice 9g o e alcance o vértice U1, pode usar apenas um dos arcos de cada
subconjunto D,, e que exatamente k£ + 1 destes arcos devem ser usados. Portanto,
existird um ciclo em é’[A’] se e somente se D' é composto por no minimo k + 1 sub-
conjuntos D,. Em consequéncia, é possivel encontrar um subconjunto A"’ C A que é
simultaneamente uma cobertura por vértices em G e induz um subgrafo aciclico em G

se e somente se existe uma cobertura por vértices em G com nao mais de k vértices. [

Teorema 1. VSARDP € N'P-Completo.

Prova. Uma vez que, pelo Lema 3.1.1, VSARDP estd em NP e, pelo Lema 3.1.2 é
possivel reduzir polinomialmente o problema CV a VSARDP, conclui-se que VSARDP
& N'P-Completo. O
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3.2 Formulacdoes para SAMRDP

A fim de se atingir os objetivos deste trabalho, o problema SAMRDP sera mode-
lado via programacao linear inteira. Serd proposto, em secoes posteriores, um preé-
processamento das instancias de SAMRDP e, por isto, deseja-se averiguar sua efici-
éncia, procedendo-se a uma comparacao dos valores das solugoes de um resolvedor de
programacao linear inteira com as instancias antes e apos o pré-processamento.
Apresenta-se a seguir uma formulagdo para SAMRDP baseada em formulagoes
classicas para SAM e LOP [Chaovalitwongse et al., 2011|. Dada uma instancia com-
posta pelos grafos G = (V, A) e G = (A, E), a varidvel de decisio z;; definird os arcos
A" C A que farao parte da solugdo, modelada na equacao 3.1. A variavel y;; definira
uma ordenacao dos vértices do grafo GG, ou seja, dada a relacao u < v, entao o vértice

u precede o vértice v na ordenacao. Esta varidvel estd modelada na equagao 3.2.

1, se (i,j) € A,
0, caso contrario.

1, sei <7,
0, caso contrario.

O problema do SAMRDP pode ser formulado como:

sujeito a:

Yij +yji =1 V i,jeV, 1<y (3.4)
Yij T Yk Y <2 Y G, keV, iFgiFkjFEk (3.5)
zi+aw>1 ¥V {(,7),kD}eE (3.6)
Tij < Yij vV o(i,5) €A (3.7)
vi; € {0,1} vV i,5€V (3.8)
z;€{0,1} V¥ (i,j)eA (3.9)

A equacao 3.3 representa a funcao objetivo do problema, cujo proposito é maxi-
mizar a cardinalidade do conjunto de arcos A’, sujeito as restricbes presentes em 3.4
—3.9. A restricao dada em 3.4 forca uma ordem entre todo par de vértices do grafo.

As restrigoes 3.4 e 3.5, em conjunto, forcam uma ordenacao total dos vértices do grafo
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e sao suficientes para prevenir a ocorréncia de ciclos de qualquer tamanho |[Reinelt,
1985]. A restrigao em 3.6 forca a ocorréncia de pelo menos um dos dois arcos que
compoem cada restrigao disjuntiva positiva no subgrafo obtido. A restrigao 3.7 admite
que um arco (i, 7) faca parte de A’ somente se i < j na ordenagio, garantindo que o
subgrafo obtido seja aciclico. As restricoes dadas em 3.8 e 3.9 garantem a integralidade

das variaveis do problema.

Um outro modelo para SAMRDP pode ser formulado. A varidvel de decisao z;j,
como no modelo anterior, definiré os arcos A" C A que farao parte da solucao, modelada
na equagao 3.10. A variavel y; atribuird um numero real distinto a cada vértice 1 € V,
que definird uma ordenacao dos vértices do grafo G em que, dada a relacao y, < y.,

entao o vértice u precede o vértice v na ordenacao.

1, se (i,j) e A,

0, caso contrario.

max Z Tij (3.11)
sujeito a:

3.12
3.13
3.14
3.15

xij+xkl Z 1 v {<27])a(kvl)} S

(
(
(
vy €{0,1} ¥V (i,j)€A (

)
)
)
)

A equacao 3.11 representa a funcao objetivo do problema, cujo proposito é maxi-
mizar a cardinalidade do conjunto de arcos A’, sujeito as restri¢oes presentes em 3.12 —
3.15. A restricdo dada em 3.12 garante que, para todo arco (7, j) € A, se x;; = 1 entdo
y; —y; > 1, e é suficiente para prevenir a ocorréncia de ciclos em G[A']. A restrigdo em
3.13 for¢a com que pelo menos um dos dois arcos da restricao disjuntiva positiva esteja
presente na solucao. A restricdo dada em 3.14 define a variavel y; como um nimero

real nao negativo e a restricao 3.15 garante a integralidade da solu¢ao do problema.

Esta nova formulacao, quando comparada a formulacao anterior, reduz o nimero
de variaveis em n(n — 2), e reduz o nimero de restrigoes em (2n3 — 5n? + 3n)/2. Para
os resultados computacionais de programacao linear inteira para SAMDRP, apresen-
tados na secao 5.3.2, utilizou-se desta segunda formulagao, por gerar solucoes para as

instancias testadas com no minimo a mesma cardinalidade da formulacao anterior, no
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mesmo tempo de processamento.
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Capitulo 4

O Problema do Subgrato Aciclico
Maximo sob Restricoes Disjuntivas

Negativas

Seja G = (V, A) um grafo direcionado e G' = (A, E) o grafo de conflitos associado. O
problema do Subgrafo Aciclico Maximo sob Restri¢coes Disjuntivas Negativas consiste
em determinar um subconjunto maximo A’ C A no qual o subgrafo G' = (V, A’) seja
aciclico e A’ seja um conjunto independente em G. Como SAMRDN tem o problema
SAM como um caso especial (fazendo F = ), SAMRDN também é N'P-Dificil.

Assim como SAMRDP, SAMRDN pode ser formulado por meio de programa-
¢ao linear inteira. A unica diferenca entre os dois problemas esta na formulacdo das
restricoes disjuntivas, bastando portanto alterar as restri¢oes 3.6 e 3.13 de SAMRDP

para:

i+ <1 vV {(,g), (kD) el (4.1)

Resultados computacionais para o modelo de programacao linear inteira para
SAMRDN estao apresentados nas secoes 5.3.1 e 6.3.1, e fazem uso das equacoes 3.11 a
3.15, substituindo a equagao 3.13 pela 4.1.

31
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4.1 Algoritmos aproximativos para o problema do

Subgrafo Aciclico Maximo

Considerando o problema do SAM, serao apresentados trés algoritmos da literatura
que produzem solugoes com no minimo |A|/2 arcos. Uma vez que a cardinalidade de
A é um limite superior para o valor da solucao 6tima do problema, os algoritmos sao
(1/2)-aproximativos [Hassin & Rubinstein, 1994]. Assumindo P # NP e a conjectura
Unique Games Conjecture [Khot, 2002; Austrin et al., 2013; Jiinger, 1985], nao ha um
algoritmo aproximativo polinomial de fator constante melhor que (1/2) para o SAM.
Segue a descricao de cada um dos trés algoritmos.

A primeira abordagem é um algoritmo direto, aqui denominado Sort(G). O
algoritmo inicialmente sequencia os vértices do grafo arbitrariamente, associando um
indice distinto 7; a todo vértice ¢ € V. Entao o algoritmo separa os arcos do conjunto A
em dois subconjuntos: Af, que armazena todos os arcos a = (i, 7) € A tais que m; < 7,
e Ay, o qual armazena todos os arcos a = (4,j) € A tais que m; > m;. O algoritmo
entdo seleciona o subconjunto (A ou Ap) de cardinalidade méxima e retorna o subgrafo

contendo o conjunto de arcos selecionados como solucao.

Teorema 2. Sort(G) retorna como solugao um grafo aciclico com no minimo |A|/2

arcos.

Prova. Observe que ambos subgrafos Gy = (V, Af) e G, = (V, 4p) sdo aciclicos. Um
ciclo vy, v, ..., vy ird implicar na presenga de um arco (7, ) com m; < 7; e de um arco
(k,1) com 1 > m. Além disto, como cada arco em A pertence exclusivamente a A; ou

Ay, um destes subconjuntos devera ter no minimo |A|/2 arcos. O

O segundo algoritmo, denominado Greedy(G), usa uma estratégia gulosa en-
quanto examina os arcos para formar o subgrafo aciclico. O algoritmo mantém dois
subconjuntos, S e T. Entao examina gulosamente todos os arcos em A, adicionando
um arco a S se com a sua inclusdo o subgrafo induzido G[S] permanece aciclico. Caso
contrario, o algoritmo adiciona o arco ao conjunto 7. Apobs o processamento de to-
dos os arcos, o conjunto de maior cardinalidade, S ou T, é selecionado para formar o
subgrafo aciclico G' = (V, A").

Teorema 3. Greedy(G) retorna como solu¢ao um grafo aciclico com no minimo |A|/2

arcos.

Prova. G|S] é aciclico por construgao. Para mostrar que G[T] ¢ aciclico considere os

vértices em V' ordenados respeitando-se uma ordenagao topologica em G[S]. Cada arco
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em T forma um ciclo com um subconjunto de arcos em S, logo é um arco de retorno
considerando a ordenagao topologica de G[S]. Desde que todos os arcos em T sao de
retorno considerando aquela ordenacao dos vértices, o argumento para G ser aciclico
usado no algoritmo Sort(G) também é valido para G[T]. Como na prova anterior, cada

arco em A estd em S ou 7', e um destes conjuntos deve ter no minimo |A|/2 arcos. [

Lema 4.1.1. Se o grafo G € aciclico, o algoritmo Greedy(G) retorna uma solugdo

otima para o SAM.

Prova. Todos os arcos a € A estarao no conjunto S, retornado como solugao. Tem-se
entao |S| = |A|. O

O terceiro algoritmo aproximativo, aqui denominado Degree(G), processa todos
os vértices de G, em qualquer ordem, analisando os arcos que entram e que saem do
vértice. Se o vértice tem o grau de entrada maior que o grau de saida, os arcos que
chegam ao vértice sao removidos do grafo GG e adicionados ao conjunto A’, e os arcos
que saem sao também removidos de G, porém descartados. Se o vértice tem grau de
entrada menor que ou igual ao grau de saida, os arcos que saem sao adicionados ao
conjunto A’ e os arcos que entram sao descartados. Todos os arcos, apos processados,
sao removidos de G. Quando todos os vértices forem processados, o algoritmo retorna

o subconjunto A’ como solugao.

Teorema 4. Degree(G) retorna como solu¢io um grafo aciclico com no minimo |A|/2

arcos.

Prova. Para provar que o subgrafo induzido pelo conjunto A’, G[A'], é aciclico, consi-
dere um ciclo xy, ..., xk, x1 €, sem perda de generalidade, considere 1 como o primeiro
vértice deste ciclo a ter sido processado pelo algoritmo. Entdo, os arcos (xg,x1) e
(x1,22) teriam sido descartados no momento em que x; foi processado, impossibili-
tando a formagao de qualquer ciclo. Além disto, note que |A’| > 1/2|A|, desde que
cada arco em A é examinado exatamente uma vez e, enquanto um vértice é processado,
o algoritmo sempre adiciona a |A’| no minimo a mesma quantidade de arcos que sao

descartados. O

Para estes e outros algoritmos aproximativos para o SAM, vide Hassin & Rubins-
tein [1994]. Na proxima secdo, os trés algoritmos apresentados serdo adaptados para
0 SAMRDN, considerando-se duas abordagens distintas quanto ao momento em que
se considera o calculo do conjunto independente maximo para decidir quais arcos irao

compor a solucao.
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4.2 Algoritmos aproximativos para SAMRDN

Para os algoritmos aproximativos aqui propostos para SAMRDN, faz-se necessério
o computo de conjuntos independentes maximos em tempo polinomial nos grafos de
conflitos G. Conjuntos independentes maximos podem ser computados em tempo
polinomial para vérias classes de grafos, incluindo grafos claw-free [Sbihi, 1980] e per-
feitos |Grotschel et al., 1993|. Neste trabalho, foram desenvolvidos algoritmos aproxi-
mativos para o SAMRDN com estas classes de grafos de conflitos.

A aplicacao direta dos algoritmos Sort(G), Greedy(G) e Degree(G) apresentados
anteriormente para o SAM ao SAMRDN nao garante uma solu¢ao com no minimo
metade do nimero de arcos de uma solucao 6tima. A presenca das restricoes disjuntivas
negativas podem tornar o subconjunto retornado pelo algoritmo inviavel, mesmo este
sendo aciclico. Sendo assim, alguns dos arcos do subconjunto escolhido deverao ser
retirados da solucao a fim de torna-la viavel, consequentemente podendo reduzir o
niimero de arcos a menos da metade do ntimero de arcos de uma solucao 6tima.

Como exemplo, considere a aplicacdo do algoritmo Sort(G) ao grafo da Fi-
gura 4.1. Os indices m; arbitrariamente associados aos vértices do grafo estao re-
presentados sobre os mesmos. Para este exemplo, a lista de conflitos é dada por
E = {{(0,1),(1,2)};{(2,3),(3,4)}}. Seja |Af| = ms e |Ay] = my. Analisando os

indices 7;, para este exemplo temos my = my, = 4.

0] (3] (8] (7] 6] 5] (4]

(1] (2]
Q50 5@ 4 O O OFO=0O=0

Figura 4.1. Grafo G = (V, A).

O algoritmo Sort(G) entao escolhe o subconjunto de maior cardinalidade e em
caso de empate, pode selecionar qualquer um dos dois subconjuntos. Para este exemplo,
suponha que o algoritmo tenha escolhido o conjunto A; para compor a solucao final.
A fim de tornar o subconjunto escolhido viavel respeitando-se as restricoes disjuntivas
negativas, o algoritmo deverd retirar um dos arcos de cada par de conflitos presente
em F, uma vez que ambos os arcos dos dois pares de conflitos estao classificados como
Ay

Tome ¢ (resp. ¢,) como o niimero de conflitos em que ambos os arcos pertencem
a Ay (resp. Ap). Para o grafo do exemplo, tem-se ¢; =2 ¢ ¢, = 0. O nimero de arcos
retornado como solucao pela aplicacao do algoritmo Sort(G), tendo este algoritmo pré-

selecionado o conjunto Ay, e ap0s retirar os arcos que tornam a solugao inviavel, serd
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my —cp =4 —2 =2 arcos. A solu¢ao 6tima, facilmente identificada neste grafo, tem
valor m,;y = 6 arcos. Sendo assim, o valor da solugao retornada pela aplicacao direta do
algoritmo para este exemplo é (1/3) da soluc¢ao 6tima. Na sequéncia, serdao propostas
pequenas modificacdes aos trés algoritmos apresentados anteriormente, objetivando
obter um subconjunto viavel de A com no minimo a metade dos arcos de uma solugao
otima, conforme duas abordagens distintas.

A primeira abordagem, denominada early, simplesmente retorna a intersecao
entre um dos subconjuntos de arcos selecionados pelo algoritmo e um conjunto
independente maximo calculado sobre o grafo G. Para os seis algoritmos seguin-
tes, Sort.(G,G), Greedy.(G,G), Degree.(G,G), Sort;(G,G), Greedy(G,G) e
Degree(G,G), considere I um conjunto independente maximo sobre o grafo G e note
que o valor da solu¢ao 6tima é limitada superiormente por |I|. Logo, um algoritmo

que garante uma solu¢ao com no minimo |/|/2 arcos é um algoritmo 1/2-aproximativo.

Para o algoritmo Sort.(G,G), dado o grafo G = (V, A), os vértices em V sdo
sequenciados arbitrariamente e entdao os arcos em A sao classificados nos conjuntos Ay
e Ay, como no algoritmo anteriormente apresentado para o SAM. Entao o algoritmo
computa os dois subconjuntos INA; e INA,. Sort.(G,G) retorna como solugao 1N A
se max(|/ N Ay|,|[I NAy|) =[] NAf| ouln A, caso contrario.

Teorema 5. O algoritmo Sort.(G,G) é 1/2-aprovimativo para SAMRDN

Prova. O grafo obtido como solucao é um subgrafo do grafo obtido executando-se o
algoritmo Sort(G), e em consequéncia é aciclico. Cada arco em I pertence a Ay ou a
Ay, logo [INAf| > |I]/2 ou |I N Ay > |I]|/2. Entao, a solugao obtida pelo algoritmo

tem no minimo a metade dos arcos de qualquer solucao 6tima. O

O algoritmo Greedy.(G,G) analisa de forma gulosa todos os arcos de A, adi-
cionando um arco ao conjunto S se com esta adi¢cio G[S] permanece aciclico. Caso
contrario, o algoritmo adiciona o arco ao conjunto 7. Entao, o algoritmo computa

INSelNT,retornando como solucao o subconjunto de maior cardinalidade.
Teorema 6. O algoritmo Greedy,(G,G) é 1/2-aprozimativo para SAMRDN.

Prova. Pelo mesmo argumento utilizado na prova anterior, o subgrafo obtido é aciclico.
Novamente, |I N S| > |I|/2 ou |INT| > |I]/2, e o algoritmo é 1/2-aproximativo. [

Lema 4.2.1. Se o grafo G ¢ aciclico, o algoritmo Greedy.(G,G) retorna uma solugéo
otima para SAMRDN.
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Prova. O conjunto S serd composto por todos os arcos a € A. Logo, no subgrafo
induzido G[S], a intersecdo S NI resulta em I, retornado como solucdo pelo algoritmo.

Tem-se que |I] é o valor 6timo da solugao do problema. O

O algoritmo Degree,.(G, G) processa todos os vértices de G, em qualquer ordem,
analisando os arcos que entram e que saem do vértice. Para cada vértice v € V,
considere 1 (v) o conjunto dos arcos que entram e ¢ (v) o conjunto dos arcos que
saem de v. O algoritmo computa I N T (v) e I Né~ (v), adicionando ao conjunto A’
o subconjunto de maior cardinalidade, e entdo todos os arcos em §7(v) U~ (v) sdo

removidos do grafo G.
Teorema 7. O algoritmo Degree (G, G) é 1/2-aprozimativo para SAMRDN.

Prova. Seguindo o mesmo argumento utilizado no algoritmo correspondente para o
SAM, conclui-se que A" induz um subgrafo aciclico em G. O subconjunto obtido é um
conjunto independente em G pois é um subconjunto de I. Observe que todos os arcos
em [ sao processados exatamente uma vez e que, enquanto processa um certo vértice
de G, o algoritmo sempre adiciona a |A’| pelo menos tantos arcos de I quanto o niimero

de arcos de I que sao descartados. Entao, A" tem no minimo |/|/2 arcos. O

Na segunda abordagem, entao denominada late, os trés algoritmos apresenta-
dos para o SAM serdo readaptados ao SAMRDN, entdo denominados Sort;(G,G),
Greedy (G, G) e Degree,(G,G). Nesta nova abordagem, um conjunto independente
maximo é calculado sobre os subgrafos de G induzidos pelos conjuntos de arcos re-
tornados pelos algoritmos. Novamente, tanto esta abordagem quanto a anterior serao
polinomiais sempre que o problema do conjunto independente maximo puder ser resol-
vido em tempo polinomial em G. Por defini¢do, se o grafo é perfeito (claw free), todo
subgrafo induzido a partir deste também é perfeito (claw free).

Para os trés algoritmos, Sort;)(G,G), Greedy,(G,G) e Degree,(G,G), seguindo
o mesmo argumento utilizado nos algoritmos correspondentes para o SAM, Sort(G),
Greedy(G) e Degree(G), conclui-se que os conjuntos de arcos selecionados pelos

algoritmos induzem um subgrafo aciclico em G.

Para o algoritmo Sort;(G,G), considere G[Af] o subgrafo de G induzido pelo
conjunto de vértices A; e G[A;] o subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices Ay,
Tome oy como a cardinalidade de um conjunto independente méximo em G[A 7l, e ap
como a cardinalidade de um conjunto independente maximo em G[4,]. Observe que no
maximo o (resp. ap) vértices de G[A;] (resp. G[A;]) podem estar simultaneamente

em uma solucao viavel, considerando as restricoes disjuntivas negativas. O algoritmo
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seleciona Ay se max(ay,ap) = ay ou A, caso contrario. O algoritmo retorna como
solucao um conjunto independente maximo sobre o grafo induzido pelo subconjunto

selecionado no grafo G' [Mapa & Urrutia, 2013].
Teorema 8. O algoritmo Sort(G,G) é 1/2-aprozimativo para SAMRDN.

Prova. Note que IN Ay é um conjunto independente em G[A;] e I N A, é um conjunto
independente em G[4,]. Isto implica que oy > |I N Af| e ap > |I N Ay|. Entao,
ap+ap > [INAf| + [I N A =|I|. Isto &, af > |I|/2 ou ap, > |I]/2, logo o algoritmo

¢ 1/2-aproximativo. O

O algoritmo Greedy,(G,G) considera os subgrafos induzidos G[S] e G[T], sobre

0s quais serao computados conjuntos independentes maximos.
Teorema 9. O algoritmo Greedy,(G,G) é 1/2-aprozimativo para SAMRDN.

Prova. A simples substitui¢ao de Ay e A, por S e T' na prova previamente apresentada
¢ suficiente para demonstrar que a adaptacao do algoritmo para a abordagem late

resulta em um algoritmo 1/2-aproximativo. O

Lema 4.2.2. Se o grafo G ¢ aciclico, o algoritmo Greedy,(G,G) retorna uma solugéo
otima para SAMRDN.

Prova. O conjunto S serd composto por todos os arcos a € A. Logo, o algoritmo
retorna como solugdo um conjunto independente maximo em G[A], cuja cardinalidade

¢ o valor 6timo da solucao do problema. O

O algoritmo Degree,(G,G) computa |I Nd~(v)| e |[I N6*(v)| para cada vértice
v € V, em qualquer ordem. Se [I Nd (v)| > |[I Ndot(v)|, o algoritmo adiciona ao
conjunto A todos os arcos em 0~ (v), ou adiciona a A todos os arcos em 6+ (v) caso
contrario. Note que a principal diferenca entre as abordagens early e late é que, na
abordagem late, todos os arcos do subconjunto selecionado sao adicionados ao conjunto
A. Entdo, o algoritmo descarta todos os arcos do outro subconjunto e apaga do grafo
G todos os arcos em 01 (v) Ud~ (v). Quando todos os vértices tiverem sido processados,
o algoritmo computa um conjunto independente maximo no subgrafo induzido G[A],

retornando este conjunto, nomeado A’, como solucéo.
Teorema 10. O algoritmo Degree)(G,G) é 1/2-aprozimativo para SAMRDN.

Prova. Pelo mesmo argumento utilizado no algoritmo Degree(G), o subgrafo induzido
G[A] é aciclico. A solugdo obtida por Degree;(G,G) tem pelo menos a metade dos

arcos de [ uma vez que, por construcao, pelo menos a metade dos arcos de I estao
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em A, e estes arcos sio um conjunto independente em G[A]. Logo, o algoritmo &

1/2-aproximativo. O

O teorema a seguir demonstra que a abordagem late é sempre preferivel & abor-

dagem early.

Teorema 11. Se os arcos de G sao particionados nos mesmos subconjuntos, um algo-
ritmo sequindo a abordagem late obtém uma solugao com no minimo a mesma cardi-

nalidade que aquela obtida pelo algoritmo equivalente sequndo a abordagem early.

Prova. Apoés o conjunto A ser dividido em dois subconjuntos, o algoritmo seguindo
a abordagem early retorna a intersecdo de um conjunto independente maximo em G
com um dos subconjuntos. Uma vez que esta intersecao é um conjunto independente
no grafo induzido pelo subconjunto selecionado em G, sua cardinalidade ¢ um limite
inferior para a cardinalidade de um conjunto independente méaximo sobre o grafo in-
duzido pelo subconjunto selecionado em G. Logo, a solucdo retornada pelo algoritmo
segundo a abordagem late possui sempre pelo menos a mesma cardinalidade da solucao

retornada pelo algoritmo equivalente segundo a abordagem early. ]

A Figura 4.2 mostra uma instancia para o problema no qual Sort;(G, G) retorna
uma solugdo melhor que Sort.(G,G). Considere os niimeros acima dos vértices na
Figura 4.2(a) como sendo os indices indicando a ordem em que foram sorteados. Os
conjuntos Ay = {(3,4),(4,5),(5,6),(6,7)} e A, = {(1,2),(2,3)} sdo entdo obtidos.
Note que I = {(1,2),(2,3), (4,5), (5,6), (6,7)} & o conjunto independente maximo de G.
O conjunto independente maximo em G[A] é dado por I; = {(3,4), (4,5), (5,6), (6,7)}
e em G[A] é dado por I, = {(1,2),(2,3)}. Logo, ay =4 e oy, = 2.

(‘:) 2.3)

©6.7) (3,4)
(7] (6] (1 2 [3] (4] (5] (5,6) (1.2
(a) Graph G = (V, A) (b) Graph G = (A, E).

Figura 4.2. Instancia para SAMRDN.

O algoritmo Sort.(G,G) retorna uma solugao com max(|I N Af|,[I N Ay]) =
max(3,2) = 3 arcos e o algoritmo Sort;(G, ) retorna uma solugio com max(ay, o) =
max(4,2) = 4 arcos. A solugdo 6tima neste caso possui |I| = 5 arcos, coincidindo com

o conjunto /.
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4.2.1 Exemplo de execucdo do algoritmo Degree;(G,G)

Considere como exemplo uma instancia dada pelo grafo G = (V, A) da Figura 4.3(a),
e pelo grafo de conflitos G = (4, E) da Figura 4.4(a). Os ntmeros representados logo
acima dos vértices de G na Figura 4.3(b) indicam a ordem em que os mesmos serao
processados pelo algoritmo Degree;(G,G). Ou seja, o vértice de rétulo 1 no grafo
G = (V,A) (figura 4.3(a)) serd o primeiro a ser processado (representado pelo indice
[1] na figura 4.3(b)), assim como o vértice de rotulo 4 (figura 4.3(a)) sera o sexto vértice
a ser processado (representado pelo indice |6] na figura 4.3(b)).

Seja I = {(2,3),(7,8),(3,5),(3,1),(8,9),(7,9),(5,6)} o conjunto independente
méximo em G selecionado para o computo de [INd~(v)| e [INJ*(v)], para cada vértice
v € V. Os arcos em A sao entao analisados e classificados para comporem o conjunto
A, conforme a descricao do algoritmo. Os arcos que compdem o conjunto A podem
ser observados na Figura 4.3(b), tendo sido descartados de G os arcos representados
por uma linha pontilhada. Por exemplo, ao se processar o vértice de rotulo 1 do grafo
G = (V,A), oarco (3,1) € [ eoarco (1,2) ¢ I, logo (3,1) é selecionado para compor

Ae o arco (1,2) ¢ descartado.

1 4
(1] (6]

®. °. o .

¢ i‘ »

2 3 5 ° 4] 5 8

Y
-
Y

@

8 10 9] [10]

(a) Grafo G = (V, A). (b) Arcos A selecionados de G.

Figura 4.3. Grafo para exemplificacdo do algoritmo Degree;(G, Q).

Na Figura 4.4(b) esta representado o subgrafo induzido G[A], no qual estdo des-
tacados na cor preta os vértices que compoem um conjunto independente méaximo,
selecionados para compor a solucao de SAMRDN. Note que este conjunto indepen-
dente tem cardinalidade igual & do conjunto |I| = 7, inclusive coincidindo com I,

sendo portanto uma solucao 6tima para o problema.
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(a) Grafo G = (A, E). (b) Subgrafo G|[A].

Figura 4.4. Grafo G = (4, E) e subgrafo induzido.

A Figura 4.5 representa o grafo aciclico gerado como solucao pela execucao do

algoritmo Degree;(G, G) a instancia dada, conforme descrito anteriormente.

1 4

[ 8 [ )

[ -———@

2 3 5 6
7 9
fz.
/ °
8 10

Figura 4.5. Solucdo 6tima para a instancia de Degree;(G,G).

4.3 Resultados computacionais

A fim de medir o desempenho dos seis algoritmos 1/2—-aproximativos para o SAMRDN,
usou-se as instancias disponibilizadas por Zhang et al. [2011]. Estas instancias foram
elaboradas para o problema da arvore geradora minima com restricdes de conflitos e
peso inteiro nas arestas. Sendo assim, como os grafos G das instancias disponibilizadas

sao nao direcionados, para a aplicacado ao SAMRDN as arestas foram direcionadas
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conforme seus pesos, seguindo a légica: se o peso é um ntimero par, o arco mantém
os vértices inicial e final originais, caso contrario, os vértices de origem e destino do
arco sdo invertidos. Além disto, os grafos G disponibilizados pelos autores ndo foram
utilizados nestes testes computacionais, por serem grafos gerais, tendo sido gerados
grafos de conflitos conforme as restricoes dos algoritmos aproximativos.

Tanto para a abordagem early quanto para a late, os algoritmos aproximativos
calculam subconjuntos independentes maximos sobre o grafo G e subgrafos dele e,
em consequéncia, sao polinomiais somente se o problema do conjunto independente
méaximo puder ser resolvido em tempo polinomial no grafo de conflitos. Assim sendo,
para estes testes foram gerados grafos de conflitos cujas componentes conexas sao
compostas por caminhos, ciclos, cliques e arvores, para as quais ¢ possivel o calculo
do conjunto independente maximo em tempo polinomial. Para cada instancia, na
geracao de caminhos e ciclos usou-se, para cada tipo de componente conexa, 20% dos
arcos do grafo G; para a geracao de cliques usou-se outros 30% dos arcos; e para a
geracao de arvores, usou-se os arcos remanescentes do grafo, sendo os arcos sorteados
aleatoriamente e uma vez escolhido, fard parte apenas daquela componente conexa.

Para compor o grafo de conflitos ndo direcionado G, os conflitos compostos por
caminhos foram gerados com tamanhos t,q, = {1,2,...,1,}, até esgotados todos os ar-
cos destinados a comporem esta componente conexa, sendo que o tamanho do ultimo
caminho ¢, podera ser repetido. Da mesma forma, os ciclos foram gerados com tama-
nhos teyee = {3,4, ..., t.}, cliques com tamanhos t.igue = {4,5, ..., t,}, € &rvores binarias
com o namero de niveis ny.. = {1,2,...,n;}. Estas instancias, compostas pelos grafos
G = (V,A) e G = (A, E), serao denominadas do tipo T, cujas cardinalidades dos
conjuntos de vértices, arcos e conflitos estao especificadas na tabela 4.1, assim como as

divisdes em classes A, B, ..., I.

Tabela 4.1. Caracteristicas das instancias tipo T7.

mw A B C D E F G H I

[V| 50 100 100 200 200 200 300 300 300
|A| 200 300 500 400 600 800 600 800 1000
|E| 261 439 829 610 1027 1503 1027 1503 2026

Para o célculo de um conjunto independente maximo sobre G, quando se tem
caminhos basta acrescentar todos os vértices impares que aparecem ao longo do com-
primento do caminho ao conjunto, descartando os demais. Para ciclos, escolhe-se alea-

toriamente um primeiro vértice, que sera inserido ao conjunto independente e a partir
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do qual ird se alternando entre os vértices que serao incluidos ou nao, até se atingir
novamente o vértice inicial. Se o ciclo é impar, os dois vértices adjacentes ao vértice
inicial escolhido serao descartados. Para cliques basta selecionar aleatoriamente um
anico vértice. Ja para as arvores o computo do conjunto independente méaximo foi
feito via programacao dinamica.

Para encontrar um conjunto independente maximo em &arvores, inicialmente
esta serd classificada em seus niveis e, a partir do nivel mais baixo até a raiz,
cada vértice v receberda duas notas: COM, = 1+ Y pcpines SEMp e SEM, =
Y rerithos Mar(COMp, SEMF), sendo Filhos o conjunto dos filhos do vértice em ané-
lise. Para um vértice folha v, COM, = 1 e SEM, = 0. Uma vez atribuidas as
notas e iniciando-se da raiz, para cada vértice v, se COM, > SEM,, entao o vér-
tice v é escolhido para perfazer o conjunto independente, e descartado caso contrario
(COM, < SEM,).

Nas instancias de Zhang et al. [2011], para cada grafo G, nove grafos de con-
flitos G distintos foram gerados. Tomando isto como padrdo, para cada classe de
instancia Ty = {A, B,...,I} foram gerados nove grafos de conflitos distintos, po-
rém com o mesmo numero de conflitos. As cardinalidades de um conjunto inde-
pendente maximo sobre os grafos G, denotado por |I|, que representa um limite
superior de arcos que podem compor a solucao das instancias 77, sao dadas por
|| = {99,144, 238,191, 284, 377,284, 377,468}, nesta ordem, para as classes A, B, ..., [.

Os algoritmos desenvolvidos foram implementados em C+-+ e executados em uma
méaquina Intel Core i7 980 (3.33GHz), com 24GB de RAM. A tabela 4.2 apresenta,
para cada classe de instancia 77 e para cada algoritmo aproximativo, a média do
namero de arcos que compdem a solu¢ao (denominada S), e a média da porcentagem
do nimero de arcos na solu¢ao (denominada %) com relagdo ao limite superior de
arcos que podem compor esta solucao (|]). A tabela 4.3 apresenta estatisticas sobre
os valores de minimo, maximo, média, desvio-padrao e coeficiente de variacao, nesta
ordem, para as porcentagens de arcos nas solucoes.

Ao analisar os valores de minimo presentes na tabela 4.3, nota-se o fator de
aproximagao dos seis algoritmos, nunca inferior a 50%. Percebe-se, analisando os co-
eficientes de variacao das solugoes geradas, que os algoritmos Greedy, e Greedy; sao
menos estaveis que os demais, por serem dependentes do ntmero de ciclos dos grafos
G das instancias testadas.

Procedendo a uma anélise entre as abordagens early e late dos trés algoritmos
aproximativos, através do computo dos intervalos de confianca sobre a média dos valo-
res das solucoes geradas, apresentados na tabela 4.4, conclui-se, com 99% de confianca,

que as abordagens early e late sao significativamente diferentes. Para os trés algorit-
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Tabela 4.2. Resultados para algoritmos aproximativos.

Sort, Sort, Greedy, Greedy, Degree, Degree;
S % S % S % S % S % S %

s

53.3 539 68.8 69.5 640 646 778 786 73.0 737 812 82.0
78.9 54.8 102.0 70.8 98.3 683 118.6 823 108.9 756 119.9 83.3
124.8 524 167.7 70.4 141.4 59.4 1783 749 1721 723 192.8 81.0
103.0 539 1334 699 1498 784 168.1 88.0 151.7 794 163.3 855
150.6 53.0 1979 69.7 1916 674 2324 81.8 217.7 76.6 237.7 83.7
194.8 51.7 259.2 688 229.7 609 2916 773 275.1 73.0 304.3 80.7
148.7 52.3 1943 684 235.1 82.8 260.2 91.6 225.7 79.5 244.1 86.0
193.2 51.3 260.6 69.1 2674 70.9 315.7 83.7 288.1 76.4 3134 83.1
245.0 524 329.8 70.5 3029 64.7 375.0 80.1 353.2 755 386.7 82.6

HIDIQEEOQE >

Tabela 4.3. Estatisticas sobre as porcentagens de arcos nas solugoes.

Sort, Sort; Greedy. Greedy, Degree. Degree;

min 50.00 64.65  55.88 71.01 69.33 77.78
maxr 6250 7475  85.21 93.31 83.10 89.53
med 52.85 69.67  68.62 82.06 75.78 83.10
stdev  2.35 1.96 7.81 5.43 2.94 2.59
covar 0.04 0.03 0.11 0.07 0.04 0.03

mos aproximativos, uma vez que as médias de cada um dos algoritmos, segundo as
duas abordagens, nao fazem parte do intervalo de confianca de seus pares, revela a
abordagem [ate como mais indicada, por gerar solu¢oes com maior niimero de arcos,

como ja demonstrado teoricamente.

Fazendo uma andlise entre os algoritmos Sort)(G,G), Greedy(G,G) e
Degree)(G,G), para a abordagem late que se demonstrou mais eficiente para o
SAMRDN, baseada novamente nos intervalos de confianca sobre as médias das so-
lucoes apresentadas na tabela 4.4 tem-se, com 99% de confianca, que o algoritmo
Sort)(G,G) é significativamente diferente dos demais, sendo o menos indicado para o
conjunto de instancias testadas (o valor médio das solu¢oes nao pertence aos intervalos
de confianga dos demais algoritmos). Porém, ainda observando os intervalos de confi-
anga sobre as médias das solu¢des, nio se pode dizer que os algoritmos Greedy;(G, G)
e Degree)(G,G) sdo significativamente diferentes, com 99% de confianca, uma vez

que a média do algoritmo Degree;(G, G) faz parte do intervalo de confianga do algo-
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ritmo Greedy,(G,G). Assim sendo, um novo intervalo de confianca deve ser feito sobre
a média da diferenca entre as solu¢des produzidas pelos algoritmos Greedy;(G,G) e

Degree;(G, G) (teste t emparelhado). Os resultados estdo apresentados na tabela 4.5.

Tabela 4.4. Intervalos de Confianca (99%) para a média.

IC Sort, Sort; Greedy. Greedy, Degree, Degree;

min 52.18 69.11  66.38 80.50 74.94 82.36
max 53.52 70.24  70.86 83.61 76.63 83.85

Como ja era de se esperar, ao analisar a tabela 4.5, com 99% de confianca os
algoritmos Greedy, (G, G) e Degree;(G, G) nao sao significativamente diferentes (o in-
tervalo de confianga inclui o ponto zero). Porém, com uma confianca de 95%, pode-se
afirmar que Greedy,(G, G) e Degree/(G,G) sdo significativamente diferentes, sendo o
algoritmo Degree;(G,G) capaz de encontrar solucoes de maiores cardinalidades para
SAMRDN, para as instancias testadas. O algoritmo Greedy,(G,G) possui maior de-
pendéncia sobre o grafo de entrada, G = (V, A), e o nimero de ciclos que este possui,
para a geracao do subconjunto S, sobre o qual é calculado um conjunto independente

maximo em G, retornado como solugao.

Tabela 4.5. Estatisticas sobre a média da diferenca das solucgoes.

(Greedy, — Degree;) ICurr  99%  95%

med 1.05 min -0.26 0.09
stdev 4.53 max 236 2.01




Capitulo 5

Pré-processamento de Instancias

Neste capitulo serd proposto um pré-processamento das instancias visando a reducao
de seu tamanho em termos de ntimero de arcos do grafo G e nimero de arestas no grafo
G, para ambos os problemas, SAMRDN e SAMRDP. Apés isto, sera feita uma compa-
racao via testes computacionais sobre as solugoes geradas, antes e apds a reducao das
instancias, utilizando-se das formulagoes de programacao linear inteira ja apresentadas
para os problemas.

Para proceder ao pré-processamento das instancias e posterior comparacao das
solucoes geradas, aquelas instancias usadas para os algoritmos aproximativos, tratados
na secao 4.3, nao serao mais utilizadas, visto que ja nao se faz mais necessério o céalculo
de um conjunto independente maximo em G em tempo polinomial.

Foram entao geradas novas instancias, denominadas 75, em que os grafos G e
G sado completamente aleatérios e suas densidades sdo pré-estabelecidas. Para este
novo conjunto de instancias, o nimero de vértices do grafo GG foi mantido dentro do
intervalo das instancias de Zhang et al. [2011], n = (50,100, 150,200, 250, 300). As
densidades do grafo G, que irao definir seu nimero de arcos, foram definidas como
da(%) = (1.5,1.75,2.0,2.25,2.5,2.75,3.0), para cada conjunto de vértices, totalizando
42 instancias. A densidade do grafo G foi pré-estabelecida em dg = 0.5%, e define o

nimero de restrigoes disjuntivas para as instancias.

5.1 Reducao de instancias para SAMRDN

Considere o grafo G = (V, A) e o grafo de conflitos G = (A4, E). Seja A’ C A um
conjunto maximo de arcos que forma a solugdo do problema tal que G[A’] seja aciclico
e A’ seja um conjunto independente em G. Podem ser definidas algumas propriedades

para o problema do Subgrafo Aciclico Maximo sob Restrigoes Disjuntivas Negativas.

45
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Lema 5.1.1. Se G nao tem ciclos o problema se reduz ao cdlculo do conjunto indepen-

dente mdzimo em G.

Prova. A cardinalidade de um conjunto independente méximo I em G é um limite
superior para o valor da solucao do problema. Dado G aciclico, este conjunto é a

solugao 6tima do problema, visto que G[I] é aciclico. ]

Lema 5.1.2. Se G ndo tem arestas o problema se reduz a determinar o subgrafo aciclico

mdzimo em G.

Prova. Dado E = (), o problema SAMRDN se reduz ao SAM. Qualquer subconjunto
A’ tal que G[A'] seja aciclico constituird um conjunto independente em G, uma vez que

todos seus vértices possuem grau nulo. ]

Lema 5.1.3. Se um arco a’ nao pertence a nenhum ciclo de G e tiver grau nulo em

G, a' pertence a toda solucio dtima do problema.

Prova. Suponha S uma solugao 6tima tal que o’ ¢ S. Considere outra solu¢ao S’ =
S U{a'}. Tem-se G[S’] aciclico, pois @’ nao cria nenhum ciclo em G, e S" é conjunto
independente em G, pois a’ ndo tem vértices adjacentes. Logo |S’| > |S| e S nao é

solucao 6tima. O

Lema 5.1.4. Se um arco a’ nao pertence a nenhum ciclo de G e induz, junto com seus
vértices vizinhos, uma clique em G, sempre existird uma solucdo dtima que inclui o

arco a'.

Prova. Seja C o conjunto de vértices adjacentes a o’ em G. Seja A’ uma solucio
6tima do problema tal que o’ ¢ A’. Se A ¢ € C tal que ¢ € A’, entdo considere
A" = A'Ud'. Tem-se que A” é conjunto independente em G e G[A”] ¢ aciclico, pois
a’ ndo cria nenhum ciclo em G. Logo, tem-se |A”| > |A|, o que é um absurdo. Caso
contrario, se 3 ¢ € C tal que ¢ € A’, entdo considere A” = A’ U{d'} — {c}. G[A"] ¢
aciclico e A” é conjunto independente em G, ja que nenhum outro vértice de C' pode
estar em A" e |A"| = |A’|. Portanto, A” é solucao 6tima do problema.

0

Lema 5.1.5. Se para todo ciclo ¢ = v;a;vja,vy, . . . V@i 1v; de G, existem arcos a; e a;
pertencentes a c tais que a; e a; sao adjacentes em G, o problema se reduz ao cdlculo

do conjunto independente em G.

Prova. Um conjunto independente I em G incluird no maximo um dentre os vértices

a; e aj, por serem adjacentes, logo G[I] serd aciclico. ]
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5.1.1 Testes de Reducao

Seja uma instancia de SAMRDN composta pelos grafos G = (V,A) e G = (A4, E).
Considere SAMRDNG (Subgrafo Aciclico Maximo sob Restri¢oes Disjuntivas Negativas
Generalizado) uma generalizagao de SAMRDN. SAMRDNG pode ser definido por um
grafo direcionado G = (V, A) e um grafo de conflitos G = (4, B, E), no qual seu
conjunto de vértices é definido por AU B. O conjunto B inclui todos os vértices de
G' que nao possuem arcos correspondentes em G. Se B = (), entdo a instancia de
SAMRDNG ¢é a mesma de SAMRDN.

Considere offset um conjunto composto por arcos pré-selecionados a fazerem parte
de uma solucao de SAMRDNG, que sao entao removidos do conjunto A. Com base

nos Lemas 5.1.1-5.1.5, tém-se as defini¢oes dos seguintes testes de reducao:

(T1) Se um arco a’ € A ndo pertence a nenhum ciclo de G e ¢’ induz, junto com os seus
vértices vizinhos, uma clique em G, denominada cliqueg(a’) = a’ U adja(a’), em
que adjs(a’) representa todos os vértices adjacentes a a’ em G, entao a solucao de
SAMRDNG ¢ equivalente se acrescentarmos previamente o arco a’ ao conjunto
offset e fazer G' = (V,A"), G' = (A',B,E'), em que A" = A — cliqueg(d’) e

E' = E — Gcliqueg(a’)]. Para um exemplo, veja a Figura 5.1.

JANDA!

(a) G=(V,A) (b) G = (A,B,E)
offset = {a}
o
o
9 ®
*—0
() G'=(V,4) (d) G'= (A", B, E')

Figura 5.1. (T1) aplicado a SAMRDNG.
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(T2) Se um arco a’ € A nao pertence a nenhum ciclo de G, porém o’ nao induz, junto
com os seus vértices vizinhos, uma clique em G, entdo a solucao de SAMRDNG
¢ equivalente fazendo-se G’ = (V,A') e G’ = (A, B',E), em que A’ = A —{d'} e
B’ = BU{d'}. Para um exemplo, veja a Figura 5.2.

o
(a) G=(V,A) (b) G =(A,B,E)
\ :
\ . a,
(c) G'=(V,A) (d) G'=(A",B",E)

Figura 5.2. (T2) aplicado a SAMRDNG.

(T3) Se para um arco a’ = (u,v) € A identificou-se a nao existéncia de caminhos de
v para u (v ~ u) livres de conflitos entre pares de arcos pertencentes ao cami-
nho, e @' induz, junto com os seus vértices vizinhos, uma clique em G, denomi-
nada cliquez(a’), entao a solugdo de SAMRDNG é equivalente se acrescentarmos
previamente o arco a’ a offset e fazer G' = (V,A"), G' = (A', B, E'), em que
A’ = A —cliqueg(a’) e B' = E — Gcliqueg(a’)]. Para um exemplo, veja a Figura
5.3.

(T4) Se para um arco a’ = (u,v) € A identificou-se a nao existéncia de caminhos de
v~ u livres de conflitos entre pares de arcos pertencentes ao caminho, porém a’
nao induz, junto com os seus vértices vizinhos, uma clique em G, entdo a solucio
de SAMRDNG ¢ equivalente fazendo-se G’ = (V, A") e G’ = (A', B', E), em que
A'=A—d e B = B+ d. Para um exemplo, veja a Figura 5.4.
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AN

(a) G =(V,4) (b) G =(A,B,E)

offset = {a'}

A

(¢) G' = (V, A") (d) G' = (A, B, E")

Figura 5.3. (T3) aplicado a SAMRDNG.

(T5) Se um vértice ¥ € B induz, junto com os seus vértices vizinhos, uma clique
em G, denominada cliques(b'), entdo a solucio de SAMRDNG é equivalente
acrescentando-se previamente o arco b a offset e fazendo G’ = (V, A, G' =
(A, B',E'), em que A" = A — cliquea(V'), B = B — cliqueg(b') e E' = FE —

Glcliques(b')]. Para um exemplo, veja a Figura 5.5.

5.1.2 Programacao linear inteira para SAMRDNG

Seja G = (V,A) e G = (A, B, E), no qual seu conjunto de vértices ¢ definido por
A" = AU B, uma instancia de SAMRDNG. O modelo de programagcao linear inteira
adaptado para SAMRDNG pode ser expresso pela varidvel de decisao x;; definindo os
arcos A’ € A" que fardo parte da solucao, modelada nas equacoes 5.1 e 5.2, sujeito as
restricoes presentes em 5.3 — 5.6. Assim como no modelo para SAMRDN, a variavel y;

atribuird um ntmero real a cada vértice 1 € V.

1, se(i,j) e A, vV oo(i,j) € AT

0, caso contrario.
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NN

(a) G=(V,4) (b) G = (A, B, E)
A
@, \
c b’
*—o a
b' c
B
(c) G =(V,A) (d) G = (A", B, E)

Figura 5.4. (T4) aplicado a SAMRDNG.

max Z Tij (5.2)

(i,j)eAT

sujeito a:

yi—yiz(+n)zy;—n ¥V (1,j) €A, i#] (5.3)
i+ <1 vV {(i,7),(k,)} e E (5.4)
vi={y,eR:0<y; <n} V i€V (5.5)
ry € {01} ¥ (i) € A" (5.6)

A equagdo 5.2 representa a fun¢ao objetivo do problema. A restri¢ao 5.3 garante
que, para todo arco (4, j) € A, se x;; = 1 entdo y; —y; > 1, e é suficiente para prevenir
a ocorréncia de ciclos em G. Repare que para esta restri¢ao, os arcos a = (i,7) € B,
que nao mais fazem parte de G e que ainda podem fazer parte da solucao do problema,

sao obviamente excluidos da restricao de aciclicidade em G.
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A
¢
d c' d a
a' b
B
(a) G =(V,A) (b) G = (A, B, E)
A’ offset = {b'}
. @
c
d c
" o
B
(¢) G' = (V. 4) (d) &' = (A, B E')

Figura 5.5. (T5) aplicado a SAMRDNG.

Assim como para SAMRDN, a restricao 5.4 admite que no maximo um dos dois
arcos da restricao disjuntiva negativa esteja presente na solucao. A restricao dada em
5.5 define a variavel y; como um ntmero real nao negativo e a restricao 5.6 garante a

integralidade da solugao do problema.

5.1.3 Implementacao para pré-processamento de instancias
em SAMRDN

Com base nos testes (T1)—(T5) apresentadas anteriormente para SAMRDNG, foi pos-
sivel proceder a reducao das instancias com relagao ao niimero de arcos e niimero de
conflitos, apresentada no algoritmo Reduzsayrpna(G,G).

Primeiramente, deve-se identificar se um arco a € A nao pertence a nenhum
ciclo de G. Para isto, usou-se o conceito de componentes fortemente conexas (cfc)
sobre o grafo direcionado G. Se para o arco a = (u,v), 0s vértices u e v pertencem
a cfc distintas, entao o arco a nao pertence a nenhum ciclo de G. Para a detec-
¢ao de componentes fortemente conexas no grafo G, usou-se os algoritmos DFS(G) e
STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS(G), apresentados por exemplo em Cor-

men et al. [2009]. No algoritmo Reduzsanrpna(G, G), esta condi¢ao sera denominada
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cond;.

Além disto, deve-se também identificar se um arco a = (u,v) € A participa
somente de caminhos v ~» u nos quais pelo menos um dos arcos que compoem estes
caminhos estd em conflito com a. Para este procedimento, a partir do mesmo arco
a = (u,v), pode ser verificada a existéncia de um caminho ¢, a partir de v, dada a
seguinte condicdo: se v possui grau de saida 0~ (v) = 1, entdo o arco (v, w) fard parte
de todo ciclo que inclua (u,v). O arco (v, w) passa a compor o caminho ¢, e o vértice
w passa a ser denominado v. Esta condi¢do se repete até que d~(v) # 1, ou u = v.

Da mesma forma, apés identificado o caminho ¢, e se u # v, sera averiguada a
existéncia de um caminho ¢, a partir de u, dada a seguinte condicao: se u possui grau
de entrada 07 (u) = 1, entdo o arco (w, u) fara parte de todo ciclo que inclua a = (u,v).
O arco (w,u) passa a compor o caminho ¢, e o vértice w passa a ser denominado wu.
Esta condi¢ao se repete até que 6" (u) # 1, ou u = v. Tem-se entdo um caminho
C =c,U{a} Uec,.

Se existe conflito entre dois arcos pertencentes a C, conclui-se que nao ha ciclos
que incluam o arco a = (u,v) livres de conflitos entre pares de arcos. Caso contrario,
deve-se identificar a nao existéncia de caminhos P = v ~ u livres de conflitos, ou seja,
pelo menos um dos arcos de C, denominado ¢, devera estar em conflito com no minimo
um dos arcos de P, denominado p’. Em outras palavras, deve-se verificar se existem
vértices ¢’ e p’ adjacentes em G, para todo caminho P = v ~» u.

Para este procedimento, dado um arco a = (u,v) e determinado o caminho C' =
u ~ v, apaga-se temporariamente do grafo G todos os arcos em conflito com os arcos
de C' e, a partir do vértice v, aplica-se DFS(G). Se o vértice u foi alcan¢ado na execugao
de DFS(G), entdo a condigao nao foi satisfeita, ou seja, ndo foi provada a inexisténcia
de caminhos P = v ~ wu livres de conflitos entre pares de arcos. Esta condicao sera
denominada conds no algoritmo utilizado para a reducao de instancias.

Vale ressaltar que, para o procedimento apresentado acima (conds), ainda que
o veértice u seja alcancado, pode ser que nao exista o caminho P = v ~» u, pois o
procedimento nao é capaz de detectar conflitos entre pares de arcos de P (p] € P e
Py € P), tal que estes arcos nao pertencam ao caminho C' (p} ¢ C e p, ¢ C). Para que
esta condicao seja detectada, ha de se resolver o problema de existéncia de caminho
entre o vértice inicial v e o vértice final u sob restricoes disjuntivas negativas. Este
problema é provado N'P-Completo [Kann, 1994].

O pseudo-codigo para Reduzsanrpna(G, G) apresenta, em suas linhas 5-16, os
testes de reducdo (T1)-(T4), para cada arco a = (i,j) € A. Se uma das condicoes,
condy ou conds, for satisfeita para algum arco (linha 17), gerando uma redugao da ins-

tancia, entao o algoritmo, em suas linhas 19-29, executa o teste (T5) para cada vértice
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b= (i,j) € B, iterativamente enquanto algum destes vértices induzirem, juntamente
com seus vértices vizinhos, uma clique em G. O algoritmo executa iterativamente (li-
nhas 3-31) todos os testes de redu¢do enquanto uma das condigoes, cond; ou conds,
for satisfeita para algum arco a € A. Entdo o algoritmo retorna os grafos G = (V, A)
e G = (A, B,E), apos os testes de reducao (T1)-(T5), além do conjunto offset, que

contém arcos pré-selecionados a comporem uma solugdo de SAMRDNG (linha 32).

Algorlthm 1 RedUZSAMRDN(;(G = (V, A), G = (A, fg7 E))

1: of fset + 0;

2: testl < true;

3: while (testl) do
4: testl < false;

5: for (each arc a = (i,7) € A) do
6: if (cond; || cond,) then

7 testl < true;

8: if (aUadjz(a) is clique) then
9: G «+ G — cliqueg(a);
10: G + G — cliqueg(a);
11: of fset < a;

12: else

13: G+ G—a

14: B + a;

15: end if

16: end if

17: end for
18: if (testl) then

19: test2 < true;

20: while (test2) do

21: test2 < false;

22: for (each vertice b = (i,j) € B) do
23: if (bU adjaz(b) is clique) then
24: G <+ G — cliqueg(b);

25: G + G — cliqueg(b);

26: B <+ B — cliqueg(b);

27: of fset < b;

28: test2 < true;

29: end if

30: end for

31: end while

32: end if
33: end while B
34: return (G, G, of fset)
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5.1.4 Resultados computacionais para o pré-processamento
das instancias em SAMRDN

Apos a execucdo do Algoritmo Reduzsanrpna(G,G), considerando G = (V, A) e G =
(A, B, E) uma instancia de SAMRDN transformada em uma instancia de SAMRDNG,
na qual B = () como entrada para o algoritmo, e considerando G’ = (V, A") e G’ =
(A, B', E') uma instancia de SAMRDNG retornada pelo algoritmo, além do conjunto
offset, obteve-se os resultados dos testes de reducao sobre as instancias 75, relatados
na Tabela 5.1.

Nesta tabela, considere R4(%) = 100x (JA| —|A’])/|A| a porcentagem da reducao
sobre a cardinalidade do conjunto de arcos A, e Rg(%) = 100 x (|E| — |E'])/|E| a
porcentagem da redugdo sobre o nimero de conflitos |E|. O nimero de arcos inseridos
previamente na solucado de SAMRDNG com a redugao estao especificados em offset e
t.(sec) & o tempo consumido na execugao do algoritmo, em segundos.

Pela analise da Tabela 5.1 percebe-se que, quanto maior o niimero de vértices da
instancia, e consequentemente maior o nimero de arcos e de conflitos (por serem defini-
dos conforme densidades pré-estabelecidas dos grafos G e G, respectivamente), menor
é o efeito da reducao. Além disto, no geral, conforme as densidades do grafo G, defi-
nidas como dg(%) = (1.5,1.75,2.0,2.25,2.5,2.75,3.0), vao aumentando, mantendo-se
constante o nimero de vértices, os efeitos da reducao também sao menores. Os tempos
de processamento ficam mais elevados conforme se aumenta o ntimero de vértices e
densidades dos grafos das instancias.

A partir da Tabela 5.2 percebe-se o efeito do pré-processamento, para os conjuntos
de instancias que possuem os conjuntos de vértices com mesmas cardinalidades, com
relacao as médias das redugdes sobre o ntimero de arcos (KLg, (%)) e de conflitos (Kg, (%))

das instancias Ty, confirmando a anélise feita previamente.

5.2 Reducado de instancias para SAMRDP

Considere o grafo G = (V,A) e o grafo de coagio G = (A, E) uma instancia de
SAMRDP. Seja A’ € A um conjunto méaximo de arcos que forma a solugdao do
problema tal que G[A’] seja aciclico e A’ seja uma cobertura por vértices em G. Podem
ser definidas as seguintes propriedades para o problema do Subgrafo Aciclico Méximo

sob Restricoes Disjuntivas Positivas.
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Tabela 5.1. Resultados da reduc¢ao de SAMRDNG para T5.
SAMRDN SAMRDNG Porcentagens da Reducao Solucao

VI Al E] A B B Ra(%) Rp(%) offset  t.(sec)
50 37 4 0 0 0 100.00 100.00 34 0.0005
50 43 5 0 0 0 100.00 100.00 39 0.0006
50 49 6 2 0 0 95.92 100.00 41 0.0008
50 56 8 5 0 0 91.07 100.00 46 0.0016
50 62 10 20 1 3 67.74 70.00 36 0.0087
50 68 12 0 0 0 100.00 100.00 60 0.0012
50 74 14 2 0 0 97.30 100.00 61 0.0020
100 149 56 8 1 2 94.63 96.43 107 0.0202
100 174 76 0 0 0 100.00 100.00 126 0.0521
100 198 98 77 8 31 61.11 68.37 79 0.1660
100 223 124 157 11 90 29.60 27.42 37 0.5170
100 248 154 164 15 100 33.87 35.06 43 0.5280
100 273 186 233 10 164 14.65 11.83 19 0.5930
100 297 220 274 6 211 7.74 4.09 11 0.8220
150 336 282 199 46 191 40.77 32.27 56 1.2300
150 392 384 279 34 297 28.83 22.66 47 1.8200
150 447 499 360 45 443 19.46 11.22 24 3.0800
150 503 632 470 22 616 6.56 2.53 6 3.3500
150 559 780 516 29 756 7.69 3.08 8 5.9700
150 615 945 609 2 934 0.98 1.16 2 5.5600
150 671 1124 662 7 1116 1.34 0.71 1 6.4900
200 597 890 524 56 861 12.23 3.26 10 5.4300
200 697 1213 665 28 1208 4.59 0.41 3 9.3100
200 796 1583 764 29 1579 4.02 0.25 2 11.2000
200 896 2005 888 8 2005 0.89 0.00 0 15.1000
200 995 2473 967 24 2462 2.81 0.44 2 18.4000
200 1095 2995 1084 11 2995 1.00 0.00 0 22.1000
200 1194 3562 1194 0 3562 0.00 0.00 0 13.5000
250 934 2179 891 38 2161 4.60 0.83 3 19.1000
250 1090 2968 1077 11 2963 1.19 0.17 1 28.3000
250 1245 3872 1244 1 3872 0.08 0.00 0 38.2000
250 1401 4904 1392 9 4904 0.64 0.00 0 47.2000
250 1557 6057 1537 20 6057 1.28 0.00 0 56.6000
250 1712 7324 1700 12 7324 0.70 0.00 0 67.2000
250 1868 8719 1868 0 8719 0.00 0.00 0 40.4000
300 1346 4526 1317 27 4520 2.15 0.13 1 49.3000
300 1570 6159 1560 10 6159 0.64 0.00 0 68.7000
300 1794 8042 1787 7 8042 0.39 0.00 0 88.3000
300 2019 10186 2015 4 10186 0.20 0.00 0 117.0000
300 2243 12573 2243 0 12573 0.00 0.00 0 74.4000
300 2467 15210 2467 0 15210 0.00 0.00 0 85.7000
300 2691 18097 2691 0 18097 0.00 0.00 0 100.000
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Tabela 5.2. Médias para reducao em 15 para SAMRDNG.

V| 50 100 150 200 250 300

Wrao 93.15 4880 15.09 3.65 1.21 0.48
Mrpo 95.71 49.03 1052 0.62 0.14 0.02

Lema 5.2.1. Se GG nao tem ciclos, o conjunto de arcos A € a solugao dtima do problema
Prova. Conjunto A é a cobertura por vértices maxima em G e G[A] é aciclico. O

Lema 5.2.2. Se G ndo tem arestas o problema se reduz a determinar o subgrafo aciclico

mdzimo em G.

Prova. Se E = (), SAMRDP se reduz ao SAM, pois ndo ha arestas em G a serem

cobertas. O]

Lema 5.2.3. Se um arco a’' ndao pertence a nenhum ciclo de G, a' sempre pertencerd

a uma solucao.

Prova. Suponha S uma solugao 6tima tal que o’ ¢ S. Considere S’ = S U {d'} outra
solugao. Tem-se G[S’] aciclico, pois a’ ndo cria ciclos, e S’ € uma cobertura por vértices
em G. Logo S’ ¢ solucio de SAMRDP, e |S’| > |S|. Absurdo. O

Usando o Lema 5.2.3, é possivel promover a reducao do tamanho da instancia em
termos de numero de arcos e de conflitos. Pode-se dizer que, se um arco a’ € A nao
pertence a nenhum ciclo de G, a solucao de SAMRDP é equivalente acrescentando-se
previamente o arco a’ ao conjunto offset, assim como para SAMRDNG, e fazendo-se
G'=V,A)eG = (A, E),emque G'=G —{d'} e G'=G - {d}.

O algoritmo Reduzsanrpp(G,G) apresenta a reducio proposta para SAMRDP.

O teste cond; (linha 2) é o mesmo utilizado no algoritmo Reduzsanrpna(G,G).

Algorlthm 2 RedquAMRDp(G = (V, A), G = (A, E))

1: for (each arc a = (i,j) € A) do
2 if (cond,) then

3: G+ G—a;

4: G« G- a;

5 of fset « a;

6 end if

7: end for

8: return (G, G, of fset)
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5.2.1 Resultados computacionais para o pré-processamento
das instancias em SAMRDP

Apos a execucdo do algoritmo Reduzsayrpp(G,G), considerando G = (V,A) e
G = (A, E) uma instancia de SAMRDP, obtém-se G' = (V, 4"), G' = (A, E') e off-
set.  Os resultados da reducao sobre as instancias Ty sao relatados na Tabela 5.3.
Note que R4 (%), Rr(%), offset e t.(sec) sao tais como definidos na segao 5.1.4 para
Reduzsanrpna(G, G). Considere RSAMRDP a instancia de SAMRDP retornada pelo
algoritmo.

Analisando a Tabela 5.3 percebe-se novamente que, assim como para SAMRDNG,
quanto maiores os numeros de vértices das instancias, e consequentemente mai-
ores os numeros de arcos e de conflitos, menor é o efeito da reducao. Além
disto, quanto maiores as densidades dos grafos G, definidas como dg(%) =
(1.5,1.75,2.0,2.25,2.5,2.75,3.0), para o mesmo conjunto de vértices V', menores tam-
bém sao os efeitos da reducdo. A Tabela 5.4 apresenta as médias das redugoes dos
numeros de arcos e de conflitos para cada conjunto de instancias que possuem as mes-

mas cardinalidades dos conjuntos de vértices V', que corrobora esta analise.

5.3 Resultados computacionais para a otimizacao

Para proceder & otimizacao das instancias 7, segundo SAMRDNG e SAMRDP, fo-
ram utilizadas as modelagens matematicas de programacao linear inteira ja apresen-
tadas para ambos os problemas. Os algoritmos desenvolvidos foram implementados
em C+-, em interface com o Concert API do CPLEX 12.5. Todas as opcoes de pré-
processamentos, heuristicas e geracao de cortes do resolvedor foram desativados. Os
experimentos foram realizados em uma maquina Intel Core i7 980 (3.33GHz), com
24GB de RAM. Para todos os experimentos, o tempo limite foi estabelecido em 1800
segundos.

Ao analisar as tabelas 5.5 e 5.7, as trés primeiras colunas se referem aos dados
das instancias, sendo |V, |A| e |E| as cardinalidades dos conjuntos de vértices, arcos
e de restrigoes disjuntivas, respectivamente. Considere BI (Best Integer) o melhor va-
lor da solugao encontrada pelo resolvedor, BB (Best Bound) o limite superior para a
solucao encontrado pelo resolvedor até o momento no qual a execucao do algoritmo é
interrompida, GAP a porcentagem da diferenga entre BI e BB, t(sec) o tempo de
processamento (em segundos) no software CPLEX e ¢,..(sec) a soma dos tempos de pré-
processamento da instancia e da otimizacao no CPLEX. A dltima coluna BI+offset

apresenta a soma de BI apos a reducao com os arcos adicionados previamente a solu-
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Tabela 5.3. Resultados da reducao de SAMRDP para Ts.

SAMRDP RSAMRDP Porcentagens da Reducao Solucao
V] |A| |E| |A’] IE’| Ra(%) Ri(%) offset t, (sec)
50 37 4 0 0 100.00 100.00 37 0.0005
50 43 5 0 0 100.00 100.00 43 0.0006
50 49 6 2 0 95.92 100.00 47 0.0006
50 56 8 13 2 76.79 75.00 43 0.0007
50 62 10 33 4 46.77 60.00 29 0.0007
50 68 12 6 0 91.18 100.00 62 0.0007
50 74 14 12 2 83.78 85.71 62 0.0008
100 149 56 40 3 73.15 94.64 109 0.0038
100 174 76 102 26 41.38 65.79 72 0.0046
100 198 98 137 53 30.81 45.92 61 0.0050
100 223 124 189 94 15.25 24.19 34 0.0054
100 248 154 217 110 12.50 28.57 31 0.0063
100 273 186 244 148 10.62 20.43 29 0.0068
100 297 220 280 197 5.72 10.45 17 0.0053
150 336 282 241 137 28.27 51.42 95 0.0083
150 392 384 308 242 21.43 36.98 84 0.0112
150 447 499 387 375 13.42 24.85 60 0.0128
150 503 632 475 557 5.57 11.87 28 0.0129
150 559 780 525 689 6.08 11.67 34 0.0098
150 615 945 611 938 0.65 0.74 4 0.0147
150 671 1124 663 1095 1.19 2.58 8 0.0154
200 597 890 531 683 11.06 23.26 66 0.0191
200 697 1213 667 1116 4.30 8.00 30 0.0165
200 796 1583 765 1455 3.89 8.09 31 0.0214
200 896 2005 888 1966 0.89 1.95 8 0.0212
200 995 2473 969 2338 2.61 5.46 26 0.0246
200 1095 2995 1084 2938 1.00 1.90 11 0.0274
200 1194 3562 1194 3562 0.00 0.00 0 0.0260
250 934 2179 893 2019 4.39 7.34 41 0.0254
250 1090 2968 1078 2902 1.10 2.22 12 0.0309
250 1245 3872 1245 3872 0.00 0.00 0 0.0332
250 1401 4904 1392 41838 0.64 1.35 9 0.0376
250 1557 6057 1537 5933 1.28 2.05 20 0.0408
250 1712 7324 1700 7241 0.70 1.13 12 0.0460
250 1868 8719 1868 8719 0.00 0.00 0 0.0487
300 1346 4526 1318 4328 2.08 4.37 28 0.0434
300 1570 6159 1560 6081 0.64 1.27 10 0.0543
300 1794 8042 1787 7974 0.39 0.85 7 0.0610
300 2019 10186 2015 10155 0.20 0.30 4 0.0635
300 2243 12573 2243 12573 0.00 0.00 0 0.0742
300 2467 15210 2467 15210 0.00 0.00 0 0.0777
300 2691 18097 2691 18097 0.00 0.00 0 0.0835
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Tabela 5.4. Médias para redugdo em To para SAMRDP.

V| 50 100 150 200 250 300

Ur,(%) 8492 27.06 10.95 3.39 1.16 0.47
Wrpe) 88.67 41.43 20.01 6.95 201 0.97

cao pelo pré-processamento da instancia, especificados em offset, ja apresentados em

tabelas anteriores.

5.3.1 Comparacao das solucoes de SAMRDNG antes e apés o

pré-processamento da instancia

Os resultados da formulacdo matematica de programacao linear inteira para
SAMRDNG sobre as instancias T; estao presentes na Tabela 5.5. Para algumas instan-
cias, sequer é necessario a execucao de SAMRDNG apés a reducao no CPLEX, visto
que durante o pré-processamento da instancia ja se tornou possivel conhecer o valor
6timo da solugdo, como por exemplo para a instancia |V| = 100, |A| = 174 e |E| = 76.
Os valores de offset sao aqueles ja apresentados na Tabela 5.1.

Ao analisar os intervalos de confianca (ICy;r) para a média da diferenca entre
as solucoes de SAMRDNG, antes e ap6s a reducao, obtidos pelo teste ¢ emparelhado,
presentes na tabela 5.6, com 95% de confianga as solucgoes obtidas ndo sao significati-
vamente diferentes, pois o intervalo inclui o ponto nulo. Porém, com uma confianca de
90%, pode-se afirmar que as otimizacoes para SAMRDNG, antes e apos a reducao das
instancias, sao significativamente diferentes, sendo a modelagem de SAMRDNG apos
o pré-processamento de instancias mais eficiente para encontrar solucoes de maiores
cardinalidades e em menores intervalos de tempo para o problema. Os valores médios
de GAP sao 28.42 e 27.66, para antes e apds a reducao, respectivamente. Porém,
analisando individualmente algumas instancias, como para |V| = 150, |A| = 615 e

|E| = 945, o valor da solugao antes da reducao (309) ¢ maior que apos (308).

5.3.2 Comparacao das solucées de SAMRDP antes e apés o
pré-processamento da instancia
Os resultados da formulagao de programacao linear inteira para SAMRDP sobre as

instancias 75 estao presentes na Tabela 5.7. Para boa parte destas instancias, sequer

a existéncia de uma solucao ¢ conhecida, dentro do tempo limite de processamento,
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Tabela 5.5. Resultados de otimizacao para SAMRDNG sobre instancias 1.

Instancia CPLEX (antes da redugao) CPLEX (ap6s a redugao) BI+
V| |A] |E| BI BB GAP t(sec) BI BB GAP t,.(sec) offset
50 37 4 34 34.00 0.00 0.00 0 - 0.00 0.001 34
50 43 5 39 39.00 0.00 0.00 0 - 0.00 0.001 39
50 49 6 42 42.00 0.00 0.00 1 1.00 0.00 0.001 42
50 56 8 49 49.00 0.00 0.00 3 3.00 0.00 0.002 49
50 62 10 53 53.00 0.00 0.01 17 17.00 0.00 0.009 53
50 68 12 60 60.00 0.00 0.00 0 - 0.00 0.001 60
50 74 14 62 62.00 0.00 0.00 1 1.00 0.00 0.002 62
100 149 56 114 114.00 0.00 0.00 7 7.00 0.00 0.020 114
100 174 76 126 126.00 0.00 0.00 0 - 0.00 0.052 126
100 198 98 140 140.00 0.00 0.02 61 61.00 0.00 0.176 140
100 223 124 159 159.00 0.00 0.00 122 122.00 0.00 0.517 159
100 248 1564 167 167.01 0.01 3.46 124 124.01 0.01 4438 167
100 273 186 175 175.00 0.00 19.62 156 156.00  0.00 8.053 175
100 297 220 191 191.02 0.01 478.42 180 180.02 0.01 471.292 191
150 336 282 213 213.00 0.00 0.02 157 157.00  0.00 1.240 213
150 392 384 235 235.00 0.00 0.05 188  188.00  0.00 1.860 235
150 447 499 262 262.75 0.29 1794.00 238 238.02 0.01 95.350 262
150 503 632 278 278.03 0.01 191.37 272  272.02 0.01 57.700 278
150 559 780 288 299.76 4.08 1793.80 283 291.26 2,92 1793.97 291
150 615 945 309 319.89 3.52  1791.50 306 318.21 3.99 1794.06 308
150 671 1124 324 347.98 7.40 1792.20 317 347.18 9.52 1791.09 318
200 597 890 325 325.00 0.00 254.15 315 315.03  0.01 34.10 325
200 697 1213 344 346.83 0.82 1794.10 341 344.71 1.09 1794.71 344
200 796 1583 370 400.50 8.24 1794.00 365 396.50 8.63 1794.00 367
200 896 2005 384 44450 15.76 1794.10 386 442.50 14.64 1794.10 386
200 995 2473 380 490.50 29.08 1794.10 365 488.50 33.84 1794.20 367
200 1095 2995 390 534.50 37.05 1794.00 399 533.00 33.58 1791.90 399
200 1194 3562 396 584.00 47.48 1793.80 396 584.00 47.48 1793.50 396
250 934 2179 402 462.50 15.05 1794.10 404 456.00 12.87 1792.70 407
250 1090 2968 408 532.50 30.52 1793.80 427 531.00 24.36 1794.60 428
250 1245 3872 411 609.50 48.30 1794.00 424 603.50 42.34 1793.50 424
250 1401 4904 444 685.50 54.39 1793.70 448 684.00 52.68 1796.00 448
250 1557 6057 457 760.00 66.30 1793.70 466 761.00 63.31 1795.80 466
250 1712 7324 444 839.00 88.96 1793.80 475 840.00 76.84 1791.30 475
250 1868 8719 491 91550 86.46 1791.40 491 91550 86.46 1793.30 491
300 1346 4526 456 657.00 44.08 1793.70 472 654.00 38.56 1791.60 473
300 1570 6159 471 765.00 62.42 1793.60 470 768.50 63.51 1791.90 470
300 1794 8042 515 880.50 70.97 1793.40 522 879.00 68.39 1791.50 522
300 2019 10186 533 993.00 86.30 1793.50 522 993.00 90.23 1793.20 522
300 2243 12573 534 1102.50 106.46 1793.40 534 1103.00 106.55 1798.30 534
300 2467 15210 520 1213.50 133.37 1794.00 520 1213.50 133.37 1791.00 520
300 2691 18097 538 1325.50 146.38 1794.10 538 1326.00 146.47 1793.40 538
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Tabela 5.6. Comparacao dos resultados de otimizacdo de SAMRDNG para T5.

Diferenca das solugoes IC4; 95.0% 90.0%

med 2.02 min -0.29 0.10
stdev 7.41 max 4.33 3.95

estabelecido em 1800 segundos, como por exemplo, para a instancia |V| = 150, |A| =
671 e |E| = 1124, para ambos os casos, antes e apds o pré-processamento da instancia.
Nesta tabela, este fato fica caracterizado quando se tem tragos (-) nas colunas de BI,
BB e GAP da instancia.

Para outras instancias, sequer é necessario a execucao da otimizacao no CPLEX
apos o teste de reducao para SAMRDP, visto que durante o pré-processamento da
instancia ja foi possivel conhecer os valores 6timos das solucoes, como para a instancia
V| =50, |A| =37 e |E| = 4.

O intervalo de confianca (IC) para a média da diferenca entre as solucoes de
otimizacao de SAMRDP, antes e apds a reducao, usando-se o teste ¢ emparelhado,
é expresso por: [Cygy = [0.94,8.63]. Ou seja, com 99% de confianca, pode-se dizer
que aplicar a otimizacao apo6s a reducao das instancias é mais indicado para encontrar
solucoes de maiores cardinalidades para SAMRDP, dentro do limite de tempo de pro-

cessamento. Os valores da média e desvio padrao para este teste sdo, respectivamente,
4.79 e 9.21.
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Tabela 5.7. Resultados de otimizagao para SAMRDP sobre instancias T5.

Instancia CPLEX (antes da reducdao) CPLEX (ap6s a redugao) BI+
V| |A] |[E BI BB GAP t(sec) BI BB GAP t{.(sec) offset
50 37 4 37 37 0.00 0.00 0 - 0.00 0.00 37
50 43 5 43 43 0.00 0.00 0 - 0.00 0.00 43
50 49 6 48 48 0.00 0.00 1 1.00 0.00 0.00 48
20 56 8 52 52 0.00 0.01 9 9.00 0.00 0.00 52
o0 62 10 56 56 0.00 0.15 27 27.00 0.00 0.10 56
50 68 12 67 67 0.00 0.00 3 2.00 0.00 0.00 67
50 74 14 71 71 0.00 0.00 9 9.00 0.00 0.00 71
100 149 26 145 145 0.00 0.15 36 36.00 0.00 0.10 145
100 174 76 166 166 0.00 138.00 94  94.00 0.00 93.90 166
100 198 98 183 189 3.04 1800.00 122 127.73 4.69 1793.80 183
100 223 124 205 215 4.90 1800.00 171 181.26 5.99 1793.30 205
100 248 154 217 241 10.90 1800.00 186 209.60 12.69 1793.70 217
100 273 186 233 264 13.40 1800.00 208 235.41 13.17 1793.90 237
100 297 220 252 289 14.80 1800.00 239 272.07 13.83 1793.80 256
150 336 282 314 330 5.08 1800.00 218 233.93 7.31 1793.60 313
150 392 384 347 385 10.90 1800.00 266 300.62 13.01 1793.80 350
150 447 499 386 440 14.00 1800.00 326 379.62 16.45 1785.60 386
150 503 632 418 494 18.30 1800.00 385 466.94 21.28 1790.80 413
150 559 780 452 551 21.80 1800.00 414 516.44 24.74 1793.50 448
150 615 945 492 606 23.10 1800.00 485 602.65 24.26 1794.10 489
150 671 1124 - - - 1800.00 - - - 0.02 8
200 597 890 522 591 13.20 1800.00 457 524.45 14.76 1793.90 523
200 697 1213 569 690 21.30 1800.00 044 659.52 21.24 1794.00 574
200 796 1583 633 789 24.70 1800.00 603 757.79  25.67 1794.00 634
200 896 2005 - - - 1800.00 - - - 0.02 8
200 995 2473 - - - 1800.00 - - - 0.02 26
200 1095 2995 - - - 1800.00 - - - 0.03 11
200 1194 3562 - - - 1800.00 - - - 0.03 0
250 934 2179 - - - 1800.00 - - - 0.03 41
250 1090 2968 - - - 1800.00 - - - 0.03 12
250 1245 3872 - - - 1800.00 - - - 0.03 0
250 1401 4904 - - - 1800.00 - - - 0.04 9
250 1557 6057 - - - 1800.00 - - - 0.04 20
250 1712 7324 - - - 1800.00 - - - 0.05 12
250 1868 8719 - - - 1800.00 - - - 0.05 0
300 1346 4526 - - - 1800.00 - - - 0.04 28
300 1570 6159 - - - 1800.00 - - - 0.05 10
300 1794 8042 - - - 1800.00 - - - 0.06 7
300 2019 10186 - - - 1800.00 - - - 0.06 4
300 2243 12573 - - - 1800.00 - - - 0.07 0
300 2467 15210 - - - 1800.00 - - - 0.08 0
300 2691 18097 - - - 1800.00 - - - 0.08 0




Capitulo 6

Heuristica e Procedimento de
Melhoria para SAMRDN

Inicialmente, sera proposto um procedimento de melhoria para SAMRDN em que,
dada uma solucao inicial A, a aplicacao deste procedimento obtera uma solucao A”.
Na sequéncia, propoe-se o uso deste procedimento como uma Busca Local para uma
heuristica aplicada ao SAMRDN.

6.1 Geracdo de uma soluc3o inicial A’

Para a geracao de uma solucéo inicial A’, propde-se o uso de um dos algoritmos aproxi-
mativos apresentados na secao 4.1 apenas para proceder & selecao de um subconjunto
de arcos, entao denominados Ay, tal que G[Ay| seja aciclico. Como o procedimento de
melhoria aqui proposto é para aplicacdo sobre grafos de conflito G gerais, um conjunto
independente em G[A;] serd obtido heuristicamente, nio se tendo mais a garantia do

fator de aproximacao do algoritmo utilizado.

O célculo do conjunto independente sobre o subgrafo induzido G[A/] sera determi-
nado por uma heurfstica gulosa, entdo denominada Greedy CI(G[A;]), que considera
como candidatos aqueles vértices do subgrafo com menor grau, escolhendo-se aleatori-
amente um deles para compor uma solucao. Todos os vértices vizinhos a um vértice
escolhido ficam proibidos de fazerem parte da solucao. A heuristica repete iterati-
vamente este procedimento até que nao haja mais candidatos, formando entao uma

solugdo A’ para SAMRDN.

63
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6.2 Procedimento de melhoria

Os trabalhos de Felsner & Reuter [1999] e Brightwell & Massow [2013] apresentam
uma abordagem para se obter ordenagoes topologicas (ou extensdes lineares) baseada
no conceito de didmetro de uma extensdo linear (linear-extension-diameter) de um
poset P = (X, <). A distdncia entre duas permutacoes que contém o mesmo conjunto
X & o numero de pares de elementos em ordens de precedéncia distintas nas duas
permutacoes. A distancia maximal é o didmetro da extensao linear de P, denotada por
led(P). Um par critico sdo elementos que possuem ordem de precedéncia ja definida
na ordenagao, ou seja, {u, v} é um par critico de P se ({ u Cl v) e (T v CT u) procede,
sendo (] u) o conjunto de predecessores de u e (1 u) o conjunto de sucessores de u. Um
grafo de extensoes lineares G(P) é aquele em que seus vértices sdo extensoes lineares de
P e dois vértices serao adjacentes se as extensoes lineares correspondentes tém distdncia
= 1, ou seja, apenas um par de elementos adjacentes estao permutados. Felsner &
Reuter [1999] identificam limites inferiores para led(P) e Brightwell & Massow [2013]
provam que determinar led(P) é N'P-Completo para casos gerais.

A relagao entre esta abordagem e SAMRDN ¢ estabelecida quando se cria uma
ordenagao total dos vértices de G a partir de ordenagdes parciais, fazendo a analogia
em que P = (V, <), sendo V' o conjunto de vértices do grafo G. Uma ordenagio parcial
para SAMRDN sera gerada a partir de uma solu¢ao inicial A’, em que todos os arcos
a = (i,j) € A’ passam a formar um par critico na ordenagdo, ou seja, tem-se que i
precede j (i < j) na ordenagao topologica, sendo a = (i, j) classificado como um arco
forward. Dado um arco a = (i,j), tal que j < ¢ na ordenacdo, o arco é classificado
como backward.

Uma ordenagao total dos vértices de G é entao gerada respeitando-se a ordenacao
parcial dos pares criticos dados em A’. Note que, além dos arcos a = (7, j) € A’, outros
arcos também poderao ficar forward apés uma ordenacao total dos vértices. Uma
nova solucio A” é entdo obtida computando-se um conjunto independente em G sobre
todos arcos que ficam forward em G ap6s uma ordenacao total de seus vértices, via
heuristica gulosa Greedy C1(G[A;]), previamente apresentada, em que A; denota o

conjunto de todos os arcos classificados como forward.

6.2.1 Ordenacao topolégica dos vértices de G

Seja G = (V,A) e G = (A, E) uma instancia de SAMRDN, e A’ uma solucdo inicial
para o problema. Para realizar o procedimento de melhoria aqui proposto, entao de-

nominado Top Sort Rand(A’,G,G), serd gerada uma ordenagao total dos vértices de
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G a partir de G[A’], tal que, se um arco a = (i,j) € A’, entdo ¢ < j na ordenagao.
Além dos arcos de A’ todos os arcos (7,7) tal que i < j na ordenagao obtida, entao
pertencentes ao conjunto denominado F', serao considerados para o computo de um
conjunto independente em G[A;], sendo A; = A’ U F. Este conjunto independente
constituird entdo uma nova solugao A” para SAMRDN.

Obtida uma solugao inicial A, tém-se uma ordenacao parcial dos vértices tal que,
se a = (i,j) € A, entdo i < j na ordenacao. Para uma ordenacao total dos vértices
de G, considere que os vértices de G[A'] serdo inseridos em uma ordenacao da direita
para a esquerda, um por vez a frente do outro. Dado um grafo G = (V, A) aciclico,
sempre existird um ou mais vértices com grau de saida §~(v) = 0 (ou grau de entrada
it (v) = 0).

Tem-se que G[A’] é aciclico. Para proceder a ordenagdo total dos vértices de
G, inicialmente todos os vértices que possuem grau de saida nulo, §~(v) = 0, em
G[A’] serao considerados vértices candidatos a serem inseridos na ordenacao. A fim
de randomizar a escolha de um vértice dentre o conjunto de candidatos, a cada um
deles seré atribuida uma nota. Esta nota expressard a probabilidade de um vértice ser
escolhido para entrar na ordenacao. Quanto mais atrativo o vértice for, maior sera esta
probabilidade.

Para que a escolha do vértice seja feita de forma tal que um vértice mais atrativo
tenha maior probabilidade de ocorrer, alguns critérios serao estabelecidos. O grau de
atracao de um vértice candidato v. serd medido em func¢ao de seus graus de entrada e
saida em G e do grau médio dos vértices de G, que correspondem a arcos (v;,v.) € G,
tal que v; nao tenha sido ainda inserido na ordenacao. Além disto, deve-se considerar
como vértices adjacentes a (v;,v.) em G apenas aqueles arcos que ficam ou podem
ficar forward com a inclusao de v, na ordenacao. O objetivo é fazer com que arcos
a= (i,j) € A’ e arcos mais atrativos fiquem forward na ordenagao, garantindo que os
arcos presentes na solugao induzam um subgrafo aciclico em G.

Sendo assim, vértices com maior grau de entrada em G serao privilegiados para
que sejam inseridos primeiramente na ordenacao. Como novos vértices sao sempre inse-
ridos a frente na ordenacao, isto possibilitara maiores chances de se ter arcos forward.
Seguindo a mesma logica, quanto maior o grau de saida do vértice, menos atrativo ele
serd, pois fard com que arcos cujos vértices de destino ainda nao foram inseridos na
ordenacao fiquem backward. Este critério pode ser visto na equacao 6.1, em que ng
denota a nota do vértice analisando-se o grafo G. Seja d*(v.) o grau de entrada do
vértice candidato v. considerando apenas os arcos forward a = (v;,v.) cujos vértices
de origem v; ainda nao foram inseridos na ordenacdo. Da mesma forma, 0~ (v.) define

o grau de saida do vértice v, considerando os arcos backward a = (v, vy) cujos vértices
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de destino v; ainda nao foram inseridos na ordenagao. Um exemplo pode ser visto na

Figura 6.1.

Vi Vi g Ve
A A
—F *oo

Figura 6.1. Ordenacao topoldgica inserindo vértice v..

Deve-se considerar também o grau médio dos vértices de G que correspondem a
arcos em GG que ficarao forward na ordenacao com a inser¢ao do vértice candidato v,
ou seja, aqueles arcos que, se inserido o vértice v. na ordenacao, tem-se que o vértice
de origem v; ainda nao foi inserido, fazendo com que o arco a = (v;,v.) fique forward.
Além disto, ao analisar os graus dos vértices (v;,v.) em G, deve-se contabilizar para
efeito de sua nota apenas os vértices adjacentes que ja sdo arcos forward em G, ou
que tem a possibilidade de ficarem forward, ou seja, arcos a = (v;,vf) para os quais
v; e vy ainda nao foram inseridos na ordenagao. Este critério estd descrito na equagao
6.2, em que ng denota a nota do vértice no grafo G, e um exemplo pode ser visualizado
na Figura 6.2. Para este exemplo, se o vértice v, é inserido na ordenagao (Figura
6.2(a)), dois outros arcos, (v,,v.) € (vp,v.), ficardo forward. Analisando estes arcos
na Figura 6.2(b), que sdo vértices em G, nota-se que (v4,v.) é adjacente a dois outros
arcos forward (destacados na cor preta), e (vp,v.) também é adjacente a dois outros

arcos forward. A média, para este exemplo, é dois (ng = 2).

b
k.
Va Vb Ve f f b f
O O b oo
\9 9,
...................... (Vb,Vc) (Va,Vc)
f
f
(a) Ordenacao Topologica (b) G = (AE)

Figura 6.2. Grau médio de vértices em G.

Para a equagao 6.2, tome cf, como o nimero de vértices adjacentes ao vértice
v = (v;,v.) em G que serdo forward na ordenagao, ou seja, os vértices adjacentes que
fazem parte da solucdo inicial A’, ou os vértices a = (v;,vf) tal que v; e vy ja foram

ordenados e v; < vy na ordenagdo, ou os vértices a = (v;,vy) cujo vértice vy ja foi
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ordenado, porém v; ndo. Da mesma forma, considere ci, como o nimero de vértices
adjacentes ao vértice v = (v;,v.) em G, que poderdo ficar forward na ordenacdo, ou
seja, os vértices adjacentes a = (v;,vys) tal que v; e vy ainda nao foram ordenados. A
nota de um vértice candidato a ser inserido na ordenagao serd entao dada pela equacao
6.3.

ng = 0" (ve) = 3" (ve) (6.1)
Zv:(vi,vc) cfy + %Civ

ng = ’V 5 (v0) —‘ (6.2)

Ny, = NG — NG (63)

A equacdo 6.1 contabiliza os graus de entrada e saida do vértice candidato v,
em G e a equacio 6.2 contabiliza o grau médio em G (ntimero de conflitos médio) dos
arcos que ficarao forward com a insercao do vértice candidato na ordenacao. Como
ci, contabiliza arcos incertos de ficarem forward na ordenacao, este deve ter um peso
menor (expresso pela razao % na equagao 6.2) se comparado aos arcos que certamente
ficam forward. Tem-se que, quanto maior ns, menos atrativo é o vértice candidato
v. € V a ser inserido na ordenacao, uma vez que deseja-se privilegiar arcos que possuem
menor ntmero de conflitos, para posterior célculo de conjunto independente em G.

Considere C, = {vy, v, ...,vx} 0 conjunto dos vértices candidatos & ordenagdo.
Seja N, = {ny,, Ny, ..., Ny, } 0 conjunto das notas associadas aos vértices candidatos.
Tome n, = min{n,,, Ny,, ..., Ny, }. Para que as notas sejam nao-negativas, se n, <0
entdo, para toda nota n,, € N, tal que 1 < ¢ < k, tem-se n,, = n,_ + |n,_|. Seja
P, = {puvy, Duy, ---, Pu,, } 0 conjunto das probabilidades associadas aos vértices candidatos.
A partir das notas dos vértices candidatos, calcula-se as probabilidades p,, , tal que

1 < ¢ <k, para a ocorréncia de cada vértice candidato como sendo:

Ty
Pov. = . (64)
ZUCECT) n,UC

Apos todos os candidatos iniciais tiverem sido identificados (6~ (v.) = 0) e conta-
bilizadas suas respectivas notas e probabilidades, um deles sera escolhido para compor
a ordenacao. Uma vez que um vértice v. é inserido, ele e todos os arcos incidentes
a = (v;,v.) sao apagados de G[A’]. Sendo assim, novos vértices candidatos podem sur-
gir e em caso positivo, as notas e probabilidades dos candidatos sao recalculadas. Este

processo se repete até que todos os vértices de G' tenham sido inseridos na ordenacao.
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Uma vez que se tém uma ordenacao topologica, todos os arcos que ficaram
forward na ordenacao, ou seja, todos os arcos a = (v;,v;) tal que v; < v;, expresso
por Ay = A'UF, serdo considerados para o computo de um conjunto independente em
G [Ay], como ja descrito anteriormente, formando uma nova solugao A” para SAMRDN.

Considerando o procedimento de melhoria aplicado as instancias do tipo 77, para
as quais é possivel o computo de um conjunto independente maximo em tempo poli-
nomial, se F' = (), entao |A”| = |A’|; caso contrario, tem-se |A”| > |A’|, uma vez que
|A’| j4 € um limite inferior para a nova solugdo A”. Como para as instancias tipo Ty
usa-se uma heuristica para o computo de um conjunto independente e nao h& garantia

de que este seja maximo, esta mesma conclusao nao é valida.

6.3 Heuristica ILS aplicada ao SAMRDN

A metaheuristica Iterated Local Search, ou simplesmente ILS, tem se mostrado eficiente
para uma variedade de aplicagoes, inclusive para o LOP [Lourenco et al., 2002; Marti
et al., 2012]. O Algoritmo 3 descreve a heuristica ILS aplicada ao SAMRDN, tendo
como entrada os grafos G = (V,A), G = (A, E) e uma solugao inicial A’ gerada

conforme descrito na segao 6.1.

Algorithm 3 /LS _SAMRDN(A',G,G)
1: A” + Top_Sort_Rand(A', G, Q);

2: while (= Critério de Parada) do

3 A" <« Perturbagao(A" ),

4: A"+ Busca_ Local(A" );
)
6
7

A" «+ Critério_ Aceitagao(A”, A" );
: end while
: return A”

Na linha 1 do algoritmo ILS SAMRDN (A’,G,G), uma nova solucao A” é ge-
rada através da execugdo do algoritmo Top_Sort Rand(A’, G, G), apresentado na se-
¢ao anterior. Nas linhas 2-6, enquanto um critério de parada nao seja satisfeito (= Cri-
tério de Parada), a heuristica executa as fungoes: Perturbacao(A”), Busca_ Local(A")
e Critério_Aceitacao(A”, A" ). O critério de parada sera estabelecido como o tempo
méaximo de execugao do algoritmo.

A fungdo Perturbagao(A”) é feita violando-se a imposicao de que todos os arcos
da solucao de A” devam ficar forward em uma ordenagao topologica. Sendo assim,
um dos arcos de A", sorteado aleatoriamente, ficard backward na nova ordenacao.

O Algoritmo 4 descreve a funcao Busca Local(A”), na qual gera-se

um namero pré-estabelecido (n_iter) de ordenagbes topologicas a partir de
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Algorithm 4 Busca Local (A")
1: iter < 0;
2: while (iter < n_iter) do
3: A+ Top_Sort_Rand(A”,G,G);

4 if (JA] > |A”|) then
5 AT A

6: end if

7 iter < iter + 1;

8: end while
9: return A"

Top_Sort_ Rand(A",G,G). A melhor solucio A” ¢ atualizada sempre quando ou-
tra solucdo A com maior ou a mesma cardinalidade de A” é encontrada (linhas 4-6).
A busca local aqui sugerida se difere da classica, na qual sao estabelecidos movimentos,
como de troca ou insercao, e em que toda a vizinhanca é explorada.

A fungao Critério_ Aceitacao(A”, A" ) descrita na linha 5 do Algoritmo 3 fara
com que, se |A”| > |A"|, entdo A” <— A" atualizando a melhor solugdo. O algoritmo

retorna entao a solugao A”.

6.3.1 Resultados computacionais

Novamente, os algoritmos foram implementados em C++ e executados em uma mé-
quina Intel Core i7 980 (3.33GHz), com 24GB de RAM. Para a execugdo da heuris-
tica ILS _SAMRDN(A',G,G), considerando a fun¢io Busca_ Local(A" ), foi definido
n_iter = 10. O critério de parada foi estabelecido em 1800 segundos, assim como nos
testes anteriores sobre as instancias T, para fins comparativos. Utilizou-se o algoritmo
Degree(G) para a geracdo de um conjunto de arcos As tal que G[Af] seja aciclico,
conforme descrito na segao 6.1.

A Tabela 6.2 apresenta os resultados de otimizagao de SAMRDN sobre as ins-
tancias Ty (que sao os mesmos presentes na Tabela 5.5 antes da redugao), versus os re-
sultados da heuristica ILS SAMRDN (A’,G,G), sobre as mesmas instancias. Nesta
tabela, Sol ILS é o valor da solugao encontrada para cada instancia aplicando-se
ILS SAMRDN(A',G,G) e t*ILS(s) especifica o tempo (em segundos) em que a
melhor soluc¢do foi encontrada pela heuristica. A sua ultima coluna (Sol_ILS - BI)
apresenta a diferenca entre as solucoes heuristicas e de otimizacao.

Percebe-se pela analise da Tabela 6.2 que a heuristica ILS SAMRDN (A, G, G),
para instancias maiores (|V| > 250), fornece resultados melhores que aqueles obtidos
pelo Cplex. Porém, para conjunto de instancias com |V| < 200 e densidades em G,

da(%) < 2.25, as solugdes heuristicas sdo inferiores as de otimizagao.
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Procedendo ao teste t-emparelhado, a Tabela 6.1 apresenta uma analise estatis-
tica. Ao analisar o intervalo de confianca para a média da diferenca entre as solucoes
exatas de SAMRDN e da heuristica ILS SAMRDN(A’,G,G) para as instancias Tb,
com 99.8% pode-se afirmar que as solug¢oes da otimizacgao versus heuristicas sdo signi-
ficativamente diferentes, sendo o algoritmo ILS SAMRDN(A',G,G) mais eficiente
para encontrar solucoes de boa qualidade para o problema. A média para as solucoes
utilizando o resolvedor Cplex é 2984 (arcos) e a média para a heuristica Sol ILS
¢ 311,48 (arcos). Porém, ao se analisar as instancias individualmente, como para a
instancia |V] = 100, |A| = 248 e |E| = 154, o valor da solu¢ao de SAMRDN alcangada
pelo Cplex (167) é maior que a fornecida por ILS SAMRDN (A’ G,G) (165). Além
disto, o Cplex nao se limita apenas a achar uma solu¢ao para o problema, como a

heuristica proposta, como também verifica a otimalidade desta solucao.

Tabela 6.1. Comparacao dos resultados exatos e heuristicos para T5.

(CPLEX-ILS) IC_diff 99.80%

med 13.07 min 0.62
stdev 24.41 max 25.53
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Tabela 6.2. Resultados de otimizagao X heuristicos para instancias 75.

Instancia CPLEX ILS _SAMRDN Sol ILS
V| |A| |E| BI t(sec) Sol ILS t*ILS(s) - BI
50 37 4 34 0.00 34 0.0007 0
50 43 5 39 0.00 39 0.0006 0
50 49 6 42 0.00 42 0.0007 0
50 56 8 49 0.00 49 0.0008 0
50 62 10 53 0.01 53 0.0007 0
50 68 12 60 0.00 60 0.0003 0
50 T4 14 62 0.00 62 0.0008 0
100 149 56 114 0.00 114 0.0010 0
100 174 76 126 0.00 126 0.0010 0
100 198 98 140 0.02 140 13.8920 0
100 223 124 159  0.00 157 0.1680 -2
100 248 154 167 346 165 458.2200 -2
100 273 186 175 19.62 171 1749.0000 4
100 297 220 191 478.42 187 454.5200 4
150 336 282 213 0.02 213 347.4700 0
150 392 384 235 0.0 233 379.9600 -2
150 447 499 262 1794.00 258 23.0360 4
150 503 632 278  191.37 274 352.0000 4
150 559 780 288 1793.80 285 109.9900 -3
150 615 945 309 1791.50 303 492.9000 -6
150 671 1124 324 1792.20 323 250.8800 -1
200 597 890 325 25415 316 1170.5000 -9
200 697 1213 344 1794.10 332 1146.5000 12
200 796 1583 370 1794.00 358 653.6300 12
200 896 2005 384 1794.10 381 47.0760 -3
200 995 2473 380 1794.10 404 95.3570 24
200 1095 2995 390 1794.00 426  1058.9000 36
200 1194 3562 396 1793.80 440 651.3500 44
250 934 2179 402 1794.10 387 98.0380 15
250 1090 2968 408 1793.80 432 1747.4000 24
250 1245 3872 411 1794.00 444 257.9900 33
250 1401 4904 444 1793.70 475 197.2000 31
250 1557 6057 457 1793.70 496  1252.2000 39
250 1712 7324 444 1793.80 520 662.8500 76
250 1868 8719 491 1791.40 536 1036.6000 45
300 1346 4526 456 1793.70 472 1304.0000 16
300 1570 6159 471 1793.60 502 1365.5000 31
300 1794 8042 515 1793.40 541  1548.7000 26
300 2019 10186 533 1793.50 546 789.7900 13
300 2243 12573 534 1793.40 581  1154.6000 A7
300 2467 15210 520 1794.00 589 609.3000 69

300 2691 18097 538 1794.10 616 930.8800 78







Capitulo 7

Conclusao

Foram tratados neste trabalho variacoes do problema classico em Teoria dos Grafos,
Subgrafo Aciclico Maximo (SAM ), entdao denominadas Subgrafo Aciclico Maximo sob
Restrigdes Disjuntivas Negativas (SAMRDN) e Subgrafo Aciclico Méaximo sob Restri-
¢oes Disjuntivas Positivas (SAMRDP). Estes problemas foram introduzidos na litera-
tura por meio das publicagoes geradas neste trabalho [Mapa & Urrutia, 2013, 2015].

Como resultados, foi demonstrado que o problema de decisao sobre a viabilidade
de SAMRDP é N'P-Completo, a partir de uma reducao do problema classico de Co-
bertura por Vértices. Considerando o SAMRDN, foram desenvolvidos seis algoritmos
1/2—aproximativos para o problema, sendo que trés deles,; em suas versoes entao deno-
minadas late, sao mais indicadas para tratar o problema, por gerarem solu¢oes com no
minimo as mesmas cardinalidades dos algoritmos equivalentes, segundo a abordagem
early. Os algoritmos mantém o fator de aproximagao 1/2 de trés outros algoritmos
classicos para tratar o SAM, e poderao ser resolvidos em tempo polinomial sempre que
o problema do conjunto independente maximo seja polinomial no grafo de conflitos.
Além disto, testes computacionais apontam o algoritmo Degree;(G, G) como preferi-
vel dentre os trés algoritmos em suas versoes late, por produzir solugoes de melhor
qualidade, dentre o conjunto de instancias testadas.

Com o objetivo de viabilizar a obtencao de solugoes de forma mais eficiente,
foi proposto um pré-processamento das instancias, tanto para SAMRDN quanto para
SAMRDP, visando a redugao do nimero de arcos em G = (V,A) e do nimero de
restrices em G = (A, E). Testes computacionais comprovam que o efeito da redugio
diminui, para ambos os problemas, a medida em que se tem grafos G = (V, A) maiores
com relacao ao nimero de vértices e mais densos com relagao ao nimero de arcos.

Foi proposta uma heuristica Iterated Local Search integrada a um procedimento

de melhoria para SAMRDN como busca local, com o intuito de maximizar o conjunto
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de arcos A’ C A do grafo G tal que o subgrafo G[A’] seja aciclico e A’ seja um conjunto
independente em G = (A, E). Para o conjunto de instancias em que se tem |V| > 200,
a heuristica se mostrou como uma op¢ao mais viavel que a abordagem exata, gerada
por um modelo de programacao linear inteira, para execuc¢oes com tempo limite de
1800 segundos, dentre o conjunto de instancias testadas.

Indicacoes de pesquisas futuras podem incluir o desenvolvimento de heuristicas
cujo objetivo consiste em, dada uma uma solucao inicial viavel para SAMRDP, proceder
a maximizacgao do conjunto de arcos A’ C A do grafo G = (V, A) tal que o subgrafo
G'[A] seja aciclico e A’ seja uma cobertura por vértices em G = (A, E). Para os
algoritmos 1/2-aproximativos para SAMRDN, outras classes de grafos de conflitos
que sejam polinomiais para o computo de um conjunto independente maximo ou que
tenham um fator de aproximacgao constante conhecido podem ser estudadas.

Embora o pré-processamento de instancias para SAMRDP e SAMRDN tenha
possibilitado a reducao do nimero de arcos no grafo G' e do niimero de restricoes em
G, em ambos os problemas, para algumas instancias, ao se resolver o problema via
programacao linear inteira, o valor da solucao da instancia ap6s a redugao nao se difere
ou mesmo fica inferior a solucao obtida antes do pré-processamento da instancia. Por
isto, para trabalhos futuros propoe-se investigar a possibilidade de se obter redugoes
mais fortes para ambos os problemas, além de inclui-las como técnica de corte para os
modelos de programacao linear inteira.

Ao se tratar o SAMRDN heuristicamente, quando se tem grafos de conflitos
gerais e faz-se necessario o computo de um conjunto independente em G, usou-se neste
trabalho uma heuristica gulosa. Outra indicagao de pesquisa é o uso de heuristicas
mais eficientes para o calculo de um conjunto independente em grafos simples ou de
algoritmos exatos para maximizar a cardinalidade de um conjunto independente no
grafo de conflitos. Ainda para SAMRDN, foi proposta a heuristica ILS integrada a
um procedimento de melhoria para a obtencao de solucées. Outras metaheuristicas
também podem ser aplicadas ao problema, além de heuristicas hibridas.

Outra indicacao de trabalho futuro inclui investigar as propriedades dos proble-
mas SAMRDN e SAMRDP considerando o grafo G = (V, A) um grafo simples. Embora
o problema de decisao sobre a aciclicidade em G seja tratéavel polinomialmente, a inclu-

sao das restricoes disjuntivas incita a investigacao das complexidades dos problemas.
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