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Resumo

Um problema-chave em diversas aplicacoes baseadas em grafos direcionados é a ne-
cessidade de responder rapidamente se existe um caminho entre dois vértices u e v
quaisquer, isto é, se u alcanca v, o que é denominado consulta de alcancabilidade. Esse
problema é particularmente desafiador no caso de grafos muito grandes.

Uma abordagem comumente aplicada é o pré-processamento dos grafos, de forma
a produzir uma estrutura de indice eficiente e que permita o rapido acesso as infor-
magoes de alcancgabilidade entre os vértices. No entanto, a maioria dos métodos de
indexacao existentes nao sao escalaveis. Dessa forma, a necessidade de métodos efici-
entes e escalaveis tem ganhado destaque nos tltimos anos.

Pode ser necessario indexar tanto grafos estaticos quanto dinamicos. A indexacao
de grafos estaticos, i.e., grafos que nao se alteram com o decorrer do tempo, deve ser tal
que os tempos para construir o indice de alcancabilidade e para responder as consultas
sejam os menores possiveis. A indexacdo em grafos dinamicos, i.e., grafos que podem
sofrer alteracOes ao longo do tempo, é um desafio maior. Neles, além do tempo de
construcao, o tempo de atualizagao do indice frente a insercoes e remocoes de vértices
e arestas deve ser o menor possivel (e muito menor do que reconstruir todo o indice em
cada atualizacao do grafo), sem que o tempo para responder as consultas aumente. Ha
ainda a necessidade de gerenciar a ocorréncia de ciclos, lidando com os componentes

fortemente conectados.

E proposto, entao, neste trabalho, um novo método de indexacao denominado
Feline (Fast rEfined onLINE search). Esse método constréi um indice a partir da re-
presentacao do grafo em um plano bidimensional, da qual sao extraidas as informagoes
de alcancabilidade em tempo constante para uma porcao significativa de consultas.
Experimentos demonstram a eficiéncia do método em relagao as abordagens estado da
arte.

Como extensao do Feline, propomos também um método para a manipulacao
de indices para grafos dindmicos. Essa extensao tem como base um algoritmo de

Ordenagao Topologica Dinamica (DTO), o qual realiza atualizag¢oes no indice a cada

xi



modificagdo do respectivo grafo. Estudos comparativos sdao realizados e um estudo

preliminar para o suporte a insercao em lotes de arestas é apresentado. Em seguida,

as conclusoes e oportunidades de trabalhos futuros finalizam esta tese.
Palavras-chave: consulta de alcancabilidade, grafos direcionados estaticos, gra-

fos direcionados dindmicos.
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Abstract

A key problem in many applications based on directed graphs is the need to quickly
know if there is a path between two given vertices u and v, i.e., if u reaches v, which is
termed reachability query. This problem is particularly challenging in the case of very
large graphs.

One commonly applied approach is the preprocessing of the graphs in order to
produce an efficient index structure allowing quick access to the reachability infor-
mation between all the vertices. However, most existing indexing strategies are not
scalable. Thus, the need for new efficient and scalable strategies have gained promi-
nence in recent years.

It may be necessary to index both static and dynamic graphs. The indexing of
static graphs , i.e., graphs that do not change with the passage of time, should be such
that the time to build the reachability index and to answer the queries are kept to a
minimum. Indexing in dynamic graphs, i.e., graphs which may change over time, is a
bigger challenge. In them, besides the construction time, the time to update the index
(due to the insertions and deletions of vertices and edges) should be as small as possible
and much less than rebuilding the whole index on each update, without increasing the
time to answer the queries. Also, there is the need to manage the occurrence of cycles,
dealing with the strongly connected components.

It is proposed, then, in this research, a new indexing strategy termed Feline (Fast
Refined onLINE search). This approach constructs an index from the representation
of the graph in a two-dimensional plane, from which are extracted reachability infor-
mations in constant time for a significant portion of queries. Experiments demonstrate
the efficiency of the Feline compared to state of the art approaches.

As an extension of Feline, we also propose a method for handling indexes for dy-
namic graphs. This extension is based on a Dynamic Topological Ordering algorithm
(DTO), which updates the index in every modification of the respective graph. Com-
parative studies are conducted and a preliminary study to support the batch insertion

of edges is also presented. Then the conclusions and future work opportunities finalize
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this work.

Keywords: reachability query, static directed graphs, dynamic directed graphs.
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Capitulo 1

Introducao

Apresenta-se neste capitulo uma breve introdugao ao tema de pesquisa, bem como as
motivagoes que justificam a realizacao desta tese. Conceitos basicos e algumas defini-
coes necessarias ao entendimento do tema sao elucidados e, em seguida, os objetivos

de pesquisa sao discutidos.

1.1 Motivacao, Definicoes e Proposta

Diversos problemas de pesquisa da atualidade estao relacionados & manipulacao de
grandes conjuntos de dados [Cuzzocrea et al., 2013]. Tratando-se da Web, esses con-
juntos de dados sao provenientes de diversas fontes como as Redes Sociais, sites pessoais
(Blogs/Vlogs) e de entretenimento, além de bibliotecas digitais. Uma forma bastante
utilizada de estruturar as informagoes de fontes como essas é por meio de grafos.

Kumar et al. [2000] destaca que paginas na Web e seus hyperlinks podem ser
modelados como vértices e arestas de um grafo direcionado, respectivamente. Outro
exemplo do uso de grafos na Web é encontrado nas Redes Sociais On-line (RSO) [Arqué
& Nettleton, 2012; Fan, 2012; Wilson et al., 2012] como, por exemplo, o Facebook, que
possui mais de 1 bilhao de usuérios e uma média de 130 amigos por usuario, resultando
em um grafo social com mais de 1 bilhao de vértices e aproximadamente 97 bilhoes de
arestas. Outros exemplos incluem grafos de cita¢des, redes de comunicagao e aplicagoes
usando RDF (Resource Description Framework).

Dado um grafo direcionado G = (V, E), com V sendo um conjunto finito de
vértices e £ C V2 sendo um conjunto de arestas, e dados u,v € V, um problema-
chave em muitas aplicacoes baseadas em grafos é a necessidade de saber se existe
um caminho entre u e v em G, i.e., saber a alcancabilidade entre u e v. Esse

problema é particularmente desafiador no caso de grafos muito grandes, principalmente

1
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em aplicagoes onde ha a necessidade de saber a alcancabilidade entre vértices a todo
o instante [Jin et al., 2012; Seufert et al., 2013; Yildirim et al., 2010; van Schaik &
de Moor, 2011; Cheng et al., 2013|. Essa necessidade pode ser averiguada no contexto
de redes sociais [Dhia, 2012]. Nesse caso, por exemplo, para determinar politicas de
privacidade como “somente minha familia e meus amigos podem visualizar minhas fotos
de aniversario”, “somente meus filhos e seus amigos podem ter acesso a este texto que
escrevi’ ou “somente os meus vizinhos podem saber que estou on-line”. Esse mesmo
conceito ¢ utilizado em aplicacoes de seguranca eletronica ou mesmo em marketing
inteligente na Web (J[Anyanwu & Sheth, 2003|). Na area de link structure analysis,

esta consulta ¢ usada para determinar alcance entre websites [Lempel & Moran, 2000].

Outro exemplo é encontrado na area de Compiladores com os algoritmos de Pro-
gram Slicing (ou fatiamento de programas, em portugués). Uma fatia de programa
consiste das partes ou componentes de um programa que potencialmente afetam os
valores computados em algum ponto de interesse [Tip, 1995]. Ha varias aplicagoes
para o fatiamento, como um melhor entendimento do programa, auxilio & depuracao,
testes, manutencao, entre outras. Um método para calcular um fatiamento é mapear
o programa em um grafo de dependéncias e usar consultas de alcancabilidade, onde as
instrugoes do programa sao os vértices e as dependéncias sao as arestas. Por exemplo,
dado o programa da Figura 1.1 e seu grafo de dependéncias, pode-se encontrar todas as
instrugoes que sao influenciadas pela inicializagao da variavel “sum”, obtidas a partir
do grafo de dependéncias, pela computacao de todos os vértices que sao alcancéaveis a
partir de sum = 0 (técnica denominada de Forward Slice [Horwitz et al., 1988; Tip,
1995]). Como o grafo de dependéncias cresce com o tamanho do programa, obter

informacoes de alcancabilidade se torna uma tarefa custosa.

Em um contexto de aplicacao onde frequentemente deseja-se saber a alcanca-
bilidade entre vértices, uma abordagem comum ¢ realizar um pré-processamento dos
grafos. Esse pré-processamento produz um indice que permite o rapido acesso as in-
formacoes de alcancabilidade. O que se denomina de indice, portanto, ¢ um sumario
sobre a alcancabilidade entre vértices do grafo em questao, permitindo que consultas
sejam feitas de forma eficiente. Contudo, estudos recentes demonstram que o tempo
de acesso a essas informacoes nao é a 1lnica preocupacao das abordagens existentes.
Ha também a preocupacao com o tamanho do indice gerado e com o tempo necessario

para construi-lo, como discutiremos ao longo desta tese.



1.1. MOTIVAGAO, DEFINICGOES E PROPOSTA

void main () {

int i = 1;
int sum = 0;
while (i<11l) {

sum = add(sum, i);

i = add(i, 1);
}
printf ("sum %d\n", sum);
printf("i = %d\n", i);

}
static int add(int a, int b)
{
return(a+b);
}

Legenda:
controle
dados

1

Gt = resuld

entry

Figura 1.1. Exemplo de um programa e seu grafo de dependéncias. (Figura
traduzida de [GrammaTech, 2014])
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1.1.1 Consultas de Alcancabilidade em Digrafos

Dado um grafo direcionado (ou digrafo) G = (V, E), uma consulta de alcancabilidade
responde se existe um caminho nesse grafo partindo de u € V até v € V, ou seja,
se v é alcancavel a partir de u. Neste trabalho, uma consulta de alcancabilidade sera
representada por u ~»’ v. Essa consulta retorna verdadeiro se existir um caminho que

conecte os dois vértices ou falso, caso contrério.

Definicao 1 (Alcancabilidade).

V(u,v) € V2, v € alcangdvel a partir de u, denotado por uE*v,
u=uv
se e somente se < ou

Hu,w) € E ew E* v

A relagdo de alcangabilidade E* (estrela de Kleene) é reflexiva e transitiva. Ela
nao é antissimétrica, uma vez que nao é uma ordem parcial, pois GG pode conter ci-
clos. Portanto, dado um digrafo G qualquer, é necessario construir um grafo direcio-
nado aciclico (ou seja, 0 DAG') Gpac = (Vbaa, Fpag) por meio do agrupamento de
todo componente fortemente conectado (veja a Definigdo 2) de G em novos vértices
e inserindo-os em Vpag, retendo em Epag as arestas entre esses componentes. O al-
goritmo de Tarjan [Tarjan, 1972| pode ser utilizado para identificar os componentes
fortemente conectados. Sua complexidade de tempo é O(|V| + |E|). Responder uma
consulta de alcancabilidade de u € V para v € V (em G) &, portanto, o mesmo que
responder a uma consulta de SCC(u) € Vpag para SCC(v) € Vpag. No entanto,
a relacao de alcancgabilidade agora é uma ordem parcial. Assim, toda consulta de

alcancabilidade no grafo original pode ser respondida no DAG.

Definigao 2 (Componente Fortemente Conectado). Dados um digrafo (V,E) e um
vértice u € V', o componente que inclui u, denotado SCC(u) € definido por {v € V|
uE*v Av E* u}.

1.1.2 Indexacao para Alcancabilidade

Um indice de alcancabilidade é uma rotulagao dos vértices do grafo a que se pretende
indexar, conforme a Definicao 3. Por exemplo, considere o grafo da Fig. 1.2. Nele, o

conjunto de vértices V = {a,b,c,d, e, f,g,h,i,j} € mapeado para o conjunto de rotulo

'DAG significa Directed Acyclic Graph, ou grafo direcionado aciclico, em portugués.
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Figura 1.2. Exemplo de uma rotulacao dos vértices do grafo.

L ={L4 Ly, Lc,Lq,Le, Ly, Ly, Ly, L;, L;}. Cada rotulo em L é usado para constatar a
alcancabilidade dos vértices em V, isto é, para saber se o vértice a alcanca o vértice f,

basta verificar os seus rotulos.

Definicdo 3 (Indice de Alcancabilidade). Um indice de alcancabilidade de um DAG
Gpac = (Voag, Epac) € uma rotulagdo L = {Ly, Ly, L3, ..., Liv, |}, onde, para dois
vértices 1 e j, um rotulo L; € atribuido a i e um rétulo L; € atribuido a j, de forma

que hd uma relagao entre L; e L; que define a alcangabilidade entre i e j.

Definicao 4 (Método de Indexagao de Alcangabilidade). Um método de indexagao
de alcangabilidade I = (R,C) € composto por duas funcgoes, um rotulador R e um
gerenciador de consultas C. Um rotulador ¢ uma funcao R : Gpag — L que atribui
uma rotulagao L para o grafo Gpag. Um gerenciador de consultas C' é uma funcao
que, dada uma consulta v ~" v, mapeia os vértices u e v em seus respectivos rotulos
L, e L, e, em sequida, verifica a alcancabilidade entre os vértices tomando como base
0s seus rotulos. Essa funcao retorna verdadeiro ou falso, atuando de forma off-line
ou on-line?. O gerenciador de consultas C € off-line quando requer apenas os rotulos

dos vértices para inferir a alcancabilidade e € on-line quando precisa, além dos rotulos

20 termo on-line foi primeiro utilizado no trabalho de Jin et al. [2012].
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Fecho Transitivo Completo DFS/BFS

; oo - :
Tempo de Construgédo

O(| Vl *|E|) Tempo de Consulta 0(1)

o() Tamanho do indice OV +|E])

o) o)

Figura 1.3. Compromisso entre o tempo de consulta, tempo de construgdo e
tamanho do indice.

dos vértices, realizar uma busca no grafo (para todas ou somente para um subgrupo de

consultas realizadas).

Historicamente, como descrito por Yildirim et al. [2010], h& basicamente duas
abordagens extremas para responder a consultas de alcancabilidade em DAGs, repre-
sentando dois extremos de acordo com a estratégia adotada (veja a Figura 1.3 traduzida
de [Yildirim et al., 2010]). O desempenho de cada estratégia varia de acordo com o
compromisso entre trés objetivos: tempo de construcao, tempo de consulta e tamanho

do indice.

Defini¢ao 5 (Tempo de Construgdo). Tempo de construcdo € o tempo erigido para
extrair as informacgoes do grafo, ou para pré-processd-lo, com o intuito de gerar um
indice (ver Definicao 3) que materialize o fecho transitivo do grafo® ou torne a busca

menos custosa.

Definigio 6 (Tamanho do Indice). Refere-se a quantidade e tamanho dos rétulos, i. e.,
|L| (Defini¢ao 3) em bytes.

Defini¢ao 7 (Tempo de Consulta). E o tempo necessdrio para responder a alcancabi-

. . ”
lidade entre dois vértices u e v, dada uma consulta u ~>" v.

Referindo-se novamente & Figura 1.3, a estratégia a esquerda representa as téc-
nicas que extraem e armazenam o fecho transitivo completo do grafo, criando o que se
denomina de indice de alcancabilidade, conforme a Definicao 3, pois resume as relagoes
de alcancabilidade entre os vértices. O tempo necessario para extrair o fecho transi-
tivo completo do grafo (i.e., o indice) é o tempo de construgao. Embora esse indice

permita respostas em tempo constante, ele possui complexidade de espaco quadratica

30 fecho transitivo T(Gpag) de um grafo Gpag = (Vbag, Fpag) € um grafo que contém uma
aresta (u,v) sempre que existir um caminho de u até v em Vpag.
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no nimero de vértices (o que caracteriza o tamanho do indice) que, nesse caso, é im-
praticavel para grafos muito grandes. O tempo de consulta é o tempo para verificar a
alcancabilidade entre dois vértices, que é constante nesse caso.

No outro extremo da Figura 1.3 (lado direito), as técnicas sdo baseadas em uma
busca em profundidade (ou mesmo em largura) para verificar a alcangabilidade entre
dois vértices. Essa estratégia propoe-se a expandir novos vértices desde uma deter-
minada origem até que o objetivo seja encontrado, respondendo, assim, se existe um
caminho em tempo O(|Vpac| + |Epac|) para cada consulta (tempo de consulta) sem
a necessidade de indexagao (i.e., com o tempo de construgao e o tamanho do indice
constantes). Tomando como base essas estratégias, o objetivo dos métodos atuais, que
compoem o estado da arte, é ser uma estratégia intermedidria entre esses dois extre-
mos. Tais métodos tentam manter um compromisso entre realizar consultas rapidas e

gerar um indice pequeno (também diminuir o tempo de construgao desse indice).

1.2 Tipos de Indices

Conforme definido anteriormente, um método de indexacao de alcangabilidade é divi-
dido em duas partes, um rotulador e um gerenciador de consultas, sendo este dltimo
de dois tipos: on-line e off-line.

E off-line quando requer apenas os rotulos dos vértices para inferir a alcancabi-
lidade e é on-line quando precisa, além dos rotulos dos vértices, realizar uma busca
no grafo em alguns casos. Consequentemente, um gerenciador off-line necessita de um
indice cujos rotulos expressam o fecho transitivo completo do grafo. Por conseguinte,
para grafos maiores, esses indices se tornam grandes (de fato, possui complexidade
espacial quadratica) e necessitam ser comprimidos.

J& no gerenciador on-line*, os rotulos sdo aplicados para guiar as buscas no grafo
e realizar podas no espaco de busca. Por vezes, esses rotulos sao suficientes para evitar
que as buscas sejam feitas, respondendo de forma rapida as consultas. Contudo, em
alguns casos, a busca no grafo é inevitavel. Isso acontece, por exemplo, em consultas

com respostas representando falsos-positivos.

Definigao 8 (Falso-Positivo). Dada uma consulta u ~" v, para dois vértices u,v €
Vbag, 0 seu resultado é um falso-positivo quando os rétulos de w (L) e v (L,) indicam
a sua alcancabilidade, mas nao hda caminho em Gpag entre u e v. Neste caso, 0s

rotulos sozinhos nao permitem decidir a alcancabilidade entre u e v.

4Um método de indexacdo de alcancabilidade que usa um gerenciador on-line ¢ mais conhecido
por Refined On-line Search Approach, ou somente Método de Busca On-line [Jin et al., 2012].
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\/

Figura 1.4. Linha do tempo mostrando as quatro familias de métodos de inde-
xacao para alcancabilidade.

Os indices utilizados pelos métodos estao divididos em quatro familias, a saber:
intervalos, cadeias, hop e coordenadas. A Figura 1.4 apresenta uma linha do tempo
mostrando os trabalhos seminais e os trabalhos influenciados por eles [Kameda, 1975;
Dietz, 1982; Simon, 1988; Agrawal et al., 1989; Jagadish, 1990; Cohen et al., 2003;
Schenkel et al., 2004; He et al., 2005; Chen et al., 2005; Wang et al., 2006; Cheng et al.,
2006; Trikl & Leser, 2007; Jin et al., 2008; Chen & Chen, 2008; Cheng et al., 2008;
Jin et al., 2009; Chen, 2009; Yildirim et al., 2010; Cai & Poon, 2010; van Schaik &
de Moor, 2011; Chen & Chen, 2011; Seufert et al., 2013; Cheng et al., 2013|. Cada
familia é representada por uma cor e miltiplas setas indicam abordagens hibridas.

A familia dos intervalos contém os métodos que rotulam os vértices utilizando
intervalos obtidos pelo caminhamento no DAG, por exemplo, em pos-ordem ou pré-
ordem. Dessa forma, esse caminhamento é feito a partir de uma &arvore de cobertura
extraida dos grafos. Grande parte dos métodos dessa familia sao do tipo on-line.

A familia das cadeias possui métodos quase que predominantemente do tipo off-
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line. A ideia béasica é decompor o grafo em cadeias, i.e., ele é segmentado em varios
conjuntos disjuntos de vértices e arestas (um vértice aparece em somente um conjunto).
Em seguida uma rotulacao é aplicada a cada vértice dentro das cadeias e entre as

cadeias. Por vezes abordagens hibridas utilizando intervalos sao encontradas.

Definigao 9 (Fecho Transitivo Completo de um DAG). Dado um DAG Gpag =
(Vpag, Epac), o fecho transitivo completo de Gpag € um grafo Gpag+ =
(Vbag, Epac+) tal que, para todo u,v € Vpag, hd uma aresta (u,v) € Epag+ se e

somente se existe um caminho partindo de u até v em Gpag.

A familia hop, que possui somente métodos off-line, comprime o fecho transitivo
do grafo por meio da definicdo de conjuntos de entrada e saida para cada vértice. Em
geral, cada vértice mantém uma lista de vértices intermediarios que ele pode alcan-
car e uma lista de vértices intermediarios que podem alcancéi-lo. Consequentemente,
para responder as consultas, uma operacao de jungao (join) é feita entre listas para
determinar a ocorréncia de vértices em comum.

Os métodos da familia das coordenadas buscam fazer um mapeamento dos vér-
tices em um plano Cartesiano (espaco n-dimensional), rotulando os vértices com as
coordenadas no plano. Tais métodos representam uma vertente pouco explorada em
indexacao para alcangabilidade. De fato, somente uma tnica proposta foi encontrada
em [Kameda, 1975], mas sem resultados experimentais. Um outro método, denomi-
nado PathTree [Jin et al., 2008] da familia das cadeias, utiliza somente uma coordenada
(eixo-x) de um plano bidimensional para compor os seus rotulos.

O algoritmo de Kameda [1975] representa uma das primeiras tentativas de in-
dexacao de grafos, aplicavel de forma restrita aos DAGs planares. Ele constréi uma
representacao de um DAG planar num espago bidimensional, seguindo uma abordagem
upward, onde cada aresta é uma curva monotonicamente crescente na direcao vertical
(i. e., eixo-y no plano). Esse algoritmo permite que a alcangabilidade seja inferida em
tempo constante (para DAGs planares). O leitor encontra maiores detalhes sobre o

algoritmo no préximo capitulo.

1.3 Grafos Dindamicos

Conforme comentado anteriormente, digrafos muito grandes sao encontrados em diver-
sos tipos de aplicacoes incluindo, por exemplo, redes sociais, redes de sensores, redes
biologicas e diversas bases de dados da Web. Tais grafos nao surgiram grandes, mas
se tornaram grandes de forma incremental, como é o caso das redes sociais onde novos

usuarios fazem novos amigos na rede (e perdem amigos também). Como consequéncia,
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h& uma emergente necessidade por algoritmos que processem de forma eficiente grandes
digrafos nas quais seus vértices e arestas podem aparecer e desaparecer ao longo do
tempo.

Dado que o digrafo sofre alteracoes ao longo do tempo, se a versao atual do
digrafo é considerada final, entao ele pode ser indexado tal que todas as consultas
subsequentes podem ser eficientemente respondidas. Contudo, nao é comum haver
uma versao “final” de um digrafo dinamico. O digrafo continua evoluindo e as consultas
devem ser respondidas corretamente. Quando um digrafo é muito grande, o tempo para
reconstruir um indice do inicio é frequentemente muitas ordens de magnitude maior que
o tempo entre duas consultas ou mesmo entre duas atualizagoes. O indice, portanto,
precisa ser incrementalmente atualizado. Se o digrafo é aciclico (DAG), esse indice é
uma ordenacao topologica: caminhos de u até v nao passam por vértices posicionados
depois de v, i.e., a travessia no grafo a partir de u pode ser cancelada se tais vértices
forem alcancados. No caso de uma tnica ordenacao topologica de um DAG, Pearce &
Kelly [2006] propuseram uma solugdo de nome PK.

Uma abordagem para atualizacao do indice de alcangabilidade é aquela deno-
minada Dagger. Proposta por Yildirim et al. [2013], Dagger é escalavel e detecta a
ocorréncia de ciclos quando hé insercao de uma nova aresta no grafo, manipulando
componentes fortemente conectados por meio de uma estrutura de dados que com-
porta o digrafo ciclico e sua versao aciclica. Maiores detalhes sobre essa abordagem

podem ser encontrados no proximo capitulo.

1.4 Definicio do Problema

Quanto mais os métodos se aproximam da extracao do fecho transitivo completo do
grafo (vide Figura 1.3), mais demorada ¢é a fase de construcdo do indice. Isso representa
uma clara desvantagem dos métodos off-line. Um tempo de construcao menor é um
fator importante, principalmente em contextos onde o grafo possa ter a sua estrutura
alterada ao longo do tempo, exigindo uma nova indexacao. Por exemplo, em grafos
sociais, onde novas conexoes entre usuarios sao feitas (ou desfeitas) a todo o momento.
Nessas situagoes, os métodos on-line apresentam vantagens, pois possuem um processo
de indexacao mais simples, uma vez que o grafo ¢ mantido em memoria. Contudo, ha
poucos métodos on-line que suportam grafos grandes [Yildirim et al., 2010].

De acordo com a linha do tempo exposta na Figura 1.4, pouco se fez em relagao a
familia de métodos baseados em coordenadas. De fato, o trabalho seminal de Kameda

[1975] nao apresenta resultados experimentais, além de ser uma proposta aplicavel



1.5. ORGANIZAGCAO DO TEXTO 11

somente a grafos planares. Por esse motivo, as perguntas que definem o problema

abordado neste trabalho, a respeito de grafos estéticos, sao:

e Quais adaptagoes sao necessarias ao algoritmo de Kameda [1975] para permitir

a indexacao de DAGs nao planares?

e Um indice da familia das coordenadas, combinado com um método de busca
on-line, representa uma solucao eficiente para o problema de alcancabilidade em

grafos nao planares? Onde, por eficiente, entende-se:

— Tal abordagem traz ganhos no tempo de construcao do indice?
— Tal abordagem reduz o tamanho dos indices construidos?

— Para os casos em que uma busca no grafo é necessaria, é possivel reduzir o

tempo das consultas?

Este trabalho dedica-se a responder a esses questionamentos e, pela proposta de
um método on-line da familia das coordenadas, apresentar uma solucao com melhor
compromisso entre tempo de construgao do indice, tamanho do indice e tempo de
consulta. Um objetivo deste trabalho é, portanto, demonstrar a possibilidade de obter
tal método, sendo uma variante do algoritmo de Kameda, onde as consultas do tipo
on-line resolvam os casos de excecao para os grafos nao planares.

Esta tese trata também da manutencao de informacoes sobre alcancabilidade em
grafos direcionados dinamicos, com deteccao de ciclos e manutencdo de componentes
fortemente conectados. Para tanto, investigou-se algoritmos eficientes que nos permi-
tem inserir e remover arestas de um grafo mantendo o indice atualizado. Sendo assim,
uma questao importante a ser resolvida é: Como atualizar de forma eficiente o indice
de alcancabilidade sem reconstrui-lo do inicio em toda atualizacdo de seu grafo? Para
tanto, apos a verificacao de semelhancas entre o problema de DTO (Dynamic Topo-
logical Ordering) e alcangabilidade, o algoritmos Feline-PK foi proposto, permitindo
a insercao em lote de arestas. Avaliou-se experimentalmente essa abordagem utili-
zando datasets tradicionais com milhoes de arestas, demonstrando a superioridade de

Feline-PK quando comparado ao estado-da-arte.

1.5 Organizacao do Texto

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte forma:
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

O Capitulo 2 apresenta o referencial teodrico e estado da arte em indexagao para
buscas de alcancabilidade. Nele, o contetido possui foco nos métodos recentes e

que sao escalaveis, uma vez que o tema de pesquisa assim o exige.

O Capitulo 3 aborda o método Feline, bem como defini¢coes importantes e os
seus algoritmos. O capitulo também apresenta os experimentos realizados e os

resultados que comprovam a eficiéncia do método.

O Capitulo 4 dedica-se a formalizar a proposta de extensao do método Feline para
indexar grafos com atualizacoes. Experimentos sao apresentados e, em seguida,

um estudo preliminar em inser¢oes de arestas em lotes é mostrado.

O Capitulo 5 apresenta as conclusoes desta tese e algumas propostas de trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Referencial Tedrico

Apresenta-se neste capitulo os trabalhos relacionados & indexacao e consultas de alcan-

cabilidade. Para tanto, esta organizado da seguinte forma:

e O trabalho seminal das abordagens da familia das coordenadas, o algoritmo de

Kameda [1975|, é apresentado na Segao 2.1.

e Na Secao 2.2, os trabalhos relacionados sao discutidos. Para tanto, eles sao
divididos em abordagens escalaveis e nao-escalaveis. O critério para essa divisao
foi a avaliacao dos resultados experimentais publicados em trabalhos recentes e
em surveys da area. Os principais métodos considerados escalaveis pela literatura

sao apresentados.

e A indexacao de grafos dindmicos é brevemente apresentada na Secao 2.3, seguida

do método que compoe o estado da arte: Dagger.

2.1 O algoritmo de Kameda

Quando um grafo é representado num plano sem que as suas arestas se cruzem (grafo
planar), ele divide esse plano em regides denominadas faces [Nishizeki & Rahman,
2004; Nishizeki & Chiba, 2008]. Cada regiao, ou face, é caracterizada pelas arestas
que a contornam. Por exemplo, o grafo planar da Figura 2.1 possui 3 faces, F'1, F2
e '3 (também chamada de face externa ou infinita). Essa nogao se aplica aos DAGs
planares, sem perda de generalidade.

O trabalho de Kameda [1975] aparece como um precursor em indexagdo para

alcancabilidade. Contudo, o método empregado por esse trabalho é aplicavel somente

13



14 CAPITULO 2. REFERENCIAL TEORICO

\ F2
O——0O

Figura 2.1. Exemplo de digrafo com 3 faces: F1, F2 e F3 (face externa).

F3

a DAGs planares e com uma restricao, o grafo deve ter uma representacao do tipo

upward planar.

Definicao 10 (Fontes e Sumidouros). Um vértice u é uma fonte se ele nao possui
arestas que chegam nele. Um vértice u € um sumadouro se ele nao possui arestas que

partem dele.

Definigao 11 (Representacao upward planar). Um DAG planar Gpag admite uma
representacao do tipo upward planar, se todas as suas fontes e sumidouros estao na face
externa e todas as arestas sao representadas por curvas monotonicamente crescentes

na direcao vertical.

A Figura 2.2-(A) mostra um DAG que obedece a essa restri¢ao, de acordo com
a Definicao 11. FEssa restricao do algoritmo de Kameda assemelha-se a uma técnica
usada na area de visualizagdo de grafos (graph drawing). Conforme Bertolazzi et al.
[1998]; Hopcroft & Tarjan [1974]; Papakostas [1994]; Healy & Lynch [2005]; Bertolazzi
et al. [2002], uma representacao do tipo upward planar de um DAG planar Gpag,
é uma representacao de Gpag num plano bidimensional, criando um posicionamento
dos vértices de tal forma que os sumidouros e as fontes devem estar na mesma face
(externa) em lados opostos.

O objetivo do algoritmo de Kameda é rotular vértices utilizando vetores, de tal
maneira que u alcanca v se e somente se L, < L,, onde L, é um vetor bidimensional!
atribuido ao vértice u e onde L, é um vetor bidimensional atribuido ao vértice v, cada
um representando as coordenadas x e y no plano, onde L, = (2, y.) € Ly, = (Ty, Yo)-
Dado um DAG Gpag = (Vbaa, Epac) planar, que possua uma representagao do tipo

upward planar, seja n = |Vpag|, o algoritmo realiza uma busca em profundidade mais a

! Originalmente definido como um vetor d-dimensional, porém o autor postula que 2 dimensdes é
suficiente para um DAG planar.
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(A)

Figura 2.2. (A) Exemplo de grafo direcionado planar em uma representacao
upward. (B) Exemplo de grafo direcionado planar que ndo possui uma represen-
tacao upward planar.

Figura 2.3. Exemplo de grafo planar.
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(A): arvore mais a esquerda (B): arvore mais a direita

Figura 2.4. Exemplo: (A) arvore de cobertura a esquerda (arestas em negrito) e
coordenadas X (primeiro componente do vetor). (B) &rvore de cobertura a direita
e coordenadas Y (segundo componente do vetor).

esquerda (em relagdo aos vértices da lista de adjacéncias) em Gpag, com um contador
inicial ¢ = n. Quando um vértice é desempilhado, atribuimos o valor de ¢ ao primeiro
componente do rétulo L desse vértice e ¢ é decrementado. O mesmo é feito com uma
busca mais a direita. Por exemplo, suponha o DAG planar da Figura 2.3, onde o

resultado dessa primeira fase do algoritmo de Kameda pode ser visto na Figura 2.4(A).

Defini¢ao 12 (Ordenagao topologica). Um ordenagao topoldgica de um DAG Gpag =

(Vbag, Epac), € uma ordenac¢ao < em Vpag tal que V(u,v) € Epag, u < v.

Definigao 13 (Ordenagao topologica <,). Uma ordenagao topoldgica <, obtida por

uma busca em profundidade mais & esquerda em Gpag.

Definigao 14 (Ordenacgdo topologica <,). Uma ordenagio topoldgica <, obtida por

uma busca em profundidade mais & direita em Gpag.

A arvore de cobertura? resultante é chamada de drvore de cobertura ¢ esquerda.
O segundo componente dos vetores que rotulam cada vértice sao igualmente computa-

dos, mas com uma busca mais a direita (Figura. 2.4(B)) e o resultado é denominado

2Uma arvore de cobertura de um grafo Gpag é um grafo aciclico que contém todos os vértices de
Gpacg e é um subgrafo de Gpag [Cormen et al., 2001].



2.1. O ALGORITMO DE KAMEDA 17

de drvore de cobertura a direita. Cada componente dos vetores L sao ordenacoes topo-
logicas (Defini¢oes 13 e 14). Essas ordenagoes obtidas (<, e <,) sdo complementares.
O tempo de construcao desse indice € O(n) e o tempo de consulta é constante, uma

vez que o grafo é planar.

Teorema 1. Seja Gpag = (Vpaa, Epac) planar e admitindo uma representacio do
tipo upward planar. Eristem duas ordenacgoes topologicas complementares de Vpaq,
denotadas <, e <, (chamadas ordenagées mais G esquerda e mais a direita), tal que,
para u,v € Vpag, existe um caminho direcionado de u até v se e somente se u <, v e
u <y v. [Kameda, 1975; Sairam et al., 1990]

Na figura, os rotulos de cada vértice sao formados pelo par (z,y), na qual o valor
de x é encontrado na arvore de cobertura a esquerda e o valor de y encontrado na
arvore de cobertura a direita. Por exemplo, pela Figura. 2.4, temos que o vértice J
possui o rotulo (9,4). Ja o vértice P, possui o rotulo (15,15). Dados dois vértices
distintos u e v, e seus rotulos L, = (Ty,y) € L, = (2,,9,), u alcanca v se e somente
se (Tu, Yu) < (T4, Yy), isto é, se x, < T, € Yy, < Y, (Se u = v entdo u alcanca v). Assim,
para a consulta J ~»’ P3  basta comparar os rétulos de cada um, isto é, ao verificar
que 9 < 15 e 4 < 15, sabe-se que J alcanca P em tempo constante. J4 para a consulta
E ~" O, tem-se que E nao alcanca O, pois (5,9) ¢ (14,7), i.e., 5 < 14, mas 9 £ 7

(Teorema 1).

2.1.1 Visualizacao de grafos baseada em dominancia fraca

A abordagem de Kameda (e da representacdo do tipo upward) é restrita aos grafos
planares. Esse algoritmo rotula os vértices com coordenadas no plano bidimensional,
de forma que as relagoes de dominancia entre as coordenadas dos vértices expressem
diretamente a alcancabilidade entre eles. No exemplo anterior, dizemos que J domina
P, pois (9,4) < (15,15).

De acordo com as pesquisas realizadas, nao ha registros de métodos derivados da
abordagem de Kameda para grafos nao planares. Sendo assim, uma hipotese levantada
pelo presente trabalho, é que o trabalho de Kameda pode ser estendido para grafos nao
planares por meio de um método on-line.

Autores da area de visualizacao de grafos publicaram um método de visualizacao
que é aplicavel a grafos nao planares. Esse método, denominado Weak dominance

drawing ([Kornaropoulos & Tollis, 2011, 2012]), mantém a restri¢ao de Kameda, porém

~ 2 . L, . ye
3A notacdo u ~° v, definida no capitulo anterior, representa uma consulta de alcancabilidade
entre os vértices u e v.



18 CAPITULO 2. REFERENCIAL TEORICO

permite que as condicoes de dominancia sejam relaxadas, criando excecoes, i.e., uma
relagdo de dominancia nao verdadeira entre alguns vértices (dai o termo domindncia
fraca). Isso permite uma visualizagao amigavel aos humanos, compativel com a upward,
ou seja, os vértices fontes e os sumidouros sdo posicionados em lados opostos (por
exemplo, o grafo SY como mostrado na Figura 2.5). Ele nao admite uma representagao
num plano 2D que seja livre de excecoes [Eades et al., 1994; Kornaropoulos & Tollis,
2011]. Na figura, as coordenadas de u sdo menores do que as coordenadas de v, mas

nao ha caminho entre esses dois vértices.

AY

o
- YO
P

[, .o
X L+
y =4 r4/
\r

f\c

X
>

Figura 2.5. Exemplo de excecdo entre u e v. A seta tracejada é uma excegao
(ou, como em alguns textos, um falsely implied path), também chamado de falso-
positivo.

O grande problema de utilizar o método de Kameda para indexar grafos nao
planares, é que, existindo um numero exponencial de maneiras de se percorrer o grafo
em profundidade [Knuth & Szwarcfiter, 1974|, obter somente a arvore de cobertura a
esquerda e & direita nao oferece garantias de que o niimero de excecoes seja minimo.
Infelizmente, o problema de criar uma representacao de um DAG nao planar, de forma a
minimizar o nimero de exce¢oes é conhecidamente NP-Dificil [Kornaropoulos & Tollis,
2011, 2012], o que faz com que os métodos existentes sejam heuristicos (no capitulo
seguinte apresentar-se-4 um desses métodos).

Para a abordagem de indexagao proposta neste trabalho, estendemos o algoritmo
de Kameda para ser aplicado a DAGs nao planares. Para isso, utilizamos a ideia de
dominéncia fraca obtida da area de visualizacdo de grafos. Como serd apresentado
no capitulo seguinte, é possivel com esse método responder uma grande parte das
consultas em tempo constante, sendo necessiria uma busca no grafo em alguns casos.

Contudo, demonstra-se que essa busca é realizada geralmente em uma pequena parte
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do grafo original, por meio de mecanismos eficientes de poda. Dado isso, a principal
contribui¢ao deste trabalho dedica-se a mostrar que a abordagem de Kameda [1975]
pode ser generalizada para indexar grafos nao-planares estaticos e dinamicos, criando
uma abordagem escalével, atual e com desempenho superior aos métodos que compoem

o estado da arte em alcancabilidade.

2.2 Trabalhos relacionados

Apesar de todos os métodos publicados para grafos estaticos, Yildirim et al. [2010]
mostrou que grafos muito grandes nao sao suportados pela maioria das abordagens
existentes, i.e., esses grafos sao indexaveis mas a computagao de seus indices é inviavel
por diversos motivos, entre eles estao requisitos de memoria quadratica no namero de
vértices e/ou arestas e tempo de indexagao/consulta elevado. De fato, durante a nossa
investigacao, somente quatro métodos mostraram-se escalaveis podendo indexar grafos
com mais de 100.000 arestas: Nuutila’s Interval ([Nuutila, 1995; van Schaik & de Moor,
2011]), Grail ([Yildirim et al., 2010]), Ferrari ([Seufert et al., 2013|) e TF-Label (|[Cheng
et al., 2013]). A Tabela 2.1 mostra um sumério das complexidades de tempo e espago

para alguns desses métodos.

‘ Consulta ‘ Construcao ‘ Tamanho do indice
Transitive closure 0(1) O(|V] *|E|) o(V|?
Opt. Tree Cover o(|V)) O(|V| = |E|) o(V|?)
Tree+SSPI O(|E| —|V]) o(|V|+ |E]) o(|V|+ |E))
GRIPP O(E|—|V]) o(V|+|E]) o(V|+|E])
Dual labeling O(|E| - |V]) O([V| + |E| + 1) O([vV] + %)
Path-tree O(log® k) O(|E| x k) O(|V|xk)
3-Hop O(log [V |+ k) ou O(|V]) | O(k % |V|?|Con(G)]) O(|V] x k)
Nuutila’s Interval O(logy I) O(|V] *|E]) o(I)
Grail O(d) ate O(|V| + |E]) Od(|V]+|E|)) o@d|\vy)
Ferrari O(logd) atée O(|V| + |E|) O(|E| * d°) o@d|\vy)
Tabela 2.1. Comparacao entre as abordagens. ¢t = O(|E| — |V]) é o namero

de arestas fora da arvore de cobertura; k é o nimero de caminhos/cadeias; I é a
quantidade de listas de intervalos; e d é o ntumero de intervalos. Para simplificar
a apresentacao da tabela, exclusivamente nesta tabela, onde 1é-se V' entenda-se
Vbaa, onde lé-se F entenda-se Epag e onde 1é-se G entenda-se Gpag.
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2.2.1 Abordagens nao escalaveis

Apresenta-se nesta secao os trabalhos relacionados ao tema de pesquisa e que sao
considerados como sendo abordagens nao escaléveis, i.e., no contexto de grafos muito
grandes os métodos a seguir nao apresentam um bom desempenho de acordo com

trabalhos recentes.

Como mostrado na Tabela 2.1, a abordagem Transitive closure, proposta por
Simon [1988|, refere-se ao algoritmo para computagao do fecho transitivo de arestas de
um DAG. O método pode construir um indice em tempo O(|Vpag| * |Epac|) e espago
O(|Vbag|?) e responde a consultas em tempo constante. Nota-se que estes custos
(de construcao e tamanho do indice) sdo impraticaveis para grafos muito grandes,
entao outros estudos buscam reduzi-los, mantendo pequeno o custo para realizar as
consultas. Por conseguinte, diferentes abordagens buscam explorar outras estruturas
de dados, como arvores ou decomposigao em caminhos (ou cadeias, que sdo conjuntos
disjuntos de vértices interligados por um caminho), para computar e comprimir o fecho

transitivo.

Métodos como os encontrados em [Chen & Chen, 2008; Jagadish, 1990] sao base-
ados em decomposicao em cadeias, onde, se um vértice alcanca outro, entao eles podem
estar na mesma cadeia e mantém uma ordem de precedéncia entre si. Seguindo uma
técnica diferente, Agrawal et al. [1989] propoe um indice gerado a partir de uma arvore
de cobertura extraida do grafo, denominada Optimum Tree Cover. Esta abordagem
sugere, como um primeiro e importante passo, encontrar a melhor arvore que maxi-
miza a compressao do fecho transitivo. Para tanto, dada tal &rvore, um intervalo é
atribuido a cada vértice tal que, se um vértice u pode alcancar outro vértice v, entao o
intervalo de v contém o intervalo de v. Estes intervalos podem ser atribuidos por meio

de caminhamentos em pds-ordem na arvore.

De forma semelhante, Tree+SSPI, de Chen et al. [2005], também usa uma arvore
de cobertura e tem custo computacional de O(|Vpac|+|Epac) para construir o indice de
tamanho O(|Vpac| + |Epac). No entanto, para evitar a ocorréncia de falsos-negativos
nas consultas, o método é associado a uma estrutura chamada SSPI (Surrogate €& Sur-
plus Predecessor Index). Outro método que também utiliza uma arvore de cobertura
foi proposto por Trifl & Leser [2007] e ¢ denominado GRIPP (GRaph Indexing based
on Pre and Postorder numbering). No GRIPP, um intervalo é atribuido a cada vértice,
mas alguns vértices alcancaveis por arestas que nao aparecem na arvore sao replicados
para garantir a cobertura. Jin et al. [2008]| propos o Path-Tree, que extrai caminhos
disjuntos (cadeias) de um DAG e entao cria uma arvore na qual recebe uma rotulacao

por intervalos. Neste caso, o tempo para consultas e construgao, além do tamanho do
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indice, dependem do ntimero de caminhos, expresso por k, encontrados no grafo.

Para Wang et al. 2006, a maioria dos grafos obtidos de aplica¢oes do mundo real
sao esparsos. Isso significa que o nimero de arestas nesses grafos que nao aparecem na
arvore de cobertura (spanning tree) é pequeno, mas sao importantes e podem auxiliar
na construcao de um indice mais robusto. Assim, seu trabalho propde um método
chamado Dual-labeling. Esse método considera o uso de um esquema de codificacao
para as arestas da arvore de cobertura e outra codificacao para as arestas do grafo
que nao aparecem na arvore. Uma vez que o nimero de arestas que nao estdao na
arvore é t, 0 método constr6i um indice de tamanho O(|Vpag| + t?) em um tempo
O(|Vbac| + |Epac| + t3), com tempo de consulta de O(|Vpag| * |Epac|)-

Os métodos da classe Hop Labeling (como [Cheng et al., 2006, 2008; Cohen et al.,
2003; He et al., 2005; Schenkel et al., 2005]), mantém, para cada vértice e um certo raio
de alcance (hops), um conjunto de outros vértices que podem alcanga-lo (antecessores)
e outro conjunto de vértices que sao alcangados (sucessores). Assim, dois vértices u e v
sdo alcangéveis se a interse¢ao entre os antecessores (conjunto L;,) de v e os sucessores
(conjunto L,y;) de u ndo é vazia. Se necessario, o processo de verificacdo pode ser
repetido para os vértices intermediarios em L;, € Lyy. O método 3-Hop labeling,
proposto por Jin et al. [2009], tenta usar decomposi¢des em cadeias combinadas com a
estratégia de Hop Labeling para minimizar os conjuntos de sucessores e antecessores,
gerando um indice menor. A ideia principal é, dada uma decomposicao em cadeias
extraida do grafo, uma representacao concisa do fecho transitivo é primeiro derivada,
a qual é chamada de contorno do grafo (Con(Gpag)). Isso corresponde aos pontos
de transicao entre as cadeias encontradas. Esta técnica de indexacgao é analoga, como
os autores dizem, a um mapa rodoviario. Dessa forma, para alcancar um destino
(um vértice destino) a partir de uma dada origem, primeiro precisamos entrar na via

apropriada (ou cadeia) e ir em diregao a saida correta para encontrar o destino.

2.2.2 Abordagens escalaveis
2.2.2.1 NUUTILA's Interval

NUUTILA’s Interval (|[Nuutila, 1995; van Schaik & de Moor, 2011]) extrai o fecho
transitivo do grafo e usa listas de intervalos para comprimir os segmentos de vértices
consecutivos. Por exemplo, se o fecho transitivo de um determinado vértice u for o
conjunto vy, vs, V3, V4, Vg, U7, Ug, Vg, V11, V12, O sell conjunto de alcancabilidade serd com-
primido em trés listas de intervalos: [v1,v4], [vs,ve] € [v11,v12]. Dessa forma, para

constatar se vy alcanca vz, por exemplo, basta verificar os limites do primeiro intervalo



22 CAPITULO 2. REFERENCIAL TEORICO

[v1, v4], onde este pode ser encontrado em tempo logaritmico ja que a lista de intervalos
esta ordenada.

O método proposto por Nuutila [1995] e depois revisto por van Schaik & de Moor
|2011| utiliza, nessa proposta mais recente, uma estrutura de bit-vectors para represen-
tar cada vértice nos intervalos, onde podem ser computados por operacoes logicas OU.

Por exemplo, o algoritmo a seguir pode ser usado para computar o fecho transitivo de
um DAG:

Algoritmo 1: Intervalos Alcancaveis
Dados: VDAG, EDAG

1 inicio

2 [v1, Vg, ..., v,] ¢ OrdenagaoTopologica(Vpaa, Epac);

3 para i < n decrementando até 1 faga

4 | alcancavel[v;] + [J{alcangavel[v;] U {v;}|(vi,v;) € Epac};

Dessa forma, esse método implementa um esquema de compressao que facilita o
uso das operacoes logicas OU, agilizando a construcao do fecho transitivo. Esse es-
quema utilizado é denominado PWAH (Partitioned Word Aligned Hybrid compression
scheme) e pode ser melhor entendido nos trabalhos publicados por Wu et al. [2006] e
van Schaik & de Moor [2011].

2.2.2.2 GRAIL

Proposto por Yildirim et al. [2010], o método de busca on-line denominado GRAIL
(Graph Reachability indexing via rAndomized Interval Labeling) atribui a cada vértice
w um roétulo L, = [ry,7,], onde r, e r, denotam valores obtidos de um caminhamento
em pos-ordem no grafo. A intuicdo é que um vértice u alcanca outro vértice v se
L, C L,. Contudo, esse tipo de rotulacao nao garante que excecoes nao ocorram. Uma
excecao ¢ a ocorréncia de resultado com falso-positivo, que é quando L, C L, mas u
nao alcanca v.

No GRAIL, o indice é formado por multiplos intervalos obtidos por meio de ca-
minhamentos em po6s-ordem no DAG, seguindo a estratégia min-post. Min-post atribui
um intervalo unico L, = [s,, e,] a cada vértice u, onde s, e e, denotam o inicio e o fim
do intervalo. O valor e, ¢ definido como e, = post(u), que ¢ o rank em pos-ordem do
vértice u, e o valor s, ¢ definido como s, = min{s,|x € children(u)} se u ndo é uma
folha e s, = e,, se u é uma folha (i.e., um vértice sem sucessores). Grail utiliza ainda
algumas otimizacgoes para acelerar os tempos das consultas, como o chamado positive-

cut filter e level filter (essas otimizagoes também sao utilizadas pelo método proposto
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[1,71,11,21 @[1,3],[1,5]
A

y
[1,1],[1,1] @[2,2],[4,4]

Figura 2.6. DAG com multiplos intervalos |Yildirim et al., 2010].

neste trabalho e serao explicadas no proximo capitulo). O Algoritmo 2 apresenta um

pseudo-codigo para min-post.

Algoritmo 2: MinPost

MinPostLabeling(Gpac)

inicio

r<1

Roots < {n : n € roots(Gpac) }

para cada x € Root, em ordem aleatoria faga

L Call MinPostVisit(z, Gpag)

=B SV R .

7 MinPostVisit(z, Gpag) inicio
se z foi visitado antes entao
| retorna

10 para cada y € Children(z), em ordem aleatoria faga
11 L Call MinPostVisit(y, Gpac)

12 re <— min{s. : ¢ € Children(z)}
13 L, < [min(r,r.),r]
14 rr+1

A Figura 2.6, mostra um DAG depois da rotulacao com dois intervalos. Com esses
rotulos, para saber se o vértice 2 (em [1,9],[1,7]) alcanca o vértice 4 (em [1, 5], [1, 8]),

i.e., se 2 alcanca 4, deve-se verificar se [1,5] C [1,9] e [1,8] C [1,7], que é falso,
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significando que o vértice 2 nao alcanga o vértice 4, pois [1,5] C [1,9] (i.e., o intervalo
[1,5] estéa contido no intervalo [1,9]), mas [1,8] Z [1,7]. Da mesma forma, para verificar
se o vértice 2 alcanga o vértice 9 (em [2, 2], [4,4]), precisamos verificar se [2,2]] C [1,9]
e [4,4] C [1,7], que é verdadeiro. Contudo, ndo é possivel saber de antemao se esse
resultado é verdadeiro ou é um falso-positivo. Um exemplo disso é a consulta 4 ~"
3, que tem resposta positiva mas o vértice 4 nao alcanca o vértice 3. Nesses casos,
uma busca em profundidade no grafo é necessaria, usando como esquema de poda e
direcionamento da busca, explora somente os vértices que estao contidos no intervalo do
vértice de inicio (no tltimo exemplo, o vértice 4). E importante observar que GRAIL
usa multiplos intervalos (d intervalos) de forma a reduzir o nimero de exce¢oes. Nesse

caso, quanto mais intervalos, menores as chances de que ocorram excegoes.

2.2.2.3 FERRARI

Muito similar ao GRAIL, FERRARI (Flezible and Efficient Reachability Range As-
signment for gRaph Indexind) [Seufert et al., 2013] também utiliza multiplos intervalos
obtidos por meio de aplicacoes do algoritmo min-post. No entanto, FERRARI utiliza
uma compressao seletiva do conjunto de intervalos, onde um subconjunto de intervalos
adjacentes sao agrupados, tornando mais agil a verificacdo de alcancgabilidade. FEssa
operacao de agrupamento de intervalos é diferente da realizada pelo NUUTILA’s In-
terval e tenta preencher as lacunas entre os intervalos atribuidos. Como o agrupamento
é feito para cada aresta, entdo cada vértice u recebera pelo menos deg(u) X d interva-
los (usando d intervalos). Assim o custo computacional para atribuir os intervalos é
O}, deg(u) x d*) = O(|Epac| % d?), e, como os intervalos nao agrupados sao mantidos
em ordem, o tempo de consulta é O(log, d x (|Vpac| + |Epacl|)-

FERRARI também atribui outras duas informacoes a cada vértice, que é um
intervalo dito exato proveniente da arvore de cobertura extraido do DAG e a posicao
do vértice em uma ordenacao topologica. Ambos sao usados para resolver casos de
excecoes e poda do espaco de busca, onde todos os vértices que estao posicionados

além do vértice objetivo na ordenacao topologica podem ser descartados.

2.2.2.4 TF-Label

O trabalho recente de Cheng et al. [2013] propoe a abordagem denominada TF-Label
(onde TF significa Topological Folding). Essa nova abordagem compacta o grafo de
forma recursiva objetivando reduzir o indice final, para isso ¢é utilizada uma técnica de

rotulacao de vértices similar as tradicionais abordagens da classe Hop Labeling.
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TF-Label atribui os conjuntos labelsy,(u) e labels;,(u) para cada vértice u do
DAG de entrada, obtidos de um passo chamado de topological folding (i.e., dobra
topolégica, numa traducio livre). Para uma dada consulta u ~" v, 0 método necessita
apenas verificar a intersegao entre labelsy,(u) e labels;,(v) para aferir a alcangabilidade
entre u e v. Se um elemento em comum é encontrado na intersecao, entao u alcanca

v, caso contrario, u nao alcanca v.

O indice produzido por essa abordagem é limitado em tamanho pela quan-
tidade de rotulos aplicados e o tempo de consulta é limitado pela operagao de
intersecao.  Contudo, o tempo de construcdo nao é tao Obvio. Simplificando
um pouco, mas sem perder de vista os detalhes, a complexidade é da ordem
de O(X1<i<igr(Goac) Zvevina (Fi(Goac) (d€9in (v, Fi(Gpac)) * degout(v, Fi(Gpac))), onde
L(Gpag) & um fungdo que obtém o nimero de niveis topologicos do grafo de entrada
Gpac, Fi(Gpag) € a i-ésima dobra topologica de Gpag e degi, (v, F;(Gpac)) é o grau

de entrada do vértice na i-ésima dobra.

2.2.2.5 SCARAB Framework

Um trabalho recente publicado por Jin et al. [2012] apresenta um framework unifi-
cado para alcancabilidade denominado SCARAB (standing for SCAlable ReachA Bi-
lity). Esse framework possibilita acelerar (boosting) os métodos existentes e permite

que métodos nao escaléveis possam trabalhar com grafos grandes.

SCARAB propoe o uso de um grafo auxiliar extraido do grafo original, contendo
o que se chama de “backbone de alcancabilidade” (ou estrutura de alcancabilidade).
Esse grafo auxiliar em geral é menor e condensa toda a informagao de alcancgabilidade
entre os principais vértices do grafo, isto é, aqueles vértices intermediarios que fazem
a conexao entre os demais. Isso significa que o backbone contem as principais vias
de acesso entre todos os vértices do grafo, para determinar se existe caminho entre
quaisquer dois vértices, basta verificar se os vértices estao conectados ao backbone.
Em seguida, uma busca no backbone é suficiente para dizer se eles se alcancam. A
Figura 2.7 mostra um exemplo onde o grafo original estd & esquerda e o backbone &

direita.

Como o grafo auxiliar é em geral menor, é possivel acelerar métodos de busca
on-line, como o proposto neste trabalho. Como observado por Jin et al. [2012], tais
métodos alcancam melhor desempenho quando combinados com SCARAB. Embora os
ganhos de desempenho para responder consultas de alcancabilidade aumentem tanto o

tamanho do indice e quanto o tempo para construi-lo.
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Figura 2.7. Exemplo: (A) grafo original; (B) Backbone de alcangabilidade.
Figura coletada de Jin et al. [2012].

2.3 Alcancabilidade em Grafos Dindmicos

O problema de indexacao de grafos torna-se ainda mais complexo se esses grafos so-
frerem atualizacoes com o passar do tempo, como acontece numa rede social, por
exemplo. Numa rede social, a cada instante novos relacionamentos entre os partici-
pantes sao estabelecidos, bem como a insercao de novos membros ou a saida de outros.

Isso claramente faz com que a estrutura dos grafos mude.

Nesse contexto, a indexacao estatica nao é adequada, pois para cada atualizacao
uma nova e completa indexacao deve ser realizada. Outros exemplos de grafos dinami-
cos sao encontrados em Compiladores, onde grafos de dependéncias sao extraidos das
instrucoes do programa para andlise de fluxo. Na linguagem Prolog, a execugao do
programa depende de uma busca em profundidade na arvore de execu¢do (construida
dinamicamente) para avaliar uma consulta e respondé-la. Nesse contexto, implemen-
tagoes paralelas de Prolog se beneficiam de consultas de alcancabilidade [Gupta &

Jayaraman, 1993].

Uma atualizagao no grafo é uma operacao que insere ou remove arestas ou vértices
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|[Mehta & Sahni, 2004]. Sendo assim, entende-se por grafo dindmico um grafo que esta
sujeito a uma sequéncia de atualizacoes. Por conseguinte, o objetivo de um algoritmo de
indexacao para tais grafos é atualizar eficientemente o indice ap6s mudancas dinamicas
no grafo, ao invés de reconstrui-lo a todo instante [Yildirim et al., 2013]. Por exemplo,
se o custo para indexar um grafo é O(C), apos cada uma de m modifica¢oes no grafo,
uma soluc¢ao dinamica deve ter custo menor que O(mC') e s6 serd eficiente se puder
amortizar o custo de atualizar o indice para um niimero grande de consultas.

Uma classificacao de problemas de grafos dindmicos pode ser encontrada em
|[Mehta & Sahni, 2004] e pode ser de dois tipos, de acordo com as atualizagoes permiti-
das. Um grafo dinamico é dito ser totalmente dindmico se as operagoes de atualizagao
incluem a insercao e remocao de vértices e arestas. Um grafo parcialmente dindmico
permite somente um tipo de atualizacdo: inser¢ao (problema incremental) ou remogao
(problema decremental).

Historicamente, a comunidade cientifica pouco tem se dedicado ao problema de
alcancabilidade em grafos dinamicos. Acerca do tema, ha registros de solucoes nao
escalaveis para a manutencao do fecho transitivo em meio a atualizacoes no grafo,
como os trabalhos de King [1999]; Frigioni et al. [2001]; Demetrescu & Ttaliano [2005]
e Roditty [2008]. Outro trabalho dedicado a consultas de alcangabilidade em grafos
dindmicos é o de Roditty & Zwick [2004]. Em pesquisas realizadas, um importante
método escalavel para o problema de alcancabilidade foi encontrado: o trabalho de

Yildirim et al. [2013], denominado Dagger.

2.3.1 Dagger

O Dagger (para Dynamic Graph REAchability, com um 'G’ extra) |Yildirim et al.,
2013, é a versao dinamica do GRAIL. Ele gera um indice com tamanho e tempo de
constru¢ao lineares (na ordem do grafo), além de um tempo de consulta proporcional
a versao estatica (i.e., para grafos estaticos ou que nao sofrem atualizagoes ao decorrer
do tempo). O Dagger consegue atualizar o indice em tempo linear no tamanho do grafo
de entrada e em tempo constante em alguns casos especificos.

Assim como no GRAIL, os componentes fortemente conectados sao identificados
e o DAG associado é extraido e indexado. Dagger indexa o DAG, mas mantém o
grafo original, porque as atualizacoes podem afetar os componentes, criando novos ou
separando os existentes. A Figura 2.8, extraida de [Yildirim et al., 2013], apresenta
um grafo direcionado e seu respectivo DAG (apés a identificagdo dos componentes
fortemente conectados). Segundo Yildirim et al. [2013], toda atualizagao deve ser feita

no grafo original, pois essas atualizacoes podem afetar a estrutura do DAG que sera
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Figura 2.9. Exemplo: estrutura para grafo dinamico.
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Figura 2.10. Rotulacio de um DAG usando o min-post modificado. Os intervalos
a esquerda e direita de cada vértice é resultado de uma travessia diferente.

indexado.

Dagger gerencia o grafo dinamico por meio de uma estrutura contendo ambos
o grafo normal (direcionado) e o DAG indexado. A Figura 2.9 apresenta a estrutura
utilizada. Nela, os vértices desenhados com linhas duplas representam os componentes
fortemente conectados. Os vértices acima do plano sao componentes maiores e as setas
tracejadas (mais finas) representam o mapeamento entre vértices do grafo original e os

componentes.

O indice é construido pela rotulagao dos vértices do DAG de maneira bem similar
ao GRAIL, usando multiplos intervalos, com uma modificacao do algoritmo min-post.
Para cada caminhamento (em pos-ordem), o algoritmo inicia da(s) raiz(es) do DAG
e rotula cada vértice. Durante o caminhamento, um contador é mantido e incremen-
tado com o tamanho do respectivo componente fortemente conectado, pois o intervalo
atribuido deve ser suficientemente grande para conter alteragoes que possam ocorrer
dentro do componente. A Figura 2.10 mostra esse esquema de rotulagdo com dois in-
tervalos (figura extraida de [Yildirim et al., 2013]), onde, por exemplo, o vértice 3 que
representa um componente fortemente conectado (vide Figura 2.8) contendo 5 vértices

do grafo original, por isso o seu rétulo possui intervalos de 0 a 5.

Dagger suporta operacoes de insercao e remogao de vértices e arestas, mas algu-
mas operagoes sao menos custosas do que outras. Por exemplo, na insercao de uma
nova aresta (u,v) no grafo original, caso o intervalo de v ja estiver contido no intervalo

de u, e nenhum novo componente for criado, nenhuma atualizacao precisa ser feita no
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indice. Senao, serd necessario aumentar a folga do intervalo de u de forma proporci-
onal e propagar esse aumento para os vértices que antecedem u, recursivamente. No
entanto, se a inser¢ao/remogao de arestas (e/ou vértices) resultar na geragao de no-
vos componentes fortemente conectados, a operacao é custosa, pois envolve recalcular

alguns intervalos.

O custo de atualizacao do indice no caso de uma insercao de aresta ¢, no pior caso,
proporcional a uma consulta de alcancabilidade e atualizagao dos rétulos dos vértices,
isto ¢ O(d*|Epac|). Uma inserc¢do de vértice pode ser acompanhada de varias inser¢oes
de arestas, sendo assim o tempo para inserir um vértice (acompanhado de sua lista de
arestas de entrada [. e sua lista de arestas de saida l;) demanda O(d * |ls| + |lc| * Cai),
onde Cy; é o tempo gasto para inserir uma aresta e d é a quantidade de intervalos

usados, sendo necessario atualizar os indices dos vértices sucessores.

O custo para remover uma aresta ¢ constante, se os vértices conectados estiverem
em componentes diferentes. Caso contrario, para remover uma aresta (u,v), o custo é
O(|EC| — |EJ'| 4+ |V'|) onde |E(| é a quantidade de arestas do componente antes de
ser separado, ja |Ec’| e |V "] sdo as quantidades de arestas e vértices do componente
que contém o vértice u depois de separado. Para remover um vértice, primeiro devem
ser removidas todas as arestas de entrada e saida, a um custo de O(|ls| * Cuq + |le|),
onde [, é a quantidade de arestas de saida, [, a quantidade de arestas de entrada e Cy
o custo de remover uma aresta. Se a remocao da aresta nao separar o componente, ou
seja, se mesmo depois da remocao da aresta houver caminho no grafo entre v e v, o

custo para remover a aresta ¢ constante.

O trabalho de Yildirim et al. [2013] apresenta duas questoes ao tratarmos de
grafos dinamicos: primeiro, o custo de atualizacao do indice deve ser muito menor do
que reconstruir o indice inteiro a cada atualizagao, o que justifica o uso do método;
segundo, ha a necessidade de mantermos o digrafo original em memoéria, uma vez que
toda alteragao é feita nele. Portanto, a abordagem deve fazer uso de estruturas de
dados mais elaboradas a fim de conter o digrafo e seu DAG (a ser, de fato, indexado).
Pensando nisso, Dagger escala bem, mas seu desempenho ¢é afetado pelas estruturas
de dados complexas e redundantes. Nesta tese, mostramos que nosso método é melhor
do que o Dagger quanto ao tempo para atualizar o indice e quanto ao desempenho das
consultas, que chegam a ser dezenas de vezes mais rapidas, em média. Nosso método
também considera todas as possiveis atualizacoes em um digrafo que nao precisa ser

aciclico.
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2.3.2 Incremental 2-HOP

Incremental 2-HOP [Bramandia et al., 2010| deriva do 2-HOP para grafos estaticos,
onde, para um DAG (Vpag, Epac) cada vértice v € Vpag € associado a um rotulo L,
que compreende duas listas de vértices L;, (v) e Loy (v). Estas duas listas sdo chamadas
de rotulos 2-HOP. Os vértices que sdo armazenados em L;,(v) (e respectivamente em
Loui(v)) sdo vértices que podem alcancar (respectivamente, sdo alcancados por) v.
Assim, para todos os vértices u e v, Li,(v) N Loy (u) # 0 se e somente se u alcanga v.
Dessa forma, se existe um vértice w tal que ele estd em ambos L;,(v) e Loy (u), entdo
u pode alcancar w, e w, por sua vez, pode alcancar v. Em seus estudos, Bramandia
et al. [2010] melhoram o indice tradicional 2-HOP, que atualizam o indice quando um
novo veértice é inserido. Eles propoem algumas fun¢oes heuristicas para encontrar os
rotulos com base em uma propriedade de separacao de vértices, na qual um conjunto
de vértices X separa u e v se a remocao de X desconecta u e v. Logo, em todo caminho
p que liga u a v havera pelo menos um vértice em p escolhido como a intersecao entre
u e v. De acordo com os autores, suas heuristicas escolhem os vértices que aparecem
no maior nimero de caminhos entre u e v (onde u E}, 4, v), e entdo remove os vértices
escolhidos e suas arestas do grafo. Tal remocao indica que todos os caminhos que
passam por esses vértices foram processados. Na pratica, o algoritmo que constréi o
indice encontra esses vértices de forma gulosa. Assim, dado um conjunto de ancestrais
de u, A(u), e um conjunto de decendentes D(u), ele adiciona u & Ly, de A(u) e L;, de
D(wu). Uma vez que u ¢ escolhido, todos os caminhos de A(u) até D(u) via u nao sao
mais relevantes para construir o indice. O algoritmo remove u e suas arestas do grafo
e procede para a proxima iteracao. Ele termina quando nao ha mais arestas restantes

no grafo. A complexidade de tempo desse método ¢ O(|Vpac|? X (|Vpac| + |Epacl|))-

Dagger escala melhor do que Incremental 2-HOP e é aplicdvel também a digrafos
ciclicos. Contudo, o desempenho de Dagger é afetado por suas complexas estruturas
de dados e o desempenho de suas consultas nao é significantemente melhor do que uma
busca em largura (BFS). Por outro lado, Incremental 2-HOP suporta apenas DAGs
e realiza O(|V]) atualizacoes nos rotulos 2-HOP em cada atualizagdo do indice, i.e.,
uma complexidade de tempo pior do que Dagger. Esta tese mostra que Feline-PK é
mais rapido do que Dagger na atualizacao do indice, onde esse indice é melhor que o
gerado pelo Dagger: as consultas de alcancgabilidade sao respondidas de forma 10 vezes
mais rapidas, em média. Assim como o Dagger, Feline-PK considera todas as possiveis
atualizagoes no digrafo, que pode ser ciclico. Incremental 2-HOP nao suporta todas as
operacoes de insercao e remocao de vértices e arestas. Nao é possivel com este algoritmo

indexar um grafo que comega sem vértices e arestas (G = (0, ())) e incrementalmente vai
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sendo atualizado com novos conjuntos de vértices e arestas. Neste caso, a indexagao
deve iniciar de um grafo nao vazio e somente apds o indice 2-HOP ser construido.
Incremental 2-HOP nao consegue atualizar o indice dada um remocgao de arestas, uma
vez que o grafo é desconstruido na indexagao. Portanto, como este método é deficiente

e ineficiente, nao é considerado nos experimentos desta tese.

2.4 Conclusao

Apesar da grande quantidade de trabalhos publicados na area de alcancabilidade em
grafos, a maioria das abordagens nao sao escaléveis. Por conseguinte, h4 uma necessi-
dade de novas abordagens ou estudos que aprimorem abordagens antigas, priorizando
nao somente a questao da escalabilidade, mas também as modificagoes nas estruturas
dos grafos ao longo do tempo.

No capitulo seguinte, apresentamos uma abordagem para indexacao de grafos
estaticos com melhor complexidade teoérica do que os métodos relacionados aqui, além
de ser mais simples de implementar e com melhor desempenho na pratica. Em seguida,
pensando na questao das modificacoes dinamicas dos grafos, apresenta-se em capitulos

posteriores uma proposta que contemple um indice que suporte tais modificacoes.



Capitulo 3

Alcancabilidade em Grafos

Estaticos: Feline

Apresenta-se neste capitulo o método Feline (Fast rEfined onLINE search) para a
construcao de indices de alcancabilidade. Toda a discussao sobre a construcao do
indice e realizagao de consultas dar-se-4 no contexto de métodos de busca online, onde
o grafo original faz-se necessario em memoria. Para tanto, este capitulo esta organizado

cOomo a seguir:

e Apds uma breve introducao, a Secao 3.2 apresenta as defini¢oes e propriedades do
indice Feline, que é complementada logo em seguida pela Secao 3.3, descrevendo

como o indice pode ser interpretado graficamente.

e A Secao 3.4 mostra como o indice de alcancabilidade é obtido, apresentando o

algoritmo de construcao.

e A Secao 3.5 introduz o algoritmo para realizar as consultas, discute a intuicao a
respeito da eficiéncia do método e apresenta a complexidade computacional do

Feline.
e A Secao 3.6 apresenta duas otimizac¢des implementadas.
e Os experimentos realizados e os resultados obtidos sao discutidos na Segao 3.7.

e Por fim, a Secao 3.8 conclui este capitulo.

33
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3.1 Introducao

Em geral, construir um indice de alcancabilidade para um digrafo estatico pode ser
decomposto em: (1) agrupar os componentes fortemente conectados e (2) construir
um indice que ajude a responder consultas de alcancgabilidade no DAG resultante. O
método de indexacao que é apresentado neste capitulo, derivado da abordagem de
Kameda [1975], foi definido a partir da observa¢ao de uma propriedade da ordenagao
topologica sobre um DAG Gpag = (Vpaa, Epag) qualquer: dados dois vértices u e
v em Vpag, se v ocorre antes de u na ordenacgao, pode-se dizer com certeza que u
nao alcanca v em Gpag. Contudo, se v ocorre depois de u, nada pode-se afirmar a
respeito da alcancabilidade entre u e v. Obviamente, se v ocorre depois de u, podemos
determinar a alcangabilidade por uma busca (e. g., em profundidade) a partir de u no
grafo, seguindo a orientacao das arestas. Dessa forma, se existir um caminho entre u e
v, a busca terd uma resposta positiva ao teste de alcancabilidade. Por exemplo, dado o
DAG da Figura 3.1 e a ordenacao topologica mostrada, podemos afirmar que o vértice

h nao alcanca o vértice a, pois a vem antes de h na ordenacao.

©
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Figura 3.1. DAG e uma ordenacao topolégica.

A partir dessa observacao, é razoavel pensar que é possivel reduzir o trabalho de
geracao de indice para um método de busca on-line, por meio de uma simples ordenacao
topologica do grafo com tempo O(|Vpac| + [Epac|). Dado um DAG (Vpacg, Epac)
uma ordenagao topologica < é uma enumeragao de Vpag tal que para todo par (u,v) €
Epag,u < v (ordem total). Uma consequéncia dessa defini¢do ¢ que, dado um DAG
(Vbac, Epac), sua ordenacdo topologica < e dois vértices (u,v) € Viag, 4 Ehag v =
u = v ou existe (u, k) € Epag tal que k <— v e k Ef,; v. Isso significa que todos os
caminhos partindo de u até v (se existir algum) passam pelos vértices que estdo entre
u e v seguindo a ordenagao topolodgica. Contudo, a ordenacao topoldgica nao é tnica e,

como consequéncia, na presenca de muitas ordenacoes topoldgicas de um dado DAG,
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precisamos considerar os vértices entre u e v na intersecao de todas essas ordenacoes’.
Se essa interse¢ao é vazia, entdo podemos responder de forma negativa a consulta (sem
a necessidade de percorrer o DAG). Isso acontece, por exemplo, quando v esta antes
de u em pelo menos uma das ordenacoes topologicas.

Por exemplo, a Figura 3.2 apresenta duas ordenacoes topologicas possiveis para o
DAG anterior: uma priorizando os vértices mais a esquerda da raiz, outra priorizando
os vértices mais a direita da raiz em uma busca em profundidade. Isto é, na ordenacao
(I), apos o vértice a, o vértice b é visitado; ja na ordenagao (II), depois do vértice a,

visita-se primeiro o vértice d.

)
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Figura 3.2. Dag e ordenacdes topoldgicas.

No caso da consulta d ~* g, considerando a ordenacdo (I), podemos dizer rapi-
damente que a resposta é negativa, pois g aparece antes de d, indicando que nao pode
haver um caminho entre os dois vértices iniciando em d. No entanto, considerando a
ordenacao (II), seria necessaria uma busca no grafo para confirmar que nao ha caminho
entre d e g, pois d aparece antes de g. Contudo, conforme Kameda [1975|, essas duas
ordenagoes topologicas sdo “complementares” e a resposta negativa em (I) é suficiente
para responder de forma negativa a essa consulta.

A ideia principal do método elucidado neste capitulo é que a utilizacao de mais
de uma ordenacgao topolégica pode resultar em um mecanismo de poda mais eficiente

do espaco de busca, pois é possivel descartar vértices que seriam percorridos pela

! Conhecidamente, ha vérias ordenagdes topologicas possiveis a um mesmo DAG ([Knuth & Szwarc-
fiter, 1974; Kalvin & Varol, 1983]), e cada ordenagao atribui rankings (i.e., um valor inteiro entre 0 e
|Vbac|) diferentes aos vértices.
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busca apenas verificando a sua posi¢do (ou ranking) em cada ordenagao. Por exemplo,
considerando o grafo da Figura 3.2, veja o caso da consulta a ~’ ¢g. Como as duas
ordenagoes topologicas (I e II) indicam que a ocorre antes de g, uma busca no grafo
¢ inevitavel, de forma a confirmar a evidéncia de que a alcanca g (i.e., aEj,9)-
Contudo, pode-se reduzir a busca apenas descartando os vértices que nunca alcancam
g em cada ordenacao, o que pode diminuir o tempo de busca em muitos casos. Isso pode
ser visto no exemplo da Figura 3.3, onde todos os vértices que aparecem depois de g em
cada ordenagao sao removidos da busca (vide hachura nas ordens I e II), limitando a

quantidade de arestas a serem percorridas (hachuras no grafo) e direcionando a busca.

X T
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Figura 3.3. Dag e ordenagoes topolégicas: Todos os vértices encontrados depois
de ¢ nas duas ordenagdes sao descartados da busca (4area hachurada), limitando a
quantidade de arestas a serem visitadas. Na Figura, as dreas hachuradas no DAG
representam o vértices descartados.

Como comentado anteriormente, as ordenacoes topoldgicas devem ser comple-
mentares. Assim, ao responder se u Ff o v (para dois vértices arbitrarios u,v € V2,¢)
a intersecdo deve ser tao pequena quanto possivel (o menor nimero de vértices que
sao candidatos a estarem no caminho entre os dois vértices), acelerando a busca. Essa
mesma ideia é encontrada na area de Graph Drawing e é denominada Weak Domi-
nance Drawing [Battista et al., 1998, 1992; Eades et al., 1994; Kornaropoulos & Tollis,
2011]. Uma Weak Dominance Drawing, definida por Kornaropoulos et al., cria uma
representacao de um DAG néo (necessariamente) planar em um plano bidimensional,

relaxando as propriedades de dominéancia, i.e., permitindo algumas excecoes quando
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h4 arestas que se cruzam. Nele, cada vértice u recebe uma coordenada tnica no plano
N? por meio de duas ordenagoes topologicas (i.e., um par de inteiros (<Y, <y)); pre-
servando as relagoes de alcance entre a maioria dos pares de vértices. Embora esse
método se dedique exclusivamente a visualizagcao de grafos, nao ha relacao publicada
com o trabalho de Kameda [1975] e os seus algoritmos podem ser reaproveitados para
gerar um indice de alcancabilidade on-line.

O analogo da relacao de alcancabilidade na representacao grafica ¢ a relacao
“estd no canto superior direito”. Mais precisamente, ambas as coordenadas de um
vértice v, alcancaveis a partir de outro vértice u, devem ser maiores que as respectivas
coordenadas de u, necessariamente. Quando essa relacao geométrica é verificada, a
alcancabilidade ¢ decidida por uma busca na parte reduzida do grafo, identificada a
partir do indice. Quando nao é verificada, a nao-alcancabilidade é decidida em tempo
constante.

A utilizagao do algoritmo proveniente da area de visualizacao de grafos, além de
representar uma intersecao interessante entre areas da Ciéncia da Computagao, mostra
que o trabalho original de Kameda [1975| para grafos planares, publicado ha décadas,
pode ser adaptado para grafos nao planares. Por conseguinte, o presente capitulo
mostra que este método, denominado Feline (para Fust rEfined onLINE search), é ndo
apenas viavel mas pode superar em desempenho os trabalhos mais relevantes publicados

recentemente.

3.2 Definicoes

Considerando um grafo direcionado G = (V, E') arbitrario a ser indexado, diz-se que
um vértice v € V & alcangavel por outro vértice u € V, se e somente se existe um
caminho entre u e v em G, de acordo com Definigao 1.

Conforme comentado no capitulo de introducao, para simplificar as notacoes usa-
das neste texto, sera considerado somente o grafo associado Gpac = (Vbaa, Fpac),
i.e., o grafo direcionado aciclico (DAG) extraido de G = (V, E)) pelo agrupamento de
todo componente fortemente conectado.

A ideia principal que fundamenta Feline é associar a todo vértice em Vpag um par
ordenado de ntimeros inteiros tinico em N2, Em outros termos, existe um mapeamento
i : Vbag — N2, construido por Feline, associado a Gpag onde, dados dois vértices
distintos (u,v) € Vi2,q, v € dito alcangével a partir de u, denotado por u Ef,q v, se e
somente se existe um caminho em Gpag de u até v e i(u) < i(v). Em outras palavras,

a todo vértice u é atribuida uma coordenada (<, <}/) num plano cartesiano XY, onde
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a abscissa X e a ordenada Y sao as ordenagoes topologicas <, e <, respectivamente.
Assim, <7 ¢ a posigao de u em <, e <} ¢ a posicao de u em <, de forma que a relagao

de ordem parcial < ¢ definida a seguir:

Definigao 15 (Ordem parcial <). V(<Y <4 <2, <v) € NY, (<U <) < (<Y, <V) <

U <z VAU <y V.

As propriedades de reflexividade, antissimetria e transitividade de < derivam

diretamente das propriedades de <. Geometricamente, (<3, <) =< (<}, <}) significa

que (<Y, <Z) estd no quadrante superior direito do sistema cartesiano bidimensional,

com (<3, <y) como origem. Diz-se que u domina v. Note que testar se essa relagao ¢

verdadeira requer tempo constante. Esse método garante que V(u,w) € Epag,i(u) <

i(w). Por conseguinte, uma consulta de alcancabilidade entre dois vértices u e v

denotada por u ~’ v, retorna verdadeiro se u = v ou Jw € Vpag \ {u} | i(u) =
i(w)A(w Efpg v). Essa afirmagao, juntamente com a transitividade de <, demonstram

o seguinte teorema:
Teorema 2. V(u,v) € Vi, (u Epye v) = i(u) <i(v).

A implicagao (u Efsg v) = i(u) < i(v) é sempre verdadeira (veja Defini¢ao 15).
Por contraposicao, se i(u) A i(v) entdo nenhum percurso no grafo é necessario para
responder de forma negativa a consulta de alcancabilidade de u para v. Com esse

teorema em maos, pode-se complementar a definicao de consulta de alcancabilidade:

Definicao 16 (Consulta de alcangabilidade).
U=
V(u,v) € Vi u~"v =< ou
u,w) € Epag | i(w) 2 i(v) A (w Efuq v)

(194

De uma perspectiva logica, escrever “i(w) = i(v) A (w Efyg v)” ao invés de
“(w Efzq v)” ndo acrescenta informacgao alguma, uma vez que (w Efj g v) = i(w) <
i(v) (pelo Teorema 2). Todavia, é algoritmicamente interessante. Isso significa que
a busca recursiva por um caminho desde u até v pode ser interrompida quando uma
aresta levar a um vértice w tal que i(w) A i(v). Como consequéncia, somente um
sub-grafo de Gpag é percorrido.

Com a ajuda do indice de Feline, responder a consultas de alcancabilidade u ~" v

torna-se um processo eficiente de apenas dois passos:

1. Testar se i(u) = i(v) e responder de forma negativa se i(u) £ i(v) (pelo Teo-

rema 2);
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2. Caso contrario, procurar em Gpag um caminho iniciando em u até v que passe

somente por vértices cujas coordenadas sejam =< i(v).

3.3 Interpretacao Grafica

Dado um DAG Gpag, todo vértice u é associado a um par (<% 45) € N? tal que,
para quaisquer dois vértices u,v € Gpag, se existe um caminho de u até v, entao a
coordenada <7 é menor ou igual a coordenada <7 e a coordenada < é menor ou igual
a coordenada <, pois u <, v e u <, v. A Figura 3.4 mostra um exemplo de um DAG

e o seu indice, de tamanho O(|Vpac|)-

- O Q|0 T o
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Figura 3.4. A visualizacao de um DAG: em (A) o DAG; em (B) o indice re-
lacionado ao DAG apresentado, onde cada linha representa a coordenada de um
vértice.

O indice resultante pode ser representado graficamente. O par de inteiros associ-
ado ao vértice é entendido como coordenadas no plano cartesiano.

O Teorema 2 significa graficamente que, para um dado vértice u, temos apenas
que verificar seu quadrante superior direito, de forma a identificar os vértices que podem
ser alcancados a partir de u. Se nao, a alcancabilidade é respondida de forma negativa

em tempo constante.
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Figura 3.5. Exemplo de regides de dominagao.

AY
. o
NG
| &
I
o) ‘1)
\' % 2(

Figura 3.6. Exemplo de excecdo entre u e v. A seta tracejada é uma excecio
(ou, como em alguns textos, um falsely implied path), também chamado de falso-
positivo.

As relagoes < entre os vértices (ou pontos no plano) sao ilustradas na Figura 3.5,
onde as linhas tracejadas expressam a area de alcancabilidade que se inicia em cada
vértice. Por exemplo, considere os vértices a e h. Para a Ejj, h, necessariamente tem-
se que i(a) X i(h) (pelo Teorema 2, e de fato a area hachurada iniciando de i(a) = (1, 1)
inclui o ponto i(h) = (8,7). Pode-se ver também na figura que d nio estd no canto

superior direito de b, i. e., i(b) £ i(d). Usando a contraposi¢ao do Teorema 2, conclui-se
que b v~ d.
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Infelizmente, o indice nao permite que respostas positivas sejam dadas em
tempo constante. Em outras palavras, o Teorema 2 deixa claro que V(u,v) € VZ,q,
(u Efag v) = i(u) < i(v), mas a implicagdo inversa nem sempre ¢ verdadeira. A
Figura 3.6 mostra um crown DAG conhecido como grafo SJ. No respectivo indice,
tem-se que i(u) =< i(v) mesmo se u ~" v ¢ falso, representado pela seta tracejada entre
os vértices u e v (falso-positivo).

E importante notar que alguns grafos, tal como um S9, ndo admitem um indice
2D que seja livre de falsos-positivos. De fato, tais grafos problematicos existem com a
constru¢ao de um indice nD com n arbitrariamente grande [Eades et al., 1994; Korna-
ropoulos & Tollis, 2011]. O problema de minimizar o ntimero de falsos-positivos, isto é,
dada uma ordenacao topologica qualquer, encontrar uma ordenacao complementar que
minimize a quantidade de falsos-positivos, é conhecidamente NP-Dificil [Kornaropou-
los & Tollis, 2011, 2012|. Contudo, pode-se gerar uma soluc¢ao aproximada (localmente

6tima), tal solucao é apresentada a seguir.

3.4 Construcio do Indice

Os passos para a construcao do indice de alcancabilidade sao apresentados nesta secao.
Para tanto, o Algoritmo 3 gera as coordenadas (do plano XY') que irdo compor o
indice Feline. As coordenadas do eixo X (abscissas) sdo determinadas primeiro por
um algoritmo de ordenacao topologica (linha 2), resultando no conjunto <, com as
posicoes (rank) de cada vértice. Qualquer algoritmo de ordenacao topologica pode ser
utilizado (algoritmos de tempo O(|Vpag|+|Epac|) sdo conhecidos [Kahn, 1962; Knuth,
1997]).

Para computar o conjunto de coordenadas Y (ordenadas), i.e., <,, usa-se a heu-
ristica proposta por Kornaropoulos & Tollis [2012] (nas linhas 3 4 17). Cada passo da
heuristica toma uma decisao sobre a posicao de um vértice, que minimizara o nimero
de falsos-positivos. A heuristica realiza repetidas remocoes de vértices que nao pos-
suem antecessores (i.e., raizes) para gerar uma nova ordenagao topologica <,. Dado
o conjunto inicial de raizes (linha 9), ela iterativamente escolhe a raiz com a maior
posi¢ao (rank) em <, (linha 11), um caso particular do algoritmo de Kahn ([Kahn,
1962]).

O operador arg max (line 11) tenta evitar uma excecao (i. e., falso-positivo) entre
o vértice escolhido e os vértices de iteracoes anteriores, escolhendo a raiz com a maior
posicao na ordenacao topologica. Esta escolha foi demonstrada ser localmente 6tima

por Kornaropoulos & Tollis [2012]. Se uma raiz tem maior posigdo em =, entao
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Algoritmo 3: Construcio do Indice

Dados: (Vpaa, Epac), um grafo direcionado aciclico cujo conjunto de
vértices, Vpag, € 0 conjunto de inteiros de 1 até |Vpag| e
EDAG - V]%AG

// para cada u, <! & a posigdo de u em <,

1 inicio
2 <24 OrdenagaoTopologica(Vphag, Epac);
3 <y 0;
// Armazenando o DAG como um vetor de sucessores diretos de
cada vértice e o vetor de seus graus de entrada
4 heads < (0,...,0);
5 d<« (0,...,0);
6 para todo (u,v) € Epa¢ faga
7 heads,, < heads, U {v};
8 L d, + d, + 1;
9 | roots < {v € Vpag | d, = 0};
10 enquanto roots # () faga
11 U <— arg maxvéroots(_<g)§
// Insere u ao final de <,
12 <y (=g, u);
// Atualiza d e o conjunto roots
13 roots < roots \{u};
14 para todo v € heads, faga
15 dy < d, — 1;
16 se d, = 0 entao
17 L roots < roots U{v};
18 | return (<., <)

ela serd atribuida a uma posi¢ao baixa em <,. Depois que uma raiz é selecionada e
removida de roots, novos vértices sem nenhum antecessor podem aparecer e o conjunto
roots deve ser atualizado (linhas 13 a 17).

Por exemplo, considere o DAG da Figura 3.4-(A). Uma ordenagao topoldgica pode
gerar o conjunto <, com os vértices {a,b,d, c,e, f, h, g}, associados as coordenadas x
com as posigoes (ranks) de 1 a 8. O algoritmo primeiro preenche o conjunto roots
com o vértice {a} (linha 9). Entdo, na linha 11, ele escolhe o vértice a do conjunto
roots (com rank 1, em <,) e coloca-o no conjunto <, (na primeira posicao). Depois,
na linha 13, a é removido de roots, que é atualizado com as novas raizes b e d, e
agora roots = {b,d}. Entdo, como d é a raiz com a maior posi¢do <., ele também é
removido de roots e inserido na segunda posicao de <,. Repare que d possui —<Z= 2

e que d nao tem descendentes que se tornam novas raizes, e, no momento, <,= {a,d}
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e roots = {b}. O vértice b é o préoximo escolhido e entdo tem-se que <,= {a,d, b} e
roots = {c,e}. Na Figura 3.5, os vértices a, d, e b recebem as coordenadas y 1, 2 e 3,

respectivamente. O algoritmo continua até que <, esteja completo.

3.5 Consultas de Alcancabilidade

O Algoritmo 4 apresenta a estratégia de busca do Feline. Como mencionado anterior-
mente, para dois vértices u e v, ele primeiro verifica se u é igual a v, devido & propriedade
de reflexao ou em caso da busca alcangar o destino. Na linha 4, se i(u) £ i(v) é ver-
dadeiro, pode-se imediatamente parar a busca, pela contraposicao do Teorema 2. Este
altimo passo é conhecido como negative-cut, porque nenhuma busca é necesséaria para
concluir que u ndo alcanca v. Por outro lado, se i(u) < i(v), nenhuma conclusao pode
ser tirada imediatamente. Neste caso, Feline precisa explorar todos os vértices dentro

da regido entre u e v recursivamente (em DFS).

Algoritmo 4: ConsAlcangabilidade

Dados: (u,v) € VZ2,q, dois vértices do DAG
1 inicio

2 se u = v entao

3 L retorna true;

4 se i(u) = i(v) entao

5 para todo w € heads, faca

6 if ConsAlcancgabilidade(w,v) then
7 | retorna true;

8 | retorna false;

3.5.1 Discussao sobre o desempenho do Feline

Considerando as abordagens de busca on-line, no caso de consultas positivas? (ou
mesmo falsos-positivos), o tempo de consulta pode aumentar enquanto novos vérti-
ces sao percorridos por DFS. No entanto, devido as ordenacdes topologicas, o método
de poda do Feline pode descartar os caminhos que nao alcangam o vértice procurado.
A Figura 3.7 ilustra a busca associada com uma consulta positiva u ~» v no Grail,
Ferrari e Feline. De forma mais especifica, o triangulo representa o espaco de busca

composto pelos vértices que sao incluidos no espaco de busca de wu.

2Usa-se o termo consulta positiva para referenciar aquelas consultas que recebem uma resposta
positiva sobre a alcancabilidade, de forma oposta, usa-se o termo consulta negativa.
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Veértices expandidos
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Figura 3.7. O espaco de busca de trés abordagens on-line: Grail, Ferrari e Feline.

Os tridngulos representam os vértices expandidos por DFS. As areas hachuradas
sdo as ramificacdes ndo podadas na busca.
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Figura 3.8. Comportamento da poda realizada pelo Feline quando emprega as
mesmas estratégias de busca de Grail e Ferrari. As setas indicam a possibilidade
de ramificacoes a serem exploradas no processo de busca (em DFS).

Em todas as abordagens, a busca ird4 expandir vértices até que nao reste mais
vértices a serem expandidos. Contudo, especialmente no caso da ocorréncia de falsos-
positivos, o vértice objetivo v nunca serd encontrado pelo Grail e todos os vértices
da subarvore contida nos intervalos de u serdo expandidos (ou até que algum filtro
interrompa a busca, como o filtro de nivel apresentado a seguir). Ferrari evita esse
caso podando vértices com ordem topologica maior do que v, limitando a busca a

somente uma parte do respectivo espago.
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A Figura 3.8 mostra a equivaléncia entre os espacos de busca explorados por am-
bos Grail e Ferrari em relacao ao Feline. Ela mostra o comportamento do mecanismo
de busca do Feline se ele aplicar as mesmas estratégias usadas por Grail e Ferrari. O
Ferrari possui um mecanismo de poda que se assemelha ao Feline usando apenas uma
ordenacao topologica (e.g., no eixo X). Embora Grail empregue uma busca direcio-
nada, ele pode explorar caminhos que nunca poderao alcancar v, sendo equivalente ao

Feline sem a verificacao de limites em cada dimensao do plano.

3.5.2 Complexidade Computacional

E facil ver que o Algoritmo 4 leva o tempo O(1) quando, para dois vértices u, v € Vpaga,
ou u e v 880 0 mesmo vértice, ou a relacdo de dominéncia fraca ndo é verdadeira (i.e.,
i(u) £ i(v)). No entanto, quando i(u) < i(v), a alcangabilidade é decidida por uma
busca (em DFS) em, geralmente, uma parte pequena do grafo G identificada a partir
do indice. O pior caso é ter que percorrer todo o grafo Gpag, por exemplo, numa busca
envolvendo dois vértices em extremidades opostas com uma fonte e um sumidouro, que
resulta em um tempo O(|Vpag| + |Epacl)-

Considerando o tempo de construcao do indice, a complexidade de tempo do Algo-
ritmo 3, desconsiderando o tempo para transformar G em Gpag, € O(|Vbag|1og |Vbac|+
|Epacl|), porque todas as arestas sdo enumeradas (uma vez na linha 6 e outra na linha
14) e roots é armazenado como uma estrutura maz-heap, onde todo vértice é inserido
uma tnica vez (O(log|Vpacl)), tal que a linha 11 tem um custo O(1). <,, <, e d
sao simples vetores e heads é um vetor de vetores. Uma vez que o algoritmo usa um
algoritmo de ordenacao topologica com tempo O(|Vpac| + |Epac|), a complexidade
final &€ O(|Vpac|log |[Vbac| + |Epac|). O tamanho do indice é O(|Vpag|)-

3.6 Otimizacoes

3.6.1 Filtro Positive-Cut

Diversas abordagens descritas na literatura usam uma arvore de cobertura (spanning-
tree) na construcao do indice de alcancabilidade [Agrawal et al., 1989; Chen et al.,
2005; Trifl & Leser, 2007; Wang et al., 2006; Yildirim et al., 2010]. De acordo com
Yildirim et al. [2010], em uma arvore, a indexac¢ao usando apenas o algoritmo min-post
(Algoritmo 2) é o bastante para responder a consultas positivas em tempo constante.

Essa estratégia é chamada positive-cut filter.
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Conforme mencionado no Capitulo 2, o algoritmo de Kameda para grafos planares
cria uma indexacao de alcancabilidade que permite responder consultas em tempo cons-
tante. Dessa forma, é possivel utilizar esse algoritmo para acelerar algumas consultas
de Feline, para aqueles caminhos restritos as arestas da arvore de cobertura (também
chamada de arvore geradora ou spanning tree) extraida do grafo a ser indexado.

Apos extrair a arvore de cobertura (ou floresta, no caso de digrafos desconecta-
dos), aplica-se o algoritmo de Kameda e, com esse indice resultante, a alcangabilidade
pode ser garantida para consultas com resultado positivo. No entanto, nada pode-se
afirmar sobre as arestas que nao aparecem na arvore. Esse é o motivo de usar essa
estratégia apenas como um filtro, i.e., adicionando mais um passo de poda antes de
uma possivel busca no grafo.

A Figura 3.9 apresenta uma arvore de cobertura extraida do DAG da Figura 3.4
e indexada com o algoritmo de Kameda (os rétulos em cada vértice representam o
indice). Por exemplo, considerando o vértice h, pode-se concluir que a consulta a ~" h
sera positiva, sem a necessidade de busca, pois (1,1) < (7,6). No entanto, nada pode-se
afirmar sobre a consulta b ~»’ h, uma vez que nio existem arestas na arvore conectando
os dois vértices.

Feline adiciona dois passos extras ao Algoritmo 3 para computar essas novas
coordenadas. Primeiro, é feita a extracao da arvore de cobertura (que pode ser feita
diretamente pela ordenagao topologica na linha 2), e, segundo, a aplicagao do algoritmo
de Kameda. Para usar o filtro positive-cut, o Algoritmo 4 precisa ser alterado para o
Algoritmo 5, onde as novas linhas 1 e 2 verificam as coordenadas atribuidas para cada
vértice, e onde Ki(u) retorna a coordenada de w obtida com Kameda na respectiva

Arvore de cobertura.

3.6.2 Filtro de nivel

Outro filtro utilizado no Feline ¢ chamado de Filtro de Nivel (Level Filter Yildirim
et al. [2010]) e que também ¢ utilizado em outras abordagens como o Grail e o Ferrari.
Esse filtro leva em consideracao o nivel de cada vértice no DAG.

O nivel de um vértice v (I,) pode ser entendido como a sua profundidade [Bender
et al., 2009]: se v nao possui antecessores imediatos, entdo [, = 0; caso contrario,
l, = u;(u%g;{mg l.+ 1. De acordo com [Bender et al., 2009], o nivel de um vértice induz
sua ordem topologica, pois se u precede v no DAG Gpag € u # v, entdo [, < [,. O
Algoritmo 5 aplica esse filtro (linha 6).

A Figura 3.10 ajuda a entender a aplicacao do filtro de nivel. O exemplo mostra

que uma consulta com falso-positivo h ~»’ g, no respectivo grafo, pode ser podada em
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Figura 3.9. Indexacao com o algoritmo de Kameda para uma arvore de cobertura
extraida do DAG da Fig.3.4.
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Algoritmo 5: ConsAlcangabilidade2

1
2
3

<41

© 0 N o

10

Dados: (u,v) € Vi,q, dois vértices do DAG
inicio
se Ki(u) =< Ki(v) entao
| retorna true;
se u = v entao
| retorna true;
se i(u) = i(v) el, <, entao
para todo w € heads, faga
se ConsAlcangabilidade2(w,v) entao
L L retorna true;

retorna false;

tempo constante apenas verificando que h e g estao no mesmo nivel.
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Figura 3.10. Exemplo onde o vértice h ndo alcanga g, mas existe uma exce¢ao
entre eles (¢ esta na area de dominacao de h). No entanto, g e h estdo no mesmo
nivel, e assim o filtro de nivel interrompe a busca. Os niimeros representam as
coordenadas atribuidas pelo Feline.

3.7 Experimentos

3.7.1 Metodologia Experimental

Conduzimos experimentos para comparar a abordagem Feline com as abordagens do
estado-da-arte: Grail [Yildirim et al., 2010|, Ferrari, Nuutila’s Interval [Nuutila, 1995;
van Schaik & de Moor, 2011]| e TF-Label [Cheng et al., 2013]. Assim como o Feline,
Grail e Ferrari também empregam uma busca on-line onde o grafo deve permanecer em
memoria junto com o indice gerado. Interval e TF-Label sao baseados na compressao do
fecho transitivo, gerando um indice off-line, isto é, as consultas podem ser respondidas

com base somente no indice, sem a necessidade de manter o grafo original na memoria.

As versoes otimizadas dos métodos baseline foram usadas nos experimentos (se-
guindo as recomendacoes dos autores). Todas as implementacoes (Grail, Ferrari, In-
terval e TF-Label) foram fornecidas pelos seus autores e estao codificadas em C++,

assim como Feline.

Utilizamos dois conjuntos de grafos reais (esparsos e densos), separados em grafos
pequenos (i. e., com menos de 100.000 arestas) e grandes, além de grafos sintéticos. Os
experimentos com grafos pequenos foram realizados em uma maquina Intel(R) Xeon(R)
CPU Eb5620 (8-core, 2.40GHz) com 32G de RAM. Para grafos grandes, usamos um
Intel(R) Xeon(R) CPU E5620 (8-core, 2.40GHz) com 96G de RAM. No entanto, todas

as implementacoes sao single threaded.
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3.7.1.1 Consultas

Geramos um conjunto de consultas diferente para cada grafo (real ou sintético) con-
tendo 500k pares de vértices. Em seguida, submetemos o respectivo conjunto de con-
sultas para cada grafo. Os resultados apresentados representam a média entre 10
execugoes para cada grafo. Com esses conjuntos de consultas fomos capazes de estimar
o desempenho em termos do tempo de consulta, tempo de construcao dos indices e seus
tamanhos. As respostas as consultas foram validadas por meio de buscas exaustivas
nos grafos, i.e., para cada consulta, uma busca em profundidade no respectivo grafo foi
realizada. Dessa forma, os algoritmos experimentados tiveram suas saidas comparadas,
comprovando-se que sao confidveis.

Todos os grafos, cédigos da abordagem proposta e os conjuntos de testes estao

disponiveis em http://www.dcc.ufmg.br/ “renerv/feline.

3.7.2 Grafos utilizados nos experimentos

| Grafos H Veértices [ Arestas [ Coeficiente Agr. [ Diametro efetivo Raizes Folhas
Arxiv 6000 66707 0,35 5,48 961 624
Yago 6642 42392 0,24 6,57 5176 263
Go 6793 13361 0,07 10,92 64 3087
Pubmed 9000 40028 0,10 6,32 2609 4702
citeseer 10720 44258 0,28 8,36 4572 1868
Uniprot22m 1595444 1595442 0,00 3,3 1556157 1
Cit-patents 3774768 | 16518947 0,09 10,5 515785 1685423
citeseerx 6540401 | 15011260 0,06 8,4 567149 5740710
Go-uniprot 6967956 | 34770235 0,00 4,8 6945721 4
Uniprot100m || 16087295 | 16087293 0,00 4,1 14598959 1
Uniprot150m || 25037600 | 25037598 0,00 4.4 21650056 1

Tabela 3.1. Conjunto de grafos para experimentos

3.7.2.1 Grafos Reais

Usamos 5 grafos reais densos e pequenos (i.e., com menos de 100.000 vértices): Ar-

ziv3, Citeseert, Go®, Pubmed® e Yago™. Também usamos 6 grafos grandes (esparsos

9

e densos): Cil-Patents®, Citeseerz®, Uniprot22m, Go-uniprot, Uniprot100m e Uni-

3arxiv.org

4citeseer.ist.psu.edu

Swww.geneontology.org
www.pubmedcentral.nih.gov
www.mpi-inf.mpg.de/suchanek /downloads/yago
snap.stanford.edu/data/cit-Patents.html
9citeseerx.ist.psu.edu

6
7
8
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prot150m'®. A Tabela 3.1 mostra algumas caracteristicas desses grafos, tal como o
namero de vértices e arestas, coeficiente de agrupamento (clustering), diametro efetivo
(ao invés do didmetro convencional) disponiveis em [Yildirim et al., 2010] (os autores
usaram o software SNAP ! para computar esses valores). O diametro efetivo (ou ex-
centricidade efetiva) é o tamanho estimado do caminho na qual 90% de todos os pares
de vértices conectados sdo mutuamente alcangaveis [Chakrabarti & Faloutsos, 2012].
O diametro efetivo é mais robusto do que o diametro e tem sido usado em diversos
trabalhos para analisar propriedades topologicas de grafos na internet [Chakrabarti &
Faloutsos, 2012; Siganos et al., 2006].

3.7.2.2 Grafos Sintéticos

Os experimentos usando DAGs sintéticos aleatérios tém por objetivo avaliar a esca-
labilidade de Feline. A Tabela 3.2 apresenta esses datasets. Cada grafo foi gerado
de acordo com o especificado em Yildirim et al. [2010]. Primeiro, dado um conjunto
predeterminado de vértices, criou-se uma permutacao desse conjunto, na pratica, uma
ordenacao topologica diferente. Entao, para um dado ntimero de arestas, foram selecio-
nados dois vértices de forma aleatoria e conectados, respeitando a ordem topoldgica de
cada um. As caracteristicas desses grafos sintéticos nao sao mostradas, pois o tamanho

de cada grafo inviabiliza a computacao.

Grafo H Vértices ‘ Arestas

50M 50M 50M
60M 60M 60M
70M 70M 70M
80M 80M 80M
90M 90M 90M

100M 100M 100M
200M 200M 200M
50M-5 50M 250M
50M-10 50M 500M
100M-5 100M 500M
100M-10 100M 1000M

Tabela 3.2. Grafos sintéticos

10
1

WWW.uniprot.org
Ysnap.stanford.edu/snap/
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Grafos Grail Interval Ferrari TF-Label Feline
Arxiv 13,607 48,136 30,085 7885,118 5,533
Yago 11,714 13,707 18,501 50,998 4,206
Go 8,160 7,504 10,583 30,715 3,333
Pubmed 13,967 27,392 32,609 86,405 5,528
Citeseer 17,403 31,409 34,591 154,177 7,356

Uniprot22m 7121,763 1189,403 1083,154 2546,216 818,732
Cit-patents 22575,605 | 504209,060 | 28157,440 | 253828,562 | 6065,227
Citeseerx 25400,748 8049,076 | 18134,930 | 104418,257 | 5519,161
Go-uniprot 45998,303 | 23002,793 | 29491,370 | 70984,078 | 6051,333
Uniprot100m || 93990,593 | 13279,480 | 14223,680 | 48741,968 | 10533,610
Uniprot150m || 155546,666 | 21756,457 | 25738,860 | 70321,609 | 17745,300

Grafos Grail | Interval | Ferrari | TF-Label | Feline
Arxiv 745,230 | 28,087 | 166,103 | 164,076 | 493,092
Yago 27,810 16,099 | 33,119 11,689 9,893
Go 66,344 | 18,193 | 29,209 18,597 81,846
Pubmed 32,269 12,614 | 23,530 10,744 9,997
Citeseer 37,842 17,373 | 32,247 15,814 13,226

Uniprot22m 36,524 | 87,393 | 23,263 19,670 18,115
Cit-patents 91,998 | 74,917 | 87,360 62,005 41,291
Citeseerx 97,654 | 47,417 | 61,792 91,149 40,292
Go-uniprot 37,633 | 112,861 | 213,040 30,319 22,817
Uniprot100m || 53,373 | 117,323 | 60,839 48,084 26,507
Uniprotl50m || 63,384 | 121,837 | 61,466 95,397 27,764

Tabela 3.3. Tempos de construcao e de consulta para os grafos reais. Tempos
meédios (em milissegundos).

3.7.3 Resultados
3.7.3.1 Tempo de Construcio do indice

A Tabela 3.3 mostra os valores médios obtidos para os tempos de construcdo dos
indices (em milissegundos). Os melhores resultados estdo destacados com um fundo
cinza. Posteriormente, sao apresentados os resultados para os grafos sintéticos.

Para os grafos pequenos, os tempos de construcao do Feline sao pelo menos
3 vezes mais rapidos do que o Grail, Ferrari, Interval e TF-Label. Apesar do bom
desempenho de Feline, para os grafos Arxiv e Go o algoritmo Interval obteve os melhores
resultados. Acredita-se que a estrutura destes grafos favoreca o surgimento de falsos-
positivos, forcando o algoritmo a percorrer o grafo em muitas consultas. Como é
impraticavel contabilizar a quantidade de falsos-positivos devido ao tamanho dos grafos,

essa suposicao pode ser constatada na Figura 3.11, que apresenta a quantidade de
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consultas respondidas em tempo constante nos experimentos, i.e., sem a necessidade
de percorrer o grafo. Nela, percebe-se que a quantidade de consultas que necessitam
de uma busca no grafo é maior para os grafos Arxiv e Go. Para os grafos grandes, o

desempenho de Feline é pelo menos 10 vezes melhor do que os outros.

600000

500000

400000 W Feline
300000
200000
100000
0

NUmero de consultas respondidas
em tempo constante

RN o}
Y % %, %%, % %
L Yo o, S %, 2, @ %A 0» '0»
v o %y, 6’% o, Y, g
b % Y, Y,

Figura 3.11. O gréfico mostra a quantidade de consultas que foram respondidas
em tempo constante em cada experimento.

Aplicou-se o teste de Friedman [Friedman, 1937] a cada resultado para obter sua
significancia estatistica. Em um nivel de confianca de 0.1, o desempenho de Feline é
melhor em todos os casos. Procedendo ao teste post-hoc de Nemenyi Hollander & Wolfe
[1999|, desenvolvemos o diagrama da Fig. 3.12, que representa a diferenca critica de
desempenho entre as abordagens. No diagrama, o eixo representa os rankings médios
dos métodos, que vai de 1 (significando o melhor) até 4 (pior). Quando comparados
todos os métodos entre si, formamos grupos que nao apresentam diferenca significativa
(ligados por uma linha em negrito). A diferenca critica (CD) é também mostrada
e, se a distancia entre os rankings de duas abordagens é maior que o valor de CD,
entao as abordagens nao sao agrupadas. Por exemplo, o grupo formado por Interval,
Grail e Ferrari indica que as diferencas de seus desempenhos nao sao estatisticamente

significativas.

3.7.3.2 Tempo de Consulta

Os tempos médios para responder uma consulta sao também mostrados na Tabela 3.3.
O método Interval alcangou bons resultados mas, como mostrar-se-a, nao conseguiu-
se construir os indices para grafos sintéticos muito grandes. Novamente, num nivel

de confianca de 0.1, o teste de Friedman mostra que os desempenhos sao diferentes.
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| CD = 1.658 ,
5 4 3 2 1
TF-Label ===~ o - Feline
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Figura 3.12. O diagrama de diferenca critica para os tempos de construcao.

Contudo, como detalhado na Fig. 3.13, Feline é competitivo com Interval e TF-Label,
uma vez que eles estao no mesmo grupo. Assim, como Feline ¢ mais rapido do que Grail
e Ferrari, podemos afirmar que Feline tem o melhor tempo de consulta (considerando

os grafos reais). De fato, Feline é tipicamente 2 vezes mais rapido.

. CD =1.658 |
5 4 3 2 1
:'*: H H
Grail =-===--==-- . | : ; SEEPEEPPEEE Feline
Ferrari =-=-====mam=mammmem= H E P TF-Label
 ERRLCELEEEE P PP TEPEPEPPPPETRE Interval

Figura 3.13. O diagrama de diferenga critica para os tempos de consulta.

3.7.3.3 Abordagem Feline-B (bidirecional)

Em muitos grafos, os graus de entrada e saida de cada vértice seguem distribuicoes di-
ferentes. Para verificar se essa diferenca pode influenciar o indice Feline, representamos
graficamente os indices de alguns grafos e sua respectiva versao invertida (o grafo in-
vertido), i. e., para cada DAG Gpag, geramos outro DAG G, = (Vbaa, Fhac), onde
EL. ¢ o conjunto de arestas com as diregoes invertidas. Apds verificar os graficos,
notamos que os vértices do grafo normal e invertido recebem coordenadas diferentes.
Isso ocorre porque, com a inversao das arestas de um DAG, devido as distribuigoes dos
graus de entrada e saida de seus vértices, o niimero de sucessores (ou antecessores) de
cada vértice muda, bem como o nimero de fontes e sumidouros do DAG. A Figura 3.14

mostra as representacoes graficas de quatro indices, para os grafos: Arxiv, Yago, Go
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e Pubmed (seus tamanhos tornaram possivel obter essas representagoes), onde cada
ponto representa um vértice do respectivo grafo. Obviamente uma consulta v ~»’ v no
DAG Gpag ¢ equivalente a uma consulta v ~’ u no DAG GT,, mas, como os vértices
possuem coordenadas diferentes em cada indice, cada um resulta em um desempenho
diferente para a mesma consulta.

Considerando as representacoes graficas, decidiu-se investigar se o uso do grafo
invertido pode contribuir para melhorar o desempenho de Feline. Por isso, incluiu-se
novos experimentos onde Feline gera um indice invertido. A versao que usa esse indice
¢ chamada de Feline-I. A Tabela 3.4 resume os tempos de construgao e consulta do
Feline-I.

Grafos Feline Feline-1 Feline-B Feline Feline-I | Feline-B

Arxiv 5,533 5,467 10,760 493,092 | 894,211 | 420,806
Yago 4,206 3,776 8,090 9,893 24,754 9,435
Go 3,333 3,737 6,706 81,846 | 34,753 | 44,390
Pubmed 5,528 5,465 10,700 9,997 | 9,006 9,517
Citeseer 7,356 6,821 14,102 13,226 | 19,508 | 11,608

Uniprot22m 818,732 740,511 1567,305 || 18,115 | 18,964 | 19,461
Cit-patents 6065,227 | 5994,798 | 11913,330 || 41,291 | 27,894 | 32,226
Citeseerx 5519,161 | 6242,018 | 11243650 || 40,292 | 56,193 | 41,777
Go-uniprot 6051,333 | 6616,405 | 12202,540 || 22,817 | 53,354 | 24,392
Uniprot100m || 10533,610 | 9417,537 | 20373,920 || 26,507 | 28,410 | 29,837
Uniprot150m || 17745,300 | 15985,690 | 34359,940 || 27,764 | 29,749 | 31,570

Tabela 3.4. Resultados para Feline-B. Tempos médios (em milissegundos).

Os ganhos observados de Feline-I, para os mesmos grafos, indicam que o indice
invertido pode ser usado para compor uma nova e mais eficiente estratégia de poda.
Essa nova estratégia ¢ baseada em ambos os indices (normal e invertido) ao mesmo
tempo, i.e., na intersegdo das areas alcancéaveis (dois testes de dominéncia na linha 4
do Algoritmo 4). Feline-B (bidirecional) implementa essa nova estratégia. para uma
consulta u ~" v, todos os vértices fora da area de (u,v) no indice normal e na 4rea
(v,u) do invertido, sdo descartados. O desempenho de Feline-B é comparado com o
Feline e Feline-I na Tabela 3.4. Note que o tempo médio para a construcao do indice é
quase o dobro, mas os resultados de Feline-B sao proximos ao melhor indice individual

(Feline e Feline-I) para cada grafo, e melhor do que a média de ambos Feline e Feline-I.

3.7.3.4 Resultados para os Grafos Sintéticos

Os tempos de construcao e de consultas sao reportados nas Figuras 3.15 e 3.16, res-
pectivamente. Note que para os grafos 200M, 50M-5, 50M-10, 100M-5 and 100M-10
mostrados, nao obtivemos resultados para o Interval e nem para o TF-label, pois eles

falharam durante os experimentos para esses grafos. Esses métodos sao do tipo off-line,
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Figura 3.14. Representacoes graficas dos indices. Legenda: * para os normais e
A para os invertidos.

que fazem uso de estruturas de dados complexas para suportar o processo de extracao
de seus indices. Isso faz com que os requisitos de memoria sejam elevados, como no
caso do Interval e do TF-label, que necessitam de multiplas fases de computacao para
compactar o fecho transitivo completo dos grafos.

Esses resultados mostram que Feline e Feline-B sao escalaveis e verdadeiramente
competitivos com as abordagens do estado da arte. Com os experimentos, mostrou-se
que Feline possui alto desempenho e escalabilidade com relacao ao tempo de construcao,
devido ao indice pequeno e seu algoritmo de indexacao simplificado. J& o Feline-B
possui os melhores tempos de consulta, pois seu mecanismo de poda, com o auxilio dos

filtros, é eficiente para consultas positivas e negativas.

3.7.3.5 Tamanho do indice

As Figuras 3.17 e 3.18 mostram o tamanho de cada indice construido pelo Feline. As
figuras nao mostram os valores para Feline-1, porque o seu indice tem o mesmo tamanho
do gerado pelo Feline.

Devido aos multiplos intervalos, Grail gera indices que sao maiores do que os
gerados pelo Feline, sendo 2 vezes maior quando d = 3 e 4 vezes maior quando d = 5.
O indice gerado pelo Feline-B é composto pelo indice normal e pelo invertido, sendo

entao duas vezes maior que o gerado pelo Feline ou Feline-I.
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Figura 3.15. Tempos de construciao para os grafos sintéticos.

3.7.4 Avaliacio do SCARAB

Grafo H Feline-SCAR [ Grail-SCAR

Arxiv 203,761 319,452
Yago 8,691 20,760
Pubmed 8,703 17,932
citeseer 10,539 19,595
uniprot22m 23,033 63,202
Cit-patents 30,749 52,908
citeseerx 35,248 171,752
Go-uniprot 28,025 74,649
uniprot100m 30,970 85,538
uniprot150m 33,068 91,111

Tabela 3.5. Tempos de consulta pra as implementacoes baseadas no SCARAB.

De acordo com Jin et al. [2012], o framework SCARAB pode acelerar os tempos de
consulta de alguns métodos. Embora nao seja objetivo deste trabalho a investigagao da
aplicacao dos chamados métodos de boosting, usamos o framework para mostrar que a

solugao Feline pode obter vantagens de seu uso. Para isso, implementou-se uma versao
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Figura 3.16. Tempos de consulta para os grafos sintéticos.

denominada Feline-SCAR, derivada do Feline-B. Em teoria, de acordo com os autores,
qualquer abordagem existente pode ser acelerada pelo framework, apesar da dificuldade
em implementar as respectivas versoes do Interval e TF-label devido & complexidade
de adaptacao das abordagens do tipo off-line, pois é necessario modificid-las para que
suas estruturas de dados e formatos de arquivos de saida sejam compativeis com o
framework. A versao denominada Grail-SCAR foi fornecida pelos autores e destacada

como a melhor abordagem em Jin et al. [2012].

A Tabela 3.5 apresenta os resultados de alguns experimentos seguindo as reco-
mendagoes dos autores do SCARAB. Embora alguns ganhos sejam observados, com um
nivel de confianca de 0.1, Feline-SCAR e Grail-SCAR sao diferentes, como destacado
na Figura 3.19.
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Figura 3.17. Tamanhos dos indices para os grafos reais.

3.7.5 Discussao

Para todos os grafos, pode-se notar que, apesar das caracteristicas particulares de cada

grafo, Feline alcancou os melhores resultados. Destaca-se aqui algumas avaliagoes:

A abordagem Interval ndo escala bem, falhando para os grafos grandes. Acredita-
se que o problema esteja nos requisitos de memoria para o seu indice gerado. Os
autores da abordagem nao estipularam qual seria a relacao entre quantidade de

memoéria e tamanho do grafo.

Ferrari e TF-Label realmente apresentam tempos de consulta e de construcao
melhores do que o Grail, isso ¢ suficiente para que Grail nao seja mais considerado

o estado-da-arte, conforme Jin et al. [2012].

Os estudos apresentados por [Cheng et al., 2013] nao sao abrangentes e 0 mesmo
nao explica os motivos que levaram a implementacao a falhar para os grafos

sintéticos grandes.

Todas as abordagens de busca on-line estudadas podem realizar podas de con-
sultas negativas (em tempo constante), como também aplicar alguma estratégia
de positive-cut. Dessa forma, concluimos que a diferenca entre seus desempenhos
realmente vem da eficiéncia na busca para consultas nao podadas previamente ou
nos casos de consultas contendo falsos-positivos. Mostramos que Feline descarta
mais ramificacoes na busca, evitando vértices que aparecem depois do vértice

alvo nas ordenacoes topologicas.
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Figura 3.19. O diagrama de diferenca critica para os experimentos com o SCA-
RAB.

e A abordagem relativamente simples de Feline para a indexacao contribui para a
geragdo de um indice pequeno. O tamanho linear do indice (com o ntmero de
vértices do DAG associado) evita a parametrizacao indesejavel a priori, para con-

siderar o ntimero de intervalos que serao necessarios. Por exemplo, no Grail, essa
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parametrizacao visa otimizar seu tempo de consulta e tamanho do indice. Con-
siderando o Interval, essa caracteristica do Feline é ainda melhor, pois o niimero
de intervalos ¢ encontrado dinamicamente no Interval. Ja o nimero de interva-
los usados pelo Ferrari é predefinido como no Grail, mas algumas otimizagoes

incrementam o indice dinamicamente também.

e Feline e Feline-B representam o melhor entre dois compromissos: tempo de cons-
trucao e tempo de consulta. Feline alcanca os melhores tempos de construcao
para todos os datasets, e o Feline-B alcanca os melhores tempos de consulta, com

um indice de tamanho competitivo.

3.8 Conclusao

Dado um grafo, considera-se neste trabalho a tarefa de responder eficientemente se
existe um caminho que conecte dois vértices arbitrarios. Esse é um problema impor-
tante e desafiador em muitas aplicacoes que utilizam grafos muito grandes.

Este capitulo apresentou um novo método de indexacao de grafos para o problema
de alcancabilidade. Inspirado na area de Graph Drawing, foi proposto o método Feline,
que cumpre requisitos de escalabilidade e facilidade de implementacao. Os experimen-
tos realizados mostraram que Feline supera os métodos que compoem o estado-da-arte
com referéncia ao tempo de consulta, tempo de construcao e tamanho do indice gerado.

O método apresentado é aplicavel somente a grafos estaticos. No proximo capitulo
apresenta-se uma extensao do Feline para manipular modificacoes dinamicas nos grafos

ao mesmo tempo que o indice é mantido atualizado.



Capitulo 4

Alcancabilidade em Grafos

Dindmicos: Feline-PK

Este capitulo apresenta Feline-PK, cujo objetivo ¢ atualizar de forma eficiente o in-
dice em reagdo a uma atualizacdo unitaria (inser¢do ou remogdo de um vértice ou
aresta) de um digrafo ciclico ou aciclico. Feline-PK ¢ basedo em heuristicas de forma
que muitos (se nao todos, no caso de uma resposta negativa) vértices sao descartados
quando um caminhamento é feito no grafo para responder a uma consulta. O indice
de Feline-PK suporta atualizacoes incrementais eficientes, i.e., permite identificar um
nimero pequeno de vértices cujos indices devem mudar para considerar a tultima atua-
lizacao. Demonstramos que atualizacoes incrementais sao muito mais rapidas que uma

reconstrucao inteira.

O restante do capitulo esta organizado como a seguir:

Na Secao 4.1, apresenta-se os conceitos necessarios e definicoes importantes para

o entendimento dos algoritmos.

A Secao 4.2 apresenta os algoritmos para atualizacoes dinamicas, seguidos pela

avaliacao experimental na Secao 4.3.

A Secao 4.4 apresenta um estudo preliminar sobre atualizacdo do indice dada a

inser¢ao de conjuntos (lotes) de arestas.

A Secao 4.5 conclui este capitulo.

61
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4.1 Preliminares

Para facilitar a leitura deste capitulo e melhor entender conceitos importantes, o leitor
encontrara no texto que se segue um resumo da abordagem Feline considerando as novas
notagoes utilizadas que foram adaptadas para o contexto de grafos dinamicos. Optou-se
por separar algumas definicoes bésicas deste capitulo em relagao ao anterior, para que
a leitura e compreensao de ambos os métodos siga com maior fluidez e independéncia.
Este capitulo apresenta também uma visao geral sobre o algoritmo PK para ordenagao
topologica dinamica.

Dado um DAG (Vpag, Epag) e um subconjunto S de Vpag, in(S) = {u € Vpag \
S| Jv e SAuEpagv} e out(S) = {v € Vpag \ S | Ju € S Au Epag v}. O DAG é
armazenado como listas de adjacéncias de seus vértices e o custo para computar out(.S)
& O(|S] 4> s deg,ui(s)). O DAG invertido (Vpaa, {(v,u) | (u,v) € Epaa}) também &
armazenado como listas de adjacéncias de seus vértices e o custo para computar in(.S)
6 O(1S] + 2 ,c5 degin(s)).

Em geral, construir um indice de alcancabilidade para um digrafo estatico pode
ser decomposto em: (1) agrupar os componentes fortemente conectados e (2) construir
um indice que ajude a responder consultas de alcancabilidade no DAG resultante. Re-
lembramos aqui a definigdo de componentes fortemente conectados (chamados apenas

de “componentes” neste texto) como consta na Definicao 17.

Definicao 17 (Componente Fortemente Conectado). Dados um digrafo (V, E) e um
vértice u € V, o componente que inclui u, denotado SCC(u) é {v € V | u E* v
ANv E* u}.

Qualquer vértice em um componente pode ser escolhido como representante do
componente. Formalmente, temos um subconjunto Vpag de V' e um mapeamento
r: V — Vpag tal que para todo (u,v) € V2 SCC(u) = SCC(v) = Jw € SCC(u) |
r(u) = r(v) = w. A partir desse mapeamento r, o0 DAG (associado com o digrafo),

como exemplificado na Figura 4.1, é definido como:

Definicao 18 (DAG Associado). Dado um digrafo (V, E), o DAG associado (V, Epac)
é (VAlr(u),r() [u E v}).

Note que ha distincao entre o conjunto de arestas do digrafo £ e o conjunto de
arestas de seu DAG associado (Epag), mas nao entre os vértices, uma vez que todos
os vértices do digrafo de entrada precisam ser mantidos em caso de uma atualizagao
envolvendo-os. O uso da fun¢do r implementada como a estrutura union-find [Tarjan,

1975], é ideal para a manutencao de um particionamento de vértices (aqui SCC) e



4.1. PRELIMINARES 63

(A) um digrafo (B) DAG associado

Figura 4.1. Em (A) um digrafo e, em (B), o DAG associado onde r(a) = r(b) =
a, r(c)=r(d)=r(e)=der(f)=f.

fornecimento de um representante para toda particao. Os conjuntos E e Epag sao
implementados como hashmaps (as listas de adjacéncias de arestas normais e inverti-
das). No restante deste capitulo, todas as notagoes que sao relacionadas aos vértices
do DAG usam a fun¢ao r de forma que, dado um vértice u, r(u) pertence ao DAG e u

ao digrafo.

41.1 Feline

A extensao de Feline para grafos dinamicos é aplicavel a digrafos genéricos (ciclicos
ou nao). Para tanto, considerando esse contexto, apresenta-se a seguir um resumo
de Feline utilizando as novas notacoes, o que ajudarad a compreender os algoritmos
dinamicos.

Feline é baseado em ordenagoes topologicas: dado um DAG (V) Epag), uma or-
denacao topologica < é uma ordenagao total de V' tal que para todo par (r(u),r(v)) €
Epag,r(u) < r(v). Uma consequéncia dessas definigdes ¢ que, dado um DAG
(V, Epac), sua ordenagao topologica < e dois vértices u,v € V2 r(u) Ef,g m(v) =
r(u) = r(v) ou existe (r(u),r(k)) € Epac tal que r(k) <= r(v) e r(k) Ejag 7(v). Isso
significa que todos os caminhos partindo de r(u) até r(v) (se existir algum) passam
pelos vértices que estao entre r(u) e r(v) seguindo a ordenacao topolégica. Contudo,
a ordenacgao topologica nao ¢ tnica e, como consequéncia, na presenca de muitas or-
denagoes topologicas de um dado DAG, precisamos considerar os vértices entre r(u) e
r(v) na intersecao de todas essas ordenagoes. Se essa intersecao é vazia, entao podemos

responder de forma negativa a consulta (sem a necessidade de percorrer o DAG). Isso
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acontece, por exemplo, quando r(v) esta antes de r(u) em pelo menos uma das ordena-

¢oes topologicas. O Algoritmo 6 constréi um indice Feline sobre um DAG associado.

Algoritmo 6: Constroéi indice

1 constréi_indice(V, Epag)
2 inicio
// Ordenagdo topoldgica por DFS

3 <4 TopologicalOrdering(V, Epac)
4 <y 0
5 heads < (0,...,0)
6 d<+ (0,...,0)
7 para todo (r(u),r(v)) € Epag faga
8 heads,, < heads, U {r(v)}
9 dy < d, +1
10 | roots < {r(v)|v eV and d, =0}
11 while roots # () do
12 r(u) < arg max, e roots(<;(v))
// Adiciona r(u) ao final de <,
13 <y (=g, (W)
// Atualiza d e o conjunto roots
14 roots <— roots \{r(u)}
15 para todo r(v) € heads, faga
16 dy +—d, —1
17 se d, = 0 entao
18 L roots <— roots U{r(v)}
19 | retorna (<., <,)

Feline permite nao somente responder consultas de forma rapida, mas também
ajuda a encontrar um caminho entre dois vértices (se existir algum) ou retornar todos
os vértices em pelo menos um dos caminhos entre dois vértices. Formalmente, dados
dois vértices (r(u),r(v)) tal que u,v € V2, para retornar todos os vértices em pelo
menos um dos caminhos entre eles, basta computar o conjunto {r(w) | w € V e r(u)

bac T(w) e r(w) Efse m(v)}, denotado P(r(u),r(v)) no restante deste texto. Por
exemplo, para o DAG da Figura 4.2, P(c, i) retorna os vértices ¢, d, f, g, h, j, i.

O custo para computar P(r(u),r(v)) com Feline depende do tamanho do DAG
reduzido entre r(u) e r(v) (o retangulo na Fig. 4.2-(B)), isto é, (V;, Epaa_») = ({r(w) |
w eV er(u) <, r(w) <, r(v) e r(u) <, r(w) <, 7(v)}, Epac N V;2). Isso & O(|V;] +
|Epac | + 2 ey, degou(s)). O termo 3, deg,,(s) vem das tentativas de seguir os

caminhos que vao além do retangulo mostrado na Figure 4.2.
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Figura 4.2. (A) DAG e (B) indice Feline. O retdngulo mostra a regiao que pode
ser percorrida na tentativa de responder positivamente a consulta: ¢ alcanca i %.

De forma a, incrementalmente, atualizar o indice Feline, precisamos atualizar as
ordenacgoes topologicas. Neste capitulo, para facilitar a apresentagdo, consideraremos

que o indice é sempre construido sobre 0 DAG associado ao digrafo corrente.

4.1.2 Algoritmo PK

O algoritmo PK, cujo nome é uma referéncia aos autores Pearce & Kelly [2006],
tem como base o fato de que, dado um DAG (V| Epag), quando uma nova aresta
(r(u),r(v)) s.t. u,v € V2 & inserida e essa aresta invalida a ordenagio topologica, uma

nova ordem topolégica do grafo é obtida por:

1. uma ordenacdo topologica do sub-DAG com os vértices em 6 = {r(k) | k €
Vier(v) <= r(k) <=r(u) e (r(v) Epsg r(k) our(k) Epag 7(u))};

2. permutando em < os vértices em § com relacao & ordem encontrada no passo

anterior (os vértices em V' \ § mantém suas posigoes).

De forma mais especifica, § = 679 U 67" onde /" = {r(w) |w € V e r(v) <
rw) e r(w) B r(w)} e 009 = {r(w) |w e V e r(w) < r(u) e r(v)Ejyqr(w)}. Isto
é, 6 é formado por todos os vértices entre r(u) e r(v) que alcangam r(u) (i.e.ézgu)) e

%) contém todos os vértices que

out

todos os vértices que sao alcangaveis por r(v) (i.e., 9,

sao alcangaveis a partir de r(v)).
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Figura 4.3. Exemplo 4.1.2: em (A) o conjunto § é identificado e os conjuntos
dout € 0in 880 computados; em (B) o conjunto 0 é reorganizado; em (C) a nova
ordem topologica.

Notamos com isso que 6 = ) somente quando 7(u) e r(v) ji estdo em posicoes
corretas na ordem topologica (i.e., r(u) < r(v)). Mais ainda, nenhum membro de 57
alcanca qualquer membro de 5;@ sem introduzir um ciclo no DAG. Uma representacao

grafica para § ¢ mostrada na Figura 4.3.

Exemplo 1 - reordenando o conjunto ¢ Suponha uma ordem topoldgica como
mostrada na Figura 4.3-(A). A inser¢do de uma aresta (u,v) invalida a ordem topo-
logica, uma vez que v < u. Assim, como 0%, = {v, f,h} e 6 = {c,u}, segue-se que
d = {c,u,v, f,h}. Esses sdo os vértices no conjunto a ser reordenado, o que significa
que na nova ordem, depois de atualizar o grafo, os vértices em ¢ serao reposicionados
usando como referéncia somente as suas posicoes anteriores. Portanto, todos os vértices
restantes nao sao afetados.

A Figura 4.3 apresenta o conjunto ¢ apds a reordenagao de seus vértices tal

r(v

Out). Note que nenhuma posicao

que todos os vértices em 5;5” precedem aqueles em §

topologica extra foi criada e nenhum vértice fora de ¢ foi alterado (como o vértice g
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na figura). Com isso, o seguinte invariante ¢ mantido: Vr(w) € 619, r(v) <_ r(w) e

vr(w) € 5", r(w) < r(w).

A complexidade de tempo de PK é O(|d]log || + ||d]]), onde ||0]| denota a quanti-
dade de vértices de § e seus vizinhos, e |d] log [d| é 0 tempo para permutar os vértices em
§. E importante notar que Pearce & Kelly [2006] ndo descreveram uma solucio para o
caso em que a nova aresta (r(u),r(v)) cria um ciclo, i.e., o caso onde r(v) Efj g r(u).

Contudo, consideramos esse caso neste trabalho.

4.2 Atualizacio Dinadmica do Indice Feline

Detalhamos aqui o processo de atualizacao do indice Feline em um contexto dinamico.
Para tanto, descrevemos quatro algoritmos que realizam a inser¢ao/remocao de um
vértice desconectado (Algs. 7 e 8) e a inser¢ao/remocao de uma aresta (Algs. 10 e 11).
Devido a impossibilidade de ordenar topologicamente os vértices de um grafo ciclico, o
indice (<, <,) € obtido do DAG (V, Epac) associado com o digrafo (V, E') por meio de
uma fun¢ao denominada representante r (Veja a Def. 18). Em resumo, seis variaveis,
<z, =y, Epag,V, E e r, sao utilizadas pelos algoritmos recebendo-as como argumentos

e retornando-as atualizadas.

4.2.1 Insercao de um Vértice Desconectado

O Algoritmo 7 insere um vértice desconectado u em tempo constante, dessa forma u é
adicionado a V' (linha 3) e mapeado para ele mesmo através de r (linha 4). De fato,
sendo desconectado do resto do digrafo, u é o tnico representante possivel para seu
componente, {u}. Considerando o indice, <, e <, devem continuar vélidos indepen-
dentemente das posicoes em que u venha a ser inserido. De fato, como nenhuma aresta
estd associada a u ainda, u é inserido no final de <, (linha 5) e no inicio de <,, (linha
6), i.e., no canto inferior-direito do plano que representa o indice. Esta é uma boa
escolha: até que uma aresta conecte u a outro vértice, qualquer consulta de alcanca-
bilidade envolvendo u seria devidamente respondida de forma negativa sem qualquer
travessia no DAG (V, Epag).

4.2.2 Remocao de um Vértice Desconectado

O Algoritmo 8 remove um vértice desconectado u em tempo constante. Esse algoritmo
segue os passos do Alg. 7 porém em ordem inversa: u é removido de V (linha 3),

seu mapeamento através de r é removido (linha 4), e é removido de <, (linha 5) e
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Algoritmo 7: insere um vértice desconectado

1 insere vértice desconectado(<,, <y, Fpag,V, E, 7, u)
2 inicio

3 V +— VuU{u}

4 r(u) < u

5 insere v no fim de <,

6 insere u no inicio de <,

7 | retorna (<., <y, Fpac,V,E,r)

<y (linha 6). Nada mais é necessario: sendo u desconectado do restante do digrafo,
ele necessariamente representa seu componente {u} (e nenhum outro vértice) e suas

posi¢oes em <, e <, sao irrelevantes.

Algoritmo 8: remove um vértice desconectado

1 remove vértice desconectado(=<,, <y, Epag,V,E,r,ueV)
2 inicio

3 V +— V\A{u}

4 apaga r(u) = u de r

5 apaga u de <,

6 apaga u de <,

7 retorna (<, <y, Epac,V, E,r)

4.2.3 Insercao de uma Aresta

A inser¢ao de uma aresta (u,v) exige alguns passos a mais, como apresentado no
Alg. 10. Quando r(v) nao alcanca r(u), (V, Epag U (r(u),7(v))) permanece um DAG,
SCC nao ¢ alterado e ambas as ordens topologicas <, <, sao atualizadas com Feline.
O caso mais complicado para a inser¢ao é portanto associado com r(v) E* r(u). Nesse
caso, SCC sofre alteracoes. Contudo, nao precisamos executar o algoritmo de Tarjan
para encontrar os componentes fortemente conectados sempre que isso acontece.

Ao invés do teste r(v) E* r(u), o conjunto de vértices Viyees = P(r(v),r(u)) é
computado no tempo O(|V,|+[Epac_r|+ ey deg,,(s)) como explicado na Sec. 4.1.
Obviamente temos r(v) E* r(u) se e somente se Veyces N0 é vazio. Neste caso, SCC
pode ser alterado de uma tnica forma: muitos componentes do SCC atual sao combi-
nados em um tnico componente. O novo componente contém os vértices em V', que
sdo representados por algum vértice em Viyees, 1. €., 08 vértices no caminho de r(v) até

r(u) no DAG associado. Qualquer vértice em tal caminho pode atuar como o novo
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representante para o componente que foi recentemente agrupado. Mais precisamente,

a atualizagdo de r pode ser realizada de acordo com o Algoritmo 9.

Algoritmo 9: Atualiza r

1 atualiza  r(Veycles, )
2 inicio

3 escolhe 7" em Viycles

4 | para todo w € V., faca
5 L r(w) < r’

6 retorna (r,r’)

Note o leitor, no entanto, que na implementacao para a computacao de Viycles, &
escolha de 7’ (0 novo representante do componente) e a atualizacao de r sao realizadas
de forma eficiente, uma vez que r é armazenado em uma estrutura union-find [Tarjan,
1975]. Gragas a isso e ao Feline, a atualizagdo de r depois da inser¢ao de uma aresta
no digrafo possui complexidade de tempo de pior caso igual a O(|V;|log™ |V;|), onde
log™ & o namero de vezes que devemos iterar a fungao log em |V,| antes de obtermos
um nimero menor ou igual a 1. Por exemplo, log; 65536 = 4 pois log, 65536 = 16,
log, 16 = 4, log, 4 = 2 e log,2 = 1. Note que a func¢io log™ cresce de forma muito
lenta.

A atualizacao das duas ordens topologicas <, e <, € realizada pelo Algoritmo 10,
que conclui a atualizacao pelo reuso de algoritmos apresentados anteriormente. Para
que isso aconteca, precisamos determinar o sub-DAG com os vértices que serao per-
mutados em <, e <,. Esse sub-DAG (8, E3, N 6?), onde § é computado na linha 11,

¢ submetido ao Feline (Alg. 3), que retorna as novas ordens topologicas (<7, <} ). As

/
Yy

mente. A linha 5 requer um tempo O(|V;| + |Epac | + ey deg,,.(s)) e as linhas

linhas 14 e 15 organizam os vértices em <, e <, de acordo com </ e <! respectiva-
6-9 requerem um tempo O(|V;|log |V,| 4 ||d]|) como explicado na Sec. 4.1. A complexi-
dade da linha 17 requer O(|Veycles|) de acordo com o Alg. 9, e as linhas 18-20 requerem
O(Zsevcycles deg(s) + |in(Veyeres)| + |out(|Veycles)|), logo, requer O<Zsevcycles deg(s)).
As linhas 21 e 22 requerem O(|6 \ Viyewes|), uma vez que elas mudam somente as
posicoes dos vértices restantes. Portanto, a complexidade final do Algoritmo 10 ¢é
O(|Vi[log [Vi[ + [Epac o] + 2 ey, deg(s)).

Exemplo 2 - atualizando o indice: SCC nao alterado Considerando o DAG e
seu indice mostrados na Fig. 4.4, suponha a inser¢do de uma nova aresta (j, f) como
indicado na Fig. 4.4-(A). De acordo com o Alg. 10, Viyees = 0, pois essa nova aresta

ndo cria um ciclo. A unido dos conjuntos 677 = 0, 5;5{)_33 =0, 5;;§j)y = {d,h,j} e
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Algoritmo 10: insere aresta

insere aresta(<,, <y, Fpag,V, E, 7, (u,v))
inicio

1
2
3 E+ FU{(u,v)}
4 se r(u) # r(v) entao
5 chcles — P( ( ) T(”))
6 6;5“56 —{w eV |rw) <, wAwEfgr(u)}
" i) o = {w €V | w = r(u) Ar(v) By}
8 (5;5“?4%{@06‘/\7"( ) <y WA WES o (u)}
9 (5;(5)_y —{weV|w=,r(u Ar@)Eycw}
10 se Viyees = () entao
// SCC néo alterado
11 0 4= 5m T U 5out T U 6;§uy U 50ut Y
12 Epac ¢ Epac U{(r(u),r(v))}
13 (<, <) « constroi_indice(d, Epag N 6?)
14 permuta em <, os vértices em 0 de acordo com </
15 | permuta em <, os vértices em 0 de acordo com <;
16 senao
// SCC alterado
17 (r,r") <—atualiza_r(Veyeles, )
18 I in(Veycles)
19 O < out(Veycles)
20 EDAG < (EDAG \ ([ X ‘/cycles U chycles X O)) ([ X {7’/} U {7’/} X O)
21 move 1’ em <, entre maxﬁ(é:n")x \ Veyeles) € min ( Zut " \ Vegeles)
22 | move 7’ em =<, entre max<y( m_y \ Veyeles) € min ( 5w "\ Veyeles)
23 | retorna (=<, <y, Epac,V, E,7)

57 ', =1/, g} ¢ destacada na Fig. 4.4-(B), na qual compoe o sub-DAG (4, Epag N 6?)
computado nas linhas 11 e 12 do Algoritmo 10. Depois que Feline reorganiza as ordens
topoldgicas, os vértices 6 em <, e <, sao recolocados em suas posicoes apropriadas. O

indice resultante ¢ mostrado na Figura 4.5.

Exemplo 3 - atualizando o indice: SCC alterado Considere agora o DAG e seu in-
dice mostrado na Fig. 4.6. Suponha que uma nova aresta (h, b) é inserida. A Figura 4.6-
(A) mostra o DAG e a nova aresta onde Veyeles = {b,d, h} estd em destaque. Seguindo
= {c,d, h}, 57 o = {bed}, gt = {d,h} e

= {b,d} como representados na Figura 4.7-(A). Na linha 17, o novo vértice re-

o Alg. 10, temos os conjuntos sri
57‘(1))

out y

mx my

presentativo é eleito, e.g., o vértice d. Nas linhas 18, 19 e 20, removemos as arestas
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Figura 4.4. Exemplo 23: caso “SCC nao alterado”. Esta figura mostra em (A)
o DAG, a nova aresta (f,7) e o sub-DAG obtido de §, em (B) a area estd em

destaque com os vértices do sub-DAG.
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Figura 4.5. Exemplo 23: novo indice. Os vértices indexados por Feline e reco-
locados em posicoes corretas estdo em destaque.
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---
- -

(A) Vciclo (B) DAG atualizado:
r(b) =r(h)=r(d)=d

Figura 4.6. Exemplo 23: em (A) os vértices em Viyeles. Em (B), o DAG atuali-
zado (arestas em Fpag).

(a,b), (b,d), (b,e), (c,d), (d,h), (h,i) e (h,j), e entdo inserimos (a,d), (c,d), (d,e),
(d,i) e (d,j). Os vértices que nao sao representantes sao sempre desconectados do
DAG (veja a Defini¢ao 18) e podem estar em qualquer posigao nas ordens topologicas.
De fato, as ordens antigas sao mantidas uma vez que elas sao, provavelmente, melhores
que aquelas atribuidas pelo Alg. 7, i.e., se o vértice é eleito como representante nova-
mente (depois de uma remogao de aresta), ele pode ser colocado proximo a sua antiga
posicao e a atualizagao tera custo menor. Em seguida, o indice é atualizado nas linhas
21 e 22. Na linha 21, max_, (07" \ Vigeres) = {c} € min_, (67 .\ Viyeres) = {€}, entdo
na nova =<, teremos ¢ <, d <, e.ﬁ A linha 22 néo resultarad em r_nodiﬁca(;()es em <, pois
d j4 estda em sua posicao correta. A Figura 4.7-(B) apresenta o indice resultante.
Pearce & Kelly [2006] demonstraram que a atualizacdo da ordem topologica (<,
ou <) no caso de “SCC nao alterado” requer somente permutar os vértices em 0, man-
tendo validas as ordenacdes topologicas. Essa estratégia faz uso do Alg. 3. E preciso
demonstrar que todas as arestas no DAG atualizado tém suas dire¢oes concordando
com a ordem topologica (“forward edges”) <, (a demonstragdo para <, é idéntica).

Existem os seguintes casos:

1. Comparacao entre dois vértices conectados, nenhum deles sendo ’: a comparacao
é trivial.

2. Comparacao entre dois vértices conectados, um deles sendo . Como eles sao
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(A) unidodos u's: vértices do (B) indice atualizado
sub-DAG

Figura 4.7. Exemplo 23: novo indice ap6s o agrupamento {b,d,h}. Em (B), o
representante d e os vértices b e h fora do indice.

conectados, o outro vértice esta em in({r'}) ou em out({r'}):

a) O outro vértice esta em in({r’'}). Ele nao pode estar depois de r(u) na orde-
nagao original (caso contrario a ordem estaria incorreta). Dada a defini¢do
de 67" o outro vértice esta antes de r(v) ou em 0/"). Em ambos os casos,

r’ esté depois na nova ordenacao.

b) O outro vértice estd em out({r'}). Ele ndo pode estar antes de r(v) na
ordenagao original (caso contrario a ordenagao estaria incorreta). Dada a
r(v)

out - EEm ambos

definicdo de 679, o outro vértice esta depois de r(u) ou em §

o0s casos, r’ esta antes na nova ordenacao.

4.2.4 Remocao de uma aresta

O Algoritmo 11 remove uma aresta (u,v) do digrafo, i.e., de E (linha 3). Os dois
vértices u e v estdo no mesmo componente (o teste na linha 4 passa) ou em componentes
diferentes (o teste na linha 4 falha). O tultimo caso é facil de entender: uma vez que
(u,v) conecta dois componentes, esses componentes nao sao modificados, i.e., r nao
é alterado. O que pode (ou nado) alterar Epag. De fato, (u,v) refere-se a aresta
(r(u),r(v)) no DAG associado (V, Epag). A aresta (r(u),r(v)) pode (ou nao) ter
sido removida de Epag. De acordo com a Def 18, isso depende de F ainda possuir

uma aresta que parte do componente de u para o componente de v. Se possuir (o
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teste na linha 12 falha), (r(u),r(v)) permanece em Epsg. Caso contrario (o teste
passa), (r(u),r(v)) é removido de Epag (linha 13). Pelo motivo de qualquer ordenacao
topologica de um DAG permanecer valida depois de uma remocao de aresta, nem <,

e nem <, sofrem mudangas.

Algoritmo 11: remove aresta

1 remove aresta(<,, <y, Fpag,V, E,r, (u,v))
2 inicio

3 E + E\{(u,v)}

4 se r(u) = r(v) entao

5 C+—{weV|r(w)=r(u)}

6 se =(u(E N C?%*v) entdo

7 Epag + Epag \ (V X {T‘(U)} U {’I"(U)} X V)

8 r < Tarjan(C, ENC? r)

9 para todo (w,k) € EN(V xCUC x V) faga

10 L insere_ aresta(<,, <y, Epac, V, E,r, (w, k))
11 senao
12 se para todo (a,b) € E, (r(a),r(b)) # (r(u),r(v)) entao

7
13 i L Epag < Epac \ {(r(u),r(v))}

14 retorna (<,, <y, Epag,V, E,r)

Considera-se agora o caso mais complicado, onde u e v pertenciam ao mesmo
componente (o teste da linha 4 passa). Primeiro, esse componente, um conjunto C'
de vértices ¢ computado (linha 5). Uma travessia no digrafo entdo inicia em u para
descobrir se v continua alcangavel apesar da remoc¢ao de (u,v) (linha 3). Essa travessia
(em DFS) é seguramente abortada assim que ela deixa o conjunto C' de vértices (porque
C' era um componente, nenhum caminho de u até v pode passar por vértices em V'\ C).
Se v é alcancgavel (o teste na linha 6 falha), entdo o componente fica como est4, i.e., r
nao é alterado, bem como o DAG associado (V, Epag) e o indice relacionado (<, <,).
Ao contrério, se a remogao de (u,v) agora impede que u alcance v (o teste na linha 6
passa), entao todas as varidveis precisam ser atualizadas. De acordo com a Def. 17, u e v
agora estao em diferentes componentes. De fato, C' pode agora ter que ser particionado
em qualquer nimero de componentes entre 2 e |C|. Dessa forma, r precisa refletir essa
alteracdo e o DAG associado (V, Epac) também precisa ser modificado. Antes de
conectar os novos vértices representantes (ou mesmo decidir qual vértice & um novo
representante), o vértice que representava todos os vértices em C' é desconectado do
resto do DAG, i.e., todas as arestas envolvendo-o sdo removidas de Epag (linha 7).

O algoritmo de Tarjan é responsavel por identificar o particionamento de C' e compor
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os novos componentes menores (linha 8). Ele nao precisa considerar os vértices fora
de C pois a remocao de (u,v) € C? nao afeta seus componentes. Consideramos aqui
que o algoritmo de Tarjan também escolhe um representante para cada componente,
i.e., atualiza r. Todas as arestas envolvendo um vértice em C' (linha 9) sdo entdo
reinseridas. Para facilitar a apresentagio, a fun¢ao insere_aresta é chamada (linha
10). No entanto, o trabalho a ser feito por ela é reduzido pois sabemos que nao ha
nenhum novo ciclo.

Quanto & complexidade de remove aresta, quando u e v estao em diferentes
componentes, o custo do teste na linha 12 domina, mas ¢ apenas O(|SCC(u)]). Isso
é possivel gracas & estrutura union-find e a escolha da implementacao das listas de
adjacéncias como hashmaps. Quando u e v estao no mesmo componente, esse compo-
nente ¢ recuperado em tempo O(|C|), gracas novamente & estrutura union-find. Ele
¢ percorrido (por DFS) em tempo O(} . deg,,(c)), que é um custo alto e depende
dos graus de safda ao invés de |E N C?| devido as tentativas de deixar o componente.
Esse é o custo de pior caso para a atualizacao se o componente nao for dividido. Caso
contrario, o custo é mais alto, pois ele depende do conjunto M de componentes encon-
trados pelo algoritmo de Tarjan. O algoritmo de Tarjan, por ele mesmo, executa em
um tempo que é O3 . deg,,,(c)). O nimero de arestas que precisam ser reinseridas
para atualizar o indice & (>, (|in(m)|+|out(m)|)), portanto, o algoritmo executa em
tempo O(_, </ (([in(m)] + |out(m)|) X Ix)), onde I, é o tempo para inserir a aresta
(w, k) usando o Alg. 10. No entanto, embora escrevemos insere_ aresta, a fungao que é
realmente executada nao precisa computar P(r(v),r(u)) (na linha 5 de Alg. 10) pois ja
sabemos que a aresta reintroduzida nao cria ciclo (gracas ao algoritmo de Tarjan). Em
outros termos, toda inser¢ao sempre cai no caso “SCC ndo alterado” (nenhum teste é

necessario na linha 10).

Exemplo 4 - removendo uma aresta: separando o componente Considere outro
DAG da Fig. 4.8-(A), onde o vértice b é o representante do componente, como mostrado
na Fig. 4.8-(B). Suponha que a aresta (I,d) é removida (de dentro do componente
representado por b como mostrado na Fig. 4.8-(B)). Se este é o caso, [ pode ndo mais
alcancar d, significando que o componente foi dividido. Entao, precisamos remover do
DAG todas as arestas que conectam o componente representado por b, i.e., as arestas
(a,b), (¢,d), (k,e), (h,i) e (h,j) da Fig. 4.8-(A). Os novos componentes encontrados sao
mostrados na Fig. 4.9-(A), onde todas as arestas de cada vértice nos novos componentes
sdo restauradas e os representantes b, d e h escolhidos (algoritmo de Tarjan’s modificado
na linha 8 do Alg. 11). Finalmente, as arestas (a,b), (c,d), (k,e), (h,i), (h,j) e (d, h)

sao reinseridas, uma a uma, para atualizar o indice.
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(A) DAG

(B) DAG: componente
representado por b
desagrupado
Figura 4.8.

Exemplo 14: Em (A), o DAG e, em (B), todos os vértices do
componente representado por b sdo mostrados.
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Figura 4.9. Exemplo 14: Em (A) a aresta (I, d) removida, 0s novos componentes
identificados e as antigas arestas restauradas. Em (B), os componentes sao agru-

pados (em inglés, “folded”) e as arestas (a,b), (¢,d), (k,e), (h,i), (h,j) e (d,h)
reinseridas (linhas pontilhadas).
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4.3 Experimentos

Esta secao avalia o desempenho de Feline-PK comparado a abordagem do estado-da-
arte. Implementou-se os algoritmos usando linguagem C+-, tal como as implementa-
¢oes do competidor fornecidas pelos respectivos autores. Todos os experimentos foram
realizados em uma maquina Intel(R) Core(TM) 15-3330 CPU 3.00GHz e 8GB RAM,

com sistema operacional GNU/Linux. Todas as implementagoes sao single threaded.

Grafo V| |E| ciclico?
Arxiv 6000 66707 nao
Yago 6642 42392 nao

Go 6793 13361 nao
Pubmed 9000 40028 nao
citeseer 10720 44258 nao

p2p-Gnutella3l 62586 147892 sim
soc-Epinionsl 75879 508837 sim
Uniprot22mA 100000 99998 nao
Cit-PatentsA 100000 88520 nao
CiteseerxA 100000 152544 nao
Go-UniprotA 100000 582298 nao
Email-EuAll 265214 420045 sim
Uniprot22mB 300000 299998 nao
Cit-PatentsB 300000 297686 nao
CiteseerxB 300000 533289 nao
Go-UniprotB 300000 2168728 nao
web-NotreDame 325729 1497134 sim
Uniprot22m 1595444 1595442 nao
Cit-patents 3774768 16518947 nao
Go-uniprot 6967956 34770235 nao

Tabela 4.1. Bases de Dados

Bases de dados: Usou-se um conjunto de DAGs tradicionais (benchmark) usados
em diversos trabalhos como [Bramandia et al., 2010; Yildirim et al., 2010, 2013; Veloso
et al., 2014; Zhu et al., 2014], e quatro digrafos (ciclicos) coletados de snap.stanford.edu,
que sao: p2p-Gnutelladl, soc-Epinionsl, Email-EuAll e web-NotreDame. Os DAGs
Go-UniProt, Cit-Patents, CiteSeerX e Uniprot22m estao duplicados e diferem entre
si pelo nimero de vértices, onde um conjunto tem 100k vértices e o outro tem 300k
vértices, aleatoriamente selecionados. Esses grafos estao na Tabela 4.1.

Primeiro foi necessario verificar se usar Feline-PK é melhor que reconstruir o in-
dice do principio sempre que um grafo é atualizado. Assim, repetiram-se os experimen-

tos de Feline (estatico), que foram comparados com os tempos médios de atualizagao



78 CAPITULO 4. ALCANGABILIDADE EM GRAFOS DINAMICOS: FELINE-PK
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Figura 4.10. Comparacao entre Feline (tempos de construcao) e Feline-PK
(tempos de atualizagdo). FEsta figura mostra que inserir uma aresta e atualizar
o indice usando Feline-PK resulta em melhor desempenho do que reconstruir o
indice com uma abordagem estatica. A terceira barra é o tempo de insercao total
para todas as arestas com Feline-PK.

apos a insercao de arestas com Feline-PK. Apo6s isso, comparou-se também os resul-
tados de Feline-PK com a abordagem do estado-da-arte, verificando seus tempos de
atualizacao quando ha insercao e remocao de arestas, como também os tempos para
responder as consultas. O terceiro experimento mostra a proporcao de respostas ne-
gativas fornecidas sem qualquer caminhamento nos grafos. Acredita-se, portanto, que
esses experimentos permitem dizer que Feline-PK é a melhor solugdao. Alguns resulta-
dos nao foram reportados devido aos seus tempos de execucao serem maiores do que 5

horas.

4.3.1 Resultados

A Figura 4.10 apresenta uma comparacao entre a solugdo estatica Feline (construgao
do indice) e a dinamica Feline-PK (atualizagoes apos cada inser¢ao). Os tempos mé-
dios de atualizacao sao obtidos apds as arestas serem inseridas no grafo, uma a uma,
de forma aleatoria. Como pode-se ver na figura, o tempo para atualizar o indice dada
uma insercao de aresta ¢ menor que reconstruir o indice inteiro. A terceira barra no

grafico mostra o tempo total para a insercao de todas as arestas usando Feline-PK.



4.3. EXPERIMENTOS 79

Tempo Médio de Inserg&o

100 -
10 M Feline-PK U
1 Dagger _ _
1 O Daggers
0,1 @
: ?
S o0 W
g ? 787 g g 7
7 77 g 7 g
oos LELLL / 2l 70 7ANOAN 7 O
S P NI S S SN S R R R RN S I - ¥
Vd; “\Q’Q © ‘0@0«06@ V e‘@ e‘z’d \Q\ox q’é\ z‘y\@ Q;Q’d- \Q@\ é\@. '\0&. f</\y Oé(\ {j)/ 6@9 (\\Q@
T /¥ & S /o & S & N LS
& FNeo? K N & £ & F S
«6\' e () ,\(’)\' [¢) © ’]52 & < o @
R R R S
Digrafos

Figura 4.11. Comparagao entre Feline-PK, Dagger e Daggerb (com 5 intervalos).
Os tempos computados estao em milissegundos.
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Figura 4.12. Comparacao entre Feline-PK e Feline enquanto o grafo Go-Uniprot
cresce (10%, 20%,..., 100%). As curvas representam os tempos totais de atualiza-
cao utilizando Feline-PK e Feline, como também os tempos médios de atualizacao
utilizando Feline-PK. Os tempos mostrados estdao em milissegundos.
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Figura 4.13. Comparagao entre Feline-PK, Dagger e Daggerb (com 5 interva-
los). Os tempos mostrados estdo em milissegundos.
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Figura 4.14. Tempo total (em ms) para 100k consultas.
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Note que inserir uma aresta estd entre um mil e um milhao de vezes mais rapido do
que reconstruir o indice inteiro, sendo que esses ganhos aumentam com o tamanho do
grafo. Portanto, dado um grafo existente, parece uma boa ideia primeiro construir
o indice com Feline e entdo atualiza-lo com Feline-PK (Figura 4.10 mostra somente
grafos aciclicos uma vez que o tempo para agrupar os componentes nao afete os resul-
tados). Essa vantagem de Feline-PK pode ser vista na Figura 4.12, que mostra como o
desempenho degrada, permitindo comparar o custo de, incrementalmente, inserir uma
aresta com o custo de reconstruir o indice do principio. A figura apresenta trés curvas
para o grafo Go-Uniprot: uma para o tempo médio para inserir uma das arestas entre
os primeiros 10% do grafo, entdo uma para inserir uma aresta depois dos primeiros
10% mas antes dos primeiros 20% etc; outra curva para o tempo total de insercio,
uma a uma, de todas as arestas entre os primeiros 10%, entao todas as arestas entre os
primeiros 20% etc; e uma para o tempo de reconstrucdo com Feline do indice inteiro
para 0 DAG com somente as arestas nos primeiros 10%, entdo com somente as arestas
nos primeiros 20% etc. Esses resultados mostram que o tempo médio de atualizacio
tem pouca variacao ao longo da construcao do grafo enquanto o tempo total aumenta,
confirmando que Feline-PK ¢é eficiente para atualizagbes dinamicas em grafos muito
grandes.

No experimento seguinte, removeu-se de forma aleatoria as arestas (uma por
uma) dos grafos e mediu-se os tempos médios para remové-las por cada abordagem
(Figura 4.13). O desempenho de Dagger é explicado por sua estratégia de propaga-
cao de rotulos, que é, normalmente, quando uma aresta é removida, os rétulos dos
vértices ancestrais devem ser atualizados. Em Feline-PK, nada precisa ser feito pois
uma remocao de aresta nao invalida as ordens topologicas, ou, no caso de manutencao
dos componentes, apenas uma atualizacao local. Como resultado, Feline-PK é quase
1000 vezes mais rapido que Dagger quando atualiza grafos muito grandes depois de
uma remogao de aresta. Mais ainda, os grafos maiores (Go-Uniprot e Cit-Patents) po-
dem finalmente ser atualizados em tempo razoavel. As figuras também mostram que,
embora o overhead da manutencao dos componentes afete seu desempenho, Feline-
PK ainda possui melhor desempenho que Dagger em grafos ciclicos (p2p-Gnutella3l,
soc-Epinionsl, Email-EuAll and web-NotreDame).

Considerando o desempenho das consultas, mediu-se também os tempos para
respondé-las. Assim, todos os métodos foram submetidos aos mesmos conjuntos de
consultas contendo 10° pares de vértices escolhidos de forma aleatoria entre o conjunto
de vértices de cada grafo. A Figura 4.14 apresenta os resultados, onde podemos ver que
Feline-PK tem melhor desempenho do que o Dagger. Esses resultados sao justificados

pela observacao da Figura 4.15, que mostra o comportamento do indice enquanto novas
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Figura 4.15. Os graficos mostram uma comparacao entre Feline-PK e Dagger.
Comparamos o nimero de respostas negativas obtidas sem qualquer travessia do
grafo (figuras da esquerda) e os tempos para responder as consultas (figuras da
direita). Cada ponto representa uma média de 100 execugoes. Outros resultados
estdo disponiveis no Apéndice A.
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arestas sao inseridas no grafo.

A Figura 4.15 destaca os tempos de Feline-PK e Dagger para responder as con-
sultas, comparados ao nimero de respostas negativas obtidas sem qualquer travessia
no grafo. As figuras mostram que, enquanto novas arestas sao inseridas, o indice do
Dagger apresenta uma maior reducao na quantidade dessas respostas negativas do que

Feline-PK, o que faz com o Dagger seja em torno de 10 vezes mais lento do que Feline-
PK.

4.4 Indexacao Dinamica com Insercao de Arestas

em Lote

Foi apresentado anteriormente um método para a manutencao do indice de alcanca-
bilidade dada a insercao e remocao de arestas no grafo, onde o indice é atualizado a
cada inser¢ao ou remoc¢ao de uma aresta (unit-change problem). Em um contexto de
redes sociais, por exemplo, onde centenas de alteragoes sao realizadas a todo momento
em grafos muito grandes, essa abordagem nao é a ideal. Outro problema é quanto a
sequéncia de atualizacoes no grafo que podem causar um efeito “sanfona”. Por exemplo,
suponha que uma atualizagao separe um componente em dois, em seguida outra atua-
lizacao junte os dois componentes novamente, depois uma terceira atualizacao torne a
separa-lo. Nesse contexto, seria melhor tratar o indice de forma estatica (utilizando o
Feline, por exemplo) e refazé-lo por completo a cada periodo de tempo, apos todas as

atualizacOes nesse periodo serem feitas.

Uma alternativa para resolver esse problema é atualizar o indice ap6s a insercao de
um grupo de arestas ou lote (batch). Com isso, o efeito “sanfona” poderia ser evitado,
bastando apenas analisar a sequéncia de operacoes em cada lote e depois remover
aquelas que sao intteis para o indice final. Contudo, a despeito de pesquisas realizadas,
nao foram encontrados métodos para manutencao de indices de alcancabilidade na
presenca de atualizagoes em lote. Por conseguinte, apresenta-se aqui um estudo inicial
sobre a inser¢ao de arestas em lotes (batch-change problem), considerando um algoritmo

de ordenagao topologica dinamica denominado PK-2 [Pearce & Kelly, 2010]

Os experimentos realizados aqui consideram somente atualizagoes em DAGs, fi-
cando como trabalho futuro (I) a comparagdo com outros algoritmos de ordenagio
topologica dinamica para a insergao de lotes de arestas, e (II) adaptagao dos algorit-

mos para a manutencao de componentes fortemente conectados.
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4.4.1 Insercao de Arestas em Lotes

Dentre as varias abordagens para o problema, uma destaca-se pela simplicidade e baixa
complexidade computacional na pratica. Chamada de PK-2 [Pearce & Kelly, 2010],
trata-se de uma extensao do algoritmo apresentado na secao anterior e possui com-
plexidade de tempo igual a O(min{k.(|Vbac|+ |Ebacl), |Vbac||Epac|}) para processar

qualquer sequéncia de k inser¢oes de lotes de arestas.

- ARV AR
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Figura 4.16. Exemplo regides afetadas e suas arestas invalidantes em um orde-
nagao topolégica qualquer.

O algoritmo PK-2 recebe um conjunto B de arestas invalidantes (ou seja, arestas
que invalidam a ordenagao topologica dos vértices) e rearranja-as tornando valida a
ordenacao topologica. Cada grupo de arestas invalidantes pode separar a ordenagao
topologica em diferentes subconjuntos § disjuntos ou nao. A Figura 4.16 mostra quatro
arestas invalidantes, que dividem a ordenacdo topoldgica em trés subconjuntos oy,
dy e d3. Cada subconjunto d; (aqui chamado de subconjunto invalido) é tratado de
forma independente dos outros (podem ser rearranjados em paralelo). Os subconjuntos
invalidos sao processados em uma tunica passada, iniciando-se do vértice com maior
ordem e movimentando cada vértice apenas uma vez. Cada aresta invalidante que se

sobrepoe pode ser agrupada em um tnico subconjunto invalido como definido a seguir:

Defini¢ao 19 (Subconjunto invalido d;). Seja Gpae = (Vpag, Epac) e < uma orde-
na¢ao topoldgica vdlida. Para um conjunto B de arestas invalidantes (recém inseridas
em Gpag), um subconjunto invdlido é denotado por 0; e definida como {k € Vpag |

u=<—k=<—ve(vk)€ B ou(ku) € B}, onde <" é minimo e <" é mdzimo'.

! Usamos a notacdo <* denotando o ranking de u na ordenacdo topolégica <. A notacdo nao é
um abuso uma vez que < é implementado por um vetor.
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Figura 4.17. Grafo e sua regido afetada. Em (A), o grafo antes da insergao de
arestas invalidantes e , em (B), ap0s a insercao das arestas (v, w) e (z,y).

O exemplo da Figura 4.17-(B) mostra a regiao afetada e duas arestas invalidantes
((v,w) e (x,y)) inseridas no grafo em (A). Para exemplificar o funcionamento bésico
do Algoritmo 12, suponha que o conjunto B contendo o lote de arestas contém somente
essas duas arestas invalidantes (setas na cor vermelha na figura), dada uma ordenagao
topologica valida, a funcao addBatch insere essas arestas no grafo e invoca o algoritmo
addBatch. Na linha 2 do algoritmo, todas as arestas validas sao removidas do lote, pois
elas ndo interferem na ordenacdo (no caso do exemplo utilizado elas nao existem).

Cada grupo de arestas sobrepostas inicia-se no vértice de maior indice do grupo
(cauda da primeira aresta) e termina no vértice que é a cabeca da ultima aresta. Na
Figura 4.17-(B), o vértice que inicia a regido é o v de indice 10 e o vértice que termina
¢ o y, com indice 1. O algoritmo comeca a avaliar o vértice de maior indice primeiro,
pois este encabecara o novo grupo a ser organizado. Sendo assim, o grupo é processado
da direita para a esquerda. A linha 4 do algoritmo garante que as arestas sejam
processadas nessa ordem. O algoritmo, apos isso, pode ser dividido em duas fungoes:
shift (Algoritmo 13) e discover (Algoritmo 14).

Na funcao discover todo o conjunto B é percorrido, onde o objetivo é identificar
os vértices que serdao movidos (i.e., receberao novos indices) visitando-os apenas uma
vez. Essa funcdo inicia da aresta invalidante (u,v) com maior indice <% e, seguindo
uma busca em profundidade, todo par (k,u), significando que k é alcancavel a partir
de u dentro do grupo, é colocado em uma pilha. Fsse passo é repetido para todas
as arestas invalidantes e o fato de escolher a aresta invalidante com maior valor <@

assegura que a ordem final esteja correta para cada vértice visitado.
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Algoritmo 12: addBatch
1 addBatch(B,V) inicio

2 Remova de B todas as arestas validas;
3 se |B| > 0 entao
// ordena as arestas invalidantes em ordem decrescente
pelo indice da cauda.
4 ordena(B);
5 b+ |V];
6 5+ 0;
7 para todo i < 0...|B| — 1 faga
8 (u,v) < Bli;
9 se <4< lbAi# 0 entao
10 Q) < discover({B|[s]...B[i — 1]});
11 shift(lb, Q);
12 54— 15
13 [b <— min (<Y, b);
// processa a Gltima regido afetada
14 Q) < discover({B|[s]...B[|B| — 1]});
15 shift(lb, Q);

Para exemplificar, na Figura 4.18-(A), essa fungao insere em uma pilha todos os
vértices alcancaveis a partir das cabecas da arestas invalidantes, com uma indicagao
da cauda da aresta invalidante que o alcanca. A pilha @), entdo, é um conjunto cujos
membros estdo corretamente ordenados tal que V(z1,d1);, (z2,d2); € Q,(de <5 di V
(dy = dy N1 Efzq2)) = i < j), onde i e j sdo posigoes na pilha.

No exemplo da figura, todos os vértices dentro da regiao afetada sao visitados e
aqueles que nao sao alcancgéaveis pelas arestas invalidantes sao movidos para as primeiras
posigoes da nova ordenacao (veja a Figura 4.18-(B)). Neste exemplo, os vértices a, b e
¢, vao para as posicoes 1, 2 e 3, respectivamente. Assim que um vértice, que é a cauda
da aresta invalidante mais interna, é visitado, todos os vértices que formam par com
ele na pilha sdo desempilhados e adicionados a nova ordenagao em sequéncia (fase de
shift). Isso pode ser verificado no exemplo da Figura 4.18-(A) onde, no topo da pilha
@, héa o par (y,x).

Continuando com o exemplo, o algoritmo shift comeca pelo par no topo da pilha.
Dessa forma, o vértice x é colocado na posigao livre seguinte (posi¢ao 4). Em seguida
todos os vértices alcancaveis a partir de x sao adicionados as proximas posicoes. Neste
caso, o y e o d. O mesmo ¢ feito para o par (w,v) que é agora o topo da pilha. Nas

funcoes discover e shift, topoOrd~! retorna o vértice, dada a sua posi¢ao na ordenacao
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Figura 4.18. Aplicagdo das fungdes discover e shift.

topologica.
Quanto & ordenacao topologica referente a segunda coordenada Y do indice de
alcancabilidade (i.e., <), basta repetir todo o processo considerando as arestas inva-

lidantes dessa ordenacgao topologica.

Algoritmo 13: Shift

1 shift(i, Q) inicio
2 n + 0;
3 | enquanto Q # () faga

// topoOrd='(i) retorna o vértice localizado no indice i
4 w < topoOrd=(i);

se livre(w) entao
6 L n < n+ 1; livre(w) < false;
7 senao

L <Ys— (i —n); topoOrd= (i — n) + w;

o (v, d) < top(Q);
10 enquanto Q # ) Aw = d faga
11 n<4n—1;
12 <V4 (i —n); topoOrd=1(i — n) < v; pop(Q);
15 (v.d) + top(Q):
14 141+ 1;
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Algoritmo 14: Discover

discover(DB) inicio

ju—

2 Q « 0;
// ordena as arestas em ordem decrescente pelo indice da
cauda.
3 sort(B);
4 para todo i < 0...| B| faga
5 (u,v) < BJi;
6 se —livre(v) entao
7 | dfs(v, <));

8 retorna ();

9 dfs(v,ub) inicio

10 livre(v) « true;

11 onDFS(v) < true;

12 para todo (v,s) € E faca

13 se onDF'S(s) entao

14 L retorna aborta;

15 se —livre(s)A\ <3< ub entao
16 L dfs(s, ub);

17 onDFS(v) < false;
18 | push((v, topoOrd—"(ub)), Q);

4.4.2 Experimentos

Conforme mencionado previamente, nao foram encontradas referéncias de indices de
alcancabilidade baseados em atualizacoes em lote nos trabalhos relacionados. Por-
tanto, os experimentos aqui apresentados visam demonstrar o desempenho do método
proposto, em contraste com a realizacao de atualizacoes unitarias. Pesquisas futuras
podem considerar também outras abordagens de ordenacao topoldgica, bem como a
manutencao de componentes fortemente conectados.

O primeiro experimento foi realizado para verificar se h4 vantagens em inserir
arestas em lote ao invés de uma por vez. Para isso, medimos o tempo de inser¢ao (que
inclui o tempo de atualizar o indice) para construir cada grafo.

A Figura 4.19 resume os tempos de insercao de arestas nos grafos indicados.
Para cada grafo, foram inseridas as arestas uma a uma, enquanto que essas mesmas
arestas foram agrupadas em um lote tnico e inserido nos grafos, i.e., um grupo de
tamanho |Fpag|. Apesar de os tempos da inser¢ao em lote serem até 10% menores,
nao ¢ de se esperar que essa seja uma situacao pratica, pois ¢ um caso tipico para

uma abordagem estatica. Contudo, esse experimento mostra, em termos gerais, que
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Figura 4.19. Tempos de insercao de arestas. O grafico apresenta a relacao entre
o tempo para inserir arestas de forma unitéria e em lote. O tempo para a insergao
em lote é para todas as arestas do grafo, agrupadas em um tnico lote.

mesmo numa situacao extrema a abordagem de insercao em lote oferece ganhos reais
em comparagao com as insercoes unitarias.

E razoavel supor que em situacoes reais os lotes nao sejam tio grandes. Por isso,
o segundo experimento verifica como o método se comporta com tamanhos de lotes
variados.

Os graficos da Figura 4.20 mostram os tempos de insercao totais para alguns
grafos variando-se os tamanhos dos lotes (para os outros grafos, consulte o Apéndice
A). Cada conjunto de arestas inserido foi dividido em partes que correspondem a 1%,
2%, 3%, ..., 100% do tamanho total de cada um. Cada lote foi inserido no grafo
até completé-lo. Por exemplo, o grafo ArXiv possui 66707 arestas, no experimento
correspondente a insercao de lotes com tamanho de 1%, cada lote tem aproximadamente
667 arestas. Logo, esses lotes foram inseridos até completar o grafo. O mesmo foi feito
para os outros tamanhos.

Os tempos de insercao sao compostos pelo tempo para inserir as arestas no grafo
(onde 1é-se normal na legenda dos gréficos) e o tempo para organizar as arestas in-
validantes (inval na legenda). Este, por sua vez, ¢ dominado por duas partes criticas
no algoritmo, a fase em que as arestas invalidantes sao ordenadas (Algoritmo 12) e a

fase denominada shift (nos graficos, referente aos algoritmos shift e discover), que esta
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Figura 4.20. Tempos de insergao total dos lotes e a contribuicdo de cada fase do
algoritmo de insercao nesse tempo. Na legenda: “normal” refere-se ao tempo para
insercao de arestas no grafo. “inval” é tempo necessirio para organizar as arestas
invalidantes e atualizar o indice; esse tltimo é composto por “sort” e “shift”, que
sdo os tempos para ordenar as arestas invalidantes, juntamente com as funcoes
discover e shift. Outros resultados podem ser encontrados no apéndice.
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Figura 4.21. Quantidade de arestas invalidantes a medida que os lotes sdo
inseridos no grafo Citeseerx. Na legenda, os tamanhos estdo em %. O gréfico
menor a direita da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%. Os graficos para
os outros grafos estdo no Apéndice.

na legenda dos graficos. A figura permite entender que, embora os tempos de inser-
¢a0 permanecam com pouca variacao ao longo das insercoes, cada fase do algoritmo
influencia no desempenho de acordo com o tamanho dos lotes.

Percebe-se que o tempo para atualizar o indice sofre bastante influéncia da fase
shift quando o tamanho do lote é pequeno. Cada lote é independente dos demais,
contudo quando as arestas invalidantes de um lote sao organizadas, as arestas do pro-
ximo lote podem diminuir, pois os vértices sao movidos para outras posicoes. Essa
caracteristica pode ser percebida no grafico da Figura 4.21, para o grafo Citeseerx, que
mostra que a quantidade de arestas invalidantes (conjunto B) diminui com o tempo,
para cada porcentagem. Isso explica a queda do tempo de execucao na fase shift do
grafo Citeseerx na Figura 4.20. Contudo, para esse mesmo grafo, a medida que o tama-
nho do lote aumenta (de 1% para 2%, depois para 3% e assim por diante), a ordenagao
das arestas invalidantes torna-se mais custosa, contribuindo para manter o tempo de

insercao total com pouca variacao.

4.5 Sumario de Resultados do Capitulo

Este capitulo apresentou um indice eficiente para alcancabilidade em grafos dinamicos
muito grandes. Foi proposta aqui uma nova solugao para o processamento de atuali-
zagoes em indices de alcancabilidade baseado no problema de Ordenacao Topologica

Dinamica (ou DTO - Dynamic Topological Ordering).
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Foi demonstrado experimentalmente que Feline-PK atualiza de forma eficiente o
indice. As Figs. 4.10-4.12 mostram, para 16 digrafos diferentes (com milhdes de vértices
e arestas), que inserir uma aresta leva entre poucos us e algumas dezenas de ps. A
remocao de arestas exige tempos similares se o digrafo € um DAG, enquanto que no caso
de digrafos ciclicos o tempo para atualizar o indice é algo em torno de 1 ms (devido
a separagOes nos componentes). Esses tempos estao entre 100 vezes (para digrafos
pequenos) e um milhdo de vezes (para digrafos grandes) menores que os tempos que
Feline leva para reconstruir o indice. As Figs. 4.11 e 4.13 também mostram que, nao
importando o digrafo, os tempos de atualizagao sao menores que os obtidos pela solucao
do estado-da-arte, Dagger. O tempo médio de remocao pode chegar a ser cerca de 100
vezes menor para alguns digrafos. Mais importante, o indice de Feline-PK resulta em
tempos de consulta significantemente melhores do que o indice do Dagger. De fato,
isso pode ser observado na Fig. 4.14, onde as respostas as consultas de alcancabilidade
do Feline-PK chegam a ser 10000 vezes mais rapidas (mas normalmente sio cerca de 10
vezes mais rapidas) do que Dagger. De acordo com a Fig. 4.15, esses tempos crescem
com o tamanho do digrafo, mas esse parametro afeta menos Feline-PK do que Dagger.
Em outras palavras, Feline-PK escala melhor.

Este capitulo considerou também a insercao de lotes de arestas e a atualizacao do
indice com base nesses lotes. Para isso, uma extensao do PK foi utilizada e verificou-se
que pode haver ganhos de desempenho. Contudo, uma pesquisa mais aprofundada no

tema fica como trabalho futuro.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este capitulo apresenta um sumaéario das contribuicoes de pesquisa desta tese. Em

seguida, algumas limitacoes e propostas de trabalhos futuros sao discutidos.

5.1 Sumario de Resultados e Contribuicoes

O problema atacado por esta tese é conhecido como alcancabilidade, o qual possui como
entradas um grafo direcionado e uma consulta envolvendo dois vértices u e v (repre-
sentada por u ~" v). A saida deve ser uma reposta positiva, significando que o vértice
u alcanca o vértice v, ou negativa, significando que v nao alcanca v. Examinou-se este
problema em duas versoes, para grafos estaticos e para grafos dinamicos. A versao
para grafos estédticos considera que os grafos nao sofrem alteragoes ao longo do tempo,
nao exigindo que os indices de alcancabilidade sejam atualizados. A versao para gra-
fos dinamicos é o oposto disso. O grafos ditos dinamicos podem sofrer atualizagoes
de tempos em tempos, no conjunto de vértices ou arestas, fazendo com que o indice
acompanhe essas atualizacoes para refletir corretamente a alcancabilidade entre os vér-
tices. Esta ultima versao do problema é mais complexa e, na presente data, ha poucos
trabalhos publicados, ao contrario da primeira versao. Esta tese apresenta, entao, algo-
ritmos eficientes para cada tipo de problema. Esses algoritmos sao chamados de Feline
e Feline-PK. Avaliou-se experimentalmente cada algoritmo, demonstrando que, tanto
Feline quanto Feline-PK, sao escalaveis e produzem indices eficientes considerando o
tempo de construcao do indice, o tamanho desse indice e o tempo para responder as
consultas.

O algoritmo Feline (Fast rEfined onLINE search) é inspirado na area de visuali-
zacao de grafos (graph drawing) e no algoritmo de Kameda [Kameda, 1975] para grafos

planares. Feline constroi um indice a partir da representacao do grafo em um plano
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bidimensional, da qual sao extraidas as informacoes de alcancabilidade em tempo cons-
tante para uma porcao significativa de consultas. Experimentos demonstram a eficién-
cia do método em relacao as abordagens do estado da arte, sendo que a caracteristica
mais importante de Feline é a sua capacidade de descartar algumas busca, evitando
a expansao daqueles vértices que aparecem depois do vértice objetivo nas ordenacoes
topologicas. O indice gerado por Feline, que é linear no ntimero de vértices dos grafos,
evita a etapa de otimzagao dos parametros (que, em geral, referem-se & quantidade de
rotulos de cada vértice) presente em muitas técnicas que constam na literatura relaci-
onada. Esse indice, mais simples e pequeno, permite também que Feline utilize o grafo
invertido para extrair novos rotulos, agilizando ainda mais as respostas as consultas.
Como extensao do Feline, Feline-PK é voltado para grafos dinamicos. Essa exten-
sao utiliza algoritmos de Ordenagao Topologica Dindmica para realizar as atualizagoes
a cada modificacao no respectivo grafo. Feline-PK utiliza ainda estruturas de dados
e representacoes que facilitam a indexacao de grafos direcionados ciclicos, uma vez
as atualizacoes podem afetar componentes fortemente conectados. Experimentos de-
monstram que utilizar Feline-PK ¢ melhor do que atualizar o indice inteiro a cada
modificacao no grafo, sendo que quando arestas ou vértices sao removidos do grafo,
nada precisa ser feito. Um aprimoramento preliminar dessa extensao, uma abordagem
incremental em lotes, também foi apresentada. Com ela, é possivel melhorar o tempo
de atualizacao do indice dada a inser¢ao de um conjunto grande de arestas. Com isso,
conclui-se que a abordagem Feline e suas extensoes representam uma 6tima alternativa
escalavel para problema de indexacao de alcancabilidade, com algumas limitagoes, que

sao apresentadas a seguir.

5.1.1 Limitacoes

Os algoritmos propostos possuem algumas limitagoes quando comparados a outras

técnicas, que incluem:

1. Quantidade de ordenacoes topologicas: os algoritmos propostos utilizam ordena-
¢oes topologicas que devem ser complementares para que o indice seja eficiente.
Contudo, nao se sabe se a utilizagao de mais ordenacoes aumenta o desempenho
do indice e nem como determinar a complementaridade dessas ordenacoes. Esse

problema também é apontado pela abordagem de Kameda e segue em aberto.

2. Falsos positivos: a indexacao de grafos nao-planares leva a ocorréncia de falsos-
positivos nas consultas, gerando, em muitos casos, caminhamentos no grafo e

o aumento do tempo para responder as consultas. Os métodos propostos nao
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indicam como detectar e nem como contornar o aparecimento de falsos-positivos,

principalmente no caso de grafos dinamicos.

3. Memoria principal: em todos os algoritmos, os grafos e indices tém que estar na
memoria principal. Contudo, isso nao é razoavel na prética, uma vez que, se o
grafo e o seu indice forem maiores do que a quantidade de memoria disponivel,
os resultados apresentados podem sofrer alteragoes. Dessa forma, é importante
considerar estudos sobre a localidade de referéncia. Nenhum dos trabalhos en-

contrados na literatura realizam tal estudo.

5.2 Trabalhos Futuros

5.2.1 Utilizacao de espaco multidimensional

Sendo um falso-positivo um posicionamento ambiguo de um vértice no plano, isto
é, a atribuicao de uma coordenada a um vértice v que se encontra dentro da area
de dominacao de outro vértice u e sem a existéncia de um caminho entre v e v no
respectivo grafo. Tal posicionamento se da pela representagao (ainda inadequada) de
um grafo ndo planar em um espaco planar (bidimensional).

A partir dos experimentos documentados no Capitulo 3, percebemos que o uso
de duas ordenacoes topologicas, juntamente com o uso de um grafo invertido, ofereceu
uma reducao da quantidade de falsos-positivos no indice obtido, o que resultou em uma
diminuicao do tempo médio de consultas. Esses experimentos apresentam, portanto,
evidéncias que essa ambiguidade pode ser reduzida com o uso de mais de uma ordenacao
sobre o mesmo grafo. Dessa forma, ao invés de usarmos um grafo invertido, poderfamos
pensar em usar mais dimensoes (espaco multidimensional) para diminuir a quantidade
de falsos-positivos.

Um exemplo pode ser visto na Figura 5.1, que mostra um DAG e sua represen-
tacao em um plano bidimensional. Na figura, o vértice 3 nao é alcangavel a partir do
vértice 2. No entanto, no plano, o vértice 3 estid na regiao de dominacao do vértice
2. A excecao entre esses vértices nao pode ser resolvida em um plano bidimensional.
Logo, a solugao mais 6bvia seria resolver a excecao em outra dimensao, criando um
plano tridimensional. A Figura 5.2 apresenta uma solucao, pois os pontos em excecao
sao deslocados no plano 3D, fazendo com que o vértice 3 saia da regiao de dominacao
do vértice 2.

O resultado desse estudo é apresentar recomendacgoes a respeito da quantidade

minima de dimensoes que indexem a alcangabilidade em cada tipo de grafo. O problema
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Figura 5.1. Exemplo de vértices em excecdo num plano bidimensional.

Figura 5.2. Resolugao de exce¢do utilizando um plano tridimensional.
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em questao ainda é um problema em aberto na Computacao, conforme exposto nos
trabalhos de [Kameda, 1975| e [Yildirim et al., 2010].

5.2.2 Indexacao sob demanda

A pesquisa em alcangabilidade em grafos, até o momento presente, tem foco somente
na melhoria de desempenho da indexacao e desempenho das consultas. Contudo, pelo
que se sabe, nada foi feito em direcao a uma caracterizagao da frequéncia com que cada
vértice do grafo é consultado, dado o contexto de aplicacdo do grafo. Essa caracteriza-
¢ao das consultas permitiria a otimizacao do indice, pela utilizacao de cache ou outras
técnicas, de forma a responder algumas consultas mais rapidamente (para aqueles vér-
tices mais frequentemente consultados). Outra possibilidade, seria a realizagao de uma
indexacao por demanda, dado que alguns vértices podem nunca aparecer em consultas.

Na indexacao sob demanda, os vértices sao indexados somente no surgimento de
uma consulta envolvendo esses vértices. Por conseguinte, o indice cresce de acordo com
a necessidade, gerando uma representacao casada com a distribuicao de frequéncia das
consultas. Essa representacao poderia ser entendida como uma nova condensagao do

grafo, incorporando uma reduc¢ao transitiva.

5.2.3 Abordagem paralela e distribuida

Uma complementacao imediata do trabalho é a definicao de uma arquitetura paralela e
distribuida para a computacio e o armazenamento do indice. E razoavel supor que em
um DAG muito grande pode haver varios subgrafos do tipo upward. Pensando nessa
hipotese, uma solucao paralela e distribuida poderia ser composta pela distribuicao de
parti¢des do DAG (subgrafos) em uma arquitetura de cluster, sendo que, dada uma
consulta de alcancabilidade, uma pesquisa nos subgrafos possa ser feita em paralelo. De
fato, nos subgrafos do tipo upward essa consulta seria em tempo constante. Contudo,
naqueles subgrafos nao planares, a abordagem Feline poderia ser utilizada.

A Figura 5.3 ilustra um exemplo de um DAG e trés de seus subgrafos (circulados).
Cada subgrafo destacado pode ser indexado considerando a sua planaridade. Dessa
forma, na ocorréncia de uma consulta de alcancabilidade, o indice individual de cada
subgrafo pode ser consultado em paralelo.

Contudo, ha alguns problemas dessa abordagem. O primeiro é quanto a identifi-
cagao dos subgrafos e os critérios utilizados para isso. Devemos pensar na quantidade
de subgrafos e se a identificacao dos mesmos serd parametrizada ou realizada de forma

dinamica, sendo a mesma preocupacao para o tamanho dos subgrafos, de forma a ma-
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Figura 5.3. DAG de exemplo para indexacdo paralela e distribuida. Os trés
subgrafos identificados podem ser indexados utilizando uma abordagem diferente,
de acordo com a sua planaridade.

ximizar o desempenho das buscas em paralelo. Outro problema é quanto a planaridade
dos grafos, pois sabemos que testar se um dado DAG é do tipo upward planar é um
problema NP-Completo |Garg & Tamassia, 1995].

5.2.4 Alcancabilidade em grafos com restricoes

O trabalho apresentado neste texto dedica-se a explorar indexacao de alcancabilidade
em grafos sem restri¢oes, i.e., em grafos nao rotulados. Contudo, conforme Jin et al.
|2010], a maioria dos grafos do mundo real sdo rotulados (as arestas possuem rotulo
que denotam o relacionamento entre os vértices). Um problema de pesquisa ligado a
esse tipo de grafo é saber se dois vértices sao alcangaveis entre si por um caminho cujos
rotulos obedecem a alguma restricao.

Jin et al. [2010] e Yildirim et al. [2013] apresentam um exemplo encontrado nas

redes sociais, onde cada pessoa é representada por um vértice e duas pessoas estao
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relacionadas por arestas indicando o tipo do relacionamento: amigo-de, irmao-de, filho-
de, empregado-de, etc. Dado isso, uma consulta de alcancabilidade poderia levar em
consideracao essas restricoes. Por exemplo, se quisermos saber se um dado usuario u
alcanca outro usuério v por relacionamentos do tipo “amigo-de”, ou mesmo se esses
dois usuarios possuem algum grau de parentesco.

Uma proposta de trabalho futuro é adaptar o método FELINE para grafos com

restricoes, uma vez que ha poucos trabalhos nessa direcao.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Graficos complementares do Capitulo 4

A.1.1 Complemento da Figura 4.15
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Figura A.1. Os graficos mostram uma comparac¢ao no desempenho das consultas
entre os métodos Feline e Dagger, levando em consideracao o tempo de consulta
e a quantidade de respostas em tempo constante. Cada grafico apresenta os
tempos e quantidade de respostas para cada 100 mil consultas realizadas a cada
100 insercoes de novas arestas.
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A.1.2 Complementos da Figura 4.20
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Figura A.2. Tempos de inser¢ao total dos lotes e a contribuicdo de cada fase do
algoritmo de insercao nesse tempo. Na legenda: “normal” refere-se ao tempo para
insercao de arestas no grafo. “inval” é tempo necessario para organizar as arestas
invalidantes e atualizar o indice; esse ultimo é composto por “sort” e “shift”, que
840 os tempos para ordenar as arestas invalidantes, juntamente com as func¢oes
discorer e shift.
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A.1.3 Complementos da Figura 4.21
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Figura A.3. Quantidade de arestas invalidantes a medida que os lotes sao inse-
ridos no grafo Citeseer. Na legenda, os tamanhos estao em %. O grafico menor a
esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.4. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sao inse-
ridos no grafo Citeseer. Na legenda, os tamanhos estao em %. O grafico menor a
esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.5. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sdo in-
seridos no grafo Cit-Patents. Na legenda, os tamanhos estao em %. O gréfico
menor a esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.6. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sdo in-
seridos no grafo Go. Na legenda, os tamanhos estdao em %. O grafico menor a
esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.7. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sdo in-
seridos no grafo Go-Uniprot. Na legenda, os tamanhos estdo em %. O grafico
menor & esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.8. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sao inse-
ridos no grafo Pubmed. Na legenda, os tamanhos estao em %. O grafico menor &
esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.9. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sao inse-
ridos no grafo Uniprotenc-22m. Na legenda, os tamanhos estdo em %. O gréfico
menor a esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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Figura A.10. Quantidade de arestas invalidantes & medida que os lotes sao
inseridos no grafo Yago. Na legenda, os tamanhos estdo em %. O grafico menor
a esquerda da destaque para os lotes de tamanhos 1% e 2%.
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