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Resumo

Um formalismo importante para representação, extração e análise de conhecimento é
proporcionado pela chamada análise formal de conceitos (AFC), uma abordagem base-
ada na matematização da noção de conceito, bem como na organização dos conceitos
em uma hierarquia conceitual.

Na AFC, a complexidade do reticulado conceitual, em função do número de con-
ceitos formais e/ou cardinalidade da relação de cobertura, vem a se mostrar um dos pro-
blemas mais significativos. O fato de que todos os relacionamentos entre os conceitos
abstraídos do contexto formal estejam presentes no reticulado é apropriado em termos
de completude, mas resulta, em geral, num grande volume de relacionamentos, sobre-
carregando em demasia o reticulado. Na verdade, a AFC induz a uma complexidade
combinatória potencialmente alta, e as estruturas obtidas, até mesmo de um pequeno
conjunto de dados podem tornar-se proibitivamente grandes. Em particular, os aspec-
tos essenciais, aqueles que efetivamente são procurados, podem estar imersos em um
emaranhado de detalhes menos importantes.

Nesta tese, quarenta técnicas de redução de reticulados conceituais, selecionadas
dentre as mais representativas, são analisadas e divididas em três classes. A análise
é feita com base em sete dimensões, cada uma delas consistindo de um conjunto de
características. Efetuando-se a análise através da própria AFC, considerações são re-
alizadas acerca de complexidade computacional, viabilidade e qualidade do reticulado
conceitual resultante.

A análise das principais técnicas mostrou uma lacuna em técnicas com a capaci-
dade de abstrair e generalizar o conhecimento expresso por um contexto formal. Dada
essa constatação, propõe-se aqui uma técnica de redução com tais capacidades, e que
não exige, ao contrário de outras técnicas, a computação dos conceitos formais do reti-
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culado conceitual original. A técnica, que tem uma complexidade computacional satis-
fatória, substitui grupos de objetos similares por objetos representativos, sendo a simi-
laridade medida com base nas relevâncias dos atributos.

O estudo das técnicas existentes mostrou também a ausência de uma metodologia
para análise das mesmas que fosse independente de suas características e do domínio
de aplicação que se tivesse em mente. Propõe-se aqui uma metodologia de análise
independente de aplicação. Ela é baseada no uso de implicações como expressão do co-
nhecimento retratado por um contexto formal. A metodologia permite a identificação do
conhecimento que é preservado, eliminado, inserido e/ou transformado por uma técnica
de redução. Quatro índices complementares são indicados para integrar a metodologia.

Palavras-chave: Análise Formal de Conceitos, Reticulados Conceituais, Redução, Im-
plicações.
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Abstract

An important formalism for knowledge representation, extraction and analysis is provi-
ded by the so-called formal concept analysis (FCA), an approach based on the mathe-
matisation of the notion of concept and on the organization of concepts in a conceptual
hierarchy.

In FCA, the complexity of the concept lattice, as a function of the number of
formal concepts and/or cardinality of the cover relation, is one of the most significant
problems. The fact that all relationships between the concepts extracted from a formal
context are present in the concept lattice is appropriate in terms of completeness, but ge-
nerally results in a large number of relationships, thus overloading too much the lattice.
In fact, FCA induces a potentially high combinatorial complexity, and the structures
obtained, even from a small dataset, may become prohibitively large. In particular, key
aspects, those that are indeed important, may be immersed in a maze of less relevant
details.

In this thesis, forty reduction techniques of concept lattices, selected from the
most representative, are analyzed and divided into three classes. The analysis is based
on seven dimensions, each consisting of a set of characteristics. Performing an analysis
through FCA itself, considerations are made about computational complexity, feasibility
and quality of the resulting concept lattice.

The analysis of the main techniques showed a gap in techniques with the ability to
abstract and generalize the knowledge expressed by a formal context. Given this finding,
it is proposed here a reduction technique with such capabilities, and which does not re-
quire, unlike other techniques, the computation of the formal concepts of the original
concept lattice. The technique, which has a satisfactory computational complexity, re-
places groups of similar objects by representative objects, the similarity being measured
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on the basis of the relevance of attributes.
The study of existing techniques also showed the absence of a methodology for

analysis which was independent of its characteristics and intended application domain.
Its is proposed here an application independent methodology of analysis. It is based
on the use of implications as an alternative expression of the knowledge portrayed by
a formal context. The methodology allows the identification of which knowledge is
preserved, deleted, inserted and/or transformed by a reduction technique. Four comple-
mentary indexes are indicated to integrate the methodology.

Keywords: Formal Concept Analysis, Concept Lattices, Reduction, Implications.
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• M - conjunto de atributos

• G - conjunto de objetos
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• Is
r - implicações especializadas em Ir
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Capítulo 1

Introdução

A capacidade de gerar e armazenar dados, observada nos últimos anos, seria inimagi-
nável há algum tempo atrás. Por exemplo, dados provenientes de interações sociais,
governo eletrônico, atividades empresariais nos mais diversos setores, conhecimento ci-
entífico em biologia, química, etc., estão sendo gerados continuamente, e em enorme
quantidade, todos os dias. Existe um volume tão grande de dados que é cada vez mais
difícil localizar e extrair o conhecimento do qual se necessite. Além disso, esses da-
dos, muitas vezes, demandam transformações antes da extração, propriamente dita, de
conhecimento. Por outro lado, os processos de representação, extração e análise de
conhecimento demandam um formalismo que proporcione, além da expressividade ne-
cessária, um posterior processamento computacional com desempenho satisfatório.

Um formalismo importante para representação, extração e análise de conheci-
mento, introduzido em 1982 por Wille [168], é aquele propiciado pela análise formal
de conceitos (AFC)1, que é uma abordagem baseada na matematização da noção de
conceito e na organização dos conceitos em uma hierarquia conceitual na forma de um
reticulado [68].

Os dados iniciais para a AFC se provêm sob a forma de uma relação binária, que
envolve um conjunto de objetos e um conjunto de atributos a que se denomina contexto

formal. O grande potencial da AFC é propiciado pela organização do conhecimento
presente num contexto formal em uma hierarquia, denominada reticulado conceitual,

1Do inglês, formal concept analysis. Será utilizado no texto análise formal de conceitos, análise
formal ou simplesmente AFC.
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

constituída de um conjunto parcialmente ordenado de conceitos formais. Um corpo de
conhecimento possível de se obter a partir do contexto formal ou do reticulado concei-
tual é o conjunto de implicações entre os atributos que caracterizam o contexto formal.
As principais aplicações da AFC fazem uso, de forma não exclusiva, do contexto formal,
de conceitos formais, reticulado conceitual e implicações.

Desde sua concepção, a análise formal de conceitos vem sendo aplicada em di-
ferentes áreas, como recuperação de informação, representação e descoberta de conhe-
cimento, ontologia, mineração de dados, inteligência artificial, etc. Por exemplo, em
recuperação de informação, a AFC foi inicialmente empregada para refinamento de
consultas, visualização e navegação [30, 72, 90]. Recentemente, observam-se interes-
santes trabalhos em criação de ranques de páginas web [52], web semântica e ontologia
[58–60]. O uso da análise formal em recuperação de informação foi se alterando ao
longo do tempo, observando-se desde trabalhos para visualização de documentos até
aplicações relativas à web semântica. Um resumo das principais aplicações da AFC em
recuperação de informação é apresentado em Codocedo & Napoli [35].

No contexto de representação e descoberta de conhecimento, Wille [169] iden-
tifica 10 funções de processamento de conhecimento (explorar, pesquisar, reconhecer,
identificar, analisar, investigar, decidir, melhorar, reestruturar e memorizar) e investiga
como estas são suportados pela AFC. Wille [170] descreve como a análise formal su-
porta a descoberta de conhecimento em bases de dados. Ganter [63] e Stumme [147]
demonstram a extração de conhecimento através da exploração de atributos. Ainda rela-
cionados à representação e descoberta de conhecimento, observam-se diversos trabalhos
de raciocínio baseado em casos [48, 118, 124, 150], os quais empregam a análise formal
de conceitos como arcabouço principal.

Na área de mineração de dados, observam-se trabalhos em classificação [14, 50,
133, 140, 154, 171], regras de associação [122, 158, 176, 177], árvores de decisão [11],
mineração de texto [111], etc. Existe uma grande interdisciplinaridade entre as áreas.
Em geral, mineração de dados faz uso do arcabouço matemático da AFC para conceber
novas soluções.

Em inteligência artificial e lógica, também são observados diversos trabalhos
[31, 131, 142, 154, 157, 182]. Em especial, no contexto de redes neurais artificiais,
encontram-se trabalhos que procuram representar o conhecimento adquirido pela rede
mediante regras extraídas a partir de reticulados conceituais [46, 181, 182].
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Stumme [148], já em 2002, apontava que nos anos anteriores a AFC vinha mi-
grando cada vez mais de pesquisas teóricas, apresentadas em congressos matemáticos,
para aplicações práticas, expostas principalmente em congressos da área de computa-
ção. De lá para cá essa tendência prosseguiu com bastante intensidade. Poelmans et al.
[128, 129] e Kuznetsov & Poelmans [105] apresentam resumos das principais aplica-
ções da AFC nos últimos anos.

1.1 Motivação

Na análise formal de conceitos, a complexidade do reticulado conceitual em função do
número de conceitos formais e/ou da cardinalidade da relação de cobertura mostra-se
um dos problemas mais importantes [91]. O fato de que todos os relacionamentos exis-
tentes entre os conceitos abstraídos do contexto formal estejam presentes no reticulado
é apropriado em termos de completude, mas, em geral, resulta num grande volume de
relacionamentos, sobrecarregando demais o reticulado. Na verdade, a AFC induz uma
complexidade combinatória potencialmente alta e as estruturas obtidas até mesmo de um
pequeno conjunto de dados podem se tornar proibitivamente grandes [89]. Apesar de o
pior caso ser raramente encontrado em casos práticos [73], o custo computacional ainda
pode ser proibitivo para muitas aplicações. Além disso, o número resultante de con-
ceitos formais e a hierarquia conceitual obtida podem tornar difícil a análise subjacente
[137]. Em particular, os aspectos essenciais, aqueles que efetivamente são procurados,
podem estar imersos em um emaranhado de detalhes irrelevantes. Ademais, o reticu-
lado pode conter conceitos muito semelhantes entre si devido a pequenas diferenças
irrelevantes para a aplicação em mente [138].

De fato, o problema de se obter um reticulado conceitual de complexidade e tama-
nho apropriados, e que exponha os aspectos relevantes, constitui um dos problemas mais
relevantes da análise formal de conceitos [13, 18, 19, 102, 116, 137, 149, 185]. Note-se,
ainda, que o problema da geração de um expressivo número de padrões consiste num
problema mais geral, enfrentado em muitos métodos de análise de dados que procuram
certos tipos de padrões nos mesmos [13]. Felizmente, na vida real uma gama de dados
desnecessários pode vir a ser detectado como tal, sendo possível, e vital, descartá-los
[126].

Para fazer frente aos problemas assinalados pelo excesso de informação pre-
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sente nos reticulados conceituais, trabalhos com diferentes características são obser-
vados. Determinadas técnicas procuram eliminar informações consideradas redun-
dantes. Elas, em geral, têm como objetivo encontrar o número mínimo de ob-
jetos ou atributos capaz de manter a estrutura do reticulado conceitual inalterada
[108, 116, 126, 161, 163, 164, 166, 185]. Outras técnicas procuram obter uma abstra-
ção do reticulado conceitual, em outras palavras, um resumo em alto nível que exponha
apenas os aspectos considerados essenciais do mesmo [19, 34, 36, 40, 62, 98, 130, 144].
Por último, algumas outras técnicas atuam selecionando conceitos formais, objetos ou
atributos, com base em algum critério de relevância [4, 70, 99, 136, 137, 149].

Esta tese aborda os problemas decorrentes do excesso de informação presente nos
reticulados conceituais, através da redução destes.

1.2 Objetivos

O tema central desta tese consiste na redução de reticulados conceituais de forma a pre-
servar e/ou expor as informações mais relevantes em determinado contexto ou aplicação.
A investigação aqui relatada teve como objetivos principais dentro desse tema:

1. Analisar e classificar as principais técnicas para redução de reticulados conceitu-
ais a partir de características bem definidas abstraídas das técnicas existentes.

2. Propor uma técnica para redução de reticulados conceituais capaz de abstrair o
excesso de conhecimento presente nos reticulados, que não necessite de uma pré-
computação dos conceitos formais, que possua um desempenho computacional
satisfatório, e que leve, necessariamente, a um reticulado conceitual reduzido.

3. Propor uma metodologia independente de aplicação para análise de reticulados
conceituais reduzidos, a qual permita identificar claramente os conhecimentos
preservado, eliminado, inserido ou transformado pela técnica de redução, bem
como índices para mensurar os conhecimentos original e reduzido.

Técnicas com diferentes características para redução de reticulados conceituais
são observadas na literatura; entretanto, até o presente momento elas ainda não foram
analisadas, comparadas nem classificadas, de forma satisfatória. Assim, o primeiro
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objetivo é apresentar um estudo, análise, comparação e classificação das principais téc-
nicas de redução.

A análise das principais técnicas para redução de reticulados conceituais demons-
trou que existe uma concentração na concepção de técnicas para seleção de conceitos
formais. Uma desvantagem dessas técnicas reside na incapacidade de preservar as pro-
priedades do reticulado conceitual; i.e., o subconjunto de conceitos formais seleciona-
dos pode não formar um reticulado conceitual [138]; nesse caso, pode ser necessário
um pós-processamento para formar um reticulado conceitual [84, 184]. Além disso,
determinadas técnicas necessitam do reticulado conceitual completo para seleção dos
conceitos formais considerados relevantes; característica que, em muitos casos, impede
o uso da técnica. Frequentemente, não é possível gerar todos os conceitos formais, seja
pela dimensão tempo, espaço ou ambos. Observadas essas lacunas, o segundo objetivo
é propor uma técnica para redução de reticulados conceituais capaz de gerar um reticu-
lado conceitual reduzido (sem a necessidade de um pós-processamento), que abstraia o
excesso de conhecimento presente no reticulado original, possua desempenho compu-
tacional satisfatório, e, ainda, não faça uso dos conceitos formais (reticulado conceitual
original).

Determinadas técnicas para redução de reticulados conceituais não vêm acompa-
nhadas de índices que demonstrem a qualidade do reticulado resultante, ficando a qua-
lidade dos resultados obtidos a ser interpretada de forma um tanto subjetiva. Por outro
lado, algumas técnicas apresentam índices específicos (indicados apenas para a técnica
em análise), esses índices sendo incompletos por não identificarem todas as característi-
cas do reticulado reduzido, mesmo quando levada em conta apenas a técnica em análise.
Desta forma, o terceiro objetivo é propor uma metodologia que permita, independen-
temente da aplicação, analisar comparativamente reticulados conceituais identificando
em que grau o conhecimento é preservado, eliminado, inserido e/ou transformado pela
técnica de redução, além de propor índices complementares para mensurar os conheci-
mentos original e reduzido.

1.3 Metodologia

Os objetivos definidos foram alcançados através da seguinte metodologia:



8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

1. Um total de quarenta técnicas, selecionadas entre as principais da literatura, fo-
ram analisadas e classificadas com base em sete dimensões: ponto de partida, uso
de conhecimento prévio, alterações no contexto formal, reticulado conceitual re-
sultante, índices de qualidade, aspectos algorítmicos, e a classe a que a técnica
pertence. Um contexto formal foi construído sumarizando os resultados e uma
análise foi conduzida utilizando a própria análise formal de conceitos.

2. Foi desenvolvida uma técnica de redução de reticulados conceituais denominada
JBOS (junction based on objects similarity), que se trata de uma evolução do
trabalho de mestrado apresentado por Dias [39]. A técnica permite gerar um re-
ticulado conceitual reduzido, sem a necessidade de um pós-processamento. Ela
provê um meio de abstrair o excesso de conhecimento presente no reticulado ori-
ginal por meio de generalizações, possui desempenho computacional satisfatório
e não faz uso dos conceitos formais do reticulado conceitual original. A técnica
foi classificada juntamente com as demais existentes na literatura. A técnica JBOS
e três outras técnicas clássicas foram utililzadas em uma aplicação real.

3. Uma metodologia independente de aplicação foi proposta. Essa metodologia é
fundamentada na análise dos conjuntos de implicações originados dos contex-
tos formais (reticulados conceituais) original e reduzido. A visão alternativa do
conhecimento expresso através de implicações é utilizada para evidenciar os co-
nhecimentos preservado, eliminado, inserido e/ou transformado pela técnica de
redução. Quatro índices foram indicados para mensurar os conhecimentos origi-
nal e reduzido. A metodologia e os índices foram utilizados para analisar quatro
técnicas de redução aplicadas a três contextos formais.

1.4 Contribuições

A complexidade inerente à AFC, a qual justifica o uso de técnicas de redução de reticu-
lados conceituais, foi identificada através dos algoritmos clássicos da área, os resultados
encontrando-se publicados em Dias & Vieira [41]. As contribuições dessa tese estão su-
marizadas a seguir.
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1. Análise e classificação de técnicas para redução de reticulados conceituais.
As principais técnicas existentes para redução de reticulados conceituais são divi-
didas em três classes. A análise das técnicas é elaborada empregando sete dimen-
sões, consistindo, cada dimensão, num conjunto de características. Analisando-
se as principais técnicas para redução, através da análise formal de conceitos,
considerações são realizadas sobre complexidade computacional, viabilidade e
qualidade do reticulado conceitual resultante do processo de redução. Apesar da
grande relevância, até onde se tem conhecimento não são encontrados trabalhos
satisfatórios dessa natureza na literatura da AFC. Essa contribuição é relevante
por prover um conjunto de caraterísticas e uma classificação a partir dos quais se
poderá situar qualquer técnica nova ou já existente dentro do quadro geral dos mé-
todos de redução. Os resultados relativos à análise e classificação de reticulados
conceituais foram publicados em Dias & Vieira [44].

2. Proposta de uma técnica para redução de reticulados conceituais. A técnica
para redução de reticulados conceituais, JBOS, inicialmente discutida na disser-
tação de Dias [39] é avaliada e comparada com o estado da arte. A técnica JBOS
substitui grupos de objetos similares por objetos representativos. A similaridade
é mensurada baseando-se, não apenas na presença e/ou ausência dos atributos
conforme feito em muitos trabalhos, mas na relevância dos atributos. Embora
existam outros métodos que também levam em conta a importância dos atributos,
a técnica JBOS traz uma característica que pode torná-la mais adequada para mui-
tas aplicações: o agrupamento de objetos semelhantes com base em uma medida
de relevância diretamente apresentada pelo usuário. Uma segunda característica
da técnica JBOS, detectada quando da análise de qualidade do reticulado obtido
(vide a terceira contribuição, a seguir), é o fato de ela simplificar o reticulado
conceitual generalizando o conhecimento. Por fim, a técnica apresenta um de-
sempenho computacional satisfatório, uma vez que não necessita dos conceitos
formais originais para realizar a redução. A técnica JBOS foi publicada em Dias
& Vieira [40] e algumas aplicações da técnica foram apresentadas em Dias et al.
[46, 47] e Dias & Vieira [42].

3. Metodologia para análise de reticulados conceituais reduzidos. Propõe-se
uma metodologia de análise independente da aplicação, que é baseada na expres-



10 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

são do conhecimento retratado pelo reticulado conceitual por meio de implicações
próprias. Com ela identifica-se os conhecimentos preservado, eliminado, inserido
e/ou transformado pela técnica. Proposições que fundamentam o uso do modelo
são demonstradas. Para os casos em que haja acesso a um conjunto limitado
de conceitos formais, apresenta-se um algoritmo, o qual, através de geradores
mínimos, extrai um conjunto de implicações relativos aos conceitos. Indica-se,
para mensurar o conhecimento existente nos contextos (ou reticulados) original
e reduzido, quatro índices complementares: conteúdo de informação, fidelidade,
representatividade e perda descritiva. A metologia permite o entendimento do
processo de redução levado a efeito por uma técnica e proporciona uma análise
comparativa com outras técnicas. O índice de fidelidade foi apresentado em Dias
& Vieira [40], e utilizado também em Ch. et al. [33]. O índice de representativi-
dade foi publicado em Dias & Vieira [44]. Um artigo apresentando a metodologia
proposta para análise de reticulados reduzidos encontra-se em processo de revisão
[43].

1.5 Organização da Tese

O restante do texto está organizado da seguinte forma:

• Capítulo 2: Análise Formal de Conceitos: Conceitos Fundamentais - apresenta
os fundamentos da AFC suficientes para fixar a terminologia a ser utilizada e
fundamentar os principais conceitos, definições e resultados.

• Capítulo 3: Redução de Reticulados Conceituais: Características e Classificação

– divide as técnicas existentes para redução de reticulados conceituais em três
classes. Caracteriza as técnicas de redução por meio de em conjunto de dimensões
proposto e aplica a própria AFC para analisar e comparar as diferentes técnicas.

• Capítulo 4: Redução Baseada na Similaridade entre Objetos – apresenta a técnica
para redução de reticulados conceituais JBOS. Exibe um exemplo que mostra a
preservação de um comportamento esperado de um processo após aplicação da
técnica.



1.5. ORGANIZAÇÃO DA TESE 11

• Capítulo 5: Análise da Qualidade de Reduções – propõe uma metodologia, base-
ada na visão alternativa do conhecimento expresso através de implicações, para
análise da qualidade de reduções. A técnica JBOS e outras três técnicas relevantes
da literatura são analisadas utilizando-se a metodologia proposta.

• Capítulo 6: Conclusões – sumariza as conclusões e contribuições da tese e discute
eventuais trabalhos futuros.

• Anexo A: Demonstrações das Proposições – apresenta demonstrações para as
proposições que fundamentam a metodologia de análise desenvolvida no Capí-
tulo 5.





Capítulo 2

Análise Formal de Conceitos:
Conceitos Fundamentais

Este capítulo apresenta os principais conceitos da análise formal de conceitos (AFC).
Uma vez que a AFC é fundamentada na teoria dos reticulados completos [37], os concei-
tos de ordens e reticulados serão primeiramente apresentados. Em seguida, a definição
de sistemas de fecho será feita e os principais conceitos da AFC discutidos.

A notação e a terminologia são baseadas no excelente livro de Ganter & Wille
[68]. O leitor interessado no aprofundamento dos conceitos apresentados, visto que
aqui será feita apenas uma revisão suficiente para fundamentar a tese, poderá consultar
os livros de Axler & Ribet [6], Davey & Priestley [37] e Ganter & Wille [68], além das
referências indicadas ao longo do texto.

2.1 Ordens Parciais

A seguir, serão apresentadas as noções básicas de conjuntos ordenados e de diagramas
de linhas, que são essenciais para o entendimento da AFC.

2.1.1 Conjuntos Ordenados

Primeiro, segundo, terceiro, . . . , décimo. Maior, menor, igual. A noção de ordem
surge, naturalmente, quando se deseja comparar objetos de um conjunto. Em termos

13
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matemáticos, uma ordem é um tipo de relação binária. Segue a definição.

Definição 1. Seja P um conjunto. Uma ordem (ou ordem parcial) em P é uma relação

binária ≤ em P tal que, para todo x, y, z ∈ P:

• x ≤ x;

• x ≤ y e y ≤ x implica x = y; e

• x ≤ y e y ≤ z implica x ≤ z.

As condições da Definição 1 afirmam, respectivamente, que uma relação de ordem
parcial é reflexiva, anti-simétrica e transitiva [6, 37, 76]. Um conjunto P com uma
ordem ≤, (P,≤), é chamado conjunto ordenado ou conjunto parcialmente ordenado1.
Se a relação ≤ satisfizer uma quarta propriedade chamada comparabilidade (para todo
x,y ∈ P , x≤ y ou y≤ x), então ela é uma ordem total.

Um exemplo de ordem total é a relação “menor ou igual” nos números naturais.
E um exemplo de ordem parcial (não necessariamente total) é a relação subconjunto
em uma família de conjuntos. Seja X um conjunto e ℘(X) o conjunto potência de
X , definido por ℘(X) = {Y |Y ⊆ X}. A relação subconjunto em ℘(X) tal que, para
A,B ∈℘(X), A≤ B se e somente se A⊆ B, é uma de ordem parcial. Esse tipo de ordem
é utilizado na análise de conceitos formais, como será visto posteriormente.

Dada uma ordem parcial (P,≤), será usada a notação x < y para significar que
x≤ y e x 6= y; e será usada a notação y≥ x para significar o mesmo que x≤ y.

2.1.2 Diagrama de Linhas

Um conjunto ordenado finito P pode ser representado por meio de um desenho que des-
creve como os elementos de P estão relacionados. Tal desenho, denominado diagrama
de linhas, é criado com base na relação de cobertura (P,≺) subjacente à ordem (P,≤)
[37].

Definição 2. Seja uma ordem parcial (P,≤) e x,y ∈ P. Então x é coberto por y, x ≺ y,

se e somente se x < y e x≤ z < y implica z = x.

1Do inglês ordered set ou partially ordered set.
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Em outras palavras, x ≺ y se não existe elemento z entre x e y. Nesse caso, x é
chamado vizinho inferior de y e y é vizinho superior de x. Veja que (P,≤) é o fecho
reflexivo e transitivo de (P,≺).

A relação de cobertura dos elementos de um conjunto ordenado pode ser repre-
sentada por um grafo em que cada vértice é um elemento do conjunto e as arestas são
os relacionamentos: há uma aresta de x para y se e somente se x ≺ y. Com isto, x ≤ y

se e somente se existe um caminho em tal grafo de x para y. Se, ao desenhar o grafo,
cada aresta correspondente a x ≺ y for desenhada traçando-se uma linha unindo x e y

com x abaixo de y, então se tem o que se denomina um diagrama de linhas2. Com isto,
x≤ y se e somente se existe uma linha subindo de x para y (eventualmente passando por
vértices intermediários).

A Figura 2.1 apresenta o diagrama de linhas do conjunto potência do conjunto
{a,b,c} ordenado pela relação subconjunto; observe-se que A ≺ B se e somente se
B = A∪{e} para e ∈ {a,b,c}\ A. Veja-se que A ⊆ B se e somente se existe uma linha
subindo de A para B.

Figura 2.1. Diagrama de linhas do conjunto potência de {a,b,c}.

Associado a um conjunto ordenado, tem-se os conceitos de limite inferior e supe-
rior. Primeiramente, note-se que nem todo conjunto (P,≤) contém um menor elemento,
ou seja, um elemento x tal que x ≤ y para todo y ∈ P . De forma dual, ele pode não ter
o maior elemento, um elemento x tal que x≥ y para todo y ∈ P.

2Na literatura também é utilizado o termo diagrama de Hasse.
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Definição 3. Seja (P,≤) um conjunto ordenado e S ⊆ P. Um elemento x ∈ P será um

limite superior de S se s ≤ x para todo s ∈ S. De forma dual, um elemento x ∈ P será

um limite inferior de S se x≤ s para todo s ∈ S.

O conjunto dos limites superiores de S é Su = {x ∈ P |∀s ∈ S: s ≤ x}. O dual,
isto é, o conjunto dos limites inferiores de S é Sl: Sl = {x ∈ P |∀s ∈ S: x ≤ s}. Se Su

possui um menor elemento, então esse elemento é chamado o menor limite superior de
S. Dualmente, se Sl possui um maior elemento, então esse elemento é o maior limite

inferior de S. O menor limite superior e o maior limite inferior também são chamados
de supremo e ínfimo, respectivamente. As notações

∨
S, para o supremo, e

∧
S, para o

ínfimo, também são utilizadas. E no caso em que S = {x,y}, usa-se também x∨y e x∧y.

A partir dos conceitos de supremo e ínfimo, define-se o que é um reticulado com-
pleto:

Definição 4. Seja (P,≤) um conjunto ordenado não vazio.

• Se x∨ y e x∧ y existem para quaisquer x,y ∈ P, então P é um reticulado.

• Se
∨

S e
∧

S existem para todo S⊆ P, então P é dito ser um reticulado completo.

Note-se que o conjunto ordenado (℘({a,b,c}),⊆), cujo diagrama de linhas está
mostrado na Figura 2.1, é um reticulado completo em que as operações para determina-
ção de ínfimo e supremo são a união e a interseção. De forma semelhante, a AFC utiliza
um reticulado completo, construído sobre conjuntos fechados sob interseção, para re-
presentar a noção abstrata de conceitos e seus inter-relacionamentos.

2.2 Sistemas de Fecho

Um segundo grupo de definições importantes é o de sistemas de fecho, operadores de

fecho e conexões de Galois. Esses conceitos são relacionados com os de operadores de
derivação e de reticulado conceitual, conceitos estes fundamentais na AFC.

Sistemas de fecho3 são famílias de subconjuntos de um dado conjunto com algu-
mas propriedades. Segue a definição formal [66].

3Em inglês, closure systems.
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Definição 5. Um sistema de fecho do conjunto X é um subconjunto C ⊆℘(X) que

satisfaz:

• X ∈C; e

• Se D⊆C, então
⋂

D ∈C.

O conjunto C é chamado sistema de fecho já que ele é fechado sob interseção, ou
seja, a interseção de dois conjuntos provenientes de C sempre resulta em um conjunto
de C.

Um sistema de fecho ordenado (C,⊆) é um reticulado completo em que o su-
premo e o ínfimo, para todo D⊆C, são obtidos da seguinte forma:

•
∨

D =
⋂
{Y ∈C|

⋃
D⊆ Y}; e

•
∧

D =
⋂

D.

Associado ao conceito de sistemas de fecho, existe o conceito de operador de
fecho.

Definição 6. Seja H um conjunto. Uma função ϕ : ℘(H)→℘(H) é operador de fecho

sobre H se para todo A,B⊆ H:

• A⊆ ϕ(A);

• se A⊆ B, então ϕ(A)⊆ ϕ(B); e

• ϕ(ϕ(A)) = ϕ(A).

As três propriedades na Definição 6 são chamadas de monotonicidade, extensibi-

lidade e idempotência, respectivamente.

A partir de um operador de fecho, pode-se obter um reticulado. Seja ϕ um ope-
rador de fecho sobre um conjunto X . O conjunto L = {C ⊆ X |C = ϕ(C)} ordenado
pela inclusão de conjuntos é um reticulado completo em que o ínfimo e o supremo são
obtidos por

∧
Y =

⋂
Y e

∨
Y = ϕ(

⋃
Y ), respectivamente [37, 67].

Um último conceito importante é o de conexão de Galois. Segue sua definição4.

4A seguir, dadas duas funções f e g, f gx abrevia f (g(x)).
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Definição 7. Sejam (P,≤) e (Q,≤) dois conjuntos ordenados, p, p1, p2 ∈ P, q,q1,q2 ∈
Q e ϕ,ψ dois operadores de fecho, em que ϕ : P→ Q e ψ : Q→ P. Então, o sistema

criado entre P e Q será uma conexão de Galois se:

• p1≤ p2 implica ϕ p1≥ ϕ p2;

• q1≤ q2 implica ψq1≥ ψq2; e

• p≤ ψϕ p e q≤ ϕψq.

Para uma conexão de Galois entre P e Q, como definido acima, o mapeamento
ψϕ é um operador de fecho sobre P e o mapeamento ϕψ é um operador de fecho sobre
Q [29].

Na próxima seção, os conceitos formais da AFC são construídos através dos de-
nominados operadores de derivação, que formam uma conexão de Galois.

2.3 Análise Formal de Conceitos

A análise formal de conceitos é baseada em três conceitos fundamentais: contextos

formais, conceitos formais e reticulados conceituais. Além destas entidades, são im-
portantes também as regras que podem ser extraídas a partir de contextos formais ou
reticulados conceituais. Nas próximas subseções apresenta-se esses conceitos.

2.3.1 Contextos Formais

Um contexto formal consiste de dois conjuntos e uma relação binária entre eles. Mais
precisamente, um contexto formal é uma tripla (G,M, I)5 em que I ⊆ G×M, sendo os
elementos do conjunto G chamados de objetos, os elementos do conjunto M chamados
de atributos e I chamada de relação de incidência. Para se dizer que (g,m) ∈ I será
usada, às vezes, a notação gIm.

A Tabela 2.1 ilustra um contexto formal. Cada linha da tabela representa um
objeto, cada coluna um atributo (característica) e cada marcação (×) especifica que o
objeto da linha respectiva tem o atributo da coluna em que se encontra. Um contexto

5As letras G e M, tradicionalmente usadas em AFC, têm origem no alemão Gegenstände e Merkmale
respectivamente, que significam objetos e características.
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formal representa o universo de estudo. Em outras palavras, ele é a base de dados a
partir do qual se pretende extrair informação e gerar conhecimento.

Tabela 2.1. Exemplo de contexto formal.

Obj/Att a b c d e f
1 x x
2 x
3 x x x x x
4 x x x x
5 x

Dado um conjunto A ⊆ G, de objetos de um contexto formal (G,M, I), pode-se
pedir quais os atributos de M são comuns a todos os objetos de A. Similarmente, pode-
se pedir, para um conjunto B⊆M, quais são os objetos que possuem os atributos de B.
Essas questões são respondidas pelos operadores de derivação, assim definidos:

• A′ = {m ∈M |gIm para todo g ∈ A}; e

• B′ = {g ∈ G |gIm para todo m ∈ B}.

Um caso especial dos operadores de derivação ocorre quando os conjuntos de objetos
e atributos são vazios. Nesse caso, tem-se: se A = /0 então A′ = M; e se B = /0 então
B′ = G.

Exemplo 1. Para o contexto formal apresentado na Tabela 2.1 tem-se, por exemplo,
{a}′ = {1,2,3,5}, {a,b}′ = {1,3}, {1}′ = {a,b} e {1,2}′ = {a}.

O operador de derivação e suas composições têm importantes propriedades, enun-
ciadas a seguir [66]:

Propriedades 1. Sejam A,A1,A2 ⊆ G. Os operadores de derivação satisfazem as se-

guintes propriedades:

• A⊆ A′′;

• A1 ⊆ A2 implica A′2 ⊆ A′1; e
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• A′ = A′′′.

De forma análoga, para B,B1,B2 ⊆M tem-se:

• B⊆ B′′;

• B1 ⊆ B2 implica B′2 ⊆ B′1; e

• B′ = B′′′.

Essas propriedades são utilizadas por alguns algoritmos para gerar os conceitos
formais, construir a relação de cobertura e extrair implicações entre atributos [39]. Por
exemplo, vejam-se os algoritmos analisados em Dias & Vieira [41].

2.3.1.1 Contextos Formais Multivalorados

Um atributo que pode assumir vários valores é denominado mutivalorado. A definição
de contexto formal apresentada não prevê esse tipo de atributo. Contextos formais em
que o conjunto de atributos é composto por atributos multivalorados são chamados con-

textos formais multivalorados. Tais contextos formais são quádruplas (G,M,V, I) em
que G é um conjunto de objetos, M é um conjunto de atributos multivalorados, V é o
conjunto de valores possíveis para os atributos e I é uma relação ternária entre G, M e
V (I ⊆ G×M×V ) [68].

Contextos formais multivalorados podem ser transformados em contextos formais
simples [68]. Uma maneira de fazer isso é criar um novo atributo para cada valor pos-
sível de um atributo multivalorado, como mostrado na Tabela 2.2. Nessa tabela, é apre-
sentado um contexto formal em que T j

i representa o par (atributo i, valor j) e wi é o
número de valores possíveis para o atributo i. Ela é tal que (g,T j

i ) ∈ I se, e somente se,
para o objeto g o atributo i tem o valor j.

É importante ressaltar ainda que um atributo multivalorado pode assumir valores
em um intervalo contínuo (por exemplo, um intervalo de números reais) ou então, de um
conjunto muito grande (por exemplo, o conjunto de todos os números naturais). Nesse
caso, cada j em T j

i deve representar um intervalo de valores, e não um valor apenas, de
tal forma que {T 1

i , . . . ,T
wi

i } represente uma partição do conjunto de valores possíveis,
para o atributo i.
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Tabela 2.2. Contexto formal obtido a partir de contexto formal multivalorado.

Objetos Atrib no 1 ... Atrib no n
T 1

1 ... T w1
1 ... T n

n ... T wn
n

1 × ... ×
2 × ... ×
... ...

2.3.2 Conceitos Formais

Os conceitos formais obteníveis a partir de um contexto formal (G,M, I) são pares or-
denados (A,B), em que A ⊆ G e B ⊆ M, sendo que cada objeto em A possui todos os
atributos em B e cada atributo em B é atributo de todos os objetos em A. Em outras pa-
lavras, (A,B) é um conceito formal se e somente se A′ = B e B′ = A. Os conjuntos A e B

são denominados extensão e intenção do conceito, respectivamente. Para se referenciar
o conjunto de todos os conceitos formais existentes em um contexto formal (G,M, I),
será usada a notação B(G,M, I)6.

Exemplo 2. Um exemplo de conceito formal extraído do contexto formal apresentado
na Tabela 2.1 é o par ({1,3},{a,b}), visto que {1,3}′ = {a,b} e {a,b}′ = {1,3}. A
extensão do conceito formal é {1,3} e sua intenção é {a,b}.

Conceitos formais podem ser representados de forma compacta através dos cha-
mados geradores mínimos [68].

Definição 8. Seja (A,B) um conceito formal obtido do contexto (G,M, I). Um gerador
de (A,B) é um subconjunto D ⊆M, tal que D′ = A. O conjunto de todos os geradores

de (A,B) é ger(A,B) = {D⊆M |D′ = A}. O conjunto dos geradores mínimos de (A,B)

é mger(A,B) = {D ∈ ger(A,B) |@m ∈ D : (D\{m})′ = A}.

Geradores mínimos, em particular, são importantes por permitirem a obtenção
de um conceito formal a partir de um conjunto de atributos de cardinalidade mínima.
Eles têm ganho grande destaque recentemente na AFC. TekayaK et al. [153] e Nehmé
et al. [119] discutem algoritmos para obtenção de geradores. Já Hermann & Sertkaya

6A letra B possui origem no alemão Begriff, que pode ser entendido como conceito, noção ou per-
cepção.
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[77] apresentam uma proposta para extração de geradores mais representativos, e Dong
et al. [51] discutem aspectos computacionais relacionados. Sua importância se deve
ainda ao fato de favorecer o princípio do minimum description length (MDL), segundo
o qual a melhor hipótese para um conjunto de dados é aquela capaz de prover a melhor
compressão para os dados [75].

2.3.3 Reticulados Conceituais

Dado um contexto formal (G,M, I), o conjunto B(G,M, I) é ordenado de forma tal que
(A1,B1) ≤ (A2,B2) se e somente se A1 ⊆ A2 (B2 ⊆ B1). O conjunto B(G,M, I) assim
ordenado é chamado reticulado conceitual. Como os conceitos formais são obtidos dos
operadores de derivação, que formam uma conexão de Galois, os reticulados conceituais
também são referenciados na literatura como reticulados de Galois.

Exemplo 3. Do contexto formal da Tabela 2.1 obtém-se os conceitos ({1,3},{a,b}) e
({1,2,3,5},{a}), dentre outros. Como {1,3} ⊆ {1,2,3,5}, segue-se que no reticulado
conceitual ({1,3},{a,b})≤ ({1,2,3,5},{a}) e, portanto, no diagrama de linhas deverá
haver um caminho do vértice correspondente a ({1,3},{a,b}) àquele correspondente a
({1,2,3,5},{a}), com o primeiro desenhado abaixo do segundo.

Em um reticulado conceitual, o ínfimo e o supremo podem ser obtidos pelo se-
guinte teorema, conhecido na literatura como teorema fundamental da análise formal de
conceitos7:

Teorema 1. Seja um contexto formal (G,M, I). Então o reticulado conceitualB(G,M, I)

é um reticulado completo no qual, para todo conjunto de conceitos C ⊆ B(G,M, I), o
ínfimo e o supremo são dados por:

•
∧

C = (
⋂

X ,(
⋃

Y )′′), e

•
∨

C = ((
⋃

X)′′,
⋂

Y ),

em que X = {A|(A,B) ∈C} e Y = {B|(A,B) ∈C} .

7A prova do teorema pode ser obtida em Davey & Priestley [37] e Ganter & Wille [67].
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Ao representar uma hierarquia conceitual através de um diagrama de linhas,
convenciona-se etiquetar os objetos e atributos apenas uma vez, obtendo-se o que se
denomina um diagrama de linhas reduzido. Desta forma, a análise visual do diagrama
torna-se mais fácil. A seguir, os passos para a representação de uma hierarquia concei-
tual por meio de um diagrama de linhas reduzido:

1. para cada conceito formal, crie um vértice e posicione-o mais alto que seus sub-
conceitos;

2. trace uma linha de cada vértice para seus vizinhos inferiores;

3. para cada atributo m, coloque seu nome no conceito formal ({m}′,{m}′′); e

4. para cada objeto g, coloque seu nome no conceito formal ({g}′′,{g}′).

Nos passos 3 e 4, são usados os chamados conceito atributo µm = ({m}′,{m}′′) e
conceito objeto γg = ({g}′′,{g}′), respectivamente. Veja-se que os nomes de atributos
e objetos têm ocorrência única no diagrama, o que facilita a análise visual do mesmo.
O diagrama de linhas do reticulado conceitual relativo ao contexto formal da Tabela
2.1 está exibido na Figura 2.28. Nele, obtém-se o conjunto de todos os atributos de
um objeto, coletando-se todos os atributos acessíveis a partir do nó rotulado com este,
navegando-se de baixo para cima. Já o conjunto de todos os objetos que contenham
certo atributo, obtém-se coletando-se todos os objetos acessíveis a partir do nó rotulado
com o atributo, navegando-se de cima para baixo. Note-se, em particular, que a análise
do diagrama de linhas pode revelar, mais claramente, informações que não sejam tão
visíveis na tabela original.

2.3.3.1 Complexidade do Reticulado Conceitual

A complexidade de um reticulado conceitual pode ser expressa como uma função do
número de conceitos formais. Entretanto, determinar o número de conceitos formais de
um contexto formal (G,M, I) é um problema #P-completo, como mostrado por Kuznet-
sov [100].

O número de conceitos formais passíveis de serem obtidos a partir de um con-
texto formal é de ordem exponencial no pior caso. Para um contexto formal (G,M, I),

8Os diagramas de linha desse trabalho foram elaborados utilizando o software Conexp [174].
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Figura 2.2. Reticulado conceitual originado do contexto formal apresentado na Tabela
2.1.

o número máximo de conceitos formais é 2min(|G|,|M|) [55]. Para contextos formais que
apresentem um número de conceitos formais abaixo desse limite superior, diversos mo-
delos matemáticos são observados na literatura. Esses modelos procuram contornar o
fato do problema da determinação do número de conceitos formais ser #P-completo
fornecendo um valor aproximado do número de conceitos formais.

Para um contexto formal multivalorado (G,M,V, I), em que V é o conjunto de
valores possíveis para os atributos, o limite superior do número de conceitos formais
é (|V |+ 1)|M|. Outra possibilidade muito interessante, independentemente do tipo de
contexto formal, é expressar esse limite em função do número de incidências |I|. Neste
caso, Carpineto & Romano [29], citando Schutt [141], apresentam um limite superior
de 3

2 ×2
√
|I|+1−1. Kuznetsov [100] afirma que esta é uma das melhores aproximações

existentes. Recentemente, em Albano [1], os limites superiores encontrados na literatura
são discutidos, e um novo modelo é proposto.

Observe-se que a escolha de qual modelo utilizar torna-se uma questão difícil.
Entretanto, algumas características do contexto formal e da aplicação podem auxiliar na
escolha. Se o contexto formal possui uma quantidade maior de objetos, como frequen-
temente acontece, ou a aplicação (algoritmo) mostra-se mais sensível a esse parâmetro,
um modelo que considere a relevância do número de objetos |G| é mais indicado. Por
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outro lado, se para a aplicação o número de atributos é mais relevante, deve-se escolher
um modelo que utilize esse parâmetro.

Note-se que, apesar de existir um limite superior exponencial para alguns domí-
nios específicos, esse comportamento é raramente encontrado na prática. Godin et al.
[73] apresenta um modelo que descreve o comportamento do número de conceitos for-
mais para uma aplicação de recuperação de informação. No domínio de recuperação
de informação, se porventura um atributo representa um termo (palavra) e os objetos
representam documentos, não é relevante para o modelo um termo comum a todos eles.

2.3.4 Regras

Dado um contexto formal ou um reticulado conceitual, deles podem ser extraídas regras
exatas ou aproximadas (regras que possuem valores estatísticos, por exemplo, suporte
e confiança) que expressem de forma alternativa o conhecimento subjacente. As regras
exatas podem ser classificadas em regras de implicação e de dependências funcionais,
enquanto as regras aproximadas dividem-se em regras de classificação e regras de asso-
ciação [156].

É particularmente importante no trabalho desenvolvido nesta tese o uso de regras
de implicação, a partir de agora chamadas de implicações apenas. Apesar da existên-
cia de uma forte relação entre implicações e dependências funcionais, estas últimas são
mais exploradas no contexto de banco de dados, onde se lida com atributos multivalo-
rados [156]. As implicações podem ser obtidas, tanto de contextos formais tradicionais,
quanto a partir dos reticulados conceituais respectivos. Elas constituem uma forma al-
ternativa de se expressar o que é expresso mediante contextos formais e reticulados
conceituais, no sentido de que um reticulado isomorfo ao original pode ser obtido do
conjunto de implicações. Segue a definição de implicação [71]:

Definição 9. Seja um contexto formal cujo conjunto de atributos é M. Uma implicação

é uma expressão P→ Q, em que P,Q⊆M.

Uma implicação P→Q, extraída de um contexto formal, ou reticulado conceitual
respectivo, deve ser tal que P′ ⊆ Q′. Em outras palavras: todo objeto que possui os
atributos de P possui os atributos de Q.
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Exemplo 4. A implicação {f }→ {b, d} segue do reticulado da Figura 2.2. Ela diz que
todo objeto que tem o atributo f tem, também, os atributos b e d.

Define-se, a seguir, o que significa uma implicação seguir de um conjunto de im-
plicações. Se X é um conjunto de atributos, então se diz que X respeita uma implicação
P→ Q se e somente se P 6⊆ X ou Q ⊆ X ; e X respeita um conjunto de implicações I
se e somente se X respeita todas as implicações em I. Com isto, define-se que P→ Q

segue de um conjunto de implicações I se e somente se para todo conjunto de atributos
X , se X respeita I, então respeita também P→ Q.

Terão importância especial as implicações de um contexto formal. Uma implica-
ção P→ Q se verifica em um conjunto {X1, . . . ,Xn} ⊆ P(M) se e somente se cada Xi

respeita P→Q; e P→Q é uma implicação do contexto (G,M, I) se e somente se ela se
verifica no conjunto de intenções dos objetos do contexto9.

Agora, definem-se os conceitos de completude e redundância de um conjunto de
implicações de um contexto formal. Um conjunto de implicações I de um contexto for-
mal (G,M, I) é completo para (G,M, I) se e somente se qualquer implicação de (G,M, I)

segue de I. E I é redundante se e somente se existe pelo menos uma implicação i ∈ I,
tal que i segue de I\{P→ Q}.

Um conjunto de implicações é fechado se e somente se toda implicação que segue
dele já pertence a ele. Seja I o conjunto fechado das implicações que seguem de um
contexto formal. Tal conjunto é normalmente imenso e, altamente redundante. Em par-
ticular, todas as implicações que sigam dos axiomas de Armstrong [5] estarão presentes:

• P→ P ∈ I para todo P⊆M;

• se P→ Q ∈ I, então P∪R→ Q ∈ I para todo P,Q,R⊆M; e

• se P→ Q ∈ I e Q∪R→ S, então P∪R→ S ∈ I para todo P,Q,R,S⊆M.

Tais axiomas são denominados reflexividade, aumento e pseudotransitividade. Estarão
presentes ainda as implicações que seguem de:

• se P→ Q ∈ I e P→ R ∈ I então P→ Q∪R para todo P,Q,R⊆M (união); e

• se P→ Q∪R ∈ I então P→ Q para todo P,Q,R⊆M (decomposição).
9Conjunto de intenções dos objetos: {{g}′ |g ∈ G}.
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O cálculo e uso direto de um conjunto fechado completo para um contexto formal é
inviável na maioria das aplicações.

Em geral, pode haver vários conjuntos completos não redundantes para um con-
texto formal, inclusive de várias cardinalidades. Um conjunto completo não redundante
com um número mínimo de implicações é conhecido na literatura como Duquenne-

Guigues-Base ou Steam Base [68]. Esse conjunto não é calculável em tempo polino-
mial no tamanho da entrada [49, 103] e o problema de determinar sua cardinalidade
é #P-completo [104]. Existem também várias propostas de extração de conjuntos de
implicações completos com pouca redundância, adequados para uso em certas circuns-
tâncias [27, 28, 112, 135, 152]. Em certos casos, procura-se transformar um conjunto
completo em um mínimo não redundante para o mesmo contexto formal [21, 114, 160].
É conhecido que redundância em um conjunto de implicações pode ser removida em
tempo linear [114]; contudo, o conjunto não redundante obtido é dependente da ordem
de processamento das implicações.

2.4 Conclusões

Este capítulo apresentou os principais conceitos da AFC utilizando a notação e a ter-
minologia expostas no livro de Ganter & Wille [68]. Os conceitos apresentados são
suficientes para fundamentar o conteúdo dos próximos capítulos. Em especial, implica-
ções obtidas do contexto formal (reticulado conceitual) vão assumir notável importância
para análise e caracterização do conhecimento expresso, mediante contextos formais e
reticulados conceituais reduzidos.





Capítulo 3

Redução de Reticulados
Conceituais: Características e
Classificação

A análise formal de conceitos (AFC) é considerada um importante formalismo para a
representação, extração e análise de conhecimento com aplicações em diferentes áreas.
Um problema identificado em diversas aplicações é o custo computacional, devido ao
grande número de conceitos formais gerados. Mesmo quando esse número não se mos-
tra de grande vulto, os aspectos essenciais, aqueles efetivamente procurados, podem
estar imersos em um emaranhado de detalhes irrelevantes. De fato, o problema de ob-
tenção de um reticulado conceitual de complexidade e tamanho apropriados é um dos
problemas mais significantes da AFC. Na literatura, diferentes técnicas visando contro-
lar a complexidade e o tamanho de um reticulado conceitual foram descritas, todavia, até
o presente momento elas não foram devidamente analisadas, comparadas e ou classifica-
das. Assim, este capítulo apresenta um levantamento das principais técnicas existentes
e propõe uma análise e classificação das mesmas. A análise das técnicas é elaborada
empregando sete dimensões, cada uma delas constituindo um conjunto de característi-
cas. Analisando-se as principais técnicas para redução, por meio da análise formal de
conceitos, considerações são realizadas sobre complexidade computacional, viabilidade
e qualidade do reticulado conceitual resultante do processo de redução.

Frente ao problema de lidar com a complexidade do reticulado conceitual com
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respeito ao número de conceitos formais e ao emaranhado de inter-relacionamentos,
emergem técnicas que buscam um equilíbrio entre a qualidade da informação represen-
tada, o custo computacional para gerar e manter o reticulado, e a facilidade de análise do
mesmo. Essas técnicas são definidas, aqui, como técnicas para redução de reticulados

conceituais.

Definição 10. Uma técnica para redução de reticulados conceituais é aquela que tem

como objetivo reduzir a complexidade de um reticulado conceitual, tanto em termos de

magnitude quanto de inter-relacionamentos, procurando manter as informações rele-

vantes.

A complexidade do reticulado conceitual é apontada na literatura como um pro-
blema chave para a análise formal, enquanto técnicas com diferentes características são
descritas [13, 16, 69, 102, 116, 137, 144, 149, 184, 185]. Por exemplo, Pei & Mi [126]
citam que na vida real existem muitos dados desnecessários, e que a redução torna-se
vital para desconsiderá-los. Por outro lado, Liu & Mi [113] ressaltam que um problema
chave na descoberta de conhecimento consiste na redução dos atributos. Ademais, con-
forme já dito, além de poder ser computacionalmente caro calcular todos os conceitos
formais, a quantidade de inter-relacionamentos destes pode vir a inviabilizar uma aná-
lise em tempo razoável [137].

3.1 Classificação

Este trabalho propõe a divisão das técnicas para redução de reticulados conceituais em
três grupos: eliminação de informação redundante, simplificação e seleção.

As técnicas de eliminação de informação redundante procuram obter um reti-
culado conceitual isomorfo ao original. Em geral, elas têm como objetivo encontrar
um contexto formal com um número mínimo de objetos ou atributos, mantendo inal-
terada a estrutura do reticulado conceitual [107–110, 113, 116, 125, 126, 134, 161–
164, 166, 167, 185]. Por outro lado, técnicas de simplificação procuram obter uma abs-
tração do reticulado conceitual, ou seja, um resumo em alto nível que exponha apenas o
essencial [10, 15, 34, 40, 42, 62, 69, 96, 97, 144, 145]. Por último, as técnicas de seleção

atuam selecionando conceitos formais, objetos ou atributos com base em um critério de
relevância [4, 13, 16–19, 25, 70, 74, 99, 101, 127, 136–138, 146, 149, 155, 184].
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Este trabalho considera apenas técnicas que pressupõem o contexto formal cons-
truído; em outras palavras, não são levadas em conta técnicas que se utilizam dos dados
originais que, porventura, sejam usados para obtenção do contexto formal. Trabalhos
nessa linha poderiam, eventualmente, pertencer a uma quarta classe; exemplos, são
aqueles trabalhos descritos por Ganter & Kuznetsov [64], Kaytoue et al. [86] e Brito &
Polaillon [26]. Além disso, apenas trabalhos da AFC clássica foram considerados; ex-
tensões não foram tratadas. Por exemplo, técnicas que trabalham com contextos formais
ou reticulados conceituais fuzzy não foram exaustivamente analisadas. Técnicas dessa
natureza são definidas, aqui, como extensões da AFC e são caracterizadas na dimensão
ponto de partida.

Nas próximas seções, cada classe será definida e caracterizada e as principais
técnicas de cada classe serão discutidas. O contexto formal apresentado na Tabela 2.1
e o reticulado conceitual correspondente (Figura 2.2) serão utilizados para ilustrar as
principais técnicas.

3.1.1 Eliminação de Informação Redundante

Inicialmente, o conceito de informação redundante é definido.

Definição 11. Seja B(G,M, I) um reticulado conceitual. Um objeto g ∈ G, atributo

m ∈ M ou incidência i ∈ I são considerados informação redundante se sua remoção

ou transformação resultar em um reticulado isomorfo a B(G,M, I).

De acordo com essa definição, se após a eliminação ou alteração de qualquer
objeto g ∈ G, atributo m ∈ M ou incidência i ∈ I, o reticulado conceitual resultante
for isomorfo ao original, considera-se tais elementos redundantes. Entretanto, mesmo
redundantes, eles podem, eventualmente, ser considerados relevantes em algumas apli-
cações. Por exemplo, objetos que possuem os mesmos atributos que outro são redun-
dantes; mesmo assim, eles podem ser usados, por exemplo, para comporem o número
de objetos da extensão de um conceito, número este importante em algumas aplicações.
Isto terá sentido quando objetos com os mesmos atributos puderem, ainda assim, ser
considerados distintos.

A substituição de objetos com exatamente os mesmos atributos por um único ob-
jeto e a de atributos que ocorram exatamente nos mesmos objetos por um único atributo
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é uma primeira simplificação possível. Mais formalmente, se g,h ∈ G e g′ = h′ então g

e h podem ser representados por um único objeto. De forma dual, se m,n∈M e m′ = n′,
então m e n podem ser representados por um único atributo. Um contexto formal com
tais características é chamado de contexto formal clarificado [68].

Exemplo 5. No contexto formal da Tabela 2.1 tem-se 2′ = 5′ e d′ = f ′. Com isso,
na representação do reticulado conceitual correspondente àquele contexto, mediante o
diagrama de linhas reduzido mostrado na Figura 2.2, os referidos objetos, 2 e 5, rotulam
os mesmos nós do diagrama, assim como os atributos d e f . Como resultado, eles
aparecem sempre juntos em extensões e intenções, sendo, portanto indistinguíveis do
ponto de vista do reticulado conceitual em si.

Outro tipo de redução que também não altera a estrutura do reticulado é a elimina-
ção de atributos representados como a combinação de um conjunto de outros atributos.
Supondo que m ∈ M, X ⊆ M e m /∈ X , se m′ = X ′ então o conceito atributo µm é o
ínfimo dos conceitos atributo µx, tais que x ∈ X . Com isto, se o atributo m for elimi-
nado do contexto formal, o reticulado obtido do contexto formal resultante é isomorfo
ao original. Tal atributo m é denominado atributo redutível. De maneira análoga, têm-se
os objetos redutíveis, aqueles g ∈ G tais que o conceito γg é o supremo dos conceitos
objeto γy tais que y ∈ Y , sendo Y ⊆ G e g /∈ Y . A eliminação de tais objetos também
resulta em um contexto formal a partir do qual se obtém um reticulado isomorfo ao
original [68].

Exemplo 6. No contexto formal apresentado na Tabela 2.1, tem-se que c′ = {a,d}′ e,
portanto, µc é o ínfimo de µa e µd, como se pode constatar na Figura 2.1. Logo, se o
atributo c for eliminado, o reticulado obtido do contexto formal em que é eliminada a
coluna referente a c é isomorfo ao original; no diagrama de linhas reduzido desaparece
o rótulo c, simplesmente.

Após a remoção de todos os objetos e atributos redutíveis de um contexto formal
clarificado, resulta um contexto formal denominado contexto formal padrão. O reti-
culado conceitual relativo a um contexto padrão é isomorfo ao reticulado relativo ao
contexto formal original [68].

Uma série de técnicas foram desenvolvidas objetivando reduzir contextos formais,
de modo a preservar as estruturas dos reticulados conceituais correspondentes [107,
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108, 113, 116, 125, 126, 143, 161, 163–167, 185], algumas se originando diretamente
das considerações descritas anteriormente. Em geral, essas técnicas atuam através da
redução dos atributos, e são chamadas técnicas de redução de atributos.

Definição 12. A redução de atributos em um reticulado conceitual B(G,M, I) é a busca

de um conjunto X ⊆M, com a menor cardinalidade possível, tal que:

B(G,X , I′) é isomorfo a B(G,M, I)

sendo I′ = I∩ (G×X). Tal X é denominado conjunto minimal de atributos.

Embora exista a definição análoga de redução de objetos, na prática as técnicas
normalmente lidam com a redução de atributos. Computacionalmente, uma aplicação
direta da Definição 12 tem um custo elevado, uma vez que há um número exponencial de
subconjuntos de atributos. Para determinar um conjunto minimal de atributos visando
a redução referida na Definição 12, Zhang et al. [185] utilizam o conceito de matriz de
discriminação.

Definição 13. Seja (G,M, I) e (A,B),(C,D) ∈ B(G,M, I). A discriminação entre os

conceitos (A,B) e (C,D) é dada pela diferença simétrica entre suas intenções B e D, ou

seja, Dis(A,B),(C,D) = (B∪D)\ (B∩D).

Dada uma matriz de discriminação Dis (a matriz simétrica indexada por conceitos)
resultante de um contexto formal (G,M, I), um conjunto minimal de atributos X ⊆M é
um dos de menor cardinalidade tal que X ∩Z 6= /0 para todo Z ∈ Dis [185].

Em Qi [134] são apresentados critérios que permitem reduzir o número de cálcu-
los de discriminação entre conceitos, de forma a preservar a possibilidade de obtenção
de um conjunto minimal.

Wang et al. [162] apresentam uma técnica heurística para determinar um conjunto
minimal de atributos. Já Wang & Zhang [164] estendem o trabalho de Zhang et al. [185]
para conjuntos aproximados. A junção de objetos ou de atributos é baseada na estrutura
do reticulado conceitual. Partindo desse ponto de vista, outras técnicas para redução de
reticulados foram propostas [113, 163, 164].

Explorando conceitos do reticulado, Liu & Mi [113] são capazes de determinar
famílias de atributos comuns aos objetos. A combinação de alguns elementos dessas
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famílias pode produzir um reticulado conceitual reduzido. Um algoritmo para aplicação
da técnica é apresentado. Os resultados de Liu & Mi [113] são idênticos aos apre-
sentados por Zhang et al. [185]. A principal diferença para os trabalhos de Wei et al.
[167], Zhang et al. [185] e Wang & Zhang [166] é a não utilização de uma matriz de
discriminação.

Técnicas de redução que mantêm a estrutura do reticulado isomorfa ao reticulado
original também são observadas em extensões da AFC. Por exemplo, em Wang & Zhang
[161] a redução fundamentada em matriz de discriminação proposta por Zhang et al.
[185] é empregada em contextos formais de decisão.1 Em Pei & Mi [126] uma redução
baseada em álgebra também é proposta para contextos formais de decisão. Por outro
lado, Pei et al. [125] utilizam uma técnica similar de redução para contextos formais de
decisão fuzzy. Ainda utilizando contextos formais de decisão, Li et al. [107] aplicam o
algoritmo heurístico proposto em Wang et al. [162].

Alguns problemas específicos também envolvem redução de reticulados conceitu-
ais. Por exemplo, no contexto de tomada de decisões baseada em implicações, Li et al.
[108] tratam o problema de redução sob a perspectiva de extração de implicações. Já Li
et al. [110] empregam técnicas para redução em contextos formais com dados ausentes.

3.1.2 Simplificação

Todos os relacionamentos entre conceitos estão presentes no reticulado conceitual, in-
cluindo aqueles entre conceitos muito “similares” [69]. Por exemplo, aquele entre
dois conceitos formais distintos apenas com respeito a um único atributo. Nesse caso,
considerando-se a necessidade de expor apenas o essencial e que o atributo que distin-
gue os referidos conceitos não seja relevante (de acordo com um critério de relevância),
pode-se simplificar ou abstrair essa diferença. Técnicas que seguem essa linha são de-
nominadas aqui técnicas de simplificação.

Definição 14. Uma técnica de simplificação é aquela que, a partir do contexto for-

mal ou reticulado conceitual, abstrai diferenças não essenciais (de acordo com algum

critério) entre conceitos, objetos ou atributos.

1Um contexto formal de decisão é uma extensão de um contexto formal no qual o conjunto de atri-
butos é dividido em atributos de decisão e condição [108].



3.1. CLASSIFICAÇÃO 35

Técnicas de simplificação baseadas em métodos de agrupamento são muito natu-
rais [79]. Agrupamento pode ser aplicado no conjunto de objetos, atributos ou conceitos
formais. Em Cheung & Vogel [34] o agrupamento de objetos se realiza no intuito de
reduzir a dimensionalidade de reticulados conceituais no contexto de recuperação de
informação. O trabalho usa decomposição em valores singulares (SVD)2 para cons-
truir classes de equivalência de objetos. Nesse novo espaço é possível, por exemplo,
empregar um método linear para indução de classes de equivalência. Cheung & Vogel
[34] aplicam a relação de equivalência, utilizando matrizes reduzidas pela técnica SVD,
assim definida: dois objetos g1 e g2 (representando documentos) são considerados equi-
valentes se e somente se o cosseno do ângulo entre os dois for superior a certo limiar
preestabelecido quando se considera um espaço vetorial [34]. Eles definem um novo
objeto h formado pela junção de todos os objetos de uma classe de equivalência [g],
tendo como atributos a união dos atributos dos elementos de [g]; i.e., se I é relação de
incidência do contexto formal original, h′ = {m |kIm para algum k ∈ [g]}.

Exemplo 7. Seja o contexto formal apresentado na Tabela 2.1 e suponha-se que as
classes de equivalência sejam todas unitárias, exceto a classe constituída dos objetos 1 e
3. Nesse caso, um novo objeto g substituiria 1 e 3 contendo os atributos de ambos: g′ =

1′∪3′ = {a,b,c,d, f}, enquanto que os objetos restantes permaneceriam inalterados.

A união dos atributos dos objetos pertencentes a uma classe de equivalência não
é adequada para todo tipo de aplicação. Por exemplo, em um contexto formal que
relacione animais e características, a união do conjunto de características de um animal
com o de outro pode resultar em uma aberração, um “animal inexistente”.

Em paralelo ao trabalho de Cheung & Vogel [34], e na mesma linha de redução
baseada em SVD, encontram-se os trabalhos de Gajdos et al. [62] e Snásel et al. [144].
Recentemente, Codocedo et al. [36] empregam a técnica SVD para descrever o conhe-
cimento em um domínio de arquitetura de software.

Técnicas para redução de contextos formais baseadas em métodos algébricos nor-
malmente apresentam um custo computacional elevado [97]. Como alternativa, Kumar
& Srinivas [97] realizam o agrupamento de objetos através do algoritmo fuzzy k-means,

2Decomposição em valores singulares (do inglês singular value decomposition) é uma das várias
técnicas de decomposição de matrizes originada na álgebra linear numérica capaz de projetar uma matriz
de alta dimensionalidade em um espaço com poucas dimensões [151].
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uma extensão do algoritmo k-means, em que cada registro pode pertencer a mais de
um grupo com certa probabilidade. Kumar [96] emprega a mesma técnica para mine-
rar regras de associação de reticulados conceituais, em que aplicações na área médica
são conduzidas. Cheung & Vogel [34] e Kumar & Srinivas [97] apontam que o reti-
culado reduzido pela técnica proposta seria homomorfo ao original.3 Recentemente,
entretanto, Krupka [94] mostra que isso não é verdade; i.e., o reticulado resultante pode
não ser homomorfo ao original.

Conhecimento prévio a respeito do domínio do problema pode ser incorporado na
técnica para guiar o processo de simplificação [13, 16–19, 34, 40, 42, 184]. No contexto
de técnicas relacionadas com agrupamento e incorporando conhecimento adicional ao
do contexto formal, tem-se a técnica JBOS (junction based on objects similarity), a ser
apresentada no Capítulo 4, que substitui grupos de objetos similares por objetos que os
representem, com base em uma avaliação qualitativa de seus atributos. A cada atributo
m ∈ M, é associado um peso wm tal que 0 ≤ wm ≤ 1, que pode ser imaginado como
representando a relevância do atributo, desde 0 (relevância nenhuma) a 1 (relevância
máxima). A similaridade entre dois objetos g e h é dada pela soma ponderada dos
pesos dos atributos em que ambos concordem (ambos possuam ou ambos não possuam).
Aplicando-se um limiar de similaridade escolhido pelo usuário, são formados grupos de
objetos similares com um certo número máximo de objetos, também escolhido pelo
usuário. Os atributos de cada grupo H de objetos similares são os do conjunto

⋂
{g′|g ∈

H}, sendo o operador de derivação aplicado no contexto formal original.

A técnica JBOS difere de outras que utilizam conhecimento prévio, como as apre-
sentadas em Cheung & Vogel [34], Codocedo et al. [36], Kumar & Srinivas [97], Snásel
et al. [145] e Kumar [96], pelo fato de preservar apenas os atributos da interseção dos
objetos similares. Essa característica faz com que haja, efetivamente, uma simplifica-
ção de objetos, não a criação de objetos fora do domínio do contexto formal. JBOS é
apresentada em detalhes no Capítulo 4.

O reticulado conceitual pode ser visto como um grafo em que cada conceito for-
mal corresponde a um vértice [69, 83]. Gély [69] relaciona decomposição modular
usada em teoria dos grafos com a AFC. A ideia geral é que um conjunto de vértices
de um grafo que formam um módulo pode ser substituído por um único vértice. Dado

3O mapeamento f : L → Lr de dois reticulados L e Lr é chamado homomorfo se ele preserva o
supremo e o ínfimo.
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um grafo (V,E), um subconjunto X de V é um módulo se cada vértice em V\X é adja-
cente a todos ou a nenhum vértice de X . Gély [69] apresenta um algoritmo para agrupar
módulos (conjuntos de conceitos formais) em vértices (conceitos formais).

Uma forma natural de controlar a complexidade do reticulado conceitual é atra-
vés do controle dos detalhes representados no contexto formal. Com esse propósito,
Belohlavek & Sklenar [15] utilizam a seleção de níveis de granularidade dos atribu-
tos do contexto formal. Para cada atributo, diminui-se a representatividade compondo
atributos multivalorados em um atributo único ou se amplia o nível de detalhes desmem-
brando um atributo em novos atributos. Recentemente, Belohlavek et al. [10] discutem
aspectos computacionais da proposta.

Dentre as técnicas de simplificação que lidam com extensões da AFC, destacam-
se as de Krupka [92, 93] e de Belohlavek et al. [12], que empregam contextos formais
fuzzy.

3.1.3 Seleção

Muitos conceitos formais, particularmente em grandes reticulados conceituais, podem
ser considerados irrelevantes em algumas aplicações específicas. A “relevância” de
um conceito formal pode ter relação com a cardinalidade de sua intenção ou extensão
[25], com o relacionamento entre alguns atributos [16], etc. Técnicas que selecionem
conceitos, ou mesmo objetos ou atributos, mediante algum critério de relevância, serão
chamadas técnicas de seleção.

Definição 15. Uma técnica de seleção é aquela que, a partir do contexto formal ou reti-

culado conceitual, seleciona um subconjunto de conceitos formais, objetos ou atributos

que satisfaçam a um conjunto de restrições.

Em muitos cenários existe um conhecimento adicional acerca dos conjuntos de
objetos e de atributos. Algumas técnicas de seleção empregam esse conhecimento para
guiar o processo de redução. Algumas delas empregam a atribuição de pesos [13, 184],
hierarquias [17], lógica [16, 19], etc., para dar sustentação a seus métodos de seleção.

Belohlavek et al. [16] e Belohlavek & Vychodil [19] propõem utilizar o conhe-
cimento do usuário para criar restrições que expressem certas dependências entre os
atributos do contexto formal. Durante a geração dos conceitos formais e construção do
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reticulado conceitual, apenas conceitos formais que satisfaçam as restrições são levados
em conta. De forma similar, Belohlavek et al. [17] exploram a incorporação de conhe-
cimento previamente existente, de modo a reduzir o número de conceitos formais. Esse
conhecimento é representado por intermédio de uma hierarquia entre os atributos previ-
amente definida pelo usuário. Novamente, apenas os conceitos formais que atendam às
restrições são selecionados.

A técnica proposta por Belohlavek & Macko [13] atribui um peso a cada atributo
do contexto formal no intuito de explicitar sua relevância e, então, selecionar apenas
conceitos formais considerados relevantes, i.e., conceitos formais com intenções com-
postas de atributos relevantes. A atribuição de pesos se assemelha à proposta apresen-
tada por Dias & Vieira [40] (embora esta última seja uma técnica de simplificação),
procurando capturar a relevância dos conceitos a partir do conhecimento existente para
os atributos. A fim de facilitar o processo de aplicação dos pesos, Belohlavek & Macko
[13] atribuem a mesma relevância a todo atributo derivado de um atributo multivalo-
rado. A importância de um conceito formal é mensurada utilizando-se uma função de
agregação (soma, média ou máximo). Por exemplo, na função média tem-se a soma dos
pesos dos atributos de sua intenção dividido pela cardinalidade da intenção (similar ao
trabalho de Zhang et al. [184]). Apenas conceitos com valor superior ao definido pelo
usuário são selecionados.

Belohlavek & Macko [13] também sugerem que geradores ou geradores mínimos
dos conceitos formais possam ser utilizados no lugar da intenção para determinar a re-
levância dos conceitos. No caso, a relevância de um conceito é tomada como a maior
dentre as de seus geradores ou geradores mínimos. O maior problema da técnica reside
na necessidade de computar o conceito formal e então verificar se sua relevância é su-
perior ao limiar estabelecido, uma vez que a geração de todos os conceitos formais nem
sempre é viável. Em particular, para a análise baseada em geradores e geradores mí-
nimos faz-se mister enumerar os geradores e identificar aqueles que atendam ao limiar
utilizado.

Exemplo 8. Seja a técnica de Belohlavek & Macko [13] baseada em geradores míni-
mos. Suponha-se que os atributos mostrados na Tabela 2.1 tenham os pesos a=1, b=1,
c=0, d=0.5, e=0 e f =0.5. Suponha-se, ainda, que a função utilizada na seleção seja
a média e que o limiar de corte seja 0.75. Nesse caso, são selecionados os conceitos



3.1. CLASSIFICAÇÃO 39

({1,2,3,5},{a}), ({1,3,4},{b}), ({1,3},{a,b}) e ({3},{a,b,c,d, f}). Os geradores
mínimos dos três primeiros conceitos são {a}, {b} e {a,b}, respectivamente. Logo, a
relevância de cada conceito é igual a 1. O conceito ({3},{a,b,c,d, f}) possui três ge-
radores mínimos {a,d}, {a, f} e {c} com relevâncias 0.75, 0.75 e 0, respectivamente.
Logo, a relevância do conceito é a maior das três: 0.75.

Recentemente, Zhang et al. [184] também empregaram a atribuição de pesos a
atributos como meio de associar relevância a conceitos formais. A relevância dos con-
ceitos formais é mensurada como por Belohlavek & Macko [13]; entretanto, os autores
completam o reticulado conceitual através da criação de conceitos formais virtuais.

Em uma comparação com técnicas que trabalham com pesos para extração de
conjunto de itens fechados [159, 175], que é um sinônimo para a intenção de um con-
ceito formal, a técnica proposta por Zhang et al. [184] e Belohlavek & Macko [13] não
provêm uma propriedade anti-monotônica para o peso dos conceitos formais. Essa pro-
priedade é importante por permitir a seleção de conceitos infrequentes, mas relevantes.
Por outro lado, cria-se a necessidade de percorrer todo o conjunto de conceitos formais
para determinação daqueles considerados relevantes.

Muitas técnicas para redução de reticulados conceituais utilizam conceitos de mi-
neração de dados. Um dos principais trabalhos nesse sentido é aquele apresentado por
Pasquier et al. [123], que relaciona itens frequentes e conceitos formais. Para relacionar
itens frequentes e conceitos formais, inicialmente definem-se os conceitos de suporte e
de conjuntos frequentes. O suporte de um conjunto S ⊆ M, sup(S,G), é o número de
objetos em G que contêm todos os atributos em S. O conjunto S ⊆M é dito frequente
se e somente se sup(S,G) ≥ minSup, em que minSup é um suporte mínimo fornecido
como parâmetro.

Definição 16. Dado um conceito formal (G,M, I) e um suporte mínimo, minSup, um

conceito formal (X ,Y ) é dito frequente se e somente se sup(Y,G)≥ minSup.

A relação entre conceitos formais frequentes e itens frequentes faz-se possível
devido ao suporte de um item Y ser igual ao suporte de seu fecho Y ′′ ([66] cap. 4, Lema
15), garantindo assim, que todos os itens frequentes sejam determinados, unicamente,
por conceitos formais também frequentes.
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Reticulados conceituais construídos sobre itens frequentes são chamados reticu-

lados de conceitos frequentes4. Note-se que, nesse caso, o reticulado obtido é parcial;
apenas os conceitos formais frequentes são representados.

Stumme et al. [149] mostram a utilização do algoritmo Titanic para geração de
reticulados conceituais frequentes, bem como o potencial desses reticulados em diver-
sas aplicações, tais como análise de grandes bases de dados, extração de implicações,
extração de regras de associação, visualização de implicações, dentre outras.

Relacionado a reticulados conceituais frequentes, há os reticulados conceituais

alfa [127]. Suponha-se que, no contexto formal da Tabela 2.1 sejam acrescidos novos
atributos que designem a que “classe” pertence um objeto, e que cada objeto pertença
a uma e apenas uma das classes. A classe a que pertence um objeto, nesse caso, é
o atributo principal do mesmo. Por exemplo, em um contexto formal descrevendo a
taxonomia dos animais, pode-se ter como classes, mamífero, inseto e ave. Pode-se
aplicar um suporte mínimo por classe, criando-se, assim, restrições locais [155]. O
reticulado conceitual construído utilizando-se restrições por classe é chamado reticulado
conceitual alfa [127]. Recentemente, Soldano et al. [146] discutem a construção de
reticulados alfa.

Algumas técnicas fazem suas seleções baseadas na frequência de algumas ca-
racterísticas específicas dos conceitos formais. Por exemplo, um conceito (A,B) pode
ser selecionado se ele satisfaz restrições como |A| > α , |B| > α , (|A|× |B|) > α , etc.,
em que α é um parâmetro fornecido pelo usuário. Boulicaut & Besson [25] discutem
restrições dessa natureza sob a perspectiva de mineração de dados. Recentemente, Be-
lohlavek & Vychodil [20] consolidam um conjunto de restrições que podem vir a serem
aplicadas diretamente no operador de derivação, e avaliam a utilização dessas restrições
no reticulado conceitual e na extração de implicações.

A qualidade do contexto formal consiste num outro aspecto considerado, quando
se reduz o número de conceitos formais. Diversos trabalhos apontam a dificuldade de
se construir reticulados conceituais consistentes quando os dados originais apresentam
algum tipo de ruído [89, 102, 138]. Muitas técnicas de seleção levam em consideração
esse aspecto [74, 89, 101, 102, 136].

Uma técnica comumente utilizada é a seleção baseada no índice de estabilidade
[99, 101]. A ideia é criar um índice para os conceitos que indique o quanto a intenção

4Do inglês iceberg concept lattices
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do conceito depende do conjunto de objetos. Utilizando-se esse índice, pode-se assumir
um limiar a partir do qual todos os conceitos formais com valor inferior são removidos.
Contudo, o cálculo desse índice é #P-completo [101], devido à necessidade de gerar to-
dos os subconjuntos de cada conceito formal. Para contornar esse problema, Kuznetsov
et al. [102] apresentam duas heurísticas. Recentemente, Krupka [94] propõe um cálculo
aproximado do índice de estabilidade, utilizando cadeias de Markov.

Klimushkin et al. [89] identificam dois tipos de erros que podem ocorrer em um
contexto formal: alteração de uma incidência (tipo I) e inserção de objetos ou atributos
(tipo II). Tipicamente, esses erros ocorrem durante a modelagem do contexto formal.
Nesse cenário, contextos formais com informações incorretas, Klimushkin et al. [89]
discutem três técnicas para seleção de conceitos formais: uma baseada em estabili-
dade, outra com base em uma análise probabilística, e uma terceira baseada na noção
de separação. A seleção que se baseia tão somente em estabilidade pode não selecio-
nar conceitos de baixa estabilidade que sejam relevantes. A baseada em probabilidade
cria um índice probabilístico que torna possível a seleção desses conceitos. O índice
de separação é a razão entre a área abrangida por um conceito (|A|x|B|) e a área total
coberta por seus objetos e atributos. Klimushkin et al. [89] destacam o fato de o índice
de estabilidade ser muito adequado para ruídos do tipo II. Já para ruídos do tipo I, a es-
tabilidade nem sempre apresenta bons resultados. A separação deve ser utilizada como
um índice auxiliar. Por último, a probabilidade, assim como a separação, não deve ser
empregada isoladamente.

Assim como Klimushkin et al. [89], Riadh et al. [136] expõem a necessidade de se
selecionar conceitos relevantes provenientes de dados com ruídos. Com esse propósito,
os autores discutem dois índices: o relacionamento e a proximidade. O relacionamento
de um objeto g ∈ G indica a proporção de objetos em G que possuem propriedades em
comum com g. Já a proximidade, indica a proporção de objetos comuns entre g e os
objetos relacionados.

Algumas técnicas norteiam a seleção de conceitos formais com base na noção de
distância ou similaridade. Rice & Siff [137] propõem uma medida de similaridade entre
extensões de conceitos formais, como segue. Dados dois conceitos formais (A1,B1) e
(A2,B2), a similaridade entre A1 e A2, e, consequentemente, entre os respectivos con-
ceitos, é dada por sim(A1,A2) = 1− |A

′
1∩A′2|
|A′1∪A′2|

. A medida de similaridade é usada para
selecionar um subconjunto de conceitos formais próximos, que pode ser substancial-
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mente menor que o conjunto original de conceitos formais. Nesse contexto, medidas
de similaridade com diferentes características podem ser empregadas, como, por exem-
plo, aquelas descritas por Alqadah & Bhatnagar [3], Formica [60], Muangprathub et al.
[118] e Yan et al. [172].

Dentre as técnicas de seleção, existem aquelas que necessitam de acesso prévio a
todos os conceitos formais que compõem o reticulado, e aquelas que não necessitam.
As primeiras geram os conceitos formais ou o reticulado conceitual e posteriormente
selecionam os conceitos formais considerados relevantes (mediante o uso de um limiar
definido pelo usuário) [7, 13, 101, 127, 184]. As demais, em geral, aplicam restrições
durante a construção do reticulado conceitual, e geram apenas os conceitos formais
relevantes para a tarefa em mente [18–20, 25, 74, 137, 146, 149].

3.2 Dimensões para Análise das Técnicas de

Redução

Identificamos sete dimensões para a análise das técnicas de redução, cada uma consis-
tindo de um conjunto de características, como segue:

1. Ponto de partida: a) contexto formal, b) conceitos formais, c) reticulado concei-
tual e d) extensão da AFC.

2. Utiliza conhecimento adicional: a) sim e b) não.

3. Alterações no contexto formal: a) altera o conjunto de objetos, b) altera o con-
junto de atributos e c) altera o conjunto de incidências.

4. Reticulado conceitual resultante: a) isomorfo ao reticulado original, b) subcon-
junto do reticulado original e c) não isomorfo e não subconjunto do reticulado
original.

5. Índices de qualidade: a) perda de fidelidade, b) perda de representatividade e c)
perda descritiva.

6. Aspecto algorítmico: a) exato, b) heurístico e c) alta complexidade.

7. Classe: a) eliminação de informação redundante, b) simplificação e c) seleção.
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A primeira dimensão diz qual é o ponto de partida da técnica de redução: o contexto
formal [10, 15, 16, 144, 145], o conjunto de conceitos formais [99, 185], o reticulado
conceitual [69, 127, 149] ou alguma extensão da AFC como, por exemplo, contexto
formal fuzzy [125], contexto formal de decisão [126, 161], etc.

A segunda dimensão informa se a técnica utiliza informação adicional (conheci-
mento prévio) 5 ao contexto formal para auxiliar no processo de redução [40] ou não
[69, 113, 144].

Durante o processo de redução determinadas técnicas alteram o conjunto de obje-
tos [36, 40, 62, 98, 144], o conjunto de atributos [164, 185] e/ou o conjunto de incidên-
cias [13, 62, 184]. Essas possibilidades são identificadas na terceira dimensão.

Enquanto algumas técnicas geram um reticulado que é isomorfo ao original
[107, 109, 116], outras não; elas simplesmente selecionam conceitos formais específicos
considerados relevantes por algum critério preestabelecido [99, 136, 137, 149, 184] ou
modificam o contexto formal e obtêm um reticulado que não é isomorfo ao original nem
um subconjunto de conceitos formais [40, 62]. Essas três possibilidades caracterizam a
quarta dimensão.

Na quinta dimensão, medidas de qualidade do reticulado reduzido são levadas em
consideração. As técnicas podem induzir perdas de fidelidade [16, 17, 19, 40, 144],
perdas de representatividade [40, 98, 144] e/ou perdas descritivas [16, 17, 19, 40, 144,
184]. Tais índices são definidos no Capítulo 5.

A sexta dimensão indica se a técnica utiliza um algoritmo exato [16, 137] ou um
algoritmo baseado em alguma heurística [7, 107]; e se o algoritmo possui alta comple-
xidade [99, 185] ou não [40, 96, 149]. Aqui, por exemplo, técnicas que requerem a
geração de todos os conceitos formais antes da redução são consideradas técnicas cujo
algoritmo tem alta complexidade.

Finalmente, na última dimensão, a classe a que pertence a técnica de redu-
ção é identificada. Existem três classes, conforme visto na Seção 3.1: elimina-
ção de informação redundante [107, 116, 126, 143, 161, 163, 185], simplificação
[19, 34, 36, 40, 62, 98, 130, 144] e seleção [4, 70, 99, 136, 137, 149].

5Do inglês, background knowledge.



44
CAPÍTULO 3. REDUÇÃO DE RETICULADOS CONCEITUAIS: CARACTERÍSTICAS E

CLASSIFICAÇÃO

3.2.1 Analisando as Técnicas de Redução através da AFC

A Tabela 3.1 sumariza as principais técnicas para redução de reticulados conceituais
mediante um contexto formal em que os objetos representam as técnicas e os atributos
representam as características das técnicas em cada uma das sete dimensões descritas
na seção anterior.

Tabela 3.1. Contexto formal para as principais técnicas de redução.

Características Classes
1a 1b 1c 1d 2a 2b 3a 3b 3c 4a 4b 4c 5a 5b 5c 6a 6b 6c c1 c2 c3

Zhang et al. (2005) x x x x x x x x x x
Wang & Ma (2006) x x x x x x x x x x

Wang & Zhang (2008b) x x x x x x x x x x
Wei et al. (2008) x x x x x x x x x x
Liu & Mi (2008) x x x x x x x x x x

Wang & Zhang (2008a) x x x x x x x x x x
Qi (2009) x x x x x x x x x x

Wang & Zhang (2010) x x x x x x x x x x
Wang et al. (2010) x x x x x x x x x x
Pei & Mi (2011) x x x x x x x x x x
Pei et al. (2011) x x x x x x x x x x
Li et al. (2011b) x x x x x x x x x x
Li et al. (2011a) x x x x x x x x x x
Medina (2012) x x x x x x x x x x
Li et al. (2012) x x x x x x x x x x
Li et al. (2013) x x x x x x x x x x

Gajdos et al. (2004) x x x x x x x x x
King (2004) x x x x x x x x x x

Belohlavek & Sklenar (2005) x x x x x x x x x x
Snásel et al. (2007) x x x x x x x x x

Kumar & Srinivas (2010a) x x x x x x x x x x
Gél (2011) x x x x x x x x x x

Dias & Vieira (2010) x x x x x x x x x x
Kumar (2012) x x x x x x x x x x

Kuznetsov (2007) x x x x x x x x x x x x x
Babin & Kuznetsov (2012) x x x x x x x x x x x x x

Arévalo et al. (2007) x x x x x x x x x x x
Rice & Siff (2001) x x x x x x x x x x x

Stumme et al. (2002) x x x x x x x x x x x
Pernelle et al. (2002) x x x x x x x x x x x

Belohlavek et al. (2004a) x x x x x x x x x x x
Belohlavek et al. (2004b) x x x x x x x x x x x
Ventos & Soldano (2005) x x x x x x x x x x x

Belohlavek & Vychodil (2006) x x x x x x x x x x x
Boulicaut & Besson (2008) x x x x x x x x x x x

Belohlavek & Vychodil (2009) x x x x x x x x x x x
Riadh et al. (2009) x x x x x x x x x x

Soldano et al. (2010) x x x x x x x x x x x
Belohlavek & Macko (2011) x x x x x x x x x x x x x

Zhang et al. (2012) x x x x x x x x x x x x

Ponto de partida: 1a contexto formal, 1b conceitos formais, 1c reticulado conceitual e 1d extensão da AFC.
Utiliza conhecimento adicional: 2a sim e 2b não.
Alterações no contexto formal: 3a altera o conjunto de objetos, 3b altera o conjunto de atributos 3c altera o conjunto de incidências.
Reticulado conceitual resultante: 4a isomorfo ao reticulado original, 4b subconjunto do reticulado original e 4c não isomorfo e não subconjunto do

reticulado original.
Índices de qualidade: 5a perda de fidelidade, 5b perda de representatividade, e 5c perda descritiva.
Aspecto algorítmico: 6a exato, 6b heurístico e 6c alta complexidade.
Classe: c1 eliminação de informação redundante, c2 simplificação e c3 seleção.

A Figura 3.1 mostra o diagrama de linhas do reticulado conceitual originado do
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contexto formal da Tabela 3.1, enquanto as Figuras 3.2 (a), 3.2 (b) e 3.2 (c) apresentam
os diagramas de linhas dos reticulados conceituais correspondentes a cada classe de
técnicas: eliminação de informação redundante, simplificação e seleção.

Figura 3.1. Reticulado conceitual do contexto formal da Tabela 3.1.

Inicialmente, note-se, na Figura 3.1, que todas as técnicas de redução analisa-
das alteram o conjunto de incidências (atributo 3c) e causam alguma perda descritiva
(5c). Já nas técnicas de eliminação de informação redundante, a eliminação de atribu-
tos ou objetos obviamente altera o conjunto de incidências. De forma similar, técnicas
da classe de simplificação reduzem a relação de incidência; por exemplo, através do
agrupamento de objetos “similares”. Técnicas da classe de seleção também alteram
o conjunto de incidências quando selecionam conceitos formais, objetos ou atributos,
uma vez que alguns desses elementos são desconsiderados. Toda técnica de redução
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(a) Eliminação de informação redun-
dante.

(b) Simplificação.

(c) Seleção.

Figura 3.2. Reticulado conceitual para cada classe.
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apresenta algum grau de perda descritiva, mesmo técnicas da classe de eliminação de
informação redundante, pois estas podem cortar atributos.

A Figura 3.2 (a) mostra o reticulado conceitual restrito à classe de eliminação de
informação redundante. Alguns grupos (de objetos e atributos) são visualmente percep-
tíveis na figura. Eles mostram, claramente, que as 16 técnicas dessa classe ostentam as
seguintes características:

dimensão 1: o ponto de partida não é o contexto formal ou o reticulado conceitual; um
grupo de 8 técnicas tem o conjunto de conceitos como seu ponto de partida, e as
outras 8 técnicas partem de uma extensão da AFC;

dimensão 2: nenhuma técnica utiliza conhecimento prévio;

dimensão 3: todas as técnicas alteram o conjunto de atributos e a relação de incidência,
mas nenhuma altera o conjunto de objetos;

dimensão 4: o reticulado resultante é isomorfo ao reticulado original;

dimensão 5: nenhuma técnica tem perda de fidelidade, embora todas apresentem per-
das de representatividade e descritivas; e

dimensão 6: todas as técnicas apresentam alta complexidade; 12 delas possuem algo-
ritmos exatos e outras 4 possuem algoritmos heurísticos.

Portanto, sendo semelhantes em outras características, eis o que distingue as téc-
nicas desta classe:

• metade das técnicas têm como ponto de partida os conceitos formais e a outra
metade se inicia de alguma extensão da AFC; e

• doze técnicas possuem algoritmos exatos e outros quatro possuem métodos heu-
rísticos.

A Figura 3.2 (b) mostra o reticulado conceitual restrito a técnicas da classe de
simplificação. São 8 técnicas, com as seguintes características:

dimensão 1: todas as técnicas têm como ponto de partida o contexto formal, exceto
uma técnica cujo ponto de partida é o conjunto de conceitos formais e o reticulado
conceitual;
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dimensão 2: 3 técnicas utilizam conhecimento adicional ao contexto formal e 5 não
utilizam;

dimensão 3: todas as técnicas alteram o conjunto de incidências; 2 delas alteram o
conjunto de objetos e 3 o conjunto de atributos;

dimensão 4: nenhuma técnica possui o reticulado conceitual resultante isomorfo ou
subconjunto do reticulado conceitual original;

dimensão 5: todas as técnicas apresentam perdas de fidelidade, representatividade e
descritiva; e

dimensão 6: 3 técnicas possuem métodos heurísticos e todas as outras 5 possuem al-
goritmos exatos.

Em resumo, a maioria das técnicas de simplificação utiliza o contexto formal como
ponto de partida, produzem reticulados conceituais não isomorfos nem subconjuntos do
reticulado conceitual original, e possuem algoritmos exatos. Algumas técnicas utilizam
conhecimento adicional ao contexto formal para o processo de simplificação e outras
não.

Finalmente, a Figura 3.2 (c) apresenta o reticulado conceitual restrito a 16 técnicas
da classe de seleção. A análise do reticulado mostra as seguintes características:

dimensão 1: 9 técnicas utilizam o contexto formal como ponto de partida, 7 técnicas
utilizam o reticulado conceitual e quatro, o conjunto de conceitos formais; ne-
nhuma técnica utiliza extensão da AFC;

dimensão 2: apenas 5 técnicas utilizam conhecimento adicional ao do contexto formal;

dimensão 3: todas as técnicas alteram o conjunto de objetos, atributos e incidências,
exceto uma delas que não altera o conjunto de atributos;

dimensão 4: nenhum reticulado conceitual resultante é isomorfo ao reticulado original,
mas todos são subconjuntos do mesmo;

dimensão 5: todas as técnicas apresentam perdas de fidelidade, representatividade e
descritiva; e
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dimensão 6: 13 técnicas possuem algoritmos exatos, 3 possuem métodos heurísticos e
3 apresentam alta complexidade.

Consequentemente, a maioria das técnicas se inicia do contexto formal, não utiliza
conhecimento adicional e utiliza algoritmos exatos.

Seguem algumas observações finais acerca das três classes de técnicas. Muitas
técnicas de eliminação de informação redundante utilizam o conceito de matriz de dis-
criminação entre conceitos formais, porém tal característica aumenta proibitivamente a
complexidade das técnicas. Para contornar o problema, elas utilizam extensões da AFC
associadas a métodos heurísticos. As técnicas de eliminação de informação redundante,
não reduzindo o tamanho do reticulado conceitual, são consideradas de pouca pratici-
dade. De fato, nenhuma aplicação prática de utilização dessas técnicas foi observada
na literatura. Com relação às técnicas de simplificação, até onde se tem conhecimento
apenas o trabalho de Gély [69] emprega técnicas de agrupamento de conceitos formais
utilizando a estrutura do reticulado conceitual, enquanto as demais utilizam o contexto
formal. Já com relação às técnicas de seleção, a de Zhang et al. [184] seleciona concei-
tos cuja relevância é medida a partir da atribuição de pesos aos atributos, assim como
muitas outras técnicas; entretanto, conceitos formais virtuais são criados para manter
a completude do reticulado conceitual. Também cabe ressaltar que o que distingue o
trabalho sobre o índice de estabilidade, originalmente proposto por Kuznetsov [99] e
também explorado em trabalhos subsequentes [101, 138], do trabalho mais recente de
Babin & Kuznetsov [7], é que o último emprega métodos heurísticos. A complexidade
do cálculo do índice de estabilidade é alto devido à necessidade de se calcular os sub-
conjuntos da extensão ou intenção de cada conceito formal. Babin & Kuznetsov [7]
propõem uma aproximação utilizando cadeias de Marcov.

Com vistas a finalizar a análise a partir do contexto formal da Tabela 3.1,
determinou-se todas as implicações mais concisas do contexto formal que indicassem
condições suficientes (em termos dos atributos das técnicas em análise) para que cada
técnica pertencesse a uma das três classes de técnicas de redução. Mais precisamente,
sendo I o conjunto das implicações do contexto formal da referida tabela, para cada
i ∈ {1,2,3} todas as implicações P→ ci ∈ I tais que ci /∈ P e não existe Z ⊂ P tal que
Z→ ci ∈ I são apresentadas na Tabela 3.2.

O primeiro conjunto diz que, para as técnicas em análise, se o reticulado concei-
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classe c1 classe c2 classe c3
4a→ c1 1a,6b,2b→ c2 3a,2b→ c3
1d→ c1 3b,4c→ c2 3a,3b→ c3

4c,6b→ c2 4b→ c3
2a,4c→ c2
1b,4c→ c2
1c,4c→ c2

Tabela 3.2. Implicações com condições suficientes e concisas para cada classe.

tual obtido é isomorfo ao original ou se é utilizada alguma extensão da AFC, então a
técnica é da classe de eliminação de informação redundante. A primeira implicação
para c2 mostra que se o ponto de partida é o contexto formal e conhecimento adicional
não é utilizado e um método heurístico é utilizado, então a técnica é de simplificação.
As outras implicações para c2 dizem que se o reticulado resultante não é isomorfo ao
original e nem seu subconjunto e (1) o conjunto de atributos é alterado ou (2) é utili-
zada heurística ou (3) conhecimento adicional é utilizado ou (4) o ponto de partida é o
conjunto de conceitos formais ou (5) o ponto de partida é o reticulado conceitual, en-
tão a técnica é da classe de simplificação. As últimas três implicações dizem que uma
das seguintes condições é suficiente para implicar que uma técnica de seleção é utili-
zada: (1) o conjunto de objetos é alterado e conhecimento adicional não é utilizado ou
(2) os conjuntos de objetos e de atributos são alterados ou (3) o reticulado resultante é
subconjunto do reticulado conceitual original.

A análise foi feita para um conjunto específico de técnicas, aquelas que se consi-
derou mais representativas até o momento em que foi feita a análise. Evidentemente, o
acréscimo de novas técnicas pode alterar um pouco os resultados apresentados.

3.3 Trabalhos Relacionados

Priss & Old [132] identificam quatro classes de técnicas para redução de reticulados
conceituais, denominadas de redução visual, dimensionamento, poda e decomposição.
Os trabalhos considerados são aqueles restritos à geração de “boas” visualizações do
reticulado conceitual no contexto de ontologias. As técnicas de redução são lá chamadas
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de técnicas para capina de dados. As classes de redução visual e de dimensionamento

são similares ao que se denomina aqui classe de eliminação de informação redundante,
enquanto que as classes de poda e de decomposição são similares às aqui denominadas
de classes de simplificação e de seleção. Note-se que, ao contrário da classificação
realizada nesta tese, a deles é restrita a um tipo de aplicação.

Kuznetsov & Poelmans [105], Poelmans et al. [129] e Poelmans et al. [128] exi-
bem resumos atuais das principais aplicações da AFC nos últimos anos; alguns trabalhos
são relacionados a redução. O primeiro capítulo de Cerf [32] apresenta o estado da arte
de restrições utilizadas em conjuntos de itens fechados, que são equivalentes a conceitos
formais.

3.4 Conclusões

Neste capítulo foi feita uma classificação das técnicas de redução de reticulados con-
ceituais, na qual foram identificadas três classes: eliminação de informação redundante,
simplificação e seleção. Técnicas de eliminação de informação redundante produzem
reticulados conceituais isomorfos ao original. Já as técnicas da classe de simplificação
produzem abstrações do reticulado conceitual, ou seja, simplicações que objetivem pre-
servar apenas aspectos considerados relevantes. Finalmente, técnicas de seleção atuam
selecionando conceitos formais, objetos ou atributos com base em algum critério.

A exigência do isomorfismo limita o nível de redução possível de ser obtido pelas
técnicas da classe de eliminação de informação redundante, o que inviabiliza o uso de
tais técnicas em muitas aplicações.

Técnicas da classe de simplificação transformam o espaço dos conceitos formais
em um espaço menor e, por conseguinte, possuem um potencial de aplicação maior em
situações que exijam reduções mais drásticas. Obviamente, que essa característica pode
levar a uma degradação da qualidade do reticulado conceitual reduzido com relação à
do original. Por outro lado, como as técnicas são usualmente aplicadas diretamente no
contexto formal, elas têm uma complexidade que as tornam viáveis para manipulação
de conhecimento representável por meio de contextos formais realmente grandes, que
levem a reticulados bastante complexos.

Técnicas da classe de seleção trabalham podando o espaço dos conceitos formais,
utilizando algum critério de relevância; por exemplo, aplicando alguma função objetivo
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que elimina caminhos no reticulado conceitual que sejam considerados irrelevantes. Um
representante típico dessa classe é técnica de conceitos formais frequentes proposta por
Stumme et al. [149]. A desvantagem é que, eventualmente, conceitos formais impor-
tantes possam ser perdidos. Algumas técnicas enumeram todos os conceitos formais
e, em seguida, aplicam algum critério para escolha dos conceitos formais considerados
relevantes [13, 101, 184]. Como todo o espaço de conceitos formais é explorado, uma
técnica com base nessa abordagem pode apresentar um alto custo computacional. Além
disso, o subconjunto de conceitos formais tido como relevantes, pode não compor um
reticulado conceitual.

Um total de 40 técnicas, selecionadas dentre as principais da literatura, foram
analisadas e classificadas com base em sete dimensões: ponto de partida; uso de conhe-
cimento prévio; alterações no contexto formal; reticulado conceitual resultante, índices
de qualidade; aspectos algorítmicos; e, classe a que a técnica pertence. Um contexto
formal foi construído sumarizando os resultados relativos às técnicas selecionadas, e
uma análise foi conduzida utilizando a própria AFC. Em particular, determinou-se todas
as implicações mais concisas do contexto formal que indicassem condições suficientes
para que cada técnica pertencesse a uma das três classes de técnicas de redução.

É óbvio que as maiores reduções, aquelas que podem reduzir substancialmente o
reticulado conceitual, são as obtidas pelas técnicas de simplificação e seleção. Entre-
tanto, as técnicas de simplificação podem ser consideradas um tanto “perigosas”, pois
podem modificar substancialmente o conjunto de conceitos formais. É necessário as-
segurar que o processo que leva a tais modificações preserve as partes essenciais do
reticulado conceitual. Mesmo que as técnicas de seleção sejam muito interessantes,
visto que reduzem o espaço conceitual, o caminhamento nesse espaço deve ser feito de
forma que os conceitos verdadeiramente relevantes sejam os atingidos.



Capítulo 4

Redução Baseada na Similaridade
entre Objetos

A análise das principais técnicas para redução de reticulados conceituais, realizada no
Capítulo 3 e por Dias & Vieira [44], mostra a existência de uma lacuna em técnicas de
redução que, efetivamente, simplifiquem o reticulado conceitual com base em conheci-
mento acerca da aplicação específica, e que apresentem um desempenho computacional
satisfatório. A análise indica uma concentração na concepção de técnicas para seleção
de conceitos formais. Nestas, o subconjunto de conceitos formais selecionados pode
não formar um reticulado conceitual [138]. Em alguns casos, um reticulado completo
é formado por meio de um pós-processamento [84, 184]. Por outro lado, determinadas
técnicas necessitam do acesso a todo o reticulado conceitual original para seleção dos
conceitos formais relevantes [13, 101, 184]. No entanto, nem sempre é possível gerar,
previamente, todos os conceitos formais, seja por problema de tempo, de espaço ou
ambos.

Este capítulo apresenta uma técnica de redução que gera um reticulado conceitual
simplificado, sem a necessidade de um pós-processamento, que não exige a geração
prévia dos conceitos formais (ou reticulado conceitual) originais, e que possui desem-
penho computacional satisfatório. Ao basear a simplificação no agrupamento de objetos
similares, a técnica proporciona o descarte de conhecimento não relevante para a aplica-
ção específica. A análise das implicações pré- e pós-redução, usando a metologia a ser
apresentada no próximo capítulo, aponta que as simplificações proporcionam generali-
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zações. A técnica configura um desdobramento de resultado apresentado por Dias [39],
cujas características, virtudes e limitações são apresentadas em Dias & Vieira [40, 42] e
Dias et al. [46] e sumarizadas a seguir.

4.1 Alguns pressupostos

No desenvolvimento da técnica assumem-se alguns requisitos comuns a todas as técni-
cas existentes, e mais alguns que, conjuntamente, buscam cobrir lacunas observadas no
estado da arte. Os primeiros são:

• evitar criar novos objetos, atributos ou incidências;

• preservar a hierarquia conceitual ao máximo; e

• manter o conhecimento representado no reticulado conceitual consistente com o
original.

Em suma, todos os métodos de redução buscam cortar elementos, todavia procurando
não introduzir inconsistências com relação ao contexto formal original. A técnica aqui
proposta atende, adicionalmente, ao conjunto dos seguintes requisitos:

1. evitar acesso ao reticulado conceitual completo;

2. obter um reticulado conceitual simplificado;

3. cortar características não essenciais do reticulado original, chegando a um reticu-
lado que exponha apenas o essencial;

4. permitir o uso de conhecimento prévio, relativo ao domínio do problema, para
discernir o que é essencial do que não é; e

5. apresentar uma complexidade computacional razoável.

O primeiro requisito é um dos pontos importantes com relação a atender ao requi-
sito 5, o qual exige que a técnica seja computacionalmente viável, visto que o tamanho
do reticulado original é o que justifica a aplicação de uma técnica de redução em muitos
casos. De modo a se obter um reticulado conceitual (e não um conjunto desestruturado
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de dados) viável de ser posteriormente explorado, qualquer que seja a aplicação, tem-
se o requisito 2. Os requisitos 3 e 4 afirmam a necessidade de simplificar o contexto
formal, com base em conhecimento do que é relevante na aplicação que se tenha em
mente.

4.2 Junção Baseada na Similaridade de Objetos

- JBOS

A técnica de junção baseada na similaridade de objetos (JBOS)1 é aplicada a partir do
contexto formal, atendendo, portanto, ao requisito 1. O contexto formal resultante é ob-
tido pela junção de objetos “similares”, i.e., pela substituição de cada grupo de objetos
similares, por um único representante. Com isto, decorre uma simplificação do contexto
formal e, consequentemente, do reticulado conceitual correspondente, o que atende ao
requisito 2. Naturalmente, o aspecto chave aqui é a noção de similaridade. Para sua
definição, um peso é criado para cada atributo, que represente a relevância do mesmo.
Como a estrutura do reticulado conceitual é derivada do arranjo dos atributos e objetos,
é esperado que a junção de objetos similares preserve, em certo grau, uma porção do re-
ticulado original, enquanto proporcione a preservação do conhecimento mais relevante.
Ambos os aspectos dependem dos pesos atribuídos aos atributos. Tal processo de aplicar
pesos nos atributos é um meio de se inserir conhecimento prévio, conforme requerido
pelo requisito 4, de forma a preservar o que se considere mais relevante, como enunci-
ado pelo requisito 3. JBOS difere de outras técnicas que fazem uso de conhecimento
prévio [13, 18, 19, 184] com relação às seguintes virtudes: realiza a redução a partir do
contexto formal e obtém, necessariamente, um reticulado conceitual simplificado.

No restante desta seção, seja (G,M, I) o contexto formal a partir do qual um con-
texto formal reduzido deve ser produzido.

A cada atributo m ∈M é associado um peso wm tal que 0≤ wm ≤ 1. Tal peso, de-
finido pelo usuário, deve representar a relevância do atributo, variando de 0 (relevância
nenhuma) a 1 (relevância absoluta). A similaridade entre dois objetos g,h ∈ G tam-
bém se expressa mediante um número real entre 0 (totalmente distintos) e 1 (totalmente
similares), assim definido:

1Do inglês: Junction Based on Objects Similarity.
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sim(g,h) =
∑m∈M µ(g,h,m)

∑m∈M wm ; µ(g,h,m) =

{
wm, se (g,m) ∈ I↔ (h,m) ∈ I

0, caso contrário.
(4.1)

Em outras palavras, a similaridade entre dois objetos g e h (g,h ∈ G) é determi-
nada pela soma ponderada dos pesos dos atributos em que ambos concordem (ambos
possuam ou ambos não possuam).

O Algoritmo 1 usa uma matriz de similaridade, como definida por 4.1, para fa-
zer agrupamentos de objetos similares, de tal forma que dois objetos fiquem no mesmo
grupo somente se tiverem um certo “grau de similaridade”. Tal grau é expresso pelo
usuário mediante um índice de similaridade ε . Ademais, um índice α , também defi-
nido pelo usuário, impõe um limite superior para o número de objetos de cada grupo.
Dois objetos g,h ∈ G são considerados similares pelo algoritmo, e, portanto, passí-
veis de permanecer em um mesmo grupo, se e somente se sim(i, j) ≥ ε . O número
α serve apenas como mais uma opção de corte para o usuário. A chamada de função
EscolheObjetoEm(G), na linha 3 do algoritmo, seleciona qualquer um dos objetos do
conjunto de objetos G (sendo, portanto, um ponto de não determinismo). Já a chamada
ObjetoMaiorSimilaridade(sim,g,G), na linha 7, retorna um objeto de G dentre os mais
similares ao objeto g; se houver mais de um, escolhe qualquer um (outro ponto de não
determinismo). O conjunto de agrupamentos de objetos similares é denotado por γ no
algoritmo. Note-se que, mesmo a similaridade (dois objetos g e h são similares um ao
outro se e somente se sim(g,h) ≥ ε) sendo uma relação de tolerância2, não necessaria-
mente transitiva, o algoritmo calcula um conjunto “maximal” H, tal que g seja similar a
h para todo g,h∈H. Portanto, o algoritmo produz, a partir de uma relação de tolerância,
uma relação de equivalência em que as classes de equivalência são os agrupamentos que
retorna.

Seja (G,M, I) o contexto formal original, γ o conjunto obtido pelo Algoritmo 1 a
partir de G, sim (este, definido a partir de pesos dos atributos em M), ε e α . O contexto
formal reduzido (Gr,Mr, Ir) obtido pela técnica JBOS é aquele em que:

• Gr = γ (cada grupo é considerado um objeto);

2Uma relação de tolerância é uma relação binária reflexiva e simétrica [37].
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Algoritmo 1 Determinação de grupos de objetos similares
Entrada: conjunto de objetos G, matriz de similaridade sim, índice de similaridade ε

e índice de corte α .
Saída: Conjunto de grupos de objetos similares γ .

1: γ = /0
2: enquanto G 6= /0 faça
3: g= EscolheObjetoEm (G)
4: G = G\{g}
5: H = {g}
6: enquanto G 6= /0 e |H|< α e R faça
7: h = ObjetoMaiorSimilaridade (sim,g,G)
8: se sim(h, f ) ≥ ε para todo f ∈ H então
9: G = G\{h}

10: H = H ∪{h}
11: senão
12: pare R
13: fim se
14: fim enquanto
15: γ = γ ∪{H}
16: fim enquanto
17: retorne γ

• Mr =
⋃
{
⋂
{g′|g ∈ H}|H ∈ γ} (cada objeto do contexto reduzido H ∈ γ terá os

atributos de M que são comuns a todos os objetos de H; em outras palavras, os
atributos de H serão

⋂
{g′|g ∈ H}, em que o operador de derivação obedece a I);

e

• Ir = {(H,m) ∈ γ×Mr |m ∈
⋂
{g′|g ∈ H}}.

Exemplo 9. Seja o contexto formal apresentado na Tabela 2.1, ε = 0.65, α = 3 e o
seguinte conjunto de pesos para os atributos: wa = 1, wb = 0, wc = 1, wd = 0.3, we =

0.2 e w f = 0.5. Observe-se que, independentemente da importância traduzida pelos
pesos dos atributos, a técnica agrupa os objetos 2 e 5, pois eles possuem exatamente os
mesmos atributos (2′ = 5′). Como o atributo b é o único que distingue o objeto 1 dos
objetos 2 e 5 e ele tem peso 0, ele estará no mesmo grupo que os dois. Fazendo-se os
cálculos, vê-se que H = {1,2,5} é um dos grupos obtidos, com H ′ = {a}.

O conjunto completo de agrupamentos obtido é γ = {{1,2,5},{3},{4}}, redun-
dando no contexto formal reduzido da Tabela 4.1. A Figura 4.1 mostra o reticulado
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original (à esquerda) juntamente com o reduzido (à direita). Note-se como diminuiriam
os números de objetos, de incidências e de conceitos, tornando o contexto formal e o
reticulado correspondente mais simples. O atributo b, que distinguia o objeto 1 dos ob-
jetos 2 e 5, é desprezado (sua relevância, segundo o usuário, é zero para a aplicação que
ele tem em mente). No reticulado reduzido, isto redundou na substituição dos conceitos
({1,3},{a,b}) e ({1,2,3,5},{a}) do reticulado original pelo conceito ({[1,2,5]},{a}).
Aqui, [1,2,5] é um objeto que substitui os três objetos 1, 2 e 5.

Tabela 4.1. Contexto formal reduzido obtido pela técnica JBOS.

Obj/Att a b c d e f
[1, 2, 5] x

3 x x x x x
4 x x x x

Figura 4.1. Reticulados original e reduzido obtido pela técnica JBOS.

Determinar a matriz de similaridade requerida pelo Algoritmo 1 tem uma comple-
xidade O(|G|2|M|). Como na linha 7 do algoritmo cada objeto g é comparado com os
demais, e no teste da linha 8 um objeto é comparado com menos de α outros, segue-se
que a complexidade do algoritmo é O(|G|3) no pior caso, se dada a matriz de similari-
dade.
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4.3 Estudo de Caso

A seguir, realiza-se um estudo de caso em que se mostra a aplicação da técnica JBOS,
assim como outras três técnicas de redução muito citadas na literatura, em uma aplicação
real. A aplicação consta da extração de regras que modelem alguns aspectos do processo
siderúrgico de laminação a frio. O objetivo aqui é mostrar que as regras (no caso,
implicações) refletem o comportamento do processo, mesmo após uma redução.

Além da técnica JBOS, são estudadas as viabilidades de se usar as técnicas de
seleção baseadas no índice de estabilidade, em conceitos formais frequentes e em gera-
dores mínimos. As três técnicas foram selecionadas por apresentarem bons resultados
em aplicações relacionadas à representação de conhecimento [13, 61, 81, 138, 149].
Das quatro técnicas, apenas JBOS e seleção de conceitos frequentes não pressupõem a
construção do conjunto completo de conceitos. As vantagens e desvantagens de cada
técnica de redução são ressaltadas, em especial as da técnica JBOS.

4.3.1 Processo Siderúrgico de Laminação a Frio

O processo siderúrgico de laminação a frio tem como objetivo a produção de tiras de
aço, cuja qualidade é medida principalmente pela sua espessura final. Para o processo
de produção existem dois equipamentos, a desenroladeira, que fornece a matéria-prima
de uma bobina ao laminador, e a enroladeira, que retira a tira de aço, colocando-a no-
vamente em forma de bobina. A partir de um conjunto de cilindros, localizados acima
e abaixo da tira de aço, aplica-se uma pressão sobre a tira, provocando sua deformação.
Cada cilindro encontra-se preso em uma estrutura de aço chamada carcaça; o conjunto
cilindro e carcaça forma uma caldeira, conforme ilustrado na Figura 4.2. Uma descrição
detalhada sobre o processo de laminação a frio pode ser encontrada em Zárate [178].

Existem muitos fatores que influenciam no processo de laminaçãoe, entender do
comportamento das variáveis envolvidas no mesmo é extremamente importante para
obtenção de um produto final de melhor qualidade. Além disso, na indústria siderúrgica
o número de especialistas é pequeno e o conhecimento sobre o processo precisa ser
passado para os operadores menos experientes. Desta forma, uma representação dos
princípios do processo de forma simples, no sentido de representar o comportamento de
uma equação não linear de difícil entendimento, é apropriada.



60 CAPÍTULO 4. REDUÇÃO BASEADA NA SIMILARIDADE ENTRE OBJETOS

Figura 4.2. Exemplo de laminador utilizado no processo siderúrgico de laminação a
frio. Fonte: [178]

O modelo teórico do processo de laminação calcula a carga P, pressão exercida
pelos cilindros, através de uma equação P = f (hi,ho,µ, tb, t f , ȳ,E,R), em que hi é a
espessura de entrada, ho é a espessura de saída, µ é o coeficiente de atrito, tb é a tensão
à ré, t f é a tensão à frente, ȳ é a tensão de escoamento, E é o módulo de Young da tira
e Rc é o raio do cilindro. Esta equação envolve relações não lineares que conduzem
geralmente a uma equação não linear de difícil análise ou solução numérica [178]. É o
caso do Modelo de Alexander [2], que é considerado um dos mais completos modelos
teóricos para o processo de laminação, que requer, todavia, um esforço computacional
significativo. Na análise fundamentada na AFC, que se segue, consideraram-se os pa-
râmetros P, hi, ho, µ , tb, t f e ȳ. No contexto de redes neurais e AFC, os referidos
parâmetros foram empregados e resultados satisfatórios foram obtidos [46, 181, 182].

4.3.2 Dados para Análise do Processo de Laminação

Uma base de dados representando o processo de laminação, contendo dez milhões de
registros, foi disponibilizada pelo Data Science Research Group (DSRgroup)3. Ela foi
produzida através de simulações do Modelo de Alexander [178].

3http://www.icei.pucminas.br/projetos/dsrgroup/

http://www.icei.pucminas.br/projetos/dsrgroup/
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Dez milhões de registros é uma base de dados de referência que apresenta um nú-
mero elevado de registros, o que dificulta a aplicação da AFC. Assim, faz-se necessária
a seleção de amostras significativas dos dados. Em Zárate et al. [183] são propostas téc-
nicas estatísticas para construção de conjuntos de dados representativos, mantendo-se a
capacidade de generalização do modelo construído utilizando os dados. A partir dessas
sugestões foi utilizada a equação n = (z/e)2× ( f × (1− f )), em que n é o tamanho da
amostra, z é o nível de confiança, e é o erro em torno da média e f é a proporção da
população.

Fixando-se z em 90% (1.645), f em 0.5 e e em 2%, tem-se n ∼= 1691 registros.
Foram selecionadas 10 amostras disjuntas de 1691 registros utilizando o seguinte pro-
cedimento:

1. Para cada parâmetro foram selecionados registros que continham os valores má-
ximo, mínimo e próximo da média.

2. Foi escolhido o ponto de operação utilizado pelo Modelo de Alexander para gerar
os dados.

3. Os elementos restantes foram selecionados aleatoriamente com a finalidade de se
alcançar o total de 1691 registros.

No contexto de redes neurais artificiais empregou-se esse procedimento, visando
selecionar amostras representativas para o processo de treinamento, validação e teste da
rede neural, e resultados satisfatórios foram obtidos [182]. Aqui, almeja-se representar,
através da AFC, todo o espaço amostral dos dados e demonstrar as potencialidades da
AFC para representar o processo. A Tabela 4.2 apresenta os valores máximos e mínimos
de cada parâmetro para o conjunto total de dados selecionados.

Tabela 4.2. Valores máximos e mínimos para cada parâmetro do processo de laminação.

hi ho µ t f tb ȳ P
(mm) (mm) (Kg f/mm2) (Kg f/mm2) (Kg f/mm2) (Kg f/mm2)

Mínimo 4.6 3.492 0.096 6.3686 0.3087 40.8793 10207.049
Máximo 5.4 3.708 0.144 11.8274 0.5733 50.3415 28722.925
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Dentre as amostras selecionadas, metade foi empregada para modelagem através
da AFC (contexto formal, reticulado conceitual e extração de implicações) e a outra
metade utilizada para validação.

4.3.3 Representando o Processo de Laminação através da

AFC

Os valores dos parâmetros do processo de laminação são valores reais, conforme pode
se observar na Tabela 4.2. Contudo, a AFC trabalha com valores discretos. Nesse caso,
algumas soluções são a utilização de pattern structures [85], AFC fuzzy [9] ou trans-
formar os valores contínuos em discretos, por meio de um processo de discretização
[173]. Dentre essas alternativas, optou-se por utilizar um processo de discretização, o
qual permite aplicar a AFC clássica. Realizou-se uma discretização equidistante nos
dados, aplicando-se um total de 15 pontos de corte em cada parâmetro, o que resultou
em 105 atributos (7 parâmetros divididos em 15 intervalos cada um). Dias et al. [46] e
Zárate et al. [182] utilizaram um total de 15 intervalos de discretização por parâmetro
e alcançaram resultados satisfatórios. A Tabela 4.3 apresenta os intervalos de discreti-
zação relativos ao atributo carga considerando os valores mínimos e máximos descritos
na Tabela 4.2. Por exemplo, o intervalo [10207.049,11441.440) foi mapeado para o
atributo P = 0. O limite inferior é sempre fechado e o superior é sempre aberto, ex-
ceto o último, isto é, aquele mapeado no atributo P = 14. Um procedimento similar foi
empregado para os demais parâmetros.

Aplicando-se o processo de discretização nas 5 amostras selecionadas para cons-
trução dos modelos, produziu-se um conjunto de contextos formais (G,M, I), em que
G representa os registros da mostra, M os intervalos dos parâmetros e I a existência de
um registro g (g ∈ G), que possui um parâmetro no intervalo m (m ∈ M). No caso, 5
amostras são suficientes para reportar os resultados com uma confiança de 90% [80].
Observe-se, ainda, que |G|= 1961, |M|= 105 e I apresenta uma densidade de 6.6% em
cada contexto formal construído. Obviamente, cada objeto g possui 7 atributos inciden-
tes (|g′|= 7).

Os contextos formais construídos serão denominados ao longo do texto de con-
textos #1, #2, #3, #4 e #5. Os reticulados repectivos possuem 21027, 21051, 21054,
20872 e 20999 conceitos formais, respectivamente.
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Tabela 4.3. Discretização aplicada no parâmetro carga.

Intervalo
Atributos Limite inferior Limite superior

P = 0 10207.049 11441.440
P = 1 11441.440 12675.832
P = 2 12675.832 13910.224
P = 3 13910.224 15144.616
P = 4 15144.616 16379.008
P = 5 16379.008 17613.399
P = 6 17613.399 18847.791
P = 7 18847.791 20082.183
P = 8 20082.183 21316.575
P = 9 21316.575 22550.966

P = 10 22550.966 23785.358
P = 11 23785.358 25019.750
P = 12 25019.750 26254.142
P = 13 26254.142 27488.534
P = 14 27488.534 28722.925

4.3.3.1 Extraindo Conhecimento através da AFC

No processo de laminação, a expressão do comportamento do processo mediante impli-
cações pode ser apropriada por ser de fácil entendimento. Representações dessa natu-
reza são indicadas em cenários industriais, por proporcionarem um fácil entendimento
do comportamento das variáveis envolvidas no processo, notadamente para operadores
menos experientes [181]. O conjunto de implicações a ser extraído será o de implica-

ções próprias (veja a Definição 18). Na presente aplicação, uma implicação P→ m

expressa que uma conjunção de faixas de valores para determinados parâmetros (P),
implicam em uma faixa de valores para determinado parâmetro (m). O conhecimento
assim expresso pode ser empregado também na construção de sistemas especialistas
[56, 180, 181].

No contexto da aplicação, obviamente, as implicações próprias apropriadas são
aquelas com suporte maior que zero. Os contextos formais de #1 a #5 possuem, res-
pectivamente, 87650, 86186, 86005, 86360 e 87050 implicações próprias. Um exem-
plo é a implicação ho = 0→ P = 14, que expressa o fato de baixa espessura de saída
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(ho = 0) resultar em um alto valor de carga (P = 14). Mais especificamente, se ho está

no intervalo [3.492,3.5064), então P está no intervalo [27488.533,28722.925]. Isso é
condizente com o que seria esperado para o processo de laminação [178].

Suponha-se que r seja um registro de uma base de dados de validação. Em tal
registro deve haver pelo menos um valor real para cada parâmetro. Para um parâmetro
p, tal valor é mapeado no atributo respectivo, p = i, 0≤ i≤ 14, segundo a discretização
efetuada. Por exemplo, se o registro r apresenta o valor 20000.111 para o parâmetro
P, então tal valor é mapeado para o atributo P = 7 (veja a Tabela 4.3). Designando-se
porM(r) o conjunto dos 7 atributos mapeados dos valores de um registro r, dada uma
implicação P→ m, tem-se os seguintes casos:

(a) se P 6⊆M(r), então r não dá suporte a P→ m;

(b) se P⊆M(r) e m /∈M(r)), então r dá suporte negativo a P→ m; e

(c) se P⊆M(r) e m ∈M(r)), então r dá suporte positivo a P→ m.

No caso (a), embora a implicação não falhe, ela não contribui positiva nem nega-
tivamente para a confiança na implicação. Se r não der suporte a nenhuma implicação,
diz-se que r é um registro sem implicações. No caso (b), a implicação falha, contri-
buindo negativamente para o suporte. Tal falha provoca um decréscimo na confiança
na implicação. Já no caso (c), o registro r contribui positivamente para a confiança na
implicação.

As implicações próprias obtidas dos contextos formais #1 a #5 foram analisadas
utilizando-se as cinco amostras de dados previamente selecionadas para validação. O
contexto formal #1 foi avaliado utilizando-se a amostra #1, o contexto #2 utilizando-se a
amostra #2, e assim por diante. A Tabela 4.4 apresenta uma síntese dos resultados. Por
exemplo, para o contexto formal #1, as mais de 87 mil implicações próprias apresenta-
ram um suporte positivo médio e um desvio padrão de 0.143 e 0.409, respectivamente.
Note-se que a média é baixa, pois a grande maioria das implicações próprias não possui
um suporte (76789 implicações próprias). Em relação ao suporte negativo, tem-se uma
média e um desvio padrão de 0.789 e 1.125. Esse resultado é esperado, uma vez que
o espaço amostral dos dados é muito amplo (10 milhões de registros) e foram empre-
gadas amostras distintas de 1961 registros para a construção do contexto formal #1 e
validação das implicações próprias utilizando a amostra #1. Para os demais contextos
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formais, o comportamento é similar. Destaca-se ainda que, para as cinco amostras de
1961 registros utilizadas para validação, uma quantidade pequena de registros não for-
neceu suporte a nenhuma implicação (última linha da Tabela 4.4). Por exemplo, para o
contexto formal #1, um total de 12 registros não deram suporte a nenhuma implicação.
Os resultados apresentados demonstram que as implicações próprias descrevem parte
do comportamento do processo de laminação. Tais resultados são uma linha base para
comparação entre a aplicação da AFC com e sem redução.

Tabela 4.4. Resumo dos resultados relativos às implicações próprias dos contextos de
validação originais.

Contexto #1 Contexto #2 Contexto #3 Contexto #4 Contexto #5
# Conceitos formais 21027 21051 21054 20872 20999
# Implicações 87650 86186 86005 86360 87050
Suporte positivo - Média 0.143 0.144 0.142 0.143 0.142
Suporte positivo - Desv. P. 0.409 0.418 0.413 0.412 0.413
Suporte negativo - Média 0.789 0.797 0.794 0.797 0.789
Suporte negativo - Desv. P. 1.125 1.129 1.126 1.122 1.118
# Implicações sem suporte 76789 75508 75436 75606 76385
# Registros que não dá suporte 12 25 20 20 24

Os resultados sintetizados na Tabela 4.4 serão empregados para uma análise com-
parativa e descritiva. O objetivo é identificar se as características do processo siderúrgico
de laminação a frio, observadas ao se utilizar a AFC, serão preservadas, em algum grau,
pelo processo de redução levado a efeito pelas diferentes técnicas de redução.

O processo de laminação envolve relações não lineares de difícil análise. Fe-
lizmente, alguns comportamentos do processo são conhecidos, como, por exemplo, a
relação entre os parâmetros carga P e espessura de saída ho e entre carga P e coeficiente
de atrito µ . Carga e espessura de saída são, obviamente, inversamente proporcionais;
i.e, quanto maior a carga exercida, menor será a espessura de saída. Por outro lado,
quanto maior a carga exercida, maior será o atrito obtido. Esse comportamento pode ser
observado através da análise formal de conceitos [181]. Com esse intuito, selecionaram-
se e contabilizaram-se todas as implicações próprias P→ m, cuja premissa P possui ao
menos um atributo representando os parâmetros espessura de saída (ho = 0, ho = 1, . . . ,
ho = 14) e/ou coeficiente de atrito (µ = 0, µ = 1, . . . , µ = 14) e cujo consequente m

é um atributo referente ao parâmetro carga (P = 0, P = 1, . . . , P = 14). Por exemplo,
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suponha-se que as seguintes implicações próprias estejam entre as selecionadas:

i: ho = 1, t f = 9, ȳ = 3→ P = 14;
j: ho = 5, µ = 13→ P = 13; e
k: ho = 1, tb = 2, hi = 13→ P = 14.

Nesse caso, 2 implicações, i e k, contribuem com ocorrências de ambos ho= 1 e P= 14,
e uma implicação, j, contribui com ocorrência de ambos ho = 5 e P = 13.

As Figuras 4.3(a) – (e) apresentam o comportamento dos parâmetros carga P e
espessura de saída ho por meio da quantidade de implicações próprias obtidas dos con-
textos formais #1, #2, #3, #4 e #5. A Figura 4.3(a) corresponde ao contexto #1, a Figura
4.3(b) ao contexto #2 e, assim por diante. Já a Figura 4.3(f) apresenta a média para os
cinco contextos formais. A tonalidade da cor em cada posição representa a quantidade
de implicações próprias. Tonalidades claras representam poucas ou nenhuma implica-
ção e tonalidades escuras representam uma grande quantidade de implicações próprias.
Por exemplo, a posição (ho = 0, P = 14) na Figura 4.3(a) indica uma quantidade grande
de implicações próprias (cor escura), enquanto que a posição (ho = 0, P = 0) apresenta
poucas implicações próprias (cor clara). Vê-se que as figuras relativas aos 5 contextos
formais e a relativa à média apontam comportamentos similares do processo de lami-
nação com relação aos valores dos dois parâmetros considerados: quando a carga está
no nível baixo, a espessura de saída encontra-se no nível alto; e, vice-versa, quando a
carga se encontra no nível alto, a espessura de saída encontra-se no nível baixo. Esse
comportamento é condizente ao esperado para o processo em análise [178].

De forma similar, as Figuras 4.4(a) – (f) analisam a relação entre carga P e coefi-
ciente de atrito µ . Note-se que altos valores de carga resultam em altos valores de atrito
e baixos valores de carga levam a baixos valores de atrito. Novamente, a característica
apontada pelo mapeamento é condizente ao comportamento esperado para o processo
[178].

Parte do comportamento do processo de laminação a frio foi modelado através da
AFC. Nas próximas seções, será feito o mesmo procedimento, após o uso de técnicas
de redução. Cabe ressaltar que o objetivo da aplicação é a extração de conhecimento
sobre o processo de laminação, sendo a avaliação do conhecimento extraído, uma tarefa
de difícil análise qualitativa, que demanda uma análise (subjetiva) de um especialista.
Na ausência de tal especialista, concebe-se uma linha base, um conjunto de respostas
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.3. Mapeando a relação entre carga (P) e espessura de saída (ho) através de
implicações próprias.

conhecidas, e realiza-se uma comparação entre as respostas obtidas através do reticulado
original e reduzido. Aqui, o conhecimento obtido através da AFC antes da aplicação de
técnica de redução será considerado uma linha base. Pretende-se avaliar os resultados
obtidos, em comparação aos anteriores, utilizando-se reticulados reduzidos obtidos por
meio de diferentes técnicas.

4.3.4 Aplicando Técnicas de Redução

O objetivo agora é verificar a efetividade de diferentes técnicas de redução para o pro-
blema da laminação e proporcionar uma comparação experimental entre elas. Dentre
as diversas técnicas de redução discutidas e classificadas no Capítulo 3, selecionou-se,
além da técnica JBOS, as técnicas de estabilidade [101], conceitos frequentes [149] e
geradores mínimos [13]. A técnica JBOS foi selecionada com o objetivo de analisá-la
frente às demais técnicas da literatura. A técnica de estabilidade, sem dúvida, é a princi-
pal técnica de redução observada na literatura e apresenta os melhores resultados quando
analisada frente a determinadas técnicas [89, 101, 138]. Conceitos formais frequentes,
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.4. Mapeando a relação entre carga (P) e coeficiente de atrito (µ) através de
implicações próprias.

por outro lado, são relevantes pela capacidade de selecionar conceitos sem ter acesso ao
conjunto completo de conceitos formais. Por último, seleção de conceitos formais ba-
seada em geradores mínimos tem sua importância em função de selecionar os conceitos
utilizando geradores mínimos. Geradores e geradores mínimos têm ganhado destaque
na literatura recente da AFC, pela sua capacidade de representar, de forma compacta,
sem perdas, o conhecimento presente nos conceitos formais.

4.3.4.1 Agrupamento Baseado na Técnica - JBOS

Analisando-se os contextos formais que representam o processo de laminação, observa-
se que o número de objetos é muito superior ao de atributos. Essa característica é co-
mumente observada em aplicações reais [52, 54, 117]. Uma técnica de redução inte-
ressante, nesse cenário, é a técnica JBOS, que realiza agrupamento de objetos. Sob
a perspectiva do processo de laminação, o agrupamento levado a efeito pela técnica
JBOS resulta na simplificação de um conjunto de objetos do contexto formal, os quais
representam configurações de uma operação do processo de laminação.
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A aplicação da técnica JBOS demanda um conhecimento prévio da importância
relativa dos atributos do contexto formal. A partir desse conhecimento, o usuário deve
determinar um peso para cada atributo. No processo de laminação, Zárate & Bittencout
[179] propõem a seguinte relevância relativa para os parâmetros: P� µ � ho� hi� ȳ�
tb� t f . Aqui, p2� p1 significa que p2 é mais relevante (maior) que p1. Com base nessa
relevância relativa, atribuem-se os seguintes pesos para os atributos correspondentes aos
parâmetros (para i = 0, . . . ,14 os pesos são idênticos para o mesmo parâmetro): 0.7 para
os atributos P = i, 0.6 para µ = i, 0.5 para ho = i, 0.4 para hi = i, 0.3 para ȳ = i, 0.2
para tb = i e 0.1 para t f = i. Por exemplo, todo atributo referente ao parâmetro carga
(P) possui o peso 0.7 na escala proposta. A relevância, assim como o conjunto de
pesos propostos, foi empregada em outra aplicação, tendo sido observados resultados
satisfatórios [46].

Além da relevância dos atributos, representada através de pesos, a técnica JBOS
necessita de um índice de similaridade, ε , e um número máximo de objetos similares
por grupo, α , ambos definidos pelo usuário. Nos contextos formais de #1 a #5, diversas
configurações de redução foram experimentadas. A Figura 4.5 resume as configurações
testadas para o contexto formal #1, apresentando as reduções do número de conceitos
formais em função dos parâmetros ε e α . Observe-se que o número de conceitos formais
sofre maior influência do índice de similaridade. Dentre as configurações avaliadas,
considerou-se satisfatória aquela empregando ε = 0.96 e α = 5. Essa configuração
resulta em uma redução do número de conceitos formais para os contextos #1, #2, #3,
#4 e #5 de 42.91%, 41.61%, 41.43%, 43.06% e 42.97%, respectivamente. Em todas as
reduções, ajustaram-se os parâmetros de forma a se obter uma redução de 40%± 10%
no número de conceitos formais.

Os contextos formais #1, #2, #3, #4 e #5 reduzidos pela técnica JBOS possuem
57953, 57898, 57756, 57378 e 56680 implicações próprias, respectivamente. A Tabela
4.5 resume os resultados relativos de cada contexto formal para uma análise compara-
tiva aos resultados da Tabela 4.4 obtidos sem redução. Com uma confiança de 90%,
observou-se, para os cinco contextos avaliados, uma redução de aproximadamente 40%
no número de conceitos formais, que, por sua vez, proporcionou uma redução no nú-
mero de implicações próprias. O processo de redução levado a efeito pela técnica JBOS
altera o conjunto de conceitos formais e, consequentemente, o conjunto de implicações
próprias. Essa modificação proporcionou um incremento no suporte positivo. Esse re-



70 CAPÍTULO 4. REDUÇÃO BASEADA NA SIMILARIDADE ENTRE OBJETOS

Figura 4.5. Reduções do número de conceitos formais em função dos parâmetros ε e α

para a técnica JBOS utilizando o contexto formal #1.

sultado pode ser explicado pelo fato de que a técnica JBOS provoca generalizações no
conjunto de implicações próprias, conforme será descrito na Seção 5.2.1. De forma
semelhante, houve um incremento no suporte negativo. Esse incremento deve-se a ine-
xatidões inseridas pela técnica, representadas por implicações próprias que apresentam
falhas. Observe-se ainda que o número de implicações próprias sem suporte decres-
ceu significativamente. Tal decremento acompanha o descréscimo do número total de
implicações próprias. Por último, a redução do número de implicações próprias e as
inexatidões inseridas proporcionam um incremento no número de registros que não for-
necem suporte a nenhuma implicação, conforme mostra a última linha das Tabelas 4.3
e 4.5.

As Figuras 4.6(a) – (f) mostram as relações entre carga e espessura de saída e as
Figuras 4.7(a) – (f) as relações entre carga e coeficiente de atrito, relações estas obti-
das a partir dos conjuntos de implicações próprias dos 5 contextos formais reduzidos.
Analisando-se as informações lá presentes, vê-se que, mesmo após a redução média de
40% no número de conceitos formais, tem-se um comportamento similar ao do obser-
vado nas Figuras 4.3(a) – (f) e 4.4(a) – (f): altos valores de carga levam a baixos valores
de espessura de saída e valores baixos de carga resultam em altos valores de espessura
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de saída; baixos valores de atrito são resultantes de baixa carga e altos valores de carga
levam a altos valores de atrito. Note-se, nas Figuras 4.6(a) e (e) e também nas Figuras
4.7(a) e (e), que as implicações próprias com o parâmetro carga mapeado no intervalo
14 (atributo P = 14) foram removidas pela redução. As poucas implicações próprias
com referência ao atributo respectivo foram eliminadas, no entanto a essência do com-
portamento do processo foi preservada. Em particular, uma análise da média (Figuras
4.6(f) e 4.7(f)) mostra claramente que o comportamento é o esperado.

4.3.4.2 Estabilidade

Uma das principais técnicas para seleção de conceitos formais existentes é a que se
baseia no índice de estabilidade [101]. Tal índice objetiva mensurar o quanto a intenção
de um conceito depende de sua extensão. Utilizando-se esse índice, pode-se assumir
um limiar a partir do qual todos os conceitos formais com valor inferior são removidos.

O índice de estabilidade é agora aplicado na seleção de conceitos formais, que
representam o processo siderúrgico de laminação a frio. Para tanto, foi utilizado o
algoritmo proposto por Roth et al. [138]. A ideia é selecionar os conceitos formais
mais estáveis, i.e., aqueles que melhor descrevem o processo em análise. De posse dos
conceitos formais selecionados, implicações próprias são extraídas e a qualidade das
mesmas é aferida.

A Figura 4.8 apresenta as reduções do número de conceitos formais formais em
função do índice de estabilidade quando se utiliza o reticulado conceitual resultante do

Tabela 4.5. Resumo dos resultados relativos às implicações próprias dos contextos re-
duzidos pela técnica JBOS.

Contexto #1 Contexto #2 Contexto #3 Contexto #4 Contexto #5
# Conceitos formais 12003 12289 12330 11883 11975
Redução (%) 42.91 41.61 41.43 43.06 42.97
# Implicações 57953 57898 57756 57378 56680
Suporte positivo - Média 0.211 0.214 0.21 0.214 0.217
Suporte positivo - Desv. P. 0.503 0.505 0.503 0.503 0.514
Suporte negativo - Média 1.274 1.257 1.263 1.277 1.282
Suporte negativo - Desv. P. 1.367 1.359 1.361 1.381 1.378
# Implicações sem suporte 47635 47403 47559 47022 46429
# Registros que não dá suporte 39 48 32 45 32
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.6. Mapeando a relação entre carga (P) e espessura de saída (ho) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica JBOS.

contexto formal #1. Com um índice de estabilidade de 0.1 nenhum conceito formal
é removido. Entre 0.13 e 0.24 o número de conceitos formais é reduzido para 20918
(aproximadamente 1%). Já entre 0.25 e 0.37 o número de conceitos formais é reduzido
para 11417 (45.7%). A seleção do índice de estabilidade mínimo é dependente da apli-
cação intencionada. Dentre as reduções apresentadas na Figura 4.8, optou-se por um
índice de estabilidade igual a 0.37. Valores inferiores a 0.37 apresentam uma redução
do número de conceitos formais muito baixa, e valores superiores uma redução superior
a 50%. Esse valor será usado com todos os contextos formais, de #1 a #5. A primeira
linha da Tabela 4.6 apresenta o número de conceitos formais obtidos em cada contexto
formal, e a terceira o percentual de redução correspondente. Tem-se em média uma
redução de 45.5%.

A Tabela 4.6 apresenta o resumo dos resultados com relação às implicações pró-
prias para os 5 contextos formais, ao se aplicar o corte acima referido. Aqui, e para
as outras duas técnicas a serem apresentadas, as implicações próprias são obtidas utili-
zando o Algoritmo 2 (Seção 5.5), pois os conceitos formais selecionados não formam
um reticulado conceitual. Os reticulados conceituais provenientes dos contextos for-



4.3. ESTUDO DE CASO 73

(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.7. Mapeando a relação entre carga (P) e coeficiente de atrito (µ) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica JBOS.

Figura 4.8. Reduções do número de conceitos formais em função de uma estabilidade
mínima para o contexto #1.

mais #1, #2, #3, #4 e #5 possuem mais implicações próprias do que os reticulados
provenientes dos contextos formais originais (Tabela 4.4). Conforme será visto na Se-
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ção 5.5, quando um conceito gerador de implicações próprias é removido, seus vizinhos
superiores podem gerar implicações próprias mais específicas e, em maior quantidade.
Consequentemente, o número total de implicações próprias pode aumentar. Em rela-
ção ao suporte positivo, houve um pequeno decremento na média e no desvio padrão.
Observa-se uma pequena variação na média e no desvio padrão do suporte negativo.
Assim como o número total de implicações próprias, o de implicações próprias sem
suporte também cresceu um pouco. E o incremento no número de registros que não
fornecem suporte é esperado, uma vez que parte dos conceitos formais é eliminado.

Tabela 4.6. Resumo dos resultados relativos às implicações próprias dos contextos re-
duzidos pela técnica baseada no índice de estabilidade.

Contexto #1 Contexto #2 Contexto #3 Contexto #4 Contexto #5
# Conceitos formais 11417 11451 11505 11371 11414
Redução (%) 45.7 45.6 45.35 45.52 45.64
# Implicações 91925 90486 90208 90238 91279
Suporte positivo - Média 0.123 0.126 0.124 0.126 0.124
Suporte positivo - Desv. P. 0.377 0.39 0.382 0.384 0.382
Suporte negativo - Média 0.702 0.707 0.706 0.711 0.703
Suporte negativo - Desv. P. 1.06 1.073 1.071 1.07 1.064
# Implicações sem suporte 81880 80548 80347 80221 81355
# Registros que não dá suporte 36 37 36 27 34

As Figuras 4.9(e) e (f) e 4.10(e) e (f) apresentam as relações entre carga e espes-
sura de saída e carga e coeficiente de atrito para as implicações próprias dos contextos
formais reduzidos. Comparando-se às relações antes da aplicação da técnica de redu-
ção, mostradas nas Figuras 4.3(e) e (f) e 4.4(e) e (f), nota-se que o comportamento do
processo foi preservado: quanto menor a espessura, maior a carga e quanto maior o
coeficiente de atrito, maior a carga.

Usando-se a técnica de estabilidade, reduziu-se o reticulado conceitual por meio
da seleção dos conceitos formais mais estáveis. Apesar da redução do número de con-
ceitos, o número de implicações próprias aumentou, como já enfatizado. Entretanto,
tal incremento não alterou a qualidade das implicações próprias, no sentido de que o
comportamento do processo, com relação aos parâmetros carga, espessura de saída e
coeficiente de atrito, foi preservado.
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.9. Mapeando a relação entre carga (P) e espessura de saída (ho) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica de estabilidade.

4.3.4.3 Conceitos Formais Frequentes

Reticulados formados por conceitos formais frequentes são reticulados parciais cons-
truídos apenas com conceitos cujas intenções são frequentes [123]. Nessa técnica, con-
ceitos formais cujas intenções não são frequentes, ou seja têm suporte abaixo de um su-
porte mínimo (veja a Definição 16), são removidos do reticulado conceitual. A técnica
produz um reticulado conceitual parcial constituído apenas de conceitos frequentes.

Para a seleção de conceitos formais frequentes dos reticulados conceituais que re-
presentam o processo siderúrgico de laminação a frio, empregou-se o algoritmo frequent

next neighbours apresentado em Carpineto & Romano [29]. A Figura 4.11 mostra as
reduções do número de conceitos formais em função do suporte mínimo para o contexto
formal #1. Vê-se que baixos valores de suporte e pequenas variações levam a grandes
reduções. Assim como na técnica de estabilidade, em algumas configurações nota-se
uma grande redução. Obviamente, tal característica é dependente dos dados em análise.

Dentre as configurações avaliadas, optou-se por aquela de suporte mínimo igual a
0.0017, que resulta em uma redução de 47.28%, 46.89%, 46.76%, 46.81% e 46.78% no
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.10. Mapeando a relação entre carga (P) e coeficiente de atrito (µ) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica de estabilidade.

Figura 4.11. Reduções do número de conceitos formais em função do suporte mínimo
para a técnica baseada em conceitos formais frequentes para o contexto formal #1.

número de conceitos formais relativos aos contextos #1, #2, #3, #4 e #5.

Como mostrado na Tabela 4.7, tem-se em média 548 implicações próprias por
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contexto formal reduzido. Observe-se que o número de implicações próprias é muito
inferior ao do contexto formal original. Todos os valores mensurados e reportados na
Tabela 4.7 foram prejudicados pelo baixo número de implicações próprias. Em espe-
cial, o número de registros que não fornecem suporte a nenhuma implicação é superior
a 85%. O número reduzido de implicações próprias é resultado da forma como os con-
ceitos formais considerados relevantes são selecionados pela técnica.

Tabela 4.7. Resumo dos resultados relativos às implicações próprias dos contextos re-
duzidos pela técnica de conceitos formais frequentes

Contexto #1 Contexto #2 Contexto #3 Contexto #4 Contexto #5
# Conceitos formais 11086 11180 11210 11101 11175
Redução (%) 47.28 46.89 46.76 46.81 46.78
# Implicações 548 521 566 646 572
Suporte positivo - Média 0.693 0.696 0.747 0.674 0.704
Suporte positivo - Desv. P. 1.068 1.241 1.105 1.022 1.109
Suporte negativo - Média 1.337 1.391 1.459 1.399 1.431
Suporte negativo - Desv. P. 1.443 1.356 1.484 1.472 1.36
# Implicações sem suporte 313 322 316 375 334
# Registros que não dá suporte 1449 1487 1432 1448 1446

As Figuras 4.12(a) – (f) e 4.13(a) – (f) apresentam as relações entre carga (P) e
espessura de saída (ho) e entre carga (P) e coeficiente de atrito (µ) obtidas das implica-
ções próprias dos contextos formais reduzidos. Não é mais possível identificar o mesmo
comportamento que anteriormente à redução. Muitos atributos (intervalos de discretiza-
ção) não estão presentes nos conjuntos de implicações próprias. Por exemplo, na Figura
4.12(e) não há implicações próprias com valores de carga para os atributos que represen-
tem os intervalos de 10 a 15. A média mostrada nas Figuras 4.12(e) e 4.13 (e) também
não caracterizam um comportamento dos parâmetros compatível com o original.

O nível de redução utilizado foi similar ao empregado para a técnica de seleção
baseada em estabilidade. Entretanto, a redução resultou em um número relativamente
pequeno de implicações próprias, que não levaram a um comportamento adequado das
variáveis envolvidas no processo de laminação. O baixo número de implicações próprias
é resultado do processo de seleção dos conceitos, que seleciona apenas os conceitos
frequentes. Portanto, a seleção de conceitos frequentes não é adequada ao contexto da
presente aplicação.
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.12. Mapeando a relação entre carga (P) e espessura de saída (ho) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica de conceitos formais frequentes.

4.3.4.4 Geradores Mínimos

A seleção de conceitos formais baseada em geradores mínimos foi proposta por Beloh-
lavek & Macko [13]. Para cada atributo do contexto formal, eles atribuem um peso no
intuito de descrever sua relevância. Essa relevância dos atributos é transportada para
relevâncias dos conceitos formais, por intermédio da análise dos geradores e geradores
mínimos de cada conceito formal (Seção 3.1.3). Um conceito formal é considerado re-
levante se possui pelo menos um gerador mínimo cuja soma do peso dos atributos do
mesmo divida pelo seu número de atributos é superior a uma relevância mínima definida
pelo usuário. Os conceitos mais relevantes são então selecionados.

Empregou-se o mesmo conjunto de pesos usado com a técnica JBOS, a saber,
P = 0.7, µ = 0.6, ho = 0.5, hi = 0.4, ȳ = 0.3, tb = 0.2 e t f = 0.1. Novamente, cada
atributo resultante de um parâmetro recebeu o mesmo peso. Para a seleção de geradores
mínimos utilizou-se o arcabouço Coron system [87].

A Figura 4.14 apresenta as reduções do número de conceitos formais em função
da relevância mínima para o contexto formal #1 e o conjunto de pesos já mencionado.



4.3. ESTUDO DE CASO 79

(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.13. Mapeando a relação entre carga (P) e coeficiente de atrito (µ) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica de conceitos formais frequentes.

Até uma relevância mínima de aproximadamente 0.1 nenhuma redução é obtida. Entre
0.11 e 0.6 tem-se reduções que variam de 1% a 95%. Observa-se que, a exemplo do
ocorrido com as técnicas de estabilidade e conceitos formais frequentes (Figuras 4.8
e 4.11), não são encontradas grandes reduções quando há uma pequena variação na
relevância mínima. Dentre as configurações de redução avaliadas, optou-se por uma
relevância mínima igual a 0.4. Esse valor resulta numa redução de 37.69%, 37.73%,
37.66%, 37.39% e 37.89% no número de conceitos formais para os contextos #1, #2,
#3, #4 e #5, respectivamente.

Uma redução média de 37% no número de conceitos formais resultou em média de
88381 implicações próprias. A Tabela 4.8 sintetiza as quantidades de conceitos formais,
implicações próprias, redução obtida, implicações próprias sem suporte e registros que
não fornecem suporte a nenhuma implicação. Comparando-se à Tabela 4.4 observa-
se, com uma confiança de 90%, que a média e o desvio padrão apresentam pequenas
variações. E, o número de implicações próprias sem suporte e o número de registros
que não fornecem suporte as implicações próprias apresentam um incremento.

As Figuras 4.15(a) – (f) e Figuras 4.16(a) – (f) apresentam as relações entre carga e
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Figura 4.14. Reduções do número de conceitos formais em função da relevância mínima
para a técnica de redução baseada em geradores mínimos utilizando o contexto formal
#1.

Tabela 4.8. Resumo dos resultados relativos às implicações próprias dos contextos re-
duzidos pela técnica de geradores mínimos.

Contexto #1 Contexto #2 Contexto #3 Contexto #4 Contexto #5
# Conceitos formais 13101 13108 13126 13067 13043
Redução (%) 37.69 37.73 37.66 37.39 37.89
# Implicações 89485 87850 87770 88034 88769
Suporte positivo - Média 0.137 0.1396 0.137 0.139 0.138
Suporte positivo - Desv. P. 0.399 0.41 0.402 0.403 0.404
Suporte negativo - Média 0.763 0.771 0.768 0.77 0.763
Suporte negativo - Desv. P. 1.106 1.112 1.109 1.106 1.099
# Implicações sem suporte 78767 77283 77313 77369 78169
# Registros que não dá suporte 18 28 22 20 26

espessura de saída e entre carga e coeficiente de atrito, respectivamente, obtidas das im-
plicações próprias do reticulado conceitual reduzido. Mesmo ante uma redução média
de 37% no número de conceitos formais, o comportamento do processo de laminação
foi preservado. Observa-se nas Figuras 4.15(a) – (f) que maior carga leva a uma menor
espessura de saída, e nas Figuras 4.16(a) – (f) que maior carga gera maior atrito.
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.15. Mapeando a relação entre carga (P) e espessura de saída (ho) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica de seleção baseada em geradores
mínimos.
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(a) Contexto #1 (b) Contexto #2 (c) Contexto #3

(d) Contexto #4 (e) Contexto #5 (f) Média

Figura 4.16. Mapeando a relação entre carga (P) e coeficiente de atrito (µ) através de
implicações próprias obtidas após redução pela técnica de seleção baseada em geradores
mínimos.
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4.4 Conclusões

Este capítulo apresentou a técnica JBOS, uma técnica da classe de simplificação, para
redução de reticulados conceituais. Apresentou também um exemplo de uso da técnica,
juntamente com 3 outras, para redução em uma aplicação real, a modelagem de parte
de um processo siderúrgico de laminação a frio.

Como ressaltado ao longo do capítulo, os requisitos estabelecidos na Seção 4.1
são atendidos. Em especial, o nível de satisfação do requisito 3, chegar a um reticulado
que exponha o essencial, é dependente de uma escolha criteriosa dos pesos para os
atributos e escolha do parâmetro ε . De qualquer forma, tal grau de satisfação pode ser
ajustado por meio de experimentos com diferentes atribuições de pesos aos atributos e
valores para ε (e, eventualmente, para α).

Destaca-se, ainda, o fato de JBOS determinar a similaridade entre objetos
baseando-se, não apenas na presença e/ou ausência dos atributos, mas na relevância
dos mesmos. Embora existam outros tantos métodos que também valorizam a impor-
tância dos atributos, JBOS traz uma característica que pode torná-la mais adequada para
muitas aplicações: o agrupamento de objetos semelhantes, com base em uma medida
de relevância diretamente apresentada pelo usuário. Ademais, a técnica apresenta um
desempenho computacional satisfatório, uma vez que não necessita ter acesso aos con-
ceitos formais originais. Por último, produz, efetivamente, um contexto formal e, em
consequência, um reticulado conceitual reduzido.

Os resultados relativos ao estudo de caso demonstram que, mesmo se utilizando
uma redução média de 40% no número de conceitos formais, as técnicas são capa-
zes de preservar parte do conhecimento do processo de laminação representado através
de implicações. Aplicando-se um teste pareado [80], com uma confiança de 90%, no
quantitativo de registros que não contribuem para o suporte, que contribuem de forma
negativa e de forma positiva, observou-se que as implicações extraídas do reticulado
reduzido pela técnica de geradores mínimos descrevem de forma mais concisa o pro-
cesso de laminação. Seguido pelas extraídas dos reticulados reduzidos pelas técnicas de
estabilidade, JBOS e conceitos frequentes.

As técnicas baseadas em geradores mínimos e estabilidade têm acesso a todos os
conceitos formais para seleção daqueles considerados apropriados. Consequentemente,
tais técnicas são capazes de selecionar os conceitos formais considerados ideais. Entre-
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tanto, nem sempre se faz possível o acesso ao conjunto completo de conceitos formais,
e, por outro lado, sem acesso ao conjunto completo de conceitos, fazendo-se uso tão
somente do contexto formal, a técnica JBOS foi capaz de preservar parte do reticulado
conceitual. As implicações próprias oriundas de tal técnica representaram, de forma sa-
tisfatória, a parte analisada do processo de laminação. De forma semelhante, a técnica
de seleção baseada em conceitos frequentes não precisa do acesso ao conjunto completo
de conceitos. Entretanto, as implicações próprias resultantes de tal técnica não foram
capazes de descrever de forma satisfatória o processo de laminação. O critério utilizado
pela técnica leva à obtenção de um conjunto muito restrito de implicações próprias.



Capítulo 5

Análise da Qualidade de Reduções

Conforme visto no Capítulo 3, são muitas as técnicas de redução propostas, com carac-
terísticas distintas e, em muitos casos, elas não vêm acompanhadas de uma análise que
ateste os efeitos e a qualidade das reduções efetuadas. Na realidade, normalmente há
uma alta dose de subjetividade quando se analisa os resultados das reduções.

Neste capítulo, apresenta-se uma metodologia para análise da qualidade de redu-
ções, através da qual é possível identificar as transformações levadas a efeito no conhe-
cimento representado. Ela utiliza, como formalismo de representação do conhecimento,
o conjunto de implicações do contexto formal, e apresenta uma forma de identificar o
que é preservado, eliminado, transformado ou inserido. Além disso, quatro índices
complementares são sugeridos, por meio dos quais se pode mensurar quatro aspectos
qualitativos diferentes do conhecimento representado.

5.1 Qualidade das Reduções

O ato de avaliar a qualidade de uma redução apresenta uma série de desafios. Um deles
é que a noção de qualidade é, muitas vezes, subjetiva e dependente da aplicação que
tenha como base o contexto formal ou reticulado conceitual em questão.

As técnicas da classe de eliminação de informação redundante (como definida no
Capítulo 3), em geral não vêm acompanhadas de análises da qualidade do reticulado ob-
tido. Embora obtenham um reticulado conceitual isomorfo ao original, os objetos e/ou
atributos removidos podem ser importantes em determinados cenários. Por exemplo, a

85
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eliminação de objetos implica na remoção dos mesmos das extensões de todos os con-
ceitos, mas extensões ou suas cardinalidades são importantes em algumas aplicações.
Logo, a remoção de elementos “redundantes” pode proporcionar uma degradação em
termos de qualidade, dependo da aplicação intencionada.

Perdas ocasionadas pelas técnicas de simplificação e seleção são mais comumente
observadas. Naturalmente, ao agrupar conceitos formais, objetos ou atributos conside-
rados semelhantes, mesmo que mediante critérios bem definidos, perde-se a capacidade
de discriminar os elementos que formam um grupo. De forma semelhante, a seleção de
conceitos formais significativos pode provocar a perda de alguns conceitos e/ou relacio-
namentos relevantes. Tratando-se de técnicas que produzem ou selecionam reticulados
conceituais menores que o original, o conhecimento representado resultante pode vir a
conter generalizações, especializações, cortes e inserções de porções de conhecimento.
Em nenhuma das muitas técnicas estudadas fica muito claro que transformações são
efetivamente proporcionadas.

Algumas técnicas de redução, dentre aquelas descritas no Capítulo 3, vêm acom-
panhadas de medidas de interesse ou critérios que visam garantir a qualidade do reticu-
lado conceitual produzido. Entretanto, essas medidas são raras, específicas e aplicadas,
em geral, apenas no contexto da técnica. Medidas para análise de reticulados conceituais
devem ser capazes de mensurar o conhecimento expresso e seu potencial de aplicação.
Segue uma definição de medida de interesse.

Definição 17. Uma medida de interesse é uma estimativa da qualidade de um reticu-

lado conceitual com relação a certo aspecto.

Medidas de interesse podem ser classificadas em objetivas e subjetivas [115]. Me-
didas objetivas são as fortemente baseadas em dados estatísticos ou propriedades exis-
tentes nos dados, que possam ser mensuradas numericamente. Medidas subjetivas são
aquelas derivadas de crenças ou expectativas relacionadas com o domínio do problema.
Um exemplo de medida objetiva é o da cardinalidade da extensão de um conceito, que
pode ser utilizada para selecionar conceitos formais com tal cardinalidade superior a um
limiar fornecido. Agora seja o problema de avaliar uma regra tomada de determinado
contexto formal. Ela pode ser considerada proveitosa, desde que apresente caracterís-
ticas tais como “surpresa”, “utilidade” e “novidade”, características estas subjetivas e
dependentes do domínio da aplicação.
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Uma medida de interesse objetiva, bastante utilizada é a estabilidade [101]. Ela
apresenta um índice para os conceitos que indica o quanto a intenção do conceito
depende do conjunto de objetos. Outras medidas, tais como restrições baseadas em
frequência [149], baseadas em área [25] e medidas de similaridade ou distância [137],
também são empregadas. Entretanto, essas são medidas específicas, aplicáveis apenas
ao contexto de cada técnica.

As medidas objetivas existentes são utilizadas, frequentemente, na seleção de con-
ceitos formais. Algumas dessas medidas são inspiradas em medidas aplicadas em mine-
ração de dados, as quais procuram selecionar padrões relevantes em grandes volumes de
dados [115]. Entretanto, no contexto da AFC essas medidas podem não ser apropriadas,
visto que não levam em consideração a estrutura do reticulado conceitual.

Além disso, medidas de interesse propostas em associação com técnicas especí-
ficas muitas vezes não são apropriadas para analisar outras técnicas. Medidas como
suporte (conceitos formais frequentes) e estabilidade utilizadas em técnicas da classe de
seleção não são adequadas para mensurar, por exemplo, a qualidade de um reticulado
reduzido obtido por uma técnica de simplificação. Apesar de as técnicas terem o propó-
sito comum de reduzir o reticulado conceitual, em geral elas apresentam características
distintas e propósitos específicos.

Por outro lado, algumas técnicas analisam a qualidade do reticulado conceitual re-
sultante de forma indireta, de forma um tanto subjetiva, através de aplicações que façam
uso do reticulado. Isso acontece, por exemplo, em algumas aplicações relativas a aná-
lise de reticulado para visualização de consultas [34], recuperação de documentos [88],
análise de redes sociais [81], sistemas de recomendação [61], recomendações médicas
[96], etc.

Em conclusão, há carência de uma metodologia que permita identificar, com al-
guma clareza, o que ocorre quando se aplica uma técnica de redução: quais porções de
conhecimento são preservadas, eliminadas, inseridas ou transformadas. Neste último
caso, em particular, seria importante identificar se a técnica faz especializações e/ou
generalizações. Como medidas de interesse objetivas ou subjetivas não se mostram su-
ficientes para avaliar todos os aspectos de importância em um reticulado conceitual,
diferentes índices devem ser usados para avaliar diferentes aspectos.
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5.2 Análise de Reduções através de Implicações

A seguir, é desenvolvida uma metodologia de análise de reduções baseada no uso
de implicações. O conhecimento expresso em um contexto formal (G,M, I), ou no
correspondente reticulado conceitual B(G,M, I), pode ser utilizado para derivar im-
plicações P → Q, em que P e Q são conjuntos de atributos, conforme visto na Se-
ção 2.3.4. O conjunto de atributos P, na implicação P→ Q, é denominado lado es-

querdo (LE) e Q lado direito (LD) da implicação. Uma implicação P → Q é su-

pérflua sse P ∩ Q 6= /0. O fecho não trivial de um conjunto de implicações I é
I∗= {i | i segue de I e i não é uma implicação supérflua}. Um conjunto de implicações
I é dito fechado não trivial se I∗ = I. Note-se que se I é um conjunto de implicações
fechado não trivial, então I complementado com todas as implicações supérfluas que
sigam de implicações em I é fechado (simplesmente). Por outro lado, se I é fechado,
então retirando-se todas as implicações supérfluas de I, obtém-se um conjunto fechado
não trivial.

Cada implicação não supérflua de um contexto formal será vista como a expressão
de um pedaço de conhecimento. Desta forma, se I e Ir são conjuntos completos de
implicações do contexto formal (ou reticulado conceitual) original e reduzido, então
I∗ e I∗r possuem todas as expressões de conhecimento obtidas a partir desse contexto
formal, no sentido de que implicações supérfluas, que não estão presentes, são realmente
supérfluas:

• se P∩Q 6= /0 e Q \P = /0 (i.e., Q ⊆ P), então P→ Q é implicação de qualquer
contexto formal, e, portanto, não expressa realmente conhecimento (do ponto de
vista lógico, esse tipo de implicação é tautológico); e

• se P∩Q 6= /0 e Q \P 6= /0 e P→ Q é implicação de um contexto formal, então
P→ (Q\P) também é implicação do mesmo contexto formal.

Os seguintes tipos de conhecimento podem então ser identificados:

• preservado: Pr = I∗∩I∗r ;

• eliminado: El = I∗ \I∗r ;

• inserido: In = I∗r \I∗;
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• transformado:

– generalizado: Ge = {P→ Q ∈ In |∃R→ S ∈ Pr : (P ⊂ R e S ⊆ Q) ou (P ⊆
R e S⊂ Q)}; e

– especializado: Sp = {P→ Q ∈ Pr |∃R→ S ∈ El : (R ⊂ P e Q ⊆ S) ou (R ⊆
P e Q⊂ S)}.

Note-se que o conhecimento generalizado é um conhecimento inserido (parte de
In), que é a generalização de um conhecimento presente em I∗, o qual, obviamente, se-
gue do conhecimento generalizado. Por conseguinte, trata-se de um conhecimento de In

que generaliza um conhecimento de Pr. Por outro lado, o conhecimento especializado
é um conhecimento preservado (parte de Pr) que é a especialização de um conheci-
mento presente em I∗, o qual não está presente em I∗r . Portanto, é uma especialização
do conhecimento presente em El. Como definido anteriormente, apenas implicações
individuais podem generalizar ou especializar implicações individuais.

Como os conjuntos Pr, In e El são usualmente muito grandes, faz-se altamente
conveniente representá-los por meio de conjuntos muito menores Ip, In e Ie tais que
I∗p = Pr, I∗n = In e I∗e = El. Por outro lado, para o tipo de análise que se pretende
fazer, vai ser altamente conveniente, quando se referir aos elementos dos conjuntos Ip,
In, Ie, Ge e Sp, mencionar apenas os elementos atuais de I e Ir que se refiram ao co-
nhecimento preservado, novo, eliminado, generalizado e especializado. Em particular,
as generalizações e especializações identificadas devem ser implicações dos elementos
atuais do conjunto Ir, e não qualquer elemento de I∗r .

Adicionalmente, em alguns contextos será conveniente que cada implicação repre-
sente uma unidade de informação. Por esse motivo, exige-se que o conjunto completo
de implicações I do contexto formal (G,M, I) tenha as seguintes características para
serem utilizadas como representantes do conhecimento expresso no contexto:

• o LD de cada implicação é unitário: se P→ m ∈ I, então m ∈M;

• implicações supérfluas não são permitidas: se P→ m ∈ I, então m /∈ P; e

• especializações não são permitidas, i.e., os lados esquerdos são mínimos: se P→
m ∈ I, então não existe Q→ m ∈ I tal que Q⊂ P.
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Um conjunto completo de implicações de um contexto formal com tais proprie-
dades é o chamado conjunto de implicações próprias do mesmo [152].

Definição 18. Seja J o conjunto completo e fechado não trivial de implicações de um

contexto formal (G,M, I). Então o conjunto de implicações próprias de (G,M, I) é:

{P→ m ∈ J |P⊆M e m ∈M \P e ∀Z ⊂ P : Z→ m /∈ J }.

A partir de agora, os conceitos de generalização e especialização serão usados
restritos a implicações com as duas características descritas. Segue-se que:

• P→ m generaliza Q→ n se e somente se P⊂ Q e m = n; e

• a implicação i especializa j se e somente se j generaliza i.

Além das duas características descritas anteriormente, um conjunto de implica-
ções próprias I possui a propriedade bem conhecida de que o conjunto de implicações
que possuem um atributo m como LD é o fecho do subconjunto de implicações próprias
que possuem o atributo m como LD; assim, esse subconjunto, em certo sentido, possui
toda a informação relacionada a m. De forma mais geral, o conjunto de implicações
que referenciam um conjunto de atributos X é o fecho do subconjunto de implicações
próprias que possuem referências restritas aos atributos em X [152]; assim, tal conjunto
contém toda a informação relacionada aos atributos em X . Uma consequência impor-
tante, que será chamada propriedade do conjunto de implicações próprias (pip) é:

se I é um conjunto de implicações próprias e i ∈ I∗, então i ∈ I ou existe

j ∈ I tal que j generaliza i. (pip)

Essa propriedade é utilizada no Anexo A para provar algumas proposições importantes
sobre a metodologia a ser proposta.

Um problema na utilização do conjunto de implicações próprias é que ele pode ser
muito maior (na verdade, exponencialmente maior) do que um conjunto não redundante
obtido do mesmo. Caso seu tamanho seja proibitivamente grande, pode-se adotar uma
das seguintes atitudes:
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• Utilizar uma base derivada. Neste caso, nem todas as implicações estarão dire-
tamente acessíveis. Para recuperar o conjunto de implicações próprias para um
conjunto de atributos X (ou sua cardinalidade), pode-se ter que empregar pseudo-
transitividade.

• Utilizar apenas implicações com suporte maior que zero (implicações P→m tais
que P′ 6= /0). Isso é justificável em aplicações que julgam importantes apenas tais
implicações.

Para utilizar conjuntos de implicações próprias na análise de reduções, assume-se
as seguintes hipóteses:

• Nomes idênticos: um atributo (objeto) de um contexto formal original é conside-
rado o mesmo atributo (objeto) de um contexto formal reduzido se e somente se
ambos possuem o mesmo nome em ambos os contextos formais (assim como em
I e Ir). Assim, supõe-se que a técnica de redução não modifica o nome de um atri-
buto ou objeto. Se, por exemplo, a é utilizado como atributo em I (a ∈M), mas
não é utilizado em Ir (a 6∈Mr), considera-se que a técnica de redução eliminou o
atributo a.

• Redução real: o reticulado reduzido tem que ser uma “versão reduzida” do re-
ticulado original, de forma a ser possível, graças à primeira hipótese, distinguir
elementos em comum, generalizações e especializações. Espera-se também que
Mr\M e Gr\G não possuam muitos elementos (idealmente eles não terão elemen-
tos) e In\Ig também não possuam muitos elementos. Por fim, quanto maior a
redução, maior o número de elementos em Ie.

Segue-se uma metodologia de análise independente de técnica de redução, que é
baseada no uso de implicações próprias.

A Figura 5.1 (a) mostra a relação entre os conjuntos de implicações próprias an-
tes e depois da aplicação de uma técnica de redução. No diagrama, as setas simples
expressam que a entidade na ponta pode ser obtida da entidade da base; as setas du-
plas, que as entidades em ambas as pontas podem ser obtidas uma a partir da outra; e
as setas tracejadas expressam que, em alguns casos, uma entidade não é obtida a partir
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(a) Relação entre implicações antes e depois da redução.

(b) Conhecimento elimi-
nado.

(c) Conhecimento preser-
vado.

(d) Conhecimento inse-
rido.

Figura 5.1. Estrutura de reduções através de implicações.

da outra. Originando-se do contexto formal ou reticulado conceitual, a técnica de re-
dução obtém um contexto formal e/ou reticulado conceitual reduzido. Os conjuntos de
implicações próprias do contexto formal original e reduzido, I e Ir, são compostos de
vários subconjuntos (disjuntos) que evidenciam o conhecimento eliminado (Figura 5.1
(b)), preservado (Figura 5.1 (c)) ou inserido (Figura 5.1 (d)):

• Preservado: Ip = {i ∈ Ir | i ∈ I∗}∪{i ∈ I | i ∈ I∗r }.

• Eliminado:

– parcialmente eliminado (fonte de especializações): Ig = { j ∈ I |∃i ∈ Ir :
j generaliza i}; e

– totalmente eliminado: Ie = I \ (Ip∪Ig).

• Inserido:
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– parcialmente novo (generalizado): Ig
r = {i ∈ Ir |∃ j ∈ I : i generaliza j}; e

– totalmente novo: In = Ir \ (Ip∪Ig
r ).

• Transformado:

– especialização: de Ig para Is
r = {i ∈ Ir |∃ j ∈ I : j generaliza i}; e

– generalização: de Is = { j ∈ I |∃i ∈ Ir : i generaliza j} para Ig
r .

Como provado no Anexo A:

• I ∩Ir, Is e Is
r são conjuntos mutuamente disjuntos cuja união é Ip (Proposição

1);

• Ie, Ig, Is, I ∩Ir, Is
r , Ig

r e In são conjuntos mutuamente disjuntos e a união deles
é igual a I ∪Ir (Proposição 2);

• Pr e I∗p diferem, eventualmente, apenas em algumas especializações em comum
obtidas de implicações em Ie ∪Ig e implicações em In ∪Ig

r , que estariam pre-
sentes em Pr, mas não em I∗p (Proposição 3);

• El ⊆ (Ie∪Ig)∗ (Proposição 4); e

• In⊆ (In∪Ig
r )
∗ (Proposição 5).

Portanto, quando I e Ir são conjuntos de implicações próprias, a caracteriza-
ção dos diferentes tipos de informação descrita anteriormente não é exata, caso alguma
especialização de uma implicação em Ie ∪Ig é também uma especialização de uma
implicação em In∪Ig

r . Como já visto, as especializações que seguem de ambos os con-
juntos representam um conhecimento que não é eliminado ou novo, mas preservado.
Entretanto, sob as hipóteses de nomes idênticos e redução real, espera-se, e os expe-
rimentos comprovam a expectativa, que o conjunto de especializações em comum de
Ie∪Ig e In∪Ig

r é vazio. Isso sendo verdade, as implicações efetivamente eliminadas
são aquelas em (Ie∪Ig)∗ \Is

r
∗ e as implicações efetivamente inseridas são aquelas em

(In∪Ig
r )
∗ \Is∗.

A composição dos subconjuntos de I∪Ir depende da técnica de redução aplicada.
A próxima seção apresenta características gerais desses subconjuntos para cada classe
de técnicas de redução.
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(a) (b) (c)

Figura 5.2. Modelos básicos de redução.

5.2.1 Características de cada Classe de Redução

A grande maioria das técnicas de redução revisadas em cada uma das classes defini-
das no Capítulo 3 têm características em comum quando analisadas conforme descrito
na última seção. A seguir, apresentam-se as principais características de cada classe.
Exemplos específicos serão apresentados em um estudo de caso na Seção 5.6.

Primeiramente, considere-se a classe de eliminação de informação redundante.
Seja X ⊂ M um conjunto tal que B(G,X , I′) seja isomorfo a B(G,M, I), em que
I′ = I ∩ (G×X). Como o reticulado gerado é isomorfo ao reticulado original, o nú-
mero de conceitos permanece o mesmo. O resultado é que os atributos de M \X são
eliminados, assim como o conhecimento associado, em conformidade com a hipótese
de nomes idênticos. Como consequência, todos os subconjuntos de I ∪Ir em destaque
na Figura 5.1(a) são vazios, exceto I ∩Ir e Ie, consoante mostrado na Figura 5.2(a).
Em particular:

• todo conhecimento expresso por Ir é preservado: como Ir ⊂ I, segue-se que
Ip = I ∩Ir = Ir;

• não existem especializações nem generalizações: Is
r = I

g
r = /0;

• todas as implicações em I, exceto as presentes em Ir, são eliminadas: Ie = I \Ir;
e

• não existe conhecimento novo inserido: In = /0.

Algumas técnicas com essas características são descritas por Li et al. [107], Pei & Mi
[126], Zhang et al. [185] e Medina [116].

No caso de técnicas de simplificação, todas as três quantidades (números de ob-
jetos, atributos ou conceitos) podem ser reduzidas. As características compartilhadas
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por muitos membros da classe de técnicas de simplificação, resumidas na Figura 5.2(b),
são:

• além de I ∩Ir, implicações generalizadas (Is) expressam conhecimento preser-
vado;

• existem generalizações, mas não especializações: Ig
r 6= /0 e Is

r = /0;

• parte do conhecimento expresso por I é eliminado: Ie 6= /0; e

• conhecimento novo, diferente de generalizações, é introduzido: In 6= /0.

Algumas técnicas com tais características são as apresentadas em Belohlavek et al. [10],
Cheung & Vogel [34], Snásel et al. [145] e Dias & Vieira [40].

Dentre as técnicas da classe de seleção existem aquelas que têm acesso explícito
a todo o conhecimento do reticulado conceitual e aquelas que não têm. Se a técnica
possui acesso a todos os conceitos formais, sua caracterização se dá pela Figura 5.2(a),
de forma similar à da classe de eliminação de informação redundante. Isso se deve ao
fato de que, mesmo que apenas alguns conceitos formais sejam selecionados, todo o co-
nhecimento está disponível para a seleção ser feita. Exemplos são as técnicas descritas
por Babin & Kuznetsov [7], Belohlavek & Macko [13], Kuznetsov [101], Pernelle et al.
[127] e Zhang et al. [184]. As técnicas de seleção sem acesso a todo o conhecimento
efetivamente reduzem o número de conceitos e, eventualmente, o número de atributos
e objetos. A caracterização das técnicas de seleção sem acesso a todo o conhecimento
está mostrada na Figura 5.2(c):

• Ir contém apenas conhecimento preservado: Ir = (I ∩Ir)∪Is
r = Ip;

• existem especializações, mas não generalizações: Is
r 6= /0 e Ig

r = /0;

• parte do conhecimento expresso por I é eliminado: Ie 6= /0; e

• nenhum conhecimento novo é introduzido: In = /0.

Algumas técnicas com as características descritas são aquelas apresentadas por Beloh-
lavek & Vychodil [18, 19], Boulicaut & Besson [25], Rice & Siff [137], Stumme et al.
[149] e Belohlavek & Vychodil [20].
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5.3 Qualidade de um Conjunto de Implicações

Na última seção, mostrou-se quais implicações do conjunto original de implicações
próprias são preservadas (Ip), eliminadas (Ie), especializadas (de Ig para Is

r ), genera-
lizadas (de Is para Ig

r ) e adicionadas (In). Para se avaliar a qualidade de uma técnica
de redução ou comparar o desempenho de várias técnicas, tal caracterização pode não
ser suficiente. Pode ser importante também quantificar o nível de qualidade de uma ou
mais partes com respeito a um ou mais critérios, dependendo da aplicação que tenha em
mente.

Três índices, com características e objetivos distintos, são apresentados aqui: con-
teúdo de informação, fidelidade e representatividade. Um quarto índice, sem relação
direta com implicações, será apresentado na próxima seção.

O conteúdo de informação é um índice que visa medir a quantidade de informação
associada a uma expressão lógica com base na razão entre o número de atribuições de
valores-verdade que fazem a expressão lógica falsa (ou verdadeira) e o número total
de possíveis atribuições de valores-verdade [8]; em geral, assume-se que as atribuições
sejam igualmente prováveis. Esse índice deve informar, por exemplo, que um conjunto
de implicações I acrescido de uma implicação que não siga de I é mais informativo que
I. Da mesma forma, a generalização de uma implicação i deve ser considerada mais
informativa que i.

Quando implicações de um contexto formal reduzido são verificadas utilizando-se
os objetos do contexto formal original, elas podem eventualmente falhar, pois pode-se
esperar que tal contexto menor contenha algumas imprecisões. Assim, uma possível
medida de qualidade de uma redução seria a taxa de sucesso das implicações do contexto
formal reduzido (ou reticulado correspondente) quando elas são aplicadas aos objetos
do contexto formal original. Essa taxa é chamada fidelidade [40].

Um terceiro índice, representatividade [44], é a taxa de sucesso das implicações
considerando-se apenas implicações com LE satisfeito (implicações com suporte). O
cálculo dos três índices é discutido a seguir.
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5.3.1 Conteúdo de Informação

O conteúdo de informação (de acordo com sua conceituação pela filosofia da infor-
mação [53]) de ambos os conjuntos I e Ir pode ser mensurado como na teoria da in-
formação semântica clássica proposta por Bar-Hillel & Carnap [8]. Nessa teoria, uma
possibilidade é considerar o conteúdo de informação de uma sentença (aqui, uma im-
plicação) como a probabilidade de ela ser falsa: o número de seus contra-modelos (atri-
buições de valores-verdade que a tornem falsa) dividido pelo número de atribuições de
valores-verdade possíveis.

Considerando-se implicações como sentenças lógicas e atributos como símbolos
proposicionais, o conjunto de contra-modelos de uma implicação P→ m, cm(P→ m),
consiste de todo X ⊆ M que não respeita a implicação, ou seja, tal que P ⊆ X e
m 6∈ X , i.e., cm(P→ m) = {X |P ⊆ X ⊆ M\{m}}. Intuitivamente, ele consiste de to-
das as (2|M|−(|P|+1)) possibilidades de atribuições de valores-verdade para os atribu-
tos em M que fazem P→ m falso. Considerando cada uma das 2|M| possibilidades
como igualmente prováveis, o conteúdo de informação de P→ m é cont(P→ m) =

2|M|−(|P|+1)/2|M| = 1/2|P|+1. Veja-se que uma implicação supérflua P→ m (ou seja,
uma implicação em que m∈ P) teria cont(P→m) = 0, visto que tal implicação não tem
contra-modelos. Além disso, como qualquer {m} ∪X ⊆ M respeita uma implicação
P→ m, cont(P→ m) é sempre menor que 1.

Um conjunto de atributos não respeita um conjunto I de implicações se e so-
mente se ele não respeita alguma implicação em I. Consequentemente, o conjunto
de contra-modelos de I = {P1 → m1, . . . ,Pn → mn} é cm(I) =

⋃n
i=1 cm(Pi → mi).

Para determinar o número de contra-modelos de I pode-se aplicar o princípio de
inclusão e exclusão (PIE). Fazendo-se S1 = ∑

n
i=1 |cm(Pi→ mi)| e, para 2 ≤ k ≤ n,

Sk = ∑1≤i1<···<ik≤n |cm(Pi1 → mi1)∩ . . .∩ cm(Pik → mik)|, segue-se, pelo PIE, que o nú-
mero de contra-modelos de I é |cm(I)|= S1−S2 + · · ·+(−1)n+1Sn.

Exemplo 10. Se M = {a,b,c}, existem 23 = 8 possibilidades de valores-verdade para
os 3 atributos. Então cont(a→ b) = 23−2/23 = 2/8, pois a→ b é falsa somente se a

é verdadeira e b é falsa; e c pode ser verdadeira ou falsa. A implicação a→ c também
tem duas possibilidades de ser falsa, mas uma delas é idêntica a uma de a→ b ser
falsa: quando a é verdadeira e ambos b e c são falsos; logo, cont({a→ b,a→ c}) =
(2+2−1)/23 = 3/8.



98 CAPÍTULO 5. ANÁLISE DA QUALIDADE DE REDUÇÕES

Note-se que o conjunto de atributos {m |P→ m ∈ I para algum P ⊆M} respeita
I, ou seja tal conjunto respeita todas as implicações em I, ou ainda, ele não é contra-
modelo de nenhuma das implicações em I. Logo, cont(I) é sempre menor que 1 para
qualquer conjunto de implicações I; e o paradoxo semântico de Bar-Hillel-Carnap [57]
não causa problema aqui (um conjunto de implicações como as provenientes de um
contexto formal são sempre consistentes)1.

Uma maneira concisa de representar o conjunto de todos os contra-modelos é lis-
tar apenas os atributos que, necessariamente, pertencem a cada contra-modelo (os atri-
butos do LE) e os atributos que não pertencem a nenhum contra-modelo (o atributo do
LD). A seguir, tal representação será realizada mediante um conjunto de atributos barra-
dos e/ou não barrados; um atributo não barrado significa que o atributo ocorre em todo
contra-modelo, enquanto um atributo barrado significa que o atributo não ocorre em ne-
nhum dos contra-modelos. Por exemplo, o conjunto {a,b,e} representa o conjunto de
todos os contra-modelos X tais que a,b ∈ X e e 6∈ X ; neste caso, se M = {a,b,c,d,e},
então {a,b,e} representa um total de 25−3 = 4 contra-modelos (c e d podem estar pre-
sentes ou não em cada contra-modelo do conjunto representado). Dessa forma, os
contra-modelos de I = {P1 → m1, . . . ,Pn → mn} seriam representados pelo conjunto
N (I) = {P1∪{m1}, . . . ,Pn∪{mn}}. Assim, como X e Y pertencentes aN (I) são con-
juntos de atributos representando, cada qual, um conjunto de contra-modelos, então se
um deles contém um atributo não barrado e o outro contém o mesmo atributo, porém
barrado, eles são ditos ser contraditórios (não têm contra-modelos em comum). Se X e
Y não são contraditórios, então a interseção de seus contra-modelos é representada por
X ∪Y . Por exemplo, se X = {a,b,c} e Y = {a,e}, então X ∪Y = {a,b,c,e} representa
a interseção dos contra-modelos representados por X e Y (no caso, {{a,b},{a,b,d}}).
Assim, em preparação para aplicar o PIE, define-se:

X uY =

{
/0, se X e Y são contraditórios;
X ∪Y, caso contrário.

Agora, fazendo-se X1 = P1 ∪ {m1}, . . . , Xn = Pn ∪ {mn}, os termos do PIE são:
S1 = ∑

n
i=1 N(Xi), e Sk = ∑1≤i1<···<ik≤n N(Xi1 u . . .uXik), em que se X representa um

conjunto de contra-modelos, então N(X) = 2|M|−|X |. E o número de contra-modelos de
1O paradoxo semântico de Bar-Hillel-Carnap é o de se atribuir um conteúdo de informação máximo

a uma contradição.
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I é N (I) = ∑
n
i=1(−1)n+1Sn.

Exemplo 11. Suponha M = {a,b,c,d,e} e I = {a→ d,ab→ c,ace→ b,bd → e}.
Tem-se:

• N (I) = {{a,d},{a,b,c},{a,b,c,e},{b,d,e}}.

• Os contra-modelos para I são:

– N({a,d}) = 25−2 = 8 contra-modelos:

{a}, {a,b}, {a,c}, {a,e},{a,b,c}, {a,b,e}, {a,c,e}, {a,b,c,e}.

– N({a,b,c}) = 25−3 = 4 contra-modelos:

{a,b}, {a,b,d},{a,b,e}, {a,b,d,e}.

– N({a,b,c,e}) = 24−3 = 2 contra-modelos:

{a,c,e}, {a,c,d,e}.

– N({b,d,e}) = 25−3 = 4 contra-modelos:

{b,d}, {a,b,d},{b,c,d}, {a,b,c,d}.

Os contra-modelos para I, listados acima, são em número de 14.

• As interseções dois a dois:

– {a,d}u{a,b,c}= {a,b,c,d}. Logo, N({a,d}u{a,b,c}) = 25−4 = 2.

– {a,d}u{a,b,c,e}= {a,b,c,d,e}. Logo, N({a,d}u{a,b,c,e})= 25−5 = 1.

– {a,d}u{b,d,e}= /0. Logo, N({a,d}u{b,d,e}) = 0.

– {a,b,c}u{a,b,c,e}= /0. Logo, N({a,b,c}u{a,b,c,e}) = 0.

– {a,b,c}u{b,d,e}= {a,b,c,d,e}. Logo, N({a,b,c}u{b,d,e})= 25−5 = 1.

– {a,b,c,e}u{b,d,e}= /0. Logo, N({a,b,c,e}u{b,d,e}) = 0.

• As interseções três a três são vazias, assim como a interseção dos quatro. Logo, o
número de contra-modelos é 8+4+2+4− (2+1+0+0+1+0) = 14.
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Obviamente, espera-se que um método de redução leve a um decréscimo do con-
teúdo de informação. Quanto maior a redução, maior o decréscimo com respeito ao
conhecimento expresso pelo conjunto de implicações. Apenas em situações muito es-
peciais o conteúdo de informação pode aumentar, como, por exemplo, em situações nas
quais hajam poucas eliminações e muitas generalizações.

No pior caso, o cálculo do conteúdo de informação tem custo O(2|X |), em que
X ⊆M é o conjunto de atributos referenciados no conjunto de implicações, e, portanto,
tem aplicabilidade limitada.

5.3.2 Fidelidade e Representatividade

As modificações feitas por técnicas de redução podem produzir imprecisões no conjunto
de implicações, que são observadas quando se considera objetos em uma aplicação, ou
mesmo objetos do contexto formal original. Em outras palavras, quando se considera
um objeto g ∈ G, em que G é o conjunto de objetos de uma aplicação ou do contexto
formal original, uma implicação P→m∈ Ir pode falhar, i.e., pode ser o caso que g∈ P′

e g 6∈m′ (o operador de derivação aqui é o do contexto formal reduzido). Um índice que
mede a taxa de sucesso dos objetos a implicações em geral é o que Dias & Vieira [40]
denominam fidelidade (F), que pode ser assim definida:

F =
∑g∈G |LEI(g)∪LDI(g)|

|I||G|

em que I é o conjunto de implicações em consideração (possivelmente após redução),
LEI(g) = {P→ m ∈ I|g ∈ P′} e LDI(g) = {P→ m ∈ I|g ∈ m′}. Fidelidade nada
mais é do que a taxa de sucesso das implicações em I com respeito aos objetos em G,
considerando-se que uma implicação P→ m tem sucesso para um objeto g se g 6∈ P′ or
g ∈ m′.

Como apenas técnicas de simplificação podem criar conhecimento novo (princi-
palmente generalizações), apenas tais técnicas tendem a apresentar reduções no índice
de fidelidade quando se considera o conjunto de objetos do contexto formal original,
uma vez que as implicações que expressam conhecimentos novos podem falhar.

Em algumas aplicações, a capacidade de uma redução em preservar o que é rele-
vante pode ser medida pela taxa de sucesso das implicações considerando apenas obje-
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tos que satisfaçam o LE das implicações do contexto formal reduzido (LEI). Com isto,
objetos g que satisfaçam uma implicação P→ m apenas porque g 6∈ P′ não são levadas
em conta ao se calcular o índice de representatividade, assim definido [44]:

R =
∑g∈G

|LEI(g)∩LDI(g)|
|LEI(g)|
|G|

supondo-se que no caso em que LEI(g) = /0, |LEI(g)∩LDI(g)|/|LEI(g)| deve tomar
o valor 0. Note-se que |LEI(g)∩LDI(g)|/|LEI(g)|, no caso em que o contexto formal
seja efetivamente representativo do universo em consideração, pode ser visto como a
probabilidade de que, para o objeto g, implicações P→ m tenham seu lado direito sa-
tisfeito (ou seja, g ∈ m′), dado que tenham seu LE satisfeito (ou seja, g ∈ P′). Assim, a
representatividade é a média de tais probabilidades.

Exemplo 12. Seja g um objeto tal que g′ = {a,b,c}. Considere as implicações i = a→
c, j = a→ d, k = e→ c e l = d→ e. As implicações i, k e l têm sucesso para o objeto g,
e a implicação j falha para o objeto g. Assim, para o objeto g três implicações, i, k e l,
contribuem para incrementar o índice de fidelidade, no universo das quatro implicações;
mas apenas uma implicação, i, contribui para aumentar o índice de representatividade,
no universo de duas implicações, i e j.

A falha de uma implicação para um dado objeto causa uma redução em ambos
os índices, de fidelidade e de representatividade. Uma redução adicional no índice de
representatividade ocorre quando um objeto falha em dar suporte a alguma implicação.
Como resultado, a representatividade é, usualmente, menor que a fidelidade. Particu-
larmente, se uma implicação deixa de ter suporte, a representatividade decresce, mas a
fidelidade não.

Com relação à complexidade, os cálculos da fidelidade e da representatividade
podem ser efetuados eficientemente. Para cada objeto, deve-se acessar todas as implica-
ções. Por conseguinte, as complexidades dos cálculos de ambos os índices é O(|I||G|).

5.4 Perda Descritiva

Quando o resultado de uma redução for um contexto formal modificado, pode ser apro-
priado mensurar a perda da capacidade de caracterizar objetos devida à perda de atribu-
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tos. Com esse intuito, Dias & Vieira [40] propõem o índice de perda descritiva.

Seja (G,M, I) o contexto formal original e (Gr,Mr, Ir) o contexto formal reduzido.
Para definição do índice perda descritiva, PD, usa-se uma função sobrejetora ν : G→ Gr

que mapeia cada objeto g de G em um objeto ν(g) de Gr como resultado de uma possí-
vel simplificação de g propiciada pela técnica de redução. Supõe-se que o objeto ν(g)

tem como atributos um subconjunto dos atributos de g, i.e., ν(g)′⊆ g′. Em particular, se
o objeto g é “eliminado” no processo de redução, ν(g)′ = /0. Note-se que pode ocorrer
que ν(g) = ν(h) para dois objetos distintos g e h, o que pode ser interpretado como
dizendo que g e h permaneceram com os mesmos atributos após o processo de redu-
ção, tornando-se indistinguíveis. Em particular, todos os objetos eliminados tornam-se
indistinguíveis. A perda descritiva é dada por:

PD = 1−
∑g∈G

(
|ν(g)′|
|g′|

)
|G|

(5.1)

em que |ν(g)′| é o número de atributos do objeto reduzido ν(g), e |g′| é o número
de atributos do objeto original g. Ressalte-se que o índice PD, como definido acima,
registra perdas descritivas quando atributos considerados “redundantes” na aplicação
são eliminados.

Exemplo 13. Seja o contexto formal original apresentado na Tabela 2.1 e o contexto
formal reduzido, apresentado na Tabela 4.1. No contexto formal reduzido, os objetos
1, 2 e 5 foram agrupados formando um objeto H = {1,2,5} com atributos H ′ = {a}.
Tem-se que ν(1) = ν(2) = ν(5) = H, ν(3) = 3 e ν(4) = 4. O atributo b do objeto 1 é
eliminado ao se formar o objeto H, o que leva a uma perda descritiva de 0.1.

A complexidade do cálculo da perda descritiva é O(|G||M|).

5.5 Extração de Implicações de um Conjunto de

Conceitos Formais

A metodologia de análise de reduções é baseada no conjunto de implicações próprias,
que pode ser obtido de um contexto formal ou reticulado conceitual [22–24, 139, 152].
Entretanto, em alguns casos é necessário extrair essas implicações de um subconjunto
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de conceitos formais que formam uma seção de um reticulado conceitual, e tal seção
pode não formar um reticulado completo [138]. Esse é o caso para técnicas da classe de
seleção que não tenham acesso a todo o reticulado original. Dessa forma, pode não ser
possível obter-se um conjunto completo de implicações próprias. A seguir, propõe-se
um algoritmo para extração de um subconjunto de implicações próprias com suporte
maior que zero a partir de um subconjunto de conceitos formais.

Considerando um conceito formal isoladamente, o conjunto de implicações a ser
obtido compartilhará as seguintes propriedades com o conjunto de implicações próprias
original: 1) ele não terá especializações de suas implicações; 2) o LD de suas impli-
cações será unitário; 3) ele será consistente com os operadores de derivação originais,
quando aplicados apenas aos elementos do conceito. Adicionalmente, 4) ela terá apenas
implicações com suporte maior que zero. Já ao se considerar um conjunto de conceitos,
é necessário levar em conta a ordem dos conceitos formais, ainda que o conjunto não
leve a um reticulado completo. Desta forma, 5) o conjunto de implicações deve refletir
o reticulado formado pelo conjunto de conceitos formais selecionados.

No Algoritmo 2, as propriedades 1, 2, 3 e 4 são garantidas pelo uso adequado
de geradores mínimos (Definição 8), e a propriedade 5 é garantida assegurando-se tais
propriedades globalmente.

Algoritmo 2 Determina um conjunto de implicações com suporte maior que zero.
Entrada: Lista L de conceitos formais em ordenamento topológico, e conjunto de ge-

radores mínimos mger(A,B) para cada conceito formal (A,B) em L.
Saída: Conjunto de implicações I, para conceitos em L, com suporte maior que zero.

1: I = /0
2: para cada (A,B) em L com A 6= /0 e B 6= /0 faça
3: para cada P ∈ mger(A,B) faça
4: se P 6= /0 então
5: para cada m ∈ B\P faça
6: se 6 ∃Q→ m ∈ I : Q⊂ P então
7: I = I ∪{P→ m}
8: fim se
9: fim para

10: fim se
11: fim para
12: fim para
13: retorne I
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As entradas para o Algoritmo 2 são um ordenamento topológico (dado pela re-
lação de cobertura do reticulado, menores intenções primeiro) dos conceitos formais
selecionados e os geradores mínimos de cada conceito. Para se compreender o que
resulta do processamento do “próximo conceito” (no ordenamento topológico dado),
sejam c1 e c2 dois conceitos formais e i e j duas implicações, j uma especialização de i,
obtidas dos geradores mínimos dos conceitos, como mostrado na Figura 5.3. Suponha
que o algoritmo processa c2, inserindo a implicação i em I. Se o algoritmo processa
c1, que deve vir depois de c2, pois a lista de entrada está em ordenamento topológico,
então a implicação j não é inserida em I. Por outro lado, se c2 não está na lista de
entrada, o processamento de c1 causa a inserção de j em I; esse é o caso em que uma
especialização é produzida pelo algoritmo.

Figura 5.3. Conceitos c1 e c2, tais que c1 ≺ c2.

A ordem na qual os conceitos formais são explorados é importante para garantir
que o LE de uma implicação seja o menor possível. No Algoritmo 2, os conceitos
da lista dada são explorados na repetição externa (linha 2). Os geradores mínimos de
cada conceito são processados na próxima repetição (linha 3). Os atributos da intenção
que não ocorram no gerador mínimo atual são selecionados (linha 5) como LD das
implicações. Uma implicação é inserida em I se ela é consistente com o conjunto I
construído até o momento (linhas 6 e 7).

O número de iterações proporcionado pela repetição na linha 2 é |L| e o proporci-
onado pela linha 3 é limitado pelo número máximo de geradores mínimos dos conceitos
em L. Seja m tal número. Já o número de iterações propiciado pela repetição na linha
5 é limitado pelo número de atributos |M|. Finalmente, antes de uma implicação ser
inserida em I na linha 7, ela é comparada com aquelas já presentes em I. Portanto,
a complexidade do algoritmo é O(|L|m|M||I|). Para extração dos geradores mínimos
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podem ser empregados, dentre outros, os algoritmos apresentados em TekayaK et al.
[153] e Nehmé et al. [119].

5.6 Estudo de Caso

Nesta seção, a metodologia de análise de reduções é aplicada em um estudo de caso. O
estudo consta de exemplos que atendem às hipóteses explicitadas na Subseção 5.2. Tais
exemplos mostram a utilidade da metodologia na análise de reduções. Em particular, as
características das classes de redução descritas na Subseção 5.2.1 são evidenciadas.

Quatro técnicas, representativas das classes de redução identificadas no Capitulo
3, foram selecionadas para análise: seleção do conjunto minimal de atributos [185],
agrupamento pela técnica JBOS [40], seleção de conceitos baseada no índice de esta-

bilidade [101] e restrições determinadas a partir dos dados [20].

Cada uma das 4 técnicas foi aplicada a três reticulados, aqueles apresentados na
Figura 5.4. A Figura 5.4(a) apresenta a descrição taxonômica de um conjunto de ani-

mais. O reticulado possui 24 conceitos resultantes de um contexto formado por 12
objetos e 10 atributos com uma densidade de 37.5%.2 O conjunto de implicações pró-
prias é composto de 126 implicações. O contexto formal, assim como o respectivo
reticulado, é um exemplo de dimensões reduzidas, utilizado para ilustrar com clareza as
características da redução levada a efeito pelas técnicas em análise.

O segundo reticulado conceitual, apresentado na Figura 5.4(b), é denominado tu-

berculose, e descreve dados relativos a pacientes e seus respectivos sintomas. Esses
dados foram obtidos de Horner [78], tendo sido utilizados na construção de um sistema
especialista utilizando AFC. Posteriormente, foram utilizados com objetivos similares
por Kumar & Srinivas [98] e Kumar [95]. O reticulado possui 137 conceitos formais
originados de um contexto formal com 31 objetos, representando pacientes, e 13 atribu-
tos, representando sintomas, e tem uma densidade de 52.1%. O conjunto de implicações
próprias correspondente tem 102 implicações.

Por último, tem-se o reticulado laminação, apresentado na Figura 5.4(c). O reti-
culado conceitual reflete dados relativos ao processo siderúrgico de laminação a frio e
foi empregado em diversos trabalhos relacionados à AFC [45, 180–182]. O reticulado

2Densidade de um contexto formal (G,M, I): percentagem do número de elementos em |I| com
relação a |G|x|M|.
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possui 1714 conceitos formais derivados de um contexto formal com 1691 objetos e 14
atributos, com uma densidade de 50%. O conjunto de implicações próprias é constituído
de 150 implicações.

(a) Reticulado animais. (b) Reticulado tuberculose.

(c) Reticulado laminação.

Figura 5.4. Reticulados conceituais utilizados para análise das técnicas de redução.

As características relatadas anteriormente para as três bases de dados estão su-
marizadas na Tabela 5.1. A seguir, vem informações sobre as implicações próprias
especificamente, assim como sobre os 3 índices (conteúdo de informação, fidelidade e
representatividade) aplicados sobre as mesmas.

A Tabela 5.2 apresenta as informações relativas ao reticulado sobre animais. O
conjunto de implicações próprias original, I, contém 126 implicações e um conteúdo
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Tabela 5.1. Características das três bases de dados.

Base de dados |G| |M| Densidade (%) #conceitos |I|
Animais 12 10 37.5 24 126

Tuberculose 31 13 52.1 137 102
Laminação 1691 14 50 1714 150

de informação igual a 0.976. Para se permitir uma análise visual posterior da transfor-
mação do conhecimento, propiciada por uma redução, exibe-se apenas o subconjunto
formado pelas implicações com suporte maior que zero, aqui denominado sup(I). Tal
subconjunto tem 22 implicações e 0.947 de conteúdo de informação. Obviamente, tal
conteúdo de informação é inferior àquele proporcionado pelo conjunto completo I.
Ambos os conjuntos, I e sup(I), possuem fidelidade e representatividade iguais a 1,
quando se considera os objetos do contexto formal original.

Tabela 5.2. Implicações próprias para o reticulado animais.

Conjunto completo de implicações próprias
|I|= 126
cont(I) = 0.976

Conjunto de implicações próprias com suporte
g→ a c→ e a,e→ h e,h→ i g→ j
j→ d d,h→ f b, j→ h b,e→ i d→ j
g→ d h, j→ f b,d→ h a,e→ i
f → d b, j→ f b, f → h c,h→ i
i→ e b,d→ f a, i→ h f → j
|sup(I)|= 22
cont(sup(I)) = 0.947
F = 1
R = 1

As Tabelas 5.3 e 5.4 apresentam as características dos conjuntos de implicações
próprias dos reticulados tuberculose e laminação, respectivamente. Como o número de
implicações é grande nos dois casos, elas não são apresentadas. O conteúdo de informa-
ção das implicações com suporte maior que zero é menor que o do conjunto completo
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de implicações, como esperado. A fidelidade é 1 nos dois casos, i.e., as implicações não
falham. Já a representatividade para o reticulado tuberculose é 0.81, e, para o reticulado
laminação, é 0.59. A representatividade é menor que 1 nos dois casos porque alguns
objetos não fornecem suporte a nenhuma implicação. Um fator que também contri-
bui para o baixo índice de representatividade para o reticulado laminação é que existe
um quantitativo elevado de objetos com os mesmos atributos; o contexto formal não é
clarificado.

Tabela 5.3. Conjunto de implicações próprias para o reticulado tuberculose.

Conjunto completo de implicações próprias
|I|= 102
cont(I) = 0.983
Conjunto de implicações próprias com suporte
|sup(I)|= 65
cont(sup(I)) = 0.980
F = 1
R = 0.87

Tabela 5.4. Conjunto de implicações próprias para o reticulado laminação.

Conjunto completo de implicações próprias
|I|= 150
cont(I) = 0.895
Conjunto de implicações próprias com suporte
|sup(I)|= 39
cont(sup(I)) = 0.492
F = 1
R = 0.59

Nas próximas seções, I e Ir significam, exceto quando explicitado de forma dife-
rente, sup(I) e sup(Ir), respectivamente.
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5.6.1 Seleção do Conjunto Minimal de Atributos

Na classe de eliminação de informação redundante, conjuntos minimais podem ser
obtidos a partir do uso de uma matriz de discriminação [185] (ver Definição 13).
O reticulado conceitual da Figura 5.4(a), sobre animais, possui dois conjuntos mi-
nimais: {a,b,c,d,e, f ,g,h, i} e {a,b,c,e, f ,g,h, i, j}. Dos reticulados corresponden-
tes, isomorfos ao original, obtém-se um conjunto de implicações próprias com 97 im-
plicações. Supondo-se que o reticulado seja reduzido a partir do conjunto minimal
{a,b,c,d,e, f ,g,h, i}, a Tabela 5.5 mostra como os conjuntos de implicações próprias
original e reduzido obedecem ao esquema apresentado na Figura 5.2(a). O conjunto
minimal utilizado não possui o atributo j, o que leva a uma redução no número de
atributos em 10%. O número de objetos não diminui e, como o reticulado gerado é
isomorfo ao original, o número de conceitos também não se altera. Na Tabela 5.5, as
primeiras quatro colunas apresentam os subconjuntos das implicações originais I, e as
últimas quatro colunas, os subconjuntos das implicações Ir. Como esperado, Ir contém
as implicações de I, as quais referenciam apenas atributos do conjunto minimal utili-
zado. Em outras palavras, Ir ⊂I e algumas implicações são, simplesmente, eliminadas:
Ie = I \Ir. De fato, não existe conhecimento transformado (Ig = Is

r = I
g
r = Is = /0)

e nenhum conhecimento criado (In = /0). Em geral, toda técnica de redução que apenas
elimine atributos, mantendo a forma do reticulado inalterada, apresenta esse compor-
tamento: nenhum conhecimento é criado e especializações ou generalizações não são
produzidas; as implicações que referenciam atributos removidos são simplesmente eli-
minadas, como exemplificado na primeira coluna da Tabela 5.5 (todas as implicações
que referenciam o atributo j foram eliminadas).

A Tabela 5.2 mostra que o conteúdo de informação das 22 implicações com su-
porte maior que zero é 0.947, enquanto a Tabela 5.5 mostra que o conteúdo de informa-
ção das 15 implicações retidas após a redução é 0.894. Conforme esperado, o conteúdo
de informação decresceu após a redução, mesmo o reticulado reduzido sendo isomorfo
ao reticulado original. A redução é consequência do corte de todas as implicações que
referenciam o atributo excluído.

O índice de fidelidade manteve o valor 1 para o conjunto de implicações reduzido,
visto que se trata de um subconjunto das implicações originais. Por outro lado, a re-
presentatividade decresceu de 1 para 0.91. A perda de representatividade é devida ao
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Tabela 5.5. Transformação do conhecimento utilizando seleção do conjunto minimal de
atributos para o reticulado animais.

Ie Ig Is I ∩Ir Is
r Ig

r In

j→ d /0 /0 g→ a b,d→ h /0 /0 /0
h, j→ f g→ d b, f → h
b, j→ f f → d a,e→ h
b, j→ h i→ e a,e→ i

d→ j c→ e e,h→ i
f → j d,h→ f b,e→ i
g→ j b,d→ f c,h→ i

a, i→ h

|Ir|= 15 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.894 Objetos: 0%
F = 1 Atributos: 10%
R = 0.91 Conceitos: 0%
PD = 0.1

fato de nenhuma implicação em Ir ser suportada pelo objeto galo, i.e. LEI(galo) = /0.
As implicações d→ j e j→ d em Ie, que eram suportadas pelo objeto referido, foram
eliminadas. As implicações não falham; agora, entretanto, existe um objeto que não
suporta implicação alguma. A perda descritiva foi de 0.1, uma vez que o conjunto mi-
nimal utilizado não possui o atributo j e, com isto, nenhum objeto do contexto formal
reduzido possui tal atributo.

A Tabela 5.6 resume a transformação do conhecimento levada a efeito utilizando-
se seleção do conjunto minimal de atributos para os reticulados tuberculose e lamina-
ção. Novamente, os conjuntos de implicações próprias são divididos de acordo com a
Figura 5.2(a). Devido à alta quantidade de implicações, apresenta-se apenas a cardi-
nalidade de cada conjunto. No reticulado tuberculose, o conteúdo de informação foi
reduzido de 0.980 para 0.960; a fidelidade continuou máxima; a representatividade foi
reduzida para 0.8 e a perda descritiva foi de 0.1. A redução do número de atributos al-
cançou 7%. Por outro lado, o reticulado laminação não apresentou redução nos índices,
os valores são idênticos aos apresentados na Tabela 5.4. Isso ocorre porque seu conjunto
de atributos é minimal e, portanto, não é possível remover qualquer atributo e obter um
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reticulado isomorfo ao original.

Tabela 5.6. Transformação do conhecimento utilizando seleção do conjunto minimal de
atributos para os reticulados tuberculose e laminação.

Reticulado tuberculose
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

7 0 0 58 0 0 0
|Ir| = 58 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.960 Objetos: 0%
F = 1 Atributos: 7%
R = 0.8 Conceitos: 0%
PD = 0.1

Reticulado laminação
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

0 0 0 39 0 0 0
|Ir| = 39 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.492 Objetos: 0%
F = 1 Atributos: 0%
R = 0.58 Conceitos: 0%
PD = 0

5.6.2 Agrupamento pela Técnica JBOS

JBOS (junction based on objects similarity), um representante da classe de técnicas de
simplificação, procura substituir grupos de objetos considerados similares por objetos
que os representem, baseado na importância relativa dos atributos [40], como mostrado
no Capítulo 4.

Assumindo-se que o peso (relevância) de cada atributo é proporcional à frequência
de sua ocorrência nos objetos, um grau de similaridade ε = 0.6 e um limite no número de
objetos para cada grupo α = 3, o conjunto de objetos do contexto formal do reticulado
animais da Figura 5.4(a) é particionado em cinco grupos: {pombo, galo, pato}, {gavião,

águia}, {elefante, rinoceronte, leão}, {leopardo, tigre, zebra}, {raposa}. O reticulado
reduzido está mostrado na Figura 5.5. Comparado ao reticulado original, o número de
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objetos foi reduzido em 58%, e o número de conceitos formais, pela metade. Apesar
da substancial redução dos objetos e conceitos, o número de atributos remanescentes
mostra-se o mesmo. Além disso, a redução lida com perdas, generalizações e inserção
de novos conhecimentos como apresentado na Tabela 5.7.

Figura 5.5. Reticulado conceitual animais reduzido pela técnica JBOS.

Quase metade das implicações em I foram preservadas em Ir (coluna I ∩Ir) e
duas implicações em Is foram generalizadas para se tornarem novas implicações em Ig

r .
Além dessas duas implicações de Ig

r , que expressam parcialmente novos conhecimen-
tos, In possui cinco novas implicações não presentes em I. As implicações em In, como
são implicações que não são obteníveis do reticulado da Figura 5.4(a), representam co-
nhecimento novo. Por outro lado, quase metade das implicações em I, que formam Ie,
foram eliminadas e não seguem de Ir. Especializações não foram observadas e, dessa
forma, Is

r = Ig = /0.

O conteúdo de informação diminuiu de 0.947 para 0.923, indicando que, mesmo
com a introdução de informação nova, através de generalizações e novas implicações,
existe uma grande redução devido à eliminação de implicações.

O agrupamento de objetos levado a efeito pela técnica JBOS resulta no agrupa-
mento de conceitos formais, com os objetos de cada grupo preservando apenas os atri-
butos em comum, como pode ser visto analisando-se os reticulados das Figuras 5.4(a)
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Tabela 5.7. Transformação do conhecimento utilizando a técnica JBOS para o reticu-
lado animais.

Ie Ig Is I ∩Ir Is
r Ig

r In

g→ a /0 b, f → h f → d /0 f → h e,h→ a
g→ d b,e→ i j→ d b→ i h, i→ a

b,d→ f c→ e a,h→ e
b, j→ f i→ e b→ e
b,d→ h d,h→ f a,h→ i
b, j→ h h, j→ f

d→ j a,e→ h
f → j a, i→ h
g→ j e,h→ i

a,e→ i
a,e→ i

|Ir|= 17 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.923 Objetos: 58%
F = 0.94 Atributos: 0%
R = 0.83 Conceitos: 50%
PD = 0.19

e 5.5. Por exemplo, o reticulado original, apresentado na Figura 5.4(a), possui os con-
ceitos formais de extensão {gavião} e {águia}. Esses conceitos foram agrupados, re-
sultando em um novo conceito formal de extensão {[gavião, águia]}, cuja intenção é
a interseção do conjunto de atributos de ambos gavião e águia, como pode se vê no
reticulado reduzido da Figura 5.4(a).3 A partir do gerador mínimo desse novo conceito,
implicações como a,h→ i ∈ In e f → h ∈ Ig

r foram geradas. Essas implicações não
são obteníveis do contexto formal original. As reduções da fidelidade, de 1 para 0.94, e
da representatividade, de 1 para 0.83, devem-se às implicações em In, que falham, para
alguns objetos do contexto formal original. Por exemplo, a implicação a,h→ i ∈ In

falha para o objeto gavião (o objeto gavião possui o atributo a e h, mas não possui o
atributo i). A diferença nos índices reflete a forma como ambos são calculados, como
visto na Seção 5.3.2. A redução levou a uma perda descritiva de 0.19. Essa perda foi

3Note-se que [gavião, águia] é um rótulo para um novo objeto.
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resultado da eliminação de atributos não comuns a alguns objetos que formavam grupos
de objetos similares. Veja-se que nenhum objeto contém o atributo g no contexto formal
reduzido.

A Tabela 5.8 apresenta os resultados da transformação do conhecimento utili-
zando a técnica JBOS para os reticulados tuberculose e laminação. Em ambos os reticu-
lados, foi assumido que o peso (relevância) de cada atributo é proporcional à frequência
de sua ocorrência nos objetos. Para o reticulado tuberculose, foram utilizados ε = 0.9
e α = 4, e, para o reticulado laminação, ε = 0.7 e α = 6. O comportamento para am-
bos é similar àquele observado para o reticulado animais. Em particular, no reticulado
tuberculose o conteúdo de informação reduziu-se de 0.980 para 0.957, a fidelidade para
0.98, e a representatividade para 0.83. Verificou-se uma redução de 32% no conjunto de
objetos e 27% no total de conceitos formais. Para o reticulado laminação, o conteúdo
de informação foi incrementado de 0.492 para 0.656. Esse incremento é resultado do
grande número de implicações que representam os conhecimentos generalizado e novo,
apresentados nas duas últimas colunas da tabela. Note-se ainda que a fidelidade foi re-
duzida para 0.99 e a representatividade para 0.87. O número de objetos foi reduzido
em 83% e o número de conceitos, em 16%. A elevada taxa de redução no número de
objetos deve-se à ocorrência de muitos objetos idênticos nos dados sobre laminação.
Finalmente, a última linha da tabela mostra que os contextos laminação e tuberculose,
quando reduzidos apresentaram perda descritiva de 0.04 e 0.03, respectivamente.

5.6.3 Seleção de Conceitos Baseada no Índice de

Estabilidade

A seleção de conceitos baseada no índice de estabilidade [101] pressupõe acesso a todos
os conceitos formais originais. O índice de estabilidade objetiva mensurar o quanto a
intenção de um conceito depende de sua extensão. Tal índice, para um conceito formal
(X ,Y ), define-se como

α(X ,Y ) =
|{C ⊆ X |C′ = Y}|

2|X |
.

Para a seleção, define-se um limiar tal que todo conceito com valor inferior a ele é
descartado. Com um limiar de 0.5, os seguintes conceitos formais do reticulado da
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Tabela 5.8. Transformação do conhecimento utilizando a técnica JBOS para os reticu-
lados tuberculose e laminação.

Reticulado tuberculose
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

23 0 18 24 0 8 6
|Ir| = 38 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.957 Objetos: 32%
F = 0.98 Atributos: 0%
R = 0.82 Conceitos: 27%
PD = 0.04

Reticulado laminação
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

6 0 24 9 0 16 22
|Ir| = 47 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.656 Objetos: 83%
F = 0.99 Atributos 0%
R = 0.87 Conceitos: 16%
PD = 0.03

Figura 5.4 são selecionados:4

• ({leopardo, tigre, raposa, leão}, {e, h, i});

• ({gavião, leopardo, tigre, raposa, leão, águia}, {h});

• ({leopardo, zebra, tigre, raposa, leão, rinoceronte}, {e, i});

• ({pombo, galo, pato, gavião}, {a, d, j}); e

• ({leopardo, tigre}, {b, e, h, i}).

Como a seleção dos conceitos ocorre após sua geração, não existe redução no nú-
mero de conceitos, atributos ou objetos. Entretanto, se for considerada a porcentagem
de conceitos selecionados com respeito aos dados originais, existirá uma redução de

4Utilizou-se o algoritmo de Roth et al. [138] para obter tais resultados, sendo que os conceitos su-
premo e ínfimo não foram selecionados.



116 CAPÍTULO 5. ANÁLISE DA QUALIDADE DE REDUÇÕES

79% no número de conceitos formais, 8% no número de objetos e 30% no número de
atributos. Adicionalmente a esses dados, a Tabela 5.9 mostra a transformação do co-
nhecimento realizada, implicitamente, pela seleção desses conceitos formais. Como a
técnica de seleção de conceitos formais baseada no índice de estabilidade possui acesso
a todo reticulado, as implicações correspondentes são aquelas de I obtidas diretamente
através dos geradores mínimos dos conceitos formais selecionados. Como consequên-
cia, Ir ⊂ I e assim Ip = I ∩Ir = Ir, Ie = I \Ir e In = /0. Generalizações e especiali-
zações não são observadas, i.e., Is = Ig

r = Ig = Is = /0. Esse tipo de comportamento é
comum a todas as técnicas com acesso ao conjunto total de conceitos formais, visando
a selecionar um subconjunto de acordo com algum critério de relevância. Como já res-
saltado na Seção 5.2.1, tais técnicas, de modo similar às de eliminação de informação
redundante, seguem o modelo da Figura 5.2(a).

Tabela 5.9. Transformação do conhecimento utilizando a seleção de conceitos formais
baseada no índice de estabilidade para o reticulado animais.

Ie Ig Is I ∩Ir Is
r Ig

r In

g→ a a, i→ h /0 /0 j→ d /0 /0 /0
f → d b, j→ h i→ e
g→ d b,d→ h d→ j
c→ e b, f → h e,h→ i

d,h→ f a,e→ i b,e→ i
h, j→ f c,h→ i
b,d→ f f → j
b, j→ f g→ j
a,e→ h

|Ir|= 5 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.718 Objetos: 8%
F = 1 Atributos: 30%
R = 0.91 Conceitos: 79%

Devido ao grau relativamente alto de implicações eliminadas, superior ao obser-
vado nos exemplos anteriores, o conteúdo de informação reduziu para 0.718. Como
Ir ⊂ I, F = 1. E como alguns objetos não fornecem suporte a nenhuma implicação de
Ir, a representatividade foi reduzida para 0.91.
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A Tabela 5.10 apresenta a transformação do conhecimento para os reticulados
tuberculose e laminação. No reticulado tuberculose foi aplicado um índice de estabili-
dade igual a 0.5, e no reticulado laminação, um índice igual a 0.95. Tais índices foram
escolhidos por proporcionarem, o primeiro uma redução bem acentuada (75%) e o ou-
tro uma redução baixa (18%) no número de conceitos. Os comportamentos resultantes
são similares ao observado para o reticulado animais. Para o reticulado tuberculose, o
conteúdo de informação foi reduzido de 0.980 para 0.925, sendo que a fidelidade e a
representatividade se mantiveram constantes. O número de objetos foi reduzido em 3%,
o de atributos em 15% e o de conceitos formais em 75%. Mesmo ante uma expressiva
redução no número de conceitos formais, os conceitos selecionados resultaram em im-
plicações com uma representatividade idêntica. Os objetos que não suportam nenhuma
implicação são os mesmos para I e Ir. Assim como em quaisquer técnicas de sele-
ção, a fidelidade é máxima (F = 1). Para o reticulado laminação tem-se uma redução
no conteúdo de informação, de 0.491 para 0.440, e da representatividade, de 0.59 para
0.58. Apenas o número de conceitos foi reduzido em 18%. A união das extensões e
das intenções dos conceitos formais selecionados resulta no conjunto completo de ob-
jetos e atributos. Em ambos os reticulados, parte do conhecimento é eliminado e parte
preservado. Generalizações, especializações ou implicações novas não existem.

5.6.4 Restrições Determinadas a partir dos Dados

Uma técnica de seleção que não possui acesso concomitante a todo conhecimento é
a seleção de conceitos formais baseada em restrições aplicadas durante a construção
do reticulado conceitual. Exemplos de técnicas de seleção baseadas em restrições são
aquelas baseadas em frequência, peso mínimo, atributos excluídos, implicações obriga-
tórias entre atributos, etc. [18–20, 149]. Adicionalmente às restrições, frequentemente
se utiliza algum conhecimento prévio para guiar o processo de seleção. Belohlavek
& Vychodil [20] apresentam métodos para aplicar restrições na extração de conceitos
formais e discutem vários tipos de restrições, dentre elas, restrições determinadas a

partir dos dados.5 Os dados (conhecimento adicional) são fornecidos por intermédio
de um contexto formal (Gx,M, Ix), em que M são os atributos do contexto formal origi-
nal (G,M, I). Esse contexto formal pode ser uma amostra do contexto original ou um

5Do inglês constraint learned from data.
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Tabela 5.10. Transformação do conhecimento utilizando a técnica de seleção de concei-
tos baseada no índice de estabilidade para os reticulados tuberculose e laminação.

Reticulado tuberculose
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

33 0 0 31 0 0 0
|Ir| = 31 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.925 Objetos: 3%
F = 1 Atributos: 15%
R = 0.87 Conceitos: 75%

Reticulado laminação
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

15 0 0 24 0 0 0
|Ir| = 24 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.440 Objetos: 0%
F = 1 Atributos: 0%
R = 0.58 Conceitos: 18%

contexto artificial construído por um especialista. Nesse caso, a aplicação intencionada
se vê interessada apenas nos conceitos formais de (G,M, I) cujas intenções são também
intenções de (Gx,M, Ix). A Tabela 5.11 apresenta um exemplo de contexto formal cons-
truído com quatro objetos artificiais, a ser utilizado com o contexto formal do reticulado
animais. Com isto, os seguintes conceitos formais foram selecionados:

• ({gavião, leopardo, tigre, raposa, leão, águia}, {h});

• ({pombo, galo, pato, gavião, raposa}, {a});

• ({gavião, raposa }, a, h});

• ({leopardo, tigre, raposa, leão}, {e, h, i});

• ({gavião}, {a, d, f, h, j});

• ({raposa}, {a, e, h, i});

• ({leopardo, tigre}, {b, e, h, i}); e
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• ({pombo, gavião}, {a, d, f, j}).

Tabela 5.11. Conhecimento prévio aplicado ao contexto formal do reticulado animais.

a b c d e f g h i j
g1 x x x x
g2 x x x x x
g3 x x x x
g4 x x x x

Conforme anotado na Tabela 5.12, há uma redução de 63% no número de concei-
tos formais, 25% no número de objetos e 20%, no de atributos. Como não há acesso
ao reticulado completo, Ir é obtido aplicando-se o Algoritmo 2. O conjunto Ir con-
tém apenas conhecimento preservado: algumas implicações de Ir são originadas de
I e algumas são especializações. Por exemplo, a, f → d ∈ Is

r é a especialização de
f → d ∈ Ig. No reticulado original da Figura 5.4(a), f → d é obtido a partir do gerador
mínimo do conceito cuja extensão é {pombo, gavião, águia}. Entretanto, esse conceito
formal não foi selecionado. A implicação a, f → d tem origem no conceito de extensão
{pombo, gavião}, que foi selecionado pela técnica. Não existem implicações novas em
In e nenhuma generalização (Is = Ig

r = /0). Muitas implicações foram eliminadas.
Devido à significativa eliminação de implicações, o conteúdo de informação caiu

para 0.554. A fidelidade permaneceu igual a 1, mas a representatividade caiu para
0.5. Essa última redução é consequência do fato de os conceitos formais selecionados
não apresentarem alguns objetos na extensão, quais sejam, águia, rinoceronte, zebra,
elefante, pato e galo. Portanto, nenhuma implicação gerada é suportada por tais objetos.

A Tabela 5.13 apresenta a transformação do conhecimento para os reticulados tu-
berculose e laminação, utilizando seleção baseada em restrições determinadas a partir
dos dados. Em ambos os reticulados foram utilizadas amostras aleatórias de objetos
do contexto formal original como conhecimento adicional empregado como restrição.
No reticulado tuberculose utilizou-se uma amostra aleatória de 48% dos objetos e no
reticulado laminação uma amostra de 3% dos objetos. Os dois reticulados possuem nú-
meros de objetos muito discrepantes, mas tais quantitativos proporcionam uma redução
similar, de aproximadamente 50%, no número de conceitos formais. O reticulado tu-
berculose apresentou uma redução no conteúdo de informação de 0.980 para 0.946. A
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Tabela 5.12. Transformação do conhecimento utilizando seleção de conceitos formais
baseada em restrições determinadas a partir dos dados.

Ie Ig Is I ∩Ir Is
r Ig

r In

g→ a b,d→ h f → d /0 a, i→ h a, f → d /0 /0
g→ d b, f → h j→ d a,e→ h a,h, j→ d
c→ e b, j→ h i→ e e,h→ i h, i→ e

b,d→ f c,h→ i d,h→ f a,e→ i a, i→ e
b, j→ f b,e→ i h, j→ f a,d,h→ f

g→ j d→ j a,h, j→ f
f → j a, f → j

a,d,h→ j

|sup(Ir)| = 12 Tipos de redução
cont(sup(Ir)) = 0.554 Objetos 25%
F = 1 Atributos: 20%
R = 0.5 Conceitos: 62%

representatividade e a fidelidade não apresentaram reduções. Em particular, os mesmos
objetos que não fornecem suporte às implicações em I não fornecem a Ir. Apenas o
número de conceitos formais foi reduzido em 49%. O reticulado laminação apresentou
uma redução no conteúdo de informação de 0.492 para 0.374 e, na representatividade,
de 0.59 para 0.45. O número de conceitos foi reduzido para 48%. O comportamento
das reduções é similar ao observado para o reticulado animais. Parte do conhecimento
é eliminado e parte é preservado, e especializações são observadas. Entretanto, genera-
lizações não ocorrem.
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Tabela 5.13. Transformação do conhecimento utilizando restrições determinadas a partir
dos dados para os reticulados tuberculose e laminação.

Reticulado tuberculose
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

6 25 0 32 50 0 0
|Ir| = 82 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.946 Objetos: 0%
F = 1 Atributos: 0%
R = 0.87 Conceitos: 49%

Reticulado laminação
|Ie| |Ig| |Is| |I ∩Ir| |Is

r | |Ig
r | |In|

11 16 0 12 16 0 0
|Ir| = 28 Tipos de redução
cont(Ir) = 0.374 Objetos: 0%
F = 1 Atributos: 0%
R = 0.45 Conceitos: 48%

5.7 Conclusões

Neste capítulo, apresentou-se uma metodologia independente da aplicação para análise
de reduções. A adesão às hipóteses de nomes idênticos e reduções reais, além do uso
do conjunto de implicações próprias, levaram à identificação de subconjuntos disjun-
tos dos conjuntos de implicações original e reduzido, a qual fornece uma visão clara
dos diferentes tipos de conhecimento resultantes da transformação realizada por uma
redução.

A identificação do que é preservado, eliminado, inserido ou transformado (e
como) permitiu um melhor entendimento das classes de redução existentes (como de-
finidas no Capítulo 3). De fato, além de preservar e eliminar parte do conhecimento,
cada classe tem algumas características próprias. Técnicas da classe de eliminação de
informação redundante têm o efeito de selecionar um subconjunto do conjunto de im-
plicações próprias do contexto formal original. As da classe de simplificação produzem
generalizações e, eventualmente, implicações que denotam conhecimento novo. Final-
mente, as técnicas de seleção sem acesso prévio a todos os conceitos formais produzem
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especializações, mas não generalizações, e não introduzem conhecimento novo.
Adicionalmente, quatro índices foram discutidos, cada um deles mensurando dife-

rentes aspectos: conteúdo de informação, fidelidade, representatividade e perda descri-
tiva. Os índices são complementares e, em conjunto à identificação dos diferentes tipos
de transformação do conhecimento, auxiliam na análise da qualidade de uma redução.

Quatro técnicas de redução, representantes das três classes, ilustraram num estudo
de caso a metodologia proposta. Os resultados comprovaram como diferentes classes
de redução lidam com diferentes tipos de transformação do conhecimento. Assim, o
método de eliminação de informação redundante baseado no conjunto minimal de atri-
butos apenas elimina as implicações que referenciam atributos removidos. O agrupa-
mento realizado pela técnica JBOS preserva parte das implicações, generaliza outras e
cria algumas novas. Já a seleção de conceitos baseada no índice de estabilidade elimina
parte do conhecimento e preserva o resto. Finalmente, a redução baseada em restrições
determinadas a partir dos dados preserva, elimina e especializa partes do conhecimento.

Consoante esperado, a maioria dos exemplos lida com perdas no conteúdo de
informação; apenas exemplos da classe simplificação lidam com perdas no índice de
fidelidade, como consequência da produção de algumas implicações que falham; e todos
apresentam perdas no índice de representatividade, pois alguns objetos passam a não dar
suporte a implicações.



Capítulo 6

Conclusões

Análise formal de conceitos (AFC) propicia um importante formalismo para extração,
representação e análise de conhecimento, concebido a partir da restruturação da teoria
de reticulados. Um problema chave da AFC é a relação entre a completude do co-
nhecimento representado no reticulado conceitual e o custo computacional para gerar
e manter essa estrutura. De fato, a AFC induz uma complexidade combinatória poten-
cialmente alta e as estruturas obtidas, até mesmo de um pequeno conjunto de dados,
podem tornar-se proibitivamente grandes. E, mesmo quando o número de conceitos for-
mais não se apresenta elevado, os aspectos essenciais, aqueles efetivamente necessários,
podem estar imersos em um emaranhado de detalhes irrelevantes.

Para fazer frente aos problemas decorrentes do excesso de informação presente
nos reticulados conceituais, trabalhos com diferentes características são observados na
literatura, poucos deles abordando o problema da qualidade dos reticulados produzidos.
Observa-se também que um número significativo de técnicas se concentra exclusiva-
mente na seleção de conceitos formais, o que, frequentemente, não redunda na produção
de um reticulado completo.

6.1 Contribuições

O tema central desta tese é a redução de reticulados conceituais, de forma a preser-
var e/ou expor as informações mais relevantes. Dentro desse tema, três contribuições
são apresentadas: análise e classificação de técnicas para redução de reticulados con-
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ceituais, uma técnica de simplificação de reticulados conceituais e uma metodologia
independente de aplicação para análise de reduções.

A primeira contribuição foi uma análise e classificação de técnicas para redução

de reticulados conceituais. Quarenta técnicas de redução, selecionadas dentre as mais
representativas, foram analisadas com base em sete dimensões. Três classes foram iden-
tificadas: eliminação de informação redundante, simplificação e seleção. As técnicas de
eliminação de informação redundante produzem um reticulado conceitual isomorfo ao
original. Já as de simplificação produzem uma abstração do reticulado conceitual origi-
nal. E as técnicas de seleção atuam selecionando, em geral, conceitos formais com base
em algum critério.

Na análise das técnicas construiu-se um contexto formal no qual objetos repre-
sentavam técnicas e atributos suas características. A análise foi conduzida utilizando a
própria AFC. Dentre os resultados, destacam-se os fatos de todas as técnicas de redução
alterarem a relação de incidência e causarem algum grau de perda descritiva. Metade
das técnicas de eliminação de informação redundante inicia o processo de redução a
partir dos conceitos formais, sendo a outra metade, a partir de alguma extensão da AFC;
além disso, três quartos utilizam algoritmos exatos e o restante utiliza métodos heurísti-
cos. Com relação às técnicas de simplificação, a maioria utiliza o contexto formal como
ponto de partida, produz um reticulado conceitual não isomorfo ao original, que não é
subconjunto do reticulado original, e utiliza algoritmos exatos; adicionalmente, algumas
técnicas utilizam conhecimento prévio para auxiliar no processo de redução. Por último,
as técnicas de seleção iniciam o processo pelo contexto formal, reticulado ou conceitos
formais; algumas utilizam conhecimento prévio e a maioria emprega algoritmos exatos.

As técnicas de simplificação e de seleção que não necessitem, estas últimas, gerar
todos os conceitos formais, são aquelas que, efetivamente, podem produzir grandes re-
duções. Enquanto as primeiras podem ser consideradas “perigosas”, devido ao potencial
de modificar substancialmente o conjunto de conceitos formais, as últimas selecionam
uma parte do reticulado original, não produzindo, eventualmente, um reticulado com-
pleto.

Na literatura há uma concentração na concepção de técnicas da classe de seleção,
sejam elas com acesso prévio ao conjunto dos conceitos formais ou não. De fato, tais
técnicas são relevantes e apresentam aplicações importantes. Entretanto, ao se selecio-
nar um subconjunto de conceitos formais, não necessariamente se alcança um reticulado
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conceitual completo; nesse caso, pode ser necessário um pós-processamento para for-
mar um reticulado conceitual. Além disso, aquelas técnicas que necessitem do acesso a
todos os conceitos podem não ser viáveis em termos de gasto de tempo ou espaço.

Tendo em vista o problema assinalado no último parágrafo, e que certos proble-
mas podem se beneficiar de uma efetiva abstração do reticulado original pela obtenção
de um reticulado simplificado, surgiu a segunda contribuição desta tese, uma técnica

para redução de reticulados conceituais, a qual não necessita do acesso aos concei-
tos formais, sendo capaz de abstrair e generalizar o conhecimento do contexto formal
original, com níveis de simplificação e de complexidade controlados pelo usuário. Tal
técnica, denominada JBOS (junction based on objects similarity), substitui grupos de
objetos considerados similares por objetos representativos. A similaridade é mensurada
com base, não simplesmente na presença e/ou ausência dos atributos, como desenvol-
vido em muitos trabalhos, mas na relevância dos atributos definida pelo usuário. A
técnica JBOS, diferentemente de outras técnicas, produz efetivamente um reticulado
conceitual. Através da definição de relevância dos atributos, o usuário pode controlar o
nível de simplificação e de desempenho suficientes para sua aplicação.

Além de preservar e eliminar parte do conhecimento, JBOS faz generalizações e
eventualmente introduz algum conhecimento novo. Em geral, esse conhecimento novo
reflete algumas imprecisões provenientes das simplificações feitas. Essas imprecisões
são detectadas, por exemplo, ao se aplicar o índice de fidelidade utilizando os objetos do
contexto formal original. A técnica apresenta um desempenho computacional satisfató-
rio, uma vez que não necessita ter acesso aos conceitos formais originais. Por último,
produz efetivamente um contexto formal e, consequentemente, um reticulado conceitual
reduzido.

Como estudo de caso, JBOS foi comparada experimentalmente com três técni-
cas clássicas de seleção em uma aplicação real. A extração de parte do conhecimento
do processo siderúrgico de laminação a frio foi conduzido antes e após a aplicação da
técnica JBOS e das técnicas de seleção baseadas no índice de estabilidade, em concei-
tos formais frequentes e em geradores mínimos. Assim como as técnicas de seleção
baseadas em geradores mínimos e em estabilidade, JBOS foi capaz de preservar o com-
portamento da parte estudada do processo, mesmo após redução em torno de 40% do
número de conceitos, enquanto que a redução baseada em conceitos frequentes se reve-
lou inadequada para a aplicação.
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A análise das técnicas de redução existentes mostrou que pouco se sabe a respeito
da natureza e qualidade das estruturas reduzidas. A terceira contribuição dessa tese é
uma metodologia para análise de reduções, capaz de identificar as transformações leva-
das a efeito pelas diferentes técnicas de redução. Utilizando conjuntos de implicações
próprias, a metodologia permite a clara identificação do que é preservado, eliminado,
inserido ou transformado (generalizado e especializado). Em particular, ela coloca em
evidência os tipos de transformação levados a efeito pelas diferentes classes de técnicas
de redução. Assim, ela mostra que as técnicas de eliminação de informação redundante
e de seleção com acesso a todo conhecimento original selecionam um subconjunto das
implicações próprias; as de simplificação, produzem generalizações e, eventualmente,
implicações novas; e as técnicas de seleção sem acesso a todo o conhecimento fazem
especializações e não produzem conhecimento novo.

Dependendo da tarefa intencionada, apenas a identificação do conhecimento pre-
servado, eliminado, inserido ou transformado pode não ser suficiente para uma boa
caracterização da qualidade do reticulado reduzido. Esse é o caso, por exemplo, em
grandes reduções, aquelas para as quais não é possível uma análise simples das implica-
ções que representam os diferentes tipos de conhecimento. Nesse caso, para auxiliar em
uma melhor caracterização, quatro índices foram indicados, cada um mensurando um
aspecto diferente: conteúdo de informação, fidelidade, representatividade e perda des-
critiva. Considerando uma implicação como uma expressão lógica, o primeiro índice
mensura o conteúdo de informação como sendo a razão entre o número de atribuições
de valores-verdade aos atributos que façam pelo menos uma implicação ser falsa e o
número total de atribuições. O índice de fidelidade mensura a taxa de sucesso quando
as implicações do contexto formal em questão são aplicadas a um certo conjunto de ob-
jetos. A representatividade mensura a taxa de sucesso das implicações considerando-se
apenas implicações com suporte. Finalmente, a perda descritiva mensura a perda da
habilidade de caracterizar o conjunto de objetos devido à eliminação de atributos.

O uso da metodologia foi exemplificado em um estudo de caso com quatro técni-
cas representantes das três classes de redução. Comprovou-se como diferentes classes
de redução levam a diferentes tipos de transformação do conhecimento, que elas todas
proporcionam decréscimo no índice de conteúdo de informação, que apenas técnicas de
simplificação levam a perdas no índice de fidelidade (como consequência da produção
de algumas implicações que falham), e que todas ocasionam alterações no índice de
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representatividade.

Em suma, a relevância da metodologia está em que ela independe da técnica e
da aplicação, proporciona a identificação do que é preservado, inserido, eliminado e
transformado pelo processo de redução, e apresenta quatro índices complementares para
mensurar as perdas. Há a limitação de que o conjunto de implicações próprias pode ser
exponencial com relação ao conjunto de implicações não redundante obtido do mesmo.
Se o tamanho é proibitivamente grande, pode-se utilizar um conjunto de implicações
derivadas ou, dependendo da aplicação, apenas implicações com suporte maior que
zero.

6.2 Publicações e Prêmios

Esta tese recebeu o seguinte prêmio: selecionada pelos professores avaliadores do pro-
grama de pós-graduação em Ciência da Computação (PPGCC), dentre os trabalhos apre-
sentados na Semana de Seminários do PPGCC, em 2015, como um dos três Melhores

Trabalhos de Doutorado.

Os resultados desta tese foram publicados por Dias & Vieira [40, 41, 42, 44], Dias
et al. [46, 47] e Ch. et al. [33]. O trabalho sobre análise de reduções encontra-se em
processo de revisão no periódico Information Sciences1 [43].

Outros trabalhos relacionados diretamente aos resultados desta tese foram coo-
rientações na Pontifícia Universidade Católica de Minas Gerais em análise formal de
conceitos, direcionadas a alunos da graduação em Ciência da Computação e do mes-
trado em Informática, com resultados publicados por de Moraes et al. [38], Neto et al.
[120, 121] e Jota Resende et al. [82].

6.3 Recomendações para Trabalhos Futuros

Um primeiro trabalho futuro é a inclusão de técnicas de redução que atuem diretamente
nos dados originais, aqueles utilizados para gerar o contexto formal, na análise realizada
no Capítulo 3. Essas técnicas podem ser colocadas em uma classe diferente das três lá
identificadas. Variações não tradicionais da AFC também carecem de uma análise mais

1http://www.journals.elsevier.com/information-sciences/

http://www.journals.elsevier.com/information-sciences/
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criteriosa, como, por exemplo, pattern structures [65], reticulados fuzzy [9], AFC triadic

[106], etc.
Um estudo que requer aprofundamento é o do uso de conjuntos de implicações

não redundantes a partir dos quais se obtenha com facilidade o conjunto das implicações
próprias, assim como conjuntos de implicações com outras características, para servir
como base na análise dos processos de redução. Um aprimoramento do cálculo do
conteúdo de informação deve ser estudado e, eventualmente, novos índices propostos.
Pode ser interessante, ainda, um estudo da aplicação de índices nos subconjuntos de
I ∪Ir para melhor caracterizar o processo de redução levado a efeito.

Por último, existe a intenção de adaptar a ideia da técnica JBOS, de substituir gru-
pos de objetos similares por objetos representativos, para substituir grupos de conceitos
similares por conceitos representativos dos mesmos.



Anexo A

Demonstrações das Proposições

Como destacado na Figura 5.1, I ∩Ir, Is e Is
r são conjuntos disjuntos cuja união é Ip,

como provado a seguir.

Proposição 1. (I ∩Ir)∪Is∪Is
r = Ip e I ∩Ir, Is e Is

r são mutuamente disjuntos.

Prova

Para provar Ip ⊆ (I ∩Ir)∪Is∪Is
r , seja i ∈ Ip. Por definição de Ip, (1) i ∈ Ir e

i ∈ I∗ ou (2) i ∈ I e i ∈ I∗r . Considerando os dois casos:

1. i ∈ Ir e i ∈ I∗. Pelo pip, i ∈ I ou existe j ∈ I tal que j generaliza i. Se i ∈ I,
então i ∈ I ∩Ir e assim i ∈ Ip; caso contrário, existe j ∈ I tal que j generaliza i

e, nesse caso, i ∈ Is
r . Portanto, i ∈ (I ∩Ir)∪Is

r .

2. i ∈ I e i ∈ I∗r . Pelo pip, i ∈ Ir ou existe j ∈ Ir tal que j generaliza i. Se i ∈ Ir,
então i ∈ I ∩Ir e assim i ∈ Ip; caso contrário, existe j ∈ Ir tal que j generaliza i

e, nesse caso, i ∈ Is. Portanto, i ∈ (I ∩Ir)∪Is.

Assim, i ∈ (I ∩Ir)∪Is ∪Is
r e, portanto, Ip ⊆ (I ∩Ir)∪Is ∪Is

r . Agora, para provar
(I ∩Ir)∪Is∪Is

r ⊆ Ip, seja i ∈ (I ∩Ir)∪Is∪Is
r e considerando os três casos:

1. i ∈ I ∩Ir. É imediato que i ∈ Ip.

2. i ∈ Is. Segue que i ∈ I e existe j ∈ Ir tal que j generaliza i. Portanto, i ∈ I∗r .
Como i ∈ I e i ∈ I∗r , então i ∈ Ip.
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3. i ∈ Is
r . Segue que i ∈ Ir e existe j ∈ I tal que j generaliza i. Portanto, i ∈ I∗.

Como i ∈ Ir e i ∈ I∗, então i ∈ Ip.

Assim, i∈Ip e, portanto, (I∩Ir)∪Is∪Is
r ⊆Ip. Em conclusão, Ip =(I∩Ir)∪Is∪Is

r .
Logo I ∩Ir, Is e Is

r serem mutuamente disjuntos é uma consequência de I e Ir serem
conjuntos de implicações próprias:

1. Seja i ∈ I ∩Ir. Isso segue de que não existe j ∈ Ir tal que j generaliza i e de que
não existe j ∈ I tal que j generaliza i, pois I e Ir são conjuntos de implicações
próprias. Portanto, se i ∈ I ∩Ir, o i 6∈ Is e i 6∈ Is

r .

2. Se i ∈ Is, i.e. existe i ∈ I e j ∈ Ir tal que j generaliza i, então i 6∈ Ir, pois Ir é um
conjunto de implicações própria; assim, i 6∈ Is

r . Portanto, se i ∈ Is, então i 6∈ Is
r .

Proposição 2 mostra que o conjunto I ∪Ir é a união dos conjuntos apresentados
na Figura 5.1 e todos esse conjuntos são mutuamente disjuntos.

Proposição 2. Os conjuntos Ie, Ig, Is, I ∩Ir, Is
r , Ig

r e In são mutuamente disjuntos e
a união deles é I ∪Ir.

Prova

Seja U =
⋃
{Ie,Ig,Is,I∩Ir,Is

r ,I
g
r ,In}. Primeiro, prova-se que I∪Ir =U . Para

provar I ∪Ir ⊆U , seja i ∈ I ∪Ir. Tem-se três casos:

1. i ∈ I ∩Ir.

2. i ∈ I \Ir. Aqui existem três casos possíveis: se existe j ∈ Ir tal que i generaliza
j, então i ∈ Ig; se existe j ∈ Ir tal que j generaliza i, então i ∈ Is e assim i ∈ Ip;
caso contrário, i ∈ I \ (Ip∪Ig), i.e. i ∈ Ie. Portanto, i ∈ Ig∪Is∪Ie.

3. i ∈ Ir \ I. Três casos são considerados: se existe j ∈ I tal que i generaliza j,
então i ∈ Ig

r ; se existe j ∈ I tal que j generaliza i, então i ∈ Is
r e assim i ∈ Ip;

caso contrário, i ∈ Ir \ (Ip∪Ig
r ), i.e. i ∈ In. Portanto, i ∈ Ig

r ∪Is
r ∪In.

Portanto, em todo caso i ∈U . Agora, para provar U ⊆ I ∪Ir, seja i ∈U . Considerando
os sete casos: se i ∈ I ∩Ir, então i ∈ I ∪Ir; nos três casos em que i ∈ Ig, i ∈ Is e
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i ∈ Ie, suas definições dizem que i ∈ I; e nos três casos remanescentes, em que i ∈ Ig
r ,

i ∈ Is
r e i ∈ In, suas definições dizem que i ∈ Ir. Assim, como requerido, em todo caso

i ∈ I ∪Ir.
Resta provar que os sete conjuntos são mutuamente disjuntos. Dada a Proposição

1 e o fato de que cada um dos três subconjuntos I \ Ir (Ig, Is ou Ie) é disjunto de
cada um dos três subconjuntos de Ir (Ig

r , Is
r ou In), é suficiente mostrar que Ig, Is e

Ie são mutuamente disjuntos e que Ig
r , Is

r e In são mutuamente disjuntos. De fato, a
definição de Ie implica que ele é disjunto de ambos Ig e Is. Que Ig é disjunto de Is

segue do fato de que não é possível ter i ∈ Ig generalizando j ∈ Ir tal que ao mesmo
tempo tenha k ∈ Ir generalizando i, pois em tal caso k generalizaria j, mas Ir é um
conjunto de implicações própria. De forma semelhante, pode se mostrar que Ig

r , Is
r e In

são mutuamente disjuntos.

Próxima proposição mostra que Pr e I∗p diferem, eventualmente, apenas em espe-
cializações de implicações comuns em Ie∪Ig e In∪Ig

r .

Proposição 3. (a) I∗p ⊆ Pr e (b) Pr \ I∗p ⊆ {i ∈ Pr |∃ j ∈ Ie ∪ Ig,k ∈ In ∪ Ig
r :

j generaliza i e k generaliza i}.

Prova

(a) Seja i uma implicação arbitrária em I∗p. Então, pela Proposição 1 e pip, existe
j ∈ (I ∩Ir)∪Is∪Is

r tal que j = i ou j generaliza i. Considerando os três casos:

1. j ∈ I ∩Ir. Então i ∈ (I ∩Ir)
∗ ⊆ I∗∩I∗r = Pr.

2. j ∈ Is. Então existe k ∈ Ig
r tal que k generaliza j. Assim k ∈ I∗r , e assim

j ∈ I∗r , j ∈ I∗∩I∗r e portanto i ∈ I∗∩I∗r = Pr.

3. j ∈ Is
r . Então existe k ∈ Ig tal que k generaliza j. Assim k ∈ I∗, e assim

j ∈ I∗, j ∈ I∗∩I∗r e portanto i ∈ I∗∩I∗r = Pr.

(b) Suponha i ∈ Pr, i.e. i ∈ I∗ ∩I∗r , e i 6∈ I∗p. Isso segue que (1) i ∈ I ou existe
j ∈ I tal que j generaliza i, e (2) i ∈ Ir ou existe j ∈ Ir tal que j generaliza i.
Considerando os quatro casos:

1. i ∈ I e i ∈ Ir. Isso segue, pela Proposição 1, que i ∈ Ip, o que contradiz
i 6∈ I∗p.
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2. i∈ I e ∃ j ∈ Ir : j generaliza i. Isso segue que i∈ Is e então, pela Proposição
1, i ∈ Ip, o que contradiz i 6∈ I∗p.

3. ∃ j ∈ I : j generaliza i e i∈ Ir. Isso segue que i∈ Is
r e então, pela Proposição

1, i ∈ Ip, o que contradiz i 6∈ I∗p.

4. ∃ j ∈ I : j generaliza i e ∃k ∈ Ir : k generaliza i. Uma vez que i 6∈ I∗p, j 6∈ Ip e
k 6∈ Ip e então, considerando as Proposições 1 e 2, j ∈ Ie∪Ig e k ∈ In∪Ig

r .

Portanto, se i ∈ Pr \ I∗p, então existe j ∈ I ∪ Ig tal que j generaliza i e existe
k ∈ Ir∪Ig

r tal que k generaliza i.

Próxima proposição mostra que El está totalmente contido em (Ie∪Ig)∗.

Proposição 4. El ⊆ (Ie∪Ig)∗.

Prova

Suponha i ∈ El, i.e. i ∈ I∗ mas i 6∈ I∗r . A partir de i ∈ I∗, pela Proposição 2 e pip,
existe j∈ (Ie∪Ig∪Is) tal que j = i ou j generaliza i. Mas se j ∈ Is, então i ∈ Ig

r
∗ e

assim i ∈ I∗r , uma contradição. Dessa forma j∈ (Ie∪Ig) e portanto i ∈ (Ie∪Ig)∗.

Similiar a Proposiçao 4, a próxima proposição mostra que In está totalmente con-
tido em (In∪Ig

r )
∗.

Proposição 5. In⊆ (In∪Ig
r )
∗.

Prova

Similar a prova da Proposição 4.
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