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Resumo

A partir da generalizacao de problemas de conectividade em redes de comunicacao ad
hoc, amplamente estudados na literatura, introduzimos um novo problema de cober-
tura, chamado Component Cover by Vertices (CCV). Neste problema, sdo dados um
grafo G e uma particdio A, B de V(G), e nosso objetivo é encontrar o menor sub-
conjunto B’ de B tal que, para cada componente conexa C' de G[A], ha um vértice
v € C tal que v tem um vizinho em B’. Estudamos a complexidade deste problema
e damos resultados positivos e negativos. Em particular, mostramos que o problema
CCV é NP-Completo para varias classes de grafos, como cordais, bipartidos com grau
de vértice no maximo trés, Unit Disk Graphs (UDGs) planares e grades. Além disso,
mostramos que o problema também é dificil de aproximar. Também discutimos uma
conexao entre CCV e o problema Reb-Blue Dominating Set, deduzindo que CCV é
W2]-Completo em grafos gerais. Por outro lado, apresentamos algoritmos polinomiais
para as classes de grafos de blocos, cografos, cactos e outerplanares. Mostramos que o
problema é FPT se parametrizado por largura arborea ou por tamanho da solugao e
grau maximo. Por fim, mostramos dois algoritmos aproximativos para grafos gerais e

um algoritmo aproximativo de fator constante para a classe de UDGs.

Palavras-chave: Cobertura em grafos, NP-Completude, Algoritmos aproximativos,

Parametrizacao.
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Abstract

Based on the generalization of connectivity problems in ad hoc communication
networks, widely studied in the literature, we introduce a new covering problem, called
Componet Cover by Vertices (CCV). In this problem, we are given a graph G and
a partition A, B of V(G), and our goal is to find the smallest subset B’ of B such
that, for every connected component C' of G[A], there is a vertex v € C such that v
has a neighbor in B’. We study the complexity of this problem and give positive and
negative results. In particular, we show that the CCV problem is NP-Complete for
several classes of graphs, such as chordal, bipartite with vertex degree at most three,
planar Unit Disk Graphs (UDGs) and grids. Moreover, we show that the problem is
also hard to approximate. We also discuss a connection between CCV and the so cal-
led Reb Blue Dominating Set problem, deducing that CCV W|[2]-Complete in general
graphs. On the other hand, we present polynomial algorithms for the classes of block
graphs, cographs, cactus and outerplanar graphs. We show that the problem is FPT if
parameterized by treewidth or by solution size and maximum degree. Finally, we show
two approximation algorithms for general graphs and a constant-factor approximation
algorithm for the class of UDGs.

Keywords: Graph covering, NP-Completeness, Approximation algorithms, Parame-

terization.
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Capitulo 1

Introducao

A comunicacgao tem se tornado indispensavel, sendo cada vez mais crucial a necessidade
da sua obtencao de forma rapida e precisa. Em meio a essa evolucao da necessidade de
comunicagao, informagao e velocidade, os meios digitais tem se tornado uma alternativa
cada vez mais utilizada. A comunicacao por meios digitais se beneficia de dispositivos
e componentes que se conectam por meio de uma rede. Porém, com tantos dispositivos
e componentes, surgiram os problemas de rede e de conectividade.

Quando se tém tantos dispositivos que devem se comunicar é importante en-
contrar uma boa forma de conecta-los levando em consideracao critérios como custo,
velocidade de comunicagao, entre outros, e isso pode nao ser trivial. Alguns desses
fatores sao abordados no trabalho desenvolvido por Ferreira Neto et al. [2017], que
estuda o problema de infraestrutura de acesso em redes sem fio obstruidas — do inglés,
Obstructed Wireless Network Backbone Cover (OWN-BC).

Em seu trabalho, Ferreira Neto et al. [2017] provam que OWN-BC é NP-
Completo, isto é, esta entre os problemas mais dificeis conhecidos na teoria da compu-
tagao. Ferreira Neto et al. [2017] também mostram que OWN-BC pode ser modelado
por meio de grafos. Essa abstracao nos permite estudar generalizagoes do problema
que podem ser relevantes.

Nesta dissertagao, objetivamos o estudo das variagoes do problema Component
Cover by Vertices (CCV) — em tradugao oficial, Cobertura de Componentes por Vér-
tices —, que é um novo problema de cobertura em grafos, motivado pela generalizacao
do problema OWN-BC. Iremos analisar o problema CCV em diferentes tipos de gra-
fos e desenvolver algoritmos eficientes para resolu¢ao do mesmo. O problema CCV é
definido da seguinte maneira: dado um grafo G e uma particao A, B dos vértices de
G, nosso objetivo é encontrar o menor subconjunto B’ de B tal que, para cada com-

ponente conexa composta por vértices de A, existe um vértice da mesma que é vizinho
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

de algum vértice de B’.

Intuitivamente, podemos visualizar o problema CCV da seguinte forma: consi-
dere um cenario onde existam dois conjuntos de elementos: A e B. Elementos em A
sao capazes de formar caminhos de comunicacao entre si. Elementos de B sao capazes
de prover algum servigo, tal como conectividade para uma infraestrutura global, aos
elementos de A, contanto que haja um caminho passando s6 por elementos de A entre
um elemento de A e um elemento de B. O objetivo consiste em encontrar um (pe-
queno) subconjunto B’ de elementos de B, de tal forma que todos os elementos de A
tenham acesso ao servico fornecido, ou seja, hd um caminho através dos vértices de A,
conectando cada elemento em A, a pelo menos um elemento em B’. Uma instancia do
problema CCV ¢é ilustrada na Figura 1.1, na qual circulos representam vértices de A,
tridangulos representam vértices de B e vértices sombreados representam uma solucao

para o problema.

@)

Figura 1.1: Exemplo de instancia do problema CCV.

Um exemplo de aplicagao deste problema foi estudado em Ferreira Neto et al.
[2017|, com énfase nas propriedades de conectividade em redes sem fio obstruidas,
aspectos geométricos e distribuicoes aleatérias de nés. O cenario estudado consiste
em um conjunto de dispositivos de comunicacao e um conjunto de pontos de acesso
a um backbone que fornece conectividade a internet. Os dispositivos tém um raio de
transmissao e destinam-se a formar uma topologia conexa. Em cenarios onde o raio
de transmissao nao tem alcance suficiente para conectar todos os dispositivos uns aos
outros, ou seja, a rede de dispositivos é dividida em varias componentes conexas, os
pontos de acesso se tornam tteis. Dois dispositivos podem se comunicar se houver um
caminho entre eles, isto é, se ambos pertencerem a mesma componente conexa, ou se
houver um caminho entre cada dispositivo e algum ponto de acesso do backbone. O
objetivo é, entao, encontrar o menor subconjunto de pontos de acesso de modo que
todos os dispositivos estejam conectados a pelo menos um ponto de acesso. Mapeando

este problema para o CCV, o conjunto A seria composto dos dispositivos, e o conjunto
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B seria composto pelos pontos de acesso. Pares de vértices de A e B seriam conectados
por arestas se os dispositivos ou pontos de acesso correspondentes estivessem dentro do
alcance de comunicac¢ao um do outro. Queremos entao encontrar o menor subconjunto
B’ de pontos de acesso, para que todos os dispositivos em A estejam conectados a pelo

menos um ponto de acesso em B’ por meio de um caminho.

1.1 Sobre esta dissertacao

Neste Capitulo mostra-se uma introducao e motivagao do problema a ser estudado.
Vemos aqui a conexao do problema CCV com o problema OWN-BC, estudado por
Ferreira Neto et al. [2017]. O resto da dissertagao é organizado como descrito a seguir.

O Capitulo 2 define conceitos e notacoes importantes utilizadas neste trabalho,
ou seja, ¢ mostrada a fundamentacao tedrica. Mostramos definicoes e notagoes de
grafos, componentes conexas, classes de grafos, defini¢ao de algoritmos de complexidade
parametrizada e algoritmos aproximativos.

No Capitulo 3 discutimos problemas relacionados ao CCV, como Vertex Cowver,
Set Cover e Red-Blue Dominating Set. Também mostramos trabalhos relacionados a
este, tais como Levin [2008] e Feige [1998|, que estudam aproximagao de algoritmos
para o problema Set Cover. Esses algoritmos sao relevantes para o nosso trabalho,
pois, a partir deles, conseguimos provar resultados de aproximacao para o problema
CCV.

No Capitulo 4 definimos e formalizamos o problema estudado neste trabalho, o
Component Cover by Vertices. Definimos a versao de decisao e de otimizacao do pro-
blema. Também fazemos uma relagao do problema com outros problemas de cobertura
estudados na literatura.

O Capitulo 5 contém resultados negativos encontrados para o problema em rela-
cao a NP-Completude para determinadas classes de grafos. Sao resultados em que nao
conseguimos melhorias, mas provamos que o problema é dificil mesmo se impormos
restricoes de uma classe ao grafo de entrada. Demonstramos que CCV é NP-Completo
para varias classes de grafos: bipartidos com méximo grau 3, grafos cordais, Unit Disk
Graphs (UDGs) planares e grades.

Ao contrario do Capitulo 5, em que mostramos que o problema é NP-Completo
para varias classes de grafos, no Capitulo 6 mostramos algoritmos polinomiais exatos
para outras classes de grafos. Mostramos que CCV pode ser resolvido em tempo
polinomial para arvores, blocos, cografos, cactos e grafos outerplanares.

O Capitulo 7, além de definir classes de complexidade parametrizada, apresenta
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resultados positivos e negativos sobre parametrizacao para o problema CCV. Como
resultado negativo, mostramos que o problema é W[2]-Completo se parametrizado pelo
parametro natural k. No entanto, como resultados positivos, mostramos também que
CCV em grafos gerais pode ser resolvido em tempo Fized-Parameter Tractable (FPT)
se parametrizado pela largura arborea (treewidth) ou pela combinac¢do do parametro
natural k e grau méaximo do grafo. Além disso, para grafos planares, o mesmo pode
ser resolvido em tempo FPT, se parametrizado pelo parametro natural k.

Os resultados sobre algoritmos aproximativos sao mostrados no Capitulo 8. mos-
tramos que se o fator de aproximagao for baseado no nimero ¢ de componentes que
queremos cobrir, é impossivel encontrar um algoritmo com fator melhor que O(log c)
(a menos que P = NP). Porém, apresentamos também trés algoritmos aproximativos:
dois para grafos gerais, com fatores de aproximagao O(logc) e A4 (nimero maximo de
vértices de B que podem cobrir uma componente de A) e um para UDGs com fator de
aproximacao 1, 79.

Finalmente, o Capitulo 9 conclui mostrando o que foi feito na dissertacao, dando

as consideracgoes finais e falando sobre possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Notacoes e Definicoes

Neste Capitulo, mostraremos notagoes e defini¢oes importantes para este trabalho. A
maioria dessas, sao baseadas em Cormen et al. [2009] e Bondy et al. [1976]. Tais
notacgoes e defini¢oes sao baseadas na teoria dos grafos.

Um grafo modela conexoes entre duas entidades, onde tais entidades sao chama-
das de vértices e uma conexao entre duas delas é uma aresta — como um exemplo, os
vértices podem ser cidades e uma aresta entre dois vértices pode significar que ha uma
estrada entre as duas cidades. Se um vértice x tem aresta pra um vértice y, dizemos
que z é vizinho de y, ou que x é adjacente a y. Representamos como G = (V, E) um
grafo G com o conjunto de vértices V e o conjunto de arestas E. Grafos podem ser
direcionados, isto €, a relagao tem uma direcao — x estar conectado com y nao significa
que y esta conectado com x — e também podem ser ponderados — por exemplo, um
peso em uma aresta pode representar a distancia entre duas cidades. Neste trabalho
assumimos que os grafos sao nao ponderados e nao orientados a menos que se diga o
contrario.

Assim sendo, dado um grafo G = (V, E), dizemos que V(G) é o conjunto de
vértices do grafo G, onde n = |V(G)|, e E(G) ¢é conjunto de arestas do grafo G, onde
m = |E(G)|. Dizemos também que, se v € V(G), a vizinhanca aberta de v, denotada
por N (v), é o conjunto de vértices vizinhos de v, ou seja, Vu € V(G), com u # v, temos
que (u,v) € E(G) se e somente se v € N(v). Definimos entao sua vizinhanga fechada
N{v] que é o conjunto de seus vizinhos e ele mesmo, ou seja, N[v] = N(v) U {v}.
Chama-se grau de um vértice v, o namero de vizinhos que o mesmo possui, ou |N(v)],
e denota-se o grau de v por d(v). Assim, o grau minimo de um grafo ¢ o menor grau
entre os seus vértices, denotado por §(G) e o grau méaximo de um grafo é o maior grau
entre os seus vértices, denotado por A(G).

Um caminho ¢é uma sequéncia de vértices distintos P = <vy, vy, ..., v|p|> tal que

5



6 CAPITULO 2. NOTAGCOES E DEFINICOES

existe aresta entre todos os pares de vértices consecutivos do caminho, ou seja, Yv;, v;11
com i € {1,2,...,|P| — 1} temos que (v;,v;+1) € E.

Dado um conjunto de elementos S, Um conjunto S" C S é dito maximal em
relacdo a uma propriedade 7 se ndo existir um conjunto S” O S’ tal que S” contém a
propriedade w. Em outras palavras, S’ é maximal se ao adicionar qualquer coisa em S’
ele perde a propriedade 7. De forma anéloga, um conjunto S’ C S é dito minimal em
relacao a uma propriedade 7 se ao remover qualquer coisa de S’ ele perde a propriedade
7. Existem também notacoes importantes para subconjuntos de vértices e arestas. Por
exemplo, dado um subconjunto de arestas Y C F(G), V(YY) é o conjunto de todos
os vértices de G que sao extremidades de pelo menos alguma aresta em Y. De forma
similar, dado um subconjunto de vértices X C V(G), E(X) é o conjunto de todas as
arestas de G' que tém extremidades em vértices de X. Com essas defini¢oes podemos
falar sobre subgrafos e subgrafos induzidos.

Dizemos que um grafo G’ = (V', E’) é um subgrafo de um grafo G = (V, E) se é
formado por vértices e arestas de G, ouseja, V! C Ve £/ C E. Um subgrafo induzido
por um conjunto de vértices X, denominado G[X], é um grafo com os vértices de X
e as arestas em FE(X). Analogamente, um subgrafo induzido por um conjunto de
arestas Y, denotado G[Y'], ¢ um grafo com as arestas de Y e os vértices em V(Y). A
partir disto, definimos uma componente conexa como sendo um subgrafo em que
dois vértices pertencem a ela se e somente se ha pelo menos um caminho entre eles e
nenhum deles é conectado a nenhum vértice fora da componente conexa. Um grafo é
conexo se 0 mesmo é uma componente conexa.

Um conjunto independente em um grafo G é um subconjunto I C V(G) tal que
o grafo induzido pelos vértices em [ nao possui arestas, ou seja, Vu,v € I temos que
(u,v) # E(G). De forma oposta, uma clique em um grafo G é um subconjunto de
vértices K C V(G) tal que o grafo induzido pelos vértices em K é completo, ou seja,
Vu,v € K com u # v temos que (u,v) € E(G). Denota-se por K; uma clique de
tamanho ¢, por exemplo, K, é uma clique de tamanho 4 [Bondy et al., 1976].

Um conceito importantissimo para este trabalho é o de contragao de arestas.
Contrair uma aresta significa remové-la do grafo e fazer com que os vértices em suas
extremidades se tornem um sb vértice que tem todas as arestas incidentes aos dois
vértices originais. Dito de outra forma, dado um grafo G = (V,E) e uma aresta
e = (u,v) € E, contrair e em G gera o grafo G/e = (V/e, E/e) construido da seguinte

forma:

1. Seja um vértice w ¢ V' e seja E,, C E o conjunto de arestas em que pelo menos

uma de suas extremidades é u ou v.



2. Construimos um novo conjunto de arestas E,, tal que V(u,x) € E,, com x # v
entdo (w,z) € E, e V(v,z) € Ey, com = # u entdo (w,z) € F,. Note que assim,
o nimero de arestas diminui, pois pelo menos uma aresta nao gera uma nova

aresta em E,, logo |Ey| < |Eyl.

3. GJe = (V/e,E/e) é construido de forma que V/e = (V —{u,v}) U{w} e E/e =
(E—E.,)UE, [Wolle & Bodlaender, 2004]. Assim, temos que |V/e| = |V |—2+1 =
|[V|—1e|E/e| < |E|, ouseja, ao contrair uma aresta, o nimero de vértices diminui

em uma unidade e o nimero de arestas diminui em pelo menos uma unidade.

Assim, dizemos que G/e é o grafo resultante da contragdo da aresta e em G. Se
Y é um conjunto de arestas, entdo G/Y ¢é o grafo resultante da contragao de todas
as arestas de Y em G. E importante frisar que a ordem em que as arestas de Y s@o
contraidas nao é relevante. Por fim, se X é um conjunto de vértices, entdao G/ X é
o grafo resultante da contracdo de todas as arestas de E(X) em G. E importante
frisar também que a contragdo de uma aresta e = (u,v) pode ser feita em tempo
polinomial, pois basicamente precisamos apenas conhecer os vizinhos de u e v, no pior
caso, com complexidade O(n + m). Assim, contrair todas as arestas de um grafo tem
complexidade no maximo m - O(n + m) = O(n + m?), polinomial.

Algoritmos parametrizados sao usados para resolver problemas NP-
Completos mais eficientemente do que pela forca bruta simples, uma vez que a ex-
ponencialidade é em funcdo de um pardmetro definido anteriormente k, menor que
o tamanho da entrada. Algoritmos com complexidade de tempo da forma f(k) - n¢,
onde ¢ é uma constante e f uma fungao computavel, sao chamados algoritmos de Fized-
Parameter Tractable (FPT), ou simplesmente, parametro fixo tratavel. Dizemos que
esses algoritmos sao executados em tempo FPT. Como ¢ é constante, a parte que é
uma fungao de n é polinomial e a exponencialidade depende de f(k). Um problema
¢ dito FPT se existe um algoritmo FPT que o resolva exatamente. FPT é a classe
de complexidade dos problemas FPT e XP ¢ uma classe de problemas para os quais
um algoritmo com complexidade f(k) - n9*) & conhecido, com f e g sendo fungdes
computéveis [Cygan et al., 2015].

Classes de complexidade parametrizadas: Como nas classes de problema
NP-completas, ha classes de complexidade parametrizada que sao divididas em uma
hierarquia W: FPT = WI[0] C W[1] € W[2] C ... € W[P] C XP. Similarmente
as redugoes de NP-completude, fazer uma reducao FPT de um problema P para um
problema P’ significa reduzir qualquer instancia (n, k) de P em uma instancia (n', k')

de P" em tempo FPT, porém com algo a mais, que é garantir que k' < g(k) para alguma
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fungao computavel g. Por fim, temos que garantir também que P’ tenha resposta SIM
se, e somente se, P tiver responda SIM [Cygan et al., 2015; Downey & Fellows, 2013].

Algoritmos de aproximacgao ou algoritmos aproximativos sao sempre exe-
cutados em tempo polinomial e geram uma solugao S, que pode nao ser exatamente a
solugao 6tima S*, mas podemos garantir que o valor de S estd no maximo a um fator
de aproximagao « longe do valor da solugao 6tima. Isto é, S* é no méximo « vezes
melhor que S, onde o pode ser uma constante ou uma fung¢ao do tamanho da entrada.

O ultimo conceito importante para este trabalho é o de Classes de grafos. Uma
classe de grafo pode ser definida como um um conjunto de grafos que satisfazem uma
propriedade especifica daquela classe [dos Santos, 2013|. Por exemplo, a classe dos
grafos ctibicos possui os grafos que todos os vértices possuem grau exatamente igual a

3. Algumas classes de grafos utilizadas neste trabalho sao definidas a seguir:

e Arvores: uma arvore é um grafo conexo sem ciclos. Assim sendo, ha um e
somente um caminho entre cada par de vértices de uma arvore. Outra propriedade
é que o numero de arestas de uma arvore é exatamente o niimero de vértices menos

um [Bondy et al., 1976]. Dois exemplos de arvores sao mostrados na Figura 2.1.

(a) (b)

Figura 2.1: Exemplos de arvores.

e Blocos: uma componente biconexa é uma componente conexa na qual todos
os pares de vértices estao conectados por pelo menos dois caminhos de vértices
distintos. Um grafo bloco é um grafo na qual todas as componentes biconexas

sao cliques.

e Bipartidos: um grafo GG ¢é dito bipartido se é possivel dividir seus vértices em
uma particao com duas partes tal que nao haja arestas entre vértices de uma
mesma parte da particao, ou seja, é possivel dividir os vértices em dois subcon-
juntos Vi, V5 € V(G) em que VU Vo, =V (G) e Vi NV, = 0 onde Yu,v € V; com
i € {1,2} temos que (u,v) ¢ E(G). Seja |Vi| =z e |V3| =y, denota-se por K,

o grafo bipartido em que ha arestas de cada vértice de uma parte da particao



para todos os vértices da outra parte da particdo [Bondy et al., 1976]. Um Te-
orema muito ttil provado em Bondy et al. [1976] é que um grafo é bipartido se
e somente se nao tem ciclos de tamanho fmpar. A Figura 2.2 mostra exemplos
de grafos bipartidos, onde o primeiro exemplo é um grafo K33 na qual podemos
ver facilmente a particao do vértices e no segundo exemplo, apesar de nao ser tao
facil ver a particao, é facil ver que nao ha ciclos de tamanho impar, logo é um

grafo bipartido.

O—0

() (b)

Figura 2.2: Exemplos de grafos bipartidos.

Split: um grafo split G tem a propriedade que seus vértices podem ser partici-
onados em dois subconjuntos K, I C V(G), KUI = V(G) e KNI = (), onde
K é uma clique e I é um conjunto independente. Um exemplo de grafo split é

apresentado na Figura 2.3.

O

CONJUNTO
CLIQUE INDEPENDENTE

Figura 2.3: Exemplo de grafo split.

Cordais: um grafo GG é dito cordal se cada ciclo em G com mais de trés vértices
possui pelo menos uma corda. Isto é, se G é cordal, para cada ciclo C' em G,
seja n. o nimero de vértices de C', se n. > 3 entao o nimero de arestas do grafo
induzido pelo vértices de C' é maior que n.. Um detalhe importante a se notar

é que todo grafo split é cordal, que implica dizer que a classe dos grafos split é
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uma subclasse da classe dos grafos cordais [Brandstadt et al., 1999]. A Figura

2.4 mostra um exemplo de grafo cordal.

Figura 2.4: Exemplo de grafo cordal.

e Planares: um grafo é dito planar se é possivel desenhar o mesmo em um plano

de tal forma que nenhum par de arestas se cruze |[Bondy et al., 1976]. Uma
propriedade importante mostrada em Bondy et al. [1976] é que um grafo G ¢
planar se e somente se nao contém K5 ou K33 como grafo minor. Um grafo
minor ¢ um grafo gerado a partir do original apenas deletando vértices e arestas
e contraindo arestas. Dois exemplos de grafos planares sao mostrados na Figura
2.5: o primeiro mostra um grafo K, desenhado de forma planar e o segundo

mostra um grafo correspondente a um cubo, também desenhado de forma planar.

(@ (b)

Figura 2.5: Exemplos de grafos planares.

Outerplanares: um grafo é dito outerplanar ou periplanar se ele é planar e
todos os vértices fazem parte da face externa do plano. Em outras palavras,
nenhum vértice esta “preso” por outros vértices e arestas [Bondy et al., 1976].
Uma propriedade importante mostrada em Bondy et al. [1976] é que um grafo G

¢ outerplanar se e somente se nao contém K, ou K3 como grafo minor.

UDGs: um Unit Disk Graph (UDG) é um grafo em que os vértices podem ser
representados por discos (circulos) em um plano, tal que todos os discos tem
o mesmo raio e ha arestas entre dois vértices se ha intersecao entre os discos
que representam tais vértices (assume-se que discos tangentes tém interse¢ao)
[Brandstadt et al., 1999; Bondy et al., 1976]. A Figura 2.6 mostra um exemplo de
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como é representado um UDG (a esquerda) e de sua representacao convencional
(a direita).

L
Pavs

Figura 2.6: Exemplo de UDG.

Grades e grades parciais: uma grade de dimensao n X m é um produto carte-
siano de um caminho de tamanho n e um caminho de tamanho m. A Figura 2.7
(A) mostra uma grade 3 x 5. Uma grade parcial é um subgrafo de uma grade.
Note que uma grade parcial pode ou nao ser um subgrafo induzido de uma grade,

como exemplificado na Figura 2.7 (B).

88 L]
88! f&u

(B)

Figura 2.7: Exemplos de grade e grade parcial.

Cactos: um grafo é um cacto se cada aresta faz parte de no maximo um ciclo
simples. Em outras palavras, dois ciclos simples de um cacto nao tem mais de

um vértice em comum.
Cografos: um cografo é um grafo definido recursivamente da seguinte forma:

— Um grafo com um vértice e sem arestas é um cografo.

— Se um conjunto de grafos disjuntos {G1,Gs,...,G,} sao cografos, entao a
uniao desses grafos G; U Gy U ... U G, é um cografo. Isto é, um novo grafo

com os mesmos vértices e arestas do conjunto de grafos original.

— O complemento de um cografo G também é um cografo. O complemento G

de um grafo G ¢ dado por V(G) = V(G) e para cada par de vértices distintos

u,v € V(G) teremos que (u,v) € E(G) se e somente se (u,v) ¢ E(G)
[Corneil et al., 1981].
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Um cografo também pode ser definido por operacoes de uniao e de jun¢ao: um
vértice isolado é um cografo, a unido de dois cografos é um cografo (mesmos
vértices e arestas) e a jungao de dois cografos é um cografo. Nesse caso, a operagao
de juncao de dois grafos G; e G é colocar no novo cografo G3, todos os vértices
e arestas de G1 e Gy e Vv € V(G1)Vu € V(G3) inserimos a aresta (u,v) em Gj.
Uma cotree é uma arvore que representa a construgao de um cografo. Nos folhas
da cotree sao os nés do cografo, nés nao folha representam qual operagao esté
sendo aplicada em seus filhos, se é uma juncao ou uma uniao, e representa o

cografo gerado por aquela operacao [Corneil et al., 1985].



Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

O problema CCV tem semelhanga com alguns problemas classicos de cobertura, como
Vertez Cover (VC), Set Cover (SC) e Hitting Set. Outro problema relacionado ao CCV
¢ o Red-Blue Dominating Set (RBDS) [Downey et al., 1999], no qual os vértices do grafo
sao particionados em vermelhos e azuis, e queremos cobrir todos os vértices vermelhos
com um conjunto minimo de vértices azuis. Nas subse¢oes seguintes, serao detalhadas
as semelhancas e diferencas do CCV com alguns desses trabalhos e problemas.
Red-Blue Dominating Set: RBDS e CCV nao sao iguais, mas o primeiro é um
caso especial de CCV, onde A e B sao conjuntos independentes. Por outro lado, dada
uma instancia de CCV, é possivel obter uma instancia equivalente para o Red-Blue
Dominating Set, excluindo as arestas entre vértices de B (que s@o irrelevantes para
o problema) e contraindo arestas entre vértices de A, como mostraremos no Lema
1. Essas observagoes implicam que os resultados negativos para o RBDS aplicam-se
automaticamente ao CCV, por exemplo, NP-completude em grafos planares [Alber
et al., 2000]. Por outro lado, se um resultado negativo for valido para CCV em uma
classe de grafo fechada para exclusoes e contragoes de arestas, ele também sera valido
para o RBDS. Além disso, os resultados positivos para o CCV também sao validos para
o RBDS. De uma perspectiva de complexidade parametrizada, RBDS é W[2]-Completo
em geral, implicando a W[2]-completude para CCV.
Infraestrutura de Acesso de Redes Sem Fio Obstruidas: Em Ferreira Neto
et al. [2017], foi formulado e estudado um caso especial do problema CCV, chamado
de Obstructed Wireless Network (OWN) Backbone Cover problem (OWN-BC), ou em
traducao oficial, problema da Infraestrutura de Acesso de Rede Sem Fio Obstruida.
A énfase estava nas propriedades de conectividade da rede, como a faixa critica de
transmissao para conectividade e a aplicacao no dominio de redes sem fio obstruidas.
Ferreira Neto et al. [2017] definem o problema OWN-BC da seguinte forma: dada

13
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uma malha quadrada regular, ou seja, um plano quadrado com linhas e colunas de
blocos quadrados separados por retas — como em uma cidade, onde os blocos sao os
quarteiroes e as retas sao as ruas —, e dispositivos distribuidos ao longo dessas retas,
deseja-se saber qual o nimero minimo de pontos de acesso é necessario para conectar
todos os dispositivos e onde colocar esses pontos de acesso. Dispositivos s6 podem se
comunicar se estiverem conectados a pontos de acesso ou a outros dispositivos que ja
estejam conectados. Deve-se levar em consideragao o alcance dos dispositivos, e se é
possivel conecta-los ou nao — s6 é possivel conectar dois dispositivos, ou um dispositivo
com um ponto de acesso se nao houver blocos entre eles. Por simplicidade, Ferreira
Neto et al. [2017]| supoem que os dispositivos sempre estao posicionados no meio das
ruas.

Mais formalmente, OWN-BC é modelada em um grid. Uma instancia do pro-
blema tem quatro parametros: g, €, r e D. O parametro g é a dimensao do grid, que
assim, tem ¢ linhas e g colunas, que representam as ruas. Cada rua tem largura 2¢
(sendo 0 < 2¢ < 1). A largura da rua é limitada por 1, pois a distancia normalizada do
centro de duas ruas paralelas é igual a 1. Os dispositivos tém alcance de comunicagao
igual a r, logo, um dispositivo s6 pode se comunicar com outro ou com um ponto de
acesso se os dois estiverem a uma distancia de no méximo r e tiverem linha de visao
desobstruida. Por fim, D representa o conjunto de dispositivos, e cada d; € D tem sua
posicao (z;,y;) no grid. A Figura 3.1 do trabalho de Ferreira Neto et al. [2017] mostra
um exemplo do modelo de OWN-BC.

Figura 3.1: Modelo OWN-BC.

Definida a instancia do problema, definimos agora a solugao como sendo um
conjunto de pontos de acesso P tal que todo p; € P tem sua posigao (z;,y;) no grid e

Vd; € D, ou d; esta conectado diretamente a algum p, € P — ou seja, a distancia de
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d; a pr < r e nao ha obstrucao de blocos entre os mesmos —, ou d; esta conectado de
alguma forma — diretamente ou através de outros dispositivos — a algum d; € D tal
que d; esta conectado diretamente a algum py € P, e além disso |P| é minimo.

O problema OWN-BC pode ser modelado usando grafos. Utilizar uma modelagem
em grafos, nos permite abstrair conceitos técnicos do problema como a obstrugao entre
os dispositivos, o raio de comunicacao dos mesmos, a disposicao dos dispositivos e
pontos de acesso no grid, entre outros fatores e essa abstracao pode facilitar a busca
por algoritmos eficientes. Por outro lado, a modelagem é feita de forma a preservar as
caracteristicas da modelagem geométrica do grid, mantendo as restricoes do problema,
o que nos permite trabalhar na modelagem em grafos de forma que resolver o problema
em grafos é equivalente a resolver o problema no grid. Para isso, dada uma instancia

{D, g,¢,r} de OWN-BC criamos um grafo G = (V, E) seguindo os seguintes passos:

1. Criamos o grafo G = (V, E) inicialmente vazio. O conjunto de vértices do grafo
serd construido em uma particdo com duas partes disjuntas, A(G) e B(G) —
A(G)UB(GQ) = V(G) e A(G)N B(G) = 0. O conjunto de vértices A(G) repre-
sentarao os dispositivos e o conjunto de vértices B(G) representardo os pontos

de acesso candidatos a estarem na solucao.

2. Para cada dispositivo d; € D, criamos um vértice a; correspondente a d; que é
inserido em A(G). Apos isso, para todo par dispositivos d;,d; € D,d; # d; que
conseguem se conectar — distancia de d; e d; < r, e nao ha obstrugao entre eles
— insere-se uma aresta entre os vértices a; e a; correspondentes a esses disposi-
tivos. Vale frisar que os dispositivos sao sempre conectados aos dispositivos mais
proximos, assim, um dispositivo esta ligado diretamente a no maximo 4 outros
dispositivos — isso é possivel quando o mesmo se encontra em uma intersecao.
Assim, se o grafo gerado for conexo significa que todos os dispositivos podem se
conectar, caso contrario, é preciso conectar as componentes conexas do grafo com

os pontos de acesso, e passamos ao passo 3.

3. Ferreira Neto et al. [2017] mostram um algoritmo com o qual é possivel calcular
quais dispositivos podem se comunicar usando um mesmo ponto de acesso —
distancia entre os dois dispositivos é menor ou igual a 2r e nao ha obstrugao
entre os mesmos. Ferreira Neto et al. [2017] também mostra que no melhor
caso, no maximo, apenas quatro dispositivos satisfazem essas condi¢oes para
um unico ponto de acesso — ou outro dispositivo —, que seria um caso onde
esses dispositivos estao proximos a uma intersecao no grid. Com isso, ha trés

possibilidades de conexoes entre as componentes:
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a) Se nenhum dispositivo de uma componente Cy de A(G) consegue se conectar
a um dispositivo de outra componente, quer dizer que Cy é uma componente
isolada, logo é necessério um ponto de acesso pg para aquela componente.
Criamos um vértice by correspondente a py, o inserimos em B(G) e inserimos
a aresta (ag, by) no grafo G, sendo ay um vértice de A(G) correspondente a

um dispositivo em Cy.

b) Em cada segmento, duas componentes C;, Cj, € A(G) podem ter dispositivos
com distancia < 2r e sem obstrucao, logo, inserimos um ponto de acesso p;
candidato a estar na solucao e que cobre essas duas componentes. Assim,
seja a; € Cj o vértice de C correspondente ao dispositivo mais préximo de
Cy e ap € Cy o vértice de C}, correspondente ao dispositivo mais proximo
de C}, criamos um vértice b; correspondente a p; que ¢ inserido em B(G) e

inserimos as arestas (a;, b;) e (ax, b;) no grafo G.

c¢) Por fim, no caso das intersegoes, até quatro componentes de A(G) podem ter
dispositivos que podem se conectar com um tnico ponto de acesso. Assim,
fazemos algo semelhante ao passo anterior: obtemos o conjunto de vértices X
correspondentes aos dispositivos dessas componentes mais proximos das ou-
tras componentes, criamos um vértice b; correspondente ao ponto de acesso
candidato a cobrir essas componentes, inserimos b; em B(G) e Va; € X in-
serimos a aresta (a;, b;) no grafo G. Como no maximo quatro componentes
podem se conectar utilizando um tnico ponto de acesso, a exemplo do que
acontece nos vértices de A(G), o grau maximo entre os vértices de B(G) é

< 4, consequentemente o grau maximo de G é < 4.

4. Por fim, o problema seré encontrar o subconjunto B’ dos vértices de B(G) tal que
cada componente conexa de A(G), esteja conectada a pelo menos um vértice de
B’, ou seja, todo conjunto isolado de dispositivos esteja conectado a pelo menos

um ponto de acesso, e ainda, queremos minimizar o tamanho de B’.

Em seu trabalho, Ferreira Neto et al. [2017] provaram que essa versao geométrica
do problema, onde os noés de comunicacao sao implementados em uma estrutura de
grade regular e conectividade é determinada por critérios de proximidade e visibilidade,
é NP completa, por uma redugao do problema Ezact Cover by 3-Sets (X3C) [Garey &
Johnson, 2002]. Versoes deterministicas e probabilisticas do problema OWN-BC foram
estudadas. Um algoritmo 2-aproximativo foi proposto para o problema deterministico.
Finalmente, um limite inferior na probabilidade de obter solugdes 6timas (usando o

ultimo algoritmo) foi calculado como uma fungao das propriedades geométricas de
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topologias de rede aleatorias. Em Ferreira Neto et al. [2017] foi mostrado que CCV é
NP-Completo mesmo para grafos com grau de vértices < 4.

Unweighted d-Set Cover Problem: O trabalho de Levin [2008| ¢ baseado no pro-
blema d-Set Cover sem custos. Levin [2008| define o problema Weighted Set Cover da
seguinte forma: dado um conjunto de elementos X e uma familia ) de subconjuntos de
X, tal que cada Y; € Y tem um custo ¢;, deseja-se cobrir todos os elementos de X com
conjuntos de ) de forma a minimizar o custo da cobertura, isto ¢, deseja-se encontrar
um subconjunto )’ C Y tal que todo elemento de X esteja em algum conjunto de ),
e queremos minimizar a soma dos custos dos conjuntos em ). Assim, no problema
Unweighted Set Cover, nao ha custos nos conjuntos de ), e queremos minimizar o ta-
manho de ). Por fim, Levin [2008| define o problema Unweighted d-Set Cover como o
problema Unweighted Set Cover com a restricao de que todos os conjuntos em ) tem
tamanho no maximo d.

Uma pesquisa sobre algoritmos aproximativos para o problema d-Set Cover foi
apresentada em Levin [2008|. Comegando com o algoritmo guloso cléssico, cujo fator de
aproximagcao ¢ H, (o d-ésimo nimero harménico) [Chvatal, 1979], os autores discutem
algoritmos relacionados, que realizam otimizacoes e alcancam melhores fatores de apro-
ximagao. Em particular, eles discutem o algoritmo proposto em Duh & Fiirer [1997],
que obtém um fator de aproximacao de Hy — %, fazendo algumas otimizacoes locais
dentro do algoritmo guloso. Finalmente, os autores apresentam um novo algoritmo,

baseado no algoritmo proposto em Duh & Fiirer [1997|, com o fator de aproximagao
Hy— 19

Neste trabalho, mostraremos que o problema a ser estudado aqui, o Component
Cover by Vertices tem uma relagao muito particular com o problema Unweighted d-Set
Cover. Assim, o trabalho de Levin [2008] é relevante, uma vez que mostra o algoritmo
com melhor fator de aproximacao para Unweighted d-Set Cover e utilizaremos tal
algoritmo para obter um fator de aproximacao de 1,79 para CCV em UDGs.
Aproximagao O(logn) para Set Cover: Em seu trabalho, Feige [1998] também
estuda o problema Set Cover. Usando a mesma definigdo anterior de Levin [2008], o
trabalho de Feige [1998] é focado no problema sem custos nos conjuntos de ), isto é,
o problema Unweighted Set Cover e sem restricoes aos tamanhos de conjuntos em ).

Como mostrado por Levin [2008], se o tamanho dos conjuntos em ) ¢ limitado por

um inteiro d — problema do Unweighted d-Set Cover —, conseguimos um algoritmo

196
390°

se restringe o tamanho dos conjuntos de ), o melhor algoritmo conhecido, que pode

aproximativo com fator de aproximagao constante igual a H; — No entanto, se nao

ser visto em Vazirani [2013], tem fator de aproximagao O(logn), sendo n o nimero de

elementos em X. Como esse fator de aproximacao depende do tamanho da entrada,
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seria interessante encontrar um algoritmo mais eficiente com fator de aproximacao
constante. No entanto, Feige [1998] mostra que o problema Unweighted Set Cover é
inaproximével a um fator de aproximagao melhor que O(logn), a menos que P = NP.

Para o nosso trabalho, o trabalho de Feige [1998] ¢é relevante porque, a partir do
resultado de inaproximabilidade mostrado por ele, podemos mostrar um resultado de
inaproximabilidade também para o problema aqui estudado, o Component Cover by

Vertices.



Capitulo 4

Definiciao do Problema

Partindo da modelagem em grafos do problema OWN-BC [Ferreira Neto et al., 2017],
temos o problema que chamamos aqui de Component Cover by Vertices — em traducao
oficial, Cobertura de Componentes por Vértices —, ou simplesmente CCV.

Formalmente, a versao de decisao do problema é definida da seguinte forma:
dados um inteiro k e um grafo G = (V, E), em que V(G) é dividido em uma partigao
A(G),B(G) CV(G) com A(G)NB(G) =0 e A(G)U B(G) = V(G), deseja-se saber se
existe um subconjunto de vértices B’ C B(G) tal que |B’| < k e para todo a; € A(G)
existe caminho passando somente por vértices de A(G) a partir a; até algum vértice de
B’. Em outras palavras, para toda componente conexa C' € G[A(G)] existe ¢; € V(C) e
um b; € B’ tal que (¢;,b;) € E(G). Em sua versao de otimizagao, queremos minimizar
o tamanho de B'.

A partir dessa defini¢ao, podemos pensar em variagoes para o problema CCV, por
exemplo, uma versao em que os vértices da solucao B’ precisam necessariamente estar
conectados. Uma outra versao do problema que pode ser relevante é imaginar que um
vértice de A(G) s6 pode se conectar a algum vértice de B(G) se estiver a uma distancia
restrita, ou seja, pensar em uma versao com restricao de diametro. Tais versoes nao
sao abordadas neste trabalho e poderao ser estudadas em trabalhos futuros.

Vale frisar que o grafo gerado pela instancia de OWN-BC tem grau maximo
igual a quatro [Ferreira Neto et al., 2017], uma classe de grafos muito restrita. No
nosso trabalho, focamos no estudo do problema para grafos gerais, o que torna o
problema mais dificil. Assim, tivemos como desafios encontrar algoritmos polinomiais
que resolvem o problema para distintas classes de grafos e mostrar a NP-Completude
do problema para outras classes. Também foi nosso objetivo encontrar algoritmos
eficientes para essas classes de grafos em que o problema é NP-Completo.

O problema CCV tem grande similaridade com alguns problemas NP-Completos
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classicos da literatura como por exemplo o Vertex Cover. No problema Vertex Cover
queremos cobrir todas as arestas de um grafo G com os vértices do mesmo, assim,
podemos imaginar uma transformacao de G em que suas arestas se transformam em
componentes que queremos cobrir e os vértices de GG se tornam vértices com as quais
cobriremos as componentes, e com isso, se resolvermos o problema CCV resolveremos
o problema Vertexr Cover. Outros problemas de cobertura podem ser reduzidos a CCV
como o Conjunto Dominante, o Set Cover e o Red-Blue Dominating Set.

O Set Cover e o Red-Blue Dominating Set sao equivalentes entre si, pois podemos
reduzir um problema ao outro. Por exemplo, se X é o conjunto de elementos que se quer
cobrir no SC, podemos pensar em uma reducao em que elementos de X sao vértices
vermelhos e os subconjuntos de X que podem ser usados para cobrir sao vértices azuis.
Além disso, hé arestas de um vértice azul para um vermelho se o elemento representado
pelo vértice vermelho pertencia ao subconjunto representado pelo vértice azul. Assim,
se uma solugao cobre todos os elementos de X, se selecionarmos os vértices azuis que
representam os conjuntos dessa solucdo, ele serd uma solucdo para RBDS. E facil ver
que a transformacao de uma solugao de RBDS para uma solugao de SC também é valida,
utilizando a mesma estratégia. Também é facil ver que podemos transformar uma
instancia de RBDS para SC fazendo a mesma coisa: vértices vermelhos se transformam
em elementos, vértices azuis se transformam em subconjuntos, que tém os elementos
que representam seus vértices vermelhos vizinhos.

O Red-Blue Dominating Set é também equivalente ao CCV em grafos bipartidos
com partigdo (A, B), como mostraremos no Teorema 3, onde é feita uma redugao a
partir de um caso particular do Set Cover e o grafo resultante é equivalente a uma
instancia de RBDS. Também mostraremos que, com o Lema 1, podemos reduzir CCV
a RBDS. Portanto, o problema aqui estudado tem uma forte conexao com o Set
Cover, uma vez que os trés problemas sao equivalentes. Ainda assim, podemos utilizar
a estrutura do grafo de entrada para ajudar a resolver o problema de maneira mais
eficiente, se beneficiando de determinadas especificidades que o grafo pode ter. Por
exemplo, grafos de determinadas classes podem nos dar informagoes tteis para que
possamos encontrar algoritmos polinomiais para o problema aplicado a grafos dessa
classe. Ademais, se uma determinada classe nao é fechada em relacao as operacoes de
remogao ou contragao de arestas (isso quer dizer, apos uma dessas operagoes, o grafo
resultante nao necessariamente continuard pertencendo aquela classe), um resultado
obtido para o CCV nao necessariamente se aplicard a RBDS ou SC.

Podemos também, interpretar a estrutura de um grafo pertencente a uma deter-
minada classe como impondo restricoes nas instancias de Set Cover. Por exemplo, se

o problema é aplicado a grafos com grau méximo 3, isso quer dizer que o tamanho dos
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conjuntos da instancia de SC tem tamanho no maximo 3. Outra observagao interes-
sante ¢ uma abordagem diferente, sugerida por um dos membros da banca avaliadora
deste trabalho, que utilizaria uma interpretacao desta relacao com Set Cover através

de duas etapas:

1. a caracterizacao de qual tipo de instancia de grafo bipartido poderia ser obtida

se aplicassemos a grafos de uma determinada classe as regras de redugao de CCV

para RBDS;

2. a determinagao da complexidade para subclasses de grafos bipartidos.






Capitulo 5

NP-Completude

Neste Capitulo, mostram-se os resultados obtidos sobre a complexidade do problema
CCV, provando sua NP-Completude nao s6 para grafos gerais, mas também para classes
de grafos especificas, tais como bipartidos com grau maximo igual a trés, splits, cordais,
UDGs planares, grades e grades parciais.

Primeiramente mostramos o Lema 1 que é um resultado importante sobre con-
tracao de arestas em grafos de entrada do problema CCV. Esse Lema sera utilizado

para muitas outras provas deste Trabalho.

Lema 1 Dada uma instincia I = {G,A e B,k} de CCV e uma instincia I' =
{G/A,k} sendo que G/A é o grafo gerado pelas contra¢io das arestas em E(A(G))
no grafo G, B’ € uma solu¢ao vdlida do problema para I' se e somente se B’ é também

uma solucao vdlida do problema para I.

Demonstracao O subgrafo induzido G4 = G[A(G)] forma vérias componentes cone-
xas, as quais queremos conectar com vértices de B(G). Ao contrair todas as arestas de
E(G4) temos um grafo apenas com vértices isolados, que juntos aos vértices de B(G)
mais as arestas nao contraidas formam o grafo G/A onde nao ha aresta entre nenhum
par de vértices de A(G/A). Se B’ é uma solugao valida para a entrada I’, para que to-
dos os vértices de A(G/A) tenham caminho até algum vértice de B’ passando somente
por vértices de A(G/A) entao é necessario que todo vértice de A(G/A) tenha aresta
para algum vértice de B’, pois nao havendo arestas entre os vértices de A(G/A) o tnico
modo desses vértices se conectarem é diretamente por uma aresta até B’. Seja v um
vértice qualquer em A(G/A). Por construgao, v representa uma componente conexa
em GG 4. Como ha uma aresta entre v e algum vértice b; € B’, qualquer vértice que
estivesse na componente conexa representada por v teria um caminho até b; passando

somente por vértices de A(G), ou seja, a componente toda estaria coberta por b;. Como
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essa propriedade é valida nao s6 para v mas para qualquer vértice de A(G/A) entao
todas as componentes conexas originais sao cobertas por B’, assim sendo, B’ também
é uma solugao valida para a instancia I. Por outro lado, se B’ é uma solugao para a
instancia [ entao todas as componentes de G 4 tém um vértice vizinho de algum vértice
de B’. Seja C' uma componente qualquer de G 4. Por construcdo, ha um vértice v que
representa C' em G/A. Apods a contragao de arestas, todos os vizinhos de qualquer
vértice em C' serao vizinhos de v, logo, o vértice de B’ que cobre C, é vizinho de v
e o cobre. Como essa propriedade é valida para todas as componentes de G4 entao
todas as novas componentes (que sdo vértices tnicos) em G/A serao cobertas. Logo,

B’ também é uma solucao valida para a instancia I. |

Uma observacao importante, também muito utilizada nas provas de NP-
Completude e nos algoritmos aqui encontrados, é que dada uma instancia de CCV
{G, A e B, k), adicionar ou remover arestas entre os vértices de B nao altera o resul-
tado da solucao. Isso é claro, uma vez que nao estaremos inserindo nenhuma aresta
de um vértice de A para um vértice de B, portanto, nao criando novas solugoes. Se
contrairmos todas as arestas entre os vértices de A e removermos todas as arestas entre
os vértices de B, teremos uma instancia de Red-Blue Dominating Set. Chamaremos
esse procedimento de simplificagao do grafo.

A partir do Lema 1 e dessa observacao, conseguiremos fazer as provas de NP-
Completude do problema CCV. Inicialmente, precisamos provar que o problema é
NP e depois provar que é NP-Completo. Uma maneira de provar que um problema
pertence a classe NP é mostrar que ele é um problema de decisao e que existe um
algoritmo polinomial que verifica se uma solu¢ao dada é valida [Cormen et al., 2009],

e isso € mostrado no seguinte Lema:
Lema 2 CCV ¢ NP.

Demonstracao A questao da versao de decisao do problema é: dados um inteiro k,
um grafo G = (V, E) e uma particdo A(G), B(G) de V(G), existe um subconjunto de
vértices B’ C B(G) tal que |B| < k e para todo a; € A(G) existe caminho passando
somente por vértices de A(G) a partir de a; até algum vértice de B'? O Algoritmo
1 verifica uma solucao em tempo polinomial. O algoritmo usa a funcao DFS, que é
uma busca em profundidade, classica em teoria dos grafos e é explicada com mais
detalhes em Cormen et al. [2009]. Uma observagao importante é que recursivamente
essa busca em profundidade so6 verificara vértices de A(G). A busca em profundidade
tem complexidade O(n +m). Além da busca, o algoritmo verifica se todos os vértices

de A(G) foram alcangados através dos vértices de B’, passando por todos os vértices
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de A(G), complexidade O(n), logo a complexidade total do algoritmo é O(n + m),

polinomial.

Algorithm 1 VERIFICA-CCV

Entrada G, A e B, k, B’, sendo G uma instancia valida de CCV
Saida SiM se B’ for uma solugao valida e NAO, caso o contrario
se |B'| > k entao

retorne NAO
. para cada b € B’ faga

se cor|b] = BRANCO entao

DFS(G, b)

se Ya € A(G), corla] = PRETO entao

retorne SIM
retorne NAO

—

Apoés provarmos que CCV é NP, precisamos provar sua NP-Completude. Para
provar que um problema P é NP-Completo devemos mostrar que P esta em NP e que
existe um problema P’ conhecidamente NP-Completo que pode ser reduzido polinomi-
almente a P. Reduzir P’ polinomialmente a P significa que através de uma instancia
genérica de P’, aplicando operagoes em tempo polinomial geramos uma instancia de
P e através da saida de P geramos a saida de P’ também em tempo polinomial, e a
resposta serda SIM para P’ se e somente se a resposta for SIM para P. Pelo Lema 2
temos que CCV é NP. Por fim, reduziremos um problema NP-Completo a ele.

Utilizaremos como base para nossa redugao o problema Set Cover — em tradugao
livre, Cobertura de Conjuntos —, ou simplesmente SC. Esse problema recebe como
entrada um inteiro k, um conjunto de elementos X = {z1,x, ..., |x|} € uma familia de
conjuntos Y = {Y1,Ys, ..., Y}y }, sendo que VY; € Y temos Y; C X, e deseja-se saber se
¢é possivel cobrir todos os elementos de X com no méximo k£ conjuntos de ), ou seja,
deseja-se saber se existe um subconjunto )’ C Y tal que |[V'| < ke Vz; € X existe um
Y; € V' no qual z; € Y; [Cygan et al., 2015]. O problema d-Set Cover & igual ao SC
com a restrigao de que o tamanho dos conjuntos em ) é no méximo d. Segundo Duh
& Fiirer [1997], para qualquer d > 3, d-Set Cover é NP-Completo. Assim, o problema
escolhido para a reducao do Teorema 3 foi o 3-Set Cover (3-SC), onde esse d é igual a

3 e os conjuntos em ) tem tamanho no maximo 3.
Teorema 3 CCV é¢ NP-Completo.

Demonstragao Criamos a instancia I = {G, A e B, k““V} de CCV a partir de uma

instancia genérica de 3-SC. Seja I' = {X, Y, k*°C} uma instancia genérica de 3-SC.
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Para cada elemento z; € X cria-se um vértice a; correspondente que ¢ inserido em
A(G). Para cada Y; € Y cria-se um vértice b; correspondente que ¢ inserido em B(G),
e para cada elemento z; € Y;, obtemos o vértice a; correspondente a x; e inserimos
a aresta (a;,b;) em E(G). Assim, uma aresta entre um par de vértices (a;,b;) indica
que no problema 3-SC, o elemento z; correspondente a a; estd contido no conjunto Y;
correspondente a b;. Por fim, fazemos k““V = k=5, Note que como cada Y; tem no
méaximo trés elementos, entao o grau de todo vértice em B(G) é no maximo trés, e como
nao criamos arestas entre os vértices de A(G), nem entre vértices de B(G), o grafo G
¢é bipartido. No grafo gerado pela transformagao, as partes da biparticao dos vértices
sao os conjuntos A(G) e B(G). A Figura 5.1 mostra um exemplo dessa transformagao,
onde os elementos de X se tornam vértices de A(G) e sao representados por circulos
e conjuntos de ) se tornam vértices de B(G) e s@o representados pro tridngulos. A

seguir, provaremos a equivaléncia das instancias.

X a; //bx Y,

X={x,x, X3 x4}
Y={Y, 1, Y,7,Y}

xz Yz
1 — >
Y, = {x, x,}
Y, ={x, x;/ X3 Y,
Y, ={x,)}
Y5 ={x, x; x,)

X, Y,

Y.

Figura 5.1: Exemplo de uma redugao de 3-SC para CCV.

(=) Se 3-SC tem resposta SIM entdo CCV tem resposta SIM: se 3-SC tem res-
posta SIM, existe um conjunto )’ C ), tal que todo elemento de X esta em pelo
menos um conjunto de )’ e |V'| < k375¢. Por construgao, como os vértices de A(G)
representam os elementos de X, se obtermos os vértices de B(G) correspondentes aos
conjuntos em )’ e os colocarmos em um conjunto B C B((), entdo existe pelo menos
uma aresta de cada vértice em A(G) para um vértice em B’. Como, por construgao,
nao hé arestas entre os vértices de A(G) entao cada vértice forma uma componente
conexa isolada, e como ha arestas de todos eles a algum vértice de B’ entao B’ cobre
todas as componentes conexas em A(G). Como |B'| = || < k*799 = k“CV entdo
| B/| S kCCV'
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(<) Se CCV tem resposta SIM entao 3-SC tem resposta SIM: se CCV tem
resposta SIM, existe um conjunto B’ C B(G), tal que |B'| < kY“Y e B’ cobre todas as
componentes conexas de A(G). Como, por construgao, ndo ha arestas entre os vértices
de A(G) entao cada vértice forma uma componente conexa isolada, logo, como B’ cobre
todas as componentes conexas de A(G), B’ cobre todos os vértices de A(G), ou seja,
todo vértice de A(G) tem pelo menos uma aresta até um vértice de B’. Obtemos os
conjuntos de ) correspondentes aos vértices em B’ e os colocarmos em um conjunto
Y' C ). Por construcdo, uma aresta entre um vértice a; € A e b; € B representa
que z; correspondente a a; estd em Y; correspondente a b;. Como os vértices de A(G)
representam todos os elementos de X, e ha aresta de todo vértice de A(G) até algum

vértice de B’ entao todo elemento de X esta em pelo menos um conjunto de ). Como
|y/| _ |B/| < LCCV — :3=5C antiao |y/| < f3—5C ]

Corolario 4 CCV é NP-Completo mesmo se o grafo de entrada for bipartido.

Teorema 5 CCV é NP-Completo mesmo se o grafo de entrada for bipartido e tiver

grau mdxrimo 3.

Demonstracao O grafo G criado na transformagao do 3-SC para o CCV ¢é bipartido,
o grau maximo dos vértices de B(G) é igual a 3 e os graus dos vértices de A(G)
podem ser maiores que 3. Seja a um vértice em A(G) tal que d = d(a) > 3 e seja
N(a) = {by1,bs,...,bs} os vizinhos de a. Criamos mais dois vértices ay e ag, que sao
inseridos em A(G), e inserimos as arestas (a,az2) e (az,a3) em E(G), ou seja, os trés
vértices pertencem a A(G) e fazem parte da mesma componente conexa. Depois,
desconectamos dois vizinhos de a e os fazemos vizinhos de az: N(a) = {bs, by, ..., b4, as},
N(az) = {a,a3} e N(az) = {ag,b1,b2}. Assim o que fizemos foi inserir dois novos
vértices com graus < 3, pois d(az) = 2 e d(a3) = 3, e diminuimos o grau de a em
uma unidade, |N(a)| = d(a) = d — 1. Essa operacao ¢ ilustrada na Figura 5.2, onde
vértices em A(G) s@o representados por circulos e vértices em B(G) sao representados
por triangulos. Repare que apos essa operagao o grafo continua bipartido, mas A(G)
e B(G) nao sao as partes da bipartigdo natural do grafo bipartidos.

Note que ao fazer isso, uma solucao B’y para o grafo original continua sendo
uma solugao para o problema, pois se anteriormente a era coberto por b; ou by esses
vértices cobrem as, consequentemente cobrindo a e ao, pois ha caminho para os mesmos
passando por az. De forma similar, se a ainda tem aresta para algum vértice de b; € B,
b; também cobre as e az pois ha caminho para os mesmos passando por a. E claramente,

uma solucao B’; para o novo grafo também é solugao para o grafo original, pois algum
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—>

N

Figura 5.2: Decrementando o grau de vértices de A(G) de um grafo bipartido.

b; € B’y precisa cobrir a componente conexa que contém a, as € ag, logo, b; cobriria a
no grafo original.

Note também que o procedimento nao gera ciclos de tamanho impar, pois se a
fazia parte de algum ciclo que usava as arestas (a,b;) ou (a,bs), agora o ciclo pode
apenas ter aumentado de tamanho em duas arestas, (a,as) e (az,as), ou seja, o ciclo
continua de tamanho par. Logo, o grafo continua bipartido e diminuimos em um o
grau de algum vértice com grau maior que trés. Se repetirmos o procedimento até que
nao haja mais vértices com grau maior que 3 em A(G), teremos um grafo bipartido G’
onde todos os vértices tem grau maximo 3, e que uma solu¢do B’ para G’ também é
solucao para G.

Como a operacao pode ser feita em tempo polinomial apenas passando por todos
os vértices e verificando se ha algum com grau maior que 3, e criar novos vértices, inseri-
los, e trocar inserir e remover um nimero constante de arestas leva tempo constante,

temos que essa operagao leva tempo polinomial. |

Assim como para grafos bipartidos, o problema CCV também é NP-Completo
para uma outra classe de grafo muito relevante na teoria dos grafos, os grafos cordais.
Para provar que CCV é NP-Completo para grafos cordais, provaremos que o problema
é NP-Completo para uma de suas subclasses: os grafos split. Tanto grafos split quanto
grafos cordais sao definidos no Capitulo 2 e como os grafos split sao grafos cordais, se
o problema é NP-Completo para grafos split, consequentemente o problema também é

NP-Completo para grafos cordais.

Teorema 6 CCV é¢ NP-Completo para grafos split.
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Demonstracao Seja G o grafo gerado a partir da transformagao da instancia do 3-SC
para a instancia de CCV. Como mostrado no Teorema 3, CCV é NP-Completo para
o grafo G que é bipartido, e nao possui arestas entre os vértices de uma mesma parte
da parti¢ao. Logo, A(G) e B(G) sao conjuntos independentes. Se criamos um grafo
G’ = G e adicionarmos todas as arestas possiveis entre vértices de B(G'), entdao G’ sera
um grafo split pois B(G') agora é uma clique e A(G’) é um conjunto independente.
Por fim, CCV tem resposta SIM para a instancia com o grafo G se e somente se tem
resposta SIM para a instancia com o grafo G'. E evidente notar isso, uma vez que
adicionar arestas entre os vértices de B(G) nao altera o resultado do problema, pois
queremos conectar as componentes conexas de A(G) a vértices de B(G) e adicionar
arestas neste dltimo conjunto nao cria nem remove conexoes entre vértices de partes

distintas da particao. |

Como todo grafo split também ¢é cordal [Brandstadt et al., 1999], temos o seguinte

corolario:
Corolario 7 CCV é NP-Completo para grafos cordais.

Duas classes de grafos também bastante estudadas sao os grafos planares e os Unit
Disk Graphs (UDGs), que sao definidos no Capitulo 2. Mostraremos aqui que CCV
é NP-Completo mesmo se o grafo for um UDG planar. Para esta prova, usaremos o

seguinte Lema auxiliar:

Lema 8 [Clark et al., 1990; Valiant, 1981] Um grafo planar G com grau mdzimo igual
a 4 pode ser desenhado em um plano, usando uma drea de tamanho O(n), tal que todos
0s vértices sao situados em coordenadas inteiras do plano e todas as arestas podem ser
desenhadas sobre as linhas do plano, isto €, qualquer ponto dessa reta tem pelo menos
uma de suas coordenadas inteiras. Uma ilustragao desse processo pode ser vista na
Figura 5.3, onde a esquerda temos um grafo planar com grau mdzrimo igual a 4 e, a

direita, o mesmo grafo desenhado no grid.

Usando o Lema acima, provaremos que CCV é NP-Completo para UDGs planares
fazendo uma redugao a partir do problema Vertez Cover (VC), uma vez que este
problema é conhecidamente NP-Completo para grafos planares com grau méximo igual
a 3 [Bar-Yehuda & Even, 1985; Garey & Johnson, 2002; Clark et al., 1990|. No problema
VC recebemos como entrada um grafo G' e um inteiro k e desejamos saber se existe
um subconjunto de vértices de tamanho no méximo %k que cobre todas as arestas do
grafo, ou seja, um subconjunto V' C V(G) em que |V'| < k e V(u,v) € E(G) temos
que V' N {u,v} # 0.
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Figura 5.3: Exemplo de utilizacao do Lema 8.

Teorema 9 CCV é NP-Completo para UDGSs planares.

Demonstragao Criamos uma instancia {G“V A e B, k““V} de CCV, na qual G¢“V
serd um UDG. Seja {GVC, £V} um instancia de VC e GV¢ é um grafo planar de grau
maximo 3. Uma ilustracao desta reducdo ¢ mostrada na Figura 5.4. Desenhamos GV¢
em um plano como especificado no Lema 8, e trabalharemos sempre a partir de GV¢
nesse plano, que é um grid que chamaremos de g;. Define-se que a medida do lado de
cada célula nesse grid é igual a 1. Como G¢“Y devera ser um UDG, ele também sera
desenhado em um plano, que também serd um grid g, de tamanho igual ao de ¢, e
com células com lado de tamanho 1.

Copiamos os vértices de GV¢ para B(GYVY) e os desenhamos em g5, sendo que,
como esses vértices devem ser discos, seus centros serao exatamente nas coordenadas
em que estao situados em g; e terao raio igual a }1. Apos isso, substituiremos as arestas
em G"¢ por componentes conexas formadas por vértices intermediérios: Ve; € B (GVC)
cria-se uma componente conexa C; com t; vértices que sao desenhados em gy seguindo
o caminho que a aresta e; segue em g; e como esses vértices sao discos, eles terao raio
igual a 411 e serao colocados sempre tangentes aos vértices vizinhos. Os vértices em C;
sao inseridos em A(GYCV).

Note que como colocamos os vértices tangentes, eles serao vizinhos, ou seja, serao
conexos e também serao vizinhos dos vértices a qual a aresta conectava. Note também

que como GVC ¢é planar, suas arestas estdo desenhadas de forma que nao se cruzam e

1
4

uma componente criada tem intersecao com algum disco de outra componente. Vale

como a célula do grid tem lado de tamanho 1 e os discos tem raio 7, nenhum disco de

frisar que o grafo gerado também é planar, pois todos os discos sao apenas tangentes,
nao tem intersecdo, logo, ndo tem arestas que se cruzam. Por fim, fazemos k¢“V = gV,
Provaremos entao a equivaléncia dos problemas.

Se VC tem resposta SIM entdo existe um conjunto V' C V(GV) tal que V' cobre
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Figura 5.4: Exemplo de redugao de VC em grafos planares com grau < 4 para CCV
em UDGs planares.

todas as arestas de GV e [V'| < kV¢. Obtemos o conjunto B’ C B(G°“Y) de vértices
que foram criados correspondentes aos vértices de V', ou seja, sdo as copias de V' no
grafo GV, Por construgdo, cada componente conexa C; de A(GCY) foi criada a
partir de uma aresta e; = (u;,v;) de G¥“ e C; s6 ¢é ligada a dois vértices b% e b? de
B(GCY) que sdo as copias de u; e v;. Como V' cobre todas as arestas temos que
u; € V' ouv; € V' o que implica que by € B’ ou bj € B’, logo C; & coberta por
B’. Como isso é valido para todas as arestas e componentes criadas a partir delas, B’
cobre todas as componentes em A(GY“V). Como |B'| = |[V'| < kVC = kY entao
|B| < kCCV.

Se CCV tem resposta SIM entdo existe um conjunto B’ C B(G““Y) que cobre
todas as componentes de A(G“Y) e |B'| < k““Y. Obtemos o conjunto V' C V(GV)
de vértices originais dos quais os vértices em B’ foram criados. Por construcao, cada
componente conexa C; de A(GYCY) foi criada a partir de uma aresta e; = (u;,v;) de
GV e C; 6 ¢ ligada a dois vértices by e bY de B(G“Y) que sdo as copias de u; e v;.
Como B’ cobre todas as componentes temos que by € B ou b € B’ o que implica que
uj € V' ouw; € V' logo a aresta e; é coberta por V'. Como isso é valido para todas as
arestas e componentes criadas a partir delas, VV’ cobre todas as arestas de GV¢. Como
V| = |B'| < kY = kVC entao |V'| < kVC.

Se existisse um algoritmo que resolvesse CCV para UDGs planares em tempo
polinomial, poderiamos usé-lo para o grafo gerado nessa reducao e resolver VC para
grafos planares com grau méaximo 3 em tempo polinomial, o que nao é possivel a menos
que P = NP. Logo, CCV é NP-Completo para UDGs planares. |

Como os grafos mostrados acima sao todos grades parciais — definidas no Capi-

tulo 2 —, o Teorema 9 deriva o seguinte corolério:

Corolario 10 CCV é NP-Completo para grades parciais.
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Tendo em vista que o problema estudado é NP-Completo para grades parciais,
¢ interessante pensar se o problema continua NP-Completo mesmo para grades. Vale
frisar que grades sao um tipo de grafo muito restrito e especifico. Muitos problemas
NP-Completos da literatura se tornam polinomiais, lineares ou até mesmo constantes
quando o grafo de entrada se restringe a uma grade. No entanto, mostramos no Teorema

a seguir que CCV continua NP-Completo mesmo que o grafo de entrada seja uma grade.
Teorema 11 CCV é NP-Completo para grades.

Demonstracao Seja {G, A e B, k} uma instancia de CCV na qual G é uma grade
parcial, com um grid n x m. Denotaremos os vértices de V(G) por v; ;, para 0 <i < n
e 0 < j < m. Por simplicidade, assumimos que, para cada par 4,7, o vértice v;;
existe. Se esse nao for o caso, podemos adicionar um novo vértice v; ; em V(G) que
pertencerd a B(G). Como nao adicionamos arestas, essa operagao claramente nao
mudara a resposta do problema para essa instancia.

Define-se que um vértice v; ; pode ser adjacente de um vértice vy; somente se
os dois sao “vizinhos” na grade, ou em outras palavras, nao ha nenhum vértice entre
eles. Mais formalmente, eles podem ser adjacentes somente se i = k e |[j — | = 1 ou
li—kl=1ej=1

Construiremos um novo grafo G', instancia de CCV, que sera a transformagao de
G em uma grade. G’ tera dimensoes 3n — 2 x 3m — 2. Para cada vértice v; ; € V(G),
criamos e mapeamos um vértice ws; 3; e inserimos em V(G’), e ws; 3; pertencera a A(G’)
se e somente se v; ; € A(G) — caso contrario, pertencera a B(G’).

Assim, podemos assumir que G’ ¢ uma grade parcial na qual faltam apenas ares-
tas. Podemos ver que o grid de G’ € um grid maior: entre cada par de colunas do grid
original, ha duas novas colunas. De forma similar, entre cada par de linhas do grid
original, h& duas novas linhas. Assim, entre cada par de vértices do grafo original, de-
veremos inserir dois novos vértices. Além disso, dentro de cada célula do grid original,
existirao quatro novos vértices, por causa das interse¢oes das novas linhas e colunas.
Inserimos esses quatro novos veértices e os colocamos em B(G’). Ou seja, para cada
i,7 €10,n—2] x [0,m — 2], sdo criados quatro vértices ws;+1,3j4+1, W3it1,3j+2, W3it2.3j+1
€ Wsit2342 € inseridos em B(G’). Inserimos também em E(G’) as quatro arestas ne-
cessarias entre eles, ou seja, as arestas (Ws;+1,3j4+1, Wait1,3j42), (W3it1,3j+1, W3i+2,3j41),
(W3i11,3j+2, Wait2,3j+2) € (Wait23j+1, Waita3j+2). Como, por enquanto, eles sé tem ares-
tas entre si, eles nao criam novas solugoes.

Inseriremos entao os vértices entre cada par de vértices v; j, v; j+1 do grafo original.

Nesse caso, sao vértices adjacentes do grafo original que estdo na mesma linha, mas
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0 processo abaixo pode ser generalizado para os vértices adjacentes na mesma coluna
(mudando apenas o indice dos vértices para v; j, v;11,;). Criamos os vértices ws; 3511 €
W3; 3j+2 € os inserimos em V/(G’). Inserimos também em E(G’) as arestas necessarias,
ou seja, as arestas (ws;s;, W3 3j41), (Wsi3j+1, Waizj+2) € (ws;3j4+3). Lembrando que os
vértices ws; 35 € Ws; 343 ja existem em V(G') pois sdo os vértices mapeados a v; ; € v; j11,
respectivamente. A parte da particdo de G’ a qual ws; 3511 € ws; 342 irdo pertencer
depende das partes da particao de v;; e v; ;41 no grafo original e se ha aresta entre

eles. Teremos entao seis casos:

e Se Vi gy Vij+1 € A(G) e (U@j, ’Ui7j+1) S E(G), entao W34 3541 € W3;,3542 pertencerao a
A(G"), esse caso é mostrado na Figura 5.5. Assim, como em G, v; ; e v; j+1 faziam
parte da mesma componente, em G’ eles também farao parte e um vértice vy, €
B(G) que cobrisse v; ; e v; j+1 no grafo original, tem um vértice ws, 3 € B(G')
correspondente que pode cobrir ws; 3; € ws; 3543 em G', além de cobrir ws; 3,41 €

ws; 3542, 0 que faz sentido, ja que estao na mesma componente.

o——O
»
Figura 5.5: Reducao de grade parcial para grade: caso 1.

e Se Vi5, Vi j+1 S A(G) e (Ui,ja Ui,j—l—l) ¢ E(G), entao W34,3j+1 € W34,3542 pertenceréo a
B(G’), como mostrado na Figura 5.6. Podemos criar assim novas solugoes, mas
nao melhores que as ja existentes. Isso porque se ws; 3,41 estiver na solugao ele s6
estara cobrindo a componente de ws; 35, mas no grafo original, algum vértice v, ; €
B(G) cobriria a componente de v; j, entao podemos colocar seu correspondente
wsy,3; na solucao no lugar de ws; 3;+1. O mesmo procedimento é valido para caso

Ws; 3542 gere Uma nova solugao.
O O
-l
Figura 5.6: Redugao de grade parcial para grade: caso 2.

o Se v;; € A(G) e v; j11 € B(G) (ou o contrario, ou seja, os vértices estejam em

partes diferentes da parti¢ao), utilizamos um dos casos abaixo. Sem perda de
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generalidade, assumimos que v; ; € A(G), caso contrario, basta fazer o procedi-

mento abaixo trocando os indices:

— Se (vi,j,vij+1) € E(G), entdo ws; 341 € ws; 3542 pertencerao a A(G'), caso
ilustrado na Figura 5.7. Assim, se em G a componente de v; ; fosse coberta

por v; 11, ela sera coberta por ws; 3; em G'.

O—=a
—

Figura 5.7: Redugao de grade parcial para grade: caso 3.

— Se (vij,vij+1) € E(G), entdo ws;3j41 € ws; 342 pertencerao a B(G'), esse
caso ¢ mostrado na Figura 5.8. Podemos criar assim novas soluc¢oes, mas
nao melhores que as ja existentes. Isso porque uma solucao pode conter
ws; 35+1, Mas, neste caso, ele s6 estara cobrindo a componente de ws;3;. No
entanto, no grafo original, a componente de v; j era coberta por algum vértice
v € B(G), entdo podemos colocar seu correspondente wsy 3 ha solugdo no

lugar de ws; 3541.

O A\
—>
Figura 5.8: Reducao de grade parcial para grade: caso 4.

e Os ultimos dois casos sao se v; ;,v; j+1 € B(G) e (v ;,vi;+1) € E(G) ou ¢ E(G).
Nos dois casos, ws; 3j+1 € Wa; 3,42 pertencerdo a B(G'), como mostrado na Figura
5.9. Nesses caso, claramente nao criaremos novas solugoes, pois nao inserimos

nenhuma aresta entre vértices de partigoes distintas em G'.
L—A
ou —p
VAN AN
Figura 5.9: Redugao de grade parcial para grade: casos 5 e 6.

Note que os novos vértices de B(G’) que foram inseridos dentro das células do grid

orlglnal (w3i+1,3j+1, W3i4+1,3j+2, W3i4+2,3j+1 € w3i+2,3j+2) podem criar novas SOthOGS7 mas
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nao melhores que as originais. Isso porque um w; desses vértices pode estar ligado a um
vértice w, € A(G") da sua mesma linha ou de sua mesma coluna, mas se isso acontece
e ele estd na solucao, ele cobre s6 essa componente, e no grafo original existiria um
vértices v, € B(G) que cobriria a componente de w, (lembre-se que todos os vértices
inseridos em A(G’) fazem parte de uma componente do grafo original), entdo podemos
trocar wy por w,. Também hé o caso de w, estar ligado a dois vértices w,, w, € A(G’)

da sua mesma linha e mesma coluna cada. Mas isso s6 acontece se:

e Os dois estao ligados a um vértice ws € A(G’) que é correspondente a um vértice
vs € A(G) do grafo original. Assim, algum vértice v, € B(G) cobriria v no grafo
original. Podemos entao colocar seu correspondente w, na solucao no lugar de

wy, pois w, cobre a componente de w;.

e Os dois estiverem ligados a um vértice w, € B(G') que é correspondente a um
vértice vy € B(G), do grafo original. Podemos entao trocar w; por wg, simples-

mente.

A reducgao pode claramente ser feita em tempo polinomial. Um exemplo dessa
reducao é mostrado na Figura 5.10, onde circulos representam vértices de A, triangu-
los representam vértices de B e vértices sombreados representam uma solugao para o
problema. Note que as componentes conexas induzidas por A(G’) tém uma correspon-
déncia um-para-um com as componentes conexas induzidas por A(G). Note também
que em cada um dos casos, podem ser criadas novas solugoes, mas nao melhores do que
as ja existentes. Como apos a reducgao, G’ é uma grade, entao CCV é NP-Completo

para grades.

000006 EEDe08 00!
65 00 6 5 D 6 6
G N D D
C
070,50 W 0 N
B0 5 6 o O 65 i
0 0 5 . 5 A
0 0 D .0 0 5

VA
£ VAN ASG,
VA vA

VA A

JAN L——0

Figura 5.10: Exemplo de redugao de uma grade parcial para uma grade.






Capitulo 6

Algoritmos Polinomiais Exatos

Um dos objetivos deste trabalho é encontrar algoritmos polinomiais que resolvam o
problema CCV para determinadas classes de grafos, se beneficiando da estrutura das
mesmas para obter tais algoritmos. No entanto, nao é trivial encontrar algoritmos
polinomiais para classes especificas, pois o problema é bastante dificil como mostrado
anteriormente que o mesmo é NP-Completo mesmo para classes de grafos muito res-
tritas como, por exemplo, grafos bipartidos com maximo grau 3 ou grades. Mostramos
neste Capitulo que é possivel resolver CCV em tempo polinomial para arvores, grafos
bloco, cografos, cactos e grafos outerplanares.

Para a maioria dos algoritmos polinomiais exatos, dada uma instancia de CCV
{G, A e B, k} sao utilizadas algumas regras em comum. As chamaremos de regras de

reducao basicas. Sao elas:

e Se o grafo é desconexo, podemos aplicar o algoritmo para cada componente co-
nexa separadamente. Isso acontece porque o resultado de uma componente cla-
ramente nao influencia no resultado de outra. Assim, sem perda de generalidade,

assumimos que o grafo de entrada é conexo.
e Se k < 0, respondemos NAO.
e Se |[A(G)| =0 e k >0, respondemos SIM.
e Se |[A(G)| >0e k=0ou|B(G)| =0, respondemos NAO.

e Se |B(G)| =1, esse vértice tem que estar na solugao, pois ele cobre a componente

conexa inteira. O colocamos na solugao e diminuimos k£ em uma unidade.

37
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Apoés aplicar essas regras o maximo possivel, temos que o algoritmo ja deu a
resposta ou assumiremos que estamos trabalhando com um grafo conexo e que k > 0,
|A(G)| > 0e |B(G)| > 1.

Para alguns algoritmos polinomiais também utilizamos a seguinte regra de redu-
¢ao, que chamamos de regra do grau 1: seja {G, A e B, k} uma instancia de CCV.
Aplicamos o processo de simplificacao em G e obtemos o grafo G5. Apods essa operagao,
vértices de A(G;) s6 tem arestas para vértices de B(Gy) e vice-versa. Seja u € V(Gy)

um vértice de grau 1 (se existir). Seja v o vizinho de w.

e se u € B(Gy) entao v € A(Gy). Podemos entao remover u do grafo pois, como
assumimos que |B(Gy)| > 1 e que o grafo é conexo, existe algum outro vértice
b € B(Gy) que pode cobrir v, logo, se existisse uma solu¢ao que continha o vértice

u ele esté cobrindo somente v e podemos trocé-lo por b.

e se u € A(Gy) entdo v € B(G) e v é o Gnico vértice que pode cobrir u. Entao
colocamos v na soluc¢ao, diminuimos k£ em uma unidade e removemos do grafo u,

v e quaisquer outros vértices de A(Gy) cobertos por v.

Podemos aplicar essa regra de reducao até encontrar a resposta, ou ao fim da mesma,
obter um grafo com grau no minimo 2.

Mostraremos agora um algoritmo polinomial para arvores:
Teorema 12 C'CV pode ser resolvido em tempo polinomial em drvores.

Demonstracao Seja {G, A e B,k} uma instancia de CCV e G é uma arvore. Apli-
camos o procedimento de simplificacao em G, gerando o grafo GG,. Note que contrair
arestas nao gera ciclos, entao isso nao desfaz a estrutura de arvore. Remover arestas
pode desconectar o grafo, mas cada componente conexa do grafo ainda serd uma ar-
vore. Utilizamos as regras de reducgao bésicas, assim, podemos assumir que estamos
trabalhando com uma arvore em que vértices de A(G) s6 tem vizinhos em B(Gy)
e vice-versa. Como o grafo é uma arvore, algum vértice é folha e tem grau 1. Se
aplicarmos a regra do grau 1 diminuiremos o tamanho do grafo em pelo menos uma
unidade e o grafo resultante continua sendo uma arvore. Se aplicarmos essas regras

repetidamente, encontraremos uma solucao 6tima. |

A partir do algoritmo polinomial para arvores, podemos desenvolver um algoritmo

polinomial para grafos bloco, mostrado a seguir:

Teorema 13 CCV pode ser resolvido em tempo polinomial em grafos bloco.
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Demonstracao Seja {G, A e B, k} uma instancia de CCV e G é um bloco. Aplicamos
as regras de reducao basicas, assim podemos assumir que trabalhamos com um grafo
conexo. Aplicamos o processo de simplificacao em G obtendo o grafo GG,. Repare que,
cada componente biconexa de G é uma clique. Apo6s a contracao, cada uma dessas
componentes biconexas possuirdo no méaximo um vértice de A(Gg). Note que apos
a simplificacao, nao ha mais ciclos no grafo. Isso porque, como s6 ha arestas entre
vértices de partes diferentes da partigao (A, B) de Gy teriamos que ter um ciclo de
tamanho par, onde os vértices se alternam entre vértices de A(G,) e de B(G,). Mas
esse ciclo seria uma componente biconexa, e teria que ser uma clique. O que que quer
dizer, que vértices de A(Gy) desse ciclo teriam arestas que seriam contraidas. Logo, o
grafo G4 é conexo e sem ciclos, ou seja, é uma arvore. Basta utilizar o mesmo algoritmo

utilizado em arvores. |
Teorema 14 CCV pode ser resolvido em tempo polinomial em cografos.

Demonstracao Seja {G, A e B,k} uma instancia de CCV e G é um cografo. Pri-
meiramente utilizamos as regras de reducao bésicas. Podemos entao assumir que G
é conexo, |A(G)| > 0, |B(G)| > 1 e k > 0. Mostraremos que para cada componente
conexa de um cografo, se ela tem algum vértice de B, esse vértice cobre todas as com-
ponentes de vértices de A. Para demonstrar isso, obtemos a cotree do cografo. Como
mostrado em Cournier & Habib [1994], a obten¢ao da cotree pode ser feita em tempo
linear. Podemos assumir que a cotree é binaria, pois caso nao seja, ¢ facil ver que
jungoes e unioes sao aplicadas em pares de cografos, ou seja, é sd criarmos mais nos
internos, e isso pode claramente ser feito em tempo linear. Podemos assumir também
que a raiz da cotree ¢ uma jun¢ao, como assumimos que o grafo é conexo, a iltima
operacao necessariamente foi uma jungao. Assim, digamos que a raiz é a jungao de
dois cografos G e Go. Se hé vértices de A(G) nos dois lados da cotree, isto é, em
A(G;) e em A(G3): como a raiz representa uma juncao, todos os vértices de A(Gy)
tém arestas para todos os vértices de A(G3), logo, é uma tnica componente conexa, e
como o grafo é conexo, podemos escolher qualquer vértice de B(G) vizinho de algum
vértice de A(G) para estar na solugao. Se ha vértices de A(G) em somente um lado da
cotree, digamos em A(G1), e além de saber que existe pelo menos um vértice em B(G),
sabemos também que V(G3) # (0, entdo existe pelo menos um vértice em b € B(Gy).
Como a raiz representa uma juncao, todos os vértices de A(G1) tém aresta para b, logo,

ele pode estar na solugao que cobrira todos os vértices de A(G). |

Teorema 15 CCV pode ser resolvido em tempo polinomial em cactos.



40 CAPITULO 6. ALGORITMOS POLINOMIAIS EXATOS

Demonstracao Seja {G, A e B, k} uma instancia de CCV e G é um cacto. Faremos
entao as regras de redugao bésicas, e assumiremos que estamos trabalhando com G
conexo, k > 0, |A(G)| > 0 e |B(G)| > 1. Aplicamos entdo o processo de simplificacao
em (G, obtendo o grafo GG5. Note que esse grafo também é um cacto, pois remover ou
contrair arestas nao faz com que uma aresta faca parte de mais de um ciclo simples, pois
ao remover s6 poderiamos desconectar um ciclo e ao contrair s6 poderiamos diminuir
o tamanho do ciclo. Assim, como s6 ha arestas entre vértices de partes diferentes da
particao, teremos um grafo formado por ciclos e caminhos onde os vértices se alternam
em relacao a qual parte da particdo pertencem. Aplicamos a regra do grau 1. Apos
essa regra, ou o algoritmo j& retornou a solugao, ou todos os vértices do grafo tem
grau maior que 1. Logo, o grafo é formado apenas por ciclos em que os vértices sao
alternados em relacao a parte da particao a que pertencem. Note que esses ciclos tém
um nimero par de vértices, pois como os vértices se alternam na sequéncia do ciclo,
se o tamanho fosse impar, esse ciclo iniciaria e terminaria com vértices de uma mesma
parte da particao, o que nao é possivel. Como o grafo é um cacto, todo par de ciclos
tem no méximo um vértice em comum. Chamaremos os vértices em comum de ciclos
diferentes de vértices de corte. Note que sempre ha pelo menos um ciclo com no
maximo um vértice de corte, pois se todos os ciclos tivessem pelo menos dois vértices de
corte teriamos arestas que fariam parte de mais de um ciclo, nao satisfazendo a condicao
de ser um cacto. Seja C' C V(Gy) o conjunto de vértices de um ciclo de G4 com no
méaximo um vértice ¢; € C de corte. Chamaremos de A(C) e B(C') os conjuntos de
vértices de C' que pertencem a A(G;) e B(Gj), respectivamente. Se houver apenas um
ciclo, fazemos ¢; ser qualquer vértice de B(C'), pois assim sabemos que se ¢; € A(C),
temos mais de um ciclo no grafo. Sabemos que C' tem um nimero par de vértices,
entdao diremos que |C| = 2t. Nomearemos a sequéncia do ciclo C' da seguinte forma:
C =< c,cy,...,09,c1 >. Nessa sequéncia, os vértices se alternam em relagao as partes
A(G,) e B(G,) da partigao, ou seja, sendo os conjuntos C*, C7 C C onde todo ¢y € C
pertence a C e todo ¢y; € C pertence a CV e i,j € {1,2,...,t}, temos que C* pertence
a uma parte da particao de G, e CV pertence a outra. Com isso, um vértice de B(C)
pode cobrir exatamente dois vértices de A(C). Assim, precisaremos de exatamente
[%1 vértices de B(C') para cobrir todos os vértices de A(C'). Precisamos saber como

escolher tais vértices.

e Se ¢ € B(G,) ¢ sempre melhor escolher os vértices cy 3 € C% com i €
1,2,..., (%L ou seja, incluindo c¢; na solucao, pois como ele é um vértice de
corte, ele pode cobrir mais vértices que os do ciclo. Removemos entao do grafo

todos os vértices do ciclo, mais os possiveis vértices cobertos por ¢; e diminuimos
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k em ﬂ%w
e Se ¢; € A(Gy), teremos dois casos:

1. se |C| é um multiplo de 4, ou seja, |C] = 4¢, um de seus vizinhos no ciclo
tem que estar na solugao. Para mostrar isso, escreveremos a sequéncia da
seguinte forma: C' =< ay,bg,as,...,a19-1,bsq,a1 >, sendo a; = ¢;. Ex-
cluindo aq, para cobrir os 2¢ — 1 vértices restantes de A(C), precisaremos
de no minimo (?} = q vértices de B(C). Seja j € {1,2,...,q}. Como
sempre escolhemos os vértices de B(C') alternadamente para a solugao, se
nao escolhemos by, o primeiro escolhido é b,. Entao para termos ¢ vértices,
escolheremos os vértices by; € C. No entanto, o tltimo vértice é by,, que é
vizinho de a;. Se tentarmos fazer a escolha inversa e nao escolhermos by,
o primeiro escolhido é bs,_o. Entao para termos g vértices, escolheremos os
vértices byj_o € C. No entanto, o primeiro vértice é by, que ¢ vizinho de a;.
Logo, em qualquer caso teremos que colocar um vizinho de a; na solucao.
Escolhemos entao um desses conjuntos, colocamos na solu¢ao, diminuimos

k em g unidades e removemos o ciclo do grafo.

2. se |C] nao ¢ multiplo de 4, ou seja, |C| = 4¢ — 2, nenhum dos vizinhos de
a1 no ciclo tem que estar na solugao. Para mostrar isso, escreveremos a
sequéncia da seguinte forma: C' =< ay, by, as, ..., asq-3,bsg—2,a1 >, sendo
a; = c1. Se escolhermos colocar um dos vizinhos de a; na solugao, ele
cobrira a; e no maximo outro vértice de A(C'). Assim, para cobrir os outros
2q — 3 vértices de A(C) sdo necessdrios no minimo [24-23] = g — 1 vértices.
Como ja escolhemos um vizinho de a;, terfamos escolhido ¢ vértices de
B(C') para a solu¢do. No entanto, se nao escolhermos nenhum vizinho de
ap, para cobrir os outros 2q —2 vértices de A(C'), precisaremos de no minimo
(@} = q — 1 vértices. Como sabemos que ha mais de um ciclo no grafo,
entdao ha pelo menos dois vizinhos b*!,6%* € B(G,) que niao pertencem a
C' e sao vizinhos de a;. Como nao cobrimos a; com nenhum vértice de
C', precisaremos colocar b* ou b*? na solucdo, e assim, usando também ¢
vértices para cobrir os vértices de A(C'). Mas note que b*! ou b** podem ser
vértices de corte de outros ciclos e cobrir ndo apenas dois vértices (o que
aconteceria se escolhéssemos algum vizinho de a; em C). Logo, é sempre
melhor a segunda op¢ao. Entdo, sendo j € {1,2,...,q—1},se |C| =4¢—2,
colocamos o conjunto de vértices ¢4; € C na solucao, diminuimos k em ¢ —1

unidades e removemos o ciclo C' do grafo, com excecao do vértice a;.
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Se repetirmos essas regras de reducao consecutivamente, em algum momento retorna-
remos SIM ou NAO. Note que sempre s6 removemos vértices e arestas, isso é claramente

polinomial. Logo, podemos resolver o problema CCV em cactos em tempo polinomial.
|

Teorema 16 C'CV pode ser resolvido em tempo polinomial em grafos outerplanares.

Demonstragao Seja {G, A e B,k} uma instancia de CCV e G é outerplanar. Apli-
camos as mesmas regras de reducao que aplicamos na prova para cactos, no Teorema
15: regras de reducao basica e simplificagao de G obtendo o grafo G5. Podemos entao
assumir assim que k > 0, |A(Gs)| > 0 e |B(Gs)| > 1. Remogoes e contragoes de arestas
nao fazem com que vértices deixem de fazer parte da face externa. Logo, como o grafo
é outerplanar, ap6s essas regras ele continua outerplanar. Como na prova para cactos,
teremos apenas caminhos e ciclos pares onde em ambos os vértices sao alternados em
relacao a parte da particao a qual pertencem. Continuamos entao aplicando as regras
de reducao do Teorema 15: aplicamos a regra do grau 1 e aplicamos a regra para ciclos
conectados por um tunico vértice de corte. Basicamente, aplicamos todas as regras
possiveis da prova para cactos. ApoOs aplicar essas regras, se ainda existirem vértices
no grafo, ele serda composto por ciclos pares, onde os vértices sao alternados em rela-
¢ao a parte da particao a qual pertencem e eles tem pelo menos dois vértices de corte
(vértices que pertencem a mais de um ciclo), ou seja, o grafo restante é biconectado.
Em grafos biconectados podemos fazer uma decomposicao em orelhas.

Dado um grafo biconectado GG e F' um subgrafo de GG, uma orelha de F em G é um
caminho P em G tal que seus extremos (primeiro e tltimo vértice de P) estao em F', mas
os vértices internos de P nao estao em F. Chamamos de decomposigao em orelhas uma
sequéncia (Go, Gy, ... , G,) de subgrafos de G tal que Gy é um ciclo e, para 0 < i <,
seja ; uma orelha de G, temos que G;1 = G;UQ; e que G, = G [Aubry et al., 2016].
Em outras palavras, podemos dividir o grafo em um ciclo inicial e varias orelhas, que
sdo caminhos conectados a esses ciclos. Em seu trabalho, Aubry et al. [2016] mostra
grafos outerplanares biconectados tem uma decomposicao em orelhas em que Gy é
qualquer face de GG e os extremos de cada orelha sao adjacentes em G, isto é, ha arestas
entre os extremos de cada orelha. Assim sendo, uma orelha nessa decomposi¢ao, mais
a aresta entre seus extremos, ¢ um ciclo de G. Um algoritmo polinomial para obter
uma decomposicao em orelhas de um grafo outerplanar biconectado é mostrado em
Kazmierczak & Radhakrishnan [2000].

Usando a decomposicao em orelhas, se usarmos a orelha @,, ela tera apenas os
extremos em comum com o resto do grafo. E essa orelha, mais a aresta entre seus extre-

mos, forma um ciclo. Chamaremos esse ciclo de C' =< aq, bs, a3, by, ..., a;_1,b;, a1 >.
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Como dito antes, C' tem tamanho par (¢ é par) e seus vértices sdo alternados em re-
lagao a parte da particao a qual pertencem. Sabemos também que os extremos de @),
pertencem a partes diferentes da particao. Sao eles a; e b;. Note que a; é um vértice de
corte, logo ele ndo necessariamente precisa ser coberto por algum vértice de B(C'). Seja
A, o conjunto dos vértices de @), pertencentes a A(C') que ndo sao vértices extremos de
Q, ou seja, A, = A(C) — {a1}. Esses vértices necessariamente precisam ser cobertos
por vértices de B(C'). Se t for multiplo de 4, entao existe um niamero inteiro z tal que
4dr = t. Assim sendo, 2z desses vértices sdo de A(C), e |4, = 2z — 1. Para cobrir
esses vértices, serao necessarios f%} = x vértices de B(C') e precisamos escolher esses
vértices alternadamente. Sejai € {1,2,...,x}. Se colocarmos os vértices by; o € B(C)
na solugao, como b; = by, e o ultimo vértice escolhido seré by, o entao b; nao estara na
solucdo e cobriremos nao s6 A, mas todos os vértices de A(C'). No entanto, se esco-
lhermos os vértices by;, o tltimo vértice escolhido sera by, = b;, que estaré na solugao
e além de todos os vértices de A(C') serem cobertos, por b; ser um vértice de corte,
ele pode cobrir mais vértices de A(G) de outros ciclos. Logo, se t for multiplo de 4, é
sempre melhor escolher para a solugao os vértices de B(C') alternadamente iniciando
de b;. Se t nao for multiplo de 4, entao existe um ntimero inteiro y tal que t = 4y — 2.
Assim, |A(C)| =2y — 1 e |A;] = 2y — 2. Logo, serdo necessarios % =y — 1 vértices
de B(C') para cobrir A,. Seja j € {1,2,...,y —1}. Nesse caso, se tentarmos incluir
by = bsy—2 na solucao, teremos que colocar os vértices byj12. No entanto, nesse caso,
o primeiro vértice escolhido seria bg, que cobriria as e b; cobriria a;, mas a3z nao seria
coberto. Entao é melhor escolhermos os vértices by;, pois garantimos que todos os
vértices de A, serao cobertos de forma 6tima. Nesse caso, removemos do grafo todos
os vértices de C, menos a; e by, isso porque a; ainda nao foi coberto. Mas nos dois
casos, diminuimos o grafo em pelo menos uma orelha (lembrando sempre de diminuir o
k quando incluirmos um vértice na solugao). Se repetirmos o processo, encontraremos

a solucao 6tima. [ ]






Capitulo 7

Parametrizacao de CCV

Como o problema CCV é NP-Completo para muitas classes de grafos, buscou-se al-
ternativas para resolugdo usando as técnicas de parametrizagdo e aproximacao (esta
tltima, mostrada no Capitulo 8). Neste Capitulo sdo mostrados os resultados obtidos
sobre parametrizacao para o problema CCV. Como resultado negativo, mostramos que
o problema é W[2]-Completo se parametrizado pelo parametro natural. Como resulta-
dos positivos, mostramos que o problema é FPT para grafos planares se parametrizado
pelo parametro natural k e para grafos gerais se parametrizado pela largura arborea

(treewidth) ou pela combinacao de dois parametros: k e grau maximo do grafo.

7.1 Complexidade Parametrizada

A parametrizacao é uma técnica que pode ser muito eficiente na resolucao de problemas
NP-Dificeis. Algoritmos de complexidade parametrizada sao utilizados para resolver
tais problemas de forma a obter a resposta exata e que, em geral, sao mais eficientes do
que utilizar uma forca bruta, pois a exponencialidade na complexidade de tempo de um
algoritmo parametrizado é em fungao de um parametro k definido previamente, menor
que o tamanho da entrada n, consequentemente, melhor que utilizar um algoritmo
exponencial em funcao de n [Cygan et al., 2015].

No Capitulo 2 sao definidos alguns conceitos importantes sobre parametrizacao,
como classes e reducao de problemas parametrizados e classe FPT. Basicamente, algo-
ritmos com complexidade de tempo da forma f(k)-n¢, sendo ¢ uma constante qualquer
e f uma funcao computavel, sao denominados fized-parameter algorithms — tradu-
zindo para o portugués, algoritmos de parametro fixo —, ou algoritmos FPT. Em um

algoritmo FPT, como ¢ é uma constante, a parte da complexidade que depende de n é

45



46 CAPITULO 7. PARAMETRIZAGAO DE CCV

polinomial, assim a exponencialidade da complexidade se da apenas na funcao f que
depende apenas do parametro k.

Diferentemente da classe de problemas NP-Completos, onde qualquer problema
da classe é considerado tao dificil quanto o outro, as classes de complexidade de algo-
ritmos parametrizados sao divididas em uma hierarquia W de niveis, onde, F'PT =
WI0] C W[l C W[2] C ... C W[P] C XP. Downey & Fellows [2013] e Cygan et al.
[2015] explicam de forma mais detalhada essa hierarquia mas, basicamente, ela se ba-
seia na menor cadeia de portas logicas caras em um circuito necessérias para verificar
uma solugao, isto é, os problemas na classe W[i| necessitariam de i portas caras para
verificar uma solucao.

Semelhantemente as reducoes de provas de NP-Completude, fazer uma reducao
FPT de P para P’ significa transformar uma instancia (n,k) de P em uma instancia
(n', k") de P’ em tempo FPT e garantir que k¥’ < g(k) para alguma fun¢ao computavel
g. Além disso, P’ tem resposta SIM se e somente se P tem resposta SIM [Cygan et al.,
2015].

Para o problema CCV podemos pensar em diversas parametrizagoes: pelo para-
metro natural k, pelo grau maximo do grafo, por largura arbérea, entre outros. Tam-
bém podemos pensar em parametrizagoes em classes de grafos distintas. Na Secao 7.2
serao mostradas trés parametrizacoes: uma para a largura arbérea, em grafos gerais,
outra para a combinagao de dois parametros (grau maximo e o parametro natural), em
grafos gerais, e a ultima para o parametro natural em grafos planares.

Nesta Secao, como resultados negativos, temos que se realizarmos uma parame-
trizacao pelo grau méaximo do grafo, nao obteremos resultados positivos, uma vez que,
como mostrado no Teorema 5, mesmo que o grau maximo seja 3 o problema é NP-
Completo. Também como resultado negativo, o problema CCV parametrizado pelo
parametro natural k& é W[2]-Completo. Isso pode ser comprovado fazendo uma redu-
¢ao a partir do problema Red-Blue Dominating Set que, por sua vez, é W[2]-Completo
[Garnero et al., 2017|. Isso é claro pois RBDS é W[2]-Completo e é um caso particular

de CCV, logo CCV que é uma generalizagdo de RBDS também sera W[2]-Completo.

7.2 Algoritmos de Complexidade Parametrizada

Nesta Secao, mostraremos alguns algoritmos FPT para o problema CCV. Foram es-
colhidas trés parametrizagoes: grau méaximo do grafo e parametro natural em grafos
gerais, largura arborea em grafos gerais e parametro natural em grafos planares.

Iniciamos com a parametrizagao por grau méaximo e parametro natural. E inte-
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ressante pensar nessa parametrizacao, uma vez que nao ¢ conveniente parametrizar por
cada um desses fatores individualmente (NP-Completo para grafos com grau maximo
3 e W[2]-Completo para parametro natural). Para esta demonstragao, encontraremos
um kernel de tamanho FPT.

Um algoritmo de kernelizacao para um problema parametrizado qualquer é um
algoritmo polinomial que dada uma instancia {7, k} do problema retorna uma instancia
equivalente {I’,k'} onde |I'| < f(k) e ¥ < k, para alguma fungao f computavel
[Downey & Fellows, 2013; Cygan et al., 2015|. Dizemos entao que {I’, K’} é um kernel
para o problema. Um fator importante é que um problema parametrizado é FPT se e
somente se admite um kernel [Downey & Fellows, 2013]. Mostraremos entao um kernel

no Teorema 17 e com ele, derivaremos o Coroléario 18.

Teorema 17 CCV, se parametrizado pelo grau mdximo do grafo d e pelo parametro
natural k, admite um kernel com no mdzimo 2% + kd vértices e no mdzimo kd - 2~

arestas.

Demonstracao Seja {G, A e B,k} uma instancia de CCV. Seja d = A(G) o grau
maximo de G. Primeiramente, aplicamos o processo de simplificagao em G, obtendo um
novo grafo GG, que é basicamente uma instancia de Red-Blue Dominating Set. Essas
redugoes sao validas, como dito no Capitulo 3. Note que remover as arestas entre
os vértices de B(G) nao aumenta o grau de nenhum vértice, jA que estamos apenas
removendo arestas. Note também que, no entanto, a contracao das arestas entre os
vértice de A(G) pode aumentar o grau dos vértices dessa particdo. Queremos cobrir
entao todos os vértices de A(G;) com vértices de B(Gy). O grau méaximo dos vértices
de B(Gs) ¢é d, assim, um vértice b € B(G) cobre no maximo d vértices de A(Gy). Se
podemos usar no maximo k vértices de B(Gy), é possivel cobrir no méaximo kd vértices
de A(Gs). Assim, se |A(G)| > kd, a resposta para o problema é automaticamente
NAO. A proxima regra de redugao é a seguinte: sejam os vértices b;,b; € B(G5) e os
conjuntos A;, A; C A(G;), onde A; D A;. Se b; pode cobrir A; e b; pode cobrir A;,
em uma solugao que contém o vértice b;, podemos troca-lo pelo vértice b;. Isto é, se
dois vértices de B(Gs) podem cobrir os mesmos vértices de A(G5) podemos remover
um deles do grafo (o que cobre menos vértices) e ficar com o outro. Com essa regra de
redugao, garantimos que todos os vértices de B(Gs) podem cobrir um conjunto diferente
de vértices de A(Gy). Como cada vértice de B(G5) pode cobrir no méaximo d vértices de

A(Gy) que por sua vez tem no maximo kd vértices, o nimero de subconjuntos distintos

d
de A(Gj) é limitado por ) (kl.d) < 2k Se esse é o niimero maximo de subconjuntos
i=1

diferentes, e eliminamos os vértices que cobriam conjuntos que nao fossem diferentes,
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temos no maximo 2*¢ vértices em B(G,). Assim o ntimero de vértices em G, é no
maximo 2% 4 kd. Como vértices de uma mesma parte da particdo nao tém arestas
entre si, o niimero méaximo de arestas é limitado por kd - 2¥?. Logo, temos um kernel
com no maximo 2% + kd vértices e no maximo kd - 2** arestas. Como ainda poderemos

utilizar k vértices de B(G;) na solugao, fazemos k' = k. |

Encontrando o kernel como especificado no Teorema acima, um algoritmo de
forga bruta simples que enumera todos os subconjuntos de vértices de B(G’') com
complexidade O(22kd -n°W) resolve o problema em tempo FPT. Com isso, podemos

derivar o seguinte Corolario:

Corolario 18 CCV ¢é FPT, se parametrizado pelo grau mdzimo do grafo e pelo pard-

metro natural k.

Muitos problemas NP-Completos em grafos gerais, podem ser resolvidos em
tempo polinomial quando o grafo de entrada ¢ uma arvore, inclusive CCV, como visto
no Teorema 12. E interessante pensar que, para o problema em grafos gerais, se o grafo
de entrada “parecer” uma arvore, ele pode ser resolvido eficientemente. Precisamos en-
tao de uma unidade de medida para saber o quao um grafo é parecido & uma arvore.
A medida que utilizamos é a treewidth, ou traduzindo ao portugués, largura arborea
[Cygan et al., 2015].

Medimos a largura arbérea de um grafo através de uma decomposi¢gao em arvore.
Uma decomposi¢gao em arvore de um grafo G é uma arvore 7 e uma familia T, de
subconjuntos de V' (G). Chamamos esse subconjuntos de bags. Cada subconjunto esta
associado a um vértice x de 7. A unido de todos os conjuntos de T, é igual a V(G),
ou seja, todo vértice do grafo esta em pelo menos uma bag e nao necessariamente um
vértice estara em uma tnica bag. Para cada (u,v) € E(G) deve existir algum x tal que
{u,v} € T,, ou seja, para cada par de vértices adjacentes, esse par deve estar junto
em pelo menos uma bag. Por fim, sejam z,y,z € V(T) e y estd no tnico caminho
entre x e z, entao T, N T, C T, ou seja, se um vértice de G esta em duas bags T, e
T,, ele também tem que estar em todas as bags entre T, e T,. A largura arborea de
uma decomposi¢ao é o maximo valor de |T,| — 1, ou seja, uma unidade a menos que o
tamanho da maior bag. A largura arbérea de uma grafo é a menor largura de todas as

suas possiveis decomposigoes em arvore [Downey & Fellows, 2013].
Teorema 19 CCV é FPT, se parametrizado pela largura arborea.

Demonstragao Primeiramente, reduzimos nossa instancia {G, A e B, k} de CCV a

uma instancia de Red-Blue Dominating Set. Como vimos no Capitulo 3, no RBDS, o
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grafo tem seus vértices particionados em vermelhos e azuis e queremos cobrir os vértices
vermelhos com um ntmero minimo de vértices azuis. Para fazer essa reducao, basta
aplicar o processo de simplificacao em G. Como ja visto, essa operacao cria um grafo
bipartido, onde s6 héa arestas entre vértices de partes diferentes da particao. Se usarmos
agora este grafo como instancia de RBDS podemos dizer que os vértices de A(G) sao
vermelhos e os de B(G) s@o azuis e queremos cobrir os vértices de A(G) com os de
B(G). Claramente os problemas sao equivalentes, e essas redugoes, como ja provadas,
podem ser feitas em tempo polinomial. Em seu trabalho, Alber & Niedermeier [2002]
mostraram um algoritmo que resolve RBDS em tempo O(3"s), sendo tw a largura
arbérea do grafo de entrada e s o nimero de bags da decomposi¢ao em arvore. O niimero
de bags é no maximo o numero de vértices, entao, é limitado por n. Se transformarmos
nosso grafo de CCV em uma instancia de RBDS e utilizarmos o algoritmo de Alber &

Niedermeier [2002], teremos um algoritmo para CCV em tempo O(3" - n®M), que é
FPT. [ |

Em grafos gerais, nao ha uma parametrizacao FPT pelo parametro natural k,
como ja citado anteriormente. No entanto, podemos pensar nessa parametrizacao para
alguma classe de grafos. Mostramos no Teorema abaixo, que CCV é FPT parametri-

zado por k em grafos planares.

Teorema 20 CCV em grafos planares, parametrizado pelo pardmetro natural k, ad-

mite um kernel linear, com no mdximo 43k vértices.

Demonstracao Seja {G, A e B, k} uma instancia de CCV e G é um grafo planar.
Se removermos as arestas entre os vértices de B(G) e contrairmos as arestas entre os
vértices de A(G), teremos um novo grafo G’, que também é planar e é instancia de
Red-Blue Dominating Set. Note que |V(G)| > |[V(G')|. Em Garnero et al. [2017] é
mostrado como que Red-Blue Dominating Set admite um kernel com no maximo 43k
vértices. Assim, se aplicarmos as regras de redugao de Garnero et al. [2017] em &,

teremos |V (G")| < 43k, que é um kernel linear. [

Corolario 21 CCV em grafos planares é FPT, se parametrizado pelo pardmetro na-
tural k.






Capitulo 8

Aproximacao de CCV

Muitas vezes nao é viavel resolver um problema de forma a obter a soluc¢ao 6tima pois
o mesmo pode demorar tempo exponencial em funcao do tamanho da entrada, como
é o caso dos problemas NP-Completos. Nesses casos, pode ser interessante dispensar
a otimalidade da solucao em troca de velocidade em tempo de execucao. No entanto,
podemos querer garantir o quao pior a solucao gerada é em relacao a 6tima. Para isso,
podemos utilizar uma técnica chamada de aproximagao. Neste Capitulo, mostraremos
como resultado negativo um resultado de inaproximabilidade de CCV. Como resulta-
dos positivos, mostramos duas aproximagoes para grafos gerais e uma para Unit Disk
Graphs.

Um algoritmo aproximativo é executado, geralmente, em tempo polinomial e gera
uma solugao S que pode nao ser exatamente a solucao 6tima S*, mas podemos garantir
que ela estd a um fator de aproximacao « da solugao 6tima, isto é, S* é no méaximo

a vezes melhor que S. Assim, se temos um problema de maximizagao e um algoritmo
*
com fator de aproximacgao « nos fornece uma solugao S, podemos garantir que S > —.
De forma similar, se o problema for de minimizacao, garantimos que S < a.S*.
Assim como os problemas parametrizados, os problemas também sao classifica-
dos em relagdo ao fator de aproximagao dos mesmos. Vazirani [2013] e Crescenzi &

Panconesi [1991] definem algumas dessas classes da seguinte forma:

e APX: problemas com fator de aproximagao constante, isto ¢, « = O(1) — ex:

Vertex Cover.

e PTAS: seja II um problema de maximizacgao, O PT o valor da solugao 6tima para
I, e € > 0 um parametro dado como entrada, A é um esquema de aproximagcao
para II se ele resolve o problema e gera uma solu¢ao S > (1 — ¢)OPT. Se

o problema for de minimizagao, A é um esquema de aproximacgao se S < (1 +
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€)OPT. Assim, dizemos que A é um Polynomial-Time Approzimation Scheme —
em traducao livre, esquema de aproximagao em tempo polinomial —, ou PTAS,
se ¢ um esquema de aproximagao e seu tempo de execucao é limitado por um

polindémio em fung¢ao do tamanho da entrada de II.

e FPTAS: um Fully Polynomial-Time Approzimation Scheme — em tradugao li-
vre, esquema de aproximacgao em tempo completamente polinomial —, ou FP-
TAS, é um PTAS em que seu tempo de execucao também é limitado por um

polinémio em fungao de 1/e.

¢ NPO-Completo: nao possui aproximacao com fator constante. Dentre esses
temos duas subclasses: a classe logn que tem fator de aproximagao o = O(logn)
— como o Set Cover —, e a classe n que tem fator de aproximacao o« = n —

exemplo: Clique.

8.1 Inaproximabilidade de CCV

Nesta Se¢ao, mostramos um resultado negativo de inaproximabilidade para CCV, e
para isso, usaremos o resultado encontrado por Feige [1998| para o problema Set Co-
ver. Primeiramente, mostramos a equivaléncia do problema CCV com o problema Set
Cover, mostrando que um problema é redutivel ao outro.

O problema Set Cover, ou simplesmente SC, definido no Capitulo 5, é muito
conhecido na literatura e ha muitos estudos e resultados para o mesmo. Esses resultados
podem ser utilizados para o problema CCV, uma vez que CCV e SC sao dois problemas
com uma relacao equivaléncia. Dizer que CCV e SC tem uma relacao de equivaléncia
é dizer que podemos reduzir um problema ao outro, isto é, podemos reduzir CCV a SC

e vice-versa. Essa equivaléncia é mostrada nos Lemas 22 e 23.
Lema 22 Set Cover € redutivel a CCYV.

Demonstracao A reducao do SC para o CCV é idéntica a redugao utilizada anteri-
ormente a partir do 3-SC mostrado no Teorema 3, s6 nao podemos afirmar nada sobre
o grau maximo do grafo gerado, pois ele sera igual ao tamanho do maior conjunto em
Y. Partindo do Teorema 3, é facil concluir que podemos usar a mesma transformacao
e 0os mesmos argumentos para provar que a redugao ¢é valida, isto é, SC tem resposta
SiM se e somente se CCV tem resposta SIM. Logo, SC é redutivel a CCV. |

Lema 23 CCYV ¢ redutivel a Set Cover.
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Demonstragao Criamos uma instancia {X, ), k°“} de SC a partir de uma instancia
genérica de CCV: seja {G, A e B,k““V} uma instancia genérica de CCV. Aplicamos
o procedimento de simplificagdo em G obtendo o grafo G;. Com base no Lema 1 e
na observacao de que remover arestas de B nao afeta o resultado, uma solugao para o
grafo G também é uma solucdo para o grafo G. Cada vértice a; € A(G;) representa
uma componente conexa de A(G), logo, s6 possui arestas para vértices de B(Gy),
porque se existissem dois vértices aj,as € A(Gy) tal que a aresta (aq,as) existisse em
G, essa aresta poderia ser contraida. Logo, como nao ha arestas entre vértices de
A(G;) e removemos também todas arestas de B(Gy), esse grafo é bipartido. Assim,
construimos a instancia de SC da seguinte forma: para cada a; € A(Gj) cria-se um
elemento z; correspondente que ¢ inserido em X. Para cada vértice b; € B(Gj), sejam
N(b;) = {a},ds,...,al} os vizinhos de b;, cria-se um conjunto Y; = {z!, z%, ..., i}, onde
cada x; é o elemento correspondente ao vértice a} e inserimos Y; em ). Isso significa
que se r; € Y; entao o vértice a; correspondente a x; tem aresta para o vértice b;
correspondente a Y;, o que implica também que b; pode cobrir a componente conexa
a qual a; representa. Note que o tamanho do maior conjunto em Y ¢ igual ao maior
grau entre os vértice de B(G,). Por fim, fazemos k°¢ = k°CV.

CCV tem resposta SIM se e somente se SC tem resposta SIM:

(=) Se CCV tem resposta SIM entdao SC tem resposta SIM: se CCV tem resposta
SIM entao existe um conjunto B’ C B(G) tal que B’ cobre todas as componentes cone-
xas de A(G) e |B'| < k9“Y. Obtemos um subconjunto )’ C Y onde os conjuntos em
YV’ correspondem aos vértices de B’. Por construgao, cada componente conexa de A(G)
representa um elemento em X, pois contraimos as arestas em A(G), transformando
cada componente em um vértice, e para cada um desses criamos um elemento em X.
Como B’ cobre todas as componentes conexas de A(G), por construcao, cada elemento
de X estd em pelo menos um conjunto de ), ou seja, )’ cobre todos os elementos de
X. Como |Y'| = |B'| < kY = k5¢ entao |V'| < k5.

(<) Se SC tem resposta SIM entdao CCV tem resposta SIM: se SC tem resposta
SIM entao existe um conjunto )’ C ) tal que )’ cobre todos os elementos de X e |V'| <
k5¢. Obtemos um subconjunto B’ C B(G) onde os vértices de B’ correspondem aos
conjuntos em ). Por construgao, cada elemento em X corresponde a uma componente
conexa de A(G). Como cada elemento de X aparece pelo menos em algum conjunto
de )’ cada componente conexa de A(G) é coberta por pelo menos um vértice de B’'.
Como |B'| = || < k5 = k°“V entao |B'| < k¢CV. |

Seja {G, A e B} uma instancia da versao de otimizac¢ao de CCV e C'(G) o conjunto

de componentes conexas no grafo induzido pelos vértices de A(G) — ou seja, C(G)
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é o conjunto de componentes conexas que queremos cobrir —, existe um algoritmo
de aproximagcao para o problema CCV com um fator de aproximagao O(log |C(G)]).
Falaremos desse algoritmo na Segao 8.2. Mostraremos no Teorema a seguir que esse é

o melhor fator de aproximagao possivel (em fun¢do do ntmero de componentes):

Teorema 24 Assumindo que P # NP, CCV € inaprozimdvel para um fator de apro-

zimagao melhor que O(log |C(G)]).

Demonstragao Para provar, usaremos o fato de que Set Cover é inaproximavel para
fator de aproximagdo melhor que O(logn) [Feige, 1998]. Por contradi¢ao, suponha
que existe um algoritmo A que resolve o problema CCV com fator de aproximagao
B = o(log |C(G)|) — estritamente melhor que O(log |C(G)|). Dada uma instancia de
SC, se a reduzimos a uma instancia de CCV como mostrado no Lema 22, teremos
um grafo G na qual |C(G)| = |X| = n. Se resolvemos o problema CCV para essa
instancia utilizando o algoritmo A, teremos uma soluc¢do com fator de aproximacao
5. Se transformarmos a solucao de CCV na solugao do problema original SC teremos
uma resposta com fator de aproximagao 8 que é melhor que O(logn) o que é uma
contradigao, pois Feige [1998] mostra que isso nao é possivel a menos que P = NP.

Logo, CCV é inaproximével para um fator de aproximagao melhor que O(log |C(G)|).
|

8.2 Algoritmos Aproximativos para CCV

Em seu trabalho, Ferreira Neto et al. [2017] mostrou um algoritmo com fator de apro-
ximacao igual a 2 para o problema CCV quando o grau maximo do grafo é igual a 4.
Nesta Secao serao mostrados outros algoritmos aproximativos para CCV. Mostrare-
mos duas aproximacgoes para grafos gerais: uma baseada na frequéncia em que uma
componente ¢ coberta (ou o “grau” de uma componente) e outro baseado no nimero de
componentes do grafo. Também mostraremos uma aproximagcao com fator constante
para o problema em UDGs.

Seja {G, A e B} uma instancia da versao de otimizacao de CCV, G, o grafo
resultante do procedimento de simplificacao aplicado em G e A4 o maior grau entre
os vértices de A(Gy), a primeira aproximagao a ser mostrada tem fator igual a A4.
Para isso reduziremos o nosso problema ao problema SC, como mostrado no Lema 23.
Nessa transformacao, primeiramente ¢é feita uma contragao de arestas entre os vértices
de A(G), o que nos garante que todos os vizinhos de um vértice a; € A(Gj) estao em

B(Gy). Para cada vértice a; € A(G,) é criado um elemento x; e para cada vértice
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b; € B(Gy) é criado um conjunto Y; que contém os elementos referentes aos vértices
de A(Gj) que sa@o vizinhos de b;. Assim, se um vértice a; tem f vizinhos, x; aparecera
em exatamente f conjuntos, ou seja, a frequéncia de um elemento nos conjuntos de
Y é o grau de seu vértice correspondente em Gg. Assim, se A4 é o maior grau entre
os vértices de A(Gy) e f é a frequéncia do elemento mais frequente nos conjuntos de
Y, entao f = Ay. Vazirani [2013] mostra um algoritmo chamado de algoritmo de
camadas com fator de aproximacao igual a f, assim se reduzirmos nosso problema
ao Set Cowver, resolvermos usando o algoritmo de camadas e transformarmos a solucao
que tem fator de aproximacao f na solugao de CCV entao teremos uma solucao com
fator de aproximacao igual a A 4.

A outra aproximacao a ser mostrada funciona de forma similar, utilizando reducao
ao problema Set Cover. Seja {G, A e B} uma instancia da versao de otimizacao de
CCV e C(G) o conjunto de componentes conexas no grafo induzido pelos vértices de
A(G) — ou seja, C(G) é o conjunto de componentes conexas que queremos cobrir —,
no Lema 23, para cada ¢; € C(G) é criado um elemento que é adicionado em X —
pois o grafo ¢ comprimido e cada ¢; se torna apenas um vértice a; que a partir deste se
cria um elemento z; correspondente —, assim, |X| = |C(G)|. Seja n = |X|, Vazirani
[2013] mostra um algoritmo guloso que resolve o problema Set Cover com fator de
aproximacao O(logn). Assim, se fizermos uma reducao da nossa entrada para o SC,
resolvermos o problema usando o algoritmo guloso e transformarmos a solucao que tem
fator de aproximacao O(logn) na solugao de CCV, como |C(G)| = | X| = n, o fator de
aproximagao dessa solugao sera O(log |C(G)]).

Essa ultima aproximacao é o melhor que conseguimos, se nos basearmos no ni-
mero de componentes conexas, como mostrado na Secao 8.1. No entanto, podemos
pensar em aproximagoes para determinadas classes de grafos. Os UDGs sao grafos
com varias restrigoes. Dentre elas, temos o fato de serem geométricos, e isso nos aju-

dard a provar o Teorema abaixo:

Teorema 25 FEuxiste um algoritmo com fator de aproximacao 1,79 para CCV em Unit
Disk Graphs.

Demonstracao Utilizaremos o fato de que, dada uma instancia {G, A e B} da versao
de otimizagdo de CCV e G é um UDG, apos contrair as arestas de A(G) teremos
um grafo G’ = G/A em que para todo vértice b € B(G’), o numero de vizinhos de
b que pertencem a A(G’) é no maximo 5. Isso é verdade pois o grafo induzido por
esses vértices é um conjunto independente, o que é claro pois se dois deles tivessem

arestas, ela poderia ser contraida e um deles deixaria de existir. Por fim, Wu et al. [2006]
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mostra que em um UDG a vizinhanca de um vértice contém um conjunto independente
de tamanho no méximo 5.

Sabendo que em G’ os vértices de B(G') tem no maximo 5 vizinhos que estdo em
A(G"), reduziremos o problema CCV em UDGs ao problema d-Set Cover. Pelo Lema
23, como cada vértice b; € B(G') serd um conjunto de Y;, e os elementos de Y; serdo
referentes aos vizinhos de b; que estao em A(G’), que s@o no maximo 5, entao o maior
conjunto em ) terd tamanho igual a 5. Assim, utilizaremos a reducao do Lema 23 e
obteremos uma instancia de 5-Set Cover. A partir disso, podemos utilizar o algoritmo
desenvolvido por Levin [2008], que tem um fator de aproximagao igual a Hy— % para o
problema d-Set Cover — sendo H; o d-ésimo ntimero harménico, isto é, Hy; = Zle %
Como nesse caso k = 5, teremos um fator de aproximacao =~ 1,7807 < 1,79. Logo,

temos um algoritmo com fator de aproximagao igual a 1,79. |

Vale aqui, fazer uma relacao com o problema OWN-BC de Ferreira Neto et al.
[2017]. Em seu trabalho, é apresentado um algoritmo aproximativo com fator 2 para
seu problema. Como OWN-BC é um caso particular de CCV, seu algoritmo poderia ser
utilizado para resolver o problema em UDGs, obtendo um fato de aproximacao igual
a 3. Apesar de um fator de aproximagao igual a 3 nao ser ruim, pudemos melhoré-lo
com o algoritmo de Levin [2008], e obter fator 1,79. Em contrapartida, o algoritmo de
Levin [2008]| poderia ser utilizado no problema OWN-BC e seria obtido um fator de
aproximacdo ~ 1,58. E importante ressaltar que o algoritmo de Ferreira Neto et al.
[2017|, apesar de ter um fator de aproximacgao pior, é mais simples de implementar e

mais eficiente em termos de tempo de execucao.
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Conclusoes

Pode-se concluir que o problema CCV é bastante complexo, uma vez que é NP-
Completo para grafos muito especificos. Provamos que o problema permanece NP-
Completo para classes de grafos muito estudadas como cordais, bipartidos, splits e
planares. Provamos que mesmo para grafos muito restritos como bipartidos de ma-
ximo grau 3, grades, ou mesmo UDGs planares, o problema continua NP-Completo.

Com relacao a algoritmos de complexidade parametrizada, pode-se ver que CCV
também é consideravelmente dificil. A relagao com o Set Cover e com o Red-Blue Domi-
nating Set nos ajudou a provar que o problema em grafos gerais, se parametrizado pelo
parametro natural k, é W[2]-Completo. Também mostramos que uma parametrizagao
pelo grau maximo do grafo nao seria eficiente, pois o problema é NP-Completo mesmo
para grafos com grau méaximo 3. Mostramos que podemos parametrizar o problema
por uma combinagao desses dois parametros (parametro natural k e grau maximo do
grafo) e com isso conseguimos uma parametrizagdo FPT. Mostramos também que é
possivel conseguir uma parametrizacao FPT se o parametro for a largura arborea do
grafo. Por fim, mostramos uma kernel linear, e consequentemente uma parametrizacao
FPT, para o problema aplicado a grafos planares, utilizando o parametro natural k.

Sobre algoritmos aproximativos, também ficou provada a dificuldade do problema,
pois mostramos um resultado de inaproximabilidade para um fator melhor do que o
ja conhecido. Também mostramos um algoritmo com esse fator, que ¢ O(log |C(G)|),
sendo C(G) o nimero de componentes que queremos cobrir. Além disso, mostramos
um algoritmo com fator de aproximacao igual a nimero de vértices que poderiam cobrir
as componentes, baseado em frequéncia. Por fim, mostramos um algoritmo com fator
de aproximacao 1,79 para UDGs.

Como trabalhos futuros, temos como objetivo entao, encontrar algoritmos apro-

ximativos para mais classes de grafos nas quais o problema é NP-Completo, principal-

o7
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mente tentando encontrar algoritmos com fator de aproximacao constante. Em relacao
a algoritmos parametrizados, temos também como objetivo buscar parametrizacoes
para classes de grafos, tentando encontrar parametrizacoes de classes de problemas
menores, como FPT ou W[1] ou parametrizagbes por outros parametros. Também ha
a possibilidade de estudar o problema com algumas variagoes, por exemplo, o problema
em que os vértices da solugao precisam estar conectados, ou vértices de A(G) podem
ser incluidos em B(G) e se tornarem parte da solugao, ou até mesmo restrigoes de
didmetro para que um vértice consiga se conectar, entre outras restricoes que possam
ser relevantes. Por fim, pretendemos formular o problema como um problema de Pro-
gramacao Linear Inteira (PLI), fazendo sua modelagem e realizando experimentos para

comparacgao das diferentes técnicas e algoritmos apresentados.
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