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Resumo
A teoria do crescimento fractal �e um dos mais fascinantes temas que surgiu na F��sicadurante a segunda metade do s�eculo XX, tanto pela interdisciplinaridade das suas apli-ca�c~oes quanto pelo sucesso da teoria em descrever uma gama diversa de fenômenosapresentados por sistemas complexos. Neste trabalho, propomos uma s��ntese do temaa partir do estudo de sistemas simples e de modelos discretos, de modo a constituir umarcabou�co te�orico su�ciente para a an�alise detalhada de problemas aplicados, utilizan-do c�alculos anal��ticos e simula�c~oes. A principal contribui�c~ao deste trabalho consiste emutilizar conceitos fractais para analisar o crescimento de superf��cies rugosas geradas porsistemas fora do equil��brio. Nesse contexto, introduzimos um m�etodo alternativo para aidenti�ca�c~ao de transi�c~oes de fase a partir da medida de expoentes cr��ticos, possibilitandode maneira natural a veri�ca�c~ao de classes de universalidade e classi�ca�c~ao de v�arios tiposde transi�c~oes. Outra contribui�c~ao original �e a introdu�c~ao de um modelo de deposi�c~ao noqual pode-se escolher tanto a distribui�c~ao de tamanhos para as part��culas (agregados)quanto a morfologia das mesmas. Inicialmente projetado para simular per�s de solos, essemodelo representa uma generaliza�c~ao para o crescimento de superf��cies fractais, o que lheatribui versatilidade su�ciente para sua aplica�c~ao em v�arios processos de deposi�c~ao.
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Abstract
The fractal growth theory is one of the most attractive subjects that arose in the Physicsduring the second half of the 20th century, as much for the interdisciplinarity of itsapplications how much for the success of the theory in describing a wide range of phe-nomena present in complex systems. In this work, we propose a synthesis of the subjectfrom the study of simple systems and discrete models, in order to constitute a theoreticbackground su�cient for a detailed analysis of applied problems, using analytic calcu-lations and simulations. The main contribution of this work consists of using fractalconcepts to analyze the growth of rough surfaces generated by nonequilibrium systems.In this context, we introduce an alternative method to identify phase transitions using themeasure of critical exponents, making possible in natural way the veri�cation of univer-sality classes in these transitions. Another original contribution is the introduction of adeposition model which allows the choice as of the particle (agregate) size distribution asthe agregate morfologies. Initially designed for simulate soil pro�les, this model representsa generalization of the fractal surface growth, what ascribe to it enough versatility to itsapplication in several deposition processes.
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Introdu�c~ao

Desde sua origem, em meados do s�eculo XIX, a F��sica Estat��stica tem desempenhadoum papel fundamental na descri�c~ao, compreens~ao e concep�c~ao dos fenômenos naturais.Originalmente criada para tratar sistemas onde o n�umero de vari�aveis era proibitivamentegrande, a disciplina experimentou um not�avel desenvolvimento a partir da segunda metadedo s�eculo XX, devido em grande parte ao advento dos computadores. Desde ent~ao, aMecânica Estat��stica tornou-se a principal ferramenta para lidar com a complexidadeem diversos sistemas, e a Simula�c~ao computacional se �rmou como uma nova ênfasena F��sica, ao lado da Teoria e do Experimento. Entre os v�arios conceitos oriundos dosdesdobramentos da teoria, alguns causaram um impacto profundo na F��sica e na ciênciaem geral, caso da Geometria Fractal, da Teoria de Escala e do Caos, a ponto de podermosfalar de uma verdadeira mudan�ca de paradigma em curso.A�m de enriquecer esta discuss~ao, apresentamos no Apêndice A deste trabalho um his-t�orico da F��sica Estat��stica a partir das suas origens, na Termodinâmica e na TeoriaCin�etica dos Gases, at�e o 
orescimento dos fractais no �nal do s�eculo XX, ap�os o apogeuexperimentado pela Mecânica Estat��stica com as t�ecnicas do Grupo de Renormaliza�c~aoe a Hip�otese de Escala e Universalidade. Dessa forma, esperamos deixar claro quais asprincipais motiva�c~oes que nos levaram a trabalhar com o tema desta Tese e tornar expl��citasua relevância para as demais �areas do conhecimento humano, j�a que o intuito centraldesse apêndice �e mostrar o papel hist�orico da F��sica Estat��stica na mudan�ca em nossaconcep�c~ao da realidade.Em particular, estaremos interessados na Teoria do Crescimento Fractal, tema que temdespertado um interesse enorme nos �ultimos anos, principalmente devido �a aplicabilidadedesta teoria na descri�c~ao e an�alise de fenômenos fora do equil��brio termodinâmico. Nestetrabalho, oferecemos uma s��ntese do assunto explorando aspectos fractais no crescimentode superf��cies rugosas, em processos de deposi�c~ao de part��culas e no estudo de transi�c~oesde fase em autômatos celulares probabil��sticos, onde apresentamos os artigos publicadospelo autor, em colabora�c~ao com os orientadores, nos �ultimos dois anos.Como �e praxe em trabalhos dessa natureza, abordaremos no corpo da Tese apenas ascontribui�c~oes originais do presente trabalho, deixando para os apêndices o arcabou�cote�orico necess�ario para a plena compreens~ao das aplica�c~oes, mas cuja leitura pode serdispensada pelo leitor j�a familiarizado com os t�opicos abordados. Dessa forma, apresen-1



tamos nos apêndices e na primeira parte (Conceitos B�asicos) alguns sistemas simples,modelos discretos e equa�c~oes cont��nuas, onde o n��vel de complexidade permite o apare-cimento de uma diversa gama de comportamentos, como transi�c~oes de fase de 1a e 2aordens, criticalidade auto-organizada e transi�c~oes de enrugamento. Antes de fazermos aapresenta�c~ao do corpo da Tese, introduziremos os assuntos abordados pelos apêndices,a�m de que o leitor possa avaliar a necessidade ou n~ao da leitura dos mesmos.No Apêndice B, apresentaremos um resumo da teoria das Transi�c~oes de Fase no contextoda F��sica Estat��stica do Equil��brio, onde fazemos uma revis~ao dos principais conceitostermodinâmicos envolvidos, com aten�c~ao especial para sistemas magn�eticos. Nesse ��nte-rim, apresentamos a teoria de Curie-Weiss para o magnetismo e a teoria de Landau para astransi�c~oes de fase, onde mostramos como o comportamento dos sistemas na criticalidadepode ser descrito por um conjunto de expoentes cr��ticos. Em seguida, apresentamos omodelo de Ising, o primeiro a ser resolvido exatamente em um caso n~ao-trivial e fornecerexpoentes cr��ticos compat��veis com os valores encontrados em experimentos em sistemasreais. O modelo de Ising se tornou o principal modelo estudado pela Mecânica Estat��sticae o estudo detalhado de suas propriedades na criticalidade levou ao desenvolvimento dasleis de escala e do grupo de renormaliza�c~ao. Dessa forma, ao �nal da d�ecada de 1970,a Mecânica Estat��stica foi capaz de fornecer um panorama de classes de universalidadepara as transi�c~oes de fase, al�em de um formalismo rigoroso que poderia ser aplicado tantoa problemas no equil��brio quanto fora dele, tal como detalhado na �ultima se�c~ao desseapêndice.Entretanto, este n~ao foi o �unico desdobramento da teoria; as estruturas encontradas nossistemas em seus pontos cr��ticos levou �a descoberta de uma nova geometria na natureza,a Geometria Fractal, capaz de descrever com alto grau de �delidade tanto as estruturasformadas na criticalidade quanto uma diversidade de formas encontradas na natureza.No Apêndice C, fazemos um breve apanhado desta geometria, com aten�c~ao especialao estudo de superf��cies auto-a�ns, o tema central das aplica�c~oes desta Tese. Estageometria �e intrinsecamente associada �a criticalidade e fornece ferramentas essenciaispara quanti�ca�c~ao e plena compreens~ao dos fenômenos cr��ticosSeparamos o corpo da Tese em duas partes: na primeira parte apresentamos os conceitosb�asicos indispens�aveis para a total compreens~ao das aplica�c~oes, mostradas na segundaparte. No primeiro cap��tulo, apresentamos os autômatos celulares, uma classe de modelosintrinsecamente computacionais que possuem um amplo espectro de aplica�c~oes, e nos quaisse concentra a maior parte das contribui�c~oes deste trabalho. Em particular, estaremosinteressados no estudo de dois autômatos celulares probabil��sticos, cuja classe de univer-salidade �e a mesma apresentada pela percola�c~ao direcionada, tema abordado na �ultimase�c~ao desse cap��tulo.No segundo cap��tulo, fazemos um breve estudo dos modelos de crescimento de superf��cies,abordando tanto modelos discretos quanto equa�c~oes cont��nuas de crescimento, bem como oproblema de gera�c~ao de n�umeros aleat�orios. Mostraremos que a rugosidade das superf��cies2



geradas possuem propriedades de escala universais, as quais podem ser associadas aexpoentes cr��ticos que governam o comportamento do sistema e caracterizam as diferentesclasses de universalidade associadas ao crescimento de superf��cies.Na segunda parte, apresentamos três problemas aplicados onde utilizamos os conceitos eas ferramentas apresentadas nos apêndices e na primeira parte: o estudo de per�s rugososgerados por autômatos celulares probabil��sticos, as propriedades quase-estacion�arias dastransi�c~oes para o estado absorvente presente nesses modelos e um modelo discreto parasimular per�s de solos. Como j�a dissemos, estes t�opicos relacionam-se diretamente comos artigos cient���cos publicados pelo autor durante o per��odo de doutoramento.No terceiro cap��tulo, fazemos um estudo detalhado do autômato celular probabil��sticode Domany-Kinzel em uma dimens~ao (DKCA), um dos pricipais modelos da MecânicaEstat��stica Fora do Equil��brio. Em cada uma das três se�c~oes desse cap��tulo, exporemos oconte�udo de um artigo diferente, iniciando pelo estudo do diagrama de fases do DKCA.Atrav�es do m�etodo do expoente de crescimento para identi�ca�c~ao de transi�c~oes de fase,proposto pelo autor em colabora�c~ao com o orientador, levantamos o diagrama de fases doDKCA. O m�etodo consiste em medir o expoente de crescimento associado �a representa�c~aode interfaces do DKCA que, na criticalidade, possui um m�aximo cujo valor est�a associado�a classe de universalidade da percola�c~ao direcionada. Al�em do expoente de crescimento,pode-se utilizar a representa�c~ao de interfaces para se determinar os outros expoentescr��ticos associado ao crescimento de superf��cies rugosas auto-a�ns, que �e o objetivo dase�c~ao seguinte. Na �ultima se�c~ao do cap��tulo, mostramos um estudo anal��tico do DKCA,feito pelo autor em colabora�c~ao com o coorientador, onde �e apresentado um formalismopara se estudar transi�c~oes de fase para um estado absorvente em sistemas discretos queapresentam um regime quase-estacion�ario (caso do DKCA).No cap��tulo seguinte, estudamos outro autômato celular probabil��stico unidimensionalque pode ser considerado a extens~ao natural do DKCA pois, apesar de apresentar umparâmetro a mais no diagrama de fases, encontra-se na mesma classe de universalidade.Este modelo foi proposto originalmente considerando-se apenas um plano do espa�co tri-dimensional de parâmetros; neste trabalho estendemos a an�alise, esbo�cando o comporta-mento do rico diagrama de fases do modelo em três dimens~oes, que apresenta transi�c~oescont��nuas e descont��nuas, uma linha de pontos tricr��ticos com um ponto bicr��tico terminale uma transi�c~ao reentrante para o espalhamento de danos. Algumas das caracter��sticasdescritas foram observadas pela primeira vez em diagramas de fase de autômatos celularese encontram-se em um artigo recentemente submetido para publica�c~ao.No quinto cap��tulo, apresentaremos um modelo de deposi�c~ao de que considera part��culas(agregados) com diferentes tamanhos e morfologias, cuja motiva�c~ao inicial foi a simula�c~aode per�s de solos. Esse trabalho foi publicado ap�os um curto intercâmbio cient���co doautor no Instituto de Geologia da Universidade da Coru~na, Espanha, onde v�arios projetosexperimentais relacionados a esse tema têm sido desenvolvidos.3



Finalmente, apresentamos nossas conclus~oes e perspectivas no cap��tulo �nal, onde inclu-��mos um ep��logo apontando alguns prov�aveis e outros desej�aveis desdobramentos destaTese.
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Parte I
Conceitos B�asicos
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Preâmbulo
Uma de�ni�c~ao simplista, mas bastante disseminada, considera que sistemas complexoss~ao redut��veis a subsistemas simples que, quando concatenados, desencadeam um com-portamento coletivo n~ao trivial. Tais subsistemas podem ser idênticos ou diferentes,freq�uetemente s~ao conectados de maneira n~ao trivial, podendo se diferenciar em partes,componentes ou estruturas. Exemplos de sistemas complexos s~ao in�umeros, e freq�uete-mente envolvem disciplinas diversas como f��sica, biologia, computa�c~ao, qu��mica, ciênciassociais, etc. Utilizando esta de�ni�c~ao, faremos nesta primeira parte uma descri�c~ao sucintade diferentes t�opicos dentro da F��sica Estat��stica Fora do Equil��brio que,ao lado dos A-pêndices B e C, constituem o arcabou�co te�orico su�ciente para a total compreens~ao dasaplica�c~oes do trabalho.Os dois cap��tulos seguintes s~ao breves introdu�c~oes para os assuntos mais intimamenteligados �as aplica�c~oes da tese; inicialmente, apresentamos os autômatos celulares (CA),que se tornaram um dos principais modelos da F��sica Estat��stica Fora do Equil��brio,apresentando uma vasta gama de aplica�c~oes [183], e que corroborou para a incorpora�c~aodos conceitos fractais pelo meio cient���co. Em particular, estaremos interessados noestudo dos autômatos celulares probabil��sticos (PCA's). Finalizamos com uma pequenase�c~ao onde apresentamos alguns dos principais conceitos em percola�c~ao, sobretudo aquelesrelacionados a percola�c~ao direcionada.De fato, pode-se observar que a geometria fractal emerge naturalmente tanto nas imedia-�c~oes dos pontos cr��ticos, nos padr~oes formados pelos CA e no aglomerado in�nito no limiarde percola�c~ao, quanto no crescimento de superf��cies fora do equil��brio, tema do segundocap��tulo desta parte. Para abranger os principais conceitos na an�alise do crescimento desuperf��cies, apresentaremos os principais modelos discretos, as leis de escala e potênciaassociadas ao comportamento da rugosidade, o limite cont��nuo descrito pelas equa�c~oes decrescimento e casos especiais de ru��dos correlacionados, que fornecer~ao um panorama declasses de universalidade para o crescimento de superf��cies rugosas fora do equil��brio.
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Cap��tulo 1
Autômatos Celulares

Autômatos Celulares (CA's) s~ao modelos matem�aticos simples totalmente discretizados- espacialmente, temporalmente e no n�umero de estados de cada s��tio. Os CA's forampropostos por John Von Neummann [175] na d�ecada de 1960, mas se considerarmos oalgoritmo utilizado para se obter os coe�cientes de uma expans~ao binomial, o conhecido\triângulo de Pascal", este pode ser considerado o CA pioneiro (vide Figura C.6). Estesmodelos apresentam diversas aplica�c~oes em diferentes ramos da ciência e tecnologia, taiscomo na F��sica Fora do Equil��brio [184, 166, 46, 167], rea�c~oes qu��micas [91], dinâmicade popula�c~oes [123], computa�c~ao [135], biologia [165, 183], geologia [147], medicina [190],etc.O interesse nestas estruturas tem crescido enormemente nos �ultimos anos [135], principal-mente devido ao enorme sucesso dos CA's em descrever uma vasta gama de fenômenosnos mais variados sistemas, pertencentes a diferentes �areas do conhecimento [183]. Asregras que determinam a evolu�c~ao temporal dos CA's s~ao locais, dependendo apenas doestado da vizinhan�ca de um dado s��tio e do seu pr�oprio estado. Tais regras podem serdetermin��sticas ou probabil��sticas. Na primeira se�c~ao, faremos uma breve an�alise dos CA'sdetermin��sticos que, al�em de produzirem estruturas fractais, apresentam os elementosessenciais para a ocorrência de um regime ca�otico. Na se�c~ao seguinte e na segunda parte,tratamos dos autômatos celulares probabil��sticos (PCA's), o tema principal desta Tese.Finalmente, apresentamos na �ultima se�c~ao um breve estudo sobre percola�c~ao, em especialda percola�c~ao direcionada, cuja classe de universalidade �e a mesma das transi�c~oes de faseem um dos principais PCA's: o autômato de Domany-Kinzel.1.1 Autômatos Celulares Determin��sticosDepois de propostos por von Neumann na d�ecada de 1960, os CA's determin��sticos s�ovieram a ser profundamente estudados por Wolfram [182] em 1983, que classi�cou os7



padr~oes obtidos nesses modelos basicamente em quatro tipos:1 Evolu�c~ao para estado homogêneo;2 Evolu�c~ao para estados simples separados ou estruturas peri�odicas;3 Evolu�c~ao para padr~ao ca�otico;4 Evolu�c~ao para estruturas complexas localizadas.Wolfram teve o m�erito de ser o primeiro a demonstrar que um CA pode exibir compor-tamento complexo mesmo com regras locais. Sua classi�ca�c~ao demonstra que tais regraspodem levar a uma esp�ecie de auto-organiza�c~ao, o que contribuiu inicialmente para umamaior compreens~ao do fenômeno de forma�c~ao espontânea de padr~oes.De um modo geral, um CA unidimensional consiste em um anel de N s��tios, onde cadaum deles pode estar em k estados poss��veis: S� = 0; 1; 2; 3; :::; k � 1. Portanto, temoskN con�gura�c~oes poss��veis para uma cadeia. Cada con�gura�c~ao (S1; S2; :::; SN) pode serindexada por um inteiro i. A probabilidade de uma dada con�gura�c~ao i evoluir no tempo�e dada por Pi(t), onde t �e discreto. A taxa de transi�c~ao, Tij, para o sistema estar nacon�gura�c~ao i no tempo t, se no tempo anterior ele estava na con�gura�c~ao j, �e de�nidaporPi(t) = kN�1Xj=0 TijPj(t� 1) : (1.1)A matriz Tij �e de�nida a partir das regras locais de transi�c~ao do CA que, em geral,dependem do estado do s��tio, S� , e de seus vizinhos.Nos autômatos estudados por Wolfram, esta dependência se restringe aos primeiros vizi-nhosTij = NY�=1 p(Si�jSj��1; Sj�; Sj�+1) ; (1.2)onde p(Si�jSj��1; Sj�; Sj�+1) �e a probabilidade local do s��tio � estar no estado i dado quesua vizinhan�ca estava na con�gura�c~ao j no passo de tempo anterior. Como os CA's s~aodetermin��sticos, p = 0 ou 1, de modo tal que cada regra pode ser identi�cada a um inteiro,n = k3�1X�=0 S 0(�)k� ; (1.3)onde � = S��1k2 + S�k + S�+1 denota a vizinhan�ca da vari�avel S� no tempo t e S 0(�)�e o valor que a vari�avel S� toma no tempo t + 1, se o sistema est�a na con�gura�c~ao(S��1; S�; S�+1) no tempo t. 8



Portanto, teremos kkz regras poss��veis para k estados e z vizinhos considerados. Se con-sideramos somente o estado dos primeiros vizinhos e do pr�oprio s��tio, em d = 1 e k = 2existem 223 = 256 regras e em cada uma delas o estado estacion�ario do sistema correspondea um dos comportamentos enumerados acima. Geralmente, estaremos interessados emregras de transi�c~ao que obede�cam duas propriedades: um estado vazio, (0; 0; 0), n~ao podelevar a um estado ocupado, ou seja, p(1j0; 0; 0) = 0, e as probabilidades de transi�c~ao devemser total��sticas (dependem somente do n�umero de s��tios ativos), o que resulta nas simetrias,p(S 0j1; 0; 0) = p(S 0j0; 0; 1) = p(S 0j0; 1; 0) e p(S 0j1; 1; 0) = p(S 0j0; 1; 1) = p(S 0j1; 0; 1). Nocaso de uma regra obedecer estas duas propriedades, dizemos que a regra �e legal. Parak = 2 e z = 3 existem 32 regras legais [183].

Figura 1.1: Classes de CA's determin��sticos. Mostramos em cada coluna dois exemplos de CA's namesma classe. Em A, temos a evolu�c~ao para um estado homgêneo; em B, evolu�c~ao para estados simplesou con�gura�c~oes peri�odicas; em C forma�c~ao de pad~oes ca�oticos e em D, estruturas complexas localizadas.(Retirada de [183].)
Espalhamento de DanosDe maior interesse f��sico s~ao os padr~oes que apresentam evolu�c~ao para padr~oes ca�oticos.Para identi�carmos se uma dada regra apresenta um regime ca�otico �e preciso considerara evolu�c~ao conjunta de um par de autômatos aos quais se aplica o m�etodo de propaga�c~aode danos. Esse m�etodo consiste em considerar duas r�eplicas de um CA, onde em umadelas �e feita uma altera�c~ao (dano), uma mudan�ca nos estados em um certo n�umero doss��tios; a seguir, ambas s~ao colocadas para evoluir no tempo sujeitas �a mesma regra e adistância de Hamming entre os CA's �e medida ao longo do tempo,DH = NXi (�i(t)� �0i(t)) ; (1.4)onde �i �e o estado do s��tio i, e �0i �e o estado do mesmo s��tio na r�eplica. O comportamentodeste parâmetro determina se uma determinada regra leva a um comportamento ca�oticoquando, para tempos longos e N !1, a distância de Hamming diverge, DH !1.9



Esse comportamento divergente entre duas r�eplicas idênticas, onde em uma delas foifeito um pequeno dano, demonstra a sensibilidade do sistema em rela�c~ao a pequenas
utua�c~oes nas condi�c~oes iniciais e �e uma das caracter��sticas mais marcantes apresentadapor sistemas ca�oticos [64, 135]. Nas Figuras 1.1 e 1.2 mostramos exemplos das diferentesclasses de autômatos e ilustramos o m�etodo de espalhamento de danos aplicado a duasclasses diferentes de autômatos.

Figura 1.2: Espalhamento de danos em cada uma das classes mostradas na Figura 1.1. O dano �eprovocado alterando-se o estado de um �unico s��tio. Observe que na classe C o dano espalha por todoo sistema, indicando a divergência da distância de Hamming, o que �e esperado em um regime ca�otico.(Retirada de [183]).
1.2 Autômatos Celulares Probabil��sticosOs autômatos celulares probabil��sticos (PCA's) s~ao processos markovianos discretos, des-critos por um conjunto de vari�aveis discretas que s~ao de�nidas em uma rede - um problemacompletamente discretizado! Dessa forma, os PCA's se adequam perfeitamente para seremestudados por simula�c~ao computacional. Antes de de�nirmos precisamente esta classede autômatos, �e necess�ario que fa�camos uma breve introdu�c~ao ao estudo de processosestoc�asticos markovianos.A teoria dos fenômenos estoc�asticos markovianos �e mais um tema extremamente vasto,cujo estudo pormenorizado estaria muito al�em do escopo deste trabalho. Recentemente,Tom�e e Oliveira [167] publicaram um �otimo trabalho abordando criteriosamente este tema,e que ser�a a principal referência utilizada nas se�c~oes seguintes. Um processo markoviano �eaquele onde a probabilidade de que um dado sistema esteja em um estado (yn; tn) dependeapenas do estado do sistema no instante anterior, (yn�1; tn�1). Dessa forma, um processomarkoviano corresponde ao limite de um processo estoc�astico, como mostrado a seguir.Um processo estoc�astico �ca completamente determinado pela distribui�c~ao de probabi-lidades conjunta, Pl(n0; n1; :::; nl), onde yt = n0 para t = 0, n1 para t = 1, e assimsucessivamente. Uma vari�avel aleat�oria que depende de um parâmetro t �e chamada deestoc�astica se t corresponde ao tempo. No caso do tempo ser tomado como discreto, a10



vari�avel estoc�astica correspondente tamb�em ser�a discreta. A probabilidade condicional,Pl+1(nl+1 j n0; n1; :::; nl), indica a probabilidade de que a vari�avel estoc�astica yn assuma ovalor nl+1 em t = l + 1 dado que, nos instantes anteriores t0; :::; tl, ela tenha assumido osvalores n0; ::; nl. No caso em que esta probabilidade se reduzir �a probabilidade condicionalPl+1(nl+1 j nl), ent~ao o processo estoc�astico �e denominado markoviano.Os PCA's tamb�em podem ser classi�cados como sistemas irrevers��veis com estados ab-sorventes. Em sistemas irrevers��veis, o estado estacion�ario do sistema n~ao possui re-versibilidade microsc�opica, e portanto, n~ao obedece ao princ��pio do balan�co detalhado,encontrando-se fora do equil��brio termodinâmico. H�a pelo menos duas esp�ecies de sistemasirrevers��veis estudados na literatura, aqueles que possuem simetria de invers~ao e os comum estado absorvente. No primeiro caso, os sistemas s~ao invariantes �a invers~ao dos estados�i ! ��i, aplicada a todos os s��tios da rede; esse �e o caso do modelo de Glauber-Ising e,segundo o princ��pio da universalidade do ponto cr��tico, irrevers��veis ou n~ao, modelos comuma mesma simetria devem pertencer �a mesma classe de universalidade e apresentar omesmo comportamento na criticalidade. Entre os sistemas irrevers��veis com simetria deinvers~ao mais estudados [166] est~ao o modelo do votante, o modelo do votante majorit�arioe o modelo de Glauber irrevers��vel, que apresentam as mesmas propriedades universaisindependentemente dos detalhes microsc�opicos, desde que as regras sejam locais e de curtoalcance.No caso de sistemas irrevers��veis com um estado absorvente, as taxas de transi�c~ao violamo princ��pio do balan�co detalhado, uma vez que a transi�c~ao do estado absorvente paraqualquer estado �e proibida. Portanto, a irreversibilidade e a natureza fora do equil��brios~ao caracter��sticas intr��nsecas a estes modelos, que tampouco podem ser descritos porhamiltonianos. De um modo geral, os sistemas considerados s~ao de�nidos em uma redeonde cada s��tio est�a associado uma vari�avel estoc�astica �i, que pode assumir k valores.Uma con�gura�c~ao do sistema �e denotada por � = (�1; �2; :::; �L), considerando-se umarede com L s��tios. Existem dois tipos de dinâmica para a atualiza�c~ao dos estados em cadas��tio: a atualiza�c~ao seq�uecial, ou ass��ncrona, onde a cada intervalo curto de tempo nom�aximo um s��tio da rede tem seu estado atualizado, e a atualiza�c~ao paralela, ou s��ncrona,onde a cada passo de tempo todos os s��tios da rede possuem seus valores atualizados.Entre os modelos de atualiza�c~ao ass��ncrona mais estudados est~ao o processo de contato[77], o modelo de Sch�ogl [151], associado a rea�c~oes qu��micas com um estado absorvente.modelos de dinâmica de popula�c~oes [167] e modelos com m�ultiplos estados absorventes,como o processo de contato por pares [40]. No caso da atualiza�c~ao s��ncrona, os principaismodelos estudados s~ao os autômatos celulares probabil��sticos (PCA's).Os PCA's têm sido amplamente utilizados para simular os mais variados sistemas, abran-gendo disciplinas diversas como biologia, computa�c~ao, f��sica, qu��mica, ciências sociais, etc.[46, 183, 190]. De um modo geral, os PCA's apresentam um grande sucesso em descreverfenômenos em todas estas �areas, caracterizando-se como um dos modelos fundamentaispara descrever sistemas complexos. Na subse�c~ao seguinte apresentaremos os modelos que11



estudaremos em detalhes nas aplica�c~oes da IIa parte.1.2.1 Regras de Atualiza�c~aoJ�a vimos que autômatos celulares s~ao modelos de�nidos na rede, onde cada s��tio podeestar em k estados. No caso mais simples, k = 2 e �i = 0(1). Os estados de cada s��tio s~aoatualizados de forma s��ncrona e obedece regras determin��sticas, conforme j�a apresentamos.No caso dos autômatos celulares probabil��stico (PCA's), as regras de atualiza�c~ao s~aoprobabil��sticas, e o estado de cada s��tio depende apenas do estado de seus vizinhos nopasso de tempo anterior (processo markoviano).A atualiza�c~ao s��ncrona do sistema impossibilita-nos escrever uma equa�c~ao mestra paraum PCA, mas podemos descrever a evolu�c~ao temporal do sistema atrav�es da distribui�c~aode probabilidades P (�) de uma dada con�gura�c~ao �. No passo de tempo `, teremosP`+1(�) =X�0 W (� j �0)P`(�0) ; (1.5)onde W (� j �0) �e a probabilidade condicional de ocorrer a transi�c~ao �0 ! � entre duascon�gura�c~oes do sistema e possui as propriedades, W (� j�0) � 0 e P�W (� j�0) = 1.Para uma rede com N s��tios, considerando que a atualiza�c~ao s��ncrona �e simultânea eindependente para todos os s��tios, teremosW (� j �0) = NYi=1 !i(�i j �0) (1.6)onde !i(�i j �0) �e a probabilidade condicional de transi�c~ao para o estado �i dado queo sistema se encontrava na con�gura�c~ao �0 no passo anterior. Desse modo, determinar!i(�i j�0) �e condi�c~ao necess�aria e su�ciente para se de�nir um PCA.Neste trabalho, estaremos interessados em estudar dois diferentes PCA's: no autômatocelular de Domany-Kinzel (DKCA), o estado �i depende apenas dos estados de seusprimeiros vizinhos no instante imediatamente anterior, !i(�i j �0) = !DK(�i j �0i�1;�0i+1).J�a no caso do PCA com intera�c~oes de três s��tios, o pr�oprio nome revela a natureza dastaxas: !i(�i j�0) = !3s(�i j�0i�1;�0i ; �0i+1).DKCADomany e Kinzel [46] introduziram os autômatos celulares probabil��sticos em 1984, con-siderando que as vari�aveis aleat�orias discretas �i poderiam assumir dois valores, tal como12



nos autômatos estudados por Wolfram [183]. Os autores introduziram taxas de transi�c~aoprobabil��sticas, !i(�i j�0) = !DK(�i j�0i�1 ; �0i+1) e que assumem uma forma total��stica,p0 � !(1 j 00) = 0;p1 � !(1 j 10) = !(1 j 01); (1.7)p2 � !(1 j 11) :Obviamente, !DK(0 j�0i�1;�0i+1) = 1� !DK(1 j�0i�1;�0i+1).Dependendo dos valores de p1 e p2, o DKCA pode apresentar no regime estacion�ariotanto um estado absorvente, onde todos os s��tios est~ao \congelados" no estado 0, quantopode permanecer inde�nidamente com uma densidade de s��tios ativos no estado 1. Dessemodo, o DKCA apresenta uma transi�c~ao de fase cont��nua, mesmo para d = 1, entre asfases congelada e ativa. Ao lado do processo de contato, o DKCA �e um dos modelosmais estudados na Mecânica Estat��stica Fora do Equil��brio, possuindo todos os elementosb�asicos para irreversibilidade. O modelo possui regras locais de curto alcance, tal comoo modelo de Ising, mas diferencia-se exatamente por possuir uma transi�c~ao de fases emd = 1.O parâmetro de ordem do modelo �e a densidade de s��tios ativos que, na criticalidade,apresenta um comportamento do tipo lei de potência,� � (pc � p)� ; p! p+c ; (1.8)onde � ' 0:273 �e o mesmo valor encontrado na classe de universalidade da percola�c~aodirecionada (DP), que apresentaremos na se�c~ao 1.3. Esse valor �e encontrado ao longo detoda a linha de transi�c~ao para o estado absorvente no DKCA, exceto no ponto terminal(p2 = 1; p1 = 1=2) [46, 43]. Nesse ponto, o sistema pertence �a classe de percola�c~aodirecionada compacta (CDP) e � = 0, indicando uma transi�c~ao descont��nua. Os expoentescr��ticos da classe DP n~ao s~ao conhecidos exatamente, enquanto a classe CDP possuiresultados exatos [93].Inicialmente, a caracteriza�c~ao do DKCA era feita estudando-se o espalhamento de ati-vidade a partir de uma �unica fonte, que �e associado a três expoentes cr��ticos; o n�umerom�edio de s��tios ativos, n, comporta-se comn � t� ; (1.9)onde � ' 0:314 para a DP e 0 para a CDP. A probabilidade de sobrevivência, P (t),comporta-se comP (t) � t�� ; (1.10)13



onde � ' 0:159 para a DP e � = 1=2 para a CPD. Finalmente, o espalhamento de s��tiosocupados em torno da origem �e descrito porR2 � t� ; (1.11)onde � = 1:279 para a DP e � = 1 para a CDP. Dessa forma, para a CDP, a evolu�c~aodos autômatos na criticalidade leva a forma�c~ao de dom��nios compactos, cujas fronteirasexecutam caminhadas aleat�orias sem tendeência [46, 93, 43]. Na Figura 1.3 mostramosalgumas realiza�c~oes do DKCA no ponto cr��tico (p2 = 1; p1 = 1=2).

Figura 1.3: Espalhamento a partir de uma �unica fonte para o DKCA, p2=1 e p1=1/2. Mostramosquatro realiza�c~oes diferentes, considerando diferentes sementes para a gera�c~ao da sequência de n�umerosaleat�orios para a mesma condi�c~ao inicial. Note que a terceira amostra revela o comportamento da fronteiraentre os dom��nios como uma caminhada aleat�oria, que eventualmente, pode se colapsar como nas outrasamostras.O DKCA tamb�em apresenta uma fase ca�otica, associada ao espalhamento de danosenvolvendo um par de autômatos. Essa e outras particularidades desse modelo ser~aoestudadas na pr�oxima parte, onde abordaremos o DKCA bem mais detalhadamenteutilizando uma abordagem alternativa.PCA com intera�c~oes de 3 s��tiosOutro PCA que tem despertado interesse recente, e pode ser considerado como a extens~aonatural do DKCA, �e o modelo proposto originalmente por Bagnoli et al. [15]. Nestemodelo, !i(�i j �0) = !3s(�i j�0i�1; �0i; �0i+1), e novamente !3s assume a forma total��stica,p0 � !(1 j 000) = 0; 14



p1 � !(1 j 100) = !(1 j 010) = !(1 j 100); (1.12)p2 � !(1 j 110) = !(1 j 101) = !(1 j 011);p3 � !(1 j 111):Como no DKCA, a densidade de s��tios ativos desempenha o papel do parâmetro de ordem,por�em neste caso o sistema apresenta um grau consideravelmente maior de complexidade,j�a que o diagrama de fases depende de três parâmetros. Para p3 = 1, Bagnoli et al.[15] demonstraram que o autômato apresenta transi�c~oes de primeira e segunda ordens,dois estados absorventes e um ponto bicr��tico. No presente trabalho, apresentamosum estudo mais detalhado deste PCA, onde abordamos tamb�em o caso p3 = 0, queapresenta uma transi�c~ao ca�otica reentrante, e demonstramos a existência de uma linhade pontos tricr��ticos no espa�co de parâmetros tridimensional (p1; p2; p3). Esses resultadosse encontram em um artigo recentemente submetido para publica�c~ao [11].1.3 Percola�c~aoPercola�c~ao signi�ca, literalmente, passagem de �agua atrav�es de um meio poroso. Domesmo modo que a difus~ao, a percola�c~ao pode ser descrita por modelos estoc�asticos [167],por�em h�a uma diferen�ca essencial quanto �a localiza�c~ao da aleatoriedade: enquanto nadifus~ao um 
u��do aleat�orio propaga-se em um meio determin��stico, na percola�c~ao um
u��do determin��stico escoa em um meio aleat�orio.No contexto de meios bin�arios desordenados, a percola�c~ao est�a associada a v�arios proces-sos. Em todos eles, observamos a presen�ca de microestruturas formadas por aglomeradosde s��tios em um dado estado, cercados por aglomerados em outros estados, distribu��dosaparentemente de maneira aleat�oria para um observador macrosc�opico. Como exemplosde tais sistemas podemos citar sistemas compostos por duas esp�ecies [162] (misturasbin�arias, rea�c~oes qu��micas), superf��cies catal��ticas adsorventes, misturas de materiaisisolantes e condutores (onde h�a uma transi�c~ao entre um comportamento global isolanteou condutor), sistemas lacunares modelando sistemas porosos ou superf��cies rugosas [128],g�eis polim�ericos [117], dinâmica de popula�c~oes [20], propaga�c~ao de doen�cas [165], fraturas[120, 75], propaga�c~ao de incêndios em 
orestas [19], etc.Uma con�gura�c~ao do sistema �e de�nida pelo conjunto de s��tios ocupados em uma redecom N s��tios. Chamando de � = (�1; :::; �N) uma dada con�gura�c~ao, cada s��tio tem umaprobabilidade p de estar no estado �j = 1, e q � 1�p de estar no estado �j = 0. Portanto,a probabilidade de uma dada con�gura�c~ao ocorrer �e dada por,P (�) = pnqN�n ; (1.13)15



onde n, o n�umero de s��tios ocupados.Supondo uma sequência de con�gura�c~oes para um p �xo, no limite N ! 1 a lei (forte)dos grandes n�umeros a�rma que a concentra�c~ao de s��tios,nN =Xj �j ;coincide quase com certeza com a probabilidade de ocupa�c~ao p. Por outro lado, o teoremado limite central garante que as 
utua�c~oes s~ao da ordem N�1=2. A m�edia de uma fun�c~aode estado f �e dada por,hfi =X� f(�)P (�) : (1.14)Denominamos por limite de percola�c~ao o limiar que separa dois comportamentos distintosdo sistema; acima deste limite uma fase percola por todo o sistema enquanto abaixo delen~ao h�a percola�c~ao. Considerando-se sistemas discretos, podemos classi�car em quatro ostipos de percola�c~ao:� Percola�c~ao de s��tios - neste caso, cada s��tio possui uma probabilidade p de estarocupado, e 1�p de estar vazio. Cada s��tio �e estatisticamente independente dos outrose existe um valor cr��tico, pc, acima do qual uma fase percola por todo o sistema,correspondendo ao \aglomerado in�nito" formado pela uni~ao de s��tios ocupadosprimeiros vizinhos entre si.� Percola�c~ao de liga�c~oes - neste caso, a liga�c~ao entre dois s��tios estar�a presentecom probabilidade pb e ausente com probabilidade 1� pb; as liga�c~oes s~ao idênticasentre si e estatisticamente independentes. Acima de pcb, h�a um caminho de liga�c~oespresentes conectando s��tios primeiros vizinhos que estende-se por todo o sistema.� Percola�c~ao de s��tios e liga�c~oes - este caso �e a combina�c~ao dos dois casos consi-derados acima.� Percola�c~ao direcionada - pode ser de�nida do mesmo modo que a percola�c~aode s��tios, liga�c~oes, ou de s��tios e liga�c~oes, por�em as conex~oes s�o s~ao permitidas sepossu��rem uma orienta�c~ao pr�e-de�nida.Enquanto a percola�c~ao de s��tios �e adequada ao estudo de processos de cont�agio ou paramodelar sistemas adsorventes, os outros tipos de percola�c~ao s~ao mais adequados paraa descri�c~ao de fenômenos de transporte [102]. O modelo de percola�c~ao direcionada �elargamente utilizado, e suas aplica�c~oes se estendem desde fenômenos de invas~ao de um
u��do em meio poroso at�e redes neurais [81]. A diferen�ca entre a percola�c~ao direcionada e16



a percola�c~ao de liga�c~oes pode ser facilmente compreendida se considerarmos uma rede deresistores aleatoriamente distribu��dos em uma malha quadrada; nesse caso, podemos tera percola�c~ao de liga�c~oes; se substituirmos os resistores por diodos, teremos a percola�c~aodirecionada [102].Aglomerados e o limite de percola�c~aoUm aglomerado �e de�nido como um conjunto conexo de s��tios ativos, formado exclu-sivamente por conex~oes entre primeiros vizinhos. (Note que uma conex~ao �e de�nidadiferentemente para cada um dos tipos de percola�c~ao). Por de�ni�c~ao, um s��tio ocupadoisolado �e considerado um aglomerado de tamanho unit�ario.Considerando uma rede in�nita, o limite de percola�c~ao �e associado ao valor cr��tico daconcentra�c~ao, pc, acima do qual um aglomerado de tamanho in�nito percola no sistema.O valor de pc depende do tipo de percola�c~ao que estamos considerando, da dimens~ao deimers~ao do sistema e da geometria utilizada para se construir a rede.Desse modo, �e f�acil concluir que o parâmetro de ordem do sistema �e a probabilidade deum s��tio pertencer ao aglomerado in�nito, P . Chamando de �s a probabilidade de ums��tio pertencer a um aglomerado de tamanho s, exceto o aglomerado in�nito, teremosXs �s + q + P = 1 : (1.15)Obviamente, P1s=1 �s + P = p. Portanto, para p < pc, o parâmetro de ordem �e nulo,P = 0, enquanto para p > pc, P > 0. Na criticalidade, o parâmetro de ordem divergecomo esperado,P (p) � (p� pc)� :No caso unidimensional, um pouco de abstra�c~ao permite-nos concluir que pc = 1, ouseja, basta que exista um s��tio vazio para destruir o aglomerado in�nito! Outro casoonde podemos obter o ponto cr��tico exatamente �e na �arvore de Cayley. Essa constru�c~aoequivale a um sistema com dimensionalidade in�nita e esta solu�c~ao �e conhecida como aaproxima�c~ao de campo m�edio para a percola�c~ao [162]. Na tabela 1.1 apresentamos osvalores obtidos para os expoentes cr��ticos nesta aproxima�c~ao (limite Cl�assico), bem comoos resultados simulacionais para redes com dimens~oes menores. Os valores cl�assicos paraos expoentes s~ao v�alidos para sistemas com dimens~oes superiores �a dimens~ao cr��tica dapercola�c~ao, dc = 6 [162]).Na Tabela 1.1, al�em do expoente � associado ao parâmetro de ordem, mostramos oexpoente �, associado a divergência do comprimento de correla�c~ao. Na percola�c~ao, o17



Tabela 1.1: Expoentes cr��ticos para a percola�c~ao em diferentes dimens~oes (Retirada de [167]).Expoente d = 2 d = 3 Cl�assico� 0.139 0.41 1� 1.333 0.88 0.5comprimento de correla�c~ao �e proporcional �a extens~ao linear dos aglomerados do sistema.Obviamente, a medida que nos aproximamos do limiar de percola�c~ao o comprimento decorrela�c~ao aumenta at�e atingir o tamanho do sistema (aglomerado in�nito).Estrutura fractal e universalidade da percola�c~aoO aglomerado cr��tico no limite de percola�c~ao �e uma estrutura na qual todas as no�c~oesintroduzidas pela geometria fractal podem ser explicitamente observadas, como a lacuna-ridade em todas as escalas, a autosimilaridade e estrutura rami�cada. A dimens~ao fractaldo aglomerado pode ser relacionada aos expoentes cr��ticos a partir da rela�c~ao [1]D = d� �� (1.16)onde D �e a dimens~ao fractal e d a dimens~ao de imers~ao. Esta rela�c~ao revela umahiper-universalidade para a percola�c~ao, uma vez que ela �e v�alida para qualquer classede universalidade dos expoentes.Desse modo, três diferentes n��veis de universalidade est~ao presentes na percola�c~ao [102],(i) o limite de percola�c~ao �e independente da interpreta�c~ao f��sica dada para ele, masdepende da geometria da rede, da dimensionalidade e do tipo de percola�c~ao;(ii) os expoentes cr��ticos dependem apenas da dimens~ao da rede;(iii) as rela�c~oes entre os expoentes cr��ticos podem ser utilizadas sempre que lidamoscom um sistema de percola�c~ao (isto �e, estados discretos, bin�arios e n~ao acoplados), e emqualquer dimens~ao.1.3.1 Percola�c~ao DirecionadaA classe de universalidade da percola�c~ao direcionada aplica-se a uma vasta gama desistemas, como incêndios em 
orestas [19], propaga�c~ao de doen�cas, quebra da rigidezdiel�etrica, impurezas em s�olidos, at�e mesmo a forma�c~ao de gal�axias [117], e conjectura-seque v�arias transi�c~oes de fase est~ao dentro desta classe, como as transi�c~oes de espalhamentode danos [68] e transi�c~oes para um estado absorvente, como o modelo de Domany-Kinzel[46]. 18



Nesta subse�c~ao, iremos considerar um modelo de percola�c~ao direcionada constru��do apartir da percola�c~ao de s��tios e liga�c~oes, tal como o descrito por Tom�e e Oliveira [167].Cada s��tio pode estar ocupado com uma probabilidade p, e possui probabilidade 1� p deestar vazio, enquanto uma liga�c~ao entre dois s��tios tem probabilidade q de estar presente,e 1� q de estar ausente. O nome percola�c~ao direcionada (ou orientada) deve-se ao fato desomente considerarmos conex~oes que obede�cam uma determinada orienta�c~ao pr�e-de�nida.Segundo esta orienta�c~ao, podemos dividir uma rede em \camadas" de modo que umaliga�c~ao somente estar�a aberta se conectar s��tios em camadas diferentes; no caso de s��tiossituados em uma mesma camada, a liga�c~ao estar�a sempre fechada.Desse modo, dois s��tios s~ao conexos se est~ao ativos, a liga�c~ao entre eles est�a presente epertencerem a camadas diferentes do sistema. De�niremos uma vari�avel, �li, que indica aprobabilidade do s��tio i na camada l esteja conectado com a camada 0 por um caminho deliga�c~oes abertas: �li = 1 no caso do s��tio pertencer ao aglomerado, e �li = 0 caso contr�ario.Denominando por Pl(�) a distribui�c~ao de probabilidades para uma con�gura�c~ao � ocorrer,podemos determinar as probabilidades marginais Pl(�i) atrav�es da seguinte rela�c~ao, (ondeconsideramos apenas os dois primeiros vizinhos),Pl+1(�i) =X�0i X�0i+1 !(�i j �0i�1; �0i+1)Pl(�0i�1; �0i+1) : (1.17)Dessa maneira, !(1 j 11) �e interpretada como a probabilidade condicional de um s��tioda camada l estar conectado com a origem por um caminho de liga�c~oes abertas entreprimeiros vizinhos. Evidentemente, !(1 j 11) est�a associada ao parâmetro de ordem.Podemos escrever,!(1 j 11) = 2pq(1� q) + pq2 = pq(2� q) : (1.18)Do mesmo modo, !(1 j 10) = !(1 j 01) = pq. Obviamente, !(1 j 00) = 0, pois um s��tios�o est�a conectado a um s��tio da camada 0 se pelo menos um de seus primeiros vizinhostamb�em estiver. No limite l !1, a grandeza Pl(�) representa a probabilidade de ocorrero aglomerado in�nito: se Pl = 1, h�a percola�c~ao; caso Pl = 0, n~ao h�a percola�c~ao.Notamos que a percola�c~ao direcionada pode ser exatamente mapeada no DKCA se �zer-mos as seguintes associa�c~oes,p1 = pq ;p2 = pq(2� q) : (1.19)As transforma�c~oes inversas s~ao q = (2p1 � p2)=p1 e p = p21=(2p1 � p2), e n~ao h�a umacorrespondência biun��voca entre elas, j�a que o autômato de Domany-Kinzel �e mais a-brangente. Dois casos particulares de interesse s~ao a percola�c~ao de s��tios, q = 1, que19



corresponde �a linha p2 = p1 do DKCA, e a percola�c~ao de liga�c~oes, p = 1, que corresponde�a linha p2 = 2p1 � p21.Devido �a orienta�c~ao preferencial das liga�c~oes, os aglomerados formados na percola�c~aodirecionada apresentam dois comprimentos de correla�c~ao caracter��sticos, um paralelo �aorienta�c~ao das liga�c~oes, �k, e outro perpendicular, �?. Como na percola�c~ao tradicional,esses comprimentos de correla�c~ao divergem �a medida que se aproximam do limite depercola�c~ao, sendo governados por dois expoentes cr��ticos,�? � jp� pcj�? ; (1.20)�k � jp� pcj�k ; (1.21)onde os expoentes �? e �k referem-se �as dire�c~oes perpendicular e paralela, respectivamente.Novamente, n~ao h�a solu�c~ao exata para este modelo, e os resultados num�ericos de expans~oesem s�erie fornecem [85], �k = 1:73383(3) e �? = 1:09684(2). Pode-se demonstrar queo aglomerado in�nito no limite da percola�c~ao direcionada �e um fractal auto-a�m cujoexpoente de Hurst �e dado por H = �?=�k � 0:63261(3) [146, 4].
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Cap��tulo 2
Modelos de Crescimento de Interfaces

De um modo geral, os modelos de crescimento de superf��cies podem ser classi�cados emquatro tipos [170], todos eles considerando o crescimento de estruturas formadas porpart��culas idênticas:A) Modelos de Crescimento Local - correspondem aos modelos de percola�c~ao invasiva[33], gela�c~ao [74] e caminhadas aleat�orias [170]. Nestes modelos as regras s~ao locais,dependendo apenas da vizinhan�ca onde ser�a depositada a part��cula, e geralmente formamestruturas fractais autosimilares com grande lacunaridade;B) Modelos Limitados por Difus~ao - nestes modelos as regras de deposi�c~ao s~ao n~ao locaise apresentam dependências espaciais de longo alcance. Nessa classe de modelos a equa�c~aode Laplace �e obedecida e as estruturas fractais formadas apresentam grande complexidadee muitas rami�ca�c~oes, sendo apropriados para descri�c~ao de processos fora do equil��briotais como agrega�c~ao [170, 117], crescimento de tumores [58], rompimento diel�etrico [130],etc.C) Estruturas Auto-A�ns - correspondem aos crescimento de interfaces apresentados nestecap��tulo, onde veremos em detalhe os principais modelos de crescimento e uma abordagemanal��tica usando equa�c~oes de crescimento [13];D) Agrega�c~ao de Aglomerados - nesse caso, os modelos consideram part��culas que podemse difundir na rede; �a medida que as part��culas se encontram formam-se aglomerados quecrescem continuamente. O principal exemplo nesta classe �e a agrega�c~ao coloidal [170, 117].Neste cap��tulo apresentaremos os conceitos fundamentais para analisar o comportamentode uma interface durante seu crescimento. Inicialmente, consideraremos modelos discretossimples, que nos permitir~ao introduzir os principais conceitos para se analisar o cresci-mento de superf��cies do ponto de vista simulacional, como o comportamento do tipo leide potência e de escala e o problema de se gerar uma sequência de n�umeros aleat�oriossu�cientemente grande em simula�c~oes. A seguir, apresentaremos uma an�alise anal��tica doproblema considerando equa�c~oes cont��nuas de crescimento. Finalmente, veremos modelosde crescimento com ru��dos correlacionados, que resultam em outras classes de universali-dade. 21



De fato, veremos que as equa�c~oes de crescimento nada mais s~ao do que equa�c~oes deLangevin, e poderemos usar argumentos de escala e c�alculos anal��ticos para obter osexpoentes cr��ticos. Desse modo, ao �nal do cap��tulo teremos um panorama de classes deuniversalidade, que nos ser�a �util para a an�alise dos pr�oximos cap��tulos.2.1 Modelos DiscretosO primeiro modelo que iremos considerar, e o mais simples de todos, �e a Deposi�c~aoAleat�oria (DA); a partir de uma rede unidimensional �nita, com L s��tios indexados pori = 1; 2; :::; L, faremos uma deposi�c~ao de part��culas escolhendo aleatoriamente a posi�c~aoem que cada uma delas ser�a depositada. Suporemos ainda que as part��culas possuembaixa energia, isto �e, uma part��cula se �xa exatamente no s��tio sorteado, independentedaquela posi�c~ao corresponder a um m�aximo ou m��nimo local de energia. Considerandoeste modelo de deposi�c~ao, queremos saber como se comporta a interface �a medida queaumentamos o n�umero de part��culas depositadas.No Apêndice C apresentamos os principais parâmetros utilizados para caracterizar umainterface, de�nidos pelas rela�c~oes (C.9) a (C.11). A rugosidade �e o principal parâmetroutilizado para avaliar o comportamento temporal das correla�c~oes espaciais dentro dosistema. No modelo de deposi�c~ao aleat�oria, como as part��culas s~ao depositadas ems��tios escolhidos aleatoriamente, n~ao existem correla�c~oes espaciais ou temporais durantea deposi�c~ao. Desse modo, devido a ausência de tendências na deposi�c~ao, esperamos que arugosidade cre�ca inde�nidamente obedecendo uma lei de potência em rela�c~ao ao tempo daforma w2 � t, onde w �e a rugosidade e t o tempo, indicando que a variância na distribui�c~aode alturas cresce linearmente com o tempo. Na Figura 2.1 mostramos a evolu�c~ao dos per�sgerados, exempli�cando claramente o aumento da rugosidade com o tempo.Outros dois parâmetros importantes para a caracteriza�c~ao de interfaces s~ao o coe�cientede assimetria (skewness - S) e a curtose (kurtosis - K), de�nidos pelas rela�c~oes,S(L; t) = W3(L; t)W 3=22 (L; t) ; (2.1)K(L; t) = W4(L; t)W 22 (L; t) ; (2.2)onde os momentos Wn(L; t) s~ao de�nidos pela rela�c~ao C.10.Para uma distribui�c~ao gaussiana, tanto o coe�ciente de assimetria como a curtose s~aonulos. Para o coe�ciente de assimetria este valor �e o esperado, j�a que �e notoriamenteconhecido que a distribui�c~ao gaussiana �e sim�etrica em rela�c~ao a sua m�edia, portanto, todos22
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Figura 2.1: Per�s gerados pela deposi�c~ao aleat�oria em um substrato com L = 256. A cada 100 passosa cor das part��culas �e trocada.seus momentos ��mpares s~ao nulos. J�a a curtose est�a relacionada �a forma do decaimentoda distribui�c~ao em rela�c~ao �a m�edia e �e f�acil mostrar que �e nula para uma distribui�c~aogaussiana [167]; de fato, na distribui�c~ao gaussiana todos os cumulantes s~ao nulos paran > 2.Voltemos agora ao problema original; considerando um tamanho de rede �xo, digamosL = 1024, podemos fazer um algoritmo e simular a deposi�c~ao aleat�oria de um granden�umero de part��culas, digamos 1010 part��culas, e veri�car o comportamento da rugosidade,do coe�ciente de assimetria e da curtose. Esse ser�a o objetivo da pr�oxima se�c~ao.2.1.1 N�umeros Aleat�oriosAo considerarmos o problema da deposi�c~ao aleat�oria, passamos pela quest~ao de se escolheraleatoriamente a posi�c~ao em que cada part��cula ser�a depositada, a cada instante de tempo.Para isso, um algoritmo simples seria o seguinte:(i) sortear um n�umero aleatoriamente dentro do intervalo [0; 1);(ii) multiplicar o n�umero aleat�orio pelo tamanho da rede;(iii) depositar a part��cula no s��tio correspondente.Esta opera�c~ao pode ser repetida tantas vezes quanto for o n�umero desejado de part��culasdepositadas. Entretanto, n~ao �e trivial gerar uma sequência descorrelacionada de n�umerosaleat�orios, t~ao grande quanto se queira.Existem diversas maneiras de se criar rotinas para gera�c~ao de n�umeros aleat�orios e osprincipais fatores que devem ser levados em considera�c~ao para escolher determinada rotina23
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Figura 2.2: Evolu�c~ao da rugosidade para a deposi�c~ao aleat�oria em um substrato com L=1024 s��tiosusando a rotina tipo In+1 = AIn + B, em escala logar��tmica. No detalhe, a mesma curva em escalalinear. Note que o per��odo do gerador �e exatamente 231 ' 2:15� 109.s~ao o custo computacional para gerar uma sequência (o tempo gasto para produzi-la) eo limite de con�abilidade do gerador (per��odo dentro do qual a sequência produzida �erealmente aleat�oria). Neste trabalho, optamos por utilizar um gerador bastante r�apido(baixo custo computacional), que considera uma rotina do tipoIn+1 = AIn +B ; com A = 843314861 e B = 453816693;onde In �e um n�umero inteiro positivo, In+1 �e o pr�oximo n�umero da sequência e A eB s~ao chamados de n�umeros m�agicos [159]. Esses n�umeros m�agicos est~ao relaciona-dos �a quantidade de n�umeros inteiros que um computador �e capaz de fornecer. Nossoscomputadores disp~oem de 32 bits de mem�oria para a opera�c~ao com inteiros e optamospor utilizar a linguagem de programa�c~ao C; portanto, temos a disposi�c~ao 231 n�umerosinteiros. Com esse par de n�umeros m�agicos, a rotina acima sorteia cada um dos 231n�umeros dispon��veis exatamente uma vez antes que a sequência volte a se repetir. Dessemodo, se veri�carmos o comportamento da rugosidade para a DA com este gerador,obteremos uma curva an�aloga �a mostrada na Figura 2.2.Na Figura 2.2 observamos que a rugosidade cresce com t1=2 at�e aproximadamente metadedo per��odo do gerador. Portanto, uma sequência de n�umeros aleat�orios gerada por estarotina tem seu limite de con�abilidade igual a aproximadamente � 108 n�umeros. Paracontornar esta limita�c~ao, h�a dois caminhos poss��veis: pode-se escolher uma outra rotinapara gerar n�umeros aleat�orios, mais custosa computacionalmente, mas que forne�ca umlimite de con�abilidade maior, ou utilizar a mesma rotina trocando-se periodicamente asemente para que a sequência recomece em outro ponto. A decis~ao de escolher um outrocaminho depender�a da quantidade de n�umeros a serem gerados e do custo adicional donovo gerador por cada n�umero gerado.Existem alguns trabalhos na literatura comparando diferentes rotinas para gerar n�umeros24
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Passaremos agora para uma descri�c~ao anal��tica dos modelos apresentados, onde utiliza-remos uma abordagem de equa�c~oes diferenciais estoc�asticas, conhecidas como equa�c~oesde Langevin, que fornecer~ao os diferentes expoentes cr��ticos de cada modelo, de�nindodiferentes classes de universalidade, al�em de permitirem o estudo de outros modelos decrescimento.2.2 Equa�c~oes de CrescimentoInicialmente, queremos escrever uma equa�c~ao estoc�astica de crescimento que incorpore
utua�c~oes da interface [13]; consideremos ent~ao a seguinte equa�c~ao cont��nua para o casogeral,@h(~x; t)@t = �(~x; t) ; (2.9)onde �(~x; t) �e o n�umero de part��culas por unidade de tempo chegando �a posi�c~ao x.Considerando a DA, podemos desmembrar �(~x; t) em duas partes:@h(~x; t)@t = F + �(~x; t) ; (2.10)onde F representa um 
uxo m�edio de part��culas e �(~x; t) �e um ru��do branco, respons�avelpelas 
utua�c~oes nas alturas dos s��tios, e com as seguintes propriedades,h�(~x; t)i = 0 ; (2.11)h�(~x; t)�(~x0; t0)i = 2D�d(~x� ~x0)�(t� t0) ; (2.12)onde h: : :i representa o valor esperado da vari�avel e D �e uma constante. Como esperado,o ru��do possui valor m�edio nulo e ausência de correla�c~oes espaciais ou temporais, expressapelas fun�c~oes delta de Dirac. �E importante notar que o ru��do de�nido acima, quenormalmente �e uma vari�avel gaussiana, possui exatamente as mesmas propriedades dasequência de n�umeros aleat�orios gerada anteriormente.Para obter as propriedades estat��sticas das interfaces geradas, basta integrar (2.10)h(~x; t) = Ft+ Z t0 �(~x; t)dt ; (2.13)a altura m�edia �e, portanto,h(t) = Ft ; (2.14)31



e para o valor quadr�atico m�edio teremos hh2(~x; t)i = F 2t2 + 2Dt. Esse resultado implicano seguinte comportamento para a rugosidade da interfacew(t) =phh2i � hhi2 = p2Dt ; (2.15)indicando o crescimento ilimitado da rugosidade com o tempo, segundo a lei de potênciaw � t1=2, e em completo acordo com o obtido nas simula�c~oes anteriores. Como arugosidade cresce inde�nidamente, n~ao s~ao de�nidos expoentes de rugosidade e dinâmicopara a DA.2.2.1 Modelo LinearQueremos agora introduzir correla�c~oes no sistema, alterando o modelo de deposi�c~ao;inicialmente, consideremos o modelo DARS, apresentado na se�c~ao anterior. Introduzi-remos um termo linear que ser�a respons�avel pela relaxa�c~ao da superf��cie e, portanto,diretamente proporcional �a curvatura local da interface@h(~x; t)@t = �r2h(~x; t) + �(~x; t) ; (2.16)onde � �e o coe�ciente linear, relacionado �a tens~ao super�cial. Aqui �zemos a transforma-�c~ao de coodenadas, h! h� Ft, e r2h(~x; t) indica que, para � > 0, os vales da interface(curvatura local positiva) s~ao ocupados preferencialmente em rela�c~ao aos picos (curvaturalocal negativa). Esta equa�c~ao foi proposta por Edwards e Wilkinson [48] e a denominamosequa�c~ao EW. De fato, a equa�c~ao EW representa a equa�c~ao mais simples de uma classede equa�c~oes que obedecem um grupo de simetrias. A�m de generalizar nossa discuss~ao,iremos tratar esta classe de equa�c~oes. Se consideramos a equa�c~ao geral@h(~x; t)@t = G(h; ~x; t) + �(~x; t) ; (2.17)onde G(h; ~x; t) �e uma fun�c~ao geral que depende da altura h(~x; t), as principais simetriasque esta equa�c~ao dever�a obedecer s~ao [13]:(i) - invariância em rela�c~ao �a transla�c~ao temporal, que faz com que a fun�c~ao G(h; ~x; t)n~ao dependa explicitamente do tempo;(ii) - invariância translacional ao longo da dire�c~ao de crescimento, que retira a depen-dência expl��cita em rela�c~ao a h;(iii) - invariância translacional ao longo da dire�c~ao perpendicular ao crescimento, queretira a dependência expl��cita com ~x;(iv) - simetrias de rota�c~ao e invers~ao na dire�c~ao de crescimento, que excluem as derivadas��mpares em rela�c~ao �as coordenadas espaciais;32



(v) - simetria up and down, que estipula que as 
utua�c~oes na interface s~ao similaresem rela�c~ao �a sua altura m�edia. Esta simetria exclui potências pares das derivadas de h((rh)2; (rh)4); : : :), e s�o �e v�alida nos casos onde a velocidade m�edia da interface �e igual�a taxa de deposi�c~ao.Portanto, a equa�c~ao mais geral que obedece a estas simetrias �e@h(~x; t)@t = (r2h) + � � �+ (r2nh) + (r2h)(rh)2 + � � �+ (r2kh)(rh)2j + �(~x; t) ; (2.18)com n; k; j 2 Z+, onde Z representa o conjunto dos n�umeros inteiros. Como estamosinteressados em propriedades de escala, consideremos no limite: h!1 e t!1. Nestelimite, podemos desprezar as derivadas de ordem superior, como mostrado a seguir, ondeutilizaremos algumas propriedades de escala para mostrar a validade desta aproxima�c~ao.Considerando que as interfaces possuam propriedades auto-a�ns �e razo�avel supor que,para algum valor de �, as interfaces sejam invariantes em rela�c~ao as transforma�c~oes,~x! b~x � ~x0 e h! b�h � h0; dessa forma, teremosr2h! r02h0 � b��2r2h ;r4h! r4h0 � b��4r4h :Fazendo b ! 1, o termo r4h claramente tende a zero mais rapidamente que r2h,justi�cando a aproxima�c~ao. A equa�c~ao mais simples compat��vel com as simetrias dosistema, capaz de descrever o crescimento de uma interface �e a equa�c~ao EW.Por ser linear, �e poss��vel obter a solu�c~ao exata da equa�c~ao EW atrav�es da an�alise deFourier [127, 13]. Optaremos por obter os expoentes de escala desta equa�c~ao atrav�es deum elegante argumento de escala [13]; consideremos a transforma�c~ao de escala,~x ! b~x � ~x0 ;h ! b�h � h0 ;t ! bzt � t0 :Ora, para estas transforma�c~oes os gradientes se tornam,@@t0 = b�z @@t ; (2.19)@2@~x02 = b�2 @2@~x2 : (2.20)33



A reescala do ru��do ser�a obtida usando a propriedade da fun�c~ao delta �d(a~x) = 1=ad �~x,h�(~x; t)�(~x0; t0)i ! h�(b~x; bzt)�(b~x0; bzt0)i! 2D�d(b~x� b~x0)�(bzt� bzt0)! b�(d+z)h�(~x; t)�(~x0; t0)i : (2.21)Logo, conclui-se que�(~x0; t0)! b� (d+z)2 �(~x; t) : (2.22)Portanto, a equa�c~ao 2.16 se torna,@h(~x; t)@t = �bz�2h(~x; t) + b� d2+ z2���(~x; t) : (2.23)Como queremos que esta equa�c~ao seja invariante segundo estas transforma�c~oes (j�a que ainterface �e auto a�m), os expoentes dos coe�cientes b ser~ao todos nulos; logo,z = 2 ; � = 2� d2 ; (2.24)o que fornece� = 2� d4 : (2.25)Se substituirmos d = 1 nesta �ultima equa�c~ao veremos que a DARS pertence �a mesmaclasse de universalidade da equa�c~ao EW, conclus~ao que tamb�em �e v�alida em dimens~oessuperiores. Note que para d = 2 o comportamento da rugosidade �e logar��tmico, enquantoque, para dimens~oes superiores, os expoentes cr��ticos s~ao negativos, o que indica o desen-volvimento de interfaces lisas (sem rugosidade).2.2.2 Modelo N~ao-LinearConsideremos agora um modelo de crescimento que viole explicitamente a quinta regrade simetria apresentada acima, onde a velocidade m�edia da interface �e maior que a taxade deposi�c~ao. Este �e o caso do modelo de deposi�c~ao bal��stica (DB) onde, ap�os o sorteioaleat�orio de um s��tio, a part��cula ir�a ser depositada na altura correspondente ao m�aximolocal, hi(t) = max(hi�1(t); hi(t� 1) + 1; hi+1(t)). Portanto, as interfaces produzidas nesse34



Figura 2.9: Per�s gerados pela deposi�c~ao bal��stica - DB. A cada 2500 part��culas depositadas a cor �etrocada; o total de part��culas depositadas �e 35000 em um sistema com L = 200. Note que a rugosidade �emaior que na DARS, mas muito menor que na DA; al�em disso, �e claro que n~ao h�a conserva�c~ao da alturam�edia, devido a presen�ca de reentrâncias no per�l. Retirado de [13].processo podem apresentar reentrâncias, o que diminui a densidade do bulk, fazendo comque a altura m�edia cres�ca bem mais r�apido do que a taxa de deposi�c~ao - Figura 2.9.Para obter o termo adicional a ser adicionado �a equa�c~ao EW, a�m de descrever a DB,consideraremos o `crescimento lateral' da interface produzido pela regra de deposi�c~ao;na Figura 2.10, representamos esquematicamente o crescimento lateral produzido peladeposi�c~ao de uma part��cula.Pelo teorema de Pit�agoras, teremos,�h = [(v�t)2 + (v�trh)2]1=2= v�t[1 + (rh)2]1=2 : (2.26)Para rh << 1, podemos expandir o �ultimo termo da equa�c~ao acima. Desse modo,@h(~x; t)@t = v + v2(rh)2 + � � � ;esta equa�c~ao sugere um termo n~ao linear da forma (rh)2 para representar o crescimentolateral. Generalizando este resultado, teremos,@h(~x; t)@t = �r2h + �2 (rh)2 + �(~x; t) ; (2.27)35



onde � �e o coe�ciente n~ao linear, relacionado �a velocidade de propaga�c~ao da interface; aequa�c~ao 2.27 �e conhecida como equa�c~ao Kardar-Parisi-Zhang - KPZ [88].

Figura 2.10: Crescimento Lateral. As linhas paralelas tracejadas correspondem �as posi�c~ao da interfaceantes e depois da deposi�c~ao de um part��cula, que causa uma varia�c~ao de altura na interface de �h, e afronteira se desloca de v�t. (Retirada de [13])A presen�ca do termo n~ao linear �e uma evidente quebra em rela�c~ao �a simetria up-down. Acausa desta quebra pode ser associada a existência de uma `for�ca dirigida' (driving force),perpendicular �a interface, que seleciona uma dire�c~ao preferencial para o seu crescimento.Uma solu�c~ao completa desta equa�c~ao para qualquer dimens~ao ainda n~ao foi obtida, maspara d = 1 pode-se obter o seguinte resultado [13],� = 1=2 ; � = 1=3 e z = 3=2 ; (2.28)e demonstrar que a igualdade,� + z = 2 ; (2.29)�e v�alida em qualquer dimens~ao [13, 117]. Dessa maneira, h�a uma nova classe de univer-salidade que engloba o modelo DB. Na Figura 2.11 apresentamos o comportamento darugosidade na DB. Os expoentes cr��ticos obtidos pela simula�c~ao concordam com a previs~aote�orica.2.2.3 Ru��dos CorrelacionadosAt�e aqui discutimos modelos que apresentaram apenas um tipo de ru��do, �(~x; t), conhecidocomo ru��do t�ermico, ou annealed. Este ru��do �e associado apenas �a natureza do processo36
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Figura 2.11: Evolu�c~ao da rugosidade no modelo DB. Note o comportamento inicial da rugosidadecrescendo com uma inclina�c~ao t1=2, indicando um crescimento inicial aleat�orio, como esperado. Osparâmetros s~ao os mesmos usados na Figura 2.5.de deposi�c~ao. Neste trabalho, estaremos interessado em outros tipo de ru��do, o ru��docorrelacionado.O ru��do correlacionado est�a associado a processos que apresentam correla�c~oes de longoalcance, i.e., eventos arbitrariamente distantes entre si, podem in
uenciar um ao outro.Em contraste ao ru��do t�ermico, descorrelacionado temporalmente e espacialmente, esteru��do n~ao possui uma distribui�c~ao Gaussiana; neste caso, o comprimento de correla�c~ao eo tempo de correla�c~ao s~ao �nitos, indicando que dois eventos n~ao s~ao independentes seestiverem separados por uma distância menor que �, ou dentro de um intervalo de tempomenor que � . Logo, se reescalarmos o sistema com um dos parâmetros (� ou �), o ru��doentre os eventos reescalados �car�a novamente descorrelacionado.Considerando a presen�ca de correla�c~oes espaciais no ru��do, a fun�c~ao delta na vari�avelespacial do ru��do t�ermico ser�a substitu��da por uma lei de potência [13]< �(~(x); t)�(~(x)0; t0) >� j~x� ~x0j2�x�d�(t� t0) ; (2.30)onde �x �e um expoente caracterizando o decaimento das correla�c~oes espaciais. J�a consi-derando correla�c~oes temporais, teremos,< �(~(x); t)�(~(x)0; t0) >� �(~x� ~x0)jt� t0j2�t�1 ; (2.31)onde �t �e um expoente caracterizando o decaimento das correla�c~oes temporais. No casogeral, teremos< �(~(x); t)�(~(x)0; t0) >� j~x� ~x0j2�x�djt� t0j2�t�1 : (2.32)37



Utilizando o argumento de escala apresentado anteriormente para a equa�c~ao EW, podemosobter os expoentes de escala no caso do ru��do correlacionado (CEW),� = �x + 2�t + 2�d2 e z = 2 .Note que se considerarmos �x = �t = 0, obtemos novamente os expoentes da classe EW.Para a equa�c~ao KPZ com ru��do correlacionado (CKPZ) n~ao h�a solu�c~ao exata. Resultadosanal��ticos em d = 1 [13] indicam o comportamento dos expoentes cr��ticos separadamente,considerando as duas possibilidades de correla�c~ao. Para o ru��do espacialmente corre-lacionado (CeKPZ), os expoentes cr��ticos permanecem os mesmos da classe KPZ para�x � �0 = 1=4; para �0 < �x < 1, o ru��do modi�ca os expoentes, que s~ao fun�c~ao de �xz(�x) = 1 + 2� 2�x3 �(�x) = 1 + 2�x � 23 : (2.33)Para �x > 1, o expoente de rugosidade se torna maior que 1 e, neste regime, o termorh ! b��1rh cresce sob reescalonamento, indicando que os termos de ordem superiordevem ser considerados na equa�c~ao KPZ. �E necess�ario comentar que ainda n~ao h�a estudoscriteriosos em rela�c~ao �a corre�c~ao das aproxima�c~oes envolvidas nestes resultados, estandoeste t�opico ainda em aberto e, portanto, trabalhos anal��ticos e num�ericos abordando estetema podem fornecer resultados �uteis.Considerando o ru��do temporalmente correlacionado (CtKPZ), o problema de se obter osexpoentes analiticamente em uma dimens~ao �e ainda mais complicado; isto deve-se ao fatoque a invariância Galileana n~ao se mant�em, implicando na renormaliza�c~ao do coe�ciente� da equa�c~ao KPZ. Resultados num�ericos [13] indicam que o ru��do temporalmente corre-lacionado s�o altera os expoentes no intervalo 0:167 < �t < 0:5, fornecendo�(�t) = 1:69�t + 0:22 �(�t) = (1 + 2�t)�(�t)2�(�t) + 1 : (2.34)
Tabela 2.1: Sum�ario das Classes de Universalidade para Modelos de Crescimento de Superf��cies.Classe � � z HRD - 1/2 - 0EW 2� d=2 2� d=4 2 H = �KPZ (d=1) 1/2 1/3 3/2 H = �CEW (d=1) �x + 2�t + 2�d2 �=z 2 -CeKPZ (d=1) 1 + 2�x�23 �=z 1 + 2�2�x3 -CtKPZ (d=1) 1:60�t + 0:22 (1+2�t)�(�t)2�(�t)+1 �� -Se por um lado a ado�c~ao de diferentes ru��dos permite uma variedade fenomenol�ogica maior,por outro tamb�em introduz uma di�culdade crescente na identi�ca�c~ao das diferentes38



classes de universalidade. A diversidade de resultados experimentais e de modelos discre-tos têm mantido a quest~ao da existência destas classes ainda em aberto. Na Tabela 2.1apresentamos uma s��ntese das classes de universalidades estudadas neste cap��tulo.

39



Parte II
Aplica�c~oes
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Introdu�c~ao
Apresentaremos as contribui�c~oes originais deste trabalho em três cap��tulos, onde os con-ceitos apresentados nos primeiros cap��tulos e nos Apêndices de A a C ser~ao explorados demaneira interdisciplinar, ou seja, combinaremos mais de um conceito em cada aplica�c~ao.Estas contribui�c~oes concentram-se basicamente no estudo de três diferentes modelos: omodelo de Domany-Kinzel (DKCA), que foi detalhadamente estudado pelo autor e osorientadores em três artigos [8, 9, 10]; o autômato celular probabil��stico com intera�c~oes detrês s��tios (BPCA), introduzido por Bagnoli et al. [15] e considerado como uma extens~aonatural do modelo de Domany-Kinzel, este autômato foi alvo de nossa investiga�c~ao emum artigo recentemente submetido para publica�c~ao [11]; um modelo de crescimento desuperf��cies, proposto pelo autor em colabora�c~ao com Jos�e Garcia Vivas Miranda duranteum est�agio na Universidade da Coru~na [12], que considera part��culas com tamanhosvariados e diferentes morfologias.O trabalho est�a dividido da maneira detalhada a seguir; no cap��tulo 3, faremos umestudo pormenorizado do autômato de Domany-Kinzel: na primeira se�c~ao, apresentamos odiagrama de fases do modelo estudando o comportamento cr��tico na fronteira da transi�c~aocongelada/ativa no DKCA atrav�es do m�etodo do expoente de crescimento, proposto porAtman e Moreira [8], aplicado sobre a representa�c~ao de superf��cies do DKCA, que mapeiao autômato em um processo de crescimento de superf��cies em (1+1) dimens~oes. Nocap��tulo 2, mostramos que em um processo de enrugamento o expoente de crescimento,�w, governa a evolu�c~ao temporal da rugosidade (w): w � t�w . No trabalho citado, Atmane Moreira determinam o expoente �w do processo de crescimento gerado pelos padr~oesespa�co-temporais de autômato de Domany-Kinzel. Os valores obtidos para �w exibem umac�uspide na transi�c~ao congelada/ativa que permite a determina�c~ao da linha de transi�c~ao.Os valores de �w na transi�c~ao dependem do esquema de atualiza�c~ao usado no autômato:sim�etrico ou n~ao-sim�etrico. Usando a t�ecnica de espalhamento de danos, os autoresdeterminaram tamb�em a linha de transi�c~ao entre as fases ativa/ca�otica, que apresentauma dependência da forma como as r�eplicas s~ao atualizadas na evolu�c~ao conjunta.Na se�c~ao seguinte, utilizamos o m�etodo do expoente de crescimento para obter os outrosexpoentes de escala na criticalidade do DKCA. Na criticalidade, a representa�c~ao deinterfaces do DKCA apresenta uma transi�c~ao enrugamento cin�etico, e os expoentes cr��ticoss~ao medidos atrav�es de simula�c~oes. Dois esquemas de atualiza�c~ao do DKCA s~ao con-siderados: no esquema sim�etrico, o crescimento das superf��cies pertence �a classe de41



universalidade da percola�c~ao direcionada (DP), exceto em um ponto terminal. Nesseponto, a transi�c~ao de fase �e descont��nua, e as superf��cies pertencem �a classe da percola�c~aodirecionada compacta. A mudan�ca na indexa�c~ao dos pontos espa�co temporais no esqueman~ao-sim�etrico altera signi�cantemente o crescimento das superf��cies, alterando o valordos expoentes cr��ticos. O comportamento cr��tico das superf��cies rugosas na transi�c~aoca�otica/n~ao-ca�otica tamb�em �e estudado atrav�es da t�ecnica de espalhamento de danos.Na �ultima se�c~ao do cap��tulo 3, apresentamos a aproxima�c~ao de campo m�edio dinâmicopara o autômato, seguindo o apresentado por Tom�e e Oliveira [167]. Em seguida, repro-duzimos o conte�udo de um artigo apresentado por Atman e Dickman [10], onde o estadoquase-estacion�ario (QS) �e constru��do para a distribui�c~ao de probabilidades do autômatode Domany-Kinzel (DKCA). As distribui�c~oes QS s~ao derivadas ao n��vel de um s��tio e deum par e caracterizadas por sua m�edia, por v�arias taxas entre os momentos, pelo tempode vida do estado QS e pelo tempo de relaxa�c~ao at�e este estado ser atingido. De interesseparticular s~ao as propriedades de escala do estado QS ao longo da linha cr��tica separandoas fases ativa e absorvente; tais propriedades exibem um alto grau de similaridade com oprocesso de contato [77] e o processo de Malthus-Verhulst [113] (o processo com tempocont��nuo mais pr�oximo ao DKCA) que estende-se at�e a forma de escala da distribui�c~aoQS [10].No cap��tulo seguinte, estudamos um autômato celular probabil��stico (PCA) com intera�c~oesde três s��tios intimamente relacionado com o modelo de Domany-Kinzel (DKCA), maspara o qual o estado de um dado s��tio depende do estado de três s��tios no passo detempo anterior. Portanto, comparado com o DKCA, h�a um parâmetro adicional, p3,representando a probabilidade de um s��tio estar ativo no t, dado que seus primeirosvizinhos e ele pr�oprio estavam ativos no tempo t � 1. O caso p3 = 1 foi recentementeestudado por Bagnoli et al. [15]. No cap��tulo 4, estudamos as transi�c~oes de fasese o comportamento cr��tico para a atividade e para o espalhamento de danos usandoaproxima�c~oes de campo m�edio, ao n��vel de um s��tio e de pares, e simula�c~oes, para p3 = 0e p3 = 1. Para construir o diagrama de fases, empregamos o m�etodo do expoente decrescimento sobre a representa�c~ao de interfaces do autômato. Mostraremos que existeuma linha de pontos tricr��ticos no espa�co de parâmetros (p1; p2; p3), que foi obtida atrav�esda aproxima�c~ao de pares. Para p3 = 0, veri�camos que a transi�c~ao de espalhamento dedanos exibe uma fronteira reentrante. O m�etodo do expoente de crescimento �e capaz deidenti�car todas as transi�c~oes de fase, cont��nuas ou descont��nuas, os estados absorventes,o ponto bicr��tico e a transi�c~ao de espalhamento de danos.Finalmente, apresentaremos no �ultimo cap��tulo desta parte um modelo de crescimentode superf��cies que considera part��culas com diferentes morfologias e cuja distribui�c~aode tamanhos obedece uma lei de potência [12]. O intuito principal do modelo �e gerarper�s rugosos adequados ao estudo de solos, mas suas aplica�c~oes podem ser muito maisabrangentes, uma vez que na maioria dos processos de crescimento naturais as part��culaspossuem tamanhos e formas variadas. Utilizando conceitos fractais para o crescimento42



de superf��cies [13], propomos um modelo com dois parâmetros de controle: a dimens~aode fragmenta�c~ao, Df , e a massa m�axima dos agregados depositados, Mmax. A dimens~aode fragmenta�c~ao �e relacionada com a distribui�c~ao de tamanhos das part��culas atrav�es darela�c~ao, N(r � R) � RDf , onde N(r � R) �e o n�umero de agregados com raios maiores queR. Desse modo, o tamanho de cada agregado �e sorteado obedecendo-se exatamente a leide potência acima, e sua morfologia �e escolhida aleatoriamente usando dois algoritmos:um baseado na percola�c~ao por liga�c~oes e outro considerando o modelo de Eden [47].As regras de deposi�c~ao utilizadas s~ao as mesmas do modelo de s�olido-sobre-s�olido comrelaxa�c~ao super�cial (modelo DARS discutido no cap��tulo 2). A compara�c~ao do modelocom dados experimentais revela que o expoente de Hurst medido para os per�s, usando om�etodo do semivariograma [172] e a an�alise de 
utua�c~oes sem tendência [121], concordamem sentido estat��stico com os per�s simulados. Esse trabalho foi desenvolvido partir de umintercâmbio cient���co do autor no departamento de geologia da Univerdade da Coru~na,durante o per��odo de mar�co a maio de 2000, em La Coru~na, Espanha.
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Cap��tulo 3
O Modelo de Domany-Kinzel

Como apresentado no cap��tulo 1, o autômato celular probabil��stico de Domany Kinzel[46] �e um processo markoviano em tempo discreto descrito por um conjunto de vari�aveisestoc�asticas discretas, �i, associadas a cada um dos L s��tios de uma rede regular, e queexibe uma transi�c~ao de fases de um estado ativo para um estado absorvente. Processosestoc�asticos com um estado absorvente aparecem frequentemente na f��sica estat��tica [169,113, 39, 9], e atraem atualmente grande interesse devido a sua conex~ao com a criticalidadeauto-organizada [42] e fenômenos cr��ticos fora do equil��brio [80, 113]. Muitos estudos como DKCA e outros PCA's têm sido publicados usando equa�c~oes determin��sticas do tipocampo m�edio [15, 70, 164], simula�c~oes de Monte Carlo [8, 83, 93, 94, 115] e grupo derenormaliza�c~ao [16, 89, 166]. Uma discuss~ao sobre realiza�c~oes experimentais da classe dapercola�c~ao direcionada, a qual pertence o DKCA, encontra-se nos trabalhos de Hinrichsen[80, 81], onde o autor tamb�em aborda as rela�c~oes entre essa classe e modelos de cresci-mento.Na subse�c~ao 1.2.1, mostramos como uma con�gura�c~ao das vari�aveis �i �e atualizadasimultaneamente a cada passo de tempo t, para todo o sistema, obedecendo a regrasprobabil��sticas. Podemos represent�a-la por � = (�1; �2; :::; �L), onde L �e o n�umero des��tios da rede. A evolu�c~ao da distribui�c~ao de probabilidades Pt(�), da con�gura�c~ao � notempo t, �e governada pela equa�c~ao,Pt+1(�) =X�0 W (�j�0)Pt(�) (3.1)onde W (�j�0) �e a probabilidade condicional de transi�c~ao da con�gura�c~ao �0 para a con�-gura�c~ao �, e obedece as rela�c~oes:W (�j�0) � 0 ; X� W (�j�0) = 1 : (3.2)44



Como no DKCA a atualiza�c~ao dos s��tios �e feita de forma s��ncrona, teremosW (�j�0) = NYi=1 wi(�ij�0) ; (3.3)onde wi(�ij�0) � 0 �e a probabilidade condicional de transi�c~ao para que o estado do s��tioi, no tempo t + 1, seja �i dado que no tempo t o sistema estava na con�gura�c~ao �0.Obviamente, P�i wi(�ij�0) = 1.No DKCA, s~ao permitidos dois estados para a vari�avel �i: 0 e 1 - estados vazio e ocupado,respectivamente. As probabilidades de transi�c~ao no DKCA s~ao as mesmas para qualquers��tio, e possuem a formawi(�ij�0) = wDK(�ij�0i�1; �0i+1) : (3.4)Na subse�c~ao 1.2.1, j�a mostramos que as probabilidades wDK s~ao total��sticas e, atrav�esdas rela�c~oes (1.7), podemos resumir o espa�co de parâmetros do sistema em um diagramade fases bidimensional. Como o DKCA �e um modelo essencialmente computacional,apresentaremos nas pr�oximas se�c~oes como se obter o diagrama de fases do DKCA a partirde simula�c~oes e um estudo num�erico da classe de universalidade do modelo; na �ultimase�c~ao faremos um estudo anal��tico do DKCA, e mostraremos algumas aproxima�c~oes parase obter o diagrama de fases. Cabe ressaltar que esta ordem coincide com a ordemcronol�ogica dos artigos apresentados.3.1 Diagrama de Fases e o M�etodo do Expoente deCrescimentoO diagrama de fases do DKCA foi originalmente levantado por Domany e Kinzel [46] quemostraram a existência de duas fases; uma ativa e outra congelada (estado absorvente),como previsto na aproxima�c~ao de campo m�edio. Um estudo simulacional mais detalhadodo diagrama foi apresentado por Martins et al. [115], que descobriram uma nova fase naregi~ao ativa, a fase ca�otica, usando a t�ecnica de espalhamento de danos, introduzida nocap��tulo 1. O diagrama de fases s�o foi determinado com grande precis~ao por Zebendee Penna [188], que utilizaram o m�etodo de gradientes. Gheuvoghlanian e Tom�e [62]exploraram os detalhes da evolu�c~ao conjunta de dois autômatos, considerando a quest~aoda atualiza�c~ao simultânea de duas r�eplicas usando n�umeros pseudo-aleat�orios; os autoresapresentam duas prescri�c~oes para a evolu�c~ao conjunta: uma usada por Martins et al. [115]e outra introduzida por Kohring e Schereckenberg [94].Hinrichsen et al [83] descobriram uma nova fase na regi~ao ativa do diagrama atrav�es deuma an�alise criteriosa do espalhamento de danos. Os autores observaram uma regi~ao45



ca�otica, onde o dano espalha para todo membro de uma fam��lia de procedimentos dinâ-micos; uma regi~ao ativa, onde o dano desaparece para todos os membros dessa fam��lia,e outra regi~ao ativa, onde o dano se espalha somente para um subconjunto dos poss��veisprocedimentos dinâmicos, desaparecendo nos outros. Essa nova fase �e obtida com umaterceira prescri�c~ao para a evolu�c~ao conjunta de duas r�eplicas, onde as correla�c~oes entre osn�umeros aleat�orios sorteados seriam m��nimas.Em 1997, de Sales et al [148] mostraram que o expoente de Hurst, H, poderia ser utilizadopara classi�car os autômatos determin��sticos de Wolfram [183], aplicando-se uma repre-senta�c~ao de interfaces para os autômatos. Mais recentemente [149], os mesmos autoresmostraram que o m�etodo tamb�em poderia ser utilizado para obter a transi�c~ao de fases noDKCA diretamente das con�gura�c~oes do autômato, sem nenhuma referência ao parâmetrode ordem ou a fun�c~ao resposta. (Note-se que os autores se referiam ao expoente de Hurstcomo o expoente de rugosidade, �, expressando a confus~ao discutida no Apêndice D.)Recentemente, Lauritsen e Alava [100] usaram um m�etodo bastante similar para estudara equa�c~ao de Edwards-Wilkinson com ru��do colunar e tamb�em Dickman e Mu~noz [41],para estudar o processo de contato. Esse m�etodo tamb�em pode ser utilizado em outrostipos de modelos, como o modelo de Potts. Redinz e Martins [142] usaram o expoentede Hurst para detectar transi�c~oes de primeira e segunda ordem no modelo de Potts comq-estados (para q = 1; 3; 5 e 10).Al�em do expoente �, o expoente de crescimento �w tamb�em pode ser utilizado paradescrever v�arios processos de enrugamento no contexto de crescimento de superf��cies [13,117]. Atman e Moreira [8], introduziram o m�etodo do expoente de crescimento paraidenti�car transi�c~oes de fase e o utilizaram para construir o diagrama de fases do DKCA.Basicamente, o m�etodo consiste em estudar o comportamento da rugosidade na interfaceauto-a�m gerada pela representa�c~ao de interfaces do DKCA. A representa�c~ao de interfacesmapeia o autômato em um modelo de crescimento do tipo s�olido-sobre-s�olido (SOS) [117].O expoente �w est�a relacionado �a evolu�c~ao temporal da rugosidade (cap��tulo 2) e natransi�c~ao entre as fases congelada e ativa o valor do expoente atinge um m�aximo, domesmo modo que o expoente H [149].Existem dois esquemas para se atualizar o DKCA: o esquema sim�etrico, que �e equivalentea uma rede triangular, e o esquema n~ao-sim�etrico [124], como mostrado na �gura (3.1).Atman e Moreira mostraram no trabalho citado que o valor do expoente de crescimentona transi�c~ao assume diferentes valores para cada um dos esquemas de atualiza�c~ao. Re-centemente [10], mostramos que os valores do expoente �w na transi�c~ao pertencem �aclasse de universalidade da percola�c~ao direcionada, por�em, no caso n~ao-sim�etrico, existe acombina�c~ao de correla�c~oes temporais e espaciais no sistema, como mostrado na pr�oximase�c~ao.Atman e Moreira consideraram tamb�em a transi�c~ao para a fase ca�otica, utilizando at�ecnica de espalhamento de danos [73]: a diferen�ca entre duas r�eplicas, que evoluemobedecendo a mesma dinâmica, �e usada para se aplicar a representa�c~ao de interfaces e a46



linha de transi�c~ao pode ser obtida pelo m�etodo do expoente de crescimento.A seguir iremos apresentar em detalhes como construir a representa�c~ao de interfaces ereproduziremos em seguida os resultados do m�etodo do expoente de crescimento obtidospor Atman e Moreira [8].3.1.1 Representa�c~ao de InterfacesDo mesmo modo que na se�c~ao 1.2, consideramos o modelo de Domany-Kinzel unidimen-sional em um anel de L s��tios. No esquema sim�etrico, as probabilidades condicionais detransi�c~ao s~ao dadas por,P (�i(t+ 1) j�i�1(t); �i+1(t)) ; e P (0 j�i�1; �i) = 1� P (1 j�i�1; �i) :J�a para o esquema n~ao-sim�etrico,P (�i(t+ 1) j�i�1(t); �i(t)) ; e P (0 j�i�1; �i) = 1� P (1 j�i�1; �i) :Os dois esquemas est~ao representados na Figura 3.1. Os valores das probabilidadescondicionais s~ao os mesmos nos dois esquemas, e assumem a forma total��stica (vide asrela�c~oes (1.7)). A representa�c~ao de interfaces para estudar o DKCA foi proposta por
Figura 3.1: Esquemas utilizados para atualizar os autômatos.Sales et al. [149], e gera um processo de crescimento SOS de superf��cies rugosas em 1+ 1dimens~oes. O processo consiste em acumular os estados assumidos pelas vari�aveis �i(t)durante uma dado n�umero t de passos de tempo, em um vetor de alturas,hi(t) = tX�=0 �i(�) : (3.5)Desse modo, obtemos processos de crescimento e a natureza das correla�c~oes pode serinvestigada pela an�alise da rugosidade, de�nida pela equa�c~ao (C.11). De fato, a�m de47
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Figura 3.2: Evolu�c~ao dos per�s gerados pela representa�c~ao de interfaces. Acima: per�s gerados noesquema sim�etrico em uma rede com L = 1000. Abaixo: per�s gerados pelo esquema n~ao-sim�etrico,L = 1000. Ambas as �guras possuem a mesma condi�c~ao inicial e s~ao submetidos �a mesma sequência den�umeros aleat�orios, e os per�s mostrados foram tomados nos mesmos instantes de tempo em ambos oscasos. Cada per�l corresponde a 1000 passos de tempo.desconsiderar a rugosidade inicial dos per�s, trabalhamos com a 
utua�c~ao da rugosidade[156]�w(L; t) =pw2(L; t)� w2(L; 0) ; (3.6)onde w2(L; 0) �e a rugosidade inicial do substrato, ou seja, o estado inicial do sistema.As diferen�cas entre os esquemas �cam expl��citas neste ponto. Na Figura 3.2 mostramosv�arios per�s na criticalidade, nos dois esquemas, gerados a partir da representa�c~ao deinterfaces. �E evidente que diferentes esquemas levam a per�s completamente diferentes.Para modelos de crescimento, vimos que o comportamento de w(L; t) tem a forma deescala,w(L; t) � L�f � tLz� : (3.7)Gra�cas �as propriedades da fun�c~ao de escala, para tempos curtos, t � Lz, esperamosque, �w(L; t) � t�w . Desse modo, podemos medir �w calculando a inclina�c~ao do gr�a�colog� log de �w(L; t)� t. O expoente de crescimento denota como a rugosidade do per�lcresce com o tempo: �w = 1=2 indica que o per�l n~ao possui correla�c~oes e est�a na classede universalidade da deposi�c~ao aleat�oria, como mostrado no cap��tulo 2 [13]; se �w > 1=2,48



o per�l tende a crescer mais nos \picos", implicando em um crescimento mais r�apido darugosidade, enquanto se �w < 1=2, os \vales" s~ao privilegiados, e a rugosidade cresce maislentamente.
Na Figura 3.3 mostramos alguns resultados t��picos para a evolu�c~ao da rugosidade noDKCA. Nessa �gura, consideramos m�edias sobre 50 condi�c~oes iniciais aleat�orias, conside-rando 105 passos de tempo e um anel de L = 104 s��tios. Claramente, na fase congeladaobservamos que a rugosidade atinge um valor de satura�c~ao, enquanto na fase ativa arugosidade cresce inde�nidamente. Os valores de �w em fun�c~ao de p1, para p2 �xo, s~aomostrados na Figura 3.4, para ambos esquemas. O expoente �w �e calculado levando-seem conta pelo menos três d�ecadas : 10 < t < 105 e 10�1 < �w < 103. Na transi�c~ao,�w(p1) possui um m�aximo, que rapidamente decai para o valor �w = 1=2 na fase ativa,mantendo-se assim at�e p1 = 1. O valor de �w na transi�c~ao depende do esquema utilizado
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Uma an�alise de escala com tamanhos �nitos pode ser feita para o expoente �w e mostraque a largura do m�aximo tende a zero �a medida que o tamanho do sistema tende parain�nito. O valor do expoente de crescimento aproxima-se de �w � 0:83(2) na transi�c~aocongelada/ativa para o esquema sim�etrico e �e aproximadamente o mesmo para todos osvalores p2 6= 1.Genericamente, a evolu�c~ao temporal do DKCA em d dimens~oes �e equivalente ao modelode Ising em d+1 dimens~oes [46]. Na linha p2 = 1, a transi�c~ao �e mapeada na transi�c~ao defases no modelo de Ising com o campo aplicado, em T = 0, em duas dimens~oes [46, 93]e o valor de �w �e signi�cantemente maior nos dois esquemas: �w = 0:99(1), no esquemasim�etrico, e �w = 0:75(1), no n~ao-sim�etrico. No esquema sim�etrico, o valor de �w concordacom a previs~ao da literatura, �w = 1 [46].O valor de �w > 1=2 indica uma tendência de crescimento das \pontas" dos per�s, e podeser interpretado como uma tendência de conserva�c~ao dos s��tios ativos no sistema. Nacriticalidade, apenas alguns s��tios permanecem ativos (veremos na �ultima se�c~ao que noponto cr��tico hNi ! 0), o que contribui para o crescimento da rugosidade. Na fase ativah�a uma alta densidade de s��tios ativos, mas descorrelacionados, o que faz que a altura decada s��tio, hi(t), cres�ca aleatoriamente resultando em �w = 1=2.
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Figura 3.4: Evolu�c~ao do expoente de crescimento �w como fun�c~ao de p1, na transi�c~ao congelada/ativa,considerando os dois esquemas de atualiza�c~ao; o tamanho do sistema �e L =10000 e cinco diferentesvalores de p2 s~ao considerados. O m�aximo de �w indica a transi�c~ao. O esquema sim�etrico �e representadopor s��mbolos cheios e o esquema n~ao-sim�etrico por s��mbolos vazios. As linhas s~ao apenas guias para osolhos. 50



3.1.2 Espalhamento de DanosMartins et al [115] foram os primeiros a usar a t�ecnica de espalhamento de danos paramostrar que a regi~ao ativa do DKCA pode ser dividida em duas fases, uma ca�otica e outran~ao-ca�otica. O parâmetro de ordem dessa transi�c~ao �e a diferen�ca entre duas r�eplicas comcon�gura�c~oes iniciais levemente diferentes, como antecipamos no cap��tulo 1. Aqui, at�ecnica consiste em deixar um autômato evoluir at�e o estado quase-estacion�ario, quandocria-se uma r�eplica onde o estado de alguns s��tios �e alterado (dano). Submetendo as duasr�eplicas, uma com estados �i(t) e a outra com estados %i(t), �a mesma dinâmica, mede-sea diferen�ca entre os estados correspondentes em cada autômato,�i(t) = j�i(t)� %i(t)j :A fra�c~ao de s��tios cujos estados s~ao diferentes nas duas r�eplicas corresponde �a distânciade Hamming,DH(t) = 1LXi �i(t) :O valor estacion�ario da distância de Hamming permite que se diferencie as duas fases: nafase n~ao-ca�otica a distância de Hamming se anula, enquanto no estado ca�otico seu valor�e sempre positivo.Para obter a linha de transi�c~ao, usamos o m�etodo do expoente de crescimento, onde adiferen�ca entre as r�eplicas �e usada para se fazer a representa�c~ao de interfaces,hi(t) = tX�=0 �i(�) : (3.8)Desse modo, o per�l gerado pelo autômato da diferen�ca entre as r�eplicas comporta-seexatamente como os per�s gerados na subse�c~ao anterior: na fase n~ao-ca�otica a rugosidadeatinge um valor de satura�c~ao, enquanto na fase ca�otica a rugosidade cresce inde�nidamen-te. Esse comportamento �e esperado, uma vez que a diferen�ca entre as r�eplicas se anula nafase n~ao ca�otica, o que implica em nenhuma contribui�c~ao para o vetor de alturas hi(t), e�e positiva na fase ca�otica, o que implica em uma contribui�c~ao persistente para o vetor dealturas. Novamente, o expoente �w passa por um m�aximo exatamente na transi�c~ao e seuvalor depende do esquema utilizado.Na Figura 3.5 mostramos �w � p1 para a transi�c~ao ca�otica/n~ao-ca�otica, no esquemasim�etrico. Para obtermos essa �gura, usamos um autômato com L = 104 e deixamos osistema evoluir por 104 passos de tempo; ent~ao, criamos uma r�eplica com um \dano inicial"51
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mencionado estado \congelado", e o estado completamente ocupado. A transi�c~ao para afase ca�otica observada por Martins et al. [115] tamb�em deve pertencer �a classe DP, comoesperado com base no conceito de universalidade [68], pois tamb�em �e uma transi�c~ao paraum estado absorvente.Nesta se�c~ao, continuaremos a utilizar a representa�c~ao de interfaces introduzida por deSalles et al.[149] e detalhada na se�c~ao anterior. Cabe ressaltar que Bhattacharyya [21]tamb�em estudou as propriedades dinâmicas cr��ticas de um PCA atrav�es de uma repre-senta�c~ao de interfaces, usando dois procedimentos diferentes para gerar as superf��cies; umdeles corresponde a um mapeamento SOS idêntico ao considerado por de Salles e nestetrabalho.A natureza da interface resultante do mapeamento �e uma interessante quest~ao em aberto,pois existem v�arias f�ormulas para se mapear sistemas dinâmicos em superf��cies e, namaioria dos casos, o resultado �e completamente desconhecido a priori. A raz~ao paraisso �e que algumas vezes as interfaces geradas possuem tens~ao super�cial e espera-se queperten�cam a classes de universalidade conhecidas, enquanto em outros casos as superf��ciesn~ao apresentam tens~ao super�cial, o que ocorre com o DKCA.Na pr�oxima subse�c~ao, abordamos commaiores detalhes os dois esquemas utilizados para seatualizar o DKCA, e mostramos uma maneira alternativa para se estudar o espalhamentode danos. Na subse�c~ao seguinte, compararemos os resultados num�ericos e discutiremos osvalores obtidos com as previs~oes te�oricas para os expoentes, propostas por Bhattacharyya[21] e Dickman and Mu~noz [41].3.2.1 Esquemas de Atualiza�c~aoComo vimos, h�a dois diferentes esquemas para se atualizar o DKCA: o sim�etrico, propostooriginalmente por Domany e Kinzel [46], e o n~ao-sim�etrico, usado por Nagy et al. [124]para simpli�car o algoritmo. No esquema sim�etrico, o processo �e de�nido nos pontosespa�co-temporais nos quais �i(t) possui i + t par. Como antes, o estado do s��tio i notempo t+1 depende de �i�1(t) e �i+1(t) atrav�es das probabilidades condicionais de�nidasno cap��tulo 1 (de�ni�c~oes 1.7). Vimos tamb�em que, no esquema n~ao-sim�etrico, o processo�e de�nido em todos os pontos, e o estado do s��tio i no tempo t + 1 depende de �i�1(t) e�i(t), ao inv�es de �i�1(t) e �i+1(t), como no esquema sim�etrico. Portanto, a probabilidadede transi�c~ao passa a ser P [�i(t+1)j�i�1(t); �i(t)], e esta assume os mesmos valores que nocaso sim�etrico.�E f�acil ver que os dois esquemas s~ao conectados por uma mudan�ca simples na indexa�c~aodos pontos espa�co-temporais (veja a Figura 3.7). Consideremos, por exemplo, umahist�oria hS no esquema sim�etrico (isto �e, uma sequência de con�gura�c~oes f�Si (t)g para t =0; :::; t0, com t0 �nito), iniciando-se em t = 0 com um n�umero �nito de s��tos ativos. Dadauma con�gura�c~ao inicial, a probabilidade de que uma hist�oria ocorra �e P [hS j f�S(0)g].54



Figura 3.7: Representa�c~ao espacial do DKCA, nos esquemas sim�etrico (esquerda) e n~ao-sim�etrico(direita), mostrando que padr~oes espa�co-temporais s~ao idênticos nos dois esquemas, i.e., hist�oriascorrespondentes s~ao idênticas.Uma hist�oria hNS no esquema n~ao sim�etrico pode ser de�nida da mesma maneira e h�auma correspondência biun��voca entre as hist�orias nos dois esquemas, dada por�NSi (t) � �S2i�t(t) : (3.9)Desde que as probabilidades de transi�c~ao s~ao as mesmas nos dois esquemas, as pro-babilidades de hist�orias correspondentes tamb�em ser~ao. Estendendo-se a an�alise parafronteiras peri�odicas, notamos que, se o esquema sim�etrico est�a de�nido em um anel de Ls��tios, ent~ao o esquema n~ao-sim�etrico correspondente possui 2L s��tios; para o mapeamentode�nido acima, iS = 2iNS � t (mod 2L).Uma consequência imediata desta correspondência �e que todas as propriedades de escala(e.g., expoentes cr��ticos), bem como propriedades n~ao universais (e.g., fronteiras entre asfases congelada, ativa, e ca�otica no diagrama p1 � p2) s~ao idênticas nos dois esquemas.Naturalmente, hist�orias correspondentes nos dois esquemas parecem diferentes: o esqueman~ao sim�etrico equivale a um referencial em rota�c~ao no qual as distâncias s~ao reescaladaspor um fator de 1/2. Logo, para p1=1=2 e p2=1, uma interface entre dom��nios de 1's e0's executa uma caminhada aleat�oria sem tendência no esquema sim�etrico, enquanto noesquema n~ao-sim�etrico tal caso corresponde a uma interface com m�edia velocidade iguala 1/2. O \cone de luz" i=�t no esquema sim�etrico se torna o par de linhas i = 0 e i = tno esquema n~ao-sim�etrico. Veremos que essas diferen�cas entre os referenciais implica emimportantes consequências para a dinâmica da superf��cie no esquema n~ao-sim�etrico.Ap�os a aplica�c~ao da representa�c~ao de superf��cies, detalhada na se�c~ao anterior, as diferen�casentre os dois esquemas de atualiza�c~ao �cam expl��citas. Na Figura 3.8, mostramos aevolu�c~ao espa�co-temporal do autômato e os per�s gerados pela representa�c~ao de interfaces,na regi~ao de criticalidade (p2 = 0:5; p1 = 0:75), em cada esquema. �E evidente comodiferentes esquemas levam a per�s totalmente diferentes. (Na �gura foi escolhida acondi�c~ao inicial com apenas um s��tio ativo para real�car a evolu�c~ao dos autômatos e dosper�s.) 55



Figura 3.8: Representa�c~ao de interfaces gerada pelos padr~oes espa�co-temporais do DKCA, utilizandodiferentes esquemas de atualiza�c~ao: o esquema sim�etrico �e mostrado na esquerda e o n~ao-sim�etrico nadireita. Pain�eis superiores: padr~oes espa�co-temporais do autômato. S��tios com a cor negra est~ao ativose o tempo cresce no sentido vertical para cima. Pain�eis inferiores: representa�c~ao de interfaces aplicadaaos padr~oes mostrados acima. Aqui o eixo y corresponde a altura h(i; t) dos per�s e o eixo x corresponde�as posi�c~oes na rede. A cor de preenchimento �e trocada a cada 50 passos de tempo para evidenciar aevolu�c~ao temporal da rugosidade. O tamanho do sistema �e L=500 para o esquema sim�etrico e L=250para o n~ao-sim�etrico; 900 passos de tempo s~ao mostrados. Ambos os sistema est~ao muito pr�oximos �acriticalidade (p2=0.5, p1=0.75), na fase ativa.Espalhamento de DanosJ�a mostramos na se�c~ao anterior como podemos usar o m�etodo do expoente de crescimentopara estudar a propaga�c~ao de danos no DKCA. No momento em que o dano �e feito,o sistema se encontra no estado quase-est�acion�ario e a altera�c~ao aleat�oria nos s��tiosintroduzida pelo dano muito provavelmente perturba o valor estacion�ario da densidade depart��culas e das fun�c~oes de correla�c~ao. Isso introduz uma assimetria indesej�avel entreas r�eplicas, uma vez que a dinâmica de espalhamento de danos estar�a misturada �arelaxa�c~ao do sistema de volta ao estado estacion�ario (na r�eplica alterada). A�m de evitartais complica�c~oes e visando preservar a densidade quase-estacion�aria de s��tios ativos no56



momento em que o dano �e feito, introduzimos o \dano por rota�c~ao", que consiste em criaruma r�eplica cuja con�gura�c~ao foi girada 180o em rela�c~ao ao autômato original, em umdeterminado tempo t0 ap�os o sistema ter chegado ao estado quase-estacion�ario.Portanto,%(i; t0) = �(i+ L=2; t0) ;sujeita a condi�c~oes peri�odicas de contorno. Isso representa um dano inicial grande ( comdistância de Hamming ' 2�(1��), onde � �e a densidade estacion�aria de part��culas), que�e estatisticamente uniforme ao longo do sistema.3.2.2 Prescri�c~oes Te�oricasUma das primeiras an�alises te�oricas para os expoentes cr��ticos na classe de universalidadeda percola�c~ao direcionada foi apresentada por K�ertez and Wolf [90], para um modelo decrescimento polinuclear. Descri�c~oes te�oricas para o comportamento de escala observadoem transi�c~oes de fase com estados absorventes em modelos de crescimento foram propostaspor Bhattacharyya [21], e Dickman and Mu~noz [41]. Bhattacharrya propôs um tratamentoanal��tico em analogia com o processo de deposi�c~ao aleat�oria (DA). Esclarecemos que estadescri�c~ao n~ao �e geral e s�o �e v�alida na criticalidade.Considerando um estado inicial desordenado, o processo de crescimento pode ser descritopor uma equa�c~ao cont��nua de crescimento similar �a da deposi�c~ao aleat�oria,@h(~x; t)@t = F + �(x; t) (3.10)onde F �e o n�umero m�edio de part��culas depositadas e �(x; t) corresponde ao ru��do. Adiferen�ca entre a representa�c~ao de interfaces para o DKCA e a deposi�c~ao aleat�oria est�aexatamente nas propriedades do ru��do �(x; t).Enquanto na DA o ru��do �e descorrelacionado espacialmente e temporalmente (ru��dobranco), as correla�c~oes no tempo e espa�co presentes no DKCA aparecem como 
utua�c~oesno ru��do durante o crescimento da interface na representa�c~ao de superf��cies. Para valoresde (p1; p2) distantes da criticalidade (na fase ativa), o comprimento de correla�c~ao � e otempo de correla�c~ao � do DKCA s~ao �nitos, o que signi�ca que o ru��do no processo dedeposi�c~ao �e correlacionado dentro de uma faixa pequena de distâncias. Nesse limite, aautocorrela�c~ao do ru��do decai exponencialmente [13]:< �(x; t); �(x0; t0) >� e�jx�x0j=�e�jt�t0j=� : (3.11)57



Portanto, para tempos maiores que � , o ru��do parece descorrelacionado e os expoentes daDA s~ao obtidos nesse limite. Esse comportamento j�a havia sido con�rmado por simula�c~oesanteriores [8].�A medida que o ponto cr��tico se aproxima, � e � crescem, e cada vez demora mais parase alcan�car o limite da DA. Finalmente, na transi�c~ao tanto � quanto � divergem, e ascorrela�c~oes s~ao de longo alcance, representadas por decaimentos do tipo lei de potênciana autocorrela�c~ao do ru��do [13],< �(x; t); �(x0; t0) >� jx� x0j�2�=�?jt� t0j�2�=�k ; (3.12)onde �, �? e �k s~ao, respectivamente, os expoentes cr��ticos do parâmetro de ordem,do comprimento de correla�c~ao e do tempo de correla�c~ao no DKCA. (Em analogia aoapresentado para a percola�c~ao direcionada na se�c~ao 1.3.)O valor do expoente de crescimento �w na linha de transi�c~ao pode ser derivado a partirda equa�c~ao cont��nua (3.10), e da autocorrela�c~ao do ru��do, equa�c~ao (3.12); a altura h(x; t)pode ser obtida integrando-se a equa�c~ao 3.10,h(x; t) = Z t0 d� F + Z t0 d� �(x; �) : (3.13)Se agora fazemos a mudan�ca de vari�aveis, h(x; t)! h(x; t)� Ft, considerando apenas as
utua�c~oes em torno da altura m�edia, podemos escrever a rugosidade do per�l como,w2(t) = Z t0 d� Z �0 dt0 h�(x; �)�(x; t0)i ; (3.14)Logo, usando a equa�c~ao 3.12, e fazendo as mudan�cas de vari�aveis, ! = � � t0, teremosw2(t) � Z t0 d� Z �!0 d!!�2�=�k� Z t0 d� �!1�2�=�k��!0� t2�2�=�k :Tomamos o limite inferior da integral como !0 � 1 pois a equa�c~ao (3.12) �e v�alida parajt � t0j>�1, quando o comportamento de escala domina o decaimento exponencial dascorrela�c~oes para grandes separa�c~oes espaciais e temporais. Esse resultado implica quea rugosidade de um substrato in�nito (L ! 1), para o esquema sim�etrico, obede�ca aseguinte lei de potência,w(1; t) � t1��=�k : (3.15)58



Como esperado, esta transi�c~ao pertence �a classe de universalidade DP cujos valores para osexpoentes foram obtidos por Jensen [85], resultando na seguinte previs~ao para o expoentede crescimento,�w = 1� ��k = 1� 0:27649(2)1:733825(3) ' 0:84053(2) :Para o esquema n~ao-sim�etrico, devido �a correspondência entre as hist�orias mostradaanteriormente pela rela�c~ao (3.9), a altura ser�a de�nida por,h(x; t) = Z t0 d��(2x� �; �) ; (3.16)resultando emw2(t) = Z t0 d� Z �0 dt0h�(2x� �; �)�(2x� t0; t0)i= Z t0 d� Z �0 d!h�(�� !; t0 + !)�(�; t0)i ; (3.17)onde � = 2x� t0. Logo, usando a equa�c~ao 3.12w2(t) � Z t0 d� Z �!0 d! j ! j�2�(1=�k+1=�?)� t2�2�(1=�k+1=�?) :Isso implica que a rugosidade de um sistema in�nito, para o esquema n~ao-sim�etrico,obedece a seguinte lei de potência em rela�c~ao ao tempo,wNS(1; t) � t1��(1=�k+1=�?) : (3.18)Considerando [85] �? = 1:096854(2), a previs~ao te�orica para o valor do expoente decrescimento no esquema n~ao-sim�etrico �e�w ' 0:58846(2) ;em concordância com os valores encontrados na se�c~ao anterior.Tam'�em na se�c~ao anterior, mostramos como �w atinge um valor m�aximo na transi�c~ao defase. Pode-se explicar esse comportamento do expoente �w com o seguinte argumento: a59
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Figura 3.9: Expoente de crescimento �w no DKCA para v�arios tamanhos de sistemas, no esquemasim�etrico. Note que �w atinge um m�aximo na transi�c~ao congelada/ativa e depende fortemente da tamanhodo sistema. O ponto de transi�c~ao foi escolhido como o ponto de m�aximo no valor de �w em um sistemacom L =10000, onde a transi�c~ao �e bastante localizada. No exemplo considerado, p2=0.5 e p1=0.749.taxa de crescimento, dhi=dt, para o s��tio i, �e proporcional ao excesso de atividade naqueles��tio (em rela�c~ao ao referencial movendo-se com a velocidade m�edia dhhi=dt). Longe datransi�c~ao, a atividade possui o comprimento de correla�c~ao � e o tempo de correla�c~ao ��nitos. Logo, para escalas maiores que � ou � , o ru��do no crescimento da superf��cie setorna descorrelacionado, e o processo cai na classe DA, com �w = 1=2. No ponto cr��tico,� e � divergem, resultando na seguinte rela�c~ao de escala, �w = 1� � [41], onde o expoente� �e de�nido pela rela�c~ao, �(t) � t��, para o decaimento inicial da densidade de atividade� no ponto cr��tico, considerando uma densidade inicial �(0) = 1. Desse modo, em umadimens~ao, 1 � � > 1=2, e esperamos um salto no valor de �w na fronteira da transi�c~ao.Nas simula�c~oes de sistemas �nitos n~ao esperamos uma descontinuidade no valor de �w,mas um pico bem de�nido na transi�c~ao - Figura 3.9 (muito pr�oximo a transi�c~ao, � > L,de modo que nas simula�c~oes todo o sistema est�a correlacionado.Desde que a satura�c~ao da rugosidade super�cial �e for�cada pelo estado absorvente (conge-lado) do DKCA, na criticalidade o tempo de crossover, t�, comporta-se exatamente comona DP e o expoente dinâmico z �e dado por:t� � Lz ; z = zDP = �k=�? ' 1:580725(20) : (3.19)Logo, o expoente de rugosidade na criticalidade �e dado por,� = z � �w ' 1:3286(3) : (3.20)60



Tabela 3.1: Sum�ario dos valores para os expoentes de escala, d=1.Trabalhos anteriores � �w z HDP 1.3286 0.8405 1.5808 0.643CP (Simula�c~ao) [41] 1.33 0.839(1) - 0.63(3)CA (Simula�c~ao) [21] - 0.837(11) - -CDP 2 1 2 1Presente trabalho Esquema Sim�etricocongelada/ativa p2 = 0:5 1.32(1) 0.82(2) 1.59(1) 0.61(3)congelada/ativa p2 = 1 2.01(1) 0.99(1) 2.08(5) 0.99(2)n~ao-ca�otica/ca�otica p1 = 1 1.325(9) 0.81(1) 1.61(1) 0.60(3)n~ao-ca�otica/ca�otica p2 = 0 1.32(1) 0.78(2) 1.64(2) 0.61(3)Presente trabalho Esquema N~ao-sim�etricocongelada/ativa p2 = 0:5 0.92(7) * 1.58(4) 0.26(6)congelada/ativa p2 = 1 0.984(7) * 1.9(1) 0.501(25)n~ao-ca�otica/ca�otica p1 = 1 0.93(1) * 1.67(2) 0.30(2)n~ao-ca�otica/ca�otica p2 = 0 0.910(7) * 1.66(1) 0.28(3)* O asterisco denota dois regimes para o comportamento da rugosidade, como discutido nos resultados .Dickman e Mu~noz [41] estudaram o processo de contato usando a representa�c~ao deinterfaces e demonstraram que o expoente de Hurst apresenta sinais claros de escalaanômala (� > H), mas nenhum sinal de multiescala. Os autores veri�caram tamb�ema validade da rela�c~ao de escala de L�opez [104]: H = � � z�, onde � = 0:4336(4) �e oexpoente associado �a divergência da raiz quadrada do gradiente de alturas na equa�c~aocont��nua de crescimento que descreve o processo de contato e modelos associados, comoa DP. Inserindo os valores conhecidos para os expoentes, a previs~ao para o expoente deHurst na classe DP se torna,H = �� z� ' 0:643(2) : (3.21)3.2.3 ResultadosNa Tabela 3.1 resumimos os resultados obtidos para os expoentes de escala nas transi�c~oescongelada/ativa e ca�otica/n~ao-ca�otica no DKCA, e comparamos com os valores das classesde universalidade DP e CDP.Nas simula�c~oes, os expoentes foram obtidos diretamente das rela�c~oes(como detalharemosem seguida): w(L;1) � L�, v�alida em tempos longos; w(L; t) � t�w , v�alida em temposcurtos; e t�(L) � Lz. Os resultados mostram uma forte dependência em rela�c~ao aoesquema de atualiza�c~ao utilizado - sim�etrico ou n~ao-sim�etrico. Considerou-se 10000, 5000,2500, 1000, 500, 250 e 100 amostras no ponto cr��tico (pc2; pc1) em sistemas com L = 50, 100,61
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Figura 3.10: Expoente dinâmico z para a representa�c~ao de interfaces do DKCA. Mostramos a evolu�c~aotemporal da densidade �(t) de amostras ativas, em sistemas de diversos tamanhos, para o esquemasim�etrico (p2=0.5, p1=0.749). A linha horizontal ressalta o valor � = 1=2, que corresponde ao tempode crossover. No detalhe mostramos o tempo de crossover t� em fun�c~ao do tamanho dos sistemas.A inclina�c~ao dessa curva fornece o valor do expoente dinâmico z. As barras de erro s~ao calculadasconsiderando-se um erro de 1% no n�umero de amostras congeladas em um dado tempo.200, 500, 1000, 2000 e 5000 s��tios, respectivamente. As condi�c~oes iniciais s~ao distribui�c~oesaleat�orias com 50% dos s��tios ativos.Para determinar o tempo de crossover, t�(L), acompanhamos o comportamento da fra�c~aode amostras com pelo menos um s��tio ativo ao longo do tempo (vide Figura 3.10). O tempode crossover �e de�nido como o momento no qual metade do n�umero inicial de amostrasatingem o estado congelado, no ponto cr��tico. No detalhe da Figura 3.10, mostramos ocomportamento tipo lei de potência do tempo de crossover em fun�c~ao do tamanho dosistema; a inclina�c~ao deste gr�a�co corresponde ao expoente z.A rugosidade de satura�c~ao �e obtida ap�os todas as amostras atingirem o estado absorvente,e se fazer a m�edia dos valores �nais das rugosidades. O expoente � �e medido a partirda inclina�c~ao do gr�a�co w(L;1)� L, em escala logar��tmica. Na Figura 3.11 mostramosos resultados para a rugosidade de satura�c~ao nos seguintes casos: percola�c~ao direcionada(p2=0:5, p1=0:749, esquema sim�etrico), DP (p2=0; p1=0:8095, espalhamento de danos),CDP (p2=1, p1=0:5, sim�etrico) e DP n~ao-sim�etrica (p2=0:5, p1=0:749).Para veri�car a escala de Family-Vics�ek na criticalidade, usamos os valores medidos paraos expoentes de escala para colapsar as v�arias curvas de rugosidade, obtidas em sistemascom diferentes tamanhos, em uma �unica curva, como mostrado na Figura 3.12. Note queeste colapso corrobora a hip�otese de Family-Vic�ek.O expoente de Hurst foi medido segundo o procedimento explicado no Apêndice C.1. Osresultados mostrados na Tabela 3.1 correspondem a umam�edia sobre 100 condi�c~oes iniciaisaleat�orias, em sistemas com L=10000. Observa-se uma mudan�ca signi�cativa no expoente62
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Naturalmente,Pt+1(0) + Pt+1(1) = 1 : (3.24)Tabela 3.2: Probabilidades de transi�c~ao do DKCA�ij�0i�1; �0i+1 1,1 1,0 0,1 0,01 p2 p1 p1 00 1� p2 1� p1 1� p1 1Para a distribui�c~ao de probabilidades de um par de de s��tios, teremosPt+1(�i; �i+1) =X�0i X�0i+1X�0i+2wDK(�ij�0i; �0i+1)wDK(�i+1j�0i+1; �0i+2)Pt(�0i; �0i+1; �0i+2) : (3.25)Novamente, com aux��lio da Tabela 3.2, teremos para um par de s��tios ativosPt+1(1; 1) = p21Pt(0; 1; 0) + p21Pt(1; 0; 1) + p22Pt(1; 1; 1) + 2p1p2Pt(0; 1; 1) : (3.26)ObviamentePt(1; 0) + Pt(1; 1) = Pt(1) : (3.27)Portanto, percebemos que as equa�c~oes de evolu�c~ao de N s��tios envolvem probabilidadesrelativas a (N + 1) s��tios. Esse conjunto hier�arquico de equa�c~oes pode ser analisado apartir do esquema de truncamento que resulta na aproxima�c~ao denominada campo m�ediodinâmico. Aqui, faremos uma abordagem an�aloga �a apresentada por Tom�e e Oliveira[167].Para a abordagem de um s��tio, teremos a seguinte aproxima�c~aoPt(�i; �i+1) ' Pt(�i)Pt(�i+1) ; (3.28)que considera a probabilidade conjunta de uma con�gura�c~ao como o produto das pro-babilidades individuais, ou seja, que as probabilidades de ocupa�c~ao de cada s��tio sejamindependentes entre si.Aplicando a aproxima�c~ao (3.28) nas equa�c~oes (3.23) e (3.24), e fazendo as substitui�c~oes,xt = Pt(1) e (1� xt) = Pt(0), teremos para a aproxima�c~ao de um s��tio,xt+1 = p2x2t + 2p1xt(1� xt) : (3.29)66



No estado estacion�ario (xt+1 = xt = x), esta equa�c~ao se torna,(p2 � 2p1)x2 + (2p1 � 1)x = 0 : (3.30)As solu�c~oes para a equa�c~ao (3.30) correspondem �as duas fases poss��veis para o DKCA: afase congelada (x = 0), e a fase ativa, ondex = 2p1 � 12p1 � p2 : (3.31)A transi�c~ao de fase ir�a ocorrer quando x! 0 na fase ativa; logo, para p1 = 1=2.Considerando agora a aproxima�c~ao no n��vel de pares,Pt(�i; �i+1; �i+2) ' Pt(�i; �i+1)Pt(�i+1�i+2)Pt(�i+1) ; (3.32)onde usamos a melhor estimativa para Pt(�; �0; �00) dados Pt(�; �0), ou seja, considerandoas probabilidades de pares como independentes a menos do s��tio central que, obviamente,deve ser o mesmo para os dois pares.Fazendo zt = Pt(1; 1) e considerando as substitui�c~oes j�a mencionadas, teremos que aequa�c~ao (3.27) se tornaPt(1; 0) = xt � zt ; (3.33)aplicando estes resultados na equa�c~ao (3.26), teremoszt+1 = p21 (xt � zt)2xt + 2p1p2 (xt � zt)ztxt + p21 (xt � zt)21� xt + p22 z2txt : (3.34)No estado estacion�ario, podemos reescrever (3.23) comoz = 1� 2p1p2 � 2p1 x ; (3.35)substituindo esta rela�c~ao na equa�c~ao (3.34), no estado estacion�ario obtemos,x = p2(p1 � 1)2 + p1(3p1 � 2)(2p1 � 1)(2p1 � p2) : (3.36)67



Novamente, a transi�c~ao ser�a obtida no limite x! 0, resultando emp2 = p1(2� 3p1)(p1 � 1)2 : (3.37)O comportamento das aproxima�c~oes de campo m�edio dinâmico para um s��tio e um parpodem ser visualizadas na Figura 3.14, onde tamb�em mostramos o resultado simulacional,discutido na se�c~ao 3.1, a�m de podermos comparar a precis~ao das aproxima�c~oes.
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3.4 Distribui�c~oes Quase-Estacion�arias de Probabili-dadesNesta se�c~ao iremos mostrar como obter uma distribui�c~ao quase estacion�aria (QS) deprobabilidades para o DKCA em sistemas �nitos. Recentemente, Dickman e Vidigal [44]desenvolveram m�etodos para se estudar o estado quase-estacion�ario de sistemas �nitos comum estado absorvente. As propriedades quase-estacion�arias convergem para o verdadeiroestado estacion�ario no limite L!1. Dessa maneira, o estado quase-estacion�ario forneceo racioc��nio correto para se estudar o comportamento \estacion�ario" de simula�c~oes demodelos com um estado absorvente, j�a que estas necessariamente tratam de sistemas�nitos. 68



Portanto, o real estado estacion�ario das simula�c~oes corresponde ao estado absorvente,para quaisquer valores de p1 e p2. Esse comportamento �e devido �as 
utua�c~oes queinvariavelmente levam sistemas �nitos para a fase congelada (mesmo que o tempo para istoocorrer em sistemas grandes seja extremamente longo). A aproxima�c~ao de campo m�ediomostrada na se�c~ao anterior n~ao leva em conta tais 
utua�c~oes, e portanto n~ao pode serutilizada para descrever sistemas �nitos. Desse modo, uma vez que os m�etodos num�ericose as simula�c~oes sempre levam em conta tais sistemas, �e de grande interesse desenvolverdescri�c~oes te�oricas aproximadas que considerem sistemas �nitos.Uma maneira natural de estudar sistemas �nitos �e atrav�es das distribui�c~oes quase-estacio-n�arias que, quando existem, descrevem �elmente as propriedades do sistema [57, 126, 186].No artigo citado, Dickman e Vidigal constroem as distribui�c~oes quase-estacion�arias parav�arios sistemas, todos considerando tempos cont��nuos. Recentemente, Atman e Dickman[10] estudaram as propriedades quase-estacion�arias do DKCA considerando aproxima�c~oesde um s��tio e de pares, estendendo a an�alise de Dickman e Vidigal para sistemas possuindotempo discreto.Mostramos na se�c~ao anterior como obter as solu�c~oes estacion�arias no DKCA, considerandoaproxima�c~oes de um s��tio e de pares, dadas respectivamente pelas rela�c~oes (3.31), (3.35)e (3.36). Como essas aproxima�c~oes consideram o limite L!1, as densidades (de s��tiosx, de pares z, etc.) s~ao, de fato, vari�aveis determin��sticas. No trabalho citado, Atmane Dickman constroem aproxima�c~oes estoc�asticas reduzidas considerando sistemas �nitos,de maneira an�aloga �a utilizada na aproxima�c~ao de campo m�edio dinâmico, e determinamas propriedades quase-estacion�arias do sistema, que reproduzimos a seguir.3.4.1 Aproxima�c~ao de Um S��tioConsideraremos inicialmente uma aproxima�c~ao considerando apenas um s��tio. Nesse caso,o DKCA �e um anel com L s��tios e o estado do sistema �e especi�cado pelo n�umero N des��tios ativos no tempo t. Seja pt(N), (N = 0; :::; L), a probabilidade de termos exatamenteN s��tios ativos no tempo t; o vetor de probabilidades, pt = [pt(0); pt(1); :::; pt(L)], satisfaza rela�c~aopt(N) =XN 0 W (N jN 0)pt�1(N 0) ; (3.38)ondeW �e a matriz de transi�c~ao, eW (N jN 0) representa a probabilidade de termos N s��tiosativos no tempo t, dado que havia N 0 ativos no tempo t� 1.Na aproxima�c~ao de um s��tio consideramos o estado de cada s��tio da rede como um eventoindependente; se temos N 0 s��tios ativos no tempo t, a probabilidade x de que um s��tio69



esteja ativo no pr�oximo passo de tempo ser�a dada por (ver equa�c~ao (3.29)):x = y [2p1 � (2p1 � p2)y] ; (3.39)onde y = N 0=L. Logo, as taxas de transi�c~ao na aproxima�c~ao de um s��tio s~ao dadas porW (N jN 0) = L!(L�N)!N ! xN (1� x)L�N : (3.40)Desse modo, na aproxima�c~ao de um s��tio pt(N) �e uma superposi�c~ao de distribui�c~oesbinomiais cujo peso estat��stico depende somente da popula�c~ao m�edia no passo anterior.Como para L �nito a distribui�c~ao de probabilidades sempre evolui para o estado absor-vente, (p(N) = �N;0), estaremos interessados em estudar a distribui�c~ao quase-estacion�aria(QS), p(N). Considerando que a distribui�c~ao de probabilidades, condicionada aos estadosativos, atinja uma forma independente do tempo, para t!1, teremos quept(N) = At�N;0 + Stp(N); (3.41)onde toda dependência temporal restringe-se �as vari�aveis At e St. Como a distribui�c~aop(N) �e condicionada a estados ativos, p(0) � 0. Se adotarmos a normaliza�c~aoLXN=1 p(N) = 1; (3.42)St na equa�c~ao (3.41) representa a probabilidade de sobrevivência e At = 1�St representaa probabilidade de cair no estado absorvente.A hip�otese do estado quase-estacion�ario �e veri�cada numericamente a partir da rela�c~ao(3.41). A distribui�c~ao de probabilidades no passo de tempo t+ 1 �e dada porpt+1(N) = At�N;0 + St LXN 0=0W (N jN 0)p(N 0)= At+1�N;0 + St+1p(N); (3.43)onde, St+1 = �St, e� = 1� LXN=1W (0jN)p(N) : (3.44)70



Restrito aos estados 1; :::; N , p �e um autovetor da matrizW cujo autovalor correspondente�e �. O tempo de sobrevivência, � , de um estado quase-estacion�ario �e dado por,� = � 1ln� : (3.45)
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Essa rela�c~ao sugere o seguinte esquema iterativop0(N) = ap(N) + (1�a) r(N)w(N)� r(0) ; (3.49)onde a �e um parâmetro e r(N) �e obtido a partir da distribui�c~ao p(N). A cada itera�c~ao, anova distribui�c~ao p0(N) deve ser normalizada. Desse modo, podemos construir o estadoquase-estacion�ario a partir de qualquer distribui�c~ao inicial p(N), normalizada e n~ao-negativa. Como discutido por Dickman [39], uma boa convergência �e obtida para a ' 0.Referiremos a este m�etodo como iterativo, enquanto o m�etodo a partir da equa�c~ao (3.38)�e chamado de m�etodo direto.Na Figura 3.15, mostramos a evolu�c~ao temporal da distribui�c~ao de probabilidades naaproxima�c~ao de um s��tio, usando o m�etodo direto. �E f�acil ver que a distribui�c~ao atingeuma forma quase-estacion�aria ap�os 50 passos de tempo, aproximadamente. Na Figura3.16 mostramos a evolu�c~ao para os valores quase-estacion�arios da popula�c~ao m�edia, hNi,da raz~ao entre o segundo e primeiro momentos, m = hN2i=hNi2, (ambos condicionadosaos estados ativos), e da taxa de decaimento, 
 = rt(0)=St, considerando os mesmosparâmetros usados na �gura 3.15. ( Note que 
 �e a taxa de transi�c~ao para o estadoabsorvente.)
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 tamb�em relaxam com esta taxa, que �e independente da distribui�c~ao inicial. Desse72



modo, a relaxa�c~ao assint�otica para o estado QS �e governada por um tempo de relaxa�c~ao,�R, que parece depender apenas dos parâmetros p1 and p2 e do tamanho do sistema, L.A distribui�c~ao QS tamb�em pode ser caracterizada por seu coe�ciente de assimetria, S, epela curtose, K, de�nidos no cap��tulo anterior. A evolu�c~ao do coe�ciente de assimetria eda curtose tamb�em s~ao mostrados na Figura 3.16.Na Figura 3.17 mostramos a distribui�c~ao quase-estacion�aria em diversos pontos do espa�code parâmetros (p2; p1). Observa-se que na fase congelada (por exemplo p2 =0:5, p1=0:4)a distribui�c~ao QS colapsa pr�oxima de N = 1, enquanto na fase ativa (p2 = 0:5, p1 = 0:6)ela �ca concentrada pr�oxima a N = 60, indicando que, na fase ativa, quanto maior adistância do ponto cr��tico, NQS ! L (p2=0:99, p1=0:9). De interesse particular s~ao aspropriedades de escala QS no ponto cr��tico (p2=p1=0:5), onde veri�camos que hNi�L1=2;os tempos de vida QS (ou seja, o n�umero m�edio de passos que o sistema se mant�em ativono estado QS) comportam-se da mesma maneira. Em particular, o tempo de relaxa�c~ao�R tamb�em cresce segundo a mesma lei de potência no ponto cr��tico, onde encontramos arela�c~ao, �QS=�R � 2:67, para p1 = p2 = 1=2.

0 20 40 60 80 100
N

0.00

0.10

0.20

0.30

0.40

P
(N

)

p2=0.5, p1=0.1
p2=0.5, p1=0.4
p2=0.5, p1=0.49
p2=0.5, p1=0.51
p2=0.5, p1=0.6
p2=0.99, p1=0.51
p2=0.99, p1=0.6
p2=0.99, p1=0.9

Figura 3.17: Distribui�c~oes quase-estacion�arias em v�arios pontos do diagrama de fases do DKCA, paraL=100.Entretanto, na fase ativa �QS � exp[const:� (p1 � p1c)L], enquanto �R varia suavementecom p1, p2, e L. Isso leva a uma clara separa�c~ao de escalas temporais, �QS � �R, parasistemas �nitos su�cientemente grandes. (Por exemplo, para L=100, p1=0:6 e p2=0:5,�QS'2000 enquanto �R'8.)Na Figura 3.18 mostramos a densidade QS de s��tios ativos �(N) versus p1 na aproxima�c~aode um s��tio, para diversos tamanhos de sistemas. Pode-se veri�car a convergência para73



a previs~ao determin��stica da aproxima�c~ao de campo m�edio. A raz~ao entre os momentos,m � p1, tamb�em �e mostrada, no detalhe da Figura 3.18, para os mesmos tamanhos desistemas. Os dados para L = 103 a 105 (vide Figura 3.19) indicam que no ponto cr��tico,para L!1, a raz~ao entre os momentos se aproxima do valor 1.660, encontrado tamb�empara o processo de contato (PC) e no processo de Malthus-Verhulst (MVP) [44]. A raz~aoentre os momentos parece aproximar desse mesmo valor limite ao longo de toda a linhacr��tica, para p2 < 1. Esse comportamento sugere que a distribui�c~ao QS cr��tica tenha aseguinte forma de escala, para L!1p(N) ' 1hNiP(N=hNi) ; (3.50)onde P(u) �e uma fun�c~ao de escala. Na Figura 3.20 comparamos (para p1 = p2 = 0:5),hNi p(N) como fun�c~ao de N=hNi, para sistemas com L= 103, 104, e 105, do mesmo modoque a fun�c~ao de escala exata encontrada para os processos PC e PMV [44].
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exceto para p2 ' 1. Esse comportamento distinto �e esperado, j�a que p2 = 1 correspondea uma outra classe de universalidade, a percola�c~ao direcionada compacta, como veremosem detalhe na pr�oxima se�c~ao, e possui dois estados absorventes.
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Figura 3.20: Lei de escala para a distribui�c~ao QS de probabilidades, na criticalidade, para a aproxima�c~aode um s��tio (p1=p2=1/2), com L = 103, 104 e 105 (curvas com os m�aximos se aproximando do eixo y�a medida que L aumenta), e a fun�c~ao de escala assint�otica para o processo de contato encontrada porDickman [44] (com m�aximo em x=0). No detalhe: Lei de escala das distribui�c~oes QS, com L=2000, parap1=1/2 e p2 = 0.25, 0.5, 0.75, 0.9, e 0.999. As primeiras quatro curvas colapsam, enquanto a �ultimatem uma distribui�c~ao mais larga.estoc�asticas relevantes: o n�umero de s��tios ocupados, N , e o n�umero de pares de primeirosvizinhos ocupados, Z. Novamente, consideramos um anel com L s��tios. Por conveniência,introduzimos uma nova nota�c~ao para os estados dos s��tios, 'i = �i=2, para t par e'i = �(i+1)=2, para t ��mpar. Dessa maneira, o ��ndice para os s��tios sempre assume osvalores 1,...,L em todos os passos de tempo e os pares de primeiros vizinhos (NN) possuemvari�aveis de estado 'i e 'i+1.Inicialmente, iremos estabelecer a faixa de valores permitidos para Z, dado o n�umero des��tios ativos N . Como na se�c~ao anterior, usaremos `1' e `0' para denotar s��tios ocupadose vazios, respectivamente; desse modo, K denota o n�umero de pares NN (10). (Porsimetria, o n�umero de pares (01) �e tamb�em K.) Como esperado, K n~ao �e uma vari�avelindependente: N = Z + K. Da mesma forma, o n�umero de pares (00), V , �e dado porV = L� 2N + Z. Como K � 0 e V � 0, existem certos limites para Z em um anel de Ls��tios, como mostrado na Tabela 3.3.Em seguida, precisamos construir as taxas de transi�c~ao, W (N;ZjN 0; Z 0). Notando que apresen�ca de V 0 pares NN no estado (00), no tempo t, implica que existam pelo menos essemesmo n�umero de s��tios vazios no passo de tempo posterior, t+1; logo, W = 0 para N >2N 0�Z 0. Como na aproxima�c~ao de um s��tio, dados N 0 e Z 0, primeiramente determinamosas densidades de pares, z = Z=L, k = K=L, e v = V=L, usando as identidades mostradas76



Tabela 3.3: Valores permitidos de Z em um anel.N Z0,1 02,..., L=2 0,..., N � 1L=2; :::L� 1 2N � L; :::; N � 1L La seguir (na �gura 3.21 mostramos como obter cada identidade):zt+1 = 1�t [p2zt + p1kt]2 + p21 k2t1� �t ; (3.51)kt+1 = 1�t (p2zt+p1kt)(q2zt+q1kt) + p1kt1� �t (q1kt + vt) ; (3.52)onde qi � 1� pi; para vt � Pt(0; 0) teremos,vt+1 = 1�t [q2zt+q1kt]2 + 11� �t [q1kt + vt]2 : (3.53)De fato, a identidade (3.51) j�a havia sido antecipada na se�c~ao anterior atrav�es da rela�c~ao(3.34). Nessas rela�c~oes, z, k, e v representam as densidades no tempo t+ 1, enquanto asvari�aveis do lado direito das equa�c~oes s~ao dadas por, �t = N 0=L e zt = Z 0=L.
Figura 3.21: Rela�c~oes de recorrência para as densidades de pares. Mostramos na �gura as cincocon�gura�c~oes poss��veis para se obter um par de s��tios ativos no tempo t + 1; �e f�acil ver que cada umadestas con�gura�c~oes equivale a um termo da equa�c~ao (3.34). Para se obter as rela�c~oes para k e v bastaproceder de modo equivalente.Considerando que todas as con�gura�c~oes possuindo os mesmos valores de N e Z s~aoigualmente prov�aveis, podemos estimar a probabilidade de uma dessas con�gura�c~oescomo,Q(N;Z; �; z) � � zZk2KvV�N(1��)L�N � 1L �Z�2z + 2K�(1��)k + V (1��)2v � LXj=1 sjsj+1pj ; (3.54)77



onde k = �+ z. O primeiro fator (entre colchetes) �e o produto de todas as probabilidadesde pares dividida pelo produto de todas as probabilidades de um s��tio, exatamente comona aproxima�c~ao utilizada na se�c~ao anterior. O segundo fator �e uma corre�c~ao necess�ariapara a normaliza�c~ao de Q (Veja Apêndice D). Esse fator de corre�c~ao corresponde �a m�ediapara as diferentes maneiras de se escolher a posi�c~ao inicial em uma anel. No caso don�umero de pares assumir seus valores esperados (Z = Lz, etc.), o fator de corre�c~ao �eunit�ario.A taxa de transi�c~ao na aproxima�c~ao de pares �e o produto entre a probabilidade con�gu-racional, Q(N;Z; �; z), e o n�umero de con�gura�c~oes, �(N;Z;L), possuindo exatamenteN s��tios ativos e Z pares ativos. Portanto, em um anel de L s��tios,W (N;ZjN 0; Z 0) = �(N;Z;L)Q(N;Z; �; z) ; (3.55)para (N;Z) 6= (N 0; Z 0) e N � 2N 0 � Z 0; para N > 2N 0 � Z 0, W = 0, como vimosanteriormente; j�a para (N;Z) = (N 0; Z 0),W (N;ZjN 0; Z 0) = 1�XN;Z� �(N;Z;L)Q(N;Z; �; z) ; (3.56)onde (�) denota a exclus~ao de um �unico termo N = N 0, Z = Z 0. Uma express~ao para estefator combinat�orio �e derivada no Apêndice G. (Note que �=0 para valores de N e Z forados limites mostrados na Tabela 3.3.)Finalmente, a evolu�c~ao temporal da distribui�c~ao de probabilidades na aproxima�c~ao depares �e dada porpt+1(N;Z) = XN 0;Z0=2N 0�Z0�NW (N;ZjN 0; Z 0) pt(N 0; Z 0) : (3.57)No artigo citado, Atman e Dickman [10] constroem as distribui�c~oes QS na aproxima�c~aode pares para o DKCA considerando sistemas com at�e 200 s��tios, concentrando-se nocomportamento na vizinhan�ca da linha cr��tica. (Os c�alculos nessa aproxima�c~ao consomemconsideravelmente mais mem�oria e tempo de processamento do que a aproxima�c~ao de ums��tio; a principal limita�c~ao �e na gera�c~ao dos coe�cientes �.)A Figura 3.22 mostra o comportamento do parâmetro de ordem QS versus p1 na aproxi-ma�c~ao de pares, considerando sistemas de v�arios tamanhos. Note que na aproxima�c~ao depares o valor cr��tico de p1 est�a mais pr�oximo do obtido simulacionalmente e a convergênciapara o comportamento do limite L!1 �e mais r�apida que na aproxima�c~ao de um s��tio,como esperado. No detalhe da �gura mostramos o comportamento da raz~ao entre osprimeiros momentos, m, onde pode-se veri�car que os pontos de interse�c~ao entre as curvas78
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Figura 3.23: Distribui�c~ao QS de densidades de pares, condicionada a estados ativos, na criticalidade(p2 = 0:5, p1 = 0:6306).

80



Cap��tulo 4
PCA com Intera�c~oes de Três S��tios

Apresentaremos neste cap��tulo resultados para um autômato celular probabil��stico quepode ser considerado a extens~ao natural do modelo de Domany-Kinzel (DKCA), uma vezque o estado de um s��tio no tempo t+1 depende do estado dos seus primeiros vizinhos notempo t, como no DKCA, e tamb�em do seu pr�oprio estado no tempo t; desse modo, esteautômato celular probabil��stico (PCA) possui intera�c~oes de três s��tios, do mesmo modo queos autômatos determin��sticos estudados por Wolfram [183]. Como no DKCA, estudaremoso caso em que as probabilidades condicionais de transi�c~ao possuam a forma total��stica;desse modo, em rela�c~ao ao DKCA haver�a um terceiro parâmetro, p3, representando aprobabilidade de um s��tio estar ativo no tempo t, sendo que seus primeiros vizinhos eele pr�oprio estavam ativos no tempo t � 1. Para este modelo, o espa�co de fases dependede três parâmetros, (p1; p2; p3), o que torna o problema de se determinar o diagramade fases bastante robusto, do ponto de vista simulacional, e complexo, do ponto de vistaanal��tico.O caso p3 = 1 foi recentemente estudado por Bagnoli et al. [15], onde os autoresencontraram um rico diagrama de fases, possuindo dois estados absorventes, transi�c~oesde primeira e segunda ordem, um ponto bicr��tico e uma fase ca�otica (associada ao espa-lhamento de danos). Exceto pela linha p2 = 1 no DKCA, este �e o modelo mais simplesa exibir uma transi�c~ao de primeira ordem [15]. Os estados absorventes s~ao o estado0 ou congelado, correspondendo �a con�gura�c~ao sem nenhum s��tio ativo, e o estado 1,correspondendo �a con�gura�c~ao onde todos os s��tios est~ao ativos. Como no DKCA, oparâmetro de ordem �e a densidade de s��tios ativos, e os autores usaram aproxima�c~oes decampo m�edio (considerando um s��tio), simula�c~oes e argumentos te�oricos an�alogos a teoriade campos para estudar o modelo. A partir de agora nos referiremos a este modelo comoBPCA. Neste trabalho, apresentamos resultados rec�em submetidos para arbitragem [11],onde estendemos a an�alise do BPCA considerando dois casos: o j�a estudado p3 = 1, quecorresponde a um modelo tipo magn�etico, e o caso p3 = 0, que representa um modelo tipojogo-da-vida, em alus~ao ao autômato introduzido por Conway [37, 17].81



Neste cap��tulo, estudamos as transi�c~oes de fase e o comportamento cr��tico da atividadee do espalhamento de danos usando aproxima�c~oes de campo m�edio (considerando ums��tio e um par), e simula�c~oes, para p3 = 0 e p3 = 1. Para construir o diagrama defases empregamos o m�etodo do expoente de crescimento na representa�c~ao de interfaces doBPCA, tal como mostrado na se�c~ao 3.1, e veri�camos que o m�etodo �e capaz de identi�cartodas as transi�c~oes. Utilizando as aproxima�c~oes de campo m�edio, mostramos que h�a umalinha de pontos tricr��ticos no espa�co de fases, que esbo�camos usando a aproxima�c~ao depares. Para p3 = 0, observamos uma transi�c~ao reentrante na regi~ao ca�otica.
4.1 O ModeloO PCA unidimensional com intera�c~oes de três s��tios (BPCA) foi proposto por Bagnoliet al. [15], considerando um anel de L s��tios (i = 1; 2; :::; L), com condi�c~oes peri�odicasde contorno. Cada s��tio i pode estar em dois estados, denotados convenientemente por�i = 0; 1. A con�gura�c~ao do sistema no tempo t �e dada por, � �f�i(t)g. Em contraste comos autômatos determin��sticos estudados por Wolfram, o BPCA �e estoc�astico, e as regras deatualiza�c~ao do sistema s~ao dadas por probabilidades condicionais; em particular, o estadodo s��tio i no tempo t+ 1 depende dos estados �i�1(t), �i(t) e �i+1(t), via probabilidade detransi�c~ao, P (�i(t+1)j�i�1(t); �i(t); �i+1(t)). Como j�a dissemos, a �ultima assume a formatotal��stica, i.e., depende apenas da soma Si = �i�1(t) + �i(t) + �i+1(t). Escolhendo S = 0,�i(t+1) = 0 com probabilidade 1 e restam apenas três parâmetros, que de�nem asprobabilidades de transi�c~ao:P (1j0; 0; 1) = P (1j0; 1; 0) = P (1j1; 0; 0) � p1 ;P (1j0; 1; 1) = P (1j1; 0; 1) = P (1j1; 1; 0) � p2 ;P (1j1; 1; 1) � p3 :Evidentemente, P (0j�i�1; �; �i+1) = 1� P (1j�i�1; �i; �i+1).Dependendo do valor de (p1; p2; p3), o estado assint�otico (t!1) do sistema pode estar nafase congelada, com todos os s��tios no estado 0, na fase 1 com todos os s��tios no estado 1,ou na fase ativa, onde a densidade estacion�aria de s��tios ativos �e diferente de 0 ou 1. Comoj�a dissemos, a determina�c~ao completa do diagrama de fases no espa�co tridimensional deparâmetros �e um problema bastante custoso. Estaremos interessados aqui principalmentenos casos p3 = 1 e p3 = 0. No primeiro, o modelo possui os dois estados absorventescitados acima, uma regi~ao ativa, e uma regi~ao ca�otica (associada ao espalhamento dedanos). Nesse caso o PCA �e equivalente a um modelo tipo magn�etico. Para p3 = 0, oestado 1 n~ao �e mais absorvente (embora o estado congelado continue sendo), o modelopossui tamb�em uma fase ativa e apresenta uma fase ca�otica reentrante. O caso p3 = 0descreve uma situa�c~ao onde o excesso de indiv��duos provoca a sua destrui�c~ao, an�alogo aoconsiderado no jogo-da-vida de Conway [37, 17].As transi�c~oes entre as fases ativa/absorvente s~ao de segunda ordem, caracterizadas por82



expoentes cr��ticos dentro da classe de universalidade da percola�c~ao direcionada. A tran-si�c~ao congelada/plena �e descont��nua [15], e os expoentes s~ao aqueles da percola�c~ao di-recionada compacta. As transi�c~oes de espalhamento de danos (DS) tamb�em pertencem�a classe DP, consistente com a previs~ao de Grassberger [67]. O encontro de duas linhascr��ticas em uma transi�c~ao descont��nua de�ne um ponto bicritico, como o encontrado noBPCA para p3 = 1 [15]. Para p3 < 1, a fase 1 n~ao �e mais absorvente, de modo queuma das fronteiras (i.e., entre a fase ativa e a fase 1) deixa de estar presente. Usandoaproxima�c~oes de campo m�edio, mostramos que o ponto bicr��tico �e na verdade o t�erminode uma linha de pontos tr��criticos: para p3 < 1, mas su�cientemente pr�oximo a 1, atransi�c~ao congelada/ativa �e descont��nua para p1 < pt e cont��nua para p � pt, onde pt �e oponto tricr��tico correspondente.4.2 Teoria de Campo M�edio4.2.1 Aproxima�c~ao de Um S��tioInicialmente, apresentamos a aproxima�c~ao de campo m�edio no n��vel de um s��tio, parap3 = 1 e p3 = 0, e constru��mos o diagrama de fases a partir das equa�c~oes obtidasnesta aproxima�c~ao. O BPCA �e um proceso markoviano no qual todos os s��tios s~aoatualizados simultaneamente. A con�gura�c~ao � �e um conjunto de vari�aveis estoc�asticascuja distribui�c~ao de probabilidades no tempo t �e dada por Pt(�).A evolu�c~ao dessa �ultima �e governada por,Pt+1 =X�0 !(�j�0)Pt(�0) ; (4.1)onde !(�j�0) denota a probabilidade de transi�c~ao �0 ! �, e possui as propriedades!(�j�0) � 0 e P� !(�j�0) = 1. A probabilidade de transi�c~ao para o BPCA �e um produtode fatores associados a cada s��tio:!(�j�0) = LYi=1 wi(�ij�0) ; (4.2)onde wi(�ij�0) � 0 �e a probabilidade condicional de que um s��tio i esteja ativo no tempot + 1, dada a con�gura�c~ao �0 no passo de tempo precedente. As probabilidades wi s~aotranslacionalmente invariantes e, de fato, dependem somente dos estados �i�1, �i e �i+1no passo de tempo anterior,wi(�ij�0) = w3s(�ij�0i�1; �0i; �0i+1) : (4.3)83



Na Tabela 4.1 listamos w3s considerando as regras total��sticas de�nidas na se�c~ao anterior.Tabela 4.1: Transi�c~ao de Probabilidades para o BPCA�ij(�0i�1; �0i; �0i+1) (1,1,1) (1,1,0) (0,0,1) (0,0,0)ou (1,0,1) ou (1,0,0)ou (0,1,1) ou (0,1,0)1 p3 p2 p1 00 1� p3 1� p2 1� p1 1
De interesse s~ao as probabilidades relativas a n-s��tios. A evolu�c~ao da distribui�c~ao Pt(�i),�e dada porPt+1(�i) =X�0i�1X�0i X�0i+1w3s(�ij�0i�1; �0i; �0i+1)Pt(�0i�1; �0i; �0i+1) ; (4.4)onde Pt(�0i�1; �0i; �0i+1) �e a distribui�c~ao para um conjunto de três s��tios. A evolu�c~ao dadistribui�c~ao para dois s��tios �e dada por,Pt+1(�i; �i+1) = X�0i�1X�0i X�0i+1X�0i+2 w3s(�ij�0i�1; �0i; �0i+1)�w3s(�i+1j�0i; �0i+1; �0i+2)Pt(�0i�1; �0i; �0i+1; �0i+2) : (4.5)Evidentemente, temos uma hierarquia in�nita de equa�c~oes. Na aproxima�c~ao de n-s��tios,truncamos essa hierarquia estimando a probabilidade para (n + 2) s��tios com base nasdistribui�c~oes de n s��tios. O caso mais simples �e a aproxima�c~ao de um s��tio, na qualPt(�0i�1; �0i; �0i+1) �e fatorada do seguinte modo: Pt(�0i�1; �0i; �0i+1) = Pt(�0i�1)Pt(�0i)Pt(�0i+1).Isso leva �a rela�c~ao de recorrência,�t+1 = p3�3t + 3p2�2t (1� �t) + 3p1�t(1� �t)2 ; (4.6)onde �t � Pt(1) �e a densidade de s��tios ativos (i.e., o parâmetro de ordem ).Dependendo do valor de (p1; p2; p3), a equa�c~ao (4.6) admite diferentes solu�c~oes esta-cion�arias, correspondendo �as poss��veis fases discutidas acima: congelada (�= 0), fase 1(�=1) e ativa (0<�< 1). De modo a veri�car a estabilidade das solu�c~oes estacion�arias,84



consideramos uma pequena perturba�c~ao no valor estacion�ario ��, �t=��+��t. Introdu-zindo esta rela�c~ao na equa�c~ao 4.6, obtemos para a aproxima�c~ao de campo m�edio no n��velde um s��tio,��t+1 = ��t [3��2(p3 + 3p1 � 3p2) + 6��(p2 � 2p1) + 3p1] +(��t)2 [3��(p3 + 3p1 � 3p2) + 3(p2 � 2p1)] +(��t)3 [p3 + 3p1 � 3p2] ; (4.7)que pode ser escrita de modo simpli�cado,��t+1 = a(��)��t + b(��)(��t)2 + c(��)3 ;onde os coe�cientes a(��), b(��) e c podem ser associados �a estabilidade das solu�c~oes.Inicialmente, consideraremos a solu�c~ao �� = 0; a condi�c~ao de estabilidade, a(��) < 1, �eobedecida para p1< 1=3. No caso de a(��)=1 (p1=1=3), a solu�c~ao ser�a est�avel somentepara b(��) < 0; logo, para esse caso, p3 < 2=3. Se a(��) = 1 e b(��) = 0, a condi�c~ao deestabilidade passa a ser c < 0, resultando em p3 < 1. Logo, a solu�c~ao �� = 0 �e sempreest�avel para p1 < 1=3, p2 < 2=3 e p3 < 1. O ponto (1/3, 2/3, 1) corresponde ao pontotricr��tico nesta aproxima�c~ao.Se considerarmos agora a solu�c~ao, �� = 1, a condi�c~ao de estabilidade a(��) < 1 exigeque p3 � p2 < 1=3. No caso a(��) = 1 (p3 = p2 + 1=3), a condi�c~ao b(��) < 0 implica emp2�p1>1=3. Para a(��)=1 e b(��)=0, a condi�c~ao de estabilidade c<0 resulta em p3<1.Portanto, o ponto (1/3, 2/3, 1) �e tamb�em um ponto tricr��tico para a solu�c~ao ��=1! Logo,o ponto (1/3, 2/3, 1) corresponde na realidade a um ponto bicr��tico, como Bagnoli et al.j�a haviam mostrado. De fato, a solu�c~ao ��=1 �e absorvente apenas para p3=1 (desde quepara p3 < 1, a dinâmica da atualiza�c~ao do sistema destr�oi a fase plena); portanto, estasolu�c~ao �e est�avel somente para p2>2=3, p3=1.No caso 0 < �� < 1, a condi�c~ao de estabilidade a(��) < 1 implica em uma inequa�c~aode segundo grau em rela�c~ao a ��. Considerando a = 1, podemos resolver a equa�c~aocorrespondente, e obtemos�� = (2p1 � p2)�p(p2 � 2p1)2 � (p3 + 3p1 � 3p2)(3p1 � 1)p3 � 3p1 � 3p2 :Note que �� se anula na linha (1=3; 2=3; p3). �E f�acil ver que a solu�c~ao positiva, ��+, �ev�alida para qualquer valor de (p1; p2; p3), mas a solu�c~ao negativa, ���, �e v�alida apenaspara p2<2p1. Considerando o plano p1=1=3, a linha de transi�c~ao para p2>2=3 coincidecom a linha onde a raiz quadrada se anula, j�a que a densidade n~ao pode assumir valores85



complexos, ��2R. Isso implica em uma transi�c~ao de fase descont��nua para p2>2=3, e alinha (1=3; 2=3; p3) corresponde a linha de pontos tricr��ticos no espa�co de fases (p1; p2; p3),para a aproxima�c~ao de um s��tio.Como nas simula�c~oes consideramos os casos p3=1 e p3=0, vamos resumir o comporta-mento do diagrama de fases utilizando o crit�erio de estabilidade analisado acima. Parap3=1, a equa�c~ao (4.7) pode ser escrita como,� �(3p1 � 3p2 + 1)�2 + (3p2 � 6p1)� + 3p1 � 1� = 0 : (4.8)As três solu�c~oes desta equa�c~ao s~ao:� � = 0 - fase congelada, est�avel para p1<1=3 e p2<2=3;� � = 1 - fase 1, est�avel para p2>2=3 e p1>1=3;� fase ativa, est�avel para p2 < 2=3 e p1 > 1=3, onde a densidade estacion�aria �e dadapor:� = 3p1 � 13p1 � 3p2 + 1 : (4.9)Para p2>2=3 e p1<1=3, temos uma transi�c~ao de descont��nua separando a fase congeladada fase 1 (ambas est�aveis). Nessa regi~ao, possui duas bacias de atra�c~ao, correspondentes�as fases absorventes, e uma linha de pontos �xos inst�aveis que representa a fronteira entreas fases. Escolhendo-se a densidade inicial de s��tios �0=1=2, a linha de transi�c~ao �e dadapor p2 = 1� p1.No caso p3 = 0, teremos� �(3p1 � 3p2)�2 + (3p2 � 6p1)�+ (3p1 � 1)� = 0 : (4.10)Para essa equa�c~ao existem apenas duas fases distintas:� � = 0 - fase congelada, est�avel para p1 < 1=3 e p2 � 2=3;� fase ativa, v�alida para p1 > 1=3 e p1 6= p2, onde a densidade estacion�aria �e dadapor:� = 6p1 � 3p2 �p9p22 � 12p2 + 12p16p1 � 6p2 ; (4.11)a raiz negativa �e v�alida para p2 < 2p1, enquanto a raiz positiva �e v�alida parap2 > 2p1. 86



Para p2 > 2=3, a solu�c~ao da equa�c~ao (4.11) �e complexa ou estritamente maior que 0,resultando em uma transi�c~ao descont��nua entre as fases ativa e congelada, como anteci-pamos.
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e v � P (0; 0) = 1� 2� + z. As rela�c~oes de recorrência para a densidade de s��tios ativos,�, e para a densidade de pares ativos, z, s~ao�t+1 = p3 z2t�t + p2�2zt(�t � zt)�t + (�t � zt)21� �t � ++p1�2(�t � zt)(1� 2�t + zt)1� �t + (�t � zt)2�t � ; (4.13)
zt+1 = p21 (�t � zt)2(1� 2�t + zt)(2� �t)�t(1� �t)2 ++2p1p2 (�t � zt)�t(1� �t) �zt(1� 2�t + zt) + (�t � zt)2�++p22 zt(�t � zt)2(1 + �t)�2t (1� �t) + 2p2p3 z2t (�t � zt)�2t + p23 z3t�2t : (4.14)Iterando-se essas rela�c~oes numericamente at�e o estado estacion�ario ser atingido, podemosconstruir o diagrama de fases na aproxima�c~ao de pares. Resultados para p3=1 e p3=0 s~aomostrados nas Figuras 4.1 e 4.2. Usando a aproxima�c~ao de pares, equa�c~oes (4.13) e (4.14),encontramos numericamente a linha de pontos cr��ticos para p3 < 1, como mostrado naFigura 4.3. Na regi~ao p3 < 1 a fase plena desaparece, e a linha de transi�c~ao descont��nuapara a fase absorvente encontra a linha de transi�c~ao cont��nua nos pontos tricr��ticos.
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possuem as propriedades:X�i $(�i; �i j �0i�1; �0i; �0i+1; � 0i�1; � 0i ; � 0i+1) = wds3(�i j �0i�1; �0i; �0i+1) (4.18)X�i $(�i; �i j �0i�1; �0i; �0i+1; � 0i�1; � 0i ; � 0i+1) = wds3(�i j � 0i�1; � 0i ; � 0i+1) (4.19)Usando as probabilidades de transi�c~ao de�nidas na Tabela 4.1, podemos calcular as pro-babilidades conjuntas de transi�c~ao, como mostramos na Tabela 4.2.Tabela 4.2: Probabilidades conjuntas de transi�c~ao para dois BPCA sujeitos ao mesmo ru��do.�i, �i (1,1,1;1,1,1) (1,1,1;1,1,0) (1,1,1;1,0,0) 1,1,1;0,0,01,1 p3 min (p2; p3) min (p1; p3) 01,0 0 b b' p30,1 0 c c' 00,0 1� p3 1-min (p2; p3) 1-min (p1; p3) 1� p3�i, �i (1,1,0;1,1,0) (1,1,0;1,0,0) (1,1,0;0,0,0)1,1 min (p1; p2) 0 p11,0 b" p2 00,1 c" 0 00,0 1-min (p1; p2) 1� p2 1-p1�i, �i (1,0,0;1,0,0) (1,0,0;0,0,0) (0,0,0;0,0,0)1,1 p2 0 01,0 0 p1 00,1 0 0 00,0 1� p2 1-p1 1Agora podemos escrever as equa�c~oes para a evolu�c~ao do parâmetro de ordem associado�a transi�c~ao ca�otica, a distância de Hamming, de�nida pela equa�c~ao (4.15). Chamando t � Pt(1; 0) = Pt(0; 1), e usando a rela�c~ao (4.16), podemos escrever t+1 = h$(1; 0 j �i�1; �i; �i+1; �i+1; �i; �i+1)i ;usando a Tabela 4.2,  t se tornaPt+1(1; 0) = p3Pt(1; 1; 1; 0; 0; 0) + 3p2Pt(1; 1; 0; 0; 0; 0) + 3(b+ c)Pt(1; 1; 1; 1; 1; 0) (4.20)+3p1Pt(1; 0; 0; 0; 0; 0) + 3(b0 + c0)Pt(1; 1; 1; 1; 0; 0) ++9(b00 + c00)Pt(1; 1; 0; 1; 0; 0) :90



Chamando Pt(1) � xt, e usando a propriedade (4.18), podemos escreverPt(1; 1) = xt �  t e Pt(0; 0) = 1� xt �  t ;ent~ao, usando a aproxima�c~ao de campo m�edio para um s��tio,Pt(�i�1; �i; �i+1; �i�1; �i; �i+1) = Pt(�i�1; �i; �i+1)Pt(�i�1; �i; �i+1) ;podemos escrever a equa�c~ao (4.20) como t+1 =  t[p3 2t + 3p2 t(1� xt �  t) + 3p1(1� xt �  t)2 + 3(b+ c)(xt +  t)2 + (4.21)+3(b0 + c0) t(xt �  t) + 9(b00 + c00)(xt �  t)(1� xt �  t)] :
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+[(p1 + p2 � 3 j p1 � p2 j)x2t + (3 j p1 � p2 j �2p1)xt + p1]g :Essa equa�c~ao pode ser iterada numericamente usando os valores estacion�arios de xt obtidosa partir da equa�c~ao (4.10); existem três possibilidades para as solu�c~oes conjuntas dasequa�c~oes (4.10) e (4.22): x =  = 0, correspondendo a fase congelada; x = 0;  6= 0,correspondendo a fase ativa; e x;  6= 0, correspondendo �a fase ca�otica. Na Figura 4.4mostramos as solu�c~oes estacion�arias para essas equa�c~oes para três diferentes valores dep2, onde podemos veri�car cada um dos comportamentos descritos acima; para p2=0:25,o ponto cr��tico para a transi�c~ao absorvente coincide com o obtido para a transi�c~ao DSe ambas s~ao cont��nuas; para p2 = 0:5, observamos que as duas transi�c~oes ocorrem empontos distintos, mas ainda s~ao cont��nuas. Para p2=0:9, as transi�c~oes voltam a coincidir,mas agora s~ao descont��nuas.Na Figura 4.5, mostramos a linha de transi�c~ao DS nesta aproxima�c~ao; note que parap2 > p1,  �e sempre positivo, se x > 0. Isso implica que a linha de transi�c~ao DS, parap2 > p1, recai na transi�c~ao descont��nua analisada na primeira subse�c~ao.
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4.3 Simula�c~oesConstru��mos o diagrama de fases do BPCA, para p3 = 0 e p3 = 1, usando simula�c~oesde sistemas com at�e L = 104 s��tios, com condi�c~oes peri�odicas de fronteira. Aplicamoso m�etodo do expoente de crescimento [8] para localizar as linhas de transi�c~ao, comomostrado na Figura 4.7. A condi�c~ao inicial nessas simula�c~oes �e um estado aleat�orio com50% de s��tios ativos. O diagrama de fases para os casos p3 = 1 e p3 = 0 s~ao mostrados92
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nuas �e utilizado apenas para identi�car as transi�c~oes, pois n~ao h�a uma de�ni�c~ao para osexpoentes cr��ticos em transi�c~oes descont��nuas, como existe para as transi�c~oes cont��nuas.O valor �'1 encontrado nas simula�c~oes �e compat��vel com a previs~ao para a classe CDP(como discutido na subse�c~ao 3.2.2), tendo em vista que o expoente � (se�c~ao 1.2) quegoverna a densidade de s��tios ativos �e igual a 0.
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Cap��tulo 5
Modelo discreto gerador de per�s auto-a�nsde solos

Os conceitos da geometria fractal têm sido largamente usados para descrever e quanti�cara irregularidade na natureza, e propriedades auto-a�ns foram recentemente identi�cadasem v�arios terrenos terrestres [45] e per�s de solos [116]. Diversos trabalhos na ciência dossolos incorporam a geometria fractal na descri�c~ao e modelagem de propriedades e processosf��sicos do solo e para quanti�car a variabilidade espacial dos solos [187, 138, 63, 114].Uma propriedade muito importante intimamente relacionada �a geometria fractal �e arugosidade super�cial do solo, de�nida como a con�gura�c~ao do microrelêvo do solo. Arugosidade super�cial do solo exerce grande in
uência na in�ltra�c~ao de �agua, processoserosivos e efeitos de escoamento. Sua quanti�ca�c~ao �e importante para a compreens~aodo comportamento do solo durante processos de degrada�c~ao, como eros~ao pluvial oumudan�cas abruptas tais como aquelas introduzidas pela aragem [172]. Nos �ultimos anos,um esfor�co consider�avel tem sido feito para simular a estrutura dos solos e, entre os v�ariosmodelos propostos, h�a aqueles que simulam a distribui�c~ao de tamanhos das part��culas[114], a rugosidade super�cial do solo [187, 32], a morfologia da estrutura de poros [139],etc. As principais propriedades consideradas nesses modelos s~ao a dimens~ao fractal dasuperf��cie do solo, D, a distribui�c~ao dos tamanhos das part��culas (PSD), a distribui�c~aode tamanhos dos poros, al�em, claro, da rugosidade super�cial.Neste cap��tulo propomos um modelo simples, de�nido em uma rede, para simular aestrutura de um solo e reproduzir sua rugosidade super�cial. Basicamente, utilizamosas id�eias de crescimento fractal de superf��cies [13] para gerar per�s aproximadamenteauto-a�ns, no sentido que as propriedades de escala desses per�s s~ao v�alidas somenteem uma faixa limitada de valores. A dimens~ao fractal dos per�s gerados foi medidae comparada com os dados experimentais. As duas principais contribui�c~oes de nossomodelo �e considerar uma distribui�c~ao no tamanho das part��culas segundo uma dada leide potência e permitir diferentes morfologias para os agregados. At�e onde sabemos,essas caracter��sticas n~ao haviam sido consideradas ainda por nenhum outro modelo e s~ao96



respons�aveis pela estrutura dos \solos" gerados em nosso modelo.O cap��tulo est�a organizado da seguinte maneira: na se�c~ao a seguir, apresentamos umadescri�c~ao detalhada do modelo, onde mostraremos como obter a distribui�c~ao de tamanhosem lei de potência e descrevemos os algoritmos utilizados para gerar as morfologias dosagregados. Tamb�em apresentamos um breve sum�ario da teoria de crescimento fractal desuperf��cies. Em seguida, apresentamos os resultados considerando diferentes dimens~oesde fragmenta�c~ao e v�arios tamanhos m�aximos para os agregados. Finalmente, na �ultimase�c~ao, apresentamos nossas conclus~oes e perspectivas.5.1 O ModeloA principal motiva�c~ao para de�nirmos o modelo encontra-se na capacidade do mesmo emreproduzir as principais propriedades observadas em solos agr��colas, como auto-a�nidade eestrutura de poros. O modelo deve possuir tamb�em alguns parâmetros de controle, comoa dimensionalidade da distribui�c~ao dos tamanhos das part��culas (agregados) que ser~aodepositados e a massa do maior agregado. Apenas com esses dois parâmetros esperamosreproduzir a variabilidade estrutural observada em solos naturais.
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Figura 5.1: Distribui�c~ao de tamanhos de agregados gerada em uma simula�c~ao, com Mmax = 1000.O raio das part��culas �e calculado via a express~ao: r = pM=�, que aproxima os agregados por esferas(discos) de massa (�area) M . Note que a distribui�c~ao obedece uma lei de potência pelo menos para umad�ecada.A distribui�c~ao dos tamanhos dos agregados possui a forma de uma lei de potência [138,97



63], cujo expoente, Df , �e um dos parâmetros do sistema, e �e chamada de dimens~ao defragmenta�c~ao. Em contraste com os modelos cl�assicos de�nidos em uma rede, nos quaistodas as part��culas tem a mesma morfologia, esse modelo simula a variabilidade de solosnaturais gerando agregados atrav�es de um dado algoritmo. Neste trabalho, consideramosdois algoritmos diferentes: um considerando a percola�c~ao de liga�c~oes e outro constru��doa partir do modelo de Eden.As principais vantagens em se trabalhar com modelos de�nidos na rede s~ao a simplicidadepara se montar os algoritmos e a velocidade de execu�c~ao dos programas, o que possibilitaa simula�c~ao de sistemas relativamente grandes (at�e L = 105 s��tios) e deposi�c~ao de umaenorme quantidade de part��culas (� 109). Essa quantidade de part��culas depositadass~ao necess�arias a�m de se evitar o efeito de uma adi�c~ao constante de microvariabilidadealeat�oria, representada pela morfologia dos agregados.

Figura 5.2: Morfologias geradas pelo algoritmo de percola�c~ao de liga�c~oes. Acima: Algumas morfologiaspara Mmax=50, três agregados s~ao mostrados. Note a estrutura porosa e o formato aleat�orio,caracter��sticas observadas em solos. Abaixo: Algumas morfologias para Mmax=500.Consideraremos a estrutura do solo como composta de um conjunto de part��culas eagregados cujos raios s~ao distribu��dos segundo a rela�c~ao, conhecida como a lei emp��ricade Turcotte [138],N(r > R) � R�Df ; (5.1)onde N(r > R) �e o n�umero acumulado de part��culas (ou agregados) com raio r maior queR, e Df �e a dimens~ao de fragmenta�c~ao da distribui�c~ao de tamanhos das part��culas (PSD).Existe alguma controv�ersia na literatura a respeito da faixa de valores permitidos paraDf . Tyler e Wheatcraft [168] argumentam que Df < 3, pois, considerando-se as hip�otesesusuais (densidade constante, part��culas esf�ericas, etc.) a distribui�c~ao de massas escalacom M(r > R) � RD � R3�Df , onde D �e dimens~ao fractal do solo e somente os valoresDf < 3 teriam sentido f��sico, considerando uma distribui�c~ao fractal. Martin e Taguas [114]98



apresentaram v�arios argumentos matem�aticos suportando essa conjectura e realizaramsimula�c~oes de algumas PSD. Entretanto, existem v�arios resultados experimentais queapontam para o contr�ario, conforme o apresentado por Perfect e Kay [138], onde afaixa dos valores encontrados foi 2:6 < Df < 3:5. Gimenez et al [2] tamb�em a�rmamque n~ao h�a uma nenhuma rela�c~ao experimental entre a dimens~ao fractal e a dimens~aode fragmenta�c~ao. Neste trabalho, consideramos que a hip�otese de densidade constanten~ao deve manter-se v�alida �a medida que o raio m�edio das part��culas cres�ca, devido �apresen�ca de poros na estrutura. Portanto, dimens~oes de fragmenta�c~ao maiores que trêss~ao poss��veis, a princ��pio.

Figura 5.3: Deposi�c~ao utilizando o algoritmo de percola�c~ao por liga�c~oes. A) deposi�c~ao t��pica em umarede com L =100, 5000 part��culas depositadas, Mmax=10 e Df = 3.0. B: o mesmo, com Df = 1.0 e 2500part��culas depositadas. Note a variabilidade da estrutura do solo simulado com a varia�c~ao da dimens~aode fragmenta�c~ao. As part��culas em destaque correspondem a �ultima camada depositada.Uma classi�ca�c~ao geral para a classi�ca�c~ao dos tamanhos dos agregados �e a seguinte [129]� areia: 50 < r < 2000�m� aluvi~ao: 2 < r < 50�m� argila: r < 2�m.As percentagens de cada tamanho de agregado pode variar bastante em solos reais. Nemeset al [129] propuseram uma padroniza�c~ao para a classi�ca�c~ao dos solos europeus utilizandov�arios dados experimentais.Os dois parâmetros do modelo s~ao a dimens~ao de fragmenta�c~ao, Df , e o n�umero de massam�aximo permitida para os agregados, Mmax. A cada instante de tempo, o algoritmosorteia um n�umero de massa, M ; se M > 1, uma con�gura�c~ao aleat�oria �e selecionada deacordo com a morfologia desejada; neste trabalho, utilizamos a percola�c~ao de liga�c~oes,99



onde a con�gura�c~ao de um agregado corresponde a um aglomerado com tamanho M ,e o modelo de Eden do tipo C, tal como descrito na se�c~ao 2.1, onde depositamos Mpart��culas em uma rede quadrada com uma semente ocupando o s��tio central (simetriaesf�erica). Nas Figuras 5.2 e 5.4, mostramos algumas das poss��veis morfologias para osagregados. Com apenas esses parâmetros, o modelo �e capaz de reproduzir de maneirasimples a variabilidade estrutural encontrada nos solos naturais.Na Figura 5.1 apresentamos uma PSD t��pica gerada pelo algoritmo do modelo. Essa PSD�e constru��da considerando que os agregados podem ser aproximados por discos, de talmodo que existe uma rela�c~ao direta entre a massa e o raio do agregado, que �e utilizadapara se construir a PSD.

Figura 5.4: Morfologias geradas pelo modelo de Eden. Acima: Poss��veis morfologias para M = 50. Trêsagregados s~ao mostrados em cada caso. Note que com o algoritmo de Eden os agregados formados s~aomenos fragmentados e possuem uma simetria esf�erica predominante, mais pr�oximos dos encontrados emsolos reais.A deposi�c~ao de cada agregado obedece o modelo de deposi�c~ao s�olido-sobre-s�olido comrelaxa�c~ao super�cial [13]. A posi�c~ao inicial para a deposi�c~ao �e escolhida aleatoriamenteentre os L s��tios da rede, e o aglomerado segue uma linha reta (em rela�c~ao ao seu centrode massa) at�e o primeiro toque na superf��cie do \solo" (n~ao s~ao permitidas rota�c~oes paraas part��culas). Ent~ao, o algoritmo simula a relaxa�c~ao super�cial para o aglomerado, ques�o se adere ao substrato quando o m��nimo local de energia potencial for alcan�cado. Aescolha desse mecanismo �e baseada no comportamento real de agregados em superf��ciesnaturais.Considerando a teoria de crescimento de superf��cies, a deposi�c~ao s�olido-sobre-s�olido per-tence �a classe de universalidade da equa�c~ao de Edwards-Wilkinson, descrita no cap��tulo2, e a rugosidade das interfaces obtidas deve obedecer a rela�c~ao de Family-Vics�ek. Naclasse EW, em d = 1, os expoentes cr��ticos s~ao conhecidos exatamente: � = 1=2, z = 2.Outra classe de universalidade relacionada �a deposi�c~ao SOS �e a da equa�c~ao de Kardar-Parisi-Zhang, tamb�em apresentada no cap��tulo 4. Nesse caso, os expoentes exatos s~ao:� = 1=2, z = 3=2. 100



Desse modo, realizamos simula�c~oes em d = 1 a�m de testar a in
uência dos parâmetrosdo modelo (Df e Mmax) nos valores medidos para os expoentes e na dimens~ao fractal dosper�s obtidos, e comparamos os resultados com os dados experimentais dispon��veis. Adimens~ao fractal �e obtida atrav�es da rela�c~ao D = d�H (vide Apêndice C), onde H �e oexpoente de Hurst.

Figura 5.5: A) Deposi�c~ao de 5000 part��culas com o algoritmo de Eden, em uma rede com L=100,Mmax=10 e Df=3.0; B) o mesmo, para 2500 part��culas depositadas e Df = 1.
5.2 ResultadosRealizamos simula�c~oes utilizando substratos unidimensionais com at�e L = 105 sit��os, masna maioria das amostras usamos L = 103. Os resultados correspondem a uma m�edia sobre20 amostras para cada par de valores dos parâmetros, onde cada uma delas possui umasequência de deposi�c~ao pr�opria para os agregados. O n�umero de agregados depositadosem cada amostra foi de N = 108, mas em alguns casos utilizamos at�e 109 part��culas.Calculamos a rugosidade, w(L; t), de�nida porw2(L; t) = 1L LXi=1 �hi(t)� h(t)�2 ; (5.2)em fun�c~ao dos parâmetros do modelo, como mostrados nas Figuras 5.6 e 5.7, considerandoa percola�c~ao de s��tios e o modelo de Eden, respectivamente. Note que a rugosidade101



de satura�c~ao �e atingida ap�os cerca de N � 107 part��culas depositadas. A dimens~aofractal do per�l �nal �e estimada utilizando-se o expoente de Hurst, H, tal qual detalhadono Apêndice C. O expoente de Hurst est�a associado �a dimens~ao fractal via a rela�c~aoD = 2�H, onde d = 2 �e a dimens~ao de imers~ao dos per�s. Al�em do m�etodo da an�alisede 
utua�c~oes sem tendência (apresentada no Apêndice C e introduzida por Moreira et al[121]), utilizamos o m�etodo do semivariograma, que usa a fun�c~ao correla�c~ao de alturas e�e o m�etodo usualmente empregado nos experimentos.
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(�) = 12 
[h(x)� h(x + �)]2� ; (5.3)onde � representa a distânica entre os pontos, h(x) a altura na posi�c~ao x e os h:::irepresentam uma m�edia sobre todo o dom��nio de h(x). Esse m�etodo �e especialmente �utilnos casos onde os dados n~ao s~ao regularmente espa�cados, e por esta raz~ao, �e largamenteutilizado para estimar a dimens~ao fractal em per�s de solos [138].Nas Figuras 5.6 e 5.7, mostramos a evolu�c~ao da rugosidade para os per�s simulados,considerando os algoritmos de percola�c~ao e do modelo de Eden, respectivamente, e v�arios102
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Cap��tulo 6
Conclus~oes e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos um estudo te�orico e simulacional do crescimento de interfacesrugosas auto-a�ns e analisamos as superf��cies obtidas utilizando conceitos fractais. Entreas contribui�c~oes originais, destacamos o m�etodo do expoente de crescimento para detec�c~aode transi�c~oes de fase, capaz de determinar com alta precis~ao as linhas de transi�c~aotanto para transi�c~oes cont��nuas quanto descont��nuas. A grande vantagem deste m�etodo�e a possibilidade de detec�c~ao de transi�c~oes de fase sem a necessidade de se calcularpotenciais termodinâmicos, parâmetros de ordem ou fun�c~oes resposta, o que diminuiconsideravelmente o custo computacional.Na se�c~ao 3.1 mostramos como o m�etodo pode ser usado para se obter o diagrama defases a partir da representa�c~ao de interfaces do DKCA. Na transi�c~ao, veri�camos que ovalor do expoente �w depende do esquema de atualiza�c~ao utilizado: �w = 0:83(2) para oesquema sim�etrico e �w = 0:61(2) para o n~ao sim�etrico. O m�etodo tamb�em foi aplicadopara se obter a fronteira entre as fases ca�otica e n~ao-ca�otica no DKCA. Finalmente, trêsprescri�c~oes diferentes para a evolu�c~ao conjunta de dois autômatos foi considerada, e cadauma delas resulta em uma fronteira de fases diferente, como mostrado no diagrama defases completo para o DKCA (Figura 3.6).A vantagem do m�etodo do expoente de crescimento para se determinar o diagrama de fasesdo DKCA �e que n~ao h�a a necessidade do sistema alcan�car o estado quase-estacion�ario,como nos m�etodos utilizados por Martins et al [115] e Zebende and Penna [188], o queeconomiza consider�avel tempo de computa�c~ao. Al�em disso, o expoente de crescimentopode detectar a fronteira ca�otica/n~ao-ca�otica muito mais claramente que o m�etodo usualda distância de Hamming, que apresenta 
utua�c~oes muito grandes na transi�c~ao. Essem�etodo tamb�em pode ser utilizado para detectar transi�c~oes de fase em outros modelosonde a representa�c~ao de interfaces pode ser aplicada [10, 41, 142].Outro trabalho original foi a determina�c~ao dos expoentes de escala na representa�c~ao deinterfaces para o autômato de Domany-Kinzel que, por pertencer �a classe de universalidadeda percola�c~ao direcionada, possui grande relevância para diversas �areas. Na se�c~ao 3.2105



estudamos as superf��cies geradas pelos padr~oes espa�co-temporais do DKCA ao longo desuas linhas cr��ticas. Os expoentes cr��ticos, cuja previs~ao te�orica apontava para a classe deuniversalidade da percola�c~ao direcionada, foram medidos utilizando as rela�c~oes tipo lei depotência v�alidas na criticalidade. Exceto no ponto terminal p2 = 1, todos os expoentes deescala con�rmaram as previs~oes da classe DP, no esquema sim�etrico, e a lei de escala �w =�=z foi observada. Em p2 = 1, con�rmamos os valores da classe CDP para os expoentes.Desde que as 
utua�c~oes em regi~oes descorrelacionadas s~ao efetivamente superpostas, n~ao �esurpreendente que os valores aparentes de �w e � s~ao menores no esquema n~ao-sim�etrico.Na transi�c~ao ca�otica/n~ao-ca�otica os expoentes medidos concordam com os valores daclasse DP.J�a na se�c~ao 3.4 �zemos um estudo anal��tico das propriedades quase-estacion�arias para oDKCA. Por envolver somente itera�c~oes, a an�alise num�erica de sistemas com tempo discreto�e mais simples, se comparada a processos com tempo cont��nuo onde h�a a necessidadede integrar equa�c~oes diferenciais. Essa observa�c~ao �e evidente na aproxima�c~ao de ums��tio, mas em n��veis superiores essa vantagem �e compensada pelo fato de haver v�ariastransi�c~oes poss��veis partindo de uma dada con�gura�c~ao, di�cultando a obten�c~ao dosfatores combinat�orios (e.g., �(N;Z;L)), que limitam severamente a an�alise.Um resultado interessante do estudo apresentado �e o comportamento de escala ao longo dalinha cr��tica: ele �e o mesmo tanto para sistemas com tempo cont��nuo (como o processo decontato ou o intimamente relacionado processo de Malthus-Verhulst), quanto para aquelescom tempo discreto. Em particular, o parâmetro de ordem QS decresce proporcionalmentea � 1=L1=2 em ambos os casos, enquanto o tempo de vida do estado QS cresce com � L1=2.Embora a universalidade do comportamento de escala global j�a poderia ter sido antecipadocom base no teorema central do limite, a similaridade estende-se para detalhes da formada fun�c~ao de escala que governa a distribui�c~ao de probabilidades QS, e tamb�em paraos momentos associados. Portanto, a situa�c~ao �e an�aloga �a encontrada numericamenteem estudos de transi�c~oes de fase para um estado absorvente: n~ao somente os expoentescr��ticos, mas tamb�em os momentos e o parâmetro de ordem assumem valores universaisno ponto cr��tico [40].No cap��tulo 4 utilizamos o m�etodo do expoente de crescimento em simula�c~oes, e aproxi-ma�c~oes de campo m�edio, considerando um s��tio e um par, para construir o diagrama defases do BPCA, para p3 = 1 e p3 = 0. O m�etodo �e capaz de detectar as transi�c~oes cont��nuase descont��nuas do modelo, bem como pode ser usado nas transi�c~oes de espalhamento dedanos. Os valores obtidos para os expoentes indicam que todas as transi�c~oes cont��nuaspertencem a classe de universalidade da percola�c~ao direcionada, enquanto os expoentemedido na transi�c~ao descont��nua concordam com a previs~ao da classe de percola�c~aodirecionada compacta. Na aproxima�c~ao de campo m�edio, encontramos uma linha depontos tricr��ticos no espa�co de fases, considerando um s��tio e um par, que denota a grandecomplexidade do diagrama de fases do BPCA. Al�em disso, para p3 = 0, encontramos umatransi�c~ao ca�otica reentrante, que foi con�rmada pelas simula�c~oes. Essas duas particulari-106



dades foram observadas pela primeira vez em modelos utilizando autômatos celulares.O modelo de gera�c~ao de per�s auto a�ns de solos �e outra contribui�c~ao original e quepossui aplicabilidade bem mais extensa do que o originalmente proposto; de fato, qualquersistema onde h�a uma distribui�c~ao no tamanho das part��culas e diferentes morfologiaspara cada uma delas pode ser simulado com o algoritmo proposto, como por exemplo, nadeposi�c~ao de pol��meros.Dessa forma, vimos no cap��tulo 5 ummodelo in�edito para simular a estrutura de solos e suarugosidade super�cial. Dois parâmetros foram usados para controlar os per�s simulados:o tamanho m�aximo das part��culas e a dimens~ao de fragmenta�c~ao. As principais inova�c~oesdo modelo s~ao a possibilidade de se gerar morfologias aleat�orias para os agregados,utilizando modelos de morfogênese previamente escolhidos, e a distribui�c~ao de tamanhosde agregados segundo uma lei de potência em rela�c~ao ao raio m�edio dos agregados. Essasduas caracter��sticas n~ao haviam sido estudadas por nenhum outro modelo descrito naliteratura, e por si s�o s~ao capazes de reproduzir a variabilidade observada em solosnaturais.Os resultados obtidos mostram boa concordância do expoente de Hurst com os valoresexperimentais. Tamb�em observa-se uma forte dependência do expoente de crescimentocom os parâmetros do modelo: �a medida que Mmax cresce (ou a dimens~ao de fragmen-ta�c~ao diminui), o valor do expoente �w afasta-se da classe EW (� = 1=4), e aproxima-se daclasse KPZ (� = 1=3). Desse modo, o aumento do raio m�edio das part��culas depositadascorresponde �a introdu�c~ao de correla�c~oes n~ao-lineares no sistema. Esses resultados s~aoobservados independentemente do algoritmo de morfogênese considerado.PerpectivasNossas perspectivas se concentram na simula�c~ao do autômato de Domany-Kinzel em d =2, trabalho que j�a se encontra em curso, na realiza�c~ao de simula�c~oes para identi�car asuperf��cie cr��tica no espa�co tridimensional de parâmetros do BPCA e a simula�c~ao domodelo de per�s de solos sobre um substrato bidimensional.Apesar de apresentar uma aplicabilidade maior, a simula�c~ao de sistemas bidimensionaisdemanda recursos computacionais mais robustos, como j�a destacamos no texto. Emparticular, no DKCA bidimensional a atualiza�c~ao de cada s��tio depende do estado deseus quatro vizinhos no instante de tempo anterior. Dessa forma, se consideramos regrastotal��sticas e p0 = 0, existem três parâmetros independentes e, a exemplo do BPCA, odiagrama de fases �e tridimensional. Para contornar essa di�culdade, pretendemos estudaro caso onde p3=1� p1, o que reduz o diagrama de fase apenas a um plano; esse escolha �efeita a partir de crit�erios de simetria. �E interessante notar que na classe de universalidadeDP, 1 � � ' 0:55; 0:27 e 0 para d = 2; 3 e 4, respectivamente. Logo, esperamos que ac�uspide no valor de �w seja bem menos pronunciada em d = 2 e que �w decres�ca na107



transi�c~ao de fases em d = 3.Outras perspectivas poss��veis se concentram na aplica�c~ao do m�etodo do expoente decrescimento em outros modelos, onde poderia ser aplicado para a determina�c~ao de tran-si�c~oes de fase. Resultados preliminares de simula�c~oes mostram que o m�etodo pode seraplicado com sucesso na detec�c~ao da transi�c~ao de fases no modelo de Ising; dessa forma,o m�etodo poderia ser aplicado tamb�em no modelo de Blume-Capel (que �e uma extens~aodo modelo de Ising), onde h�a uma controv�ersia a respeito da localiza�c~ao das linhas detransi�c~ao do diagrama de fases [99].Para o BPCA, nossas expectativas se concentram na determina�c~ao simulacional da su-perf��cie cr��tica no espa�co tridimensional de parâmetros, o que permitiria a veri�ca�c~ao dalinha de pontos tricr��ticos. Caso seja con�rmada por simula�c~oes, esta transi�c~ao colocariapor terra uma conjectura apresentada por Hinrichsen [82], na qual o autor a�rma que,em d = 1, n~ao seria poss��vel a existência de uma transi�c~ao descont��nua entre uma faseabsorvente e uma ativa.Para o modelo de solos, nossas expectativas se concentram na simula�c~ao da deposi�c~ao deagregados com d = 3 sobre substratos bidimensionais, o que seria bem mais veross��meldo ponto de vista experimental. Outra perspectiva �e simular o efeito da chuva sobre osper�s gerados, a�m de veri�car a dependência do expoente de Hurst com o volume dechuva, conforme veri�cado experimentalmente por Vivas Miranda [172]. De fato, esse erao objetivo inicial do intercâmbio realizado pelo autor e �e uma das perspectivas desej�aveisa que nos referimos inicialmente. Dentro dessa mesma categoria est�a nossa expectativada simula�c~ao de outros sistemas utilizando nosso modelo, como por exemplo a deposi�c~aode pol��meros, onde poderia-se um algoritmo de morfogênese apropriado.
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Apêndice A
Hist�orico: o Nascimento de uma NovaCiência

�E um fato not�orio que as teses apresentadas no ramo da F��sica Te�orica di�cilmentefornecem um estudo hist�orico da disciplina e do tema abordado, com indica�c~ao cronol�ogicae sistem�atica das contribui�c~oes relevantes e principais implica�c~oes da �area do conhecimentoem quest~ao para o restante da comunidade cient���ca e a sociedade em geral. Estaabordagem, que denominaremos por \vis~ao hist�orica", desempenha uma fun�c~ao essencialno âmbito da divulga�c~ao cient���ca, pois permite que o leitor possa situar o trabalho nocontexto cient���co geral e a abrangência de seu principais resultados. Na maioria das vezes,estes fatores �cam ocultos por textos demasiado t�ecnicos, restritos a um pequeno n�umerode leitores especializados, e que levam ao extremo o ideal de concis~ao e de especi�cidadeda ciência.Neste trabalho, ousaremos apresentar um apêndice contendo um Hist�orico da F��sica Esta-t��stica, com o intuito de destacar seu papel fundamental na consolida�c~ao e forma�c~ao deparadigmas. A partir de sua origem, logo ap�os o estabelecimento da Termodinâmica eda Teoria Cin�etica dos Gases, iremos estudar seus principais fundamentos e recordar aparticipa�c~ao dos personagens mais importantes para sua forma�c~ao. A seguir, mostraremosa profunda mundan�ca �los�o�ca desencadeada pela compreens~ao e aplica�c~ao de seus princ��-pios, sua rela�c~ao com o advento da F��sica Quântica e da Teoria Atômica da Mat�eria, paraent~ao chegarmos ao seu apogeu: a a�rma�c~ao da Mecânica Estat��stica como disciplinacapaz de tratar com sucesso fenômenos cr��ticos e transi�c~oes de fase, estendendo suaabrangência a quase todos fenômenos naturais, no equil��brio ou fora dele.Finalmente, mostraremos o cen�ario de 
orescimento de uma nova ciência: o estudo doCaos e da Geometria Fractal, e com isto esperamos esbo�car o atual \estado-da-arte"dentro da Mecânica Estat��stica de Fora do Equil��brio. Estas disciplinas têm causadoum forte impacto em diversas �areas da ciência, ao ponto de muitos considerarem queh�a uma mudan�ca de paradigma em curso. Neste trabalho, defendemos uma incipiente\Teoria do Crescimento Fractal", que possui natureza intrinsecamente interdisciplinar, e109



apresentamos uma s��ntese de suas origens, o alcance de suas aplica�c~oes e sua generalidadena �ultima se�c~ao do cap��tulo.Desse modo, acreditamos que ao �nal desta vis~ao hist�orica ser�a poss��vel identi�car asprincipais motiva�c~oes desta Tese, destacar sua relevância e inser��-la no contexto cient���coatual.Para a elabora�c~ao deste cap��tulo, utilizamos diversas fontes que n~ao ser~ao citadas repetida-mente, em prol de uma leitura com maior 
uidez; por�em, �e mister que sejam devidamentereconhecidas, antes de come�carmos a reproduzi-las: a principal referência nas duas pr�o-ximas se�c~oes foi a obra de Stephen G. Brush [25] que fornece uma vis~ao completa dosurgimento da Termodinâmica e da F��sica Estat��stica e o papel da �ultima na consolida�c~aoda Teoria Atômica da Mat�eria; al�em dessa, outra fonte rica em detalhes para estas se�c~oesfoi a biogra�a de Einstein escrita por Albert Pais [133], principalmente no per��odo inicialdo s�eculo XX. Outras obras utilizadas nesta etapa foram: os textos brilhantes de HerbertB. Callen [29], Dietrich Stau�er e H. Eugene Stanley [163], Lev Davidovitch Landau [98]e H. E. Stanley [158], e em menor parte as obras de Reif [143], S.K. Ma [106], MichaelPlischke e Birger Bergensen [141], R. K. Pathria [134], entre outros.J�a na �ultima se�c~ao as principais referências s~ao em geral obras bem mais recentes comoos trabalhos de Paul Meakin [117], Albert L�azlo Barab�asi e H. E. Stanley [13], Tam�asVics�ek [170], Annick Lesne [102] e Hermann Haken [71], os textos de divulga�c~ao cient���cade Roger Penrose [137] e James Gleick [64], e ainda coletâneas de artigos como as deFereydoon Family e Tam�as Vics�ek [54] e Leo P. Kadano� [86], entre v�arios outros trabalhose obras relevantes, que ser~ao devidamente citados nos pr�oximos cap��tulos, quando osestudaremos mais detalhadamente.Preâmbulo: o Papel da Teoria na Consolida�c~ao, Quebra e Forma�c~ao de Para-digmasAntes de iniciarmos a discuss~ao, �e necess�ario que se esclare�ca o conceito de paradigma;segundo uma corrente de historiadores da ciência, articulada por Alexander Koyr�e, Tho-mas Kuhn, Imre Lakatos, entre outros, a origem e destino de uma hip�otese cient���ca n~aodepende tanto de sua adequa�c~ao a dados experimentais, sendo mais importante sua rela�c~aocom a teoria j�a estabelecida, com o n�ucleo de um programa cient���co em curso, ou coma cren�ca metaf��sica do mundo em um dado momento - o paradigma dominante em umasociedade. Portanto, um paradigma n~ao diz respeito somente a modelos, princ��pios ouleis de uma teoria, mas abrange ainda o rol de quest~oes a serem consideradas de interessecient���co e at�e os poss��veis exemplos de solu�c~oes v�alidas. Cientistas que partilham umparadigma formam uma comunidade herm�etica, que di�cilmente questiona sua validade,perpetuando-o em seus livros, trabalhos e encontros cient���cos e at�e no provimento decargos dentro das institui�c~oes de pesquisa. Vista sob este ângulo, uma poss��vel transi�c~aoentre paradigmas s�o seria poss��vel por um processo descont��nuo, levando ao conceito de110



\Revolu�c~oes Cient���cas", largamente divulgado pela corrente j�a citada.Dentro desse contexto, tanto a Termodinâmica quanto a F��sica Estat��sitica s~ao conside-radas contra-exemplos, j�a que, a despeito das profundas mudan�cas decorrentes de seuspostulados, estas disciplinas se estabeleceram lenta e gradualmente, muita vezes atrav�esde longos e acalorados debates. Talvez por isso, n~ao lhes �e atribu��do nenhum papelrelevante no estabelecimento de paradigmas, nem lhes �e associada nenhuma \revolu�c~ao".Neste trabalho, faremos um questionamento dessa perspectiva, abordando três momentosonde a F��sica Estat��stica desempenhou papel fundamental no estabelecimento, quebra eposs��vel forma�c~ao de paradigmas:� A forma�c~ao do paradigma determinista e a consolida�c~ao da Termodinâ-mica, onde relataremos como a concep�c~ao aristot�elica foi abandonada em prol dom�etodo cient���co, como ocorreu a ascens~ao do mecanicismo concomitante ao longoestabelecimento da Termodinâmica, e a formula�c~ao do primeiro modelo reducionista:a Teoria Cin�etica dos Gases;� O nascimento da F��sica Estat��stica e subsequente quebra do paradigmadeterminista, onde apontaremos o papel da F��sica Estat��stica no surgimento daF��sica Quântica, a supremacia da interpreta�c~ao probabil��stica da natureza, e osprim�ordios da Teoria de Transi�c~oes de Fase e de Fenômenos Cr��ticos;� O apogeu da Mecânica Estat��stica, o modelo de Ising, a solu�c~ao de Onsager,o Grupo de Renormaliza�c~ao e a hip�otese de Escala; simula�c~oes computacionais,sistemas complexos e o 
orescimento do Caos e dos Fractais: a forma�c~ao de umnovo paradigma?Os historiadores da c�ência s~ao unânimes em reconhecer duas \Revolu�c~oes Cient���cas"desde a renascen�ca: a Primeira Revolu�c~ao Cient���ca, oriunda dos trabalhos de Cop�ernico,Kepler, Galileu, Descartes e Newton, foi respons�avel pela concep�c~ao mecanicista danatureza e pelo princ��pio da causalidade, permitindo a ascen�c~ao do determinismo; asegunda Revolu�c~ao Cient���ca �e associada �as teorias de Maxwell, Planck, Einstein, Heisen-berg e Schr�odinger, e implicou no abandono do determinismo em prol de uma interpreta�c~aoprobabil��stica da natureza, cujo signi�cado �los�o�co �ultimo permanece obscuro. Osdois primeiros momentos destacados acima correspondem exatamente �as duas primeirasRevolu�c~oes Cient���cas; desse modo, na pr�oxima se�c~ao nos ocuparemos do primeiro mo-mento, enquanto o segundo ser�a o tema abordado na se�c~ao seguinte. Deixaremos para a�ultima se�c~ao a an�alise do terceiro momento, que se estende aos dias atuais.111



A.1 O Surgimento da Termodinâmica e a Consolida-�c~ao do Paradigma DeterministaEste primeiro momento se estendeu pelos s�eculos XVI a XIX, per��odo ao longo do qualse ergueu o paradigma determinista, sustentado por três pilares: o m�etodo cient���co, acausalidade e o reducionismo. Este per��odo corresponde tamb�em �a lenta consolida�c~aoda Termodinâmica, que esteve intrinsecamente relacionada ao estabelecimento dos doisprimeiros, enquanto que o terceiro �e associado ao surgimento da Teoria Cin�etica dos Gases.O conceito da Termodinâmica como a parte da F��sica que estuda os processos de trans-forma�c~ao de energia e o comportamento macrosc�opico dos sistemas envolvidos, deixaexpl��cito o car�ater fenomenol�ogico da teoria, ao limitar o escopo da disciplina �a leisestritamente emp��ricas. J�a segundo Herbert Callen [29], esta seria \o estudo das restri�c~oessobre as poss��veis propriedades da mat�eria que decorrem de propriedades de simetria de leisfundamentais da F��sica", conceito mais abrangente, que revela tanto o car�ater universalda teoria quanto seu car�ater axiom�atico. O que est�a impl��cito nestes conceitos �e a estreitarela�c~ao entre eles e o estabelecimento da 1a Lei da Termodinâmica, ou \Lei de Conserva�c~aoda Energia", um dos mais longos processos na hist�oria da ciência, que se estendeu pormais de 200 anos.Remontar suas origens �e uma �ardua tarefa, haja visto o longo e tortuoso caminho en-frentado pela disciplina at�e o seu conceito atual. Desde a primeira formula�c~ao de umprinc��pio de conserva�c~ao no s�eculo XVII, at�e o enunciado �nal da 2a lei na segunda metadedo s�eculo XIX, foram dois s�eculos de debates acirrados, durante os quais muitos mitosforam derrubados, v�arios cientistas condenados ao ostracismo e outros imortalizados porsuas contribui�c~oes. Ao �m desse per��odo, veri�cou-se a substitui�c~ao da vis~ao de mundoaristot�elica pelo paradigma determinista (newtoniano-cartesiano).Durante toda a Idade M�edia, o pensamento aristot�elico foi predominante na Europae no ocidente, em boa parte gra�cas �a Igreja que canonizou suas id�eias, impondo-ascomo a verdade revelada e inconteste, pois estas se adequavam aos interesses clericaisda �epoca. De fato, ao entrarmos em contacto com a obra do grande Arist�oteles (384-322 AC), mesmo hoje somos tomados por uma enorme admira�c~ao, seja pela amplitude egeneralidade de seu trabalho, seja pela exorbitante for�ca intelectiva do �l�osofo grego.Portanto, n~ao �e surpreendente que sua cosmologia tenha sobrevivido durante tantoss�eculos ap�os ser proposta e, at�e hoje, n~ao raro se manifesta no senso comum. Emrela�c~ao ao estabelecimento da ciência moderna, essencialmente s~ao três os aspectos dosTratados F��sicos [6] que estaremos interessados: a concep�c~ao aristoteliana de movimento,contida no ensaio F��sica [6], a vis~ao geocêntrica do universo defendida em Dos C�eus [6],e a cren�ca na continuidade da mat�eria em detrimento do atomismo, expressado em DaGera�c~ao e Corrup�c~ao [6]. Estas concep�c~oes foram perpetuadas durante a Idade M�edia edelas derivaram-se dois \conceitos" largamente admitidos no per��odo: de que a natureza112



possuiria \horror ao v�acuo", j�a que este inexistente por de�ni�c~ao, pois uma substânciatênue, inerte e perfeitamente el�astica - o \�eter", deveria preencher uniformemente todo oespa�co, a�m de possibilitar a propaga�c~ao de luz e de calor.O marco inicial da ciência moderna �e a obra de Nicolau Cop�ernico (1473-1543) sobreas revolu�c~oes das �orbitas celestes, estabelecendo o sistema heliocêntrico. Entretanto, oheliocentrismo s�o obteve reconhecimento ap�os o m�etodo cient���co introduzido por GalileuGalilei, que tamb�em representou o in��cio de uma longa e con
ituosa cis~ao entre religi~ao eciência. Somente no s�eculo XIX, ap�os o estabelecimento do m�etodo cient���co, o Raciona-lismo passou a prevalecer na elabora�c~ao de teorias cient���cas, fazendo com que os dogmascanônicos fossem banidos de�nitivamente.Galileu Galilei (1564-1642) foi o principal divulgador do heliocentrismo e respons�avelpor retirar a principal obje�c~ao ao modelo introduzindo o princ��pio de in�ercia; atrav�esdele, Galileu explicou porque n~ao percebemos o movimento da Terra, mesmo estandoem rota�c~ao e transla�c~ao em torno do Sol. At�e ent~ao, o dogma rezava que a Terra estariaest�atica e no centro do universo, palco central da cria�c~ao divina. Por seu trabalho, Galileuhoje �e um dos patronos da ciência moderna, mas em sua �epoca foi condenado como heregeem 1633, e somente 350 anos depois (1983!) a Igreja reconheceu seu erro. No c�elebre AsDuas Novas Ciências (1638), Galileu lan�cou as principais id�eias sobre o movimento decorpos acelerados na superf��cie terrestre, formulou pela primeira vez um princ��pio dein�ercia e apresentou uma discuss~ao sobre o atomismo. Este trabalho se tornou mais tardeum dos pilares da Mecânica Cl�assica, pois pela primeira vez uma lei f��sica - queda livre -foi proposta e demonstrada obedecendo uma metodologia cient���ca: observa�c~ao, hip�otesee experimento.Nesta �epoca a Igreja representava um forte entrave para o pensamento cient���co; exemplodisso foi a rejei�c~ao medieval ao atomismo, devido ao seu pretenso car�ater ate��sta. Segundoum antigo argumento do poeta romano Lucr�ecio(99-55 AC), se considerarmos que omundo natural se resume apenas �a `mat�eria (part��culas) e ao movimento', poder-se-iadispensar a existência de agentes sobrenaturais e tamb�em a id�eia de que tudo se mant�emunido gra�cas a um substrato de for�cas e �eteres. Para um pensador medieval, era naturalexplicar a existência de um universo regular e harmônico nesse cen�ario; por outro lado,seria di�cil de crer que part��culas soltas no espa�co vazio, sujeitas apenas a seus pr�opriosmovimentos aleat�orios e a colis~oes com outras part��culas, poderiam resultar na harmoniaceleste observada. Curiosamente, s�o a partir do in��cio do s�eculo XVII foi que o atomismopassou a ser entronizado, gra�cas a um argumento proposto por Pierre Gassendi (1592-1655), no qual os �atomos n~ao determinavam seu pr�oprio movimento mas eram postosa se mover por Deus, como em um intricado mecanismo. Esta �gura de um `Deusrelojoeiro', desenvolvida principalmente por Robert Boyle (1627-1691), foi uma das id�eiasmais populares da �epoca e ajudou a real�car uma concep�c~ao mecanicista da Natureza:esta seria colocada em movimento por Deus em perpetum mobile, e estaria sujeita �as leisf��sicas, que poderiam ser determinadas segundo o m�etodo criado por Galileu.113



Os principais respons�aveis pelo mecanicismo - al�em de Galileu - foram Descartes, Boylee Newton. Ap�os a proposi�c~ao do empirismo por Francis Bacon (1561-1626), patrono daReal Acadêmia de Ciências da Inglaterra, Rene�e Descartes (1596-1650) em seu Discursosobre o M�etodo (1637) sustentou que as teorias deveriam ser preferencialmente deduzidasa partir de fundamentos auto-evidentes no lugar da observa�c~ao, elevando o papel daraz~ao em detrimento do experimento, o que deu origem �a dicotomia empirismo versuspensamento aprior��stico. Apesar de n~ao ser atomista, Descartes contribuiu para estaid�eia, pois acreditava que o espa�co era preenchido por part��culas de todos os tamanhos,sem limita�c~ao (na dire�c~ao do continuum aristot�elico), que se movimentariam presas av�ortices, em turbilh~oes que se repetiriam em todas as escalas. Para suportar suas criativasid�eias, Descartes propôs um `princ��pio de conserva�c~ao' do que chamou de `movimento' -o produto escalar entre massa e velocidade (mv). A vers~ao correta deste princ��pio �ea conhecida Lei de Conserva�c~ao do Momento Linear, enunciada por Christian Huygens(1629-1695), John Wallis e Christopher Wren em 1668.�E importante ressaltar a importância das id�eias de Descartes para o desenvolvimentoposterior da ciência, j�a que desde ent~ao o objetivo da maioria dos cientistas foi corroborarou confrontar as id�eias cartesianas. Isto se aplica ao trabalho de Huyguens, que deixouuma importante contribui�c~ao na conceitua�c~ao da vis viva (ou mv2), uma quantidadealternativa ao movimento cartesiano e que tamb�em seria candidata a uma lei de conserva-�c~ao. De fato, Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) desenvolveria essa id�eia, enunciandoem 1693 o \princ��pio de conserva�c~ao da energia mecânica", que consistia na soma da visviva com a energia gravitacional dos corpos. Mais tarde, no s�eculo XIX, o termo \teoriada vis viva" foi associado �a hip�otese de que o calor contido em um corpo devia-se aomovimento de suas mol�eculas - explicando-se da�� sua posterior denomina�c~ao como energiacin�etica.Por�em, durante o �m do s�eculo XVII, havia uma grande controv�ersia em rela�c~ao aoconceito de vis viva: cartesianos associavam-na ao produto mv enquanto os seguidores deLeibnitz utilizavam o produto mv2; modernamente, sabemos que ambas as vis~oes podemser utilizadas na medida do movimento, bastando se alterar a vari�avel associada a umafor�ca: se for aplicada durante um intervalo de tempo, uma for�ca causa um incremento nomomento; se aplicada ao longo de uma certa distância, implica em um acr�escimo na energiacin�etica. Essa compreens~ao do problema s�o foi poss��vel ap�os sir Isaac Newton (1642-1727)apresentar seus Philosophi� Naturalis Principia Mathematica em 1687, e conceber quefor�cas impulsivas atuando em colis~oes s~ao similares a for�cas cont��nuas atuando a distância.Newton desempenhou papel fundamental para a consolida�c~ao do determinismo. Atrav�esdas equa�c~oes de movimento enunciadas em suas Leis, se em um dado instnte a posi�c~aoe velocidade de uma part��cula eram conhecidos, ent~ao era poss��vel prever a trajet�oriadaquele ponto material em qualquer momento posterior; este enunciado ilustra o \princ��-pio de causalidade", intr��nseco �as leis determin��sticas. Uma contribui�c~ao marcante desseper��odo �e a \mente divina" imaginada por Pierre Simon Laplace (1749-1827), que seria114



capaz de saber as posi�c~oes e velocidades de cada part��cula al�em, �e claro, de conhecer as Leisde Newton; portanto, para esta \mente divina" seria prever exatamente o comportamentode qualquer sistema, numa esp�ecie de \determinismo absoluto" que d�ecadas mais tardeacabarai por suscitar quest~oes acerca do livre arb��trio.Outro conceito essencial derivado do trabalho de Newton foi o princ��pio de a�c~ao �a distân-cia. Na concep�c~ao mecanicista, uma for�ca entre dois corpos s�o existiria se houvesse ummeio que os interligasse; de fato o pr�oprio Newton era mecanicista, e comungava a cren�cacartesiana de que somente for�cas de contacto impulsivas deveriam existir na natureza;entretanto, ap�os derivar sua segunda lei para for�cas impulsivas, F = ma (que somente foiescrita nesta forma por Euler em 1750), Newton utilizou-se de uma controvertida alegoriapict�orica (veja Brush [25]) para tratar o efeito gravitacional em um planeta em �orbita, econcebeu que, no limite onde for�cas impulsivas individuais fossem muito fracas, mas emn�umero e frequência elevad��ssimos, estas seriam equivalentes a for�cas cont��nuas agindoa distância. Portanto, nesse limite tanto for�cas impulsivas de contacto quanto for�cascont��nuas de a�c~ao �a distância eram conceitos v�alidos para descrever fenômenos naturais.Estendendo este conceito para o movimento das mol�eculas em um g�as, percebemos quea press~ao exercida por um g�as pode ser vista como o limite cont��nuo da in�nidade dechoques moleculares individuais. Esta concep�c~ao, originalmente apresentada por Newton,foi crucial para a formula�c~ao de um modelo cin�etico molecular para os gases.A Press~ao Exercida por um G�as e os Prim�ordios da Teoria Cin�eticaO \horror ao v�acuo", que Arist�oteles a�rmava como um dos princ��pios da Natureza,foi sistematicamente posto a prova pelos cientistas durante o s�eculo XVII, atrav�es dev�arios experimentos; Galileu em 1638 demonstrou, utilizando bombas de suc�c~ao, queuma coluna de �agua n~ao poderia ser al�cada al�em de aproximadamente 9m, impondoum limite para o fenômeno; o italiano Evangelista Torricelli (1608-1647) teve a id�eia deutilizar merc�urio no experimento, e inventou seu famoso barômetro. Blaise Pascal (1623-1662) demonstrou que a altura da coluna de merc�urio do barômetro de Torricelli variavacom a altitude; o trabalho de Jean Pecquet, sugerindo que o ar podia seria compostopor pequenos pontos materiais capazes de se expandir quando submetidos ao v�acuoe, consequentemente, exercer press~ao. A culminância destes trabalhos ocorreu com asinvestiga�c~oes do f��sico ingês Robert Boyle (1627-1691), celebrizado pela lei entre press~ao evolume, PV = constante, v�alida quando a temperatura �e mantida �xa. Boyle demonstroude maneira indubit�avel que a press~ao atmosf�erica era a respons�avel pela eleva�c~ao da colunade merc�urio no barômetro de Torricelli, assumindo para isto a hip�otese de que o ar eraconstitu��do de pequenas 'molas' densamente empacotadas, que se manteriam afastadasuma das outras devido a cont��nuas colis~oes.Nesse ponto, retornamos ao trabalho de Newton: utilizando-se do conceito de um g�asest�atico, composto por part��culas est�aticas que se repelissem, Newton conjecturou que se115



este modelo estivesse correto, ent~ao era poss��vel derivar a lei de Boyle, considerando queas for�cas de repuls~ao entre as part��culas s~ao inversamente proporcionais �a separa�c~ao entreelas. Devido a esta conjectura, muitos cientistas creditaram erroneamente a Newton aprova que um g�as era formado por part��culas. De fato, a discuss~ao sobre a realidadef��sica dos �atomos ainda resistiria por mais de uma centena de anos, mas j�a havia tomadoforma um modelo molecular para os gases.Leonhard Euler(1707-1783) re�nou as id�eias de Newton, expressando-as em uma formamatem�atica bwm mais clara. Utilizando-se de um controverso conceito de part��culasmovendo-se em turbilh~oes sobre o �eter, Euler foi capaz de prever que PV / Nmv2 (ondeN �e o n�umero de part��culas). Por este trabalho, Euler �e considerado por alguns como oprimeiro a propor ummodelo cin�etico para um g�as; por�em, ao supor uma origem rotacionalpara a velocidade v das part��culas, e n~ao translacional como deveria, este cr�edito se tornaindevido.Euler foi o maior expoente de um grupo de matem�aticos sui�cos que, anos ap�os a morte deNewton, retomou seus trabalhos e foi respons�avel pelo desenvolvimento de boa parte doque chamamos hoje de Mecânica Cl�assica: James Bernoulli (1654-1705), conhecido porsua teoria das probabilidades, foi o primeiro a estabelecer um princ��pio de conserva�c~aopara momento angular em 1686; como j�a vimos, Euler escreveu a 2a Lei de Newtonna forma F = ma e, juntamente com John Bernoulli (1667-1748), mostrou como umavasta gama de problemas em mecânica podem ser formulados e resolvidos utilizando oc�alculo diferencial - a vers~ao de Leibnitz para o c�alculo de Newton. Ap�os o matem�aticofrancês Jean LeRond d'Alembert (1717-1783) descobrir a equa�c~ao diferencial para umacorda vibrante, Daniel Bernoulli propôs sua solu�c~ao utilizando modos de vibra�c~ao. Euler,d'Alembert, John e Daniel Bernoulli (pai e �lho) foram os fundadores da hidrodinâmica,al�em de contribu��rem para a teoria de elasticidade, mecânica celeste, e outras v�ariasdisciplinas, estabelecendo um sistema uni�cado e sistem�atico para todos os problemas naf��sica, astronomia e engenharia da �epoca.Daniel Bernoulli (1700-1782) �e de fato reconhecido como pai do primeiro modelo cin�eticopara gases tal como concebido modernamente. Bernoulli imaginava um g�as compostopor uma in�nidade de part��culas, que se movimentariam com uma mesma velocidade v,teriam um mesmo diâmetro d, estariam separadas por uma distância D uma das outrase contidas em um volume V ; este volume poderia suportar um pist~ao gra�cas �a press~ao Pexercida pelos impactos das part��culas. A partir deste modelo, e considerando resultadosexperimentais de Guillaume Amontons (1663-1705) que apontavam para PV / f(T ),Bernoulli demostrou que:� para varia�c~oes de P e V a temperatura constante, a Lei de Boyle PV = constantese manteria no limite de d=D! 0, e as corre�c~oes poderiam ser calculadas em fun�c~aodesta raz~ao;� se a velocidade das part��culas variasse a volume constante, a corre�c~ao na press~ao116



seria proporcional a v2;� seria poss��vel estabelecer uma escala de temperatura usando a equa�c~ao PV = CT ,onde C �e uma constante; nesse caso, a temperatura T seria proporcional a v2.�E interessante notar que a �unica propriedade que Bernoulli deu para suas part��culasfoi o diâmetro d; para ele, a massa das part��culas era in�nitesimal e, estranhamente,seria poss��vel que um n�umero in�nito de part��culas ocupasse um volume �nito, pois atransferência de momento devido a impactos individuais n~ao era levada em conta naequa�c~ao de estado.Depois de Bernoulli, tardou para que houvesse avan�cos signi�cativos na teoria, e estesvieram do desenvolvimento da qu��mica, com os trabalhos de Dalton, Gay-Lussac e Avo-gadro; em meados do s�eculo XIII, especulava-se que o ar seria composto por dois gases,nitrogênio e oxigênio, que quando separados possu��am densidades diferentes, �a mesmatemperatura e press~ao. Este �ultimo havia sido proposto por Antoine Laurent Lavoisier(1743-1794) para explicar a combust~ao no lugar da teoria do phlogiston medieval. Com aproposi�c~ao da estequiometria por J. B. Richter (1762-1807), capaz de quanti�car as rea�c~oesqu��micas, passou-se um per��odo onde se desejou conhecer as propriedades dos gases e desuas misturas. John Dalton (1766-1844) estabeleceu a `lei das press~oes parciais' baseando-se em um modelo newtoniano para gases, por�em com uma modi�ca�c~ao: em uma misturade gases, a for�ca repulsiva s�o existiria entre mol�eulas de um mesmo g�as, sendo inexistentepara o outro tipo. Dalton foi ainda o respons�avel por idealizar a primeira teoria atômica,ao se concentrar na quest~ao dos pesos moleculares dos elementos; para ele, cada elementodeveria possuir um peso caracter��stico e, ao reagirem, diferentes elementos se combinariamna propor�c~ao de suas massas. Tal racioc��nio levou Dalton a escrever uma tabela para oselementos, na ordem crescente de seus pesos atômicos, e teorizar acerca da maneira pelaqual os elementos se combinariam.Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850) foi um qu��mico francês respons�avel por três desco-bertas no estudo de gases: o estabelecimento da j�a citada lei de expans~ao t�ermica para umg�as (lei de Charles); o estudo da expans~ao livre de um g�as no v�acuo, no experimento queleva seu nome; e a descoberta da \lei de combina�c~ao de volumes", que estabelecia que, nasrea�c~oes gasosas, os reagentes e produtos estavam relacionados entre si por raz~oes entren�umeros inteiros. Esta descoberta indicava que o volume de um g�as era proporcionalsomente ao n�umero de part��culas nele contido, a temperatura e press~ao �xas, e n~aoda forma ou peso do g�as, como propusera Dalton. Portanto, dois litros de hidrogêniopoderiam ser combinados com um litro de oxigênio para a forma�c~ao de dois litros de�agua, ou seja, cada `part��cula' de oxigênio se partiria em duas, uma para cada mol�eculade �agua, o que implicava que uma mol�ecula do g�as poderia conter mais de um �atomo.Mesmo antes de colocada em sua forma �nal, com o trabalho de Amadeo Avogadro (1776-1856) em 1811, Dalton recha�cou a id�eia de que volumes idênticos de gases diferentesconteriam o mesmo n�umero de part��culas; al�em disso, para ele a id�eia de que dois �atomos117



de um elemento poderiam se combinar formando uma mol�ecula era impens�avel, j�a que�atomos do mesmo tipo deveriam se repelir, segundo o modelo newtoniano . Com a hip�otesede Avogadro de que todo g�as possui o mesmo n�umero de mol�eculas, se mantidos �xos apress~ao, o volume e a temperatura, e a corre�c~ao na teoria atômica de Dalton oriunda dotrabalho de Gay-Lussac, foi poss��vel determinar as f�ormulas moleculares corretas para assubstâncias bem como seus pesos moleculares, mas este sistema s�o foi aceito ap�os StanislaoCannizzaro (1826-1910) apresent�a-lo em 1860 em uma forma fechada.Outra contribui�c~ao importante para o desenvolvimento da moderna Teoria Cin�etica foidada por John Herapath (1790-1868), mas sua hist�oria �e um dos exemplos de comoum paradigma vigente pode condenar um cientista ao ostracismo. A despeito de suaexcentricidade (o que de modo algum pode ser motivo para desabonar um cientista!),Herapath pode ser enquadrado como um cientista amador que nutria desejos de publicarseus trabalhos acerca do comportamento de part��culas nas proximidades do Sol, nosPhilosophical Transactions da Real Academia Inglesa. De fato, em seu trabalho Herapathobteve uma rela�c~ao correta entre press~ao, volume e velocidade de um g�as, escrevendoa rela�c~ao: PV / T 2, onde T / mv era chamada de \temperatura verdadeira" porHerapath. Entretanto, Humphry Davy, um ilustre qu��mico que havia sido rec�em eleitopresidente da Real Academia e que defendia a id�eia do calor como uma forma de movi-mento molecular e n~ao como uma substância, foi decisivo para selar a sorte do manuscrito.Apesar de em seu trabalho Herapath suportar esta id�eia atrav�es de um formalismomatem�atico preciso, Davy alegou uma relutância em aceitar que todo o calor de umg�as era devido a seu movimento molecular, o que implicaria em um valor m��nimo para atemperatura (zero absoluto)! Al�em disso, Davy demonstrava repugnância pela id�eia dateoria cin�etica de part��culas livres se movendo no espa�co vazio, com nenhuma intera�c~aoa n~ao ser choques ocasionais! O artigo de Herapath foi rejeitado, o manuscrito se tornoupropriedade da Real Academia e, como era norma, n~ao foi devolvido a seu autor.Mais tarde, apesar de ter publicado outros artigos em revistas menores e um livro dedois volumes (Mathematical Physics) onde retomava sua teoria cin�etica, o trabalho deHerapath permaneceu totalmente desconhecido da comunidade cient���ca. Inicialmente, o�unico cientista conhecido que demonstrou ter lido seu livro foi James Prescott Joule, masdepois William Thomson e James Clerk Maxwell o citariam tamb�em. Apesar de estarem desacordo com a hip�otese de Avogadro, o trabalho de Herapath corroborou a id�eia docalor como uma forma de movimento molecular, uma discuss~ao que ocupava lugar centralem seu tempo.A Natureza do Calor - a Primeira Lei da TermodinâmicaO per��odo 1815 a 1865 foi o crucial para a consolida�c~ao da Termodinâmica e o surgimentoda F��sica Estat��stica. Durante este per��odo houve uma dr�astica mudan�ca no contexto daF��sica, com a entroniza�c~ao da Teoria Cin�etica dos Gases, o que representou um elo para118



disciplinas at�e ent~ao distintas, como mecânica, eletricidade, magnetismo, luz e calor. Adescoberta da lei de transforma�c~ao e conserva�c~ao da energia em 1840, feita independen-temente por v�arios cientistas (Julius Robert Mayer (1814-1878), James Prescott Joule(1818-1889), Ludvig August Colding (1815-1888), Hermann von Helmholtz (1821-1894),entre outros), foi fundamental para o subsequente desenvolvimento da ciência, ao pontode que a F��sica, a partir de 1850, passou a ser denominada como a \ciência que estuda asdiferentes formas de energia e sua transforma�c~ao".A generaliza�c~ao do conceito de energia foi fundamental para o desenvolvimento posteriorda Mecânica Quântica e por isso pode ser considerada como a etapa inicial do longoprocesso que iria destronar o paradigma mecanicista, por�em n~ao pode ser consideradauma \revolu�c~ao"; de fato, sua principal contribui�c~ao foi substituir as explica�c~oes baseadasem substâncias para diferentes fenômenos (como o �eter, o cal�orico, etc.) pela postula�c~aode diferentes tipos de movimento, o que teria forte in
uência em todas as teorias do s�eculoXIX.Em particular, a natureza do calor ocupava um papel central nas discuss~oes, opondo duascorrentes principais: a que defendia o calor como uma substância (o cal�orico), e outradefendendo o calor como uma \onda". O conceito do calor como substância era o maisaceito por volta de 1820, e ainda hoje muitas pessoas acreditam nesse conceito, devidotalvez a m�a compreens~ao de termos como calor espec���co ou calorias, que sem d�uvidaderivam-se do conceito de cal�orico. Laplace utilizou a teoria do cal�orico para calcular avelocidade do som em gases; Newton j�a havia demonstrado a rela�c~ao da velocidade com acompressibilidade utilizando a equa�c~ao de Boyle, mas os resultados divergiam das medidasem cerca de 20 %. Considerando que a propaga�c~ao do som ocorre adiabaticamente (i.e., sem troca de calor com as vizinhan�cas), Laplace encontrou um fator de corre�c~aoproporcional a pcp=cv, onde cp (cv) �e o calor espec���co a press~ao (volume) constante,que ajustou a previs~ao aos valores experimentais. Outros exemplos de aplica�c~oes bemsucedidas da teoria do cal�orico s~ao a teoria matem�atica de condu�c~ao de calor, apresentadapor Joseph Fourrier, e a an�alise de Sadi Carnot para a potência motiva do calor emm�aquinas a vapor.Jean Baptiste Joseph Fourrier (1768-1830) iniciou o estudo matem�atico da condu�c~ao decalor no in��cio do s�eculo XIX, quando havia uma grande polêmica acerca do resfriamentoda Terra [25]. As duas principais contribui�c~oes de sua teoria para a hist�oria posterior daF��sica foram: uma metodologia para formular e solucionar problemas, usando equa�c~oesdiferenciais e o primeiro postulado de irreversibilidade, concep�c~ao necess�aria para formula-�c~ao de sua teoria. O uso de equa�c~oes diferenciais tornou-se padr~ao na F��sica, principalmen-te concatenado �a utiliza�c~ao de s�eries de potências (conex~ao tamb�em feita por Fourier), queaumentaram enormemente a abrangência e robustez do formalismo. Matematicamente, airreversibilidade da equa�c~ao de condu�c~ao de calor aparece devido a assimetria da equa�c~aoem rela�c~ao a invers~ao temporal, (t! �t), contrariamente as Leis de Newton invariantesem rela�c~ao a estas transforma�c~oes (revers��veis). Mais tarde, Sadi Carnot (1796-1832)119



veri�caria experimentalmente a hip�otese de irreversibilidade utilizando m�aquinas a vapor.Por volta de 1830, a teoria ondulat�oria da luz ganhava for�ca, devido aos in�umeros expe-rimentos de difra�c~ao e interferência comuns nesse per��odo. William Herschel (1738-1822)foi o primeiro a sugerir a transi�c~ao da luz em calor radiante, estudando o espectro solarna regi~ao do infravermelho; mais tarde, experimentos demonstrariam que o calor radianteobedecia as leis de re
ex~ao, refra�c~ao e interferência, tal como a luz, de modo que aresposta para a pergunta \o que �e o calor ?" implicaria tamb�em na solu�c~ao do enigma\o que �e a luz?", e vice-versa. Portanto, a teoria do calor como uma onda ganhava cadadia mais adeptos, entre eles Andr�e Marie Amp�ere (1775-1836), que publicou artigos nad�ecada de 1830 onde defendia que o calor seria a vis viva para as vibra�c~oes do �atomo,e seria propagado entre os corpos como uma onda pelo �eter, e descrito por equa�c~oesdiferenciais. De fato, a abordagem de Amp�ere possibilitou uma associa�c~ao do calor coma energia vibracional do �atomo, o que mais tarde levaria a conclus~ao de que o calor (oua temperatura) dos corpos �e apenas uma medida de sua agita�c~ao molecular e o �eter serianecess�ario somente para transportar o calor no espa�co vazio.Nesse momento, todos os elementos para se escrever uma teoria cin�etica para o calorestavam postos, e provavelmente Amp�ere iria propô-la (a�nal ele j�a havia contribu��docom uma teoria cin�etica para o magnetismo na d�ecada anterior), mas ele faleceu em 1836.Cabe ressaltar aqui o trabalho de James Waterston (1811-1883), que tamb�em acabourelegado ao ostracismo devido a uma recusa da Real Sociedade Britânica. Waterstonsubmeteu um artigo a Acadêmia em 1845, onde invocava a teoria ondulat�oria do calorpara suportar suas observa�c~oes, e apresentava uma vers~ao do que seria conhecido depoiscomo o \teorema da equiparti�c~ao" [25], mas suas conclus~oes jamais foram publicadas s�os~ao reconhecidas hoje gra�cas aos historiadores da ciência.Talvez a hist�oria da Mecânica Estat��stica teria sido outra caso esse artigo de Waterstontivesse sido aceito. No trabalho de 1845, \Sobre a F��sica dos Meios compostos de Mol�eculasLivres e Perfeitamente El�asticas em um Estado de Movimento, Waterston apresentatrês postulados que alguns anos mais tarde seriam \descobertos" por outros f��sicos quese tornariam famosos: inicialmente, Waterston a�rmava que o calor seria um tipo demovimento das menores partes dos corpos (mol�eculas); as mol�eculas deveriam se movermuito rapidamente, e em diversas dire�c~oes, o que levaria a colis~oes frequentes, de talmodo que as propriedades do sistema em qualquer instante podem ser obtidas fazendo-se simplesmente uma m�edia sobre todos os estados moleculares poss��veis - uma vers~aoprim�aria da hipo�otese erg�odica; �nalmente, como consequência dos dois primeiros postu-lados, na mistura de mol�eculas com diferentes massas em equil��brio t�ermico, cada tipo depart��cula tem a mesma energia cin�etica m�edia - equivalente ao teorema da equiparti�c~ao.O estilo axiom�atico de Waterston, que hoje parece atraente, lhe era bastante desfavor�avelna �epoca, ao ponto do �arbitro do artigo ter alegado \total falta de sentido" nas coloca�c~oesde Waterston, em mais uma clara evidência de como um paradigma vigente �e resistenteaos novos conceitos. 120



Somente ap�os a consolida�c~ao da 1a Lei da Termodinâmica, a partir da d�ecada de 1850,�e que Rudolf Clausius (1822-1888) come�cou a publicar a s�erie de artigos que estabeleceuas equa�c~oes b�asicas do que chamamos hoje de \Termodinâmica do Equil��brio"; algunsanos depois, William Thomsom (1824-1907) (mais tarde denominado por \Lord Kelvin")publicou independentemente uma teoria similar, onde pela primeira vez apresentava umaexposi�c~ao geral do princ��pio da dissipa�c~ao da energia e estabelecia uma escala absoluta detemperatura (escala Kelvin). Ao lado de William John Macquorn Rankine (1820-1872),Kelvin e Clausius s~ao apontados como os fundadores da termodinâmica.A primeira Lei da termodinâmica nada mais �e do que um caso especial da Lei da conserva-�c~ao da energia, e estabelece que a energia E de um sistema pode ser alterada adicionando-se calor, q, ao sistema, ou fazendo com que este realize trabalho, w; dessa forma, a primeiraLei pode ser escrita como,�E = q � w = q � P�V ;onde P , V e E (press~ao, volume e energia do sistema) s~ao quantidades termodinâmicas quede�nem um estado termodinâmico de equil��brio, e q e w s~ao quantidades que acarretamem mudan�cas no estado do sistema.A segunda Lei da Termodinâmica: EntropiaLucas L�eonard Sadi Carnot (1796-1832) publicou em (1824) um ensaio sobre a for�camotriz do fogo e a e�ciência de m�aquinas a vapor, utilizando o conceito do cal�orico. Nestetrabalho, Carnot apresenta uma s�erie de conclus~oes que, mais tarde (1850), seriam a basepara Clausius estabelecer a segunda Lei da Termodinâmica. Em 1852, William Thomsom(Lord Kelvin) estabelece pela primeira vez o princ��pio da irreversibilidade, a�rmando quehaveria uma \tendência natural para a dissipa�c~ao de energia", ap�os analisar a teoria decondu�c~ao de calor de Fourier e o ensaio de Carnot. Kelvin prop~os ainda a escala absolutade temperatura, que levaria seu nome, e apenas alguns meses depois de Clausius, sugereo intercâmbio entre calor e energia.A segunda Lei da Termodinâmica foi formulada de v�arias formas diferentes por v�ariosautores, que geralmente se utilizavam de asser�c~oes negativas, tais como \�e imposs��velocorrer um processo onde o calor 
ui de um sistemamais frio para outro mais quente semque haja a devida compensa�c~ao. Em 1957, Clausius publicou um trabalho versando sobrea teoria cin�etica, \O Tipo de Movimento que chamamos de Calor", onde ele introduz v�ariasno�c~oes que se mant�em at�e hoje; Clausius considerou pela primeira vez que as mol�eculasde um g�as poderiam ter mais de um �atomo, e que tais mol�eculas teriam movimentosrotacionais, translacionais e vibracionais. Comparando sua teoria com os experimentos,Clausius concluiu que as mol�eculas deveriam ser in�nitesimais, se comparadas com ovolume do 
u��do, e as colis~oes entre as mol�eculas ocorreria apenas em uma pequena por�c~ao121



do caminho percorrido por estas; desse modo, as for�cas de longo alcance entre mol�eculaspoderiam ser negligenciadas e as colis~oes ocorreriam somente devido ao potencial repulsivode curto alcance das mol�eculas. Essas conclus~oes eram necess�arias para se garantir que og�as obedeceria a Lei de Boyle.Apesar de limitar a teoria aos gases ideais, Clausius conjecturou quais deveriam ser aspropriedades dos outros estados da mat�eria, e suas previs~oes foram bastante acertadas;segundo Clausius, no s�olido as mol�eculas ocupariam posi�c~oes de equil��brio �xas, e omovimento das mol�eculas eram combina�c~oes de diversos tipos de vibra�c~oes; no estadol��quido, as mol�eculas n~ao ocupariam mais posi�c~oes de equil��brio, e realizando rota�c~oese transla�c~oes em torno do centro de gravidade, que tamb�em poderia mover-se; por�em,as mol�eculas n~ao estaria completamente livres, mas haveria um conjunto de for�cas asmantendo unidas a seus vizinhos de tal forma que mesmo na ausência de for�cas externaso volume do l��quido se restringiria a um volume �xo. J�a no estado gasoso, as mol�eculasseriam completamente livres, se deslocando em trajet�orias retil��neas, eventualmente cho-cando-se com outras mol�eculas. Com este quadro qualitativo das diferentes fases, Clausiusdesenvolveu uma teoria para as transi�c~oes de fase; em particular, Clausius considerou que avelocidade das mol�eculas poderiam sofrer grandes desvios em rela�c~ao �a velocidade m�edia,o que poderia explicar o fenômeno da evapora�c~ao, mesmo abaixo da temperatura deebuli�c~ao. De modo an�alogo, Clausius explicou o fenômeno do calor latente, relacionando-o a energia necess�aria para que as mol�eculas se livrassem das for�cas que as mantinhamagrupadas.Clausius introduz uma quantidade que permitiria comparar a convers~ao de calor emenergia com o 
uxo deste: S = dQ=T , onde dQ �e a quantidade de calor absorvida porum corpo a temperatura T . Onze anos ap�os sua proposi�c~ao, a utilidade desta quantidadepara analisar os processos termodinâmicos levou Clausius a lhe dar um nome conciso,entropia; esta deveria ser sempre positiva ou nula em um processo termodinâmico, levandoa forma mais conhecida da Segunda Lei: \a entropia em processos termodinâmicos sempreaumenta ou permanece constante (para processos revers��veis)".Dessa forma, o calor nada mais era que uma forma de energia cedida ao g�as que serviriapara aumentar a energia cin�etica das mol�eculas ou para realizar as mudan�cas de estado.No �nal de 1857, Clausius mediu as velocidades m�edias de v�arios gases, obtendo um valorde centenas de metros por segundo. Entretanto, os dados de Clausius foram contestadospor um cientista holandês, C. H. D. Buys-Ballot, que utilizou um argumento simples: sea velocidade das mol�eculas era t~ao grande, porque ao abrir um vidro de perfume em umcanto de um quarto demora cerca de um minuto para que o odor se espalhe? Clausiusresolveu o enigma modi�cando sua teoria; em vez de considerar o tamanho das mol�eculascomo in�nitesima, considerou que as mol�eculas teriam um diâmetro d, de tal modo queestas n~ao poderiam se deslocar muito tempo sem colidir com outras mol�eculas. Clausiusintroduziu um novo parâmetro, o livre caminho m�edio, L, que corresponde a distância queuma mol�ecula pode se deslocar sem uma colis~ao; se d fosse muito menor que L, ent~ao as122



conclus~oes de sua teoria continuariam v�alidas para os gases ideais, mas agora as mol�eculasteriam a dire�c~ao de seu movimento alteradas v�arias vezes a cada segundo, o que resultariana `lentid~ao' para a sua difus~ao.A de�ni�c~ao do livre caminho m�edio (L = kV=Nd2, onde k � 1), foi logo utilizada porMaxwell, que demonstrou que este poderia ser relacionado a viscosidade de um 
u��do.Desse modo, seria poss��vel estimar o diâmetro de uma mol�ecula. Em 1859, James ClerkMaxwell era um estudante brilhante, rec�em premiado por um ensaio sobre os an�eis deSaturno, escreveu uma carta para George Gabriel Stokes, ent~ao uma sumidade no estudoda dinâmica de 
u��dos, onde utilizava o conceito do livre caminho m�edio para mostrarque a viscosidade de um 
u��do seria independente de sua densidade. Stokes refutou acarta, apontando para experimentos com pêndulos onde supostamente a viscosidade iriapara zero em baixas densidades. Desse modo, em 1860 Maxwell publicou seu artigosobre \Ilustra�c~oes da Teoria Dinâmica dos Gases", onde a�rmava que sua previs~ao para aviscosidade dos gases n~ao era corroborada por experimentos. No artigo, pela primeira vezfoi apresentado um esquema geral no qual a difus~ao, a viscosidade e a condu�c~ao de caloreram vistos como casos especiais de processos gerais onde quantidades como a energia eo momento eram transportados pelo movimento molecular.Maxwell ent~ao decidiu realizar experimentos cuidadosos (o que ainda n~ao havia sido feito)para medir os efeitos da temperatura e densidade na viscosidade de um 
u��do, e concluiuque a viscosidade se mantinha constante para uma larga faixa de densidades. Dessa forma,Maxwell demonstrou que a �interpreta�c~ao dos experimentos com o pêndulo �e que estavaerrada, pois baseava-se na l�ogica de que, para a densidade zero, o pêndulo �caria oscilandoindeterminadamente. Neste mesmo ano (1860), Maxwell apresentaria uma formula�c~aobem mais robusta da teoria, na qual demonstraria que todas as propriedades do g�aspoderia ser obtida a partir da distribui�c~ao das velocidades no g�as.Josef Loschmidt, um cientista austr��aco, utilizou o resultado obtido por Maxwell paraa viscosidade (� / L / V=Nd2) para calcular o diâmetro de uma mol�ecula de \ar",obtendo o resultado d ' 10�9 m, apenas quatro vezes maior do que os dados atuais.Esse valor resultava em um n�umero de 2� 1018 mol�eculas por cent��metro c�ubico (0o C, 1atm), pr�oximo do valor atual (2:687 � 1019). A partir de ent~ao, v�arias estimativas parao tamanho dos �atomos foram feitas utilizando-se a teoria cin�etica dos gases, mas a maisimportante contribui�c~ao deste per��odo foi colocar o �atomo como uma entidade real pass��velde ser medida (muito embora n~ao fosse vis��vel). Essa vis~ao seria fortemente contestadaanos mais tarde por Ernst Mach e Wilhelm Ostwald, que proporiam o banimento dos�atomos das teorias cient���cas estabelecidas.123



A.2 Da Termodinâmica �a F��sica Estat��stica: os Pri-m�ordios de uma Teoria Probabil��stica sob a �Egidedo Determinismo.Na se�c~ao anterior vimos como o paradigma aristot�elico foi demovido pela estrutura te�orico-�los�os�ca de Descartes e pelas solu�c~oes consistentes de problemas mecânicos e �oticosapresentadas por seus sucessores - como Huyguens. A mecânica newtoniana surgiu comoparadigma dominante a partir da publica�c~ao dos Principia em 1687, at�e chegar a seucl��max em 1900, quando chegou-se a acreditar que todos os problemas f��sicos poderiamser resolvidos caso fossem conhecidas as for�cas atuando sobre o sistema considerado e suaspropriedades em um dado instante, pois seu estado poderia ser determinado em qualquerinstante subsequente atrav�es das equa�c~oes de movimento do sistema.Portanto, at�e o in��cio do s�eculo XIX, o axioma b�asico da maioria dos cientistas era que osfenômenos naturais seriam rigorosamente determinados pelo conhecimento completo doestado de um sistema em um dado instante de tempo, e pelas leis da f��sica - determinismo.Para um g�as, se as posi�c~oes e velocidades de cada mol�ecula for conhecida, poder-se-iautilizar as equa�c~oes de movimento para obter o estado do sistema em qualquer instanteposterior. De fato, essa informa�c~ao �e literalmente imposs��vel de ser adquirida, devidoao enorme n�umero de vari�aveis envolvidas, o que favorece um tratamento estat��stico doproblema. Apesar de Clausius ter usado argumentos estat��sticos para derivar sua f�ormulapara o livre caminho m�edio, foi Maxwell quem converteu a teoria cin�etica em uma doutrinaessencialmente estat��stica.Como mostrado por Brush [25], uma revis~ao de Herschel sobre o trabalho de Queteletsobre estat��stica (onde o autor usava extensivamente a distribui�c~ao normal, recentementeapresentada por Gauss e Adrian, que seria chamada posteriormente de gaussiana) exerceugrande in
uência sobre o jovem Maxwell, a ponto deste a�rmar em uma comunica�c~aoprivada que \... a verdadeira l�ogica para esse mundo �e o Calculo de Probabilidades...". Opasso crucial foi utilizar a distribui�c~ao gaussiana para obter a distribui�c~ao de velocidadesdas mol�eculas em um g�as; desse modo, Maxwell propôs que o n�umero de mol�eculas comvelocidades entre v e v + �v seria proporcional a v2e�v2=�2 , onde 0 < v < 1 e � =2kBT=m.A importância da distribui�c~ao de Maxwell foi mostrar que as propriedades de um g�asdependem da forma da distribui�c~ao (que varia com a temperatura), al�em da velocidadem�edia das mol�eculas. A deriva�c~ao de Maxwell para sua distribui�c~ao n~ao foi muitopersuasivo inicialmente, tanto que alguns anos mais tarde ele escreveria outro artigo,onde tentava demonstrar que uma vez que o sistema atingisse tal distribui�c~ao, ela n~aoseria perturbada pelas colis~oes entre as part��culas, uma quest~ao n~ao abordada no primeiroartigo. 124



De fato, o trabalho inicial de Maxwell sobre a teoria cin�etica, em particular a introdu�c~aoda lei de distribui�c~ao de velocidades, parece mais derivar-se da Teoria de Probabilidadesdo que uma an�alise mecânica do movimento: cada componente de velocidade de cadamol�ecula �e considerada uma vari�avel aleat�oria estatisticamente independente dos outroscomponentes e tamb�em das outras mol�eculas. Mais tarde, tentaria justi�car essa pre-sun�c~ao com o racioc��nio das colis~oes moleculares, mas mesmo assim tinha de consideraras velocidades entre as part��culas que colidem independentes entre si. Por outro lado, odeterminismo era essencial na segunda parte da teoria, onde podia-se calcular quantidadesmacrosc�opicas (omo a viscosidade e a condutividade t�ermica), e compar�a-las com osexperimentos.Logo ap�os a nova formula�c~ao da Segunda Lei por Clausius em 1865, Maxwell iniciou em1867 um debate sobre a interpreta�c~ao estat��stica da irreversibilidade, com seu famoso\demônio". Supondo um aparato onde dois volumes de um gas, com temperaturasdiferentes, s~ao colocados em duas câmaras conectadas por uma porta sem atrito, naqual situa-se um min�usculo demônio, que pode identi�car as velocidades das mol�eculasque est~ao ao seu redor; Maxwell argumenta que se o demônio fazer com que as mol�eculasmais lentas do g�as mais quente passe para o outro lado, e as mol�eculas com maior energiacin�etica do lado mais frio passe para o g�as mais quente, haveria uma viola�c~ao da SegundaLei. Dessa forma, Maxwell conclui que a Segunda Lei n~ao possui validade absoluta,dependeria da n~ao existência de tal demônio, ou seja, a Lei s�o �e v�alida para sistemasmacrosc�opicos, j�a que representa apenas o comportamento mais prov�avel do sistema. Odemônio de Maxwell representa tamb�em um novo modelo fundamental para processosirrevers��veis, pois traduz o 
uxo de calor na mistura entre mol�eculas. Anos mais tarde,Maxwell repudiaria o determinismo no n��vel molecular, e no seu artigo �Atomo, publicadoem 1875 na Enciclop�edia Briânica, defenderia a desordem molecular como necess�aria paraque o sistema pudesse se comportar irreversivelmentePor�em, somente ap�os o trabalho do f��sico austr��aco Ludwig Boltzmann (1844-1906) �eque a distribui�c~ao de Maxwell foi consagrada. O objetivo dos estudos de Boltzmannera derivar a segunda lei da termodinâmica a partir das leis da mecânica, que o levou adesenvolver um tratamento geral para o estado de equil��brio t�ermico. Boltzmann estendea lei de distribui�c~ao de Maxwell para o caso em que existe um campo gravitacionalpresente. Utilizando nota�c~ao moderna, o argumento de Boltzmann foi introduzir umfator exponencial para a probabilidade relativa de se encontrar uma part��cula em umaposi�c~ao onde a energia potencial V : e�V=kBT ; este �e o conhecido fator de Boltzmann.Desse modo, o fator de Boltzmann combinado a distribui�c~ao de Maxwell fornecem asprobabilidades para qualquer estado da mat�eria (uma vez que a intera�c~ao com outraspart��culas pode ser descrita como um potencial). De forma sint�etica, o princ��pio b�asicoda mecânica estat��stica a�rma que a probabilidade relativa de um estado molecular comenergia total E =P(mv2=2) +PV �e e�E=kBT .Boltzmann s�o provou este princ��pio em casos especiais, mas suas tentativas de justi�c�a-lo125



s~ao bastante esclarecedoras; inicialmente Boltzmann utilizou um argumento cin�etico paraobter a equa�c~ao integro-diferencial que governa a distribui�c~ao de velocidades, f, em umg�as onde ocorrem colis~oes entre as par��culas. Boltzmann mostrou que h�a uma quantidade,H = R f log f, que sempre decresce com o tempo, a menos que f seja a distribui�c~ao deMaxwell, para a qual H �e mi��nimo. Este �e o famoso \teorema H de Boltzmann", e �enatural fazer a identi�ca�c~ao H / �S, onde S �e a entropia, de tal forma que o teorema Hcorrobora a hip�otese de que a entropia �e sempre crescente para processos termodinâmicos.Um segundo argumento introduzido por Boltzmann utiliza a hip�otese de probabilidadesiguais a priori, e esclarece porque um sistema em equil��brio deve obedecer a distribui�c~aode Maxwell para as velocidades, al�em de explicar o fato paradoxal de que a energia totaldo sistema se mant�em �xa, mesmo com as velocidades podendo variar entre 0 < v <1.Inicialmente, Divide-se o g�as em J partes, cada qual possuindo um valor e de energiade modo tal que E = Je. A seguir, Boltzmann de�ne um microestado do sistema comoa con�gura�c~ao onde J1 partes da energia do sistema s~ao atribu��das a part��cula 1, J2 apart��cula 2, ..., JN a part��cula N , de tal modo queP Ji = J . Boltzmann postula que cadamicroestado tem a mesma probabilidade de ocorrer, de tal forma que a probabilidade deque uma dada part��cula tenha energia Jie �e proporcional ao n�umero de microestados nosquais a part��cula i tenha essa quantidade de energia (ou seja, somando-se sobre todasas maneiras de se distribuir J � Ji para N � 1 part��culas). No limite J ! 1, e ! 0e N ! 1, com E=N �xo, a distribui�c~ao de Maxwell emerge naturalmente (os c�alculospara essa demonstra�c~ao s~ao muito complicados para serem reproduzidos aqui), e pode-severi�car que, no equil��brio, esta distribui�c~ao possui o maior n�umero de microestados, eportanto, �e a mais prov�avel de ser encontrada.Comparando os resultados das duas abordagens, Boltzmann concluiu que o processo deaproxima�c~ao irrevers��vel para o estado de equil��brio, o qual �e um t��pico processo deaumento de entropia, corresponde a transi�c~ao de microestados menos prov�aveis paramicroestados mais prov�aveis, de tal modo que a entropia poderia ser considerada comouma medida da probabilidade. Em particular, se 
 �e a probabilidade de um macroestado(ou seja, proporcional ao n�umero de microestados correspondendo �aquele macroestado),ent~ao sua entropia �e proporcional ao logaritmo de 
 (a�m de preservar a propriedade deaditividade da entropia). Em nota�c~ao moderna,S = KB log
 ;equa�c~ao reproduzida como epit�a�o na campa de Boltzmann.O fato de que podemos associar uma probabilidade a um macroestado n~ao signi�canecessariamente que sua existência resulta de processos aleat�orios; pelo contr�ario, o usode probabilidades est�a em pleno acordo com a suposi�c~ao de que os microestados s~aorigorosamente determinados pelo estado do sistema no instante anterior e pelas for�casatuando sobre ele. De fato, a abordagem estat��stica �e necess�aria devido ao enorme126



n�umeros de microestados que usualmente possui um macroestado.A distin�c~ao entre micro- e macro-estados foi fundamental para a teoria de Boltzmannalcan�car seu reconhecimento. Gra�cas a ela, o argumento de que cada estado (conjuntode velocidades e posi�c~oes das mol�eculas) possu��a a mesma probabilidade poderia serconciliado com a Segunda Lei, uma vez que os macroestados (estados de equil��brio)corresponderiam a cole�c~oes de microestados e, portanto, seriam os mais prov�aveis deocorrer. Em um processo irrevers��vel t��pico, o sistema evolui de um estado fora doequil��brio (menos prov�avel, com menor entropia) para um estado de equil��brio (maisprov�avel, maior entropia). Dessa forma, um processo que n~ao obedece a Segunda Lei �eposs��vel, embora improv�avel.Outra conclus~ao obtida por Maxwell foi que a energia do sistema deveria ser igualmentedistribu��da entre suas partes - o teorema da equiparti�c~ao da energia - que, em linguagemmoderna, a�rma que cada grau de liberdade do sistema possui a mesma quantidadede energia. Uma justi�cativa para esse teorema (e para a distribui�c~ao de Maxwell-Boltzmann) serie dada pela hip�otese erg�odica, que a�rmava que a distribui�c~ao de probabi-lidades iguais a priori poderia ser derivada a partir de argumentos cin�eticos: um sistemamecânico pode eventualmente passar por todos os microestados de um sistema antes depassar pela segunda vez em um mesmo microestado; se isto for verdade, ent~ao o valorm�edio de qualquer propriedade do sistema, tomado sobre um per��odo su�cientementelongo de tempo, ser�a igual a m�edia tomada sobre todos os microestados. Maxwell eBoltzmann n~ao se preocuparam em demonstrar a hip�otese erg�odica, apenas a utilizaramcomo argumento heur��stico para justi�car o teorema da equiparti�c~ao.Durante a d�ecada de 1890, Lord Kelvin e outros demonstraram que a hip�otese erg�odica n~aodeveria ser v�alida para certos tipos de modelos, em particular para aqueles que descreviamintera�c~oes entre �atomos e o �eter. De fato, se o �eter fosse considerado um sistema mecânicoao qual o teorema da equiparti�c~ao se aplicasse (cada modo de vibra�c~ao teria a mesmaenergia m�edia), e calcul�assemos a energia total do �eter como a integral sobre todas asfrequências poss��veis, veri�car��amos que a integral diverge na regi~ao de altas frequências.Esta divergência hoje �e conhecida como a \cat�astrofe do ultravioleta", e em muitos livros�e apontada como o \motivo" para a introdu�c~ao da f��sica quântica. Realmente, MaxPlanck proporia anos depois que a lei de distribui�c~ao para a radia�c~ao de corpo negroteria um termo exponencial a mais, que reduziria drasticamente o integrando na regi~aode alta frequências, e a integral convergiria. Cabe ressaltar entretanto, que a \cat�astrofedo ultravioleta" foi um argumento inventado ap�os a teoria quântica ter sido proposta, enem Lord Rayleigh (que supostamente teria descoberto a anomalia), nem Planck (quea resolveu) descon�avam na �epoca que a mecânica Newtoniana implicava previa taldivergência. Dessa maneira, vimos as principais teorias f��sicas elaboradas para explicar eprever as propriedades f��sicas dos materiais, e para isso s~ao necess�arias três fundamentos:uma teoria para a estrutura e intera�c~oes dos �atomos, as equa�c~oes de movimento daspart��culas e uma t�ecnica estat��stica para se estimar as propriedades de sistemas muito127



grandes. At�e o in��cio do s�eculo XX, o modelo de esferas duras (ou de centros de atra�c~aoe repuls~ao) era a principal teoria de estrutura e a mecânica newtoniana fornecia asequa�c~oes de movimento; portanto, o trabalho de Maxwell e Boltzmann completou ostrês fundamentos.A Mecânica Estat��stica de GibbsEntretanto, o trabalho de colocar esses três fundamentos em um formalismo matem�aticoindependente coube a John Willard Gibbs (1839-1903), que cunhou a express~ao \mecânicaestat��stica", e ao lado de Boltzmann e Maxwell s~ao considerados os patronos da disciplina.A principal descoberta de Gibbs foi a regra de fases, f = n � r + 2 (onde f �e o n�umerode graus de liberdade para n componentes e r fases), que clari�cou enormemente acompreens~ao dos diagramas de fase. (Por exemplo, para um l��quido puro (n = r = 1),f = 2, e h�a duas vari�aveis independentes (T e P ); se a fase vapor est�a presente, f = 1, e a�unica vari�avel independente �e a temperatura. Se h�a três fases presentes, n~ao h�a nenhumgrau de liberdade - ponto triplo.)Ap�os passar a d�ecada de 1880 debru�cado sobre a teoria eletromagn�etica de Maxwell,Gibbs voltou-se para a teoria cin�etica dos gases quando Boltzmann j�a estava prestes a lhedar uma forma matem�atica abstracta (como j�a abordamos acima). Gibbs batizaria deensembles aos microestados que Boltzmann havia chamado de ergodo, nome perpetuadoat�e hoje, e os de�niria como uma cole�c~ao de sistemas similares em alguns aspectos, e cujasdiferen�cas geralmente estariam no n��vel microsc�opico e n~ao acess��veis a observa�c~ao.Na sua obra de�nitiva, Princ��pios Elementares em Mecânica Estat��stica, Gibbs mostrouem 1902 que o ergodo de Boltzmann corresponderia ao ensemble microcanônico, onden�umero de part��culas e a energia total seriam �xos, mas as velocidades e posi�c~oes poderiamvariar. Al�em desse, ele enumera outros dois ensembles: o canônico, onde o n�umero depart��culas continua �xo, mas a energia seria livre, e o ensemble gr~a-canônico, onde on�umero de part��culas tamb�em �e vari�avel.Para o ensemble canônico, o n�umero de sistemas com energia � �e proporcional a e�=�, onde� = kBT �e chamado de \m�odulo" da distribui�c~ao. O coe�ciente de probabilidade de Gibbs�e dado porP = e(���)=� ;onde  �e uma constante a ser determinada tal que a integral de P sobre todos os estadosseja igual a 1. Gibbs tamb�em de�niu um \��ndice de probabilidade", � = logP , de modotal que se comparamos estas de�ni�c~oes com as leis termodinâmicas identi�camos � com atemperatura, e � com a entropia. 128



A Mecânica Estat��stica de Gibbs era capaz de fornecer todas as propriedades do sistemaa partir de uma �unica fun�c~ao, a \integral de fases", ou integral de estados,Z = e��=� = Z e��=� ;onde a letra Z vem do alem~ao Zustand - estado. Por exemplo, a energia m�edia pode sercalculada,� = Z �P ;usando o fator de Boltzmann e��=� para a probabilidade de um estado como� = R �e��=�R e��=� = @ ln z@(�1=�) ;desde que P = e(���)=� = Z�1e��=�.Essa abordagem foi bastante utililizada pelos f��sicos nas primeiras d�ecadas do s�eculo XX,como Einstein, Planck, Ornstein e Ehrenfest entre outros, e foi muito importante para onascimento da f��sica quântica. Em particular, Planck em 1924 iria utilizar pela primeiravez o termo \fun�c~ao parti�c~ao" (Zustandssumme) para Z =P e�E=kBT .A Eclos~ao da F��sica Quântica: Planck, Einstein, Heisenberg e Sch�or�dingerAt�e o in��cio da d�ecada de 1890, quando desenvolveu e publicou sua \teoria dos processosradiativos irrevers��veis", Max Planck (1858-1947) acreditava �rmemente na princ��pio dairreversibilidade como uma lei absoluta da natureza, mesmo que isto custasse o abandonoda teoria atômica. Entretanto, ao tentar mostrar que a teoria eletromagn�etica poderiaprever a irreversibilidade, algo que a mecânica havia falhado em fornecer, duas circuns-tâncias contribu��ram para que seus esfor�cos o levassem para uma inesperada dire�c~ao:a primeira delas foi a edi�c~ao da obra de Gustav Kirchho� sobre o calor, que for�caramPlanck a se familiarizar com o formalismo matem�atico da teoria cin�etica, e a segundafoi a cr��tica de Boltzmann sobre detalhes t�ecnicos de sua deriva�c~ao de irreversibilidade apartir da teoria de radia�c~ao. Como resultado, Planck incluiu em sua teoria um postuladode desordem fundamental, e em 1899 formulou um \teorema H" para a radia�c~ao an�alogoao original para gases.Planck esperava que o estudo da rela�c~ao entre a entropia e energia em um sistema radiativoera a chave para se obter uma f�ormula para a distribui�c~ao de frequências observada paraum corpo negro, problema de grande interesse na �epoca, ap�os sua introdu�c~ao por Gustav129



Robert Kirchho� (1824-1888). Em 1900, Planck apresentaria a f�ormula para a distribui�c~aode frequências para a radia�c~ao em um corpo negro, que levaria diretamente �a introdu�c~ao dahip�otese quântica. (J�a abordamos como Ehrenfest iria criar a \cat�astrofe do ultravioleta"para justi�car esta distribui�c~ao e sepultar a distribui�c~ao cl�assica de Rayleigh-Jeans.)Dessa forma, atrav�es da aplica�c~ao de m�etodos estat��sticos no estudo do corpo negro,Planck introduz uma \nova F��sica", que desencadearia nos anos seguintes uma profundarevolu�c~ao �los�o�ca e conceitual, resultando na chamada Segunda Revolu�c~ao Cient���ca.Entretanto, Planck jamais abandonaria a cren�ca no determinismo, pois acreditava quea investiga�c~ao cient���ca s�o seria poss��vel se o determinismo absoluto fosse considerado apriori. Mesmo ap�os a introdu�c~ao do princ��pio da incerteza de Heisenberg e da mecânicaquântica de Schr�dinger, Planck defenderia que a F��sica Quântica era sim determinista.Por volta de 1900, a principal discuss~ao �los�o�ca da �epoca era fruto da incompatibilidadeentre a termodinâmica, cujas equa�c~oes apontavam para a irreversibilidade, e o mecani-cismo, cujas qua�c~oes de movimento eram revers��veis, segundo a teoria de Newton. Otratamento de�nitivo do assunto foi dado pelo casal Ehrenfest (Paul e Tatiana), em umartigo de revis~ao em 1911, onde a�rmam que os postulados do determinismo seriam v�alidosapenas para os estados macrosc�opicos (vis��veis) do sistema, enquanto para os fenômenosmicrosc�opicos, o determinismo estrito n~ao seria mais v�alido. Esse era o caso por exemplodo movimento browniano.A observa�c~ao do movimento err�atico de part��culas de p�olem na superf��cie de um l��quidofeita por Robert Brown (1773-1858) em 1828, fomentou por muitos anos a discuss~ao doindeterminismo a n��vel molecular, pois n~ao parecia ser poss��vel prever o comportamentoda part��cula em contato com as vizinhan�cas do 
u��do sujeitas a intensa a agita�c~ao t�ermicamolecular. Entretanto, em 1905 o jovem f��sico judeu Albert Einstein (1879-1955) apre-sentaria uma teoria quantitativa do movimento browniano em sua tese de doutorado,considerada um marco na hist�oria da F��sica Estat��stica. Einstein utilizou uma abordagematom��stica para tratar o problema, e mostrou que as 
utua�c~oes causadas pelos choquesdaspart��culas do 
u��do produziam um efeito observ�avel e mensur�avel. Alguns anos mais tarde,Jean Perrin con�rmaria as previs~oes quantitativas de Einstein, o que se tornaria a maisforte evidência de que a mat�eria seria constitu��da realmente por �atomos.De fato, três trabalhos publicados por Einstein no ano de 1905 seriam consideradosverdadeiros pilares para o desenvolvimento posterior da F��sica Quântica e da MecânicaEstat��stica, e contribu��ram decisivamente para o �m do predom��nio do mecanicismo naciência em geral: a j�a citada tese de doutorado, publicada no Annalen der Physik, ondeutiliza o movimento browniano para derivar a constante de Avogadro de três maneirasdiferentes e mostra como o diâmetro das mol�eculas poderia ser calculado com aux��lio deum microsc�opio �optico, como Perrin mais tarde faria; o artigo sobre o efeito fotoel�etrico,onde prop~oe a hip�otese do quantum para a luz; e a teoria da relatividade.Nos dois primeiros artigos, �e evidente a inten�c~ao de Einstein em utilizar m�etodos esta-130



t��sticos para tratar os problemas, e de fato, o autor escreveria ainda mais de quarentaartigos abordando a mecânica estat��stica, e originalmente todas as suas contribui�c~oes paraa F��sica Quântica eram estat��sticas. At�e mesmo a hip�otese do quantum de luz foi obtidaatrav�es de argumentos estat��sticos [133].Einstein foi o primeiro a tratar o movimento browniano como um processo markoviano(de Andrei Andreievich Markov, em um processo markoviano a probabilidade de um dadoestado n~ao depende da hist�oria pregressa do sistema), estabelecendo uma liga�c~ao entre odeslocamento aleat�orio de uma part��cula e a difus~ao de muitas part��culas.Tal como Planck, Einstein era um fervoroso defensor do determinismo (sua frase maisfamosa, \Deus n~ao joga dados", expressa bem sua cren�ca), por�em o trabalho dessesautores desempenhou um papel central na derrocada �nal do paradigma newtoniano-cartesiano. Apesar de modernamente associarmos apenas a teoria da relatividade como �m da hegemonia da F��sica Cl�assica, durante a d�ecada de 1930 a F��sica Quânticatamb�em representava um grande desa�o para os f��sicos. De fato, por ter seus fundamentosestabelecidos primeiramente, a teoria da relatividade serviu como modelo para o desen-volvimento da F��sica Quântica. Prova disso �e o enunciado do princ��pio de incerteza deHeisenberg, onde o autor compara a impossibilidade de se falar de simultaneidade entreeventos diferentes, localizados a grandes distâncias do observador, com a impossibilidadede se obter simultaneamente a posi�c~ao e velocidade de uma part��cula com precis~ao, emescalas muito pequenas de observa�c~ao.Em 1916, Einstein escreveria um outro artigo onde deriva a distribui�c~ao de Planck para aradia�c~ao de corpo negro considerando a possibilidade de emiss~ao estimulada e espontâneade radia�c~ao; esse artigo �e considerado como a emacipa�c~ao �nal da F��sica Quântica emrela�c~ao a Mecânica Cl�assica, e alguns anos mais tarde, Max Born a�rmaria que a deriva�c~aode Einstein era um passo decisivo em dire�c~ao ao indeterminismo.Max Born, ao lado de Niels Bohr, Erwin Schor�dinger e Werner Heisenberg, foramos respons�aveis pela interpreta�c~ao de Copenhagem, que propunha uma interpreta�c~aoprobabil��stica para as leis da natureza, em oposi�c~ao a vis~ao determinista defendida porEinstein e Planck. Esses autores s~ao tamb�em os respons�aveis pela funda�c~ao da Mec~anicaQuântica em 1926, considerada a disciplina mais bem sucedida da F��sica at�e hoje.Esperamos ter demonstrado o papel fundamental da F��sica Estat��stica no desenvolvimentoda F��sica Quântica, durante o per��odo associado �a Segunda Revolu�c~ao cient���ca. Entre-tanto, o fruto principal da Mecânica Estat��stica n~ao est�a relacionado ao quantum, massim �a teoria de transi�c~oes de fase, que iremos abordar na pr�oxima se�c~ao.131



A.3 O Apogeu da Mecânica Estat��stica e o Limiar daTeoria do Crescimento FractalSegundo Brush [25], as três principais contribui�c~oes �los�o�cas da Termodinâmica e daMecânica Estat��stica foram: o conceito de irreversibilidade, advindo da 2a Lei da Termo-dinâmica; o reducionismo, oriundo da Teoria Cin�etica dos Gases que foi capaz de prever ocomportamento de quantidades macrosc�opicas de um g�as reduzindo-o a um modelo te�oricomicrosc�opico; e o indeterminismo, incorporado pela ado�c~ao de uma lei probabili��stica paraa descri�c~ao da realidade, no lugar da lei determin��stica cl�assica.Entretanto, a partir da segunda metade do s�eculo XX, uma nova fronteira surgiu dentro dadisciplina - o estudo do Caos e dos Fractais - cujas implica�c~oes �los�o�cas podem ser aindamais profundas do que as j�a citadas. A origem destas novas disciplinas pode ser associadaao desenvolvimento dos conceitos de leis de escala e universalidade, que ocorreu a partirda d�ecada de 1960, e que modi�cou de�nitivamente o curso da Mecânica Estat��stica.Para podermos compreender como estas novas abordagens surgiram dentro da teoria,necessitamos retroceder at�e os prim�ordios da teoria de transi�c~oes de fase, no s�eculo XIX,onde veri�caremos o papel fundamental da F��sica Estat��stica para o desenvolvimento dotema. De fato, poucos trabalhos abordaram o comportamento de sistemas na regi~aode criticalidade. O primeiro estudo formal de uma transi�c~ao de fases foi apresentadopor Clausius em 1850, a equa�c~ao de Clausius-Clapeyron para a transi�c~ao s�olido-l��quido,dpdt = L=T (VL � VS), onde L �e o calor latente de solidi�ca�c~ao. A primeira teoria capaz dedescrever com detalhes o comportamento cr��tico foi a teoria de van der Waals.A Teoria de Van der Waals e o Ponto Cr��ticoVimos na se�c~ao anterior que todos os resultados forncecidos pela teoria cin�etica se restrin-gem a descri�c~ao de gases ideais; a primeira tentativa de se descrever o comportamento degases reais foi feita pelo f��sico alem~ao Johannes Diderik van der Waals (1837-1923), queobteve um grande sucesso ao conseguir descrever transi�c~oes de fase apenas introduzindoduas corre�c~oes na lei dos gases ideais. Basicamente, as modi�ca�c~oes propostas por van derWaals foram as seguintes: uma constante b, proporcional ao diâmetro das mol�eculas, queimplicaria em uma redu�c~ao do volume total do g�as, (V � b); uma constante a, relacionadaa queda de press~ao exercida pelo g�as devido a presen�ca de for�cas intermoleculares atrativasde longo alcance (resultado fornecido pela experiência de Joule-Thompson), de modo quehaveria uma corre�c~ao na press~ao aplicada, P + a=v2. Dessa forma, podemos escrever aequa�c~ao de van der Waals como,�P + � av2�� (v � b) = RT ; 132



onde a e b s~ao constantes caracter��sticas de cada g�as.A equa�c~ao de van der Waals �e capaz de descrever o comportamento de um sistemagasoso pr�oximo �a transi�c~ao de fases - na criticalidade. O ponto cr��tico �e de�nido como osvalores de T e P para os quais a distin�c~ao entre as fases l��quida e gasosa desaparecem,e foi descoberto por Cagniard de la Tour, um f��sico francês, em 1822. Em 1863, T.Andrews demonstrou que uma substância no estado supercr��tico passa continuamente dafase l��quida para gasosa, considerando-se varia�c~oes apropriadas de T e P . Finalmente, em1873 van der Waals apresenta sua teoria, desenvolvida especi�camente para satisfazer asobserva�c~oes de Andrews.

Figura A.1: Diagrama de 
uidos na teoria de van der Waals. A constru�c~ao de Maxwell tamb�em �emostrada, conectando os pontos O e D.A transi�c~ao de fases na regi~ao subcr��tica (abaixo de Tc = 8a=27bR) �e acompanhada poruma varia�c~ao abrupta no volume do sistema, como mostrado na Figura A.1. Entretanto,a solu�c~ao da equa�c~ao de van der Waals nessa regi~ao possui três ra��zes reais, tal comoesbo�cado na �gura, que demonstra que o sistema pode passar continuamente de umafase a outra mesmo na regi~ao subcr��tica. Nesse caso, o caminho da transi�c~ao passa pelosestados meta-est�aveis do sistema, de tal modo que podemos tra�car a linha de transi�c~aoOD de modo que as �areas abaixo e acima desta linha possuem �areas iguais; esta �e achamada de \constru�c~ao de Maxwell".A teoria de van der Waals foi a primeira explica�c~ao bem sucedida para as transi�c~oes defase e demonstrou a robustez da abordagem atom��stica. Seu trabalho estimulou diversos133



trabalhos de pesquisa na �area de fenômenos cr��ticos, mas n~ao obteve o reconhecimentoimediato de toda a classe cient���ca, devido a forte oposi�c~ao enfrentada pela teoria atom��s-tica. A principal importância dessa teoria foi demonstrar que mudan�cas macrosc�opicasqualitativas em um sistema poderiam ser previstas por mudan�cas quantitativas no n��velmicrosc�opico, o que refor�cou a utiliza�c~ao de teorias cin�eticas para a descri�c~ao da natureza.A teoria de van der Waals previa um comportamento singular do parâmetro de ordemno ponto cr��tico, �L � �G = (Tc � T )�, onde o lado esquerdo corresponde a diferen�ca dedensidades entre as fases l��quida e gasosa, Tc �e a temperatura cr��tica e � �e o expoentecr��tico associado �a divergência do parâmetro de ordem. Na teoria de van der Waals,� = 1=2, enquanto a maioria dos experimentos apontam para � � 1=3.Teoria de Curie-Weiss para o MagnetismoApesar de ser conhecido desde a antiguidade na China e descrito por Gilbert na suaobra De Magnete em 1600, o fenômeno do magnetismo n~ao era associado a nenhumatransi�c~ao de fase. Foi John Hopkinson em 1859 quem primeiro sugeriu que o magnetismodos materiais deveria desaparecer acima de uma temperatura cr��tica, Tc, mas o primeirotrabalho criterioso sobre o tema foi a disserta�c~ao de Pierre Curie em 1895, onde o autordiferencia três tipos de efeitos magn�eticos: o ferromagnetismo, observado em materiaiscomo o ferro, que permanecem magnetizados mesmo na ausência de um campo externo epossuem uma temperatura cr��tica (\temperatura de Curie"); os materiais que apresentamparamagnetismo possuem uma fraca magnetiza�c~ao com o campo externo, que desaparecese o campo for retirado. A susceptibilidade (para)magn�etica desses materiais decrescecom a temperatura; no diamagnetismo os materiais apresentam uma magnetiza�c~ao fracano sentido oposto ao campo aplicado, e cujo efeito �e independente da temperatura.Curie propôs ainda a analogia entre sistemas magn�eticos e 
u��dos, observando que ocomportamento de campo aplicado em fun�c~ao da temperatura �e an�alogo ao comporta-mento da densidade do 
u��do em fun�c~ao da temperatura.A primeira abordagem anal��tica para o fenômeno foi a teoria do campo molecular, apre-sentada por Pierre Weiss a partir de um trabalho de Paul Langevin. Em 1905, Langevinutilizou a Mecânica Estat��stica para tratar um g�as de mol�eculas que possuem momentos dedipolo permanentes e mostrou que, para altas temperaturas e pequenos campos aplicados,o sistema apresenta um paramagnetismo inversamente proporcional a temperatura, exata-mente como os resultados experimentais de Curie apontavam. Em 1907, Weiss introduziuum campo molecular proporcional a magnetiza�c~ao na teoria de Langevin; dessa forma, osistema poderia apresentar magnetiza�c~ao espontânea.Na criticalidade, o modelo molecular de Curie-Weiss apresenta o mesmo comportamentode escala da teoria de van der Waals, com expoentes cr��ticos idênticos. Em particular,o expoente associado ao parâmetro de ordem do sistema (magnetiza�c~ao espontânea, m),m � (Tc � T )� �e igual a 1=2, de modo que essas teorias s~ao chamadas de aproxima�c~oes134



de campo m�edio, para a magnetiza�c~ao e para 
u��dos respectivamente.O primeiro modelo microsc�opico capaz de prever corretamente o comportamento dossistemas na criticalidade foi o modelo de Ising, mas o caminho para que ele fosse devida-mente reconhecido foi tortuoso.O modelo de IsingComo o pr�oprio autor a�rma em seu artigo de 1925, o modelo foi originalmente propostopor Wilhelm Lenz, ent~ao orientador de Ernst Ising na universidade de Hamburgo. De�nidosobre uma rede regular com N s��tios, o modelo consiste em assumir que em cada s��tio h�auma vari�avel �i (i = 1; :::; N) que pode ocupar dois estados. ( Originalmente o modelofoi proposto para sistemas magn�eticos, ent~ao a vari�avel em quest~ao era o spin de cadamol�ecula, e que poderia ter duas orienta�c~oes: para cima, �i = 1, ou para baixo, �i = �1).Para cada uma das 2N con�gura�c~oes do sistema pode-se associar uma energia, escrita naforma de um hamiltoniano,H =Xhi;ji J�i�j + �HXi �i ;onde J �e a constante de acoplamento, H o campo externo, � o momento orbital ea primeira soma �e feita sobre todos os primeiros vizinhos do s��tio i. Para materiaismagn�eticos, a constante de acoplamento positiva �e associada a materiais ferro- e para-magn�eticos, enquanto para materiais diamagn�eticos J < 0.Ising mostrou no seu artigo que em uma dimens~ao o modelo n~ao apresenta transi�c~ao defase para a magnetiza�c~ao espontânea, e conjectura que o mesmo deveria ser v�alido emdimens~oes maiores; desapontado, ele abandona o modelo. Anos mais tarde, Heisenbergapresentaria seu modelo de magnetiza�c~ao, onde explorava intera�c~oes mais complicadasentre os spins, j�a que \Ising obteve sucesso em mostrar que a hip�otese de for�cas su�ci-entemente fortes e direcionadas entre dois �atomos vizinhos tamb�em n~ao �e su�ciente paraexplicar o ferromagnetismo." Dessa forma, o modelo de Heisenberg, mais complexo, foiexplorado antes do modelo de Ising, mais simples.O conceito do modelo de Ising como um objeto matem�atico independente foi apresentadopela primeira vez por R. H. Fowler em 1935, no contexto de transi�c~oes de ordem/desordemem ligas met�alicas. Em 1936, R. Peierls publicaria um artigo com o t��tulo \Sobre o Modelode Ising para o Ferromagnetismo", onde demonstra a equiovalência entre o modelo de Isingpara o magnetismo, a teoria de Hans Bethe para as transi�c~oes ordem/desordem em ligasmet�alicas e o trabalho de Fowler e Peierls sobre isotermas de absor�c~ao. Peierls apresentoutamb�em um argumento simples mostrando que, ao contr�ario do argumento de Ising, omodelo deveria apresentar transi�c~oes de fase em duas ou mais dimens~oes. O modelo de135



Ising tamb�em �e equivalente a um modelo de \g�as de rede", onde cada s��tio pode estarocupado ou vazio ( �i = 1; 0), ou para uma mistura bin�aria entre duas esp�ecies diferentesde mol�eculas ou �atomos.Uma verdadeira revolu�c~ao, segundo Cyril Domb, aconteceria em 1942, quando LarsOnsager apresentou a solu�c~ao exata do modelo de Ising em duas dimens~oes. Onsagerdemonstrou que o modelo apresentava uma transi�c~ao de fase, e obteve os valores exatospara os principais expoentes cr��ticos. A solu�c~ao de Onsager representa o auge da MecânicaEstat��stica, pois pela primeira vez foi poss��vel utilizar os m�etodos estat��sticos para solu-cionar um modelo em um caso n~ao trivial.Apesar do sucesso da teoria, os argumentos de Onsager falhavam se aplicados em trêsdimens~oes, e at�e hoje n~ao h�a uma solu�c~ao exata para o modelo para d = 3. Diversas linhasde pesquisa foram propostas e executadas para se obter os valores dos expoentes cr��ticosnesse caso, e a t�ecnica mais usual �e a aproxima�c~ao em s�eries, apresentada por Domb em1949 e desenvolvida mais tarde por Sykes, Michael Fisher, J. W. Essam, entre outros.De fato, os c�alculos se tornaram t~ao so�sticados que foi poss��vel obter numericamente aspropriedades do modelo, com alto grau de precis~ao.Com o desenvolvimento dos computadores a partir da segunda guerra mundial, surgiuuma nova abordagem para se estudar modelos que n~ao possuem solu�c~ao anal��tica: asimula�c~ao. Re
etindo a dualidade que permeou a ciência at�e meados do s�eculo XX,duas abordagens foram desenvolvidas: a dinâmica molecular, que calcula diretamente asposi�c~oes e velocidades das part��culas do sistema estudado utilizando as equa�c~oes c�assicas(ou quânticas) de movimento, e o m�etodo de Monte Carlo, que utiliza m�etodos estat��sticospara simular a distribui�c~ao de probabilidades para as transi�c~oes entre estados diferentes.Berni Adler e Thomas Wainwright introduziram a dinâmica molecular em 1957 parasimular o comportamento de um sistema cl�assico de esferas duras que s�o interagiampor colis~oes, considerando at�e 100 part��culas. Para evitar efeitos super�ciais devido aotamanho limitado dos sistemas, os autores introuziram condi�c~oes peri�odicas de contorno,de modo que as paredes do volume n~ao eram mais re
etoras, mas transladavam aspart��culas para o lado oposto do sistema. Apesar do reduzido n�umero de part��culasconsiderado em rela�c~ao ao n�umero usualmente encontrado em sistemas reais (� 1019part��culas por cm3), os autores mostraram que havia uma transi�c~ao de fases an�aloga atransi�c~ao s�olido-l��quido para 
u��dos, que passou a ser conhecida como transi�c~ao de fase de\esferas duras". Com o surpreendente avan�co das mem�orias dos computadores modernos,o m�etodo tem sido utilizado para um n�umero cada vez maior de part��culas, chegando at�e� 1010 part��culas nas simula�c~oes mais recentes.136



Em Dire�c~ao a UniversalidadeApesar do \tour-de-force" da solu�c~ao de Onsager, o modelo de Ising n~ao despertou muitointeresse at�e 1961, ano em que George Baker demonstrou como a t�ecnica matem�aticainventada por Henri Pad�e em 1891 poderia ser utilizada para determinar as singularidadesno ponto cr��tico a partir dos termos conhecidos na expans~ao em s�eries do modelo, eobteve que a magnetiza�c~ao espontânea no modelo de Ising em três dimens~oes divergiacom m � (Tc � T )�, onde � � 0:3. Mais tarde, no grupo de pesquisa de Domb noKings College onde se concentrava o estudo de expans~oes em s�eries, Essam e Fisherproporiam que � = 5=16, valor que concordava com v�arios experimentos. Os autoresargumentaram ent~ao que as propriedades dos sistemas na criticalidade seriam universais,dependendo apenas de poucos fatores, como a dimensionalidade do sistema e a estat��sticadas part��culas, e n~ao dos detalhes espec���cos de cada modelo. Esse argumento estimuloubastante o estudo do modelo de Ising, pois, a despeito de sua simplicidade, as conclus~oespara o comportamento do sistema na criticalidade poderia ser tamb�em extendida a todosos sistemas conexos, como o modelo de g�as de rede, sistemas magn�eticos e 
u��dos, etc.Por volta de 1965, o modelo de Ising era visto como o tratamento mais bem sucedidopara prever o comportamento de sistemas f��sicos no ponto cr��tico do que outros modelosque tentavam ser mais \veross��meis". A facilidade computacional para se implementarmodelos de�nidos em uma rede fez com que cada vez mais o interesse nestes modeloscrescesse cada vez mais.O trabalho de Benjamin Widom, apresentado em 1965, tentava conciliar os resultadosobtidos para o modelo de Ising com a teoria de van der Waals. Widom propôs que, emum subvolume v = �s (� �e o comprimento de correla�c~ao e s �e a dimensionalidade) de um
u��do homogêneo em equil��brio com sua fase conjugada. Se a energia associada a uma
utua�c~ao for proporcional a kBT , Widom mostrou como os expoentes cr��ticos podem serderivados (mostramos o procedimento na se�c~ao 1.5).As id�eias de Widom foram utilizadas por Leo P. Kadano�, em 1966, como base para \leisde escala" (scaling laws) universais que deveriam ser v�alidas na criticalidade. Conside-rando uma c�elula da rede com extens~ao linear L, no ponto cr��tico (T � Tc), � >> L;logo, �e razo�avel supor que todos os spins dentro desta c�elula estejam correlacionados.Kadano� propôs ent~ao que toda a c�elula poderia ser substitu��da por um �unico spin, emuma rede reescalada por um fator de 1=L, e assim sucessivamente. Essa \invariância porescala" do sistema na criticalidade tornou-se uma das caracter��sticas mais marcantes dastransi�c~oes de fases. Analisando os efeitos de escala produzidos por sua transforma�c~ao,Kadano� obteve rela�c~oes funcionais de�nidas a partir das quais pôde derivar rela�c~oesentre os expoentes cr��ticos (tamb�em mostramos esta bordagem na se�c~ao 1.5)Em 1971, Kenneth Wilson apresentou uma an�alise matem�atica das leis de escala deKadano� usando t�ecnicas an�alogas as usadas por Gell-Mann e Low, e Stueckelbeg Peter-137



mann em eletrodinâmica quântica, criando o \grupo de renormaliza�c~ao", que se tornouuma das t�ecnicas mais utilizadas em Mecânica Estat��stica, tanto no equil��brio comofora dele. No ano seguinte, Wilson e M. Fischer mostraram como o modelo de Isingpoderia ser generalizado em d dimens~oes, evidenciando uma transi�c~ao cont��nua entre ocomportamento c�assico (tal como previsto pela teoria de van der Waals) e n~ao cl�assico(como na solu�c~ao de Onsager). Os autores associaram o comportamento n~ao-c�assico �adivergência do comprimento de correla�c~ao no ponto cr��tico, quando o sistema �e dominadopor correla�c~oes de longo alcance. Wilson e Fisher introduziram uma dimensionalidadecont��nua, d = 4 � ", e mostraram que para d � 4 o comprimento de correla�c~ao n~aodiverge e os expoentes cl�assicos s~ao obtidos. Atrav�es de expans~oes perturbativas, osautores obtiveram os expoentes cr��ticos como uma s�erie de potências em fun�c~ao de ", queconvergiam mesmo para " > 1, o que permitiu se obter os expoentes a partir de umateoria geral. Para o modelo de Ising em d = 3, a \expans~ao "" prevê valores para osexpoentes cr��ticos com precis~ao at�e a quarta casa decimal, o que demonstra a robustez dogrupo de renormaliza�c~ao.Uma �ultima generaliza�c~ao do modelo foi feita pelo grupo de H. E. Stanley, considerandoa dimensionalidade do spin, d�, no modelo de Ising. No modelo de Ising original d� = 1,enquanto no modelo de Heisenberg d� = 3, enquanto d� !1 equivale ao modelo esf�erico,e os expoentes cl�assicos s~ao novamente obtidos.A partir de ent~ao, um n�umero cada vez maior de artigos cient���cos apresentam estudossobre transi�c~oes de fase, criticalidade e universalidade em diversos sistemas, com abor-dagens experimentais, anal��ticas (grupo de renormaliza�c~ao) e simulacionais (m�etodo demonte Carlo). As caracter��sticas marcantes no ponto cr��tico tamb�em estimulou estudossobre a geometria dos sistemas na transi�c~ao, o que levoi Benoit Mandelbrot a uma dasdescobertas mais extraordin�arias da hist�oria da ciência: a Geometria Fractal, na qual ainvariância por escala - ou autosimilaridade - emerge de maneira natural.A Teoria do Crescimento FractalDesde a publica�c~ao da singular obra de Benoit Mandelbrot, The Fractal Geometry ofNature [108], um novo paradigma vem se estabelecendo na Ciência: a concep�c~ao fractal danatureza. Diametralmente oposta ao paradigma determinista newtoniano-cartesiano, cujoreducionismo alavancou o conhecimento cient���co nos s�eculos anteriores, esta concep�c~ao�e intrinsecamente interdisciplinar, e suas aplica�c~oes estendem-se por quase todo espectrodo conhecimento humano: matem�atica [51, 56, 108], f��sica [18, 13, 36, 109, 140], qu��mica[79, 117, 157], computa�c~ao [183, 185], astrof��sica [34, 110, 145], geologia [147], biologia[28, 87, 176], medicina [58, 76], bioqu��mica [5, 30], ecologia [59, 103, 177], economia[112, 161], geogra�a [60], ciências sociais [65, 66], artes [24, 50, 154], etc.Essa mudan�ca de paradigma de fato n~ao se d�a por uma ruptura radical; paralelamente,em diferentes �areas do conhecimento surgem enfoques inovadores empregando os novos138



conceitos da Teoria do Caos e da Geometria Fractal, e que, paulatinamente, contribuempara a forma�c~ao de um novo arcabou�co cient���co. Exemplo not�orio deste processo, e queser�a a principal motiva�c~ao deste trabalho, �e o desenvolvimento da Teoria do CrescimentoFractal.Historicamente, podemos remontar os prim�ordios desta Teoria aos trabalhos de Vold [174]e Eden [47], que foram os primeiros a simular uma dinâmica de crescimento capaz dedescrever superf��cies observadas no cotidiano - a forma�c~ao de uma colônia de c�elulas e asedimenta�c~ao em um sistema coloidal, respectivamente. A despeito da caracteriza�c~aocorreta das superf��cies obtidas - o termo \fractal" s�o surgiria cerca de duas d�ecadasdepois com a obra de Mandelbrot [107] - estes trabalhos continham em sua essência oobjetivo almejado por todos os outros estudos que lhes sucederam: conhecer o mecanismorespons�avel pela forma�c~ao de estruturas complexas, tais como as que encontramos dia-riamente na observa�c~ao da natureza. Neste ponto vale destacar a importância crucial dainven�c~ao do computador para este ramo da Ciência, j�a que ambos os trabalhos utilizaramsimula�c~oes para corroborar as hip�oteses te�oricas levantadas. Particularmente no trabalhode Eden, o computador permitiu um enriquecimento signi�cativo do estudo devido �apossibilidade de visualiza�c~ao das superf��cies simuladas, conceito que foi incorporado de�-nitivamente nos trabalhos posteriores. A possibilidade de se utilizar computadores paraestudar problemas complexos criou uma nova ênfase na Ciência, e em particular na F��sica:a Simula�c~ao, que ao lado da Teoria e do Experimento, forma o trip�e que sustenta a Teoriado Crescimento Fractal. Atualmente, existe uma quarta ênfase incipiente, defendidaprincipalmente por D. P. Landau, que �e a Visualiza�c~ao. Intrinsecamente computacio-nal, esta ênfase �e essencial no tratamento de sistemas complexos, onde a an�alise pura dosdados e das grandezas obtidas n~ao �e su�ciente para abstrair a dinâmica dos processos, esomente atrav�es da Visualiza�c~ao �e poss��vel colmatar as lacunas deixadas pelas outras trêsênfases.A primeira abordagem te�orica que obteve êxito no tratamento de um problema relacionado�a dinâmica de crescimento aleat�orio de superf��cies foi apresentada por Hammersley [72],que estudou a distribui�c~ao da orienta�c~ao de gr~aos em um material policristalino. Oautor foi capaz, utilizando uma formula�c~ao do problema an�aloga a um autômato celularestoc�astico, de prever corretamente os expoentes cr��ticos associados �as 
utua�c~oes dasalturas nos dom��nios. Entretanto, o formalismo matem�atico utilizado �e consideravelmentediferente do atualmente utilizado, o que era de se esperar. Somente quinze anos depois,Edwards e Wilkinson [48] apresentaram uma formula�c~ao te�orica simples capaz de descreverum problema an�alogo ao tratado por Hammersley. utilizando sedimenta�c~ao de materiaisgranulares como prot�otipo, os autores desenvolveram pioneiramente uma equa�c~ao diferen-cial cont��nua para a dinâmica temporal de uma interface rugosa. Esta equa�c~ao, conhecidacomo equa�c~ao EW, est�a associada a uma classe de universalidade - classe EW - e, por serlinear, pode ser resolvida analiticamente, fornecendo os expoentes cr��ticos em qualquerdimens~ao. 139



O sucesso de Edwards e Wilkinson na formula�c~ao de uma equa�c~ao de Langevin para adescri�c~ao do crescimento de interfaces rugosas motivou uma s�erie de estudos anal��ticos,tanto para a determina�c~ao de novas classes de universalidade quanto para a formula�c~aode novos modelos te�oricos. Um dos principais trabalhos nesta fase, desenvolvido inde-pendentemente do modelo EW, foi a introdu�c~ao do escalonamento dinâmico feita porFamily e Vics�ek [53]: esta t�ecnica se tornou a abordagem padr~ao tanto para a avalia�c~aodos resultados num�ericos quanto para a constru�c~ao de teorias anal��ticas no estudo docrescimento de superf��cies. No artigo, os autores tratam pela primeira vez o desen-volvimento de interfaces marginalmente est�aveis, que �e largamente utilizado hoje noestudo de interfaces fractais auto-a�ns, e introduzem dois expoentes de escala n~ao-triviais,correspondendo respectivamente �as escalas espacial e temporal do crescimento de super-f��cies. Al�em disso, propuseram uma forma de escala que incorpora o comportamentocomplexo das 
utua�c~oes da interface em uma express~ao simples entre a rugosidade dasuperf��cie, o tempo e o tamanho do sistema.Deste modo, a combina�c~ao de uma equa�c~ao de Langevin para descrever a evolu�c~aotemporal das interfaces com o escalonamento dinâmico para o tratamento dos dadosnum�ericos permitiu o r�apido desenvolvimento de estudos te�oricos, modelos computacionaise trabalhos experimentais que estabeleceram as bases da Teoria do Crescimento Fractal.Entre as centenas de trabalhos deste per��odo, um merece especial destaque devido �a suaforte in
uência nos estudos subsequentes sobre o escalonamento dinâmico de superf��cies: oartigo de Kardar, Parisi e Zhang (KPZ) [88] apresenta uma abordagem original que obteveêxito na constru�c~ao de uma equa�c~ao cont��nua para descrever a dinâmica de crescimentode superf��cies. Atrav�es de um elegante argumento f��sico, KPZ introduziram um termon~ao-linear �a equa�c~ao EW, implicando em uma contribui�c~ao n~ao-linear �a velocidade dasuperf��cie. Atrav�es do grupo de renormaliza�c~ao, KPZ encontraram os expoentes cr��ticosem uma dimens~ao; para dimens~oes superiores, ainda n~ao h�a solu�c~ao para esta equa�c~aoe at�e hoje �e controversa a existência de uma dimens~ao cr��tica para ela. A equa�c~ao KPZpertence a uma nova classe de universalidade e os expoentes cr��ticos obtidos em d = 1+1apresentaram excelente concordância com os resultados num�ericos. O trabalho de KPZrepresenta um dos raros exemplos na F��sica de fenômenos fora do equil��brio onde umaequa�c~ao cont��nua pode ser proposta e solucionada exatamente em um caso n~ao trivial.Seguiram-se a estes trabalhos pioneiros uma in�nidade de artigos te�oricos, simulacionaise experimentais, como por exemplo os abordados no livro de Family e Vicsek [54], ouno livro de Meakin [117], e se observa com muita frequência a combina�c~ao de mais deuma abordagem em um mesmo trabalho. Entre os principais temas dos trabalhos cujamotiva�c~ao principal �e o experimento est~ao: propaga�c~ao de uma fronteira em meio desor-denado [3, 7, 26], interfaces entre l��quidos imisc��veis [84, 146, 170], crescimento de �lmes�nos [13], linhas de ruptura em papel [120], crescimento de bact�erias [171], etc; entre osartigos te�oricos, a maioria aborda principalmente varia�c~oes da equa�c~ao de crescimento[4, 181] e m�etodos do grupo de renormaliza�c~ao [13, 179]. J�a os trabalhos simulacionaisapresentam uma gama diversa de abordagens: desde modelos de crescimento fora do140



equil��brio [117, 156], passando por modelos na classe da percola�c~ao direcionada [4, 46, 155],at�e modelos em �areas bem mais inovadoras como modelos para solos [12], modelos demorfogênese [31], modelos para crescimento de tumores [58], fraturas [119] e modelosbiologicamente motivados [20, 136].Uma outra classe de modelos, intrinsecamente computacionais, surgiu na d�ecada de 1980e obteve um grande sucesso em criar sistemas complexos que exibem comportamentoauto-organizado: os autômatos celulares [183]. Como o nome sugere, esses modelospossuem uma dinâmica variada, dependendo das regras locais a que est~ao submetidos.Uma varia�c~ao desta classe de modelos foi proposta por Domany e Kinzel [46] considerandoa possibilidade de regras locais probabil��sticas, e que deu origem aos autômatos celularesestoc�asticos. Esta nova classe de modelos se mostrou bastante �util na compreens~ao deprocessos fora do equil��brio, tornando-se ummodelo padr~ao para o estudo desses processos.
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Apêndice B
Transi�c~oes de Fase e Fenômenos Cr��ticos

Neste apêndice, apresentamos o contexto termodinâmico de equil��brio associado �as tran-si�c~oes de fase e aos fenômenos cr��ticos. Esse apêndice est�a dividido em v�arias se�c~oes:come�cando pela revis~ao das rela�c~oes matem�aticas mais importantes e a conceitua�c~aoprecisa dos expoentes cr��ticos, faremos um estudo das principais teorias cl�assicas detransi�c~oes de fase, generalizadas pela teoria fenomenol�gica de Landau. O pricipal modeloda mecânica estat��stica do equil��brio, o modelo de Lenz-Ising-Onsager, ser�a abordado nasequência. Os principais resultados desse modelo motivaram o desenvolvimento da teoriade escala e do grupo de renormaliza�c~ao, tema da �ultima se�c~ao, onde ser~ao introduzidosos inovadores conceitos de invariância por escala e universalidade.A estrutura da termodinâmica parecia estar bem fundamentada at�e meados do s�eculoXIX, a menos de um incômodo detalhe: a divergência de algumas propriedades dossistemas na vizinhan�ca de seus pontos cr��ticos. Como veremos, o formalismo cl�assicoprevia corretamente que v�arias \susceptibilidades generalizadas" (capacidade t�ermica,compressibilidade, etc.) deveriam divergir na criticalidade. Entretanto, a forma anal��ticadas divergências nos experimentos contrariavam a previs~ao cl�assica, e v�arias outras parti-cularidades da criticalidade permaneciam inexplicadas, como por exemplo, a opalescênciacr��tica dos 
uidos. Este foi o tema do trabalho de T. Andrews em 1869, onde o autoratribuiu corretamente o efeito a enormes 
utua�c~oes na densidade do 
uido no ponto cr��tico.Mais tarde, Ornstein e Zernike previram a forma da divergência cr��tica das 
utua�c~oes,mas ainda sem boa concordância com os experimentos, e somente com o modelo de Isingem três dimens~oes �e que estimativas precisas ajustaram-se aos fenômenos observados.O estudo formal das transi�c~oes de fase iniciou-se com a tese de doutorado de van derWaals, em 1873, onde pela primeira vez um formalismo te�orico foi capaz de descrevermudan�cas de fase em sistemas 
uidos. Desde ent~ao, v�arios estudos apontaram sistemasque apresentam transi�c~oes de fase, como materiais magn�eticos, ligas met�alicas, 
uidossimples e misturas bin�arias, supercondutores, cristais l��quidos, etc. Nesse ��nterim, caberessaltar o trabalho de Kammerling Onnes, not�avel f��sico experimental que descobriu n~ao142



s�o a supercondutividade, mas tamb�em a super
uidez do He l��quido abaixo de 2:2 K; estatransi�c~ao, conhecida por \transi�c~ao � do He4", seria mais tarde associada �a condensa�c~aode Bose-Einstein, e pela primeira vez efeitos quânticos eram revelados por uma transi�c~aode fase macrosc�opica.Uma caracter��stica comum a todos esses sistemas �e a presen�ca de divergências assint�oticasem grandezas termodinâmicas na criticalidade, e que s~ao caracterizadas por uma cole�c~aode expoentes cr��ticos; al�em disso, uma quantidade denominada como parâmetro de ordemdo sistema, proposta por L.D. Landau, apresenta a propriedade de ser nula na regi~aode altas temperaturas enquanto na regi~ao de baixas temperaturas �e diferente de zero.Mais tarde, tanto experimentos como resultados te�oricos apontaram para a existênciade classes de universalidade para os expoentes cr��ticos, as quais dependeriam apenas depouqu��ssimos parâmetros, como a dimensionalidade do sistema ou do parâmetro de ordem.Pode-se dividir as teorias das transi�c~oes de fase em dois per��odos: a era Cl�assica, emblema-tizada pela teoria fenomenol�ogica de Landau, e a era Moderna. A fase Cl�assica iniciou-secom o trabalho de van der Waals para 
uidos, e engloba, al�em da teoria cl�assica deLandau, a teoria de Curie-Weiss para sistemas magn�eticos e a teoria de Ornstein-Zernikepara a fun�c~ao correla�c~ao de pares. Apesar de alguma controv�ersia [158], a era Modernatem como marco inicial a solu�c~ao de Onsager para o modelo de Ising bidimensional, em1944, a primeira solu�c~ao rigorosa da mecânica estat��stica para um modelo n~ao trivial.Outro trabalho marcante deste per��odo, mas de menor monta, foi apresentado por E. A.Guggenheim em 1945, estabelecendo a \lei dos estados correspondentes" que mostra umcomportamento universal para diversos 
uidos.Por�em, a maioria dos autores concorda que a consolida�c~ao da era Moderna s�o veio a partirda d�ecada de 1960, com o trabalho de v�arios pesquisadores tais como L.P. Kadano�,M. Fisher, C. Domb, B. Widom, entre outros. Desde ent~ao, novas t�ecnicas permitiramum estudo mais detalhado da criticalidade, estabelecendo leis de escala e classes deuniversalidade para os expoentes cr��ticos, em um movimento que culminou com o grupode renormaliza�c~ao, proposto por K. Wilson na d�ecada de 70 [179]. Essa nova abordagemapresentou uma justi�cativa para as leis de escala e para o car�ater universal dos expoentescr��ticos, al�em de fornecer um esquema geral para se obter seus valores, e continua sendoaplicada extensivamente em diversos sistemas [102].Entretanto, antes mesmo de come�carmos a tratar das Teorias Cl�assicas, �e necess�arioque se fa�ca uma revis~ao de algumas rela�c~oes termodinâmicas �uteis, al�em de uma melhorconceitua�c~ao do termo criticalidade e uma caracteriza�c~ao mais detalhada do comporta-mento dos sistemas dentro desta regi~ao. Esses ser~ao os objetivos das pr�oximas se�c~oes.143



B.1 Rela�c~oes TermodinâmicasNesta se�c~ao revisaremos algumas rela�c~oes termodinâmicas �uteis para o estudo de sistemasmagn�eticos. Sistemas simples s~ao de�nidos como sistemas macroscopicamente homogê-neos, isotr�opicos, descarregados, quimicamente inertes e su�cientemente grandes. Taissistemas, no equil��brio, obedecem uma equa�c~ao fundamental da formaU = U(S; V;N1; N2; :::; Nr) ;onde U representa a energia livre do sistema; se chamarmos a entropia de X0, o volumede X1, o n�umero de part��culas X2 e assim sucessivamente, podemos reescrever a equa�c~aoanterior na forma sim�etrica U = U(X0; X1; X2; :::; Xt). Assim,Xt representa um parâmetroextensivo do sistema em quest~ao, podendo inclusive representar parâmetros magn�eticos,el�etricos ou el�asticos, estendendo o formalismo tamb�em a sistemas n~ao t~ao simples.Utilizando os postulados da termodinâmica de equil��brio [29, 150], pode-se escrever a 1aLei da Termodinâmica na sua forma diferencial,dU = T dS + tXk=1 Pk dXk = tXk=0 Pk dXk ; (B.1)na qual os parâmetros intensivos s~ao de�nidos porPk = @U@Xk : (B.2)O termo TdS corresponde ao 
uxo de calor para o sistema em considera�c~ao ePt1 PkdXk aotrabalho exercido pelo mesmo. A rela�c~ao funcional que associa os parâmetros extensivosaos intensivos �e chamada de equa�c~ao de estado. Seguem-se da propriedade de homogenei-dade em primeira ordem, a equa�c~ao de Euler,U = tX0 PkXk ; (B.3)e a rela�c~ao de Gibbs-Duhem,tX0 Xk dPk = 0 : (B.4)144



Considerando agora o caso particular de um sistema magn�etico, onde a equa�c~ao funda-mental �e da forma U = U(S;M;N), a 1a Lei da Termodinâmica se torna,dU = TdS +HdM + �dN ;e, portanto,T = �@U@S �M;N ; H = � @U@M �S;N ; � = � @U@N �S;M ; (B.5)onde T �e a temperatura absoluta, H o campo aplicado e � o potencial qu��mico do sistema.Transforma�c~oes de LegendreUma transforma�c~ao de Legendre pode ser feita trocando-se (s + 1) vari�aveis extensivasX0; :::; Xs pelas vari�aveis intensivas P0; :::; Ps atrav�es da seguinte fun�c~ao,U [P0; :::; Ps] = U � sXk=0 PkXk ; (B.6)com s < t. As vari�aveis naturais dessa fun�c~ao s~ao P0; :::; Ps e Xs+1; :::; Xt, onde@U [P0; :::; Ps]@Pk = �Xk ; k = 0; 1; :::; s ; (B.7)@U [P0; :::; Ps]@Xk = Pk ; k = s + 1; :::; t: (B.8)Consequentemente,dU [P0; :::; Ps] = sX0 (�Xk) dPk + tXs+1 Pk dXk : (B.9)Atrav�es das transforma�c~oes pode-se de�nir v�arios potenciais termodinâmicos; no caso desistemas magn�eticos, os de maior interesse s~ao,(i) a energia livre de Helmholtz,A � A(T;M;N) = U � TS : (B.10)145



(ii) a energia livre de Gibbs,G � G(T;H;N) = U � TS �MH ; (B.11)Consequentemente,dG = �S dT �M dH + � dN ; (B.12)dA = �S dT +H dM + � dN : (B.13)e�S = �@G@T �H;N ; �M = � @G@H�T;N ; � = � @G@N �T;H ; (B.14)�S = �@A@T �M;N ; H = � @A@M �T;N ; � = � @A@N�T;M ; : (B.15)
Rela�c~oes de MaxwellA partir da equa�c~ao (B.9), podemos escrever as derivadas cruzadas do potencial U [P0; :::; Ps]como,@Xj@Pk = @Xk@Pj ; j; k � s ; (B.16)@Xj@Xk = �@Pk@Pj ; j � s; k > s ; (B.17)@Pj@Xk = @Pk@Xj ; j; k > s : (B.18)
Desse modo, utilizando as de�ni�c~oes B.14 e B.15 �e poss��vel escrevermos v�arias rela�c~oes deMaxwell (B.16) e (B.18) para sistemas magn�eticos, como por exemplo,� @S@H�T;N = �@M@T �H;N ; (B.19)� @S@N �T;M = �� @�@T �M;N ; etc: (B.20)146



Fun�c~oes RespostaA partir das rela�c~oes desenvolvidas at�e agora, podemos escrever algumas derivadas termo-dinâmicas que podem facilmente ser medidas experimentalmente, e portanto de interessef��sico. Estas derivadas s~ao conhecidas por fun�c~oes resposta: para sistemas magn�eticos,temos a capacidade t�ermica, Cx, que mede a varia�c~ao de temperatura devido a um est��mulona forma de calor (com a grandeza x = H ouM mantida constante), e as susceptibilidades�y, onde y = T ou S), que mede a resposta do magnetiza�c~ao do sistema devido a est��mulosexternos. Essas fun�c~oes resposta s~ao de�nidas por,CH � T �@S@T �H = �@E@T �H = �T �@2G@T 2�H ; (B.21)CM � T �@S@T �M = �@U@T �M = �T �@2A@T 2�M ; (B.22)�T � �@M@H �T = �� @2G@H2�T ; (B.23)�S � �@M@H �S = ��@2E@H2�S : (B.24)Experimentalmente, observa-se que as fun�c~oes resposta apresentam um comportamentoanômalo na criticalidade. Esse comportamento singular levou Ehrenfest [158] a criar umaclassi�ca�c~ao para as transi�c~oes de fase: transi�c~oes de primeira ordem seriam aquelas onde aprimeira derivada do potencial termodinâmico apropriado apresenta uma descontinuidade;nas transi�c~oes de segunda ordem, a primeira derivada �e cont��nua, mas a segunda derivada�e descont��nua ou in�nita. De fato, essa classi�ca�c~ao de Ehrenfest falha em alguns casose h�a na literatura uma preferência em considerar o comportamento do sistema na regi~aode criticalidade como o crit�erio de classi�ca�c~ao, uma vez que este �e bastante distinto paracada um dos tipos de transi�c~ao.Enquanto nas transi�c~oes de primeira ordem os dois estados termodinâmicos de equil��brio(entre os quais a transi�c~ao ocorre) situam-se em regi~oes separadas do espa�co de con�gura-�c~oes, nas transi�c~oes de segunda ordem esses estados situam-se em regi~oes cont��guas. Dessemodo, uma transi�c~ao de primeira ordem caracteriza-se pela mudan�ca abrupta nas proprie-dades do sistema e pela presen�ca de um calor latente, como na solidi�ca�c~ao, vaporiza�c~ao esublima�c~ao de 
uidos, ou na transi�c~ao da magnetiza�c~ao com o campo aplicado em sistemasmagn�eticos. Nessas transi�c~oes tamb�em �e poss��vel observar a ocorrência de estados meta-est�aveis, que permitem o levantamento de curvas de histerese.J�a nas transi�c~oes de segunda ordem a mudan�ca nas propriedades do sistema s~ao maissutis; uma das caracter��sticas marcantes neste tipo de transi�c~ao, �e o comportamento docomprimento de correla�c~ao: fora da criticalidade, as correla�c~oes entre os elementos de umsistema de muitos corpos decaem exponencialmente com a distância entre os elementos,147



sendo governadas por um pequeno comprimento de correla�c~ao (ordem de curto alcance);�a medida que o sistema se aproxima da regi~ao cr��tica, o comprimento de correla�c~aocresce monotonicamente at�e que, na criticalidade, o decaimento das correla�c~oes se tornamuito mais lento (segundo uma lei de potência), sem nenhum comprimento caracter��stico(ordem de longo alcance). Esse comportamento �e observado, por exemplo, na transi�c~aoda magnetiza�c~ao espontânea em fun�c~ao da temperatura em sistemas magn�eticos, ou navizinhan�ca do ponto cr��tico no diagrama PV T para 
uidos, na transi�c~ao � do He4, etc.O estudo anal��tico das divergências observadas na regi~ao cr��tica propiciou o desenvolvi-mento de um formalismo utilizando expoentes cr��ticos para a caracteriza�c~ao completa dastransi�c~oes de fase, e que estabelecem classes de universalidade para as transi�c~oes. Maistarde, esse formalismo teria papel fundamental no desenvolvimento da teoria de escala eno grupo de renormaliza�c~ao.B.2 Expoentes Cr��ticosNesta se�c~ao iremos de�nir v�arios expoentes cr��ticos associados �a divergência de grandezastermodinâmicas no ponto cr��tico. Logo, �e necess�ario uma de�ni�c~ao precisa e geral paraum expoente cr��tico. Chamando de Tc a temperatura cr��tica do sistema, podemos de�nirum parâmetro adimensional relacionado �a temperatura,� � T � TcTc = TTc � 1 : (B.25)Consideremos uma fun�c~ao, f( �), positiva e cont��nua para valores pequenos de �, e queexista o limite,� � lim�!0 ln f( �)� : (B.26)Nesse caso, � �e o expoente cr��tico associado a fun�c~ao f( �).De forma simpli�cada, denotaremos que � �e o expoente cr��tico associado a f( �) escreven-do, f( �) � ��. �E importante esclarecer que a rela�c~ao B.26 n~ao implica que f( �) = A��,apesar do inverso ser verdadeiro. De fato, o comportamento no ponto cr��tico geralmente�e mais complexo que uma rela�c~ao alom�etrica simples; a forma mais geral compat��vel coma de�ni�c~ao B.26 �e f( �) = A��(1 +B�� + :::), onde � > 0.Passemos agora �a de�ni�c~ao dos expoentes cr��ticos: o comportamento do parâmetro deordem, 	, do sistema com a temperatura �e regido pelo expoente �,	 � (��)� ; (B.27)148



onde 	 �e o parâmetro de ordem normalizado. Para 
uidos, 	 � �L��G, onde a densidadeda fase l��quida e gasosa s~ao denotadas pelas letras L e G, respectivamente; em sistemasmagn�eticos, 	 � m =M0(T )=M0(0).A capacidade t�ermica, tanto no caso de sistemas magn�eticos como no de 
uidos, divergecom o expoente �,CH � (��)��0 T < Tc ;CH � ��� T > Tc : (B.28)As \susceptibilidades generalizadas" ( a compressibilidade t�ermica, KT , para sistemas
uidos e a susceptibilidade magn�etica, �T , para sistemas magn�eticos) divergem com oexpoente 
,KT ; �T � (��)�
0 T < Tc ;KT ; �T � ��
 T > Tc : (B.29)O comportamento do parâmetro de ordem ao longo da isoterma cr��tica, T = Tc, relaciona-se com a vari�avel intensiva correspondente atrav�es do expoente �,	 � Y 1� ; T = Tc; (B.30)no caso de 
uidos, Y = P � Pc, e para sistemas magn�eticos, Y � h = H=H0c .Finalmente, temos os expoentes �, � 0 e �, que se referem ao comportamento da fun�c~aocorrela�c~ao de pares G(r) na regi~ao cr��tica. Uma discuss~ao mais detalhada de G(r) ser�afeita na pr�oxima se�c~ao, de modo que nos preocuparemos por ora apenas em de�nir osexpoentes. O comprimento de correla�c~ao, �, que mede o alcance da fun�c~ao correla�c~ao,diverge na criticalidade e �e caracterizado pelos expoentes � e � 0,� � (��)�0 T < Tc;� � �� T > Tc: (B.31)Na criticalidade, a fun�c~ao correla�c~ao de pares decai assintoticamente a zero obedecendouma lei de potência em rela�c~ao a distância r entre os pares considerados,G(r) � 1rd�2+� ; (B.32)149



onde d �e a dimensionalidade do sistema.A determina�c~ao num�erica dos expoentes cr��ticos �e o principal objetivo das t�ecnicas e apro-xima�c~oes que estudaremos neste cap��tulo. Antes de prosseguir com essa determina�c~ao,escreveremos algumas rela�c~oes entre eles, que ser~ao �uteis para avaliar os resultados forne-cidos pelos modelos apresentados na pr�oxima se�c~ao. A primeira delas, a desigualdade deRushbrooke, foi apresentada de forma inusitada pelo autor em um semin�ario, onde estavamsendo apresentados c�alculos anal��ticos para os expoentes cr��ticos [158]. Considerando ofato que CM deve ser positiva, temos queCH � T ��@M@T �H�2�T ; (B.33)utilizando as de�ni�c~oes (B.28) e (B.29) para os expoentes � e 
, respectivamente, e arela�c~ao(@M=@T )H � (��)��1, temos que� + 2� + 
 � 2 : (B.34)Outras desigualdades de interesse, mas que n~ao nos preocuparemos em fornecer umaderiva�c~ao por ora, s~ao as desigualdades de Gri�ts,�(1 + �) � 2� �0 ; (B.35)�(� � 1) � 
0 ; (B.36)
(� + 1) � (2� �0)(� � 1) ; (B.37)a desigualdade de Fisher,(2� �)� � 
 ; (B.38)e �nalmente as desigualdades de Josephson,d� 0 � 2� �0 ;d� � 2� � : (B.39)Na pr�oxima se�c~ao, estudaremos as principais teorias cl�assicas para as transi�c~oes de fase,onde veremos que a previs~ao destas teorias para os expoentes cr��ticos podem ser todasenglobadas pelo modelo fenomenol�ogico de Landau. Uma caracter��stica importante aser notada na pr�oxima se�c~ao �e o comportamento das 
utua�c~oes no ponto cr��tico, onde150



correla�c~oes de longo alcance dominam o sistema, e o tamanho das regi~oes correlacionadasdiverge.Essas correla�c~oes de longo alcance s~ao o ponto chave na solu�c~ao proposta pelo grupo derenormaliza�c~ao, j�a que no ponto cr��tico grandes regi~oes est~ao correlacionadas, e os detalhesmicrosc�opicos da estrutura do material passam a ser secund�arios! As correla�c~oes de longoalcance mascaram a estrutura molecular a tal ponto que uma extensa fam��lia de materiaiscomporta-se da mesma forma na criticalidade, derivando-se da�� o conceito de classes deuniversalidade.
B.3 Teorias Cl�assicasNesta subse�c~ao apresentaremos as principais teorias cl�assicas para os expoentes cr��ticos,iniciando pela mais abrangente delas, a teoria fenomenol�ogica de Landau. Essa teoria�e capaz de descrever as transi�c~oes de fase a partir de algumas suposi�c~oes acerca docomportamento de um potencial termodinâmico adequado. Como exemplos da generalida-de do tratamento de Landau, veremos na sequência duas teorias para se obter os principaisexpoentes cr��ticos em diferentes contextos, mas que fornecem resultados idênticos �a an�alisede Landau. S~ao elas a teoria de campo m�edio para sistemas magn�eticos, descrita pelocampo molecular de Weiss, e a teoria de Ornstein-Zernike para a fun�c~ao correla�c~ao depares.
B.3.1 Teoria Fenomenol�ogica de LandauO fato de come�carmos pela teoria de Landau n~ao �e somente por esta ser talvez a maissimples e elegante entre todas as teorias, mas tamb�em por ela fornecer uma descri�c~aopict�orica excelente para a compreens~ao das transi�c~oes de fase. O cerne de sua proposta �econsiderar a expans~ao do potencial termodinâmico em uma s�erie de potências de Taylorem torno do ponto cr��tico, mesmo sabendo do comportamento divergente das fun�c~oesresposta. Landau supôs ter contornado o problema considerando que haveriam singulari-dades apenas nos coe�cientes de ordens superiores na expans~ao, de modo que, se a an�alisefosse restrita aos coe�cientes de ordem inferior, poderiam ser feitas previs~oes v�alidasem rela�c~ao �a regi~ao cr��tica. De fato, esta �e a raz~ao da discrepância entre os expoentesprevistos pela teoria cl�assica e os experimentos, mas apresentaremos o argumento originalde Landau a�m de podermos descrever �elmente sua teoria.Inicialmente, consideremos um sistema onde a energia livre de Helmholtz A(T;  ;N) podeser expandida na vicinidade do ponto cr��tico, onde o parâmetro de ordem n~ao normalizado,151



 , assume pequenos valores. Portanto,A = A0 + A1 + A2 2 + A3 3 : : : = 1Xj=0 Aj j ; (B.40)onde os coe�cientes (A0; A1; :::) s~ao fun�c~oes de T , e que tamb�em podem ser expandidosem torno de Tc,Aj = aj0 + aj1(T � Tc) + aj2(T � Tc)2 + : : : = 1Xk=0 ajk(T � Tc)k : (B.41)Geralmente desprezamos os termos de ordem igual ou superior a dois nesta equa�c~ao, j�aque, por hip�otese, T ' Tc.Na expans~ao (B.40), consideraremos que Aj = 0 para j ��mpar, pois o potencial deve sersim�etrico em rela�c~ao ao parâmetro de ordem. Desse modo, as de�ni�c~oes (B.15) e (B.40),onde  �M , resultam em@A@ = 2A2(T ) + 4A4(T ) 3 + : : : (B.42)H(M;T ) = 2[a20 + a21(T � Tc) + : : :] + 4[a40 + a41(T � Tc) + : : :] 3 +O[ 5] (B.43)Portanto, na aproxima�c~ao at�e a quarta ordem em rela�c~ao ao parâmetro de ordem, aforma da fun�c~ao A(T;  ) depender�a apenas dos sinais de A2(T ) e A4(T ), que se resumem�as quatro possibilidades mostradas na Figura B.1.Desse modo, a fase desordenada na regi~ao super-cr��tica T > Tc �e compat��vel somente coma combina�c~ao A2; A4 > 0. Nesse caso, o sistema possui um m��nimo global na energialivre, e �e est�avel; j�a a solu�c~ao A2 > 0, A4 < 0 �e inst�avel, pois 
utua�c~oes podem retiraro sistema do m��nimo local. Na regi~ao sub-cr��tica, T < Tc, devemos ter duas solu�c~oesest�aveis e sim�etricas, o que �e compat��vel somente com o caso A2 < 0 e A4 > 0. Dessemodo, pode-se concluir que a temperatura cr��tica �e de�nida simplesmente como o pontoonde A2 = 0!A interpreta�c~ao de Landau para as transi�c~oes de fase �e capaz de explicar v�arias caracte-r��sticas observadas nos diagramas de fase. Em particular, no diagrama de fases P � T deum 
uido simples, pode ser descrito como na Figura B.2. As linhas cheias no diagramarepresentam transi�c~oes de primeira ordem, onde h�a dois m��nimos sim�etricos na energialivre do sistema, enquanto a transi�c~ao ao longo do ponto cr��tico �e de segunda ordem, e osdois m��nimos de energia se colapsam em um �unico. Desse modo, os diagramas de histeresecaracter��sticos de transi�c~oes de primeira ordem podem ser facilmente compreendidos, se152



Figura B.1: Diagramas da expans~ao da energia livre na teoria de Landau, considerando as quatrocombina�c~oes poss��veis para os valores dos coe�cientes. O signi�cado de cada diagrama �e explicado notexto (retirada de [29]).considerarmos que os estados meta-est�aveis na regi~ao sub-cr��tica resistem a pequenas
utua�c~oes.O encontro de uma linha de primeira ordem com uma linha de segunda ordem �e deno-minado um ponto tricr��tico e geralmente �e �unico. Na teoria de Landau, consideremosagora que os coe�cientes Aj dependam tamb�em da grandeza extensiva, �, associada aoparâmetro de ordem, Aj = Aj(T;�). Nesse caso, A2(T;�) = 0 equivale �a linha cr��ticano diagrama de fases, e o ponto tr��critico �e obtido fazendo-se A2(T;�) = A4(T;�) = 0.(No caso de sistemas magn�eticos, � = H).Considerando agora a equa�c~ao de estado (B.42), a an�alise da energia livre apresentadaacima permite-nos fazer as simpli�ca�c~oes na equa�c~ao (B.41), a4k = 0, para k � 1, ea20 = a2k0 = 0, para k0 > 2. Desse modo,H = 2(T � Tc) a21 + 4 a40 3 + : : : (B.44)Para H = 0, essa equa�c~ao possui três solu�c~oes reais:  = 0, para T > Tc, que correspondea fase desordenada e, para T < Tc, = �� a212a40�1=2 (Tc � T )1=2 ; (B.45)indicando que o parâmetro de ordem espontaneamente deixa de ser nulo na regi~ao sub-cr��tica. O comportamento cr��tico �e governado pelo expoente � = 1=2, valor caracter��sticoda teoria cl�assica. 153



Figura B.2: Diagrama de fases de um 
uido na teoria de Landau. Na �gura podemos observar comoos m��nimos no diagrama de energia livre se colapsam no ponto cr��tico, marcando a transi�c~ao de segundaordem. J�a para as transi�c~oes de primeira ordem (linhas cheias), as duas fases (m��nimos) coexistem mas,se deslocamos o sistema em dire�c~ao a uma das fases, o m��nimo correspondente se torna mais profundo,denotando que a fase em quest~ao se torna mais est�avel. (Retirada de [29]).Os expoentes 
 e 
0 associados �a divergência da susceptibilidade magn�etica s~ao obtidos apartir da equa�c~ao (B.29),��1T = � @H@M �T = � 2a21(T � Tc) ! T > Tc ;4a21(Tc � T ) ! T < Tc ; (B.46)portanto, 
 = 
0 = 1, na teoria de Landau.Para obtermos o expoente � basta fazer T = Tc na equa�c~ao (B.44),H(Tc;  ) = 4a40 3 ; (B.47)portanto, � = 3 na teoria cl�assica.Finalmente, os expoentes da capacidade t�ermica, � e �0 podem podem ser obtidos a partirdas equa�c~oes (B.46) e (B.22), respectivamente. Portanto, para T > Tc e H = 0, teremosM = 0; desse modo,CH = CM = �T �@2A@T 2�M = �T (2a02 + 6a03(T � Tc) +O[(T � Tc)2]) : (B.48)onde consideramos termos at�e terceira ordem na equa�c~ao (B.41). Para T < Tc,CM = �T (2a02 + 6a03(T � Tc) + : : :)� T � a2212a40 + 6a22a212a40 (T � Tc) + : : :�154



= �T ��2a02 + a2212a40�+O[(T � Tc)]�resultando emCH = �T�2a02 + a2212a40 +O[(T � Tc)]�+T �18a321a40 (T � Tc)�� 14a21(T � Tc)�= T ��2a02 + 4a21a40�+O[(T � Tc)]) : (B.49)Logo, CH apresenta uma descontinuidade em T = Tc de magnitude �CH = 4a21a40Tc, eobviamente, � = �0 = 0.Na Tabela B.1, est~ao resumidas as previs~oes da teoria de Landau e a faixa de valoresexperimentais obtidos para os expoentes cr��ticos. Note que os expoentes cl�assicos obe-decem �a desigualdade de Rushbrooke como uma identidade, apesar do fato dos valoresdiferirem do resultado experimental.Tabela B.1: Expoentes cr��ticos na Teoria Cl�assica.(Retirada de [29])Expoente Valor Cl�assico Faixa aproximada dos valores observados� 0 -0.2 < � < 0.2�0 0 -0.2 < �0 < 0.2� 1/2 0.3 < � < 0.4
 1 1.2 < 
 < 1.4
0 1 1 < 
0 < 1.2� 3 4 < � < 5Veremos a seguir outras duas teorias cl�assicas (assim denominadas por fornecerem osmesmos valores para os expoentes cr��ticos) que podem ser consideradas casos especiais dateoria de Landau. Inicialmente, estudaremos a teoria de campo m�edio para sistemasmagn�eticos; em seguida, introduzimos a fun�c~ao correla�c~ao de pares e mostramos asprincipais previs~oes da teoria de Ornstein-Zernike para os expoentes cr��ticos associados aela.B.3.2 Teoria de Campo M�edio para Sistemas Magn�eticosComo apresentado no Hist�orico, em 1907, logo ap�os a teoria de Langevin para o para-magnetismo, Pierre Weiss apresentou uma teoria fenomenol�ogica para o ferromagnetismo,onde propunha que os momentos orbitais (spins) em um sistema magn�etico interagiriam155



atrav�es de um campo molecular proporcional �a magnetiza�c~ao m�edia. Mais tarde, ap�osHeisenberg propor seu modelo de intera�c~oes de troca, a teoria de Weiss �cou conhecidacomo a teoria de campo m�edio para o ferromagnetismo, equivalendo-se a uma aproxima�c~aopara o modelo de Heisenberg.Considerando um sistema de N momentos magn�eticos n~ao interagentes, submetidos a umcampo externo H, teremos o hamiltoniano,H = �g�B NXi=1 Si �H ; (B.50)onde Si �H = miH, (mi = �s;�s + 1; : : : ; 0; : : : ; s� 1; s), g �e o fator de Land�e e �B �e omagneton de Bohr. Chamandox = g�BHkBT ; (B.51)podemos escrever a fun�c~ao parti�c~ao como uma soma sobre os (2s+ 1)N estados poss��veispara o sistemaZ = sXm1=�s : : : sXmN=�s exP Ni=1mi : (B.52)Supondo um sistema de dois n��veis, s = 1=2, teremosZ = NYi=1( 1=2Xmi=�1=2 exmi) = 2N coshN �x2� : (B.53)A solu�c~ao geral �e dada por [158],Z = 24sinh�(s+ 1=2)x�sinh(x=2) 35N : (B.54)A energia livre de Gibbs pode ser obtida diretamente da equa�c~ao (B.54)G(T;H) = kBlnZ = �NkBT ln24sinh�(s+ 1=2)x�sinh(x=2) 35N ; (B.55)156



portanto, o parâmetro de ordem do sistema (a magnetiza�c~ao espontânea) ser�a dada porM(T;H) = �� @G@H� = NkB @@H lnZ= M0Bs(sx) ; (B.56)onde M0 =M(T = 0; H = 0) = Nsg�B �e o valor m�aximo para a magnetiza�c~ao eBs(y) = 2s+ 12s coth�2s+ 12s y�� 12s coth� y2s��e a fun�c~ao de Brilloin. Para um sistema de dois n��veis,B1=2(x=2) = 2 coth(x)� coth(x=2) = tanh(x=2) : (B.57)Utilizando o resultado (B.57) na equa�c~ao (B.56), pode-se deduzir que a magnetiza�c~aoespontânea �e nula, para H = 0, no sistema de spins n~ao interagentes de dois n��veis. Essaconstata�c~ao �e o cerne do argumento para a introdu�c~ao de um campo molecular; Weisssupôs que al�em do campo aplicado H, haveria um campo efetivo atuando sobre os spins,cuja contribui�c~ao seria proporcional �a magnetiza�c~ao total m�edia. Portanto,Hef = H + �M(T;H) ; (B.58)onde � �e denominado o parâmetro do campo molecular. A introdu�c~ao de um termoproporcional ao campo m�edio implica que, para o sistema de dois n��veis,M =M0 tanh� g�B2kBT (H + �M)� ; (B.59)conhecida como equa�c~ao de Curie-Weiss. Considerando a magnetiza�c~ao normalizada,m �M(T;H)=M0(0; 0), teremosm = tanh�g�B2 �0H + m~T � (B.60)onde �0 = 1=kBT , ~T = T=Tc, Tc = �C e C = Ng2�2B=4kB �e a constante de Curie. ParaH = 0, temosm = tanh�m~T � ; 157



Figura B.3: Solu�c~oes para a magnetiza�c~ao espontânea na teoria molecular de Weiss. Veri�camos que,para T > Tc, a �unica solu�c~ao poss��vel �e m = 0; j�a para T < Tc, al�em da solu�c~ao trivial h�a duas outrassolu�c~oes sim�etricas, que correspondem aos dois estados de magnetiza�c~ao poss��veis.a solu�c~ao desta equa�c~ao pode ser obtida numericamente, tal como mostrado na FiguraB.3. Para T > Tc somente existe a solu�c~ao m = 0; para T < Tc, al�em da solu�c~ao trivialh�a ainda duas outras solu�c~oes sim�etricas.Os expoentes cr��ticos na teoria de campo m�edio para sistemas magn�eticos s~ao obtidos apartir da expans~ao em s�eries para a tangente hiperb�olica, v�alida para pequenos valoresde m,�0(H + �m) = tanh�1m = m + m33 + m55 : : : ; (B.61)onde consideramos g�B = 2. Dessa forma, considerando a de�ni�c~ao m = �(@A=@T )H ecomparando a rela�c~ao acima com a equa�c~ao (B.40), pode-se deduzir que a forma funcionalda energia livre na teoria de campo m�edio �e a mesma considerada pela teoria de Landau.A teoria de campo m�edio para sistemas magn�eticos pode ser obtida tamb�em como umaaproxima�c~ao do modelo de Heisenberg para sistemas magn�eticos, onde �e apresentado umargumento microsc�opico para a introdu�c~ao do campo molecular, ou como o limite paraum potencial de alcance in�nito (vide [158]).B.3.3 A Fun�c~ao Correla�c~ao de Pares e a Teoria de Ornstein-ZernikeNesta se�c~ao iremos discutir a fun�c~ao correla�c~ao de pares, que desempenha papel im-portante na maioria das discuss~oes de fenômenos cr��ticos. Veremos o argumento deOrnstein-Zernike para obter os expoentes cr��ticos associados �a divergência do comprimentode correla�c~ao na criticalidade e a suposi�c~ao de Fisher para encontrar a forma exata dadivergência da fun�c~ao correla�c~ao, rela�c~oes de�nidas pelas equa�c~oes (B.31) e (B.32), res-pectivamente. Inicialmente, iremos de�nir a fun�c~ao correla�c~ao no contexto de sistemas
uidos, considerando um 
uido contido em um volume V . A densidade de probabilidade158



para o sistema com N part��culas em uma dada con�gura�c~ao fr1; :::; rN ;p1; :::;pNg de suasposi�c~oes e momentos no ensemble gr~a-canônico �e dada porPN(r1; :::; rN ;p1; :::;pN ) = e��0UN (r1;:::;rN ;p1;:::;pN)+�0�NN !h3NZ ; (B.62)onde h �e a constante de Planck, � �e o potencial qu��mico, UN a energia livre do sistema eZ = 1XN=0 e�0�NN !h3N Z dr1 : : : drNdp1 : : : dpN � e��0UN (r1;:::;rN ;p1;:::;pN) ; (B.63)�e a fun�c~ao de gr~a-parti�c~ao. A densidade, n(r), em um ponto r do 
uido pode ser calculada,n(r) = NXi=1 �(r� ri) ; (B.64)onde ri �e a coordenada espacial da i-�esima part��cula. O valor m�edio da densidade setorna,hn(r)i = 1Z 1XN=0 1N !h3N Z dNrdNp n(r) exp(��0UN + �0�N) ; (B.65)onde adotamos as nota�c~oes simpli�cadasUN � UN (r1; :::; rN ;p1; :::;pN) ; edNrdNp = dr1 : : : drNdp1 : : : dpN :Para um sistema uniforme, hn(r)i = hN=V i � n, onde n �e constante. Desse modo, aquantidade que melhor re
ete as propriedades microsc�opicas do sistema �e a densidade depares,hn(r)n(r0)i = 1Z 1XN=0 1N !h3N Z dNrdNpn(r)n(r0) exp(��0UN + �0�N) ; (B.66)que indica a probabilidade condicional de encontrarmos uma part��cula em r0 dado queexiste uma part��cula em r. Desse modo, podemos de�nir agora a fun�c~ao correla�c~ao G(r; r0),que mede as 
utua�c~oes da densidade em torno do seu valor m�edio,G(r; r0) � D�n(r)� hn(r)i��n(r0)� hn(r0)i�E : (B.67)159



Considerando sistemas uniformes, invariantes em rela�c~ao a transla�c~oes, podemos escrever(B.67) comoG(r� r0) = hn(r)n(r0)i � n2 : (B.68)Portanto, se jr� r0 j! 1, a densidade de pares pode ser fatoradahn(r)n(r0)i = hn(r)ihn(r0)i = n2 ;isso implica que G(r� r0)! 0 nesse limite.A seguir, iremos escrever uma rela�c~ao entre a densidade das 
utua�c~oes, a compressibili-dade isot�ermica e a fun�c~ao correla�c~ao, buscando compreender o papel desempenhado pelafun�c~ao correla�c~ao na criticalidade. Consideremos inicialmente a seguinte igualdade,h(N � hNi)2i = ��Z dr�n(r)� hn(r)i���Z dr0�n(r0)� hn(r0)i��� ;= Z dr Z dr0G(r� r0) ;= V Z dr00G(r00) : (B.69)Entretanto, utilizando a igualdade, Z = PV=RT , demonstrada por Huang em 1953 [158],podemos escrever h(N � hNi)2i na forma,h(N � hNi)2i = hN2i � hNi2 = (kBT )2�@2 lnZ@�2 �T;V ;= (kBT )2��@2(PV=RT )@�2 �T;V ;= kBTV �@2P@�2 �T;V : (B.70)Por�em, como (@P=@�)T;V = hNi=V = n, teremosh(N � hNi)2i = �hNiV 2 kbTV �@V@��T;N : (B.71)A compressibilidade isot�ermica �e dada por,KT = �V �1(@V=@P )T;N = �hNi�1(@V=@�)T;N ;160



portanto, aplicando este resultado na equa�c~ao (B.71) teremos,h(N � hNi)2i = hNi2kBTV KT = hNin kBT KT : (B.72)Finalmente, para um g�as ideal, K0T = 1=nkBT , e a igualdade B.69 se torna,KTK0T = 1n Z drG(r) : (B.73)Desse modo, veri�camos que a divergência da compressibilidade t�ermica no ponto cr��tico�e equivalente a um aumento no alcance da fun�c~ao correla�c~ao de pares. Su�cientementepr�oximo a Tc, G(r�r0) se torna su�cientemente grande para que as 
utua�c~oes da densidadeno 
uido provoquem um forte espalhamento da luz, explicando o fenômeno da opalescênciacr��tica.O argumento de Ornstein e Zernike para obter o comportamento cr��tico da fun�c~ao corre-la�c~ao baseia-se na rela�c~ao desta com o fator de estrutura associado ao espalhamento daluz por um 
uido na criticalidade. Usando as transforma�c~oes de Fourier e expans~oes ems�eries de potências, pode-se demonstrar que [158]� 0 = 
02 (B.74)� = 
2 ; (B.75)na teoria de Ornstein-Zernike, o que equivale dizer que � = � 0 = 1=2 no limite cl�assico.Para uma separa�c~ao r entre pares �xa e T ! T+c (� !1), pode-se demonstrar que [158]G(r) / 8<: ln re�r=�(1 +O(ln�1 r=�)) d = 2e�r=�r d = 3e�r=�rd�2 (1 +O(r=�)) d > 3 . (B.76)Para r!1, a fun�c~ao correla�c~ao se comporta comoG(r) jT=Tc/ � ln r d = 2r�(d�2) d � 3 . (B.77)Os resultados experimentais para o gr�a�co da intensidade relativa de luz espalhada emfun�c~ao da freqência apresentam um desvio do comportamento linear pr�oximo �a criticali-dade, tornando-se levemente côncavos. Notando essa caracter��stica, Fisher propôs umacorre�c~ao na forma de decaimento da fun�c~ao correla�c~ao,G(r) jT=Tc� r�(d�2)+� ; (B.78)161



no lugar da rela�c~ao (B.77). Desse modo, o limite cl�assico �e compat��vel com o valor � = 0,completando a previs~ao para os principais expoentes cr��ticos na Teoria Cl�assica.
B.4 Modelo de IsingNesta subse�c~ao iremos estudar o principal modelo da Mecânica Estat��stica de Equil��brio,o modelo de Ising. Como descrito no Hist�orico, este modelo foi de fato introduzido porWilhelm Lenz, na tentativa de explicar as transi�c~oes de fase em sistemas magn�eticos.Curiosamente, ap�os Ernst Ising resolver o modelo em uma dimens~ao e veri�car que elen~ao apresentava transi�c~ao de fase para T > 0, ele errôneamente conjecturou que o mesmoseria v�alido para dimens~oes superiores, abandonando o modelo em seguida. Em 1944,em um verdadeiro tour-de-force matem�atico, Lars Onsager resolveu exatamente o modelopara d=2, considerando apenas intera�c~oes entre primeiros vizinhos. Esta foi a primeiravez que a solu�c~ao exata de um modelo microsc�opico em um caso n~ao trivial descreveu umcomportamento n~ao anal��tico dentro da Mecânica Estat��stica de Equil��brio. Para d=3,o problema ainda est�a em aberto, n~ao havendo solu�c~ao exata para o modelo, emboraexista um argumento apresentado por Peierls demonstrando a existência da magnetiza�c~aoespontânea para d�2 (vide [25]). Entretanto, diversas t�ecnicas de aproxima�c~ao (expans~aoem s�eries e o grupo de renormaliza�c~ao) fornecem valores extremamente precisos para osexpoentes cr��ticos, que s~ao con�rmados tanto por simula�c~oes quanto por experimentos emsistemas f��sicos supostamente em três dimens~oes (vide Tabela B.2).Al�em de sua importância para o magnetismo, o modelo de Ising possui um car�ateruniversal - corroborado pela analogia deste com o modelo de um g�as na rede, ligasbin�arias, etc. - que o torna de interesse crucial para a F��sica Estat��stica. Desse modo,apresentaremos nesta se�c~ao os principais resultados do modelo, para d = 1; 2 e 3, a�m decomparar a previs~ao cl�assica para os expoentes cr��ticos com a classe de universalidade domodelo de Ising. A solu�c~ao de Onsager em duas dimens~oes motivou ainda o desenvolvi-mento de hip�oteses de escala e do grupo de renormaliza�c~ao, t�opicos a serem abordadosna pr�oxima se�c~ao.De um modo geral, a principal di�culdade enfrentada pelos m�etodos de solu�c~oes aproxi-madas, para d = 2 ou d = 3, �e a n~ao analiticidade da energia livre no ponto cr��tico, oque torna discut��vel qualquer truncamento em expans~oes do tipo s�erie de potências. Asaproxima�c~oes do tipo campo m�edio conduzem inexoravelmente a express~oes para a energialivre que se encaixam na hip�otese de Landau, e os expoentes cl�assicos s~ao obtidos nestescasos. A n~ao analiticidade da energia livre foi explicada em termos gerais pelo teoriade Lee-Yang para as transi�c~oes de fase [101], onde o limite termodinâmico dos zeros dafun�c~ao parti�c~ao �e estudado. 162



O hamiltoniano do modelo �e escrito comoH = �J X<i;j>�i�j �H NXi=1 �i ; (B.79)onde a soma no primeiro termo do lado direito �e feita sobre os pares de primeiros vizinhos,� representa o valor do spin na rede d dimensional, J �e a constante de acoplamentoe H �e o campo aplicado; se J > 0, o sistema �e ferromagn�etico, e a con�gura�c~ao demenor energia ocorre quando os spins est~ao alinhados entre si. J�a para J < 0, o sistema�e antiferromagn�etico, e a con�gura�c~ao de menor energia ocorre para um alinhamentoalternado, onde s��tios vizinhos s~ao ocupado por spins com valores opostos.Solucionar o modelo de Ising em determinada dimens~ao consiste em escrever uma equa�c~aopara a fun�c~ao parti�c~ao canônica,ZN = Z(T;H;N) =Xf�ig e��0H ; (B.80)e obter a energia livre por s��tio,g = g(T;H) = limN!1�� 1�0N lnZN� : (B.81)Pode-se utilizar o m�etodo da matriz transferência [141] para demonstrar que o modelo deIsing em d = 1 n~ao apresenta transi�c~ao de fase para Tc > 0.Para d = 2, a solu�c~ao de Onsager prevê uma temperatura cr��tica positiva, em contraposi�c~aoao caso d = 1. Al�em disso, Onsager demonstrou a divergência logaritmica do calorespec���co na criticalidade; este resultado �e compat��vel com o valor � = 0, e permiteconcluir que a energia livre n~ao �e anal��tica em Tc, em contraste direto com a hip�otese deLandau. Essas conclus~oes foram obtidas por Onsager para o modelo de Ising em duasdimens~oes na rede quadrada, considerando apenas intera�c~oes entre primeiros vizinhos ecampo externo nulo.Uma an�alise completa da solu�c~ao do modelo de Ising em duas dimens~oes escapa do escopodeste trabalho, e nos preocuparemos apenas em apresentar seus principais resultados. Umformalismo mais acess��vel para se obter as rela�c~oes reproduzidas aqui �e o introduzido porSchultz et al. [152], que tamb�em pode ser encontrado em v�arios textos modernos emMecânica Estat��stica [141, 150]. Nesse formalismo, o c�alculo dos autovalores da matriztransferência �e reduzido �a diagonaliza�c~ao do hamiltoniano de um sistema de f�ermionsinteragentes. (A matriz transferência �e escrita na forma de matrizes de Pauli, nas quaisse aplicam as transforma�c~oes de Jordan-Wigner para se obter o sistema de f�ermions.)163



Os valores dos expoentes cr��ticos s~ao mostrados na Tabela B.2, onde mostramos tamb�ema faixa dos resultados experimentais e as previs~oes para os expoentes em d = 3. Emtrês dimens~oes, h�a v�arios m�etodos num�ericos para se obter uma estimativa precisa dosexpoentes, que concordam tanto com os valores obtidos experimentalmente quanto com osresultados simulacionais. Os m�etodos de aproxima�c~oes sucessivas s~ao os mais utilizados,entre os quais as expans~oes em s�eries de potências e o grupo de renormaliza�c~aos~ao os maisfrequentes. Tabela B.2: Expoentes cr��ticos do Modelo de Ising (retirada de [150])Expoente Ising d = 2 Ising d = 3 Experimental� 0(log) ' 1=8 ' 0� 1/8 ' 5=16 0.3 < � < 0.35
 7/4 ' 5=4 1.2 < 
 < 1.4� 15 ' 5 4.2 < � < 4.8No modelo de Ising generalizado, os spins � possuem uma dimens~ao d�; desse modo, adimensionalidade dos spins no modelo de Ising �e d� = 1; para d� = 2, temos o modeloXY, e para d� = 3, o hamiltoniano se torna (para H = 0),H = �J X<ij>(�ix�jx + �iy�jy + �iz�jz) :que de�ne o modelo de Heisenberg cl�assico. Se d� !1, ent~ao obtemos o modelo esf�erico,que possui solu�c~ao exata para d � 3 [158]. Na Tabela B.3 mostramos os valores previstospara os expoentes cr��ticos nestes outros modelos.Tabela B.3: Modelo de Ising generalizado, na rede c�ubica em d = 3 (retirada de [158]).d� � � 
 �1 ' 1=8) ' 5=16 ' 7=4 � 0:6432 � 0:2 � 1=3 � 4=3 � 0:6753 � �0:07 � 11=32 � 11=8 � 0:70...1 -1 1/2 2 1O modelo de Ising generalizado permite-nos ainda veri�car a robustez das classes deuniversalidade para os expoentes cr��ticos. De fato, pouqu��ssimos fatores s~ao relevantes nadetermina�c~ao destes expoentes, entre eles:i - a dimensionalidade do sistema; 164



ii - a dimensionalidade do parâmetro de ordem;iii - o alcance das intera�c~oes microsc�opicas.Cabe destacar tamb�em que, pela primeira vez na hist�oria da ciência, a simula�c~ao com-putacional ocupou um papel central na compreens~ao de fenômenos e na quanti�ca�c~ao deparâmetros f��sicos. Desde ent~ao, a Simula�c~ao passou a constituir uma das três ênfasesfundamentais da F��sica, ao lado da Teoria e do Experimento.B.5 Escala, Universalidade e o Grupo de Renorma-liza�c~aoComo vimos, a hip�otese de se escrever uma expans~ao em s�eries de potências para energialivre na criticalidade �e forte demais, e a solu�c~ao de Onsager indica que n~ao �e poss��velescrever uma expans~ao onde os coe�cientes sejam fun�c~oes anal��ticas em rela�c~ao �a tem-peratura. Durante a d�ecada de 1960, surgiram v�arias hip�oteses de escala, bem maisfracas em rela�c~ao �as formas dos potenciais termodinâmicos, e que n~ao se preocupavamem quanti�car os expoentes cr��ticos. Essas hip�oteses de escala n~ao forneciam nenhumadescri�c~ao microsc�opica, mas apontavam caminhos para se ultrapassar a previs~ao errôneadas teorias cl�assicas. O embasamento microsc�opico para essa nova teoria s�o foi poss��velap�os a introdu�c~ao do grupo de renormaliza�c~ao, que forneceu tamb�em um esquema geralpara a determina�c~ao dos expoentes cr��ticos.Apesar da abordagem apresentada a seguir, conhecida como hip�otese de escala est�atica,possuir alguns argumentos heur��ticos, at�e o momento nenhuma prova rigorosa foi apre-sentada para justi�c�a-la. Entretanto, o princ��pio da renormaliza�c~ao est�a no âmago dequest~oes essenciais, e das quais n~ao pode ser dissociado [102]:� a no�c~ao de um comportamento coletivo nos graus de liberdade microsc�opicos, reve-lado pelo estudo das 
utua�c~oes e correla�c~oes estat��sticas;� a no�c~ao de que fenômenos cr��ticos resultantes dessa organiza�c~ao coletiva, percept��velem todas as escalas, causam a divergência cr��tica de quantidades termodinâmicasmacrosc�opicas, descrita por leis de escala e pelos expoentes cr��ticos;� as no�c~oes de limite termodinâmico (para problemas espaciais) e de limite assint�otico(para problemas temporais), nas quais a presen�ca de singularidades indicam apresen�ca de fenômenos cr��ticos;� as no�c~oes de auto-similaridade e invariância por escala;� a no�c~ao de que existem propriedades universais e de classes de universalidade.165



B.5.1 Hip�otese de Escala para os Potenciais TermodinâmicosA primeira exposi�c~ao matem�atica clara e coerente de uma hip�otese de escala �e devida aWidom [178], como visto no hist�orico. Apresentaremos aqui uma vers~ao mais geral paraa hip�otese de escala, considerando sistemas magn�eticos. Inicialmente, supomos que asduas vari�aveis relevantes sejam � � (T � Tc)=Tc e H. Escreveremos a energia livre comoa soma de duas partes, uma regular e outra singular,G(T;H) = G0(T;H) +Gs(�;H) ; (B.82)onde todas as anomalias do sistema s~ao descritas pela parte singular, Gs.A hip�otese de escala (ou de homogeneidade) consiste em supor que a energia livre sejauma fun�c~ao homogênea em rela�c~ao �as vari�aveis relevantes,G(�;H) = �G(�s�; �rH) ; (B.83)onde � �e um parâmetro positivo arbitr�ario e (r; s) s~ao expoentes bem de�nidos.A partir desta hip�otese, os expoentes cr��ticos podem ser facilmente obtidos. A magneti-za�c~ao espontânea,m = ��� @G@H�� = ��r+1@G(�s; �rH)@H ; (B.84)pode ser escrita como,m(�;H) = �r+1m(�s�; �rH) : (B.85)Escolhendo, �s j � j= 1 e H = 0, teremosm = �� r+1s m(sign(�); 0) ; (B.86)onde sign(�) = �= j � j. Desde que para H = 0, m+ = 0, se � > 0 isso implica em,m(�; 0) � � 0 � > 0(��)� r+1s � < 0 : (B.87)Portanto, � = �(r + 1)=s. 166



Da mesma forma, podemos obter a susceptibilidade magn�etica,�(�; 0) =j � j� 2r+1s �(�1; 0); (B.88)que resulta em 
 = (2r + 1)=s. A capacidade t�ermica,CH(�; 0) =j � j� 2s+1s CH(�1; 0); (B.89)fornece � = 2 + 1=s.Por outro lado, se que agora escolhemos � =j H j�1=r, para � = 0, teremosm(0; H) =j H j� r+1r m(0;�1) ; (B.90)logo, � = �r=(r + 1). Desse modo, se utilizarmos as express~oes acima para os expoentescr��ticos �e facil mostrar que� + 2� + 
 = 2 ;e que�(� � 1) = 
 ;que correspondem aos casos particulares das desigualdades de Rushbrooke e de Gri�tsapresentadas na se�c~ao B.1.No contexto fenomenol�ogico, podemos escrever a magnetiza�c~ao comom(�;H) = �r+1m(�s�; �rH)= j � j� m��1; Hj � j�+
�= j � j� m�� Hj � j�+
� : (B.91)Essa express~ao aponta o car�ater universal da rela�c~aom�� / H��+
 : 167



B.5.2 Hip�otese de Escala para a Fun�c~ao Correla�c~aoIremos agora discutir a hip�otese de escala para a fun�c~ao correla�c~ao de pares; vimos nateoria de Ornstein-Zernike que, para H = 0 e T = Tc, a fun�c~ao correla�c~ao de paresapresenta um comportamento do tipo lei de potência,G(r) � r�(d+2��) ; (B.92)onde � = 0 no limite cl�assico, e � = 1=4 para o modelo de Ising em d = 2. Se T > Tc, ascorrela�c~oes decaem exponencialmente com a distância,G � e�r=� ; (B.93)onde o comprimento de correla�c~ao, �, diverge na criticalidade,� � � ��� T ! T+c(��)�� T ! T�c : (B.94)Para o modelo de Ising em d = 2, � = 1; em d = 3, � = 0:643(1), enquanto a teoriacl�assica fornece � = 1=2.Iremos supor agora que a fun�c~ao correla�c~ao seja homogênea,G(r; �; H) = �G(�pr; �r�; �sH) ;= ��1=rG( r�p=r ; H�s=r ) ; (B.95)onde escolhemos � = ��1=r. Utilizando o hamiltoniano do modelo de Ising, rela�c~ao (B.79),�e f�acil mostrar que�N(�;H) = �@mN@H �T = �0N h NXi;j=1�i�jiN � �0N h NXi=1 �iih NXj=1 �ji : (B.96)Portanto,�N(T;H) = �0N NXi;j=1GN(i; j ) = �0 NXj=1 GN (1; j) :168



Para N !1,�(T;H) = �0 NXr G(r) : (B.97)a rela�c~ao (B.97) �e conhecida como a forma est�atica do teorema 
utua�c~ao-dissipa�c~ao,mostrando que a susceptibilidade magn�etica se relaciona com as 
utua�c~oes na magneti-za�c~ao.Portanto, para obtermos o expoente 
 basta calcularmos a integral (B.97) no limite as-sint�otico,t�
 � Z ddr 1rd�2+� e� rt�� ; (B.98)portanto, obtemos 
 = �(2 � �), a j�a apresentada rela�c~ao de Fisher. Finalmente, paraobtermos a rela�c~ao de hiper-escala, 2� � = d�, antecipada pelas rela�c~oes de Josephson,ser�a necess�ario que fa�camos um pouco mais de considera�c~oes acerca do comportamentodos sistemas na criticalidade.B.5.3 A Constru�c~ao de Kadano�A busca de uma justi�cativa para as formas de escala e a necessidade de um m�etodode se quanti�car os expoentes cr��ticos �e o objetivo central do grupo de renormaliza�c~ao.Embora os m�etodos de renormaliza�c~ao tenham surgido no contexto da teoria quânticade campos (vide hist�orico), rapidamente eles se estenderam para a F��sica da Mat�eriaCondensada. Em 1966, Kadano� descobriu a importância do conceito de invariância deescala subjacente a todos os m�etodos de renormaliza�c~aoe introduziu o conceito de \blocosde spin" para estudar analiticamente as transi�c~oes em sistemas magn�eticos.Consideremos inicialmente o hamiltoniano de Ising, em d = 1,H = �J X<i;j>�i�j �H NXi=1 �i ; (B.99)de�nido sobre uma rede regular onde cada spin est�a separado por uma distância a0. Adivergência do comprimento de correla�c~ao na criticalidade, � � a0, permite-nos de�nirblocos de spin, de comprimento L � a0, e contendo Ld spins, nos quais a magnetiza�c~ao�e uniforme. O novo hamiltoniano para o sistema de blocos �e idêntico ao hamiltonianooriginal, por�em com novos parâmetros ~J e ~H para os spins do bloco, �B = �1. Dessemodo, o problema se torna descobrir as rela�c~oes entre os novos parâmetros e os anteriores.169



O parâmetro J est�a relacionado diretamente com a temperatura cr��tica do modelo de Ising;portanto, precisamos obter rela�c~oes entre os parâmetros que de�nem o sistema reescaladopor um fator b, (~�; ~H), e os parâmetros do sistema original, (�;H), que obede�cam assimetrias exigidas,~H(�;�H; b) = � ~H(�;H; b)~�(�;�H; b) = ~�(�;H; b) ;bem como a condi�c~ao, ~� = ~H = 0, para � = H = 0. A forma mais simples consistentecom essas simetrias �e~H = bxH ; (B.100)~� = by� : (B.101)As �unicas condi�c~oes sobre x e y �e que sejam positivos, o que faz com que o sistema doblocos est�a sempre mais afastado da criticalidade que o original.Desse modo, podemos escrever a energia livre para o sistema de blocos,g(~�; ~H) = G(~�; ~H)N=Ld ;onde o denominador no lado esquerdo denota o n�umero de blocos. A forma de escala daparte singular da energia livre por bloco pode ser escrita comog(�;H) = b�dg(by�; bxH) : (B.102)O comprimento de correla�c~ao se torna�(�;H) = b�(by�; bxH) : (B.103)Supondo b =j � j1=y e H = 0, teremosg(�; 0) = j � jd=y g(�1; 0) (B.104)�(�; 0) = j � j�1=y �(�1; 0) : (B.105)Logo, y = 1=�. 170



O calor espec���co pode ser escrito como,cH = @2g@�2 �j � j dy�2 ; (B.106)que implica em � = 2 � d=y; desse modo, �nalmente obtemos a rela�c~ao de hiperescala,� = 2� d�, v�alida para d < dc, onde dc �e a dimens~ao cr��tica do modelo.A renormaliza�c~ao de um sistema f��sico consiste na aplica�c~ao das id�eias de Kadano� sobreo sistema em quest~ao. Como no ponto cr��tico esperamos que � !1, �e razo�avel supor que,ap�os a dizima�c~ao causada pelos blocos de spin, o comprimento de correla�c~ao normalizadocontinue divergindo, o que caracteriza o ponto cr��tico de modo �unico.A solu�c~ao do grupo de renormaliza�c~ao para o modelo de Ising em três dimens~oes foiapresentada por Wilson e Kogut [180], e �e conhecida como modelo gaussiano, ou expans~ao", onde " = 4� d �e um parâmetro considerado pequeno. Atrav�es de expans~oes diagram�a-ticas, pode-se obter as seguintes rela�c~oes para os expoentes cr��ticos:� � 12 + "12 +O("2) (B.107)� � 12 � "6 +O("2) (B.108)� � "6 +O("2) (B.109)� � 1 + �6 +O("2) : (B.110)Se observarmos a Tabela B.2, estas rela�c~oes fornecem valores pr�oximos aos obtidos porsimula�c~ao para d = 3.
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Apêndice C
Fractais

A Geometria Fractal �e um dos conceitos mais fascinantes elaborados pela imagina�c~aohumana e suas implica�c~oes causaram um profundo impacto sobre todo o pensamentocient���co na segunda metade do s�eculo XX. Ao lado da Teoria do Caos, essas disciplinastornaram-se uma nova fronteira da ciência, e cujas aplica�c~oes se estendem pelos maisdiferentes ramos do conhecimento: f��sica [36, 140, 109, 18], matem�atica [51, 56, 107],qu��mica [79], computa�c~ao [185], artes e �loso�a [50, 24, 154], biologia [87, 171, 176, 165,58], ecologia [177], geogra�a [60], geologia [147], economia [161, 112], etc... De fato, asurpreendente aceita�c~ao popular destes novos conceitos e a velocidade de sua dissemina�c~aoentre os mais diversos ramos do conhecimento, corroboram a vis~ao daqueles cientistas queapontam para uma verdadeira revolu�c~ao cient���ca [135].Neste trabalho abordaremos apenas subsidiariamente a Teoria do Caos, no contexto detransi�c~oes de fase com espalhamento de danos, de modo que nos absteremos de fazer umestudo criterioso do tema, o que estaria fora do escopo desta Tese. No hist�orico, fazemosum breve relato dos principais trabalhos ssociados ao surgimento desta disciplina. Mesmonos restringindo �a discuss~ao da Geometria Fractal, a variedade das aplica�c~oes e enormeabrangência de suas aplica�c~oes impedem-nos de realizar uma apresenta�c~ao detalhada,como o leitor interessado poder�a encontrar em outros trabalhos [135, 56, 13, 170].Neste trabalho, restringimos a discuss~ao destes t�opicos a�m de apresentar apenas osconceitos relevantes para o estudo de propriedades fractais em superf��cies rugosas e doregime ca�otico em autômatos celulares, dois temas centrais deste trabalho que ser~aoabordados detalhadamente nas aplica�c~oes ( IIa parte ). Desse modo, trataremos dageometria fractal neste cap��tulo, apresentando uma de�ni�c~ao para a dimens~ao fractal,os conceitos de autosimilaridade e autoa�nidade, e a de�ni�c~ao do expoente de Hurst - umconceito bastante �util para an�alisar superf��cies rugosas auto-a�ns.172



C.1 Geometria Fractal\Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines arenot circles, bark is not smooth, nor does lightning travel in a straighline." Benoit MandelbrotO prof��cuo trabalho de Mandelbrot [107, 108] incorporou de�nitivamente o termo fractalno vocabul�ario cient���co; a surpreendente velocidade do crescimento no n�umero de fe-nômenos onde a Geometria Fractal desempenha papel essencial para sua descri�c~ao oucompreens~ao denota a importância deste conceito para o avan�co de nosso conhecimento danatureza. Um dos aspectos centrais do trabalho de Mandelbrot foi domar v�arios \monstrosmatem�aticos" que assombraram a carreira de muitos cientistas e celebrizaram nomes comoos de George Cantor, pelo conjunto que leva seu nome; Karl Weierstra�, pela descri�c~aode uma fun�c~ao cont��nua em todo dom��nio, mas que n~ao �e deriv�avel em nenhum ponto;Giusseppe Peano, David Hilbert e Helge von Koch pelas curvas que descreveram; WaclawSierpinski, criador da gaxeta de Sierpinski; Gaston Julia, pelos fant�asticos conjuntos deJulia, que ao lado do conjunto de Mandelbrot formam duas das estruturas matem�aticasmais complexas j�a descritas; entre outros [135, 28].A etimologia vem do latim, fractus - fragmento, fra�c~ao - e alude ao fato de que umaestrutura fractal possui em geral uma dimens~ao n~ao inteira. Comumente veri�camos queobjetos naturais possuem um aspecto fragmentado, como nuvens, cordilheiras, rios, costaslitorâneas e relâmpagos [56], ou apresentam uma estrutura hier�arquica complexa, comoos sistemas circulat�orio, nervoso e respirat�orio humano [135, 28], �arvores, turbulência[64], bacias hidrogr�a�cas, distribui�c~ao de gal�axias [110, 145], etc. Todos estes exemplospossuem uma dimens~ao fractal bem de�nida, e podem ser simulados utilizando-se conceitosfractais que s~ao capazes de reproduzir sua complexidade com um n��vel surpreendente deverossimilhan�ca [28, 76, 27, 108].Devido �a capacidade da Geometria Fractal em reproduzir com alto grau de �delidadeestruturas complexas observadas na natureza, acreditamos ser esta uma geometria fun-damental da natureza, sendo a que melhor descreve os seres vivos e o pr�oprio universocomo um todo.Mas, para lidar com estruturas t~ao complexas como os seres vivos, antes �e necess�ariodominar os conceitos fundamentais desta Geometria e aplic�a-los em problemas bem maissimples. Essa �e uma das motiva�c~oes principais deste trabalho, onde veremos comopodemos utilizar conceitos fractais para estudar sistemas fora do equil��brio que apresentamum grau consider�avel de complexidade.Uma das principais caracter��sticas de um fractal �e sua semelhan�ca atrav�es de v�arias escalasde observa�c~ao, sendo esta uma chave para seu reconhecimento. Como veremos adiante,173



uma estrutura possui caracter��sticas fractais se sua dimens~ao �e um n�umero menor (ouigual) �a sua dimens~ao de imers~ao e que o caracteriza de maneira �unica [27].

Figura C.1: Fractal de Vicsek. Em a) temos o processo conhecido por dizima�c~ao e em b) o processode crescimento. Note que em a) a extens~ao linear L ( a largura do objeto ) �e �xa, enquanto em b) ela �ecrescente.H�a pelo menos dois crit�erios para se diferenciar as estruturas fractais. O primeiro deles dizrespeito �a origem da estrutura, se matem�atica ou natural: enquanto as do primeiro tipo s~aoobtidas a partir de rela�c~oes matem�aticas, frequentemente constru��das recursivamente, asdo segundo tipo correspondem �as formas encontradas na natureza. A principal diferencia-�c~ao entre estes dois tipos de estruturas �e que, no caso das geradas naturalmente, existemescalas de corte inferior e superior, ou seja, as propriedades fractais s�o s~ao observadasdentro de uma faixa limitada de escalas. J�a nos fractais matem�aticos, a recursividadepermite construir estruturas com in�nitas hierarquias, como podemos observar explorandoas maravilhosas pinturas do conjunto de Mandelbrot [64, 135]. Nesse tipo de estrutura,existe apenas uma escala de corte, superior ou inferior, dependendo do tipo de recur-sividade utilizada para se gerar o fractal. Na Figura C.1 mostramos os dois principaism�etodos utilizados para se construir fractais matem�aticos recursivamente.O segundo crit�erio de classi�ca�c~ao para estruturas fractais considera sua natureza, sedetermin��stica ou aleat�oria. Fractais matem�aticos podem ser determin��sticos ou aleat�o-rios, como mostrado nas Figuras C.1 e C.2, por�em fractais naturais s~ao necessariamentealeat�orios. Exemplos de fractais bel��ssimos, de todos os tipos, s~ao facilmente encontradosna rede mundial de computadores (internet) 1, e tamb�em podem ser encontrados emtextos b�asicos [28, 108, 117, 135, 163, 170].C.1.1 Dimens~ao FractalDimens~ao �e um dos conceitos matem�aticos mais controversos, e sua compreens~ao podeser dif��cil em alguns casos. Desde o in��cio do s�eculo XX, determinar o que �e dimens~ao e1http://www.�sica.ufmg.br/atman/cool.html 174



Figura C.2: Fractal Aleat�orio. Constru��do por dizima�c~ao este exemplo mostra um crescimento aleat�orio;a cada passo sorteiam-se cinco s��tios para serem ocupados aleatoriamente, resultando em uma forma auto-a�m.suas propriedades tem sido um dos principais problemas em matem�atica. Prova disso quepodemos facilmente enumerar mais de dez diferentes dimens~oes (Euclidiana, de Hausdor�,fractal, topol�ogica, de contagem de caixas, de imers~ao, de informa�c~ao, etc.), mas todasest~ao relacionadas de alguma forma. Ainda n~ao h�a uma de�ni�c~ao rigorosa de dimens~aofractal, mas existe um certo consenso em considerar a de�ni�c~ao de Mandelbrot, baseadana dimens~ao de Hausdor�-Besicovitch apresentada em meados dos anos 30 por FelixHausdor� e no conceito matem�atico de medida. Entretanto, a dimens~ao fractal tamb�emest�a relacionada ao m�etodo de contagens de caixas (box countig), com a dimens~ao dedivisores ( dimens~ao de compassos) e a dimens~ao de autosimilaridade [135].Mostraremos aqui uma vers~ao simpli�cada da dimens~ao de Hausdor�- Besicovitch utili-zando o m�etodo de contagem de caixas [135]. Inicialmente, precisamos de�nir a dimens~aotopol�ogica, dt, como a soma de uma unidade �a dimens~ao do menor conjunto que, subtra��dode outro conjunto conexo, deixa-o desconexo. Por de�ni�c~ao, a dt de um ponto �e igual a0; desse modo, ao retirarmos um ponto de uma reta obteremos duas semi-retas, logo,a dt de uma reta �e igual a 1, dt = 2 para um plano, etc. A dimens~ao euclidiana, d, �ea que aproxima-se mais de nossa no�c~ao intuitiva e corresponde �a dimens~ao de imers~ao:d = 0 para um ponto, d = 1 para uma reta, d = 2 para um plano, etc. Para esclarecera diferen�ca entre a dimens~ao euclidiana e topol�ogica, imagine o leitor uma arma�c~ao deum �oculos feita de objetos matem�aticos (semi-retas, c��rculos, etc.); claramente, dt = 1,enquanto a dimens~ao de imers~ao obviamente �e d = 3!De um modo geral, a medida M de um objeto qualquer pode ser feita atrav�es do m�etodode contagem de caixas (box counting)Md = N(�)�d ; (C.1)onde N(�) �e o menor n�umero de caixas d-dimensionais, com extens~ao linear �, necess�ariopara recobrir todo o objeto. Para objetos triviais, quando � tende a zero, N(�) � ��d, demodo que a medida �e sempre �nita nesse limite. Para objetos fractais, N(�) � �D, para�! 0, de tal modo que,N(�) � �d �! �1 ; se d < D ;0 ; se d > D : 175



A dimens~ao de Hausdor�, df 2 R, corresponde a dimens~ao cont��nua na qual ocorre osalto no valor da medida, de tal forma que se o recobrimento for feito com \caixas" comdimens~ao df = D a medida �e �nita. Podemos obter numericamente o valor da dimens~aofractal de um objeto atrav�es da express~ao,D = lim�!0 lnN(�)ln(1=�) ; (C.2)quando esse limite existir. Na maioria absoluta dos casos, df = D (casos em que df 6= Ds~ao discutidos por Falconer [51]).Em resumo, para objetos triviais a dimens~ao de Hausdor� corresponde a dimens~ao deimers~ao, D = d; para objetos n~ao triviais - fractais - temos, dt < D � d, onde geralmenteD �e um n�umero n~ao inteiro. A dimens~ao fractal caracteriza um objeto de modo �unico,e �e uma das caracter��sticas marcantes destas estruturas, ao lado da autosimilaridade ouautoa�nidade, conceitos a serem abordados na pr�oxima subse�c~ao.C.1.2 Autosimilaridade e Autoa�nidadeUm objeto autosimilar �e formado de partes similares ao todo. Autosimilaridade �e umapropriedade de simetria do sistema, indicando invariância sob uma transforma�c~ao isotr�o-pica. Seja um conjunto S com de coordenadas R = (x1; x2; x3; : : :); uma dilata�c~ao (outransforma�c~ao de similaridade ) com fator de redu�c~ao b, transforma as coordenadas deS para bR = (bx1; bx2; bx3; : : :). O conjunto S de coordenadas R �e autosimilar se forinvariante sob esta transforma�c~ao, ou seja, o conjunto reescalado bS �e idêntico a umaparte do sistema original S. Logo, um objeto autosimilar possui transforma�c~ao de escalaisotr�opica. J�a um objeto auto-a�m possui transforma�c~ao de escala anisotr�opica, ou seja,para manter a invariância de escala precisamos dilatar o objeto com fatores de redu�c~aodiferentes para cada dire�c~ao espacial: b �R = (b1x1; b2x2; b3x3; : : :). Cabe destacar que essapropriedade restringe a autoa�nidade a fun�c~oes un��vocas, como mostrado na �gura C.3, j�aque por raz~oes de simetria, �e imposs��vel fazer a dilata�c~ao com fatores de escala diferentesem outro tipo de fun�c~ao. Ressalte-se que fractais aleat�orios s�o apresentam similaridadeem um sentido estat��stico; desse modo, �e melhor aplicar o termo `invariância por escala'a estas estruturas ao inv�es de autosimilaridade.No estudo de superf��cies, frequentemente estaremos lidando com uma subclasse de fractaisanisotr�opicos, descritos por fun�c~oes un��vocas que apresentam auto-a�nidade. De um modogeral, para uma fun�c~ao auto-a�m h(x), temosh(x) � b�Hh(bx) ; (C.3)176



Figura C.3: Fun�c~ao autoa�m. Mostramos três itera�c~oes da fun�c~ao, que �e constru��da de maneira an�alogaao processo de dizima�c~ao. Note que a cada itera�c~ao a estrutura �e reescalada por fatores diferentes emcada dire�c~ao (1/4 na horizontal e 1/2 na vertical).onde H �e o expoente de Hurst, ou expoente auto-a�m, que fornece uma medida qualitativada rugosidade da fun�c~ao h(x). Esta equa�c~ao �e obtida diretamente da de�ni�c~ao de fun�c~aoauto-a�m, onde reescalamos a dire�c~ao x por bx e a dire�c~ao de h por bHh. Uma conse-quência importante desta de�ni�c~ao �e que o fator de escala da diferen�ca de alturas,�(`) �j h(x1)� h(x2) j ;entre dois pontos separados pela distância ` �j x1� x2 j, para uma fun�c~ao auto a�m ser�a�(`) � `H : (C.4)Pode-se demonstrar que (vide Moreira et al. [121]),D = d�H : (C.5)Logo, devido �a de�ni�c~ao da dimens~ao de Hausdor�-Besicovitch, 0 � H < d� dt.Antes de prosseguirmos, veremos dois exemplos cl�assicos de estruturas fractais que ser~ao�uteis para a assimila�c~ao dos conceitos apresentados: a fun�c~ao de Weierstra� e a gaxetade Sierpinski. 177
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Figura C.4: Fun�c~ao de Weierstrass: Observamos nesta �gura a fun�c~ao de Weierstrass para b = 3=2,com H = 0:1 em a), H = 0:5 em b) e H = 0:9 em c). Nota-se claramente que quanto menor o valor deH, maior a dimens~ao da curva, explicitando os comportamentos persistente e antipersistente.Fun�c~ao de Weierstra�Primeiramente, consideremos a fun�c~ao de Weierstra�, uma fun�c~ao cont��nua em toda partee sem derivada em nenhum ponto; este \monstro" matem�atico ilustra bem as propriedadesde auto-a�nidade que aludimos anteriormente. A fun�c~ao de Weierstrass �e dada pela s�eriede Fourierc(t) = 1Xn=�1 1� cos(bnt)b(2�df )n ; (C.6)onde 1 < df < 2 ; b > 1. �E f�acil veri�car que a fun�c~ao c(t) �e cont��nua em todoponto, por�em sua derivada sempre diverge ! Podemos demonstrar a auto-a�nidade destafun�c~ao utilizando as frequências bn, que variam de 0 a1 em progress~ao aritm�etica ( nessesentido a fun�c~ao de Weierstra� n~ao possui escala!). Suponha que fa�camos a transforma�c~aon! n + 1; logoc(t) = b�(2�df ) 1Xn=�1 1� cos(bn+1t)b(2�df )n :Desse modo,c(t) = b�(2�df )c(bt) ; (C.7)178



e, em analogia com a equa�c~ao (C.3) teremos, em d = 2,H = 2� df : (C.8)Na Figura C.4 mostramos o gr�a�co da fun�c~ao de Weirtra� considerando diferentes valoresde H, explicitando a rela�c~ao de H com a rugosidade de uma superf��cie.Gaxeta de SierpinskiProposta pelo matem�atico polônes Waclaw Sierpinski em 1916, esta estrutura fractalpode ser entendida como a extens~ao do conjunto de Cantor para d > 1: em d = 2 temosos tapetes de Sierpinski, e para d = 3, as esponjas cuja representante mais famosa �ea esponja de Merger [135]. Desse modo, pode-se utilizar a id�eia proposta por Cantore estendida por Sierpinski para construir uma in�nidade de estruturas, com dimens~oesentre 0 < D < 3, como exempli�cado na Figura C.5. Essas estruturas exibem claramenteuma das caracter��sticas marcantes de objetos fractais: a presen�ca de lacunas (vazios) emtodas as escalas de observa�c~ao!

Figura C.5: Triângulo de Sierpinski. Mostramos seis itera�c~oes utilizando o processo de dizima�c~ao.�E f�acil perceber que, no limite do n�umero de itera�c~oes indo para in�nito, haver�a \vazios" de todos ostamanhos na estrutura. Retirada de [135]Antes mesmo da proposta original de Sierpinski, a estrutura do \triângulo de Sierpinski" j�aestava presente no inconsciente humano, fato revelado pelos afrescos de igrejas medievais[135], e pela estrutura oculta do triângulo de Pascal ( mostrada na Figura C.6 ), seconsideramos apenas a posi�c~ao dos coe�cientes ��mpares.179



Figura C.6: Em A mostramos o triângulo de Pascal, com os valores dos coe�cientes; em B colorimosos coe�cientes ��mpares de preto e os pares de branco, revelando a estrutura do triângulo de Sierpinski.Em C reproduzimos o mais antigo triângulo de Pascal, datado de 1303. Retirada de [135].C.1.3 A Geometria de Superf��cies Rugosas Auto-a�nsO estudo de superf��cies rugosas �e de importância crucial para a compreens~ao de v�ariosfenômenos em diferentes �areas da ciência e da tecnologia. Nos �ultimos anos, tem sidofeito um consider�avel esfor�co para se desenvolver meios de classi�car e descrever taissuperf��cies em termos quantitativos [117]. No cap��tulo 2, veri�camos como os conceitosfractais desempenham um importante papel na caracteriza�c~ao no contexto de crescimentode superf��cies.De um modo geral, estaremos interessados em estudar o comportamento das propriedadesdas interfaces geradas durante um processo de deposi�c~ao. Desse modo, de�niremos aseguir os principais parâmetros utilizados para caracterizar uma interface autoa�m:� a altura m�edia da interface no tempo t, h(t),h(t) = 1L LXi=1 hi(t) ; (C.9)onde hi(t) corresponde ao n�umero de part��culas depositadas no s��tio i at�e o tempot;� o n-�esimo momento, Wn, associado �a distribui�c~ao de alturas fhi(t)g, dado porWn(L; t) � 1L LXi=1 �hi(t)� h(t)�n ; (C.10)� a rugosidade do per�l, w, uma medida da dispers~ao das alturas em torno da alturam�edia, que est�a diretamente relacionado com o segundo momento do per�l,w(L; t) �pW2(L; t) =vuut 1L LXi=1 [h(t)� hi(t)]2 : (C.11)180



A rugosidade �e o principal parâmetro utilizado para avaliar o comportamento temporaldas correla�c~oes espaciais dentro do sistema.Para calcularmos a dimens~ao fractal de uma interface utilizaremos o m�etodo apresentadopor Moreira et al [122], que determina o expoente de Hurst de um per�l a partir de suarugosidade. Basicamente, o m�etodo consiste em medir a rugosidade da interface em tornoda melhor reta que passa por um conjunto de pontos, exatamente como no m�etodo dean�alise sem tendência de 
utua�c~oes [121]. A rugosidade w(L; �; t) na escala � �e dada porw(L; �; t) = 1L LXi=1 wi(�; t) ; (C.12)onde a rugosidade local wi(�; t) �e dada porw2i (�; t) = 12� + 1 i+�Xj=i��fhj(t)� [ai(�)xj + bi(�)]g2 ; (C.13)onde ai(�) e bi(�) s~ao os coe�cientes lineares de ajuste para o intervalo [i��; i+�], centradoem i. Utilizando a rela�c~ao (C.4), teremos quew(�) � �H : (C.14)Esta rela�c~ao �e utilizada para se determinar o expoente de Hurst dos per�s gerados nocrescimento de superf��cies.O valor do expoente de Hurst fornece informa�c~oes a respeito da morfologia do per�l: paraH = 1=2, a interface n~ao apresenta nenhuma tendência e pode ser mapeada exatamenteem uma caminhada aleat�oria (random walk); para H < 1=2, temos um comportamentoanti-persistente da interface, ou seja, �a medida que nos deslocamos no eixo x, a alturah(x) 
utua rapidamente para cima e para baixo, sem tendência evidente (Figura C.4A); j�a para H > 1=2, temos um comportamento persistente, indicando tendências bemde�nidas na interface, que se aproxima de uma linha (d=1), como pode ser observado naFigura C.4 - C. Existem provas rigorosas para se mostrar esses comportamentos do per�lem fun�c~ao de H [7, 56].O comportamento auto-a�m nas superf��cies geralmente �e observado apenas dentro de umafaixa de valores, ��k < �x < �+k e ��? < �h < �+?, onde ��k e �+? denotam as escalas de corteinferior e superior, respectivamente, na dire�c~ao paralela ou perpendicular �a superf��cie.Para estruturas auto-a�ns, esses comprimentos se relacionan-se do seguinte modo [117],��+?��?� =  �+k��k !H : 181



Nos processos de crescimento de superf��cies, a rela�c~ao acima pode ser escrita como,�?(t) = �+? =  ��?��k !��+k �H = A(t)�Hk ; (C.15)onde A(t) �e uma fun�c~ao temporal.Entretanto, na maioria dos experimentos e simula�c~oes, ��k = ��? = ", onde " �e o tamanhodas part��culas, ou corresponde a um s��tio da rede. No caso de A(t) ser uma constante,podemos associar �? �a rugosidade do per�l, e �k �a extens~ao linear das correla�c~oes dosistema no estado estacion�ario ( no caso de uma rede �nita, �k = L, o tamanho do sistema).Como mostrado no cap��tulo 2, a rugosidade de satura�c~ao apresenta um comportamentodo tipo lei de potência em rela�c~ao a extens~ao linear do sistema, wsat � L�, onde � �e oexpoente de rugosidade. Portanto, no caso de sistemas onde A(t) = constante, podemosescrever,�? � ��k ;e � = H. Note que, no caso geral, � 6= H. Durante a d�ecada de 1990, havia umagrande confus~ao entre o expoente de Hurst e o expoente de rugosidade, pois ambos eramdenotados pela letra � e caracterizavam a rugosidade de um per�l. Nos �ultimos anos houveuma homogeneiza�c~ao do vocabul�ario, mas frequentemente ainda se encontram trabalhosonde esses expoentes s~ao considerados iguais a priori.
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Apêndice D
Apêndice D

Neste apêndice mostramos como calcular �(N;Z;L), o n�umero de con�gura�c~oes poss��veispara que exatamente N s��tios e Z pares de primeiros vizinhos estejam ativos em um anelcom L s��tios. Observando que a fun�c~ao geratriz associada,�(x; y;L) =XN;Z �(N;Z;L)xZyN ;pode ser escrita como a fun�c~ao parti�c~ao de um g�as de rede unidimensional,�(x; y;L) = 1X�1=0 � � � 1X�L=0 xP i �i�i+1 yP i �i ; (D.1)com �N+1 � �1, obtemos x = e�0J e y = e�0� para o g�as de rede com intera�c~ao J entreprimeiros vizinhos, potencial qu��mico � e o inverso da temperatura dado por �0. A fun�c~aoparti�c~ao pode ser obtida usando a matriz transferência T (�; �0) = x��0y(�+�0)=2:�(x; y;L) = Tr TL (D.2)= �L1 + �L2 ; (D.3)onde �1;2 s~ao os autovalores de T :�1;2 = 1=2�1 + xy �p(1� xy)2 + 4y� : (D.4)Para L par, teremos:(a+ b)L + (a� b)L = 2 L=2Xn=0 � L2n �a2nbL�2n ; (D.5)183



de modo que�L1 + �L2 = 2 L=2Xn=0 � L2n ��1+xy2 �2n�(1�xy)2+4y4 �L=2�n ; (D.6)levando a�L1 + �L2 = 2yL=2 L=2Xn=0 2nXm=0 L=2�nXp=0 2pXq=0 � L2n �� 2nm �� L2�np �� 2pq �(�1)q(xy)m+q(4y)n+p : (D.7)O coe�ciente de xZyN �e:�(N;Z;L) = 24L2+Z�N L=2Xn=0 2nXm=0� L2n �� 2nm �� L2 � nL2�n+Z�N � � (D.8)�� L+2(Z�N�n)Z �m �(�1)Z�m : (D.9)A express~ao acima �e calculada numericamente.
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