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Resumo

Esta dissertagao de Mestrado é uma coletanea de material disperso presente
em varios artigos e livros. Estudamos os casos isotréopicos e anisotrépicos do
modelo Sigma nao linear em duas dimensoes a fim de investigar os diferentes
tipos de solugoes que eles apresentam. As solugoes do tipo instanton (um
par de merons) foram estudadas mais detalhadamente devido & sua grande
importancia em varios ramos da Fisica. E enfim foi feito uma correlacao
entre os modelos O(3) e C'Py.

No entanto o calculo de solugoes dependentes do tempo para o modelo
sigma anisotropico é um calculo original.
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Capitulo 1

Introducao

Os métodos disponiveis para resolver equacoes nao lineares sao tao inade-
quados que mesmo para campos escalares em (1 + 1) dimensoes as solugoes
dependentes do tempo de um dado sistema sao em geral muito dificeis de
se obter. Em fisica de particulas varios sistemas envolvem campos escalares,
vetoriais e espinoriais acoplados em (3 + 1) dimensoes. Para tais sistemas
ainda nao existe um método de obtencao de uma solugao nao trivial classica
na forma analitica. Diante de tantas dificuldades para achar solugoes exatas
de sistemas complicados em dimensoes superiores, diferentes técnicas foram
inventadas para simplificar a obtencao das solugoes das equagoes de onda.
Para alguns modelos ainda nao existem solugoes nao triviais mas procurar
analiticamente uma solucao ja seria uma tarefa importante.

Dado um sistema com campos escalares em uma dimensao > 3; o teo-
rema de Virial restrige a possibilidade de ter uma solucao onda solitaria nao
trivial estatica; isto é, nao existe tal solucao e o Lagrangeano tem a forma
relativistica

L, 1) = %(aﬂcb)(aucp) CU(@(x, 1)) (1.1)

O(x,t) = bi(z,t),i = 1,---, N é um conjunto de N campos escalares
acoplados em (D+1) dimensoes. A energia potencial U(®(x,t))é uma funcao
nao negativa que se anula somente no seu minimo absoluto.

Uma solucao estatica ®(z) obedece a equagao:

b, OU
V2 = a—q)(x) (1.2)



Note que esta equacao é claramente a condigao 6WW = 0 para o funcional
energia estatico.

1
Wio] = /de[§Vi<I> VD 4+ U(D(2))] = Vi[0] + Va[d]  (1.3)
Considere uma solucao estatica ®;(z) e considere a familia de configuragoes
O, (z) = &1 (\x) (1.4)

onde A\ é um parametro. Entao temos:

WD, = / dDm[%V@,\-VZ-CI)A—l—U(CD,\(x)]
Vi[@y] + Vo[ @]
= ATPV[@] + APV, [@4] (1.5)

®, () sendo um extremo de W[®], temos:

d
W@ =0 A=1 (1.6)

Diferenciando (1.5) e usando (1.6) vem:

(2—D)N"PV[@] — DAPTHL[@] =0
(2-D)Vi[®:] = DW[®], A=1 (L.7)

Como Vj[®4] e V2[®4] nao sdo negativos esta equagao nao é satisfeita para
D > 3, a menos que Vi[®] = V4[®] = 0. Isto significa que ®;(z) deve ser
independente do espago e igual a um dos zeros de U[®]. Isso ¢ exatamente
uma solugao trivial, e o teorema de Derrick impede solugoes nao triviais
dependentes do espaco. O teorema vale somente para solugoes estdticas e
para um lagrangeano da forma (1.1). No caso bidimensional, o teorema nao
impede solugoes nao triviais.

Nesta dissertacao de Mestrado estudaremos o modelo sigma nao linear
em duas dimensoes e discutiremos os varios tipos de solugoes que ele apre-
senta. O termo instanton refere-se a solucoes localizadas das equagoes de
campo classicas euclidianas de uma teoria que tem acao finita. A versao
euclidiana de uma teoria, ou conjunto de equacgoes de campo, involve a sub-
stituicao da métrica de Minkowsky pela métrica euclidiana. No nivel classico
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os instantons sao similares as solugoes estaticas das equagoes Minkowskianas.
pois as solucgoes estaticas envolvem somente coordenadas espaciais, isto é, o
subespago euclidiano do espago-tempo de Minkowsky. Solugoes estaticas de
um problema podem ser usadas diretamente como instantons de sistemas
de dimensao inferior. A tnica diferenca é que a exigéncia da energia finita
de um séliton sera substituida pela exigéncia da acao euclidiana finita dos
instantons.

Considere um modelo numa dimensao espacial determinado pela equacao
de onda seguinte:

P 9?0

5 — =5 T V(®)=0 1.8
com ®(z,t) uma solucdo do tipo séliton. Fazendo t = i7, temos:

*® 9P

— + ¢) = 0. 1.

St V(@) =0 (19)

A solugao ®(z,7) é chamada de instanton.

Note que isto nao é apenas uma mudanca de notacao, pois o produto
escalar é diferente nas duas teorias.

Considere agora o modelo em duas dimensoes espaciais (2 4 1) determi-
nado pela equacao de onda seguinte:

P2d 0?0 90

®) = 1.1
922 T 0 o +V(®)=0 (1.10)

A solucao de sdliton estatica do modelo ¢ nao linear em duas dimensoes
espaciais (2+1) corresponde ao instanton do modelo numa dimensao espacial
(14 1). Por razao histérica esta solugao é chamada de skyrmion.

Este modelo é muito importante e é muito usado em varias areas da
fisica. Em fisica da matéria condensada ele é usado para descrever o modelo
de Heisenberg antiferromagnético e no estudo do efeito Hall quantico. Em
fisica de particulas este modelo é uma boa idéia para as especulacoes sobre
os efeitos das pseudoparticulas na teoria de gauge nao abeliana em quatro
dimensoes.

Neste capitulo introdutério apresentamos o modelo, definimos alguns con-
ceitos basicos e falamos sobre seu uso na fisica. No proximo capitulo estu-
daremos o modelo sigma nao linear bidimensional: caso do antiferromag-
neto isotréopico. No terceiro capitulo fixaremos nossa atencao sobre o caso
anisotropico do modelo sigma nao linear em duas dimensoes. No quarto
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capitulo estudaremos as soluc¢oes do tipo merons. E finalmente faremos uma
correlagao entre o modelo sigma nao linear e um modelo semelhante, o mod-

elo C'Py.



Capitulo 2

O modelo sigma nao linear.

2.1 Introducao

Uma solucao fundamental do modelo sigma nao linear em duas dimensoes ¢é
chamada de soliton.Podemos associar ao soliton classico e ao soliton Quantico
um momento de inércia e um momento de dilatacao infinitos. Segue-se que o
spin do soliton é indefinido ao contrario de recentes declaracoes que estipulam
que o spin é fracionario.

O modelo sigma nao linear O(3) descreve um sistema antiferromagnético
isotrépico a temperatura 0°/K. Em duas dimensdes espaciais, o modelo
contém sélitons topologicos correspondentes a alguns estados metaestaveis
do antiferromagneto.

O modelo sigma nao linear é muito usado em fisica. Em materia con-
densada ele descreve o limite continuo do modelo de Heisenberg antiferro-
magnético e o efeito Hall Quantico ®®. O modelo bidimensional é usado
em fisica de particulas elementares como um modelo ilustrativo porque ele
compartilha muitos efeitos com teorias de gauge nao abelianas em quatro
dimensées.®*® As propriedades termodinamicas e a quantizacdo do modelo
encontram-se bem descritas em vérios livros textos 3. Aqui vamos tratar
da equacao cldssica em si.

Examinaremos algumas propriedades do séliton fundamental (Skyrmion)
do modelo ¢ nao linear em duas dimensoes. Os sélitons com orientacao e
escala diferentes apresentam uma degenerescéncia da energia classica. Os mo-
mentos associados as mudancgas na orientagao e na escala sao ambos infinitos.
Os valores esperados destes momentos sao também infinitos. Consequente-
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mente, o estado fundamental quantico nao serd uma superposicao de estados
com uma orientacao e uma escala diferentes.

2.2 Solucoes tipo Skyrmions

Considere uma solucao estatica derivada do Lagrangeano (1.1). Ela obedece
a equacao

Vi =0 (2.1)

onde somente as solugoes nao singulares sao constantes.
Vamos impor o vinculo ® - & = 1 a nosso modelo. Tal modelo é chamado
de modelo O(N) nao linear. O modelo O(N) é descrito pelo lagrangeano

L= %(vw + V(®)

onde & = (Py,---,Py) é um campo vetorial com N componentes. O modelo
o nao linear é um caso particular do modelo O(N) onde V(®) = 0 com o
vinculo ®% = 1. Agora vamos estudar o caso N = 3 que fornecera solucoes
interessantes.

O modelo O(3) nao linear consiste de 3 campos escalares

O(x,t) = Py(x,t);a =1,2,3 com o vinculo: para todo (x,t):

Y Pz, t) =P D=1 (2.2)

A dinamica é determinada pelo Lagrangeano:

L=y Y000, = L0,0)(0") 23)

Note que ¢ pode ser considerado como um vetor no espaco interno, isto é
o campo-espaco tridimensional cujas coordenadas sao indexadas pelo indice
a, isso, para ser distinguido dos vetores no espaco de coordenadas que sao
indexados pelos indices de Lorentz como p na equagao (2.3).

A equacao do campo é obtida aplicando o principio variacional de Euler-
Lagrange a acao S, com o vinculo imposto através de um multiplicador de
Lagrange.

sia) = [ar [ dt[%(@ﬂ)) OB+ A (@D —1)]  (24)
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Usaremos a equagao de Euler-Lagrange seguinte para determinar a equagao
do campo; temos:

5 0L _ 0L
"0(0,®) 0P
00" + AP =0
(8,0 + N®=0
(V2 + N®=0 (2.5)

Usando a equagao de vinculo (2.2) e a equagao (2.5) isolamos A;

Az, t) =AD& = — - V2P (2.6)

Agora vamos considerar somente as solucoes estaticas e as dimensoes
espaciais, a equacao do campo fica:

V20 + \® =0 (2.7)

onde usando A de (2.6) temos:
V20 — (& - V?®)d =0 (2.8)

Note que a equacao (2.7) é diferente da equacdo (2.1) que resulta da
auséncia de vinculo. Veremos que (2.7) gera interessantes solu¢oes nao sin-
gulares em duas dimensoes que classificamos em setores homotopicos.

A energia de uma solugao estética obtida do Lagrangeano (2.3) é dada
por:

1 2., _
B= /(@,cp) (0,®)d?r; o =1,2. (2.9)

Vamos considerar primeiro as solugoes da energia-zero. Claramente, para
todo x, elas devem satisfazer a condigao 9,® = 0. Isto é ®(z) = ®° que ¢é
qualquer vetor unitério (® - ® = 1) no espago interno, e poderd apontar em
qualquer direcao. Entao temos uma familia continua de solugoes degeneradas
com energia £ = 0 correspondentes as diferentes direcoes em que ®° pode
apontar.

Note que estamos considerando ®° como sendo um vetor no espaco in-
terno, isto é, o espaco tridimensional dos campos; suas componentes sao
indicadas pelo indice a. (a = 1,2, 3)
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Vamos investigar agora as solugoes com energia diferente de zero (E # 0)
mas finita (séliton).
Usando coordenadas polares (r,6) na equagao (2.9) temos:

r | grad® ||[— 0, quando r — o (2.10)
ou
lim ®(z) = @° (2.11)

Onde ®° é ainda um vetor unitério no espaco interno. Quando r — oo
no espago de coordenadas, ®(z) se aproxima do mesmo limite ®°. Em outros
termos, ®(z) dependerd da coordenada angular #, e a componente angular
do gradiente 122 nao satisfard (2.10).

Vimos que ®(x) se aproxima de ®° no infinito, logo o plano de coorde-
nadas fisicas Ry ¢ confinada dentro de uma area esférica chamada Sép h),

Agora vamos enunciar um resultado bem conhecido em topologia: todo
mapeamento nao singular de uma &area esférica S, sobre uma outra area S
pode ser classificado em setores homotdpicos que podem ser caracterizados
pelo conjunto dos numeros inteiros positivos, negativos e zero, ou escrito

numa forma compacta

mo(S2) = Z (2.12)

onde m,(S,,) representa o grupo homotdpico associado, com mapeamento
Sp — S, e Z é o grupo dos inteiros.

Vamos considerar agora o caso simples do mapeamento de um circulo
num circulo.

Considere um circulo S; (caracterizado por um angulo 6(27]) mapeado
num outro circulo Sy (caracterizado por A). Um mapeamento é dado por
uma funcao continua A(#)[27]. Considere as duas fungoes seguintes:

Ao(0) =0 (2.13)

, | o, 0<b<m
AO(Q)_{ t(2r —46), m<60<2rm

onde t é um parametro real entre 0 e 1. Quando variamos t continuamente
(de 1 para 0), o segundo mapeamento pode ser deformado continuamente

(2.14)
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para o primeiro, isto é bem ilustrado pelas figuras 1.b e 1.c. Estes dois
mapeamentos pertencem a mesma classe homotopica.

Agora considere um outro tipo de mapeamento determinado pela ex-
pressao seguinte;

Ay(6) =6 (2.15)

Este também é um mapeamento continuo [27], quando 6 completa um
circulo, A também completa, mas nao pode ser deformado continuamente em
(2.13) ou (2.14) (fig.1.b e fig.1.c). Este mapeamento nao pode ser distorcido
sem cortar o circulo. A razao é que em (2.15) o segundo circulo estd enrolado
uma vez em volta do primeiro (veja figura 1.d), enquanto em (2.13) e (2.14)
ele estd enrolado zero vez. Entao (2.15) pertence a uma classe homotdpica
diferente.

O numero inteiro distinguindo as duas classes é o nimero de enrolamento,
definido por:

~ 1 r2mdA
=9 ) a0 do (2.16)

Para a funcao (2.13), temos:
- 1 2
Q=— 0df =0
2m Jo

Para a funcao (2.14), temos:

O = i/wtdé—ki/%—tcw
2 )o 2 Jx

1
= %(tW—O—Qﬂt—I—T[‘t):O

fica claro que ) = 0 para as funcdes (2.13) e (2.14).
Para o mapeamento (2.15), temos:

o %de—i@ )=1
21 Jo 27 =

Note que enrolando o segundo circulo um nimero arbitrario de vezes
geremos uma infinidade de classes de homotopia da forma:

An(6) = 10 (2.17)
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() toma um valor negativo quando o enrolamento é feito no sentido
contrario. Este resultado leva a relagao:

m(S1) =2 (2.18)

Voltando a nosso modelo sigma nao linear O(3), uma configuragao estética
com energia finita, ¢(z) num espago bidimensional pode ser classificado em
setores homotdpicos pelo nimero inteiro Q.

E muito interessante escrever Q sob forma de uma integral funcao de o(x)
andloga a expressao (2.16); esta expressao é:

_ 1 2
Q=g / e - (9,0 x 8,0)dz (2.19)

onde = 1,2 e v = 1,2 se referem aos indices das coordenadas espaciais.
Em vez das varidveis cartesianas ®,(3°, 2 = 1), a esfera Sémt pode ser
descrita por duas variaveis &, &, por exemplo os angulos polares.
Uma expressao bem conhecida, que dé o elemento de arco de uma su-
perficie esférica em funcao das varidveis cartesianas e polares é:

A 1 0P, 0P
(int) _ g2¢(= b e 29
s, d 5(25r55abc 7t 855) (2.20)
segue-se que
1 0d, 00, ,
Q - g/guueabcq)aaX'u aXVd
o 1/5 e P aq)b dfr 8(I)c afs dQI
T 8 Mg Xk OE, 90XV
1 0%, 00, ,
= — rs€abePa—— d 2.21
87r/5” 9e, og, L ¢ (2:21)

com o Jacobiano da mudanca de varidvel {x,z2} para {&,&} dado por:

98, 08
= S od 2.22
ool = eyt gl (222)
Levando (2.20) em (2.21) vem:
Q=1 [asi .o, - 1 [ st (2.23)
4 ¢  dn '

®, é um vetor unitario perpendicular a superficie.
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Esta classificacao homotopica é véalida para qualquer configuragao estatica
com funcional energia finita; nao precisa que os campos sejam solucoes da
equagao de campo (2.7). E evidente que as solucoes com energia finita obede-
cem a esta classificacao. Em vez de procurar as solugoes para um determinado
setor (Q vamos seguir um procedimento mais interessante. Comecaremos com
a desigualdade:

/d%[(@u@ + e ® % 9,0) - (0,® £ 2,00 x 9,8)] >0 (2.24)

Esta desigualdade é verdadeira, pois é o produto escalar de um vetor por ele
mesmo. Segue entao:

/ Pr[(0,8) - (0,8) + £u(® x 0,B) - 2,0 (B x 9,B)] >
+ 2 / 1, ® - (0,8 x 0,)]

Vamos mostrar que os dois termos da esquerda sao iguais. Usando a
igualdade:

(AxB)-(CxD)=(A-C)-(B-D)+(A-B)-(C-D)

temos:

o (P X 0,P) - (& x 0,9)
— 5,0 [(® - ©)(0,® - 0,®) + (- 5, D)(P - 9,P)
= 0,6 (0, P - 0,P)
= (0,®) - (0,9)

Finalmente temos:

2 / P2(9,0) - (0,8) > +2 / e, ® - (9,0 x 9,0)
IE > +2-870
E > 47(0) (2.25)

Esta desigualdade estabelece um limite inferior da energia de qualquer con-
figuracao estatica num dado setor Q.
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A extremizacao do funcional energia estatica deve ser feita em cada setor
separadamente, pois a configuracao, a partir de um setor dado, nao pode,
sob uma variacao continua, se mover para um outro setor. Em cada setor Q
a energia é minimizada quando a equacao (2.25) é satisfeita, isto é, a equacao
(2.25) também ¢é satisfeita; o que leva a:

0,8 = +2,,® x (9,) (2.26)

Qualquer configuragao que satisfaz (2.26) tao bem quanto o vinculo (2.2)
minimizard a energia F num dado setor Q e automaticamente satisfara a
condicao de extremo dada pala equagao (2.7). Para qualquer configuracao
satisfazendo (2.26), temos:

Vi = 0,0,®
= £0,(ew® x 0,9P)
+¢,,(8,®) x (9,P)
€ (Epe® X 0,P) x 0,P
6,5[0,®(® - 0,®) — ®(0,P - 0,9)]
8o | =B (0, D - O, D)]
= —9(0,9-0,9)
= (- V)

Vimos que cada campo que satisfaz a equacao (2.26), satisfaz também
a equacao (2.7) mas a inversa nao é verdadeira, isto é, podemos ter uma
solugdo de (2.7) que nao satisfaz (2.26). Estas solug¢bes nao representam um
minimo absoluto da energia no setor correspondente, mas representam um
miniumo local.

Vamos lembrar que é mais facil resolver a equagao (2.26) do que a equagao
(2.7), pois (2.26) é uma equagao diferencial de primeira ordem, enquanto (2.7)
¢é de segunda ordem.

Os valores permitidos de ® sujeito ao vinculo ® - & = 1 formam uma
superficie esférica de raio 1, Sémt). Vamos projetar estereograficamente a
superficie esférica sobre um plano. As variaveis w; e wy sobre o plano sao
relacionadas as variaveis ®, por:

29
11—y

w1
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2%
1Dy
Note que o plano onde é feita a projecao é paralelo ao plano {®;, P} e contém
o polo sul. Vamos construir também a quantidade complexa seguinte:

wy (2.27)

20, 120,
_l’_

1—®;  1— o5

2Py +iDy) 20

W = Wy + twoy

1—®; 11—y
Entao
O — ow  2[(1—=3)(01P) + (01 Ps3)]
YTax, (1— ®3)2
2 -

Da equagao (2.26), temos:

HO = Tidd,ds
B® = +idd, Py (2.29)

Substituindo (2.29) em (2.28), vem:

81w = :Fiagw (230)
De onde temos :

Qo Ow Oy Owp
ox, lox,  T'ox, T 0X,

e finalmente igualando as partes reais e imaginérias temos:

Qo 0w
X1 0X,
Owy 0w
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Qualquer fungao analitica w(Z) ou w(Zx*) com Z = x; + ixy, satisfaz a
equacgao (2.26) e consequentemente a equagao do campo, quando escrita em
funcao das variaveis originais ®, e x.

Quando w for uma funcao analitica de Z, uma maneira muito interessante
de escrever a energia ' e o nimero de enrolamento () é escrevé-los em funcao
de w. Assim temos:

E = / d2 |w|2
+

Q = 47T (2.32)

Para um dado nimero de enrolamento () positivo, uma solucao tipica é
dada por:

& (2.33)

n é um inteiro positivo, A é um numero real e Z; é um niimero complexo.

Na equacao (2.33), w representa um ponto no espago de campo, enquanto
Z é um ponto no espacgo de coordenadas. Para um dado w vimos claramente
que a equagao (2.33) admite n raizes para Z; entao ) corresponde a um n
setor. Verificamos isso substituindo (2.33) em (2.32), temos entao:

1 TL2|Z . ZO|2nf2/\2n
=— [ d? 2.34

Fazendo Z — Zy = pe? e d*x = pdpdf a integracao da: Q =n
De onde
E = 47Q = 470 (2.35)

A energia E é bem finita.

Vamos nos interessar agora no caso n = 1 (solugao cldssica com energia

minima), isto é:

Z — Zy
A
Neste caso temos quatro modos de frequéncias zero da solugao cléssica.

Zy corresponde a 2 modos de translagao e A = aexp (i) corresponde a uma

rotacao e a uma dilatacao da configuracao classica. Cada modo da frequéncia

estd associado a simetria do soliton. Por exemplo, considerando 6, vimos que
os campos de spin (®q, $,) sdo invariantes perante uma combinagao espacial

w(Z) = (2.36)
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de rotagao (em torno do centro do séliton) e de transformagao interna (Uy).
E 6bvio que para um 6 arbitrario, ®;(7) = ®Y(&), i=1, 2 pode ser escrito
COmo:

() = R;;®]°(7) = ®7°(R1) (2.37)
Ry = Ry = costl, Ris = —Ro; = sinf. Em funcao de W, a condicao de
invariancia leva a:

0
0z*

—(Z - Zo)i]w +W =0 (2.38)

(2 - 2) —

Agora estamos interessados em saber se estas simetrias acima sao conser-
vadas no caso de um soliton quantico. Na teoria quantica designaremos por
Uz, 0 estado quantico que atinge um pico em redor de n = 1, estado fun-
damental classico, e associado a um dado Zy e A. Classicamente os estados
fundamentais sao degenerados, mas esperamos ter um unico estado funda-
mental quantico que é uma superposicao dos Wy, . N6s alegaremos que isso
nao é o caso. Contudo, vamos supor que tem estados quanticos degenera-
dos que sao parametrizados por A. Ja que estes graus de liberdade ligam
classicamente estados fundamentais degenerados, eles podem ser incluidos
em qualquer aproximagao semi-classica da teoria quantica. No procedimento
vamos considerar que Zy e A dependem do tempo e substituimo-los no la-
grangeano para fazer as integracoes espaciais. Obtemos:

I[®] = /d%L(@,@@) — 8/&%
= 2m|Z* + @9’2 + @aﬂ — 4 (2.39)

A equagao (2.39) mostra que a massa inércial do séliton dada por M = 4 é
finita. E facil verificar que os momentos I[®] e u[®] sdo ambos logaritmica-
mente divergentes. Integando até o limite superior R, obtemos:

1[9] R? R?

= p|®] = 167rIn(1 + —) — ——— 2.4
pld] = 167In(1 + 1) — 1 — (2.40)

a2
O fato do momento I[®] ser infinito é visto pela substitui¢do no momento
angular conservado J:

J = /d%szjxiajfbafba (241)
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Para a parte rotacional do séliton 0 # 0, J é divergente. Similarmente substi-
tuindo a expressao dilatacional do séliton no gerador de dilatagao, obtemos:

M= / 2,0, B H° (2.42)

Assim o resultado é divergente para a # 0.

O acima mencionado mostra que uma energia finita é necessaria para
girar um soliton cléssico rigido. Do mesmo modo, uma energia infinita é
necessaria para dilatar um séliton e ainda conservar a forma dada em (2.36).
Agora vamos discutir o sistema quantico correspondente. Vamos perturbar
a solucdo cldssica para obter vdrias configuracdes de campo virtual ®. As
configuracoes ® associadas a valores finitos dos momentos I[®] e u[®] podem
permitir quanticamente um tunelamento entre os varios estados fundamen-
tais degenerados da teoria.

Foi verificado que se o acima dito é o caso da classe de configuragoes que
sao rotacionalmentes invariantes ( isto é que satisfaz a equagao (2.38)), a
solucdo geral de (2.38) é:

Z—ZODZ—ZO
A A

W(Z,z7) = [(] (2.43)

onde f é uma funcao real. Somente para o caso f = constante, W é uma
funcao analitica e entao a energia é minima para o setor n = 1.
Considere agora um sistema determinado pelo Lagrangeano seguinte:

1 , o1
L= 5(‘9M<I>’8MCI>Z + 58“@38#(1)‘2 , (2.44)
ondei=1,2 oux,y e pu=1t, x, y
Vamos fazer as passagens matematicas em todos os detalhes. Geralmente
estas passagens sao omitidas em artigos, mas o dominio da algebra é impor-

tante se queremos aplicar o modelo o em casos mais complexos.
Assim do vinculo(2.2), temos:

P2+ P2+ 02 =1 (2.45)

P2 =1 - P2 — @

Derivando os dois membros da igualdade em relacao a p temos:
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20,0,0, = —20,0,0, —20,0,0,
0.0,0, = —(0,0,0, + P,0,0,) = —0,0,®,

0,8.0,0, = —2(9,9.0,9.)

(.8,9.)($.0,P.)
¢
(220,84 + ©,0,P,)"
®?

1
= &gﬁm@ﬂ%ﬂ@ﬂ%QH
q)iq)j ((9,}132') (auq)j)
1— 9,9,

Logo
D,

1
L=-[0,80,5; + — 3
21 0nPi0u®i + TG 5

aucbiauq)j}

1 2%
I — §9ij3uq>iauq’j’ 9ij = 0ij + T{),jcbk

Sabemos que W; = 12_%'2 = &, =3(1-D,)W,
Vem:

1 (1—d,)?

4(P24+@2) 41 -d%) 4(1+D,)

W+ W5 = = = = W,W;

1-0.)2 (1-0.2 1-0,

49,9,

W0 We = "5 y

1
= 8u<I>Z = 1(1 — <I>Z)2Wk8“Wk

Das expressoes (2.27), temos:
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9,0, = %(1 — .)0,W; — %aucbz
= %(1 - ®,)0,W; — %(1 — ®,)°W,.0,W,
0,2)(0,2) = (1~ P QWO + (1~ BV WV (0,13 (0,11))
SR BLUATACRIAICALS (253)

T = (0u9:)(9.,®i) + (0,9:)(0,2:)

1 1—d,)? 1
= Z(l —®,)%[1 + %Wmmwj + 1(1 — ®,)*W, W,
1

SR UR SLALAGATAL (2.54)

Substituindo %VVM/@- por 1 + ®, na expressao acima, vem:

(1-0.)(1+,)
4

1
- G- e)WWaWOW

(1—9,)?

1
To= (- P,)°[1 + WW; +

1 1
= 1(1 — @)1 + 1(1 + @, -0, — P2+ 120, + )W, W;

1
- (= )W, WO, W

1 1 1
= 1(1 - ®Z)2[]‘ + 5(1 - q)z)WkVV] - 5(1 - q)z)mwk]auwaﬂw
1 . .
= (1= 0.W'9,W" (2.55)

Sabemos que:

(1-9.)> 1 _(1—<I>z+1+¢z)_2
4 = 1—®,
B 1+, 5 WiWi., o
= [1+(1_©Z)] =1+ 1 ) (2.56)

24



De onde

1 W, W,

1 ‘ ‘ ~
L= T = Sgs@ 000", gylw) = (142 (257)
Podemos escrever as varidveis complexas W como:
W:W1—|—iW2 e W* :Wl—iWQ
WW* = |W | = W2+ W}
Temos entao:
_ 16 9,Wwo.wr 8(0,W;)? (2.58)
2 (AHWWH?2 (44 [W]2)? '
Agora vamos escrever W na forma:
W(Z)=25%, com A=aexp(if) e Z=x+Iiy
Zo=Zo(t), X=alt)exp (ib(t))
Vem:
wo= 2%
aexp (i0)
AR A
wr = — "0 2.59
aexp (—if) (2.59)

Calculando as derivadas temporais, temos:

I -Zy W, .
oW = coxp () a (@ + aif)
= l[(S'C‘H'y'—x'o—Z'y'o)(cose—Hsin@)
a
— (Wi +iWy)(a + iaf)] (2.60)
1 .
(OW)(oW™) = —2([(Z£ - x'O)Q cosf — (y — yo) sin @ — Wia + W2a9]2

a
+ (5 — 0) cos O + (& — i) sin @ — Wyab + Wha)?) (2.61)

As integrais dos termos impares sao nulas, assim fazendo a integracao, s6
interessam os termos pares, isto é:

25



X .
T' = (@ —20)* + (5 — 90)* + (W + W3)a® + (Wi + Wi)a*6?]  (2.62)

a

(0;W)(0;W*) corresponde a energia (ou melhor -E).

lexCOSQ—I—ysinH WZZyCOS@—J}SiHG
a a
1
W24+ Wi = —[z?cos® 0+ 2wy cosfsind + y? sin? 0 + 3 cos? § — 2zy cos O sin O + 2 sin? 6]

a2
1
= —[2*(cos® O + sin® ) + y*(cos*d + sin? 0
)
2., .2
_ Tty (2.63)

a

(9, W2
L) =+ 4+ (R

_ s / 8W’
a (4a? + % 4 y2)?

Z—Z 2 W2 4+ W2)(q2 29‘2
_ 8a2/d2x‘ ol + Wy + W)l&" +a’6) _ 7 gy
(4a% + 22 + ¢2)?
Substituindo (2.63) em (2.64) e substituindo r? por 2% + 32, vem:
: . o 2mrdr
L(®) = 8a%|Z — Z? / ST
@) = 82— 4P [ G
. R 2mrddr
8(a* + a*6? / ————F 2.65
+ 8@ +at) 0o (4a%+ r?)? ( )
Vamos resolver as integrais acima, temos:
/OO 2mrdr /00 du
e — T e
0 (4a?+1r2)? 0o (4a® +u)?
= oy y =1 2.66
m A LYy = (2.66)
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/R 2rr3dr /R udu
- @@ — e - @
0 (4a? + r?)? 0 (4a?+ u)?

/ AR (y — da?)dy
= 7]‘ - -
4

a? y2
4 2 2 2
— oy + %Jiﬁzw
4a® + R? R?
= 1 — 2.67
{In( 4a? ) 4a? + RQ] ( )

Finalmente substituindo os resultados das integrais (2.66) e (2.67) na
expressao (2.64), temos:

4a® + Rg) R?
4q? 4a? + R?

L(®) = 27| Z — Zo|* + 87(a® + a*6?)[In( |—E (2.68)

que é a equagao (2.39) com E = 4.
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Capitulo 3

Modelo sigma nao linear: caso
anisotropico.

3.1 Introducao

E bem conhecido que o modelo ¢ nao linear em duas dimensoes, em véarias
circunstancias, é similar a uma teoria de gauge nao abeliana em quatro di-
mensoes. Eles tém como solucoes da equagao do campo, pseudoparticulas.

Também pode se notar que o modelo ¢ nao linear anisotrépico é um im-
portante modelo na fisica do estado sélido. E de interesse dos fisicos tedricos
da matéria condensada, nao somente como modelo ferromagnético classico
em duas dimensoes, més também como modelo antiferromagnético quantico.
A natureza topolégica deste modelo foi estudada por Belavin e Poliakov®
que obteram estados metaestaveis nao triviais produzindo energia minima
local. Estas solugoes estaveis com energia finita sao particularmente rele-
vantes na mecanica estatica de sistemas da matéria condensada. Como foi
mostrado por T. Watanabe e H. Otsu®, o modelo ¢ anisotrépico contém
um minimo classico nao trivial. O modelo anisotrépico é uma generalizagao
do modelo ¢ nao linear que estudamos anteriormente. Esta teoria numa
dimensao temporal e duas dimensioes espaciais é definida pelo lagrangeano
seguinte:

L 2 2 21 12
L=5J [1@8) = (0,5 = A@uS3)*)a (3.1)

com o vinculo nao linear

3
> S =1 (3.2)
a=1
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onde p=1,2; 0y = %% : S designa o campo de spin.

Neste caso J é a constante de troca, A uma anisotropia e c é a velocidade
da onda de spin. Dependendo do parametro de anisotropia, o lagrangeano
(3.1) reproduz diversos modelos. Por exemplo para A = 0, temos o caso
isotropico; para —1 < A < 0, temos um comportamento do tipo XY e para
A > 0, o comportamento é do tipo Ising.

3.2 As pseudoparticulas no modelo O(3) anisotrépico

Vamos considerar um séliton, solucao da equagao do movimento. Para este
fim, primeiro pegamos a parte estatica da densidade lagrangeana. Usando o
vinculo (3.2), podemos escrever a densidade lagrangeana como:

i (14 X)) X7, 271 8iS5(0,5:)(8,.5;)
L= 5/ (0,52, + i

] (3.3)

Da equacao (3.3) ¢é evidente que as solugoes solitons, isto é, aquelas com
energia nao nula mas finita devem satisfazer:

lim S(r) — constante (3.4)

T—00
Entao seria conveniente introduzir uma nova variavel de campo:

S+ 15,

W:
14+ 55

(3.5)

obtido do campo (S}, S,,53), tomando valores na esfera unitaria S? por
projecao estereografica. Podemos escrever W = W; + ilWW,, onde Wy e W,y
definem o plano no espaco interno onde S5 foi projetada estereograficamente.
Em funcgao destas variaveis, a densidade lagrangeana fica:

1
L= §JZgij(W)a,LWia“Wj i,j=1,2 (3.6)
ij

onde a métrica g;;(W) é dada por:

g = A0+ WP+ + W),
goz = A1+ W21+ W21+ |[W[2) 2,
G2 = go1 = 16AW Wy(1 + [W]3)~2 (3.7)
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Vimos que a anisotropia A deforma a métrica usual sobre a esfera (caso
isotrépico)
g (W) = 465(1+ W) (A =0) (3.8)
Considerando que W = W; 4 iWW,, podemos reescrever (3.3) como:
{ 40, W2 ANW(0,W) + W (9, W)
(1 +[W2)? (14 [Wi2)t

e a equacao (3.1) pode ser colocada na forma:

} (3.9)

[0 W |2 AL AW,
L = 2
J/ EalEad Aresi s e
(W2(0,W)(0;W) + W oL W)(0zW
onde usamos dz = 3(9, —i9,), 0z = 3(d, +10,), do mesmo modo,

1
2
Z=x+1y, Z=ux—1iy. Naequagao (3.10) Q é o nimero topoldgico dado
por:
20W|?
(14 [W]?)?

[(02W)(9zW) — (0,W)(02W))]
=5/

TRy Jd?z  (3.11)

1+
Ele mede o nimero de vezes que a esferdide interna de area A é atravessada
no mapeamento. Estd area é: A = %71'(3 + )

Estamos interessados antés de tudo em achar solugoes estaticas com en-
ergia finita (solitons) das equagoes de campo. Da equagao (3.10) vimos que
o valor minimo da energia dos campos tendo como nimero topolégico @) > 0
¢é igual a:

E.=QAJ. (3.12)

Este valor é atingido por campos satisfazendo 9;W = 0. Segue-se que o
campo ¢ dado por

P(Z)
Pi(2)
onde Py(Z), P1(Z) sao polindomios; o nimero topolégico ) do séliton (3.13)
assume somente valores inteiros e ¢ igual ao grau maximo de Fy(Z), Pi(Z).

We(Z) = (3.13)
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E conveniente escrever o séliton tendo nimero topolégico (), como:

Z—Zi 5

J

W.(Z) =11 1™, (3.14)
onde 0, Z; e Z; sao parametros complexos.

Da equacao (3.12), vimos que a energia classica destas configuragoes de
sOlitons estaticos depende somente do niimero topoldgico ). Entao no nivel
classico, as pseudoparticulas nao interagem. Isto é uma consequéncia do fato
da configuracao de séliton multiplo ser uma solucao exata das equagoes do
movimento, e Ky = NE; = NAJ.

As coordenadas estereograficas nos permitem generalizar as solugoes estaticas.
Num outro sistema de coordenadas, uma tal generalizacao seria uma terefa
muito dificil. Embora a energia do séliton classico depende do parametro
anisotrépico, a sua configuragao (3.13) em coordenadas estereograficas nao
depende de A\. Num outro sistema de coordenada estas solugoes nao sao tao
simples. Geralmente as pseudoparticulas tém os seus spins apontados em
todas as dire¢oes enquanto r varia, e esta configuragao depende de A

O campo de spin destas solucoes foi encontrado por Watanabe e Otsu® .
Ele foi encontrado pela especificacao de como a funcao mapeamento depende
de O(r) e ®(r), que sao os dois campos escalares usados para parametrizar S:
S(r) = (sinf cos @, sin @ sin @, cos #). Qualitativamente, para os casos de XY-
like cada estado metaestavel classificado pelo nimero topoldgico @), carrega
() vortices e () antivortices.

Usando o grau méximo > m; > > n; = @, considerando agora o mais
simples nao trivial caso de nimero topolégico, isto ¢, m; =1, m; =0, ¢ >

1, n; = 0, temos:
wi(z) =227
)

Os parametros complexos § e Z; se referem ao tamanho e a posi¢ao da solucao
(séliton). A magnitude de ¢ fornece a extencao do séliton, enquanto a fase
de 6 da a orientagao rotacional da configuracao do séliton. Como exemplo,
para A = 1 (tipo XY), o campo de spin, com nimero topoldgico @ = 1, é
dado por:

(3.15)

0 — 1o
T T
2y[0]

{ylle? + (ly| + 81%]}2
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onde escolhemos Z; = 0 para a posigao do séliton e 7 para sua fase.

A configuragao (3.16) do séliton parece um par vortex-antivortex com o
vortex em (0, —|d|) e o antivortex em (0, |d]). A distancia entre os centros
vortex-antivortex é R = 2|0|, mas a energia desta configuracdo é simples-
mente: 3

E. = §7rJ, (3.17)

E somente no caso cléssico que o vortex e o antivortex nao interagem neste
modelo. O fato da solugao existir para um arbitrario e Z; e o fato de nem
@, nem E,. depender destas constantes sao uma consequéncia da escala e da
invarianga translacional do lagrangeano (3.1). Entao cada pseudoparticula
pode ter um tamanho arbitrariamente grande, devido a invariancia da escala.

As configuragoes miltiplos de séliton( e antiséliton), obtidas trocando Z
por Z, discutidas acima, sao solucoes exatas com energia finita das equacoes
do movimento.

Agora considere o lagrangeano (3.1), como fizemos no modelo isotrépico,
faremos todas as passagens matemaéticas a fim de comparar os dois casos. Do
vinculo (3.2), temos:

ST+ S +55=1 (3.18)

$2—1- %82
Derivando os dois membros da igualdade em relagao a pu, temos;

255,83 = —2(510,51 + 520,,5,)

S40,85 = —S5i0,S i=1,2 (3.19)
2
0,530,5° — %?y%@53
(530,,55)(530,,53)
S3
(5:0,5:)(5;0,55)
S3
5,5,0,5,0,,5;

= ZEwOuR) 2
1— SuSk (3:20)
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Vamos fazer a seguinte mudanca de variavel:

2S;
VVZ’ - 1_75137
1
45?2 452
2 2 _ 1 2
Wit = sy T =g,y
4Sf—|—S§ _4(1—S§)
(1—S53)2 (1 —Ss)2
(1 + 53)
WW, = 4 .22
kWi (1= ) (3.22)
Diferenciando a equagdo (3.22) temos:
0,53(1 — S3) + (9,55(1 — S3) 20,53
2 = 4 [ H =4 H
Wil We (1- 5, (1- S,
— au83
W0, Wy, = 4(1 5,
1
= 0,5 = 1(1 — S3)* W0, W, (3.23)
A equagao (3.21) leva a:
1 W,
0,5 = 5(1 — 53)0,W; — 78#53
1 W
= 5(1 — S3)0,W; — §(1 — S3)* W30, Wy
1 9 (1-— 53)3
0,5:0,5; = 1(1 — 83)*(0,W:)(0,W;) — ————=W;W,,0,W;0,W,
1
+ 6—4(1 — S3) ' W, W, W, W;0,W,;0,Wj, (3.24)
1 1
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1 1 1
((9051)(8051) = 1(8053)2WZW1 + 1(1 — Sg)Qagmaowl — 5(1 — Sg)VViaoSgaoWi
11
= 11—6(1 — S3) W, W, W, Wi.0o W0 Wy, +
+ iu S48 Wid Wi — éu S WA Wi W (3.26)

Seja T = (9pS)? — (0,5)* — A(9,,55)*. Substituindo (3.27), (3.24) e (3.23)

em T temos:

T = (009)% = (9,5)% — A(9,55)?
1 1
= — (1= S3)"W,W,W,Wi0oW;00Wy, + ~(1 — S3)?0gW;0W;

64 4

- é(1 — S3)*WiWiOoW;00Wy, + 1—16(1 — S3) Wi, W;00 Wi W

- 6i4(1 — S3) W, W, W, W0, W;0,W;, — %(1 — S3)20,W;0,W;

+ %(1 8P, WD, Wy — %(1 Sy 0, W, WY
R R ALATEAT (3.27)

Substituido §(1—S5)W;W; por (14S3) e colocando em evidéncia §(1—53)?
vemn:

T - i(l S 82 | 3(1 — S)(1 4 S) W, Wil W00 Wi + Ao Wido W,
— %(1 — S3)WWi,0oW;0o W, + 3(1 — S3)2 W W,;00 W3, 06 W
- %(1 — S3)(1 4 S5)W,;W3d, W,;0, Wy, — 0,W:0,W;
+ %(1 — SO, Wd,We — (L~ 5 WiV, 2, Wid, 17,
— %(1 — S3)*WipW,;0,W1.0,W; } (3.28)

De onde temos:

34



T= (0= 8) [ {50~ 8+ 128+ SOW Wi+ 1 (1~ S Wi} ayWouv

1
+{—ﬂr—ﬁ+1—%ﬁ+£+ﬂ—2ﬁg+M@Wﬂ%
1

- 1+ 5(1 - 53)WiWk}aumauWk } (3'29)
1 b1
1 1
— 5(1 — Sg)Wsz}aowa()W + {+§(1 — Sg)Wka
- %(1 Sy — i()\ 9ASy + A2V, Wy — 110, W9, WB.30)

T::iﬂ—&ﬂ%w%w

b A DS AW - B W0W]  (331)

Do outro lado sabemos que:

(1-Ss5)° 1 _<1—53+1+Sg)_2
4 (1_253)2 1- SB
1+ 53 —92 Wsz -2
L+ g = =]
S B (3.32)
A+ W ‘
De onde temos,
oGy (3.33)
ST A+ WW, '

Substituindo (3.33) em (3.31) temos:
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W, W;

T = | D) =2AgW O W

1
+ {—Z(A — 2A\S3 + ASHW, Wy, — 1}9,W 0, W]

16
- m@owaow
16 1 WiW; —4 W,W; — 4
[ S(\—2 A
TS AT AR AN A T Uy 1 A ey

16
= arwaw oo

A AW —4) | AW, — 4)?

~ G s T, e oW (3.34)

W,Wy, — 1}0,W8,W

Logo temos:
1
57 / T (3.35)
Substituindo (3.34) em (3.35 temos:

, 8]
Jd e R A

120 = MWW, A(WiW; — 4)
( 44+ WW,)  (4+ W, W;)? YWiWy — 1j0,W9,W} (3.36)

Seja W=W;+iWy = W*"=W; —1iW,
WW* = |W|* = W2+ W2 = W;W,, temos entao:

/ d2 ’W| e {AWaW

[m A]W\Q MW — 4)
~ Garwe T ar e

WiW, — 10,W9, W} (3.37)

Escrevemos W (Z) = 2522, com A = aexpif e Z =z + iy
Estudaremos agora solucoes dependentes do tempo para este modelo,
similar ao que foi feito para o modelo isotrépico. Estes calculos nao existem

na literatura e sao aqui apresentados pela primeira vez.
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Vamos supor que Z e A dependem do tempo da seguinte forma:
Z=7Z(t), A=a(t)exp(if(t))
) _ _Z-Z * _ _Zr—Zg
Temos: W(Z) —_aexp(fe) e W (Z) = 2o ()
Calculando as derivadas temporais temos:

oW Z—Z Z-Z . . N
9T ae (22) Zoxp (2i0) (@exp (i0) + aiexp (i6)0)
Z—Z2y W, |
" aexp(if) ;(a + iaf)

= 2[(37 + iy — o — 190)(cos O + i sin 6)
— (W +iWs) (@ + iab)] (3.38)

(881/;/)(8?;*) = ;{[(:t—io + (¢ — yo)][cos 0 + i sin 0]

)
— (Wy +iWs)(a+ iaé)}{[($ — &) — () — 9o)][cos @ — i sin 6]
— (W) —iWs)(a — iab)}
)

= ol o)
— [(@ = &) +i(y — 9o)][(cos O + isin ) (W) — iWs)(a — za@)]
— [(& = o) = i(y — go)][(cos O — isin O) (Wi + iWa) (i + iad)
+ (W +W5)(a® + a®6%)}

+ (7 — 50)?][cos® O + sin® ]

1

= ;{(x’ —0)? 4+ (§ — 90)* — [(& — @) cos O + i(d — i) sin @ + i(y — go) cos O
3§ — o) sin 0] [Wha — iaBWy — iaWy — aB W]

(@

(9

[ xo) cosf —i(& — dg)sinf — i(y — yo) cos
— (y — o) sin O][Wha + iabWy + iaWy — af W]

(

+ (W24 W2)(a? + a%h?) (3.39)
temos ainda:
ow _ oWw* 1 L . .
(E)( ot ) = o2 (& —d0)* + (§ — 90)* — (aW1 (& — o) cos O

37



+

o+ o+ +

+ +

1aWy (i — i) cos O — iaWs (& — i) cos @ — a@Wa (i — i) cos 0
iaWy (& — @) sin @ + a@W, (& — i) sin @ + aWsy (i — @) sin 6
1ab Wy (& — i) sin 6 + iaWy (5 — 1) cos 6 + adWi (3 — 1) cos 0
aWa (1 — 10) cos 0 — iadWa (3 — 5jo) cos 6 — aWy (5 — 1) sin 6
1a@W1 (5 — o) sin 0 4 iaWa (5 — 1) sin @ + a@Wa (1§ — 1) sin 0
aWy (& — dg) cos 8 + iab Wy (& — i) cos 6 + iaWy (i — i) cos 0
abWy(i — ig) cos O — iaWy (& — i) sin @ + abWy (i — i) sin
aWs (& — @) sin @ + iadWa (i — i) sin @ — iaWs (5 — 9o) cos 8
ab Wi (5 — 1) cos 8 + aWa (5 — 5o) cos 8 + iad W (3 — 1) cos
aW (5 — 10) sin @ — iadWi (g — 5jo) sin 0 — iaWa (3 — o) sin 0
abWa (3 — 9o) sin 0) + (W2 + W) (a* + a®0%)} (3.40)

Somando os termos iguais temos:

ST
_l’_

g{(ﬂf — i) + (§ — 90)* — 2aW1(& — i) cos O

2a0Wy (i — o) cos 0 — 2a0W1 (& — i) sin 6 — 2aWa (i — ) sin 0
2a0W1 (1) — 1) cos @ — 2aWs (3 — 1)) cos 6 + 2aW1 (5 — o) sin 8
200Ws (5 — o) sin 6 + (W2 + W2)(a® + a®6%)} (3.41)

As integrais dos termos impares sao nulas, assim fazendo a integracao sé
interessam os termos pares, isto é:

1

a?

T =

Sabemos que

We+w; =

{(@ = 20)* + (§ — 90)* + (W} + W) (a® + a®6%)} (3.42)

__ xcosfh+ysinb _ ycosfO—xsinb
W,y = Zeosfiysind oy, — ycosf—zsin

1
— [2% cos® 6 + 2y cos O sin 6 + y* sin? 6
a

4+ y?cos? § — 2zy cos Osin O + 2 sin? 6]

1
?[QL'Q(COS2 0 + sin? 0) + y*(cos® § + sin® 0)]

%+ y2
a2

= W, W (3.43)
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De onde temos,

8J
2,2 z24y?
a’c?(4 + =3~

s M12— W) | AW — 4)
- [ * wr wep

L(®) =

E [ @12 = 2o + (WE + W)@ + a26)

YWiWy, — 110, W9, 13.44)

Note que 9,W9,W corresponde a —E (energia).
Finalmente temos;

86> [ o |2 = Zo + (W + W3)(@® + a*F?)
L(® = /d2 1 2 _E
( ) c2? [ z (40/2 4+ x2 4+ y2)2
12a® — 2% — y2 (:132 + y2 + 4@2)2
B & i o345

Este resultado era de se esperar, pois a anisotropia leva a uma expressao
mais complicada, o que dificulta a interpretagao do resultado. Note que para
A = 0 temos uma expressao analoga ao resultado que foi encontrado no caso
isotrépico (2.64).

3.3 Correcao quantica da energia dos sélitons

Nesta secao examinaremos a equacao dependente do tempo para peque-
nas perturbagoes, &(7,t), que se propagam classicamente com o numero
topoldgico () = 1. Para isto, escrevemos:

W =W, +¢, (3.46)

onde o desvio do minimo classico £ representa o modo da onda de spin.
Minimizando a acao correspondente ao lagrangeano (3.10) em segundo ordem
em &, temos:

. 10
V7€ — C—wa = Vi§ + Q¢ (3.47)
onde
Vi = 80 1n(1+|W|2)[af—#af
1 — Z c Z (1+|WC|2) Z
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INW,? INWL(0,W.) . SAWL(,W.)
2 282 + 212 ] 212 9z
A+ W™ e W T T W)
A0 W,)(0;W,)  8AW.(0;W,) 2AN|[W,|? )
— — ; — ——————V* (3.48)
(1+ [We|?)? (1+ [W,[?)? (1 + [W,[?)?
e
16AW?2
Vo = W[az In (1+|We|*)0z + 9z In (1 + [We|*)9z]
2
SAWL(0W) ) 2WE (3.49)

(L W27 (L W)

A equagao (3.47) é valida para todos os valores possiveis da anisotropia
que aparece como um parametro na expressao do potencial. Os dois oper-
adores potenciais tém uma extencao finita. Uma consequéncia disso é que os
estados continuos usuais, com energia finita dada pela frequéncia w de pe-
quenas oscilagoes existem. Escrevendo &(7,t) = 1y, () exp (iwt), obtemos no
limite r — oo, duas solugoes onda de spin da equagdo (3.47) com frequéncia
w(q) = ¢q. Entao a solugao da equacao (3.47) no limite r — oo resulta da
superposicao de uma onda cilindrica incidente e de uma onda cilindrica di-
vergente com a fase modificada. Quando r tende para infinito, () é dada
por:

Vgn (F)r—oo = %{qur) exp (in®)+) _ exp [~2iA,m(q)]-Hjy (qr) exp (im®) },
" (3.50)

onde usamos coordenadas cilindricas (r, ®). A,,,(¢) é a matriz mudanga de
fase.

Nosso objetivo é calcular a correcao quantica da energia do soliton quantico,
dada pela energia do ponto zero das pequenas flutuagoes medidas no vacuo.
A correcao quantica da energia depende somente dos elementos da diaganal
de A,(q) e é obtida pela generalizacao dos argumentos usados na quan-
tizagado semi-classica dos sélitons em (1 4 1) dimensdes.

E=FE.—E, (3.51)
onde

h (s 0w
By == [l dun()dy (3.52)

™
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o valor % foi introduzido considerando que os sistemas de estado sélido tém
um comprimento natural, a constante a assegura um trancamento natural,
fazendo que a teoria seja finita.

Agora considere um séliton classico como pseudoparticula () = 1) dado
por (3.15). Devido a translagdo da origem na equacdo (3.50) que trans-
forma simplesmente a mudanca de fase para uma tranformacao unitaria
A(q) — U'A(q)U onde t,A(q) é invariante. As corregdes quanticas nao
dependem de Z;, entao é suficiente considerar o problema correspondente
a configuragao mais simples W.(Z) = %. Substituindo esta configuracao
de séliton nas equagoes (3.47) e (3.48), notamos que o operador potencial
V1 tem uma simetria cilindrica enquanto o outro operador potencial V5 nao
tem. Para obter Ej, temos que calcular a soma dos elementos da diagonal da
matriz mudanca de fase. A mudanca de fase depende do potencial. Devido
a forma complicada da interacdo (3.46), ndo podemos resolver exatamente
o problema. Podemos entretanto, achar a mudanca de fase usando a aprox-
imacao de Born. Os termos de Born de primeira ordem para os elementos
da diagonal e da nao diagonal sao dados respectivamente neste caso por:

T o

An(q) = 35/, (Jin)(qr) exp (=in®)V; exp (in®)J, (7)) 7 dr, (3.53)

T o0

—3 i (qe) exp (im®)Va exp (—in®) J, (qr))ordr,
0

(3.54)

Anm(‘]) =

onde (- --)¢ denota uma média angular.

Primeiro consideremos —1 < A < O(anisotropia do tipo XY). Neste caso
usaremos R = 2|J| representando a separacao de um par vortex. Para calcular
t, A, usaremos W, = % para obter V;. Entao,

tDpm(q) = _g i /OOO<Jn(qT) exp (—in®) Vi exp (inq))J|n|(q7”)><prdT

- (3.55)
de onde temos
— qR qR. qR qR qR
to B (0) = —2mA {1+ 3 L2 K DRI~ Kl (57
n=1
(3.56)

41



O termo nao diagonal dado pela equagao (3.54) corresponde as transigoes
entre os canais de momento angular n, n+1 para V5 dado pela equagao (3.50)
e W, = %. Todas as outras transicoes sao impossiveis.

Vimos que a energia da configuracao do par vortex-antivortex nao de-
pende da separacao R entre eles e que os vortices classicamente nao interagem

Entretanto, quanticamente as mudancas de fase de pequenas oscilacoes
desta configuragao sao dependentes da separacao R entre os vértices. Assim
resolvendo a equagao (3.52) no caso limite R — 0 (pequena separagao) de-
mostramos explicitamente como a interagao entre vortex e antivortex aparece
devido aos efeitos quanticos no modelo o nao linear com a anisotropia do tipo
XY.

No limite R — 0, podemos aproximar (3.56) por:

R R
tBum(g) = —2mA[L = [ In [17]] (3.57)
Inserindo a expressao (3.57) na equagao (3.51), temos:
4 2he 1. R R
Er_g~— NJ — = A=[—PIn[—] -1 1<\ . .
R A N S U B

Vimos que, quando —1 < A < 0, as correcoes quanticas semi-cléssicas
abaixam a energia do séliton classico numa anisotropia do tipo XY e induz
um potencial interativo efetivo entre os vértices num par. Entao pequenas
flutuagoes da configuracao estatica de séliton do modelo sigma nao linear em
duas dimensoes, com a anisotropia do tipo XY induz um grau de liberdade
interno para cada soliton. A quantizacao destes sélitons quebra a invariancia
da escala estatica e dd um tamanho preferido de séliton, isto é, uma distancia
preferida Ry entre os vortices num soliton. Isso é obtido usando fl_}E% =0, que
leva a Ry ~ a. Entao este potencial interativo efetivo é repulsivo para R < R
e atrativo para R > Ry. A equagao (3.58) é também vélida para a anisotropia
do tipo Ising. Neste caso devemos substituir £ por |6] onde |§| dd o tamanho
do soliton. Assim para a anisotropia do tipo Ising a correcdo quantica da
energia do séliton clédssico é:

%A[l[@]aln [@

47
Elébo%?(?”_)\”_ a 3 a a

=1 (A>0) (3.59)
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3.4 conclusao

Entao as correcoes quanticas levantam a energia do séliton cldassico numa
anisotropia do tipo Ising. Note que a equagao (3.59) tem a mesma de-
pendéncia funcional com |§| do que a energia do séliton calculada por Kosenvich®)
num modelo ferromagnético em duas dimensoes, isto €, a energia aumenta

da mesma forma que o tamanho do séliton cresce com [§]*In|d|. Assim
mostramos como as pequenas oscilacoes linearizadas do séliton estatico no
modelo sigma anisotrépico em duas dimensoes modificam a energia destas
configuragoes.
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Capitulo 4

MERONS

4.1 Introducao

As configuragoes de instanton multiplo e anti- instanton multiplo sao solugoes
de acdo finita e exatas das equacoes do movimento. Woo'") mostrou que es-
tas s@o as unicas solugoes de acao finita. Os merons sao configuragoes de
campo localizadas que possuem uma metade (%) de carga topologica e uma
acao que diverge com o logaritmo do volume do espaco-tempo. Para explo-
rar essa possibilidade devemos examinar as equagoes nao lineares do movi-
mento. A fim de simplificar consideravelmente nosso estudo, consideramos
configuragoes de campo que apresentam simetria axial. Esta consideragao
é suficiente para discutir o caso de um tnico par de merons'?, que por
uma transformacao conformal pode apresentar uma simetria axial. Podemos
pensar em um instanton como um par meron-meron. No modelo ¢ nao lin-
ear um instanton possui 4 graus de liberdades correspondendo a posi¢ao, ao
tamanho e ao angulo. Podemos imagina-lo como um dipolo. Veremos que
um instanton pode ser separado em dois merons, cada um caracterizado por
4 graus de liberdades: posicao, escala e uma carga discreta. Entao os merons
sao os polos dos quais o dipolo de instanton é formado.
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4.2 Estudo de um par de merons como solucao
da equacao do movimento

consideramos o campo W definido da seguinte forma:

| Z 1

Esta consideragao nao satisfaz a condigao de contorno, W(oco) = 1, mas
ela sempre pode ser transformada por uma transformacao conformal. Esta
consideracao especifica a simetria axial (Z — exp (i#)Z) da agao e pode ser
usada para expressar a acao em funcao de 1.

s=" [ 02 + (1~ cos ) (4.2)

E f4cil reconhecer que é o funcional energia da configuracao estatica da
teoria de Sine — Gordon™. A carga topolégico é dada por:

1 ptoe 0 1
Q = 5 /_Oo dt & [COS 5 w]
1 1

1
= 5[008 §w(—|—oo) — COS 51#(—@@)] (4.3)

Usando a equagao de Euler-Lagrange a equacao do movimento é dada
por:

d . )
=t
d(t) = sin(t) (4.4)

As tnicas solugoes de agao finita sao claramente ¥ = 0 ou ¢» = 27 que
correspondem ao vacuo e a um unico instanton.

Y =4tan 'expt =4tan"'|Z|, W =Z (4.5)

Existem vdrias solugoes de agao finita da equagao (4.4). Mas se nds as
restringirmos as solucoes que tém carga topoldgica localizada, teremos:

oy _

= ) 4.
o 0, t— (4.6)
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e a unica solucao ¢ a solugao meron singular

Z
v z (47)
Esta solugao ¢é singular em Z = 0 e Z = oo. Se procedermos a uma trans-
formagao conformal obteremos a mais geral configuracao de meron singular

consistente com a condi¢ao de contorno W =1 em Z = oo.

Z—a" Z*—at™ 1
= 2 4.
W=l =7 (4.8)
A densidade de acao para esta solucao é:
4 1 1,
= — — 4.9
g Z—at Z- a*| (4.9)
A acao total ¢ infinita devido a singularidade em Z = a**. De fato

ela é proporcional a energia de Coulomb de duas cargas pontuais de cargas
opostas no espaco bidimensional. Para obter uma configuracao de meron nao
singular é necessario introduzir condig¢oes que fixam o tamanho dos merons
individuais e eliminam a singularidade. Isso pode ser conseguido vinculando
Y(t) amemt; =1Inr ety =Inry. A solugao entdo obtida é:

4tantexp (t —t1), —oco<t<t
4dtan~lexp (t —t3), t2 <t < oo
ou

%, O<|Z|<T1

W: %7 7"1<|Z| <T2 (411)
Ty < |Z] < 00

ro’
O que nés vimos corresponde a uma metade de instanton localizada dentro
de um circulo | Z| = 75 e a outra metade de instanton localizada fora do circulo
|Z] = ry. A agao total é dada por :
P WL (4.12)
g g T g

Os termos na equagao (4.11) surgem de |Z] <1y, r < |Z| <rgery < |Z]
respectivamente. A densidade de carga agora é nula para 1 < |Z| < 1 e

quando integrada sobre cada meron, ¢ igual a %
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2 = 21’ x :1
/|z<mde(x)_/|x|>r2d Q(x) > (4.13)

A transformacao conformal produz as duas configuracoes gerais nao-
singulares de merons (1 < 1 < 73).

o (F=a), |Z ol <,
1 (Z—a"

W= E(Z__Z+)a e Z “ar| > 72, (4.14)
[(Z=%)(Z£=%7)]2, por outro lado

Esta é uma outra versao da equagao (4.10) consistindo de uma metade de
instanton ( meron M_) localizada dentro de um circulo C e a outra metade
de instanton ( meron M, ) localizada dentro de um circulo Cy, tal que

_|Z=a" | _
Cl Za""l r e CQ Za+|—7’2
Quando r; = ro = 1 os dois merons unem-se para formar um instanton.
Quando r; = r;' = 0 obtemos a configuracao singular de meron. Neste

caso podemos interpretar as singularidades da solugao exata das equagcoes do
movimento. Elas sao caracterizadas por:

Qz) = %5@) (X, —a?) + %5@ (X, —a;) (4.15)

com ai; = (Rea™, I,a®).

quando os merons sao muito distantes um do outro comparados a seus
tamanhos, isto é, r; << 1 e ry >> 1, as configuragoes consistem de um
meron M_ em a~ dentro do circulo de raio p; = r1lat —a~| e de um meron
M, em a™ dentro do circulo de raio py = %|aJr — a~|. Os merons sao entao
caracterizados por trés coordenadas coletivas, suas posicoes e suas dimensoes.
Os merons véem em duas variedades, M_ e M, que sao distinguiveis. Eles
podem ser condiderados como os monépolos de onde foi formado o dipolo
instanton. O tamanho do instanton (= |a™ — a™|) é a distancia entre os
mondépolos, e o angulo caracterizando o instanton é simplesmente o vetor
unitario apontando de M, para M_.

A agdo para o par de merons, de tamanhos, p; e ps e separagao d =

t—a]é

la

(4.16)
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Dentro dos limites da simetria axial podemos contruir configuragoes de
anti-meron e de multiplo meron. Para as configuracoes de anti-meron deve-
mos simplesmente subtituir W por W*; entao obtemos duas configuragoes
de anti-meron singular. Os anti-merons ainda aparecem em duas variedades;
M, e M_ com uma acao dada pela expressio (4.16).

As configuragoes meron-anti-meron nunca podem ser obtidas como solugoes
exatas das equagoes do movimento, exatamente como nao ha solugoes instanton-
anti-instanton. Portanto uma configuracao meron-anti-meron vinculada é
facilmente contruida, temos:

=Z, 2] <n
W= \/%, r < |Z| < r (4.17)
#, r<|Z|
ou
1 =) <y
W = \/(gigi)(gigf), caso contrario (4.18)
7’2;::31, éjif > T

Esta configuracao ¢ de um meron M_ em Z = a~ e de anti-meron M,
em Z = a”. A agdo é dada também pela expressao ( 4.16). Uma outra
configuracao consistindo de um par M_M, ¢ obtida pela substituicao de W
por W* na equagao (4.17) ou ( 4.18). Finalmente as configura¢oes multiplas
de meron axialmente simetricas sao obtidas tomando como W e S as seguintes
expressoes:

— (Z\% Y(n) —
W N(Z*)Jrootan1 . ty =Nn|Z| (4.19)
S=77 23 di[z¢% + (1 — cos ).

As solugbes para ¥(ty) sdo dadas pela equagao (4.5) que é agora uma
solucao N — instanton, W = Z~ com acao S = (i—g)N e pela equagao (4.7)
que da um 2N-solucao meron singular. Quando substituimos W por W~ na
equagao (4.14), obtemos uma configuracao que consiste de N merons M, em
Z =a" e N merons M_ em Z = a~. Neste caso a acao é dada por :

8 dr
S=ZN+NLin

g g \ P1P2

Similarmente construimos facilmente configuragoes de N anti-merons (M, )

e N anti-merons (M_) ou N merons (M_) com acao idéntica.

(4.20)
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4.3 conclusao

Tudo que vimos anteriormente é consistente com a interpretacao dos merons
e anti-merons como mondpolos e a acao como sendo um potencial quimico
Ou = ‘;—g. Os merons e anti-merons sao relacionados por uma interacao
coulombiana. Os merons M, e M, sao carregados positivamente enquanto
M_ e M_ tém cargas negativas.
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Capitulo 5

O MODELO CPy

5.1 Introducao

O Modelo O(3) em (1 + 1) dimensoes tem varias propriedades interessantes,
muitas delas sdo similares as da teoria de Yang — Mills®) em (3 + 1) di-
mensoes. Os dois sistemas produzem instantons que sao caracterizados por
indices topolégicos inteiros. Os procedimentos para obter as solu¢oes também
sao similares, nos dois casos obtemos uma desigualdade que da o limite in-
ferior da acao S e este limite é proporcional ao nimero homotépico Q). A
minimizacao de S permite achar equacoes diferenciais de primeira ordem
que entao resolvemos. Também os dois modelos produzem instantons de
tamanhos arbitrarios. Ao mesmo tempo o modelo O(3) é comparativamente
simples. Ele consiste somente de 3 campos escalares em duas dimensoes com
um simples lagrangeano. Consequentemente, além da sua relevancia em sis-
temas ferromagnéticos em duas dimensoes, o modelo O(3) é um proveituoso
modelo a partir do qual ulteriores introspeccoes podem ser tirados sobre as
mais complicadas teorias de gauge nao abelianas. Entretanto a similaridade
falha num aspecto. O sistema Yang-Mills SU(2) pode ser usado em teorias
de calibre SU(N) com N arbitrariamente grande e mesmo assim as solugoes
serao ainda instantons. Isso nos da a possibilidade de comparar os efeitos
quanticos de instanton com a ampla expansdo N819  Infelizmente, como
nés ja afirmamos, a generaliza¢do correspondente do modelo O(3) para o
modelo O(N) néao produz instanton quando N > 3. Porém, existe uma outra
familia de teorias de campo escalar, ainda em (1+ 1) dimensoes que compar-
tilha todas as caracteristicas mencionadas acima do modelo O(3), e a0 mesmo
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tempo produzindo solugoes instantons, mesmo quando N, o nimero de cam-
pos, torna-se arbitrariamente grande. Esses sao os entao chamados modelos
C’PI(\,14’15’16). Veremos que para N = 1, o modelo C'P; é essencialmente o
mesmo que o modelo O(3). Par N grande ele constitui uma generalizagao
apropriada, mais do que o O(N), no sentido de que ele continue produzindo
solugoes instantons. Um trabalho consideravel foi feito sobre este modelo
devido a suas carecteristicas muito atraentes. Por esta razao vamos dedicar
este capitulo a este modelo a fim de obter suas solucoes instantons (18:29).

5.2 Estudo do modelo C'Py

O modelo consiste de N 4+ 1 campos (complexos) escalares n,(z), a =

—

l,---, N + 1, em duas dimensoes. Vamos designar os campos por n(x) =
{n.(z)}. Ja que estamos interessados em instantons, trabalharemos no espago
euclidiano bidimensional com coordenadas = {x1,x2}. Os campos sdo su-
jeitos ao vinculo

(7(x))" - ii(x) = ; ng(2)na(z) = 1 (5.1)
com a densidade lagrangeana
L(x) = (0)" - (,70) + (i - ,70) (" - 0,,7) (5.2)

com p = 1,2. O vinculo (5.1), quando diferenciado em relagao a X, da:

A" 0,01 + 0" - it = 2R (71" - 9,,77) = 0 (5.3)

Entao 7* - 0,7 é imagindrio puro, um fato que vamos usar repetidamente.
Agora considere o conjunto de tranformagoes dependentes do espago

na(x) — ng(x) exp (iA(x)). (5.4)

A fase A(x), enquanto dependente do espago, ¢ independente do indice
a. Todos os N + 1 campos sao multiplicados pelo mesmo fator de fase. Sob
esta transformagao temos:

o, — (01 + 10, A1) exp i\
n* -0y — 1t -0, +10,A (5.5)
Liz) — L)
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Destas equagoes é claro que o sistema desfruta de uma invariancia local
de gauge sob as transformagdes U(1) (5.4). A situagdo é até certo grau
semelhante na eletrodinamica abeliana, e neste sistema nds identificamos
todos os campos que diferem um do outro, somente pelas transformagoes
(5.4). O lagrangeano ¢é invariante perante uma transformagao de calibre. O
conjunto de N + 1 nimeros complexos sujeitos a esta identificacao e também
ao vinculo (5.1), forma um espago complexo projetivo N-dimencional. Esta
invariancia de gauge é tirada mais claramente pela introdugao de um campo
vetorial auxiliar A, (z) e escrevendo de novo o lagrangeano como:

L(x) = 0" - Ouit + A2 — 2A,,(ifl* - 9,7) (5.6)
Extremando a agao S = [ d*zL(z) em relagdo a A,(z), temos:
S e
o4, =2(A, —in*-0,m) =0
Entao
A, =i(a* - 0,n) (5.7)

Isso é claramente uma equagao de vinculo par A,(x). O campo A, nao
representa graus de liberdades arbitrarios, mas é inteiramente determinado
em fungao de 7i(x) através de ( 5.7). Quando (5.7) é introduzido no la-
grangeano (5.6), obtemos o lagrangeano (5.2). Os dois lagrangeanos (5.2) e
(5.6) s@o consequentemente equivalentes. Lembre-se que 7*- 0,7 é imaginario
puro, entdo A, (z) é real.

Usando (5.7) e (5.3), o lagrangeano (5.6) pode ser escrito compactamente
como:

L(z) = (Dyit*) - (D) (5.8)
onde
D,it = (0, + iA,)7. (5.9)
Sob a transformagao de calibre (5.4) temos:
Aule) = Ay(x) — 0,A@) 50
D,ii — (D) expiA. '

A invariancia de gauge do lagrangeano escrito na forma (??) é agora
transparente. Porém repare que a expressao (5.8) nao é completamente o la-
grangeano de campos complexos escalares interagindo com um campo eletro-
magnético. Os termos cinéticos correspondentes a A, sao ausentes em ( 5.8).
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Isto é por qué A, aqui nao ¢ um campo independente, mas completamente
determinado por (5.7) em funcao de 7i(z). A equagao de campo é obtida
extremando a acao S.

S = / d2(D,)") - (D7) (5.11)

com 7i(x) sujeito ao vinculo (5.1). O vinculo é introduzido no processo
variacional com um multiplicador de Lagrange. Isso é, extremamos S +
[ dP*xX\(x)(n* -7 —1). A equagao de campo resultante é:

D,D,ni+ it =0 (5.12)
O multiplicador de Lagrange é eliminado usando:
A=t"-i=—-n"-D,D,i=0
Assim temos:

D,.D,it — (i* - D,D,fi)it = 0 (5.13)

Os instantons que estamos procurando sao solucoes de agao finita desta
equacao. Obtemos indiretamente os instantons, primeiramente pela classi-
ficagao das configurages de agao finita. Quando r = || — oo, temos:

D,i=0,i+1A,1n=0. (5.14)
Tomando cada componente n, = |n,|expi®, separadamente, temos:

Oung  Oulnal .
_ _ 0, ®, 5.15
n. EN + 0, (5.15)

—iA,

Note que —iA, na equacgao (??) é imaginario puro e é independente de
a. Isso significa que quando r — oo, temos:

Oulnal =0
0,9, ¢ independente de a

Consequentemente, a condigdo de contorno (5.14) implica que quando
r — 00,

ii(z) — i’ expi®() (5.16)
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Onde 7?0 é qualquer vetor complexo fixo com (7®)* - 70 = 1e & é
uma fase angular. ® pode depender de 0, o angulo em coordenada espacial
que parametriza a fronteira do espago que é, neste problema, o circulo S; (ph),
Entretanto os valores permitidos da fase ® formam também um circulo S (int)
Consequentemente o COHJUIltO de condigoes de contorno permitidos por (5.16)
6 um mapeamento de S — S Nés j4 sabemos que tais mapeamentos
representam classes homotdpicas caracterizadas por um nimero de enrola-

mento (). Uma expressao para () é da forma:

©= 2 CCZZ(Z

A liberdade na escolha do vetor complexo constante normalizado 7(°) nao

induz uma classificacao homotdpico adicional. Note que o lagrangeano goza

de uma simetria global ( pois é independente de x ) SU(N + 1). Diante de

tais rotagoes globais SU(N + 1), podemos mudar continuamente de um valor

de 7(®) para outro. A expressdo (5.17) pode ser reescrita em funcao de A,
A componente 6 de A, é dada por:

(5.17)

em S) phy
7 0 1do
Ay = -i* —f = ———
o= e T T e
Entao
1 1 L
- d0r Ay — / d- A
@ 27 /(Sﬁ”hy> = Ton S
1
= - / dae,,0,4, (5.18)

Usando a equagao (5.7) podemos também reescrever () como:

Q- —% [ #azuu(D,i)* - (D7) (5.19)

Como fizemos nos casos anteriores usaremos a desigualde seguinte:

/ &22(D,ii + ig, Dyit)* - (Dyfi £ ig Dyii) > 0 (5.20)
2 / P2 {(D,)* - (Duit) % i€ ,(Dyii)* - (D)} > 0
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ou
S >21Q (5.21)

As equagdes (5.14) e (5.21) sao validas para qualquer configuracao de
agao finita. Entretanto, enquando a desigualdade em (5.20) permanercer,
isto é, quando S atingir seu valor minimo num dado setor ), o campo ex-
tremard a acao neste setor e satisfara a equacao de campo. A condicao para
a desigualdade (5.20) valer é claramente:

D,it = +ie,, D, it (5.22)

Repare que a equagao (5.22) é uma equagao diferencial de primeira ordem,
mais facil resolver do que (5.13) . Minimizando S, as solugoes da equagao
(5.22) resolverao a equagao (5.13) mas o contrario nao é necessariamente
verdadeiro.

Para resolver a equagao (5.22) faremos uma mudanga de variavel, vamos
substituir 7 por um conjunto de varidveis invariantes perante uma trans-
formacao de gauge. Lembre-se que devido ao vinculo 7* -7 = 1, todos os
campos n,(x) ndo sao nulos em nenhum ponto. Considere uma regiao R; no
espago de coordenada, onde ny; # 0. Nesta regiao, definimos

= 10

(5.23)

Note que os campos VT/(m) = {W,, a =1,---,N + 1} sdo invariantes
perante uma transformagao de gauge. A transformagao (5.4) introduz o
mesmo fator expiA(x) no numerador e no denominador de (5.23). Assim
Wi(x) = 1 para todo x pertencente a R; de tal maneira que hd somente
N campos complexos W, invariantes perante uma transformagao de gauge.
Isto é consistente com a dimensao do modelo C'Py. A medida que avangamos
na regiao Ry, ny poderd anular-se e a definigao (5.23) nao serd mais vélida.
Entretanto devido a 7" -7 = 1 devera ter uma regiao continua Ry onde
alguma outra componente chamada ny nao é nula. Ali, definimos W' como:

S, N

W:

- (5.24)

Podemos escolher ny de tal maneira que Ry e Ry coincidirem numa sub-

.~ ~ .~ ! ~
regiao onde, nem ny, nem ns sao nulos. Nesta sub-regiao, W e W' sao
relacionados por:
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Wl _ W?’Ll

" (5.25)

Desta maneira podemos definir W ( ou w',w” etc.), dividindo o espago
em regioes de superposi¢cao e definindo os campos da mesma forma que na
equacgao (5.25) nas regides de superposicao.

A equagao (5.22) é local, entdao nés vamos a resolvé-la em qualquer uma
das regides, por exemplo R; onde W é definido por (5.23). Os mesmos
argumentos sao validos para qualquer uma das regioes, e as solugoes sao
obtidas continuamente de uma regido para outra usando a relagdo (5.25).
Vamos reescrever (5.22) em fun¢ao de W. Temos:

ﬁ == n1W

Entao (5.22) torna-se:

D, (W,n) £ i, D, (Wyny); a=1,--- ,N+1

ou
WaD#nl + nﬁHWa = :I:iéw,(WaDl,nl + Tblal,Wa). (526)

Usando a equagao (5.22) para ny a fim de cancelar os dois primeiros ter-
mos dos dois membros da equagao (5.26) e dividindo os dois termos sobrando
por n; temos:

0, W, = i, 0,W, (5.27)

Note que na equagdo (5.27) temos derivadas ordindrias e nao derivadas
covariantes. Como no modelo O(3) a equagao (5.27) pode ser reconhecida
como a condicao de Cauchy-Riemann. O sinal menos especifica que W, é
uma funcao analitica de Z = x; + ixy. O sinal mais mostra que W, é uma
funcao analitica de Z*.

Assim encontramos nosso instanton. Qualquer conjunto de fungoes analiticas
W (Z); a =2,---,N + 1,com W; = 1, resolverd (5.22). Pelos argumentos
dados acima, sempre que estas fungoes forem escritas em funcao de 7 e z,,
elas darao solucoes de acao finita exatas explicitas da equacao de campo
euclidiano (5.13). Estas solugoes s@o entao os instantons deste modelo.

Como exemplo vamos escolher

(Z — Zy)

W(2) =i+ [

|7 (5.28)
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onde u, U sao qualquer par de vetores complexos ortonormais satisfazendo

Uy = ]., vV = 0

weu=v"v=1 e u-v=0

Claramente (5.28) é um conjunto de fungoes analiticas e entao uma solugao.
A constante A\ é um nimero real e representa o tamanho do instanton en-
quanto o nimero complexo Zy = (x1)g + i(x2)o representa sua posi¢do no
plano Z = x1 + ixy. A liberdade de escolher A\ e Z; arbitrariamente reflete a
escala e a invariancia perante uma translacao da agao (5.11). Para escrever
a soluc¢do mais explicitamente vamos inverter a equagao (5.23). Teremos:

ﬁ:nmh:%P onde |W|(W*- W)z = |n|™"
Inserindo (5.28) na expressao de 7 acima, a solugao torna-se;

B W W
n(Z) = = = . - 1
Wl (W=-Ww):2
G+ Ey ATz
(14 ARy perizozp)t
A

\i + (Z — Zo)i

- (5.29)
(N2 + 12 = Z[?)

E realmente direto verificar explicitamente se n(Z) resolve a equagao de
campo (5.13). Assim no infinito espacial, quando Z — oo, temos;

A
n(Z) — (@)ﬁ = exp (i0)V
o que satisfaz a condi¢ao de contorno (5.16) com a fase angular ®(0) = 6.
Sabendo que Ay = —%‘é—? e Q= —% S S dfrAy, determinamos o valor
do setor Q;

1 1d0 1
@=9 /s;phw dor- a0 = 2x /sw d6=1

Vimos que a solugdo n(Z) pertence ao setor () = 1 e representa um
unico instanton. O anti-instanton é obtido substituindo Z por Z*. Para os
multi-instantons a escolha de W(Z) é mais complicada.

E proficuo escrever A, e ) diretamente em funcao de W (7).
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A, = i(i - 8,i)
i - - o -
- (W o,W+W.-0,W*
2|W|2( i W)
1 W o,W+W.-0,W*

1 -
= +3¢w0,In W2 (5.30)

Da mesma maneira temos:

|
Q = —%/dzxewﬁ,ﬁly
1 .
— ia/d%@“@“ln\l/mz (5.31)

A agdo, conforme a igualdade em (5.21) é S = 27@Q). Inserindo (5.28) em
(5.31) teremos @ =1 e entao S = 2.

Finalmente vimos que o modelo C'Py goza de uma invariancia de gauge;
lembre-se também que o modelo C'Py é quase o mesmo do que o modelo
O(3) para N = 1. Neste caso o modelo C'P; tem dois campos complexos
ni, 4 = 1,2 com o vinculo ¥;|n;|* = 1. A partir dos campos complexos
construimos os campos reais ¢, a = 1,2, 3 tais que:

D = nj(0%)pgng (5.32)
onde os 0% sao os trés matrizes de Pauli. Explicitamente os % sao:

¢! = 2R.(niny)
®? = 21,,(niny)
% = |ny|?* — [ngf?

Assim a densidade lagrangeana (5.2) escrita em fun¢ao dos ®* tem a

forma L(z) = 3,(0,9%)(0,2%).

o8



Conclusao geral

Foi mostrado que o modelo sigma nao linear é muito importante em duas
dimensoes (pois gera instantons). Ele é caracterizado por uma infinidade de
quantidades conservadas. O modelo O(3) é muito relevante na descrigao da
mecanica estatistica de um antiferromagneto isotrépico. Vimos que as pe-
quenas oscilagoes linearizadas do soliton estatico no modelo sigma nao linear
anisotropico em duas dimensoes modificam a energia destas configuracoes.
As solugoes das equagoes de campo euclidiano do modelo O(3) em duas
dimensoes sao analogas as configuracoes de campo de merons que existem
nas teorias de gauge em quatro dimensoes. Vimos também que as interagoes
meron-meron e meron-anti-meron sao idénticas as interagoes do gas de Coulomb
em duas dimensoes. Enfim espera-se que este trabalho sirva de apoio bibli-
ografico para fisicos interessados nas aplicagdes do modelo O(3).
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