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Resumo

O modelo das superficies equipotenciais gravitacionais efetivas continua sendo, até
os dias atuais, o procedimento mais adequado para se estudar as formas assumidas por
componentes de sistemas estelares bindrios. A forma das componentes é de fundamental
importancia na analise das curvas de luz de sistemas eclipsantes. A maior precisao das
superficies equipotenciais, entretanto, exige um trabalho computacional maior se com-
parados a modelos mais simples como o modelo esférico de Russell.

A equacao do potencial, quanto trabalhada em representacao direta, nos fornece o
potencial de um ponto em funcao da distancia e da orientacdo do mesmo, ou seja, em
funcao de seu vetor posi¢ao. Nesta formulagao, nao requer grande trabalho computa-
cional para seu calculo. Porém, em sua formulagao inversa, ou seja, encontrar o raio
(vetor posi¢ao) em fungao do potencial estabelecido e da diregao especificada, requer um
tratamento elaborado e um significante trabalho numérico. Um dos objetivos do presente
trabalho consiste em controlar, por diferentes abordagens, a inversao dessa equagao, para
uso em modelos de sistemas bindrios eclipsantes. Uma conseqiiéncia desse trabalho foi a
implementacao no modelo de rotagao diferencial e discutimos as configuracoes geométricas
originadas pelo mesmo.
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Abstract

The gravitational effective equipotential surface model continues to be, even in the
the present, the more appropriated procedure to generate the form assumed by the com-
ponents of stellar binary systems. The adopted figure for the components is of upmost
importance in the light curve analysis of eclipsing binary systems. Despite its recognized
great accuracy, the model demands a larger computacional work if compared with the
spherical model by Russell.

The potential equation, when worked in its direct representation, gives the potential
as a function of the point distance and orientation (the radius vector) and, in this for-
mulation, it does not require great computacional effort for its calculation. However, in
its inverse representation, when one wants to find the radius (vector) as a function of the
potential and point direction, it demands a special treatment. The aim of this work is to
control, in different ways, the inversion of this equation. As a by product of this work,
we were able to introduce differential rotation in the model, and discuss the geometrical
configurations created.
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Capitulo 1

Introducao

A forma das superficies estelares depende do balanco das forcas gravitacionais e nao
inerciais com o gradiente da pressao, ou seja, a resultante das forcas que atuam em um
determinado ponto da superficie deve ser nula de maneira a obter o equilibrio hidrostatico.
No caso de estrelas isoladas que nao apresentam movimento de rotagao, a forma de tais
superficies é esférica (pois, na auséncia de forcas nao inerciais, o gradiente da pressao
é antiparalelo ao vetor for¢a gravitacional). Mesmo que saibamos a forma da estrela
(esférica), devemos fazer algumas suposi¢oes quanto a distribui¢do da densidade em seu
interior, de modo a resolvermos as equacoes de equilibrio.
Uma das distribuicoes supoe que a relacao entre pressao e densidade é expressa pela
equacao na forma de politropos,
P = Kp", (1.1)

onde K e )\ sao independentes do raio, embora possam depender de alguns parametros
termodinamicos, como a entropia, por exemplo. Através da equacao de Poisson,

1d (7‘2 dP

rZdr

—— | = —4nGp, 1.2
P dr) TP (1.2)
e das relacoes P = Kp*, p = M" e r = ag, temos a seguinte equacgio diferencial para
nosso problema, denominada Equagao de Lane-Emden,

1 d [ ,df
- B - 1.
e2 de <€ de) o, (1.3)

onde, para cada valor de n, teremos politropos com caracteristicas peculiares (configu-
racoes com densidade constante, infinitas, com massa independente da pressao central,
etc.). Para esse modelo possuimos solucoes analiticas e aproximadas para uma grande
amplitude de valores para o indice n e podemos, com isso, obter informacoes como massa,
raio, pressao central, energia de ligacao para os mais diversos modelos de estrelas.

Outra configuracdo bem estudada (Jeans, 1928) refere-se a uma estrela isolada que
apresenta movimento de rotacdo em torno do eixo que atravessa seu centro de massa.
Neste modelo, considera-se a densidade tao alta no centro das estrelas, que o potencial



gravitacional pode ser considerado, com boa aproximacao, como aquele originado por uma
massa pontual. Para esse modelo, a equacao de equilibrio hidrostatico é expressa por

v e
VTz—T—Tf—cUx(Qxf’). (1.4)

Associando uma fung¢ao potencial para cada uma das forcas, temos

vP - Gm  Wwr} - -
— =-V (—— - “> ou VP = —pV(¥), (1.5)
p T 2
onde ¥ = —GTm — % e rq = rsenf. Com isso, podemos encontrar as superficies de

pressao constante buscando superficies equipotenciais.

Em seu livro “The Problems of cosmogony and stellar dynamics”, Jeans (1929) enu-
merou uma série de configuracoes geométricas para os mais diversos valores de w. Outro
trabalho sobre o problema rotacional foi apresentado por Chandrasekhar (1933a), com en-
foque bem diferente do apresentado por Jeans, pois seu objetivo foi reformular a equacao
de Lane-Emdem, Eq. (1.3), adaptando-a ao problema rotacional. Partindo das equagoes
do potencial em coordenadas esféricas

oP ov

Gy =Py T =), (1.6)
or oV
a = w — p’rp, (1.7)

introduzindo-as na equagao de Poisson, Eq. (1.2), e levando em conta as relagoes P = K p*,
p= A" e r = ae, temos a equacao

10 (,00 10 o 00 w?
i —Z _ (1= — | =-0" } 1.
€2 0e <6 Os &2 ﬁu( a )Gu) o+ 21GA (18)

Através de algumas aproximagdes e resolvendo-a numericamente, podemos encontrar pro-
priedades fisicas como forma, massa, volume, relacao entre densidade média e central para
politropos dos mais diversos valores de n (no artigo referido foram apresentadas solugoes
para n=1, %, 2,3ed).

A diferenca entre as solugoes encontradas por Chandrasekhar e por Jeans estd que,
no modelo de Chandrasekhar, foi realizada uma extensao dos estudos dos politropos em
modelos ndo rotacionais para os modelos rotacionais. Chandrasekhar estendeu o estudo
dos politropos nao apenas para o caso rotacional, mas também para o problema das
marés (Chandrasekhar, 1933b) e para o estudo de sistemas bindrios (Chandrasekhar,
1933c). Com isso, foi possivel desvendar uma série de propriedades fisicas das estrelas
para as mais variadas consideracoes termodinamicas. Por outro lado, no trabalho de Jeans
as unicas consideracoes eram uma fraca ou forte concentracao de matéria no centro das
estrelas.

Com o crescente avango da Astronomia na observacao de estrelas bindrias eclipsantes
e na obtencao e andlise de suas curvas de luz, o estudo desses sistemas passou a fazer
parte do interesse da comunidade cientifica. Era necessario elaborar modelos teodricos
para a analise das observacoes, apesar de uma restrita precisao por falta de recursos
computacionais na época. Um dos primeiros modelos foi 0 modelo esférico de Russell



(1912a, 1912b, 1939, 1942, 1945, 1948) que constitui um importante capitulo na histéria
do estudo das binarias.

Por aproximadamente meio século, 0 modelo de Russell passou por sucessivas modifica-
¢oes progredindo das formas esféricas para as mais precisas (e intrincadas) configuragoes
elipsoidais e, por essa razao, foi adotado em diversos modelos. Um deles é o modelo
EBOP (Eclipsing Binary Orbit Program - Etzel 1981, Popper & Etzel 1981), que adota
esferdides oblatos como a forma assumida pelas componentes. Por sua simplicidade, essa
forma permite um processamento rapido com o custo de sua limitada precisao (o modelo é
restrito a sistemas cujas componentes possuem raios menores que aproximadamente 10%
da separagao orbital). Outro modelo que utiliza elipséides e é, portanto, mais preciso na
representacdo geométrica das componentes que o EBOP, é o modelo WINK (Wood 1971,
1972, Vaz 1984, 1986). Utilizando elipséides de 3 eixos para a forma das componentes,
seus resultados sao confidveis em estrelas cujos raios sio até 20% da separagao orbital.

O grande problema em adotar tais configuragoes consiste, primeiro, na sua limitada
precisao e, segundo, na impossibidade de tais modelos assumirem algumas formas ob-
servadas por alguns estudiosos como Kuiper (1941), que fez uso de alguns conceitos de
superficies equipotenciais limites. Hoje, de acordo com a configuracao do sistema com
relagdo a essas superficies (ver Cap. 3), esses sistemas sao morfologicamente classificados
como detached (destacado), semi-detached (semi-destacado), contact (contato) e over-
contact (sobre-contato).

O primeiro modelo em que tais configuragoes morfolégicas estavam presentes foi o de
Kopal (1959). Suas principais idéias estao resumidas em sua obra “Close Binary Systems”.
Kopal fez uso das superficies equipotenciais de Roche, denominagao atribuida em honra
do matemético francés Edouard Albert Roche (1820-1883) em cujos escritos a idéia de se
construir superficies equipotenciais surgiu pela primeira vez. A introducao das superficies
equipotenciais foi um grande progresso dos estudos de modelos de sistemas binarios, uma
vez que acrescentava ao modelo de Russell configuragoes como as mencionadas acima.
Vale lembrar que os termos detached, semi-detached, contact e overcontact surgiram pela
primeira vez nos trabalhos de Kopal.

Seu modelo foi usado por Séderhjelm (1974, 1976, 1978) para representar uma série
de observagoes de sistemas bindrios e para compara-los com os usuais modelos elipsoidais.
Com a introducao das superficies equipotenciais podemos encontrar resultados confidveis
em estrelas que possuem raio com até 80% do valor do lobo de Roche, superficie equipo-
tencial critica, veja Capitulo 3.

Apesar do avanco significativo introduzido por Kopal, seu modelo mostrava-se pouco
realista para estrelas proximas as configuracoes de contato, pois suas aproximacoes eram
bastante limitadas, principalmente devido ao escasso recurso computacional de sua época.
Posteriormente, os resultados do seu modelo de rotacao sincronizada foram aperfeicoados
em diversos trabalhos (Wilson & Devinney 1971, Mochnacki & Doughty 1972a, 1972b,
Mochnacki 1984). Outra deficiéncia do modelo de Kopal era a exclusdo de parametros
fisicos importantes como a rota¢do ndo-sincronizada (Limber 1963) e de érbitas excéntri-
cas, que foram incorporados aos modelos com o avang¢o na velocidade de processamento
dos dados.

Um dos modelos mais conhecidos no meio cientifico é o de Wilson-Devinney (Wilson
& Devinney 1971, Wilson 1979, 1993), reconhecido pela sigla WD. O programa, usando
uma série de classes de vinculos impostos as solugoes de curva de luz, elimina um grande
nimero de solugoes possiveis, do ponto vista do ajuste matematico do modelo as ob-



servagoes, mas incorretas fisicamente. Um dos vinculos é baseado na morfologia. Se, por
exemplo, identificarmos, através da analise das curvas de luz, que uma das componentes
do sistema bindrio preencha (ou esteja préximo de preencher) seu lobo de Roche (ver
Cap. 3), podemos, através dessa configuragdo, encontrar a razao entre as massas das es-
trelas. Outros exemplos de vinculos e restricoes que podem ser impostos as solucoes sao
discutidos em Wilson (1988). Atualmente, o programa funciona de oito modos diferentes,
cobrindo uma grande gama de possiveis configuragoes (Wilson 1992, 1993).

1.1 Objetivo do presente trabalho

Em diversos estudos de casos individuais de sistemas binarios eclipsantes analisados com
o programa WD, por exemplo, TY CrA (Casey et al. 1998) e LZ Cen (Vaz et al. 1995),
percebeu-se que, em determinadas situacoes, uma ligeira variacao no valor do potencial
efetivo levava a uma variacdo um pouco grande demais em outros parametros. Esses
efeitos foram mais significativos nos estudos que envolviam rotacao nao-sincronizada das
componentes e, apesar da causa da variacao nao estar perfeitamente identificada, aventou-
se a possibilidade de tal discrepancia ser atribuida a problemas na inversao da equacao
do potencial (Limber 1963).

O presente trabalho tem como um dos seus objetivos estudar os mais diversos meios
de se resolver tal equacdo, passando por solugbes em programas especificos (por exem-
plo, mathcad), discutindo a possibilidade em construir superficies equipotenciais de uma
maneira analitica e propondo solugoes numeéricas que se adaptem melhor ao problema.

Na busca de nosso objetivo, visualizamos um meio de acrescentar ao modelo fisico a
rotacao diferencial entre as camadas de uma estrela, onde a velocidade de rotagdao em
torno do eixo que passa pelo centro de massa da estrela varia de acordo com a latitude
das camadas.

No Capitulo 2 serao abordados (i) o problema rotacional simples, onde uma tnica
estrela apresenta movimento de rota¢ao em torno do seu centro de massa, e (i7) o problema
das marés, onde serdo estudadas as influéncias na morfologia estelar devidas a presenca
da companheira.

No Capitulo 3 abordaremos o problema da rotacao sincronizada, onde a velocidade
angular da estrela é a mesma da velocidade orbital do sistema, e discutiremos os métodos
de solucao para a equagao apresentada pelo modelo.

No Capitulo 4 iremos estender as solugoes apresentadas no modelo sincronizado para o
modelo ndo sincronizado, fazendo as devidas adaptagoes necessarias, e acrescentaremos, no
Capitulo 5, o modelo da rotagao diferencial, discutindo os aspectos morfolégicos originados
pela implementagao do modelo.

No final de cada capitulo foi acrescentado um comentario sobre as questoes apresen-
tadas nos mesmos, discutindo alguns aspectos como viabilidade dos métodos (Capitulo
4), implicages do modelo diferencial na morfologia estelar (Capitulo 5) e outros.



Capitulo 2

Rotacao simples

Na rotacao simples iremos considerar as deformacoes nas superficies equipotenciais decor-
rentes apenas do efeito da rotacdo em uma estrela que gira com velocidade angular w.
Neste exemplo, as aceleracoes em um ponto na sua superficie podem ser esquematizadas
como na Fig. 2.1, onde a; representa a aceleracdo provocada pela forca de atracao gra-

a

Figura 2.1: Esquema das forgas equatoriais que agem numa particula em uma estrela com rotagao.

vitacional, e ay a aceleragao centrifuga causada pelo movimento de rotagdo. Com isso, a
aceleragao resultante no corpo (vista por um observador no sistema nao-inercial) sera

&2r  Gm. . ,. . VP
@:—?r—wx(wxr)—T (2.1)

onde



ISH
N
=3

representa a aceleracao do corpo no sistema nao inercial,

2
d;n ¢ a massa da estrela,
@ o vetor rotacdo angular,
r a distancia do corpo ao centro de massa da estrela,
7 o vetor unitario,
7 € o vetor que une o centro de massa da estrela ao ponto em questao, e
—% a forca devido a pressao, normal a superficie.

Em relacao a superficie da estrela, o corpo em questao nao apresentara aceleracao e,
portanto,

VP G

7=—T—72nf—d}><(@'xf’). (2.2)
As fungoes potencial associadas a essas aceleracgoes sao

- Gm Gm
2,.2

v (—“’2’"”) - Gx(@x7) (2.4)

Onde rq = rsenf e, portanto,
VP - ( Gm  Wrd - -

onde ¥ é o potencial associado as aceleracées que atuam no corpo.

Através da equacao VP = —p?(\ll) podemos buscar superficies equipotenciais que
além de apresentarem o mesmo potencial terdo a mesma pressao (superficies de densidade
constante). Com isso, nosso objetivo passa a ser buscar valores de r aos quais possamos
ter associado um potencial fixo.

\I!:_G_m_w%?z
r 2

(2.6)

Como rqg =rsenf, e # é o angulo formado pela reta que une o centro de massa da estrela
ao ponto e o eixo perpendicular ao plano da érbita, temos

_Gm W’ (rsen 0)?

U = 2.7
T 2 ( )

Reescrevendo a equacao acima em poténcias decrescentes de r, temos
w?sen?0r® + 2Ur +2Gm =0 (2.8)

A Eq. (2.8) ndo necessita de métodos de aproximacgio, pois trata-se de uma equagdo de
terceiro grau possuindo solu¢do analitica. Fazendo m = e G =1, temos

w?sen’0 7 + 2Ur + 24 = 0. (2.9)

Podemos dessa forma encontrar r para cada dire¢do (0 e ¢) especificada em funcdo dos
parametros ¥ e p e w.



Como exemplo, vamos imaginar uma estrela de massa y = 1 com as velocidades
angulares w=0, 4 e 5 (em unidades arbitrarias), e que desejidssemos encontrar o conjunto
de pontos (superficie) que estivessem no potencial =44, desse modo, as equagoes clibicas
acima seriam, respectivamente,

Ur 4+ p=16sen’01° + 8,8 +2=0 e 25sen’0 1 +8,8r + 2 = 0.

Ao encontrarmos o valor da primeira raiz positiva dessa equacao para cada valor de 6
especificado podemos construir as projecoes dessa superficie nos planos zz, yz e xy, como
mostrado na Fig. 2.2.

-o4t

Figura 2.2: Intersecdo das superficies equipotenciais gravitacionais efetivas, solugdes da Eq. (2.7), para
o potencial ¥=44 e diversos valores de rotagdo angular em torno do eixo z, com os plano zz (painel
superior esquerdo), yz (painel superior direito) e xy (painel inferior). A curva continua representa a
superficie para w=0 (nenhuma rota¢io), a curva pontilhada para w=4 e, finalmente, a curva tracejada
para w=>5. As dimensdes estdo em escala arbitraria.

Podemos facilmente verificar que, a medida que aumentamos a velocidade angular da
estrela maior sera sua deformacao, mas deve-se observar que existe um limite para o valor
da velocidade angular, a partir do qual a estrela nao é mais estavel. Tal limite pode ser
encontrado buscando, no eixo z, um ponto que possua aceleragao nula, ou (V¥ = 0). A
partir desse valor limite a estrela ejeta massa para o exterior.

As configuragoes apresentadas, apesar de serem construidas com grande precisao, pos-
suem certas discrepancias com relacdao a modelos reais, pois, a medida que aumentamos
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a velocidade angular, observamos que a estrela aumenta seu volume enquanto que, nos
modelo reais, a estrela tende a preservar seu volume original. Por isso, devemos escolher
uma certa configuragao da estrela, por exemplo ¥ = 4,4, w = 4, e estipular o raio da
estrela original que possua o mesmo volume da superficie em questao.

Através de integragdo numérica, podemos calcular o volume da superficie equipotencial
e encontrar o raio da estrela original. Mas como podemos encontrar a configuracao dessa
mesma estrela quando sua velocidade angular for w = 57 Ou seja, qual deve ser o valor
do potencial que devemos introduzir na Eq. (2.7), de modo a gerar uma superficie cujo
volume seja igual ao da estrela original?

Para isso devemos criar uma fun¢ao que relaciona o potencial escolhido com o raio
médio da superficie gerada. A defini¢ao de raio médio refere-se ao valor do raio da esfera
cujo volume seja igual ao da superficie encontrada, e, através de metédos aproximativos,
devemos buscar o valor do potencial que satisfaca tal condicao.

0T 03

R sasd

Figura 2.3: Interse¢do das superficies equipotenciais gravitacionais efetivas, solu¢ées da Eq. (2.7), para
diversos valores de rotagdo angular em torno do eixo z, com os plano zz (painel superior esquerdo), yz
(painel superior direito) e zy (painel inferior). A curva continua representa a superficie para a estrela sem
rotagdo (w =0 e ¥ = 4), a curva pontilhada para w =4 e ¥ = 4,4 e, finalmente, a curva tracejada para
w=>5e WP =4,62375. Todas as configuracdes possuem o mesmo raio volumétrico médio. As dimensdes
estao em escala arbitraria.



Para o exemplo mostrado temos que o raio médio da superficie gerada pela con-
figuracao ¥ = 4,4, w = 4 é r,, = 0,246844. Para encontrar qual deve ser o valor do
potencial associado a w = 5 que gere o mesmo raio médio, usamos métodos de apro-
ximagao (interpolacdo) que nos conduzirdo ao valor do potencial ¥ = 4,62375. Assim, ao
inserirmos esses valores na Eq. (2.7), temos as configuragdes mostradas na Fig. 2.3.

Nos painéis dessa figura, a curva em linha continua representa a forma da estrela
original (sem rotagao), a em linha pontilhada e a tracejada correspondem as configuragoes
referentes as rotacoes w = 4 e w = 5, respectivamente. A medida que a velocidade angular
da estrela aumenta, observa-se um achatamento nos pélos e um correspondente aumento
do raio equatorial. Tal configuragdo, por simetria, também serda observada no plano yz
(Fig. 2.3, painel superior direito). No plano zy houve um crescimento no raio relacionado
ao aumento da velocidade angular, uma vez que os fluidos deslocaram-se dos poélos para
o equador.

O problema rotacional tem solucao analitica e, conseqiientemente, nao apresenta difi-
culdades em sua solu¢ao. Partiremos agora para o problema das marés, ou seja, iremos
considerar a presenca de mais uma estrela influenciando na configuracao das superficies
equipotenciais, mas, por razoes de simplicidade, nao iremos considerar o efeito rotacional
das mesmas.

2.1 Marés

Para podermos equacionar o problema das marés considere a Fig. 2.4. ao que descreve as

Figura 2.4: Representacdo esquemaética dos vetores considerados na Eq. 2.10 em um sistema binério.
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aceleracoes que atuam em um ponto situado na estrela 1 é

d?*r Gmy Gm, VP
- S N 2.10
dt? r? " 3 "2 p (2.10)

onde: m;, 7 e 7; sdo, respectivamente, a massa, o raio vetor do ponto em questdao e o
vetor unitario da estrela i (i=1,2) ao ponto. Como o ponto nao apresenta aceleragdo no

. ~ . . 27 .
referencial nao-inercial, temos ‘;T; =0, e, assim
VP Gm1 N Gm2 n
= — 3 r— 2 Ta. (211)
p 51 )
As fungoes potencial associadas a essas aceleracgoes sao
=3 Gm1 Gm1
V(- )= ——="T1 (2.12)
T'l Tl



- G G
V(-2 = T2 (2.13)
e, portanto,
VP - G G , .
vE_ -V(- ™o m2) ou VP = —pV(¥), (2.14)
P r1 T2

onde ¥ é o potencial associado as aceleracoes que atuam no corpo. Assim, nossa equacao

potencial fica
g G Gma (2.15)
1 )

Como 79 = \/7"% + 2ryRsenf cos ¢ + R?, onde R é a distancia entre os centros de massa
das estrelas, temos

N \/7? + 2r1 Rsen 6 cos ¢ + R2 '
1 1
Fazendo u = ml’Tm, my+mo=1 R=1, G =1 temos
1
g=_" Chal) (2.17)

ro /12 + 2risenfcos ¢ + 1

Ao expandir a equacao do potencial, encontramos uma equacao polinominal de quarto
grau

U?rt 4+ 20 (p + Usen f cos ¢)r’+
[(1— p)® + p® + 4T psen b cos ¢ + V2] r? (2.18)
+2u(psenfcosd + U)r + p? = 0.

Apesar de nao dispormos de um método exato para a solucdo dessa equagao, podemos,
por métodos de aproximagao, encontrar uma das raizes e, com isso, reduzir nossa equacao
para o terceiro grau, para a qual dispomos de recursos matematicos para sua solugao.
Devemos sempre nos lembrar que, para o nosso problema, nos interessa a menor raiz real
positiva para a construgao das superficies equipotenciais das estrelas.

Ao construir a superficie equipotencial da primeira estrela, fazendo = 0,5e ¥ = 2, 3,
e comparando com sua forma inicial, temos para o plano zz a Fig. 2.5,

Esta representacao, apesar de correta, nao nos possibilita observar um fenémeno bas-
tante comum em marés, o respectivo deslocamento dos fluidos para ambos os lados do
equador. A explicacao para isso, é que devemos considerar as aceleracoes de cada ponto
da estrela em relacao a aceleracao do centro de massa da estrela, e nao em relacao a
um observador no referencial nao inercial localizado em sua superficie. Para corrigir isto,
deve-se acrescentar a equacdo do potencial o termo —(1 — u)rsen  cos ¢, que representa
o potencial associado a for¢ca que atua no centro de massa da estrela.

Ao ser acrescentado o respectivo termo teremos uma equacao de sexto grau e para
sua solucao dependemos de métodos de aproximacgao que serao discutidos em detalhes no
préximo capitulo. Utilizando estes recursos computacionais, e procurando o valor para
o potencial que possua 0 mesmo raio médio que a estrela anterior temos a configuracao
mostrada na Fig. 2.6.
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Figura 2.5: Configuracio da estrela, no plano zz, com r = 0,2798 na auséncia (linha pontilhada) e na
presenca (linha continua) de sua companheira no referencial inercial.

04T

-3+
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Figura 2.6: Efeito da inclusdo do termo de for¢a centrifuga do centro de massa na configuracio da
estrela, no plano zz, com r = 0,2798 na auséncia (linha pontilhada) e na presenca (linha continua) de
sua companheira em rela¢do ao centro de massa.

Para essa razao de massas (£=0,5) e para esse tamanho da estrela (r=0,2798), o efeito
das marés pode ser observado por uma pequena saliéncia em ambos os lados. Tal efeito
pode ser mais significativo se aumentarmos o tamanho da estrela. Por exemplo, se a estrela
tiver um raio médio de 0,36456, sua configuragio no plano zz (Fig. 2.7) apresentaria uma
protuberancia mais acentuada no lado mais proximo da estrela companheira.
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Figura 2.7: Configuragio da estrela, no plano zz, com r = 0, 36456 na auséncia (linha pontilhada) e na
presenca (linha continua) de sua companheira em relagio ao centro de massa.

Se continuarmos a aumentar o tamanho da estrela (através da mudanga no valor do
potencial) atingiremos uma configuracao limite (V¥ = 0), com o valor para o potencial
limite para essa configuracao (1,86722), encontramos um raio médio de 0,405 que corres-
ponde ao tamanho méximo que a estrela, nesta configuragdo (z=0,5), pode apresentar
sem ejetar massa.

O problema das marés, apesar de ser um pouco mais complexo se comparado ao
problema rotacional, nao apresenta dificuldades computacionais e pode ser melhorado,
se levarmos em conta as deformacgoes produzidas em sua companheira e introduzirmos
tais modificacoes na equacao do potencial. Tal acréscimo no modelo nao serd realizado
no presente trabalho, pois estudaremos configuracoes mais complexas como a rotagao
sincronizada que serd o tema do nosso préximo capitulo.
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Capitulo 3

Rotacao Sincronizada

No capitulo anterior estudamos a rotagao simples e as marés, introduzimos o modelo das
superficies equipotenciais para gerar as formas das estrelas, e discutimos os procedimentos
necessarios para a solucao da correspondente equacgao do potencial. No presente capitulo
estudaremos a rotacao sincronizada, que consiste na atracdo mutua entre duas estrelas
que giram com velocidade angular constante em torno do centro de massa do sistema.
Além desse movimento, as estrelas possuem uma rotacao intrinseca em torno dos seus
respectivos centros, cuja velocidade angular coincide com a do sistema.

Ao equacionar as forgas que atuam nessa configuracgao e atribuir os respectivos poten-
ciais a essas forcas, geramos uma equacao de dificil inversdo. Neste capitulo, faremos um
estudo de alguns métodos de resolucao dessa equacao, analisando a viabilidade ou nao dos
mesmos na solucao da equacao do potencial. Inicialmente, faremos o estudo do aspecto
fisico do problema da rotacao sincronizada.

3.1 Consideracoes iniciais

Antes de descrevermos a equagao do potencial no movimento sincronizado, devemos provar
algumas identidades que usaremos freqiientemente nesta dissertacao.

3.1.1 Centro de Massa de Dois Corpos em Rotacao

Consideremos dois corpos de massa m; e mo, cujas distancias em relacao ao centro de
massa sejam a; € ao, respectivamente. Assim, podemos encontrar tais distancias, em
funcao das massas dos corpos e da separagao entre eles, pela definicao de centro de massa

mar (3.1)

a; = ;
my1 + Mg

onde r = a; + as é a distancia total entre os corpos.
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3.1.2 Velocidade Angular Orbital dos Corpos, w

A velocidade angular dos corpos em rotacao pode ser encontrada igualando a forca de
atragdo gravitacional entre os corpos a forca centripeta necessaria para manter o corpo 1
(ou 2) em érbita

Gm1m2 2 Gm1m2

— =mwa ou W= —— (3.2)

r ?miaq

Substituindo a Eq. (3.1) na (3.2) temos

G(mi+m
w2 = Gl tma) 17«3 2) (3.3)

3.1.3 O Potencial Gravitacional

A forca de atragao gravitacional que um corpo esférico de massa m; exerce em um corpo
de massa mo, a uma distancia r do centro de massa da estrela 1 até o corpo 2, é dada

pela relacao
Gm1 mo

f=
A variacao de energia potencial gravitacional do sistema constituido pelos dois corpos, ao
serem aproximados desde uma separacido muito grande (infinita) até a distancia mitua
r, é, por defini¢dao, o negativo do trabalho realizado no processo. Considerando, conven-
cionalmente, a energia potencial como sendo nula onde a forca é nula, temos

(3.4)

72

G mi1me

V(r)=— (3.5)
T
O potencial serd a razao entre a energia potencial e a massa my
V G
g=Y) __Gm (3.6)
mo r

3.1.4 O Potencial Devido a Rotacao

No referencial em rotacao, os corpos sao submetidos a uma forca centrifuga radial e,
portanto, o rotacional desse campo de forca é igual a zero (V x f.=0), o que nos possibilita
encontrar uma funcao potencial na qual o trabalho realizado ao deslocar de um ponto ao
outro seja independente da trajétoria escolhida. Outra caracteristica, é a de que o campo
de forcas é diretamente proporcional a distancia do corpo ao centro do referencial em
rotagao (mw?r),

Para encontrarmos a fungao energia potencial, basta calcularmos o trabalho realizado
para deslocar um corpo de massa m do centro do referencial em rotacao até um ponto a
uma distancia R,
mw?R?

2

Se atribuirmos o valor da energia potencial igual a zero no centro do referencial, teremos

R
W :/ mw?r dr = (3.7)
0

mw? R?
E,=— 5 (3.8)
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O potencial é obtido dividindo a energia potencial pela massa,

2 P2
U= —%. (3.9)

Em algumas situagoes, é desejavel que escrevamos as aceleracoes de um ponto na superficie
da estrela em relagao ao centro de massa da mesma, e nao em relacao a um observador
inercial. Para isso, devemos subtrair das aceleracoes que atuam no ponto a aceleracao do
centro de massa.

A aceleracao que atua no centro de massa da estrela 1 é

G _ 2a,. (3.10)

r2
O potencial é obtido ao integrar a for¢ca ao longo da direcao paralela a mesma e, assim,

obter o potencial
U= —w?az, (3.11)

onde z é a distancia, em relacao ao eixo x, do ponto ao centro de massa da estrela 1.

3.2 A Equacao do Potencial

Consideremos duas estrelas préximas movendo-se, devido a atracao gravitacional mitua,
em Orbita circular em torno do centro de massa do sistema. Conforme mencionado na
Secao 3.1.2, sabemos que a velocidade angular (w) desse sistema depende apenas das
massas e da distancia das estrelas, desde que essas nao possuam movimentos internos, a
nao ser uma rotagao uniforme (w) em torno do seu eixo. Tal movimento permite que as
estrelas nao apresentem rotagao em relagao ao referencial do sistema (6rbita sincronizada)
e, portanto, as estrelas apresentarao constantemente a mesma face a outra durante a
orbita. Um esquema do sistema esta é apresentado na Fig. 3.1.

Z‘

y X

tda L estrela 2

Figura 3.1: Esquema de um sistema estelar binario.

A fim de escrevermos a equacao do potencial, usaremos o centro da estrela 1 como a
origem do nosso sistema de coordenadas e inicialmente a escreveremos no sistema carte-
siano. Denominaremos o eixo z, aquele que une os dois centros, com origem na estrela
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1, e o eixo z, aquele perpendicular ao plano da 6rbita das estrelas, com o sentido da
velocidade angular do sistema. Para comodidade, multiplicaremos o potencial por —1, de
forma a sempre considerarmos o médulo do potencial. A equacao do potencial, referente
as forgas que agem em um ponto arbitrario P(z,y, z), pode ser, entdo, expressa por

G G 2 R \?
= m2+w—[<x—L) + 9%, (3.12)
T T 2 my + Mg
onde
ri=a+y°+2° = (R—12)>+y*+ 2% (3.13)

O primeiro termo da equagao representa o potencial gerado pela estrela 1, o segundo
termo o produzido pela estrela 2 e, finalmente, o ultimo termo representa o potencial
originado pela atuagao da forca centrifuga. A fim de melhorarmos a forma da Eq. (3.12),
converteremos do atual sistema de coordenadas cartesianas para as esféricas (veja a Fig.
3.1). Em coordenadas esféricas z = Rsen 6 cos ¢ e z? + y> + 2*> = r? e, portanto,

V(R—2)2+y2+ 22 =+/R? — 2Rrsenf cos ¢ + 12, (3.14)
R\’ 2m,R ?
(x — L) +yt=2%— Mat? + < e ) R? + 4% (3.15)
m1 + mo my + Mo my + mo

Como z? + y? = r?sen 20, temos

R \’ 2my Rr sen 6 2
(x - L) +y? =7r’sen?) — maRrsen b cos ¢ + ( e ) R%.  (3.16)
my + mo my + my my + Mg

Substituindo essas modificagdes na equagao do potencial, Eq. (3.12),

Gmy Gmy

T o= + +
. y/R2—2Rrsenf cos + r2

2
w? 2 on 20— 2mq Rr sen 0 cos</5+ < mo ) B2 (3.17)
2 my + mo my + mao
G
Lembrando que w? = w, temos
Gm Gm
U o= Ly 2 +
T \/R% — 2Rrsenf cos ¢ + r?
2
G(mq + my) 2 on 20 2moRr sen 6 cos ¢ N me R (3.18)
R3 mi + Mo mi + Mo
Com o propésito de simplificar a Eq. (3.18), faremos as substituicoes
G=1, R=1, w=1, mi+my =1, ,uzL, senfl =a, cosp=0 r=r
my + Mo
A equacao, alterada dessa forma, torna-se
1- 1
v=r4 Sl + = [r?a® —2(1 — pyraB + (1 — p)?] . (3.19)

roo\/r2=2raf+1 2
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Multiplicando por » ambos os lados da equacao,

(1—p)r Lrs 2 2 2
Ur=p+ +5 e =20 —p)raf + (1 - p)°r]. 320
TP 2rap+ 1 2[ S o 20
D) L
Isolando o termo i —zrapil’
C—pr  _ 2pu+7r°a” = 2(1 = p)r*af + (1 — p)’r — 20, (3.21)
V2 =2raf +1

e elevando ao quadrado ambos os lados, ficamos com

4(1 — p)*r? 2
7~2(— —2r 04)3 +1 - [Q.U +r%a? = 2r%af(1 — p) + (1 — p)’r — 2\1’7] ) (3.22)
ou

20+ rPa® = 2r°aB(l — p) + (1 — p)°r — 2\1”“]2 [r? = 2raB +1] — 4(1 — p)*r* = 0.
(3.23)
Expandindo a Eq. (3.23) e organizando os termos em fungao de r™, podemos escrever

0 = a'r®+{-408(1 - ) —20°8 )7 +
{2 (1= p)2 — 20] a® + 40282(1 — 1)® + 8a*B2(1 — 1) + a4}7"6 +
{4ua2 —4[(1 = p)? = 20] aB(1 — p) —
108 [[(1 — p)? — 20]] o2 + 20282(1 — )?] }7"5 +
{—8uap(1— )+ [(1 - p)? —29]" -
8af [pa® — [(1 - p)* = 29] af(l - p)] +
2[(1— p)2 — 20] a? + 4a?B2(1 — ,u)Z}r4 + (3.24)
{an 00— py? —2v] -
203 [-8uaf(l — p) + [(1 — p)? — 29 +
dpe® — 4[(1 — p)? — 20]aB(1l — )] }r3 +
{412 = 8paB[(1 — p)? = 20] — 8uaB(1 — ) + [(1 - w)? — 29]" — (1 — ) }r* +
{—8u2aﬂ +4p[(1 — p)? — 2] }r 42,

8
Zciri =0. (3.25)
0

Por tratar-se de uma equagao de oitavo grau, devemos desenvolver meios aproximados
de resolvé-la. Nas duas sessoes seguintes serao apresentadas algumas solucoes encontradas
para contornar essa dificuldade.
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3.3 O programa Mathcad

A primeira solucao que nos ocorreu foi buscar, nos pacotes desenvolvidos especialmente
para projetos em que a matemadtica é ferramenta imprescindivel (Mathcad, mathematica
e mapple), alguma programagdo especifica que nos possibilitasse encontrar as raizes da
Eq. (3.24). A vantagem de se utilizar tais programas é que a maioria das fungoes, relagoes,
graficos, aproximagoes numéricas ja estao desenvolvidas.

Dentre os programas mencionados o mathcad foi o que se nos apresentou como melhor
opcao, nao apenas pelo seu ficil manuseio, mas também pela familiaridade que possuiamos
com o pacote. Posteriormente constatamos que as mesmas sintaxes contidas no mathcad
faziam parte também dos outros softwares (especialmente o Mathematica).

3.3.1 A Funcao Polyroots

No ambiente de trabalho do mathcad existe uma rotina ja estabelecida que encontra,
atrdves de sucessivas aproximacoes numéricas, as n raizes de um polindémio de né™m°
grau. Para entendermos melhor o processo na qual o mathcad desenvolve tais raizes,
devemos estudar a fungao polyroots.

Como exemplo, imagine que desejassemos obter as raizes do polinémio z3 — 10z + 2.
Antes de utilizar a funcao, devemos escrever os coeficientes do polindomio em uma matriz,

e, em nosso exemplo, teriamos

2
-10
v = 0 ,
1
onde a primeira linha da nossa matriz representa o coeficiente do termo independente, a
segunda a do termo z e a tltima linha refere-se ao coeficiente do polindémio .

Apoés criada a matriz podemos usar o comando polyroots, assim,

[ —3,258 -|
polyroots(v) = | 0,201 |,
[ 3,057 J
onde os trés nimeros correspondem as trés raizes da equacao cubica.
Ao aplicarmos o comando polyroots na Eq. (3.24) devemos, inicialmente, escrever a

matriz dos coeficientes como uma funcao das varidveis ¥, p, o e 3, pois cada mudanca
em uma dessas variaveis acarretara em novos coeficientes em nossa matriz. Assim,

Co
C1
Co
C3
AW, a,8,pu)= | c |, (3.26)
Cs
Ce
Cr
Cs

com os coeficientes ¢;, i = 0,8, dados pelas Eqs. (3.24) e (3.25).

18



Apés a construgao da matriz A(¥, «, 3, ), criamos uma nova matriz Z (¥, 0, ¢, 1) que
possui a seguinte identidade

Z(V, 0,0, 1) = A(Y, sen §,cos ¢, ). (3.27)

O objetivo de construirmos tal matriz é que na matriz Z teremos como varidveis o
potencial ¥, os angulos 6 e ¢, e a razao entre as massas p. O fato de nao termos introduzido
diretamente as varidveis senf e cos ¢ na matriz A(V,q, 3, u) deve-se & necessidade de
pouparmos espacgo, j4 que as expressoes tornavam-se cada vez maiores, nas linhas da
matriz A. Com tais modificagoes introduzidas, podemos escrever a identidade

W (9,0, ¢, u) = polyroots(Z(¥,0, ¢, u)). (3.28)

Uma vez dados V¥, 0, ¢ e u, a matriz W conterd as raizes do polinomio representado pela
matriz Z. Deve-se salientar que estas raizes ainda nao correspondem aos valores dos raios
desejados.

Uma maneira de aferir tais resultados foi criar mais duas matrizes S(¥,0, ¢, u) e
T (¥, 0, ¢, 1); para cada uma, a n®*™4 linha representa o resultado produzido ao inserirmos
a n®"™ma linha da matriz W (¥, 0, ¢, u) nas Egs. (3.23) e (3.19), respectivamente.

t(\,0,0, 8, 1) s(¥,0,0,9, 1)

t(V,1,0, 6, 1) s(V,1,0,9,u)

t(\V,2,0, 8, 1) s(¥,2,0,9,u)

_ t(\IIa?)aaa QS’ /'l’) _ 8(\1133’0a¢> ,LL)
T(V,0,0,u) = 1. 4,0, 6, 1) e S(U,0,¢,u)= s(V. 4.0, 6, 1) (3.29)

t(\Il,5,0, QS’ /'l’) 8(\1135’0a¢> ,LL)

t(@, 67 97 ¢’ /J/) S(W’ 6’ 0’ Qsi /’l’)

| t(\IIa,?aHa ¢a M) | | 8(‘117 750a¢: ,U,) |
onde
_ K (1-p)
t(\Il,n,H,qS,,u) - r + \/m+

% [r?a? = 2(1 — praB + (1 — p)?*], (3.30)

s(U,n,0,0,u) = [2u+7r*a®—2r"aB(l—p)+ (11— p)r— 2\117"]2 [r? = 2raf+1] —
4(1— p)r? (3.31)

r=r(V,0,0, 1), (3.32)

Com a finalidade de ilustrarmos melhor a maneira na qual o mathcad executa os al-
goritmos construidos, e de apresentar algumas dificuldades surgidas, vamos imaginar que
desejassemos calcular as raizes do polinémio originado ao especificarmos

@:zozgﬁzm&uzma (3.33)
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As matrizes Z(¥,0, ¢, 1) e W(V, 0, ¢, u) ficariam

1 ] _
889 —1,84
—1,67
23,12
0,20
~17,93 0.3
Z(U,0,¢,u) = | —4,41 e W(L0.6.0= | (600 66
15,61 ’ 2
0,69 — 0, 66
—4,07
oo 1,99
: 2,35

Vemos que as linhas da matriz W (W, 0, ¢, 1) correspondem as raizes do polinémio cujos
coeficientes estao especificados na matriz Z (U, 6, ¢, u). Para certificarmos os resultados
apresentados, construimos as matrizes

—6,7 x 1077
1,71 x 10~
1,47 x 10~
1,,47 x 1071
S(.0:6:1) = | 1 47 %1011 — 7,11 x 10-15
1,47 x 10711 + 7,55 x 10715
2,79 x 10~
6,76 x 10~

[\)

oo

w
ot

e T(V,0,0,u) =

P U CR U ORI

(e}

N

onde as matrizes S(VU,0, ¢, u) e T(¥,0, ¢, ) correspondem ao resultado encontrado ao
introduzir as raizes do polinémio nas Eqgs. (3.23) e (3.19), respectivamente. Na matriz
S(V,0, ¢, 1), os resultados estdo bem préximos ao desejado, mas na matriz W (W, 6, @, i)
algumas raizes, especificamente —1, 84, 0,2 e 2,35, quando inseridas na equagao do poten-
cial ndo dao o resultado desejado (2). Outro problema sdo as solug¢des complexas e reais
negativas, que nao interessa no nosso caso.

A maneira mais simples de contornar essa dificuldade foi modificar a expressao da
Eq. (3.30), t(¥,n, 0, ¢, 1), onde substituimos 7 por |r|. Desse modo, tanto as raizes nega-
tivas quanto as complexas, apresentaram resultados discordantes ao serem introduzidas na
equacao do potencial. Para selecionar apenas as solucoes reais e positivas, basta construir
o algoritmo

0 se [t(¥,n,0,¢,u) — V| > 0.0001

U/(\I], n, 0, ¢’ /1') = T'(\I}, 9’ ¢’ M)” de outro mOdO

(3.34)

Finalizando o processo, construimos a matriz R(¥, 0, ¢, 1), que contém em suas linhas a
avaliacao de todas as raizes encontradas

u(,0,6, 0, 1)
u(V, 1,60, 0, 1)
u(V,2,60,0, 1)
R 0.6 = | Lo o (39
u(V,5,0,0, 1)
u(\V,6,0,0, 1)
| u(¥,7,0,0, 1) |

DO
]



Aproveitando nosso exemplo, as matrizes T (¥, 0, ¢, ) e R(V, 6, ¢, ) ficaram

150 20

180

210 330

270

Figura 3.2: Exemplo de solucdo da Equagéo (3.24): projecdo no plano zy da superficie construida com
¥ =2 3epu=0,5. Sistema destacado ou separado.

[ 1.82
1.65
3.15

2

T(‘I’,H,¢, :U’) = 143 € R(\Ijagu ¢7 :U’) =

1.43
2
| 2.56

— o
=== ===
©

Ne)

O resultado nulo apresentado em muitas linhas deve-se a trés possibilidades: o resultado
encontrado (a) é um nimero complexo, ou (b) negativo, ou (c) trata-se de uma raiz real
e positiva que satisfaz a equacao polinominal, mas nao satisfaz a equacao do potencial.
No nosso exemplo, apenas as raizes 0,39 e 1,99 satisfazem nossas exigéncias com relagao
aos critérios estabelecidos, e, desse modo, as raizes do polindmio tornam-se os raios da
equacao do potencial.

Uma vez obtidos os raios para cada direcao € e ¢, podemos construir o grafico r» em
funcao de 6 e ¢. Ainda no nosso exemplo, construimos o grafico r em funcao de ¢, para
¢ = 7. Vamos considerar um valor relativamente baixo do potencial, sempre lembrando
que, de fato, os valores foram multiplicados por —1 (ou seja, valor absoluto do potencial
grande). Vamos considerar g = 0,5 e o potencial ¥ = 2,3. Observamos a formagao da
curva equipotencial constituida de duas ovais independentes centradas nos pontos (0, 0, 0)
e (0,1,0), como mostrado na Fig. 3.2.
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Figura 3.3: Exemplo de solu¢do da Equagéo (3.24): proje¢do no plano zy da superficie construida com
¥ =2,0e p=0,5. Superficie critica ou lobos de Roche: sistema em contacto.

As imperfeicoes que observamos na configuragdo da segunda estrela deve-se ao fato
de que os intervalos de ¢ nao sao pequenos o suficiente para dar continuidade a curva
tracejada. Podemos minimizar tal efeito diminuindo o intervalo de ¢.

Se formos aproximando o valor do potencial a zero, ou seja, diminuindo o seu valor
absoluto, as figuras que envolvem cada componente tendem a aumentar, se afastando de
ambas. Existe um valor do potencial para o qual teremos a ultima figura que envolve
individualmente cada componente, isolando-a do resto do Universo. A esse valor do
potencial denominamos “Potencial critico”, ou “Limite de Roche” que, para y = 0.5
assume o valor ¥ = 2. Existe um valor do potencial critico para cada razao entre as
massas das estrelas, isto é, para cada valor de p. Essas superficies criticas denominam-se
“lobos de Roche”, mostrados na Fig. 3.3.

Se diminuirmos mais ainda o potencial, teremos a formagao de uma curva comum aos
centros das duas estrelas, permitindo interacao entre ambas. Todas essas configuracoes
sao possiveis em sistemas bindrios, gerando, inclusive, uma classificagao para os mesmos
(veja, por exemplo, Sahade & Wood 1978): se as estrelas estdo bem separadas, com valores
altos de potencial, como na Fig. 3.2, o sistema é denominado separado, ou destacado
(“detached”); caso uma das estrelas seja definida pelo seu potencial critico, o sistema é
denominado semi-separado, ou semi-destacado (“semi-detached”); se ambas as estrelas
preenchem seus lobos no potencial critico, o sistema é denominado contacto (“contact),
como na Fig. 3.3; finalmente, se as estrelas estao ocupando figuras correspondente a
potenciais menores ainda, como na Fig. 3.4, o sistema é dito estar em sobre-contacto
(“over-contact).
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Figura 3.4: Exemplo de solugdo da Equacédo (3.24) para valores do potencial abaixo do valor critico,
¥ =1,9e u=0,5. Projecdo no plano zy. Sistema em sobre-contacto.

3.3.2 Comentarios

Os resultados encontrados ao utilizar a fun¢ao polyroots sao confidveis, e estdo em con-
cordancia com os obtidos em algumas publicagées sobre o tema (e.g., Mochnacki 1984,
Limber 1963). O incoveniente é que, apesar dos resultados serem confidveis, ndo temos
controle sobre a precisao das raizes e tampouco do procedimento matematico utilizado.
Além disso, ndo temos nenhuma garantia que o programa podera assegurar precisao em
todas as alteragoes introduzidas nas varidveis da equacdo do potencial (6, ¢ e p).

Para contornar este problema buscamos métodos alternativos que serao, além de fer-
ramentas adicionais na solu¢do da equagao, meios para testar e comparar as vantagens ou
desvantagens de cada método.

3.4 A Solucao Analitica

Antes de iniciar a descricao do método que batizei como “solucao analitica”, gostaria
de esclarecer alguns possiveis equivocos que poderao surgir referente ao titulo. O que
chamo de exato neste método é que, sob certas condi¢des (que serdo demonstradas pos-
teriormente), encontraremos r; em funcio de 7, através da resolucdo de uma equagao de
terceiro grau para a qual dispomos de solucao analitica. A descricao do método ficara
restrita, a principio, ao plano zy, conforme o trabalho de Moulton (1914), mas posterior-
mente estenderemos a idéia para qualquer plano.
Ao reescrever a equacdo do potencial em coordenadas cartesianas no plano zy temos
po o l—p 1,

U= + =7,
T T2 20w

(3.36)
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onde r,, = % + y? (veja a Fig. 3.5) e u=my/(m; + my).

1 Q LW
2 % 20 %

Figura 3.5: Geometria para o cédlculo do potencial efetivo

A origem do nosso sistema de coordenadas estd no centro de massa do sistema, r; é a
distancia do ponto em questdao ao centro de massa da estrela 1, 7, ao centro de massa da
estrela 2 e rg, ao centro de massa do sistema. 1 — u e p correspondem as distancias dos
centros de massa das estrelas 1 e 2, respectivamente, ao centro de massa do sistema. Das
relacoes triangulares teremos

[(I—p) +af+y* =7, e (3.37)
=z’ +y* =13 (3.38)

Expandindo as expressoes, obtemos
1—p)’+20—pz+22+y>=r? e (3.39)

pr = 2px + 2 +y* =13, (3.40)

respectivamente. Com o propésito de eliminar o termo linear em x, multiplicamos a Eq.
(3.40) por 177“ e a adicionamos a Eq. (3.39), apds o que temos

2% 4+ 92 r2(1 —
(1—p)?+pl—p)+ Y =r24 ro(l =) (3.41)
M M
Tow = 2"y =rip+ry(1—p) = (1— pp (3.42)
Ao reescrever a equagao do potencial em funcdo apenas de r; e r9, obtemos
uo l—p 1
U=t =gl - ) - (- )] (3.43)
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Multiplicando por 2 r{, isolando os termos em ordem decrescente de poténcias e dividindo
por i, obtemos
7“51”%—[1_—’u(7€+3>—(1—,u)—g rn+2=0, (3.44)
M T2 H

de onde podemos encontrar r; em funcao do potencial, das razoes entre as massas, e de um
valor arbitrario de r,. O problema é que, matematicamente falando, poderemos atribuir
qualquer valor para a varidvel ro e teremos uma solugao (real ou complexa) para r;.

Na solugcao da equagao do potencial devemos buscar uma faixa de valores de ry, de
modo a gerar apenas valores reais para r1. Para isso, devemos buscar na literatura (por
exemplo, Abramowitz 1970) meios que nos permitam encontrar tais valores.

3.4.1 Estudo da equacao cubica

Seja a equagao cubica

2+ a2 +arz4+a;=0 (3.45)
e as grandezas auxiliares
_a_ % (3.46)
q - 3 9 ) .
(a1a9 — 3ag) a3
="~ — = 3.47
6 27 (347)

O nimero e o tipo das raizes da Eq. (3.45) depende de ¢ e r (veja, por exemplo, em
Abramowitz 1970) da seguinte maneira

¢>+7%>0= uma raiz real e um par de raizes complexas conjugadas; (3.48)

C+Hrr=0= apenas raizes reais, mas ao menos duas sao iguais; (3.49)
¢ +1r* < 0= todas as raizes sio reais e distintas. (3.50)
Fazendo

S1 = \3/ T+ q3 + 72 e So = \ r—= q3 + T25 (351)

podemos encontrar as raizes da Eq. (3.45) pelas relagoes

D)
21 = 81+ 89— E,
—(s1+82) a iv/3
_ _G WO 52
V) 9 3 + 2 (31 52); (35 )
2z = 7_(514'32)_@_@(5 ~ 5)
’ 2 3 2 bk
Ao reorganizar a Eq. (3.45), temos
3+ airy +ag =0, (3.53)
onde
1-— 20U
a, = i [r% + —] —(1—p)—— e ap = 2. (3.54)
) ©



Desde que ag > 0, ha pelo menos uma raiz real negativa independente do valor que
@, possa assumir, mas os unicos valores com significado fisico no nosso problema sao as
raizes reais e positivas. Calculando os valores de ¢ e r das Egs. (3.53) e (3.54), temos

= — e r=—1.
=73
Conforme especificado nas condigoes representadas pelas Eqgs. (3.48), (3.49) e (3.50), para
termos somente raizes reais devemos ter

3

;—;Hgo — a +3<0,

e, portanto,

1— 2 20
—“[r§+—}—(1—u)——+3§0. (3.55)
U T2 u

Multiplicando por 79 e dividindo por I_T“,

3 2V
TS+ {ﬁ— (,LL+ ﬂ)] ro+2<0. (3.56)

As trés raizes da Eq. (3.55) podem ser encontradas usando as equagdes especificadas
em (3.52). Para que possamos encontrar apenas solugoes reais para o nosso intervalo
devemos fazer ¢® + 1 < 0, assim

17 3 2
0<-1 = [—“ - (u+ —)} <1, (3.57)

o que implica em

20 + (1 —p) >3 = v > (3.58)
Ou seja, devemos ter ¥ > (3 — p(1 — p)), se quisermos ter certeza de termos uma
solugao real para a nossa equacao do potencial.

Uma vez obedecido o critério da Eq. (3.58), teremos os nimeros —1 + /g3 +1 e
—1 — v/¢® + 1 localizados no segundo e terceiro quadrantes, respectivamente. Assim,
s1 deve estar localizada no primeiro quadrante, entre os arcos T e I, e sy no quarto

3 7 62
quadrante, entre —% e —%, conforme a Fig. 3.6. Os vetores 1 e 2 correspondem aos

numeros —1 + /g3 +1 e —1 — /¢® + 1, respectivamente, e os vetores 3 e 4 as suas
correspondentes raizes ctubicas (s1 e s3) limitadas pelos arcos mencionados no paragrafo
anterior. Podemos escrever s; e s, como a + bi e a — bi, respectivamente, e temos

b
tgl = — .
g0=", (3.59)

onde # é o argumento do numero complexo. Como a + bi deve estar limitado entre os
arcos 3 e %, temos

< -

g (3.60)

Sl
o5
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Figura 3.6: Esquema de quadrantes na solucido da equacédo do potencial

Multiplicando por av/3 temos, apés alguma algebra, as trés raizes de 74, escritas em funcio
deaeb

ro1 = Z2a,
oo = —a— b\/ga
o3 = —a + b\/g

Como a e b sao nimeros reais e positivos, temos que 799 € real e negativo e r9; real
e positivo. Pela condigio imposta pela Eq. (3.60) (bv/3 > @), devemos ter ry3 positivo e
MeNnor que ry;, UMa Vez que sy — Ta3 = 3a — bv/3 e, de novo pela Eq. (3.60), 3a > bv/3.

Portanto, devido & condi¢do da Eq. (3.50), teremos sempre duas raizes positivas e uma
negativa. Fazendo o estudo do sinal da funcao encontramos que os intervalos ry < ro9 €
ro3 < T < T9; S0 aqueles para os quais a Eq. (3.56) é menor que zero, mas somente o
intervalo 793 < 1y < 191 possui significado fisico.

Podemos resumir o procedimento para construir as curvas equipotenciais com os se-
guintes passos

1. Especificar o valor do potencial, obedecendo & condi¢ao da Eq. (3.58), entre o po-
tencial e a razao entre as massas das estrelas.

2. Com essas especificacoes, encontramos o intervalo de valores o qual atribuimos a ;.

3. Dividimos o intervalo em n pontos igualmente espacados e, para cada valor de ry,
temos o coeficiente a; da Eq. (3.53) determinado. Assim, encontramos as duas
raizes reais positivas (z; e z3) que correspondem aos valores de r; que, por sua vez,
satisfazem a equacao do potencial.

4. Com os valores de r; e ro podemos gerar as curvas equipotenciais; se dividirmos o
intervalo de 79 em um nimero maior de pontos melhoraremos a precisao do nosso
grafico.

3.4.2 O Algoritmo do Programa

Mesmo que tenhamos especificado com clareza o método da solucao exata, precisamos
apresentar as vantagens e desvantagens computacionais originadas ao implementar o pro-
grama no mathcad.
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Esquematicamente apresentado, nosso problema serd resolver a Eq. (3.44) com as
condigbes representadas pela Eq. (3.56), cujas raizes sao dadas pelas Eqs. (3.52), lem-
brando que o intervalo compreendido entre as raizes z3 e z; corresponde aos valores de 79
que conduzirdo a solucdes reais, quando os mesmos forem introduzidos na equacao

1—p 2 A
3 2o T —(1=—p)=-— 2=0. 3.61
T1+[ " [T2+T2] (1=n u}rﬁ (3.61)

Para operacionalizar a idéia acima, construimos as matrizes

ol

B 3u— 20+ (-]’ . \* |
s(u,T) = H([ 3 =w) } +1)1 (3.62)
- v -w* V|
_1_([ 3(1—p) ] +1> ]

— [s(p, \11)02+ s(p, ¥)i] + iv3 [s(p, U)o — s(p, ¥)1]

2
P W) = | —[s(u, W)+ s(u, W)1] @\2/5 (s, ) — s(, O] |7

2
B s(lua \11)0 +S(/'l’a \11)1

(3.63)

onde s(u, ¥)g e s(u, ¥); correspondem a 12 e a 22 linha, respectivamente, da matriz s(u, ¥)
e p(i, ¥)o, p(p, ¥)1, p(p, ¥)2 & 12, 22 e 32 linha da matriz p(u, ¥), respectivamente.

Portanto, uma vez estabelecidos os valores de i e W, temos o intervalo de 75 definido
entre a segunda e a terceira raizes encontradas. Esses valores serao usados para definir o
coeficiente a; da Eq. (3.53). Com a finalidade de encontrar os valores de r; correspondentes
a cada valor de ro, foram criadas mais duas matrizes

- 2 3
. ( —[2\I/+u(1—u)]+(1—“)[’"§+5]] + 1)

ol
=

3u
a(p, ¥, ry) = 1 (3.64)
- 3 3\ ?
1 ( _[Z\HN(I_M)];(I_M) [T%ﬂ‘;]] n 1)
e
_%[a(u’ \Ij’ TQ)O + CL(,LL, \Ila T2)1] + # [a(:ua \Ija TQ)O - CL(,LL, \Ila T2)1]
—%[a(,u, \I!’ TQ)O + a(u/’ \Il’ T2)1] - % [a(,u, \1!7 TZ)O - a(u/a \1!7 TQ)I] J )

r(p, U,ry) =
[ a(p, ¥, r9)o + alu, U, r2);
(3.65)
onde 7y deve ser um nimero compreendido entre p(u, V)1 e p(p, ¥)s.

Das trés raizes, apenas a segunda e a terceira (r(u, U,79); e r(u, ¥,72)2) sado de inte-
resse, uma vez que a primeira é negativa. Uma vez obtido o médulo dos raios, podemos
encontrar as coordenadas x e y pelas relacoes, onde m = 1,2

(T(/L, v, T2)m)2 — T% +1

33(/1,, \Il’ T2, m) = 92 ) (366)
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=
1

((T(M, U, 79)m)? — [(T(M, v, TQ);n)? — 24 1} 2) P

(1, T, 79)m)? — 72 + 1} 2) e

(3.67)
- ((rm,w,m)m)? - L

y(ua \Ila T2, m) =

O surgimento da varidvel m deve-se a necessidade de determinar, para cada valor de ry,
os dois valores de 71 (r(p, ¥, 72)1 € 7(p, ¥, 72)2). Portanto, z(p, ¥,re, 1) [m = 1] refere-se
ao valor da coordenada x ao se utilizar ro e r(u, U, 79); como varidveis na Eq. (3.66).
A necessidade de usarmos a matriz y(u, ¥, 75, m) para determinar os valores de y é que,
uma vez calculado z, temos, pela simetria na equacao do potencial, dois valores para y
(y(:ua U, 1y, m)O e y(:u': U, 7o, m)2)

Com os valores de x e y encontrados podemos gerar as curvas equipotenciais. Como
exemplo, faremos p = 0,25 e ¥ = 1,9353295 (o valor especificado para o potencial
corresponde ao lobo de Roche para o respectivo i) e, deste modo temos

—2,208
p(0,25, 1,9353295) = | 0,478
1,820

Ou seja, para os valores de y e U especificados, temos um intervalo entre 0,478 < ry <
1, 820 que nos conduzira a valores reais para r;. Escolhendo r,=0,5, os valores de r; serao

—2,105
r1(0,25, 1,9353295, 0,5) = | 0,655
1,450

Deste modo, para apenas um valor de 75 (0,5) possuimos 2 valores de r; (0,655 e
1,450) e, portanto, para cada par (r1, ro) temos dois pares z e y. No nosso exemplo, para
r1 = 0,655 os pares sao: (0,339, 0,285) e (0,339, —0,285) ao passo que para r; = 1,45,
(1,177, 0,260) e (1,177, — 0,260).

Com o propésito de obter as curvas equipotenciais, dividimos o intervalo ry do seguinte
modo

r2 = p(u’ ‘Ij)lap(:ua \P)1+0a01a"'ap(lu'7 ‘11)2: (368)

e, para cada valor de ry, determinamos os quatro pontos no plano zy, construindo a curva
equipotencial mostrada na Fig. 3.7.

Podemos observar que, ao tracar a superficie da estrela 2, hd uma descontinuidade na
mesma na sua parte superior e inferior, isto se deve uma divisao insuficiente nos intervalos
de ry. Alterando a Eq. (3.68) para

ro = p(, ¥)1, p(p, )1 + 0,001, ..., p(p, ¥)s, (3.69)

a curva ficard como a mostrada na Fig. 3.8.

A vantagem de se utilizar o método “exato” para construir curvas equipotenciais
consiste no resultado preciso encontrado para os raios, uma vez que a equagao de terceiro
grau originada pela equacao do potencial possui solucao analitica. Para que possamos
estender essa idéia para outros planos, devemos fazer algumas mudangas na equacao
original, proposta por Moulton (1914).
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Figura 3.7: Solucdo da equacdo do potencial, intervalos maiores
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Figura 3.8: Solucao da equacgao do potencial, intervalos menores

Assim, tinhamos a Eq. (3.36), com 7o, = 2% + y? = r?p 4+ 7r3(1 — p) — pu(1 — p), onde
r1 e 19 representam as distancias do ponto no plano zy aos centros de massa da estrela
1 e 2, respectivamente. Com o propoésito de generalizar o método para outros planos no
espaco sem, contudo, provocar mudancas significativas, devemos reescrever a Eq. (3.36)
considerando R; e Ry como as distancias do ponto generalizado aos respectivos centros e
fazer a seguinte alteracao em rg,

Tow = (R} = 2°) pt (R = 2%) (1= ) — (1 — p) = Rip+ R5(1— p) — p(1 — ) — 2. (3.70)

Na Eq. (3.70), r1 e r9 sdo as projecoes de Ry e Ry no plano zy. Com isso, obtemos a nova
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equacao do potencial

po o 1-p

+ % [Bin+ B3(1L = p) — p(1 — ) — 2°] (3.71)

que, com as devidas simplificacoes, nos conduz a

R?+[1_T“[R§+3]—(1—u)—

2 22
i} Ri+2=0. (3.72)
Ry

A equacao que nos possibilita encontrar o intervalo de R,, o qual devemos aplicar na Eq.
(3.72), serd

3 20 + 22

[ 20
1—pu 1—pu

O valor limite do potencial para o qual temos solugoes reais para o intervalo Ry é

)] Ry +2<0. (3.73)

o o 2
g 3 Hl—p) -2

- 2

(3.74)

Introduzindo as novas equagoes no programa e fazendo as modificagOes necessdrias para
a implementacao da nova varidavel z, podemos construir as curvas equipotenciais para
qualquer plano.

Podemos construir as curvas de nivel da nossa superficie equipotencial variando em
intervalos pequenos a variavel z e construindo as curvas equipotenciais equivalentes. Desse
modo, se superpusermos tais curvas de nivel em um unico gréfico, teremos a superficie
equipotencial construida.

3.5 Os Métodos de Newton e de Laguerre

Apesar da precisao absoluta do método, da clareza dos procedimentos empregados, da
facilidade na construcao dos algoritmos e da possibilidade de o estender a outros planos,
surgiram alguns problemas nos intervalos calculados pela Eq. (3.56). Em conseqiiéncia
disto, tivemos algumas dificuldades computacionais em gerar, com defini¢ao suficiente, as
curvas equipotenciais.

A primeira dificuldade foi perceber que o intervalo de ry, para os casos em que o
potencial possuia um valor superior ao limite de Roche, nao poderia ser continuo pois
para uma certa variacao em ro poderiamos construir a curva na estrela 2, mas teriamos
um intervalo significativo entre a faixa de valores que gerariam a curva na estrela 2 e a
faixa que construiria a estrela 1.

Por uma simples inspe¢ao nas curvas produzidas percebemos que os intervalos res-
ponsaveis pela formacao real das curvas equipotenciais sao, na verdade, subintervalos dos
intervalos especificados na solugao da Eq. (3.56). Mas o que estaria matematicamente
acontecendo com os subintervalos restantes, que os impossibilitasse de serem parte da
solucao do problema? A resposta estd em que ao estabelecer os limites para o intervalo
de 79, 0s quais conduziriam a valores reais as raizes da Eq. (3.44), ndo nos preocupamos
com o simples fato de que, apesar dos valores r; e ry serem solucoes para a equacao do
potencial, temos, em certos casos, a impossibilidade dos mesmos formarem triangulos
(pois nao obedecem a condigao r; + 79 > 1 > |ry — 13]). Ou seja, ao escrever a Eq. (3.44),
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Figura 3.9: Esquema representando a descontinuidade nos intervalos da varidvel ro

tendo 71 e r9 como varidveis independentes, ganhamos na simplicidade da solugao, mas
perdemos na exatidao dos intervalos que, além de satisfazerem a condicao de conduzir a
raizes reais para a Eq. (3.44), deverdo encaixar-se na restri¢ao

7"1+7'2>1>‘7"1—7’2‘. (375)

Com o objetivo de identificar computacionalmente qual(is) subintervalo(s) de ro satis-
fazem a Eq. (3.75), construimos o seguinte algoritmo

(W, 1, T2)1 se (U, p,r)1 +re>1> (¥, u,re) — 1o

t(T, p,2) = 0 de outro modo (3.76)

) (Y, a)e se  1T(U,u, 1)+ 10> 1> |r(V, p,re)e — 1o
T(T, pyr2) = { 0 de outro modo (3.77)

As funcoes (W, p, r2) € T(W, p, ro) foram criadas com o objetivo de verificar para cada
par 7y e 7y a condi¢do 1 + 19 > 1 > |ry — 1ol

.
I{TRITACY™

2t

1+

Figura 3.10: Esquema indicando subintervalos reais, a linha continua (ou pontilhada) corresponde aos
valores de r(u, ¥,r2)s (eixo y) e r2 (eixo x) que satisfazem (ou néo) a condigdo geométrica.

A curva pontilhada representa o subintervalo de (i, ¥, 73)5 € 79, que ambos satisfazem
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a Eq. (3.44), mas nao a restri¢ao (3.75), ao passo que a regiao continua corresponde ao
subintervalo que satisfaz a ambas condigbes. Para r(u, ¥, ry); temos a Fig. 3.11

Trimys)

05T

gl

Figura 3.11: Esquema indicando subintervalos reais, a linha continua (ou pontilhada) corresponde aos
valores de r(u, ¥,rs); (eixo y) e r2 (eixo x) que satisfazem (ou néo) a condigdo geométrica.

Para o potencial tratado em nosso exemplo, temos uma aparente continuidade dos
subintervalos, uma vez que finalizado o subintervalo real em 7(u, ¥,73); inicia-se o em
r(p, ¥, 73)2. Temos que lembrar que o potencial especificado (1,9353295) corresponde ao
lobo de Roche para y = 0,25 e conseqiientemente esperamos uma certa continuidade nos
valores de ry que nos conduziram ora a solucoes apenas em r(u, ¥, r9); € em outros casos
a solucoes apenas em 7(p, ¥, 7)s.

O problema agrava-se a medida que aumentamos o potencial, conservando o mesmo
valor para p, pois, nestes casos, as curvas geradas serdo constituidas de duas ovais inde-
pendentes e, quanto maior o potencial, mais préoxima dos centro das estrelas estarao as
mesmas. Para estes casos, os subintervalos reais serao cada vez menores, o que acarretara
em um trabalho computacional maior para gerar, com nitidez, as curvas equipotenciais.

Para = 0,25 e ¥ = 2,5 teriamos a curva da Fig. 3.12, que foi gerada com o mesmo
intervalo entre os valores de 7y que o da Fig. 3.8 , mas neste caso a curva da estrela 2
estd menos definida do que no caso anterior. Se inspecionarmos o que ocorreu com oS
subintervalos, temos a Fig. 3.13, para os valores de r(u, ¥,rs);, e a Fig. 3.14, para os
valores de 7(u, ¥, 73)s.

Atraves dessas figuras, vemos que a medida que aumentamos o potencial, os subinter-
valos reais estdo cada vez menores e dessa modo as curvas geradas para esses potenciais
cada vez menos nitidas, uma vez que a divisdo dos valores de ry é feita sobre o intervalo
determinado pela Eq. (3.56).

No presente trabalho nao foi possivel encontrar os subintervalos reais de um modo
analitico, mas poderiamos buscar na literatura métodos de aproximacao numeérica que nos
permitisse determind-los. Uma vez que decidimos usar métodos aproximados, é melhor
desenvolvé-los de maneira a resolver diretamente a equacao do potencial.

A vantagem de trabalhar diretamente na equagao do potencial é que poderiamos (da-
dos p e W) estipular o valor do raio para cada dire¢ao 6 e ¢ especificada (ao contrario do
método anterior que s6 nos informava, de uma maneira imprecisa, os intervalos de ry e
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Figura 3.12: Proje¢do no plano zy da superficie com ¥ = 2,5 e = 0,25

-
—_
<=
=
i
e
e
0.5+ .
Iz
: : : : |
1} 05 1 1.5 2 2.5

Figura 3.13: Esquema indicando subintervalos reais, a linha continua (ou pontilhada) corresponde aos
valores de r(u, ¥,r2)1 (eixo y) e r2 (eixo z) que satisfazem (ou néo) a condigdo geométrica.

seus respectivos ry).
Existem varios métodos aproximados que poderiamos usar para resolver a equacao

do potencial (método de Newton, das aproximagoes sucessivas, das cordas, secante, etc.).
Mas existe um método de segunda ordem denominado método de Laguerre cujas re-
feréncias sobre sua eficiéncia sao promissoras e é reconhecido por alguns autores (Press et
al., 1992) como um dos mais poderosos meios de se encontrar as raizes de uma equagao
polinominal. Sua convergéncia é rapida, poderosa e independente da distancia entre o
valor estipulado e a raiz desejada. Também é freqiientemente utilizado como método
de resolugao das equagdes polinominais em diversos softwares matemédticos (Mathcad,
mathematica). Por essas razoes, resolvemos estudi-lo e implementé-lo no nosso problema.
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| ":I-l-WJz)zl,.-"'-' .

Figura 3.14: Esquema indicando subintervalos reais, a linha continua (ou pontilhada) corresponde aos
valores de r(u, ¥,r2)s (eixo y) e r2 (eixo x) que satisfazem (ou néo) a condigdo geométrica.

3.5.1 Meétodo de Newton

Um dos métodos de aproximacao niimerica que faremos uso no nosso trabalho é o conhe-
cido método de Newton, nesta sessao nos restringiremos apenas a esplanagao do método
sem contudo entrarmos em detalhes quanto a sua eficiéncia e suas limitagoes na resolucao
da equacao do potencial, no capitulo 6 faremos essa discussao. A idéia principal do
método consiste em usar a reta tangente a curva no ponto x = x; tomando-o como ponto
de partida para uma melhor aproximagao x = 5. Comeg¢ando com a aproximagao x = 1,
desenhamos a reta tangente a curva no ponto (zi, f(z1)).

Y

Figura 3.15: Projecdo de superficie critica com rotagdo constante. Representacio gréafica do método de
Newton.

Essa reta intercepta o eixo x no ponto x = z, que, em geral, é uma melhor apro-
ximagao do que x1. Repetindo esse processo, usamos a reta tangente em (xo, f(z2)) para
obter o ponto x = x3, que é uma aproximacao ainda melhor. A Figura 3.15 ilustra a
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idéia como procedimento geométrico, mas para aplica-la nos calculos precisamos de uma
formula de recorréncia. Essa formula pode ser obtida facilmente como se segue.

O coeficiente angular da primeira tangente é f'(z1). Se considerarmos essa reta como
sendo determinada pelos pontos (z2,0) e (x1, f(x1)), entdo o coeficiente angular seré:

O_f(xl), IOgO O_f(xl) :fl(-rl)-
To9g — X1 Ty — 1

Essa equacao leva a

—f(21) = (22 — 21) f'(21) ou (g —21) = ;IJZZ;)
logo,
Ty =T — f (@)
2 1 Flan)

Dessa maneira, partindo de nossa primeira aproximacao x; obteremos a segunda apro-
ximagao z, por meio de (2), esta, por sua vez, leva a uma terceira aproximagao z3, dada
por:

R f(z2)
T i)
e asslm criarmos a recorréncia:
o (=)
Tpy1 = Tp fl(xn)
3.5.2 Método de Laguerre
Seja
f(x)=ao(x — z1)(x — 22)(x — 23) ... (T — ) (3.78)

um polinémio de grau n, cujas raizes sao: xi, T3, T3, T,. Considere a expressao

S(A):[A_xlrJr---Jr[A_x”r:ip_x’“r, (3.79)

Tr—x T — X, el K"

onde z é um nimero e A um parametro real. Inicialmente vamos supor que poderiamos, de
algum modo, determinar o valor de S(\) sem conhecer as raizes do polinémio (mais tarde
veremos como isso é possivel). Se excluirmos os casos onde todas as raizes do polinémio
sdo iguais, S(A) ndo admite raizes reais porque nao seria possivel anular simultaneamente
todas as partes do somatério.

Considere a equacao do segundo grau em X,

d(X) = [S(/\) - [2 — ﬁ ] (z—X)?=(z—X)2S(\)— (A= X)?=0. (3.80)
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Se A = z, a equagao terd duas raizes reais e iguais, X = z, pois S(A) = n e assim
P(X)=(z—X)*(n—1)=0
Se z # A, temos duas possibilidades: z # x; ou 2 = z;. Das duas maneiras, teremos
duas raizes reais e distintas X; e X, para a Eq. (3.80) com certas propriedades peculiares,
a saber
®(x) <0 pois ®(r) = —(\ — 2)? (3.81)

®(z;) > 0, (3.82)

sendo z; a j-ésima raiz da Eq. (3.80), pois

[S(A) - [i - iﬂ 2] B : [2 = z:] 2 (3.83)

=1

com k # j e, com isso,

B(X) = !Z D = iﬂ 2] (z— ;) > 0. (3.84)

k=1

Dependendo do valor de = escolhido podemos ter trés situagoes distintas

r<Xo<m <<z, <Xy sex<ux, (3.85)
Xo<m<-—-<z,<Xi <z sezx>x,, (3.86)
Tp < X1 << Xo<Tpp1  sexp <T < Tpyi. (3.87)
(3.80)

Nas equacoes acima, indepedentemente do valor de z escolhido, as raizes da Eq.
estardo sempre mais préximas de alguma raiz do polinémio (3.78) do que z.
A fim de obtermos uma maneira de encontrar s(\) em funcio de A — z, f(z) e suas

derivadas temos @
fl(x) - 1
fla) ~ 2= ) (3:55)

(f'(2))’ = f(@)f"(z) _ < 1
[f (@) ; l(m - xj)2] ’

onde f'(x) e f"(x) correspondem as derivadas de primeira e segunda ordem, respectiva-
mente, de f em relacao a x. Temos ainda

{A—xjr:[A—er[A—x}H (3.90)

x—mj .73—.’13j .73—37]'

(3.89)

e, portanto,

n n 2 n
A=z A—=zx A—zx
= E 25 . 91

Substituindo a Eq. (3.91) pelas relagoes (3.88) e (3.89), temos

_ 2wl e P @ = @) o F@)
S()\)_ZL_%] =(\—2z) e +2(\ —z) o T (3.92)

i=1
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Esse resultado é de grande importancia, uma vez que podemos encontrar o valor de S(A
sem necessidade de saber as raizes da equacao polinominal. Fazendo (A — z) = y e
substituindo na Eq. (3.80), temos

[f@)](X) = y*(z—X)? [(f’(x))2 - f(fc)f”(w)] +
2y(z — X)*f' () f () + [n(z — X)? — (A= X)?] [f(2)]*. (3.93)

A=XP2=[N—2)+ (- X)]>=19>+2y(z — X) + (z — X)?, (3.94)
a Eq. (3.93) fica

F@rex) = v (@- X2 [(f@) - @ @)] - FF) +
2y(z - X)f(@) [(w = X)f'(@) - f(a)] + (3.95)
(n— 1)@ = X) [f(=)]-

Fazendo ®(X) = 0, temos uma equagao quadratica em funcgao da varidvel y, cujas
raizes sao fungoes continuas do parametro (z — X). Note que, neste caso, X representa
as raizes da pardbola ®(X). Para valores pequenos desse parametro, teremos duas raizes
(y1 e yo) para cada valor de (z — X)) escolhido. Deste modo, temos duas pardbolas que
poderao ser construidas pela Eq. (3.95), as quais possuem X como raiz comum. A medida
que X afasta de x, estaremos nos aproximando de uma das raizes do polindémio e, pelas
propriedades ja discutidas anteriormente, X jamais podera assumir o valor de uma dessas
raizes (pois ®(z;) > 0). Dessa maneira, em algum ponto teremos solucdes complexas para
as raizes (y; e y2). Nosso objetivo, portanto, serd encontrar o maximo valor de (z — X)
tal que y seja real. Tal solugao pode ser obtida se buscarmos os valores de X tais que
conduzam o discriminante da equagdo quadrdtica (3.95) a zero. Assim

v (0= X2 [(F@) = f@) f"(@)] - [ @)) +
2y(x— X) (@) [(@ = X)f'(2) = f@)] + (= D@ = X F@] = 0, (396)

A = Re- X))@ X) /(@) - @I -
4w = X (/@) - uvwm} (3.97)
P)(n - 1)@= X)? [f@)] =

Simplificando a expressao (3.97) e dividindo por (z — X)?2, temos a equagao de segundo

grau completa em (z — X)
[4f(@)*f'(2)*(2 = n) + 4f(@)*f" (@) (n — 1)] (z — X)*— (3.98)
8f(2)’f'()(z — X) +4f(2)'n

I
e

Usando algum algebrismo,

8(@)* [ /(@) £ F@P(n = 17 = nln — D)) [ ()]
8f@)K2—nU%ﬂ2+O%—Df%@f@ﬂ

(- X) = (3.99)
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Multiplicando a Eq. (3.99), em cima e em baixo, por

) FVf(@)2(n —1)2 = n(n — 1) f"(2) f (z),

temos

’

wwn@—>fuf (—Dﬂ(ﬁ(ﬂ
(2= n)f'(@)2 + (0 = 1)f"@) @) [ /@) F VF@ER = D2 = n(n— D @) ()]

(3.100)
e, portanto,
r— X nf(z) . 3.101
M e BV e R ey e e Ty o M
Fazendo H(z) = f'(z)*(n — 1)2 —n(n —1)f"(z)f(z), o valor méximo de X sera
Xepo— M@ (3.102)

"(«) F VH(z)

A partir da Eq. (3.102), podemos encontrar a maior distancia possivel que X pode estar
em relacdo ao valor aleatério = escolhido. A fim de construirmos um método iterativo,

devemos estipular o préximo valor z; = z — — 2 ®___ ¢ assim, procurar o novo valor
? bl
(@)F/H(

maximo que X poderd assumir. Com isso, podemos crlar a recorréncia

f'(xn) F/H(zn)

Com o objetivo de esclarecer melhor o método apresentado, e de definir o critério para a
escolha do sinal na expressao (3.103) em cada iteracao subsequente, considere o polinémio
f(z) = 2*—=1023+2022+102—21, cujas raizes sdao —1, 1, 3 e 7. Vamos supor que tenhamos
estipulado nosso valor inicial x = 2 e queremos os valores extremos de X. Usando a Eq.
(3.102) temos X; = 1,23206 e X, = 2,80937. Portanto, para qualquer valor de X
entre essa faixa de valores temos A > 0 e, conseqiientemente, podemos construir duas
parabolas que terao pelo menos uma das raizes iguais ao valor escolhido. Como exemplo,
X =15—y; = —2,63501 e y, = 0,61578. Substituindo os valores de y encontrados na
solugdo da Eq. (3.95), os graficos correspondentes sdo os mostrados na Fig. 3.16, onde a
parabola continua corresponde a y; e a pontilhada a ys.

Para X = 2,5 — y; = —0,56486 y, = 2,87255, e as parabolas construidas ao sub-
stituir esse valores em (3.95) sdo as da Fig. 3.17, onde, novamente, a parabola continua
corresponde a y; e a pontilhada a ys.

Nos limites X = 1,23206 e 2,80937 os discriminantes serao nulos e, portanto, temos
apenas uma parabola para cada um desses valores

(3.103)

Tpt1 = Tp —

X =1,23206 — v, e Yo = 2, 56661,

X =2,80937 — e Yo = —2,19161.

Para valores de X fora desse intervalo estabelecido (1,23206<X <2,80937), o discri-
minante serd menor que zero e, portanto, os valores de y; e s serao complexos. Com
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Figura 3.16: Parabolas construidas com X = 1,5 e y1 = —2,63501 (curva continua) y» = 0,61578
(curva pontilhada)

sl

Figura 3.17: Parédbolas construidas com X = 2,5 e y; = —0,56486 (curva pontilhada) y» = 2,87255
(curva continua)

o propdsito de estabelecer um processo iterativo devemos, inicialmente, definir qual das

duas raizes possiveis desejamos nos aproximar a esquerda (ou a direita) de x, e tomar o
—nfen) g nf@n) o cada iteracio,
I'(@n)+4/ H(zn) I'(@n)—/ H(zn)

garantindo a aproximacao. No exemplo acima, se tomarmos z = 2 como valor inicial,
temos

menor (ou o maior) valor entre z,, —

(

1
123206 — { 100312—= { 1,00936
1,65599
X =2
2, 46929
2,80937 — 2. 99804 { 2,92682
\

Ou seja, para cada valor de = temos dois extremos de X, a direita ou a esquerda de
x. Desse modo, se forem selecionados apenas os menores (ou maiores) valores para x,, na
terceira iteracdo, encontraremos x = 1 (x = 3), ambos solugdes do polinémio escolhido.
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Figura 3.18: Pardbola construida com: X = 1,23206 — y; e y2 = 2, 56661

3.5.3 Aplicacao do método de Laguerre na equacao do potencial

A equacdo do potencial do sistema em rotagdo nio sincronizada é dada pela Eq. (3.19),
que repetimos abaixo

v="t Gl + E [r?a® = 2(1 — p)raB + (1 — p)?]

roor2=2raf+1 2

onde a = senf e [ = cos¢. Para podermos aplicar o método de Laguerre na equacao
acima devemos expandi-la em forma de polinémio (uma vez que o método aplica-se na
resolucdo de polinémios). Assim, conforme as Eqgs. (3.19) a (3.23), temos

20+ r*a® = 2r°aB(1 — p) + (1 — p)’r — 2\Ilr]2 [r* = 2raf + 1] — 4(1 — p)*r* = 0.

(3.104)
Desse modo, foram estabelecidas as seguintes relagoes
w(p,r,0,6,0) = [2u+r*a®—2r’af(l — p) + (1 — p)’r — 2\1'7"}2 [r? = 2raf +1]
—4(1 — p)*r?, (3.105)
0,0,V
t(p,r, 0,6, 0) = a(“’(“’g ¢ 1) (3.106)
r
1
T(ur,0,0,0) = 2n000) (3.107)
h(,l,l,, T, 07 ¢a \Il) = [n - 1] [(TL - 1)t2(ua r, 9, ¢7 \I!) - nw(/,l,, T, 07 ¢a \I})T(/'l’a r, 9, ¢7 \I!)] .
(3.108)

Como a expansdo da expressdo (3.23) nos conduzird a uma equagio de oitavo grau, de-
vemos tomar n = 8. Apesar de encontrar as solucées da equacao do potencial através
das raizes do polindmio correspondente, nao temos necessidade de expandir e organi-
zar o polinémio em poténcias decrescentes de r (como foi feito na primeira parte do
nossso trabalho), pois podemos encontrar as derivadas de primeira e segunda ordem de
w(p,r, 0, ¢, ¥) (asua funcio equivalente na primeira parte do trabalho era s(¥,n, 0, ¢, 1)),
aplicando a regra do produto na mesma.
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Para construir a superficie equipotencial devemos dividir os intervalos f e ¢ em n e m
divisoes, respectivamente, conforme as relagoes abaixo
, . g 21y
j=0,1...m 1=0,1...n 6;=— ¢; = —.
n m
Desse modo, para cada valor de ¢ e j especificado, junto com os valores de ¥ e u, temos
o polinémio w(u,r, 0, ¢, ¥) constituido.
Para encontrar o raio, uma vez fornecida as especificacoes acima, devemos escolher
um valor inicial para a nossa aproximagao. Uma boa sugestao seria desprezar o segundo
e terceiro termo da Eq. (3.19) e, com isso, fazer

v=" To = ﬁ,
To N
onde sabemos que a solugao desejada r é maior que 7.

Com os valores u, ¥, j, 7 e r,, podemos encontrar r através do seguinte algoritmo

( nw

r— se >0
T — t+vh t+vh
nw
T h de outro modo

enquanto |rr —r| > 0,000001
,0(7',_].,7;): S T<—TT

nw
r— se >0
rr — t+vh t+vh
nw
r= = de outro modo
T

\

onde w,t e h sdo fungoes de p,r,0,¢ e ¥. A funcao p(r,j,i) calcula, a partir de ry, as
proximas iteragoes ry > 1o, To > 1, Tny1 > T'n de maneira a estabelecer a continuidade
do processo enquanto a diferenca entre a iteragao subsequente e a anterior nao for menor
que 0,000001.

Deve-se, também, averiguar se a raiz encontrada corresponde a solugao da equacao do
potencial, uma vez que o resultado encontrado refere-se a solucao da equagao polinominal
e ndo da equagdo do potencial (sabemos que as raizes da equagdo do potencial sdo sub-
conjunto das raizes da equagdo polinominal). Para exemplificar o que afirmamos, foram
construidos os gréficos [¥(u,r, 0, ¢) — Vol e w(p,r, 0, ¢, Vo) onde ¥o =2, =0.5,0 =7/2
e ¢ = 0, mostrados nas Figs. 3.19 e 3.20. No gréfico [¥(u,r,0, ¢) — ¥y], em funcao de r,
Fig. 3.19, vemos que 7=0,5 corresponde a solucao desejada.

A Fig. 3.20, que mostra w(y,r,0, ¢, ¥o) em fungio de r, possui como raizes os valores
0,19426 e 0,5, respectivamente, ou seja, a segunda raiz do polinémio corresponde a raiz
encontrada na equagao do potencial. Mesmo que o valor inicial ry = \I,LO = 0, 25 seja su-
perior ao valor da primeira raiz (0,19426) e que, pela rotina implementada no método de
Laguerre, encontremos somente solugoes superiores ao valor inicial, nao podemos garan-
tir que a raiz encontrada em p(r,j,%) corresponda a primeira solugdo da equagao do
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W=y

r
: : . : —F'f"'_’/'
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Figura 3.19: Grafico ¥(u,r,60,¢) — g versus r com U9 =2, 4=0,5,0 =7/2e ¢p =0
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Figura 3.20: Gréfico w(u,r,0,$, %) versus r com ¥o=2,4=0,50 =7/2e ¢ =0

potencial. Para contornar essa dificuldade, foi introduzido o seguinte algoritmo

( e p(r, J, 1) se |W(u, p(r,,1), Ok, d5, X)| < 0,00000001
p(p(r,7,4) +0.01,4,4) de outro modo

z(j,i) = § enquanto |¥(u, p(rr, 4,1),6;, @5, x)| > 0,00000001

TTT 4 TT
T rrr se |\Il(ua p('l"?"’/’, ja 7’)’ e’i: ¢ja X)‘ < 07 00000001
\ p(rrr +0.01, j,4) de outro modo

Com isso, podemos assegurar que, se a primeira raiz encontrada pelo método nao corres-
ponder a solucao da equacao do potencial, temos garantida a continuidade do processo até
que se encontre alguma raiz do polinémio que corresponda a primeira solugao da equagao
do potencial.

Na pratica, verificamos que os valores escolhidos para ry = %, estao além da primeira
raiz do polinémio e que a segunda raiz (a primeira encontrada pelo método implementado)
corresponde a solucao desejada (a primeira raiz da equagao do potencial) e, portanto, as
solugoes p(ro, J,7) sado equivalentes as solugoes z(j, 7).

Uma vez estabelecido o raio para cada diregao 6 e ¢ (através dos valores de k e j),
podemos construir a superficie equipotencial especificando a localizagao x,y e z para cada
raio encontrado. Assim, temos
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X;i=2(j,i)senb;cos¢p; Y,;; =z(j,i)senb;sen¢p; Z;; = z(j,1)cosb;.

Para construir a superficie, dividimos o angulo # em 20 intervalos iguais (fazendo n=20
temos 0,=0, =, L ., m) e para cada 6 especificado divimos o angulo ¢ em 40 partes

’ 207 197 ¢
(fazendo m=40 temos ¢;=0, i—g, g—g, ..., 2m). Com isso, temos a superficie:

Figura 3.21: Superficie equipotencial critica

3.6 Discussao geral sobre rotacao sincronizada:

Foram abordados, neste capitulo, trés métodos de solugao para a equacao do potencial. O
primeiro foi utilizar a fun¢ao polyroots, algoritmo construido no mathcad, para resolver
a equacgao polinominal gerada pela equagao do potencial. Tal procedimento, apesar de
eficiente, nao permite um controle sobre a precisao das raizes e tao pouco do procedimento
matematico utilizado. O método da solugao “exata”, o segundo, apesar de sua precisao in-
questiondvel e da clareza na metodologia utilizada, torna-se computacionalmente inviavel,
devido a imprecisao nos intervalos reais de r,. J4 0 método de Laguerre, apesar de ser um
método de aproximacao, possui excelentes referéncias na literatura, sendo citado diversas
vezes como um dos métodos mais poderosos e de ripida convergéncia para resolucao de
polindmios cujas raizes sao reais e simples.

O tnico método que serd utilizado em conjunto com o de Laguerre é o método de
Newton. Sua convergéncia nao é tao rapida quanto ao método de Laguerre, mas possui
a vantagem de ser computacionalmente simples e de acao direta sobre a equacao do
potencial, ou seja, podemos trabalhar diretamente na equacao do potencial e nao em um
polinémio derivado dela.

Por essa razao, usaremos a combinacao acima para resolver o problema central do
presente trabalho: a rotacao nao sincronizada. Os métodos anteriores, apesar de serem
de facil adaptacao para o potencial nao sincronizado, nao serao mais utilizados por apre-
sentarem limitacoes em sua eficiéncia.
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Capitulo 4

Rotacao Nao Sincronizada:

A equagao do potencial da rota¢ao nao sincronizada (Limber 1963) é dada por

2.2
_Gmp | Gmy Q%riq

+ + w27”01l'1 +
1 T2 2

¥ , (4.1)

onde

1 e o sao as distancias dos centros de massa das estrelas 1 e 2, respectivamente,
ao ponto em questao.

w ¢é a velocidade angular (orbital) do sistema.
ro1 € a distancia do centro de massa do sistema ao da estrela 1.
riqg € a projecao de r; no plano perpendicular ao vetor w.

Tow € a distancia do centro de massa do sistema a proje¢ao do ponto no plano
da érbita.

) ¢ a velocidade angular de rotagao da estrela 1, medido por um referencial
inercial, em torno do seu centro de massa.

estrelal

Figura 4.1: Configuracdo das estrelas no caso da rota¢do ndo-sincronizada.
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Consideraremos na equacgao do potencial nao sincronizado que as velocidades angulares

2,2
w e Q sejam paralelas. Como ry; =1 — p, temos ¥ = GT—TI + GT—Z” +w?(1 — )z, + Q%
2,.2
Acrescentando e isolando o termo %, e fazendo x = riq cos f, temos
Gm Gm 0% —w?)r? w?
U = Ly 22y ( )10 + = [rlo +2(1 — p)riq cos )] . (4.2)
T T9 2 2
Acrescentando o termo constante (17’“;)2“’2 a equacao do potencial,

G G 02 _ w2) 72 2
;nl + ;nQ + ( ;u )Tio + % [rfﬂ +2(1 — p)rigcosf + (1 — ,u)z] . (4.3)
1 2

v =

Como 12, =125 + 2(1 — p)rigcos O + (1 — p)?%, temos

G G QQ_ 2\ .2 2
m Gme | (@ )T”’+—&Lraw (4.4)

T T2 2 2

U =

Fazendo as mesmas consideracoes do caso sincronizado,

G=1, w=1, m;+my=1, M:L r=r
mi + Mo
temos a equacao do potencial efetivo,
1-— 0% —1)r%sen?0
v o= My 1—p) 4 ) N
T \/r2—2rsenfcos ¢ + 1 2
1
5 [r?sen?0 + 2(1 — p)rsenfcos ¢+ (1 — p)?], (4.5)
que pode ser simplificada, assumindo a forma
1 —
v o= My (1—p)
T \/r2+2rsenfcos¢ + 1
1
5 [Q%r®sen®0 + 2(1 — p)rsenfcos ¢ + (1 — p)?] . (4.6)

Para a implementacao do método de Laguerre, devemos expandir a equagao do po-
tencial na forma
—(1 —
(1—n) _ K (4.7)

= L _wy
/12 +2rsenfcosg + 1 r

1
5 [Q%r?sen?0 +2(1 — p)rsenfcos g+ (1 — p)?] .

cuja resolucao requer construgao das funcoes dadas pelas Egs. (4.8), (4.9), (4.10), (4.11)
e (4.12), que sao andlogas as Egs. (3.19), e de (3.105) a (3.108).

(1—p)
)\ ,7",0, ’ ’Q = +
(e b, X, ) T \/r2+2rsenflcos¢+ 1

=

(4.8)

1
: [9272 sen 20 + 2(1 — p)rsenfcosd + (1 — /1)2} - Xs
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onde x é o valor do potencial desejado;

wp,r,0,¢,x,Q) = [2u+Q%r’sen’d +2(1 — p)r’senbcosd + (1 — p)’r — 2\117‘]2
[7? + 2r sen (6) cos(p) + 1] — 4(1 — p)*r?, (4.9)

onde a funcdo w(u,r, 8, ¢, x, 1) representa o polinémio e suas respectivas derivadas;

0

t(,U,, Ta0a¢aX7 Q) = Ew(,u'a T, ea(baXa Q)a (410)
0

T(,U,, 7"0’ ¢a X Q) = Et(,u’a T,G,QS, X Q) (411)

Com essas funcoes, podemos construir a funcao

h(,u’a T, 07 d): X5 Q) = [77,— 1] [(n_ 1)752(/% T, 07 QS, X5 Q) - 7’L’LU(,U,, T, 0: QS, X5 Q)T(,U,, T, 07 Qs, X5 Q):| .

(4.12)

A rotina para implementagcao do método é idéntica a apresentada na rotacao sincro-
nizada, e, com isso temos

( nw se nw >0
t+vh t++vh
rr <—
nw

de outro modo

r_t_\/E

enquanto |rr —r| > 0,000001

p(r,7,1,8) = <
e
r— o se o >0
t++vh t++vh
rr —
nw
r— de outro modo
\ t—vh
s
e
( o(r, 7,1, 82) se |W(u,p(r,4,i,9),6;, ¢;, x, Q)| < 0,00000001
T —
p(p(r,7,4,2) + 0,01, 4,7,Q) de outro modo
enquanto [ ¥ (i, p(rr, j,i, ), 6i, 65, X, 2)| > 0,00000001
Z(T7j7i7 Q) = <

Y <— 1"

e se (W, p(rrr, 4, Q), 6, 65, % Q)] < 0,00000001
T 4
\ p(rrr+0,01,4,4,82) de outro modo

Como antes, além de utilizar o método de Laguerre, faremos uso do método de Newton
(as vantagens e desvantagens do método foram abordadas no capitulo anterior e serao

47



discutidas na parte final desse trabalho). Para implementar o método de Newton foi
contruida a fungao

0
)‘(/'[’a T, 05 ¢aXaQ) = EKII(N” T, 9a¢a X Q) (413)
e o procedimento
( v 01') j ) 7Q
rr r— (/'I’a T? ¢] X )

/\(uv T, oia ¢j7 X Q)

enquanto |rr —r| > 0,000001
6(#) T, ja 7;: X Q) = <

r<—7rr
v 0;, 0, %, 2
e g 27 0, 65, )
A(uvraeia(ﬁjaX: Q)
L rr
. B B - B B
O!(,U,,j,’L,X, Q) - 5 (:U/a ;,]aZ,Xa Q) 9 B(,U/a]azaXa Q) =z (:U’: ;,]aZ,Xa Q) 9 (414)

onde z(u, %, Jyi,x,§2) é a funcdo que encontra as raizes do polinémio pelo método de
Laguerre e 6(u, %,j,i,x, Q) pelo de Newton. Com as duas fungdes podemos escolher o
método que desejarmos, bastanto para isso escrever as equacoes X,Y e Z em funcao de
aou (3

S a ) "Ii, ’Q
X(u,j,1,x,9Q) = [5& ; ; ig Q; } sen 6; cos ¢;, (4.15)
N a ) .,i’ ’Q
Vdio ) = | G 00 | sentisen s (4.16)
S a b '7 7;’ ’Q
Z(p, 3,1, x,8) = { BEZ ; ; i Qg }cos&i. (4.17)

4.1 Superficies e curvas equipotenciais

Com o propésito de comparar as curvas equipotenciais geradas pelos métodos discutidos
nas sessoes precedentes com aquelas obtidas por Limber ( 1963), encontramos para cada
varidvel p e 2, o valor do potencial ¥ que gerasse as curvas equipotenciais no limite de
Roche, objeto de estudo do artigo do Limber (1963). Para isso calculamos as raizes da
fungao A(u,r,0,¢,x,), derivada da funcao ¥(u,r,0,,x,2) em relacido a r, no ponto
0 =% e ¢ =m (veja a Eq. 4.13). Para encontrar o Wy, basta introduzir o valor do raio
encontrado na equagao do potencial W (i, Tyim, 5,7, 0, 2).

Com esse procedimento, calculamos o valor do potencial limite para as combinacoes
entre os valores de p (0,1 — 0,3 — 0,7 - 0,9) e os de 2 (0 — 1 — 4), contidos na Tabela
4.1, onde listamos as solugoes obtidas. Geramos, ainda, para cada valor de u, as cur-
vas equipotenciais nos planos xy, zz e yz correspondente a cada um dos valores para a
velocidade angular 2.
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Tabela 4.1: Valores do potencial critico para diversos valores de u (razio das massas, ma/m;) e de Q
(velocidade orbital de rotagio).

‘Ijim

H Q=0 ot Q=4
01| 1,75282 1,79848 2,15482
0,3 | 1,86881 1,96007 2,70276
0,7 | 1,77745 1,96007 3,38069
0,9 | 1,52971 1,79848 3,65191

Para facilitar a comparacao de alguns resultados obtidos neste trabalho com os de
Limber (1963), utilizamos as defini¢oes

Ar(zy) = |z72|— 2, (4.18)
Ar(y) = |at| =y, (4.19)
Ar(z) = |z*|— 2", (4.20)

onde ‘xi , T, y* e 2" sao as distancias da origem ao ponto em que a superficie intercepta
0 eixo x negativo, x positivo, y e z, respectivamente. Os valores encontrados por Limber
(1963), juntamente com os nossos resultados, sdo fornecidos nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4 ¢
4.5, para as razoes de massa, 4=0,1, 0,3, 0,7 e 0,9, respectivamente, e os valores de {2=0,
4, e 5.

Podemos ver que nosso método de encontrar as superficies concorda integralmente
com os resultados de Limber (1963). Essa concordancia nos dd seguranca que o método
estd correto e podemos, agora, investigar o efeito dos diversos parametros nas superficies
equipotenciais efetivas. Mais ainda, podemos estender as aproximacoes iniciais para o
caso de rotagao nao sincronizada e diferencial, que serd tratado no proximo capitulo desse
trabalho.

4.1.1 Crescimento das superficies equipotenciais:

As Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 representam as intersecoes das superficies equipotenciais com
os planos zz, yz e xy para diversos valores de u e €2, no limite de Roche. Elas mostram
que, a medida que se aumenta o valor de (2, as superficies se afastam cada vez mais da
configuracao esférica. Mostram, ainda, que essas formas dependem também da razao das
massas das extrelas componentes do sistema binario. Mas estamos interessados, além
dessas superficies, na avaliagao do crescimento das mesmas a medida que se aproximam
desse limite.

O interesse de tal avaliacao é detectar alguma possivel mudanca na forma da superficie
que seja, de alguma forma, desproporcional a variacao do valor do potencial, ou seja, se
pequenas mudancas no valor do potencial conduzem a mudangas substanciais na forma
das superficies. Esse problema foi a motivacao inicial de nosso trabalho.

Se tais mudancas existem, devemos investigar se elas se referem a um crescimento
natural da fungao r(¥), ou se tais mudancas se devem ao problema da inversao da equagao
do potencial.
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Tabela 4.2: Comparagio entre os nossos calculos e os de Limber (1963), para diferentes taxas de rotagéo
intrinseca e razdo de massas, u=0,1. Os valores estdo em termos da separacio orbital. Veja a Fig. 4.2.

Limber presente trabalho
p=01 Q=0 Q=1 Q=4|0Q=0 Q=1 Q=4
‘a:* 0,3141 0,2910 0,1758 | 0,3141 0,2910 0,1758

Ar(zy) | 0,0663 0,0561 0,0159 | 0,0663 0,0560 0,0159
Ar(y) |0,1003 0,0873 0,0313 | 0,1003 0,0872 0,0313
Ar(z) |0,1003 0,0950 0,0590 | 0,1003 0,0950 0,0589

| | | i } { Y,
-ns 06 -04 -2 0 ] 04 06 08
p! \_\_ﬂ

Figura 4.2: Superficies equipotenciais gravitacionais efetivas, utilizando o procedimento combinando o
método de Newton e o de Laguerre, para o potencial limite nas configuragées 4 = 0,1 e Q = 0,1 e 4.
Mostramos a interse¢do das superficies com o plano zz (painel superior esquerdo), zy (painel superior
direito) e yz (painel inferior). As curvas com linha tracejada, continua e pontilhada correspondem as
superficies para =0 (nenhuma rotacdo), 2=1 e 4, respectivamente. As dimensdes estdo em escala da
separacio entre as estrelas.

Com o proposito de avaliar esse crescimento, construimos diversas superficies para
u=0,3 e =0 e para os potenciais ¥y, ¥, + 0,2, ¥, + 0,4, U + 0,6 € Uy, + 0,8
onde Wy, é o potencial limite. Lembramos, mais uma vez, que estamos trabalhando
com o potencial multiplicado por —1, de forma que a seqiiéncia de curvas acima estd
representando superficies cada vez mais proximas da massa puntual das componentes.
Assim obtemos as superficies mostradas nas Figuras 4.6 e 4.7.
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Tabela 4.3: Comparagio entre os nossos calculos e os de Limber (1963), para diferentes taxas de rotagéo
intrinseca e razdo de massas, u=0,3. Os valores estdo em termos da separacio orbital. Veja a Fig. 4.3.

Limber presente trabalho
p=03|Q2=0 Q=1 Q=4 |1Q=0 Q=1 Q=4
xr 0,4412 0,4139 0,2545 | 0,4412 0,4139 0,2545
Ar(zy) | 0,0927 0,0811 0,0246 | 0,0926 0,0811 0,0246
Ar(y) | 0,1274 0,1138 0,042 | 0,1273 0,1137 0,0420
Ar(z) |0,1274 0,1260 0,0848 | 0,1273 0,1261 0,0848
08 Ty

u } } Il
I 0s 06 0.8

Figura 4.3: Superficies equipotenciais gravitacionais efetivas, utilizando o procedimento combinando o
método de Newton e o de Laguerre, para o potencial limite nas configuragoes 4 = 0,3 e Q = 0,1 e 4.
Mostramos a interse¢do das superficies com o plano xz (painel superior esquerdo), zy (painel superior
direito) e yz (painel inferior). As curvas com linha tracejada, continua e pontilhada correspondem as
superficies para =0 (nenhuma rotacdo), Q=1 e 4, respectivamente. As dimensdes estdo em escala da
separacio entre as estrelas.

A Fig. 4.6 apresenta a intersecao das superficies equipotenciais efetivas com os planos
xz, vy e yz para u=0,3 e Q=0 (rotagao nula em rela¢do a um observador externo, situado
num referencial inercial) e diversos valores do potencial efetivo, ¥. Os valores para ‘x*_|,
sdo (em ordem decrescente para o médulo do potencial): 0,4098, 0,4529, 0,5078, 0,5832 e
0,7557. O crescimento é aproximadamente proporcional ao incremento no potencial até
0,5078, e depois cresce acentuadamente a medida que aproximamos do potencial limite.
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Tabela 4.4: Comparagio entre os nossos calculos e os de Limber (1963), para diferentes taxas de rotagéo
intrinseca e razdo de massas, u=0,7. Os valores estdo em termos da separacio orbital. Veja a Fig. 4.4.

Limber presente trabalho
p=07]2=0 Q=1 Q=4]Q=0 Q=1 Q=4
‘a:*_ 0,6226 0,5861 0,3443 | 0,6226 0,5861 0, 3443
Ar(z,) | 0,1155 0,1039 0,0277 | 0,1158 0,1040 0,0277
Ar(y) |0,1438 0,1311 0,0426 | 0,1437 0,1311 0,0426
Ar(z) |0,1438 0,1591 0,1143 | 0,1437 0,1591 0,1143

Figura 4.4: Superficies equipotenciais gravitacionais efetivas, utilizando o procedimento combinando o
método de Newton e o de Laguerre, para o potencial limite nas configuragdes g = 0,7 e Q = 0,1 e 4.
Mostramos a interse¢do das superficies com o plano zz (painel superior esquerdo), zy (painel superior
direito) e yz (painel inferior). As curvas com linha tracejada, continua e pontilhada correspondem as
superficies para =0 (nenhuma rotacdo), 2=1 e 4, respectivamente. As dimensdes estdo em escala da
separacao entre as estrelas.

Mas tal crescimento nao deve ser atribuido a possiveis problemas de inversao na equacao
do potencial, mas sim ao fato de que, a medida que o potencial aproxima do potencial
limite, temos que o raio (|z* |) cresce mais acentuadamente.

A funcao representada no grafico da Fig. 4.7 encontra, de maneira direta, o potencial
para cada valor do raio na direcdo § = 7/2 e ¢ = m. Podemos facilmente verificar que
% tende a zero, a medida que aproximamos do raio limite 0, 7557 e, por isso, mesmo

52



Tabela 4.5: Comparagio entre os nossos calculos e os de Limber (1963), para diferentes taxas de rotagéo
intrinseca e razdo de massas, u=0,9. Os valores estdo em termos da separacio orbital. Veja a Fig. 4.5.

Limber presente trabalho
=09 Q=0 Q=1 Q=4|0Q=0 Q=1 Q=4
‘a:* 0,7557 0,7090 0,3798 | 0,7557 0,7090 0,3798

Ar(zy) | 0,1126 0,1040 0,0203 | 0,1127 0,1041 0,0204
Ar(y) |0,1307 0,1228 0,0304 | 0,1307 0,1229 0,0305
Ar(z) |0,1307 0,1812 0,1263 | 0,1307 0,1812 0,1263

0.5

Figura 4.5: Superficies equipotenciais gravitacionais efetivas, utilizando o procedimento combinando o
método de Newton e o de Laguerre, para o potencial limite nas configuragoes 4 = 0,9 ¢ Q = 0,1 e 4.
Mostramos a interse¢do das superficies com o plano xz (painel superior esquerdo), zy (painel superior
direito) e yz (painel inferior). As curvas com linha tracejada, continua e pontilhada correspondem as
superficies para =0 (nenhuma rotacdo), Q=1 e 4, respectivamente. As dimensdes estdo em escala da
separacdo entre as estrelas.

que nao conhecamos de maneira direta a relagao entre o raio e o potencial, sabemos que
% — oo a medida que o potencial aproxima do seu valor limite. Por isso, é perfeitamente
natural esse crescimento ao aproximar do valor do potencial limite. Se estivéssemos dando
um acréscimo de uma unidade no potencial a valores bem maiores do que o potencial
limite, teriamos uma pequena mudanca na forma da superficie equipotencial. Porém, ao
contrario, uma mudanca de apenas uma unidade no potencial, quando este estd préximo
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ao potencial limite, pode nos conduzir a superficies bem diferentes das anteriores.

Aparentemente, a inversao da equacao do potencial efetivo, Eq. (4.1), nao seria respon-
savel, de forma isolada, ao problema detectado por Vaz (comunicagao privada) no uso do
modelo WD na andlise de curvas de luz de pelo menos dois sistemas bindrios eclipsantes,
a saber, TY CrA (Casey et al. 1998 e LZ Cen (Vaz et al. 1995). Nao estd descartada,
porém, que o préprio cédigo do WD (Wilson & Devinney 1971, Wilson 1979, 1993, Vaz
et al. 1995) seja o responsavel pelas oscilagoes verificadas nas solugdes.

087 7
0ET y

-0g—

Figura 4.6: Projecoes nos planos zz (painel superior esquerdo), zy (painel superior direito) e yz (painel
inferior) das superficies construidas com g = 0,3 e Q@ = 0 para os potenciais ¥}, (linha pontilhada),
Uiim + 0,2 (continua), ¥, +0,4 (tracejada), Piim +0,6 (linha trago-ponto), Py, +0, 8 (linha novamente
pontilhada, mais externa).

Ap6s compararmos os resultados obtidos pelo nosso programa com os de Limber e
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Figura 4.7: Gréfico potencial em funcdo do raio para p=0,3, 2 =0nadire¢cio 0 =n/2e dp=m

realizarmos o estudo das mudancgas morfolégicas originadas pelo crescimento da estrela
(atrdves da mudanga no valor do potencial) passaremos ao estudo, no préximo capitulo,
da rotagao diferencial.
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Capitulo 5

Rotacao Nao Sincronizada e Diferencial

No capitulo anterior estudamos a solugao do problema de encontrar a forma de uma su-
perficie equipotencial efetiva para sistemas duplos de estrelas em rotagao nao sincronizada
com a rotagao orbital, porém rigida, onde todas as partes da estrela possuem a mesma
velocidade angular. No processo, visualizamos que nao seria muito dificil o tratamento
do caso nao rigido. No presente capitulo, faremos um importante acréscimo no modelo
da rotagao nao-sincronizada. Introduziremos a possibilidade de tratar rotacao diferen-
cial. Nessa situacao, as diversas camadas que constituem a estrela terao uma velocidade
angular que varia de acordo com sua latitude. Por tratar-se de um modelo ainda nao
publicado, pelo que sabemos, faz-se necessario introduzirmos as equacoes fisicas que irao
nos conduzir a equagao do potencial da rotacao diferencial.

A equagado que permite encontrar a aceleracao, vista por um observador inercial, em
funcao da aceleracao vista por um observador nao-inercial é

PR P74 dF o .
— = —4+20x —4+Ox (O x7)+ A 5.1
a2 de? dt (@x7)+ 4 (5:1)
onde
&R L . L
i aceleracao vista por um observador no sistema inercial.
ar . . - . .
@ = aceleracao vista por um observador no sistema nao inercial.
= T
2Q) x = aceleracao de Coriolis.
O x (Qx7) = aceleracdo centripeta.
Ag = aceleragao da origem do sistema.

Considere um ponto que possui velocidade angular X em torno do eixo da estrela 1, a
qual, por sua vez, possui velocidade angular () em torno de seu eixo. As tinicas aceleracoes
fisicas que atuam nesse ponto, que gira com uma velocidade escalar ¢ = X x T1q em torno
da estrela, sao mostradas na Fig. 5.1
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Figura 5.1: Representagdo das aceleragdes que atuam no ponto na superficie estelar vistas no referencial
ndo-inercial. Note que ¥ aponta para fora da figura.

d1(Ag) ¢é a aceleracao da origem da estrela, provocada pela rotagao da
mesma em torno do centro de massa do sistema, @;=—dX (WX 7o1);

— 27 ’ ~ ’ . . .
o <d—T) é a aceleracdo centrifuga vista por um observador que gira junto

ao ponto, como o elemento gira com velocidade escalar 7=\ X7}
em torno da estrela, sua aceleragao serd: do=—AXAXT7);

as (—2@ X Z—f) corresponde a aceleracao de Coriolis provocada pela velocidade
escalar do ponto em relagdo ao referencial ndo inercial (estrela)
63 = 20 x (A X 771),
i <—Q X (ﬁ X 7")) é a aceleracao centrifuga devida a rotacao da estrela em torno do

seu eixo @y = — x (€ x 7).

Analisada a situacao no referencial nao inercial, conforme Figh.1, as aceleracoes sao:

—Ox (A x7) =20 x (XX 7)) = AXAXFL — @X (& XF1)

Quando vistas por um observador no referencial inercial, a velocidade angular do ponto
corresponde a {2 + \ e portanto a aceleracao centripeta associada a essa velocidade serd

(X + Q) X [(X + Q) X 7"1} , com isso as aceleracoes que atuam no ponto so:
B x (& % 7o) + 3+ 0) x [(X+Q) x a]

A vantagem em descrever as aceleragoes no referencial inercial consiste em agrupar em
uma tnica aceleracdo as trés observadas no referencial ndo inercial, pois:

— — -

X+ Q) x [(X—i—ﬁ)xf-’l] =0 x (Qx7)+20 x (XX 1) + AXAXT

A fim de descrever todas as aceleracoes que atuam no ponto devemos acrescentar
as aceleracoes fisicas provocadas pela atracido gravitacional das estrelas. Sabemos que
uma das componentes da forga de rea¢ao normal (b;) deverd desempenhar a fungao das
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(n (2)

Figura 5.2: Representacio das aceleragOes vistas por um observador no referencial inercial (1) e néo-
inercial (2)

aceleracoes mencionadas acima (52), enquanto que outra componente (—53) serd a reacao
normal as aceleracgoes gravitacionais (devido as estrelas), como mostrado na Fig. 5.2.

A mesma situagdo, vista por um observador no sistema no inercial (em rota¢ao com o
ponto), descreveria a reagao normal a superficie (bl) como reac¢ao a soma das aceleracoes
inerciais (—bo) com as aceleracdes gravitacionais (bs),

by = wx(wxf01)+(X+Q)x[(X+(z)xfl}, (5.2)
by = -V [—G"“ - GmQ]. (5.3)
T T2

Conforme a equacao do equilibrio hidrostatico, temos

_ o
%:_v[_aml sz]_gx(&xfm)—()mtﬁ)x[(A+Q)xf’1]. (5.4)

(A1 ()

Associando uma func¢ao potencial a cada uma das forcas acima, temos

—IX (B X Fy) = —V(—wrozi), (5.5)
> = =N > A+ Q)22
—(X+0) x [()\ +§) x 7«1] = -V (-%) . (5.6)
Pela equacdo do equilibrio hidrostético,

VP =—pV¥ (5.7)

onde: o o N L0122
\If = — m — ma — UJQTOIZ‘I _ w (58)

r1 9 2

A Eq. (5.8) corresponde a mesma equagao apresentada para a rota¢do nao sincronizada
(Limber 1963, Eq. (4.1)), com a diferenga de termos incluido a velocidade augular da
camada em relacdo a superficie estelar (X) Na verdade, podemos reagrupar o termo
(X + Q) em uma unica velocidade angular, observada por um observador no sistema
inercial (€2y) e, assim, teremos

Gm;  Gmy (Q9)2r2,

2
— - 5.9
(A1 T W 2 ( )

T =—
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A diferenga entre a Eq. (5.9) e a Eq. (4.1), de Limber, é que naquela considerdvamos a
velocidade angular constante e igual em todas as camadas da estrela, ao passo que nesta, a
rotacao é diferencial e, para cada valor do angulo #, teremos uma camada com velocidade
angular definida por uma relagdo entre {2y e 6.

Nos modelos que serdo apresentados neste trabalho, faremos apenas uma restricao
quanto a distribui¢do das velocidades ao longo das camadas: a maior velocidade angular
deve-se concentrar no equador (por onde espera-se que a estrela perca matéria, caso a
rotagao seja demasiada). As mudancas que devem ser feitas em termos computacionais
sao minimas, pois basta adicionar nos algoritmos ja desenvolvidos uma dependéncia entre
a direcao # e a velocidade angular €2y9. O exemplo que faremos a seguir refere-se a uma
estrela de = 0,5 e, inicialmente, y(const)= 4. O potencial escolhido corresponderd ao
valor limite (lobo de Roche), ¥ = 3,075454. Assim a forma da estrela serd a da mostrada

Figura 5.3: Projecdo no plano zz da superficie critica construida com p = 0,5 e 2y = 4, constante em
todas as camadas.

03T

]

—n3L

na Fig. 5.3, que corresponde a projecao da superficie no plano zz.

Figura 5.4: Distribuicdo da velocidade angular(£24) em funcéo do angulo 6. Linear, quadratica, senoidal.

99



Agora introduziremos 3 distribuicoes diferentes e arbitrarias de velocidade angular:
na primeira teremos uma dependéncia linear entre a velocidade angular e o angulo 6,
na segunda uma quadrética e na terceira uma dependéncia senoidal. A forma dessas
distribuicoes de velocidade angular estd na Fig. 5.4. Note que os valores de {2y vao de
zero a 4 vezes a velocidade orbital.

Com isso temos os seguintes aspectos morfolégicos mostrados na Fig. 5.5. Podemos

L

Figura 5.5: Projecoes nos planos 2z (painel da esquerda), yz (painel da direita) e 2y (painel inferior) para
diversas formas de rotacdo diferencial. A forma tragada pela curva mais externa corresponde & distribui¢do
Qy = 4 (constante). A partir dessa, sempre em direcdo ao centro, a segunda forma corresponde &
distribuicdo senoidal, a terceira a linear e a quarta, a mais interna, & distribuicdo quadratica, mostradas
na Fig. 5.4. Note que o painel inferior (proje¢do no plano zy) mostra somente uma curva, ji que elas
sdo coincidentes para todas as distribui¢oes de rotacdo angular, uma vez que todas possuem 0y = 4 no
equador estelar.

notar a gradual deformacao da estrela com o aumento de sua velocidade algular de rotagao
em dire¢ao ao equador, quase que sugerindo a formag¢ao de um disco em torno do equador
estelar. A configuragdao no plano zy, nao mostrada na Fig. 5.5, corresponde a mesma da
configuragao obtida para a rotacao uniforme ou rigida, uma vez que, nos nossos exemplos,
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a distribuicao de velocidades atinge seu valor maximo no equador.

04—+

Figura 5.6: O mesmo que a Fig. 5.5, somente com as projecoes no plano xz, para g max=1.

A configuragao das componentes no lobe de Roche eram tnicas uma vez estabelecido
os valores para as variaveis p e {2, com a introducdo do modelo da rotacao diferencial
precisamos nao apenas do valor de {2, mas sim sua distribuicao ao longo das posigoes
latitudinais (€2¢), com isso podemos ter infinddveis configuragoes no lobe de Roche e nao
apenas uma (como esperado no modelo anterior).

As mudancas nas componentes ndo serdo tao significativas se a amplitude de valores
para a velocidade angular ao longo da estrela nao for tdo grande, por exemplo se fizermos
as mesmas distribui¢oes do exemplo anterior, mas o valor maximo da velocidade angular
for 1, temos as seguintes configuracoes mostradas na Fig. 5.6.

Por inspecao do grafico acima podemos facilmente verificar que a configuragao senoidal
coincide praticamente com a distribui¢ao uniforme, as formas linear e quadratica apre-
sentam diferencas substanciais a medida que nos aproximamos do equador, mas menores
se comparadas com o exemplo anterior.

O modelo da rotacao diferencial consiste, em tultima andlise, de uma selecao e agrupa-
mento de diversas camadas obtidas por configuracoes que variam continuamente o valor da
velocidade angular seguindo a distribuicao desejada. O tnico problema advindo deste pro-
cedimento refere-se a possibilidade de produzir formas descontinuas ao se escolher alguma
distribuicao especifica. Podemos eliminar tal possibilidade obedecendo dois critérios. O
primeiro consiste na escolha de fungoes continuas para as distribuicoes de velocidade an-
gular, que, uma vez assegurada, garante a continuidade da variavel r. O segundo consiste
numa escolha apropriada de funcées que nao excedam os valores maximos permitidos para
o valor de €y de acordo com a sua posicao latitudinal.

Para encerrar nosso trabalho acrescentamos ao modelo da rotacao diferencial as va-
riacoes das velocidades angulares observadas no Sol. Para isto dispomos de apenas trés
pontos e seus respectivos periodos (encontrados a partir da observagdo das manchas so-
lares), no equador, de 25 dias, a 40° de latitude (ou 6 = 50°), de 27 dias, e nos pélos, de
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36 dias. As velocidades relativas dos pontos sdo, respectivamente, 1,22 e 23

27 © 36
Com esses dados, ajustamos uma curva do tipo
Qo = Qo max (1 —7 (1 — send)) (5.10)

onde Qg ax € 7 530 constantes (g max=1, 7=0,30613). Utilizando essa distribui¢io, dada
na Fig. 5.7 e Eq. (5.10), comparamos essa configuragdo com o modelo constante (£29=1).
Obtemos a configuragdo cuja projecao no plano zx estd representada na Fig. 5.8.

06T

0.t
3}

1 1
0 45 o0 135 180

Figura 5.7: Distribuic¢do da velocidade angular em funcdo do dngulo € para o modelo solar.

Figura 5.8: Configuragio indicando a projegdo no plano zz das superficies com {2}y constante e variando
de acordo com distribuicdo indicada na Fig. 5.7, Note que, para a rotagdo diferencial solar, o efeito é
praticamente desprezivel.

Como pode ser notado, as formas geradas para a rotagao uniforme e para a rotagao
diferencial sao muito proximas uma da outra, de modo que, na escala da Fig. 5.8, nao se
percebe qualquer diferenca entre elas. Se aumentarmos €2y maximo até 16, ainda assim
nao observamos qualquer diferenca visivel entre as projecoes.
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Os modelos onde a velocidade nos polos nao vai a zero, como o observado no Sol
nao provocam mudanca substancial na morfologia estelar quando comparados com as dis-
tribuicoes de velocidade da Fig. 5.4. Se comparados com a rotagao uniforme, as diferencas
mais significativas sdo apresentadas em superficies que variam de maneira brusca, mas
continua, sua velocidade de rotagdo ao se aproximarem do equador (como exemplo pode-
mos citar as distribuigdes linear e quadrética).
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Capitulo 6

Conclusao e discussao geral dos resultados

Um dos problemas centrais do trabalho foi criar recursos matematicos que conduzissem,
de maneira segura, a solucoes para a inversao da equagao do potencial, ou seja, para
encontrar a superficie (vetores posi¢ao) correspondente a determinado valor do potencial
gravitacional efetivo. No estudo da implementacao do método de Laguerre associado ao
método de Newton realizado no Capitulo 3, nao foram apresentadas as condigoes em que
um seria melhor do que o outro. No presente capitulo faremos essa dicussao, especificando
as situagoes em que um método se adapta melhor que o outro, e faremos uma discussao
geral sobre o trabalho.

6.1 A escolha do método

Para esclarecer melhor o critério para essa escolha, considere o exemplo em que de-

sejdssemos encontrar o raio na direcdo 0 = 5 e ¢ = m para = 0,5 W =2,5e¢ QO = 1.

Usando o método de Newton e o método de Laguerre temos os resultados apresentados
na Tabela 6.1. Neste simples exemplo temos que o método de Laguerre apresentou uma

Tabela 6.1: Comparacdo entre os métodos de Newton e de Laguerre para encontrar o raio que apresenta
o potencial ¥=25 em uma estrela num sistema bindrio de massas iguais (u=0,5), sincronizada com a
6rbita (2=1), na direcdo § = § e ¢ = m. N representa o niimero da iteragdo e o raio estd apresentado
em termos da separacdo orbital.

N Newton Laguerre
0 0,250000 0,250000
1 0,276887 0,279081
2
3

0,280711 0,280776
0,280776 0,280776
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performance melhor do que o de Newton, pois na terceira iteragao ja atingiu a raiz da
equacao dentro da precisao requerida, enquanto foi necessario uma quarta iteracao para
o método de Newton alcancar o resultado desejado.

O proximo exemplo serd encontrar a raiz com as mesmas especificagoes do exemplo
anterior, s6 que dessa vez o potencial desejado serda ¥ = 2,1, onde a estrela é maior. Os
resultados estdo na Tabela 6.2. Nesse segundo exemplo ja podemos observar que, para

Tabela 6.2: Comparacio entre os métodos de Newton e de Laguerre para encontrar o raio que apresenta
o potencial ¥=21 em uma estrela num sistema bindrio de massas iguais (u=0,5), sincronizada com a
6érbita (2=1), na direcdo § = 7 e ¢ = m. N representa o niimero da iteragdo e o raio estd apresentado
em termos da separacdo orbital.

N Newton Laguerre
0 0,312500 0,312500
1 0,370117 0,379494
2
3
4

0,391214 0,393794
0,393828 0,393866
0,393866 0,393866

ambos os métodos, foi necessario adicionar mais uma iteracao para se alcancar a raiz
desejada.
No 1ltimo exemplo, faremos ¥ = 2, mostrado na Tabela 6.3. Para este valor do

Tabela 6.3: Comparagcio entre os métodos de Newton e de Laguerre para encontrar o raio que apresenta
o potencial ¥=2,0 em uma estrela num sistema bindrio de massas iguais (u=0,5), sincronizada com a
érbita (2=1), na direcdo § = § e ¢ = m. N representa o niimero da iteragdo e o raio estd apresentado
em termos da separacao orbital.

Newton Laguerre
0,333333 0,333333
0,407843 0,424016
0,452442 0,476346
0,476019 0,493215
0,487493 0,498073
0,493988 0,499453
0,496994  0,499845
0,498497  0,499956
0,499248 0,499988
0,499624 0,499996
0,499812  0,499999
0,499906 0,500000

e R e N U N N e = P4
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potencial, a situacao é um pouco mais delicada. Na 122 iteragao, o método de Laguerre
atingiu o valor desejado (0,5) mas somente na 202 iteracao o método de Newton atinge a
raiz da equacao.

O que estaria acontecendo para este valor do potencial, que dificultasse tanto a con-
vergéncia de ambos os métodos? Se, nestes casos, o modelo de Laguerre é o mais apropri-
ado, como identificar, para cada configuragio especifica (i e w), o valor desse potencial
critico? QQue garantia temos que mesmo para potenciais diferentes do potencial limite nao
tenhamos a mesma situagao se tomarmos outras diregoes 0 e ¢?

Para responder a primeira questiao, observe o grafico mostrado na Fig. 6.1. Podemos

1III.l 0.2 0z 0.4 0.5 0.4

Figura 6.1: Grafico potencial em funcdo do raio, a reta pontilhada corresponde ao ¥ = 2,5, a tracejada
para ¥ = 2.1 e a continua ¥ = 2.

concluir através desse grafico, que a convergéncia do método de Newton para os valores
do potencial ¥ = 2,5 e ¥ = 2,1 é rapida devido ao fato de que, para esses potenciais
escolhidos, temos satisfeitas duas condicoes matematicas que garantem a convergéncia do
método. A primeira refere-se ao fato de que a derivada de primeira ordem da funcao
potencial é diferente de zero e negativa, pois neste intervalo a funcdo é decrescente até
o ponto em questdo. E a segunda, de que a derivada segunda é continua (além de ser
positiva) dentro desse intervalo.

Nesse casos, mesmo com a melhor performance do método de Laguerre, o ideal seria
utilizar a aproximacao de Newton devido a simplicidade no célculo computacional apre-
sentada. Na situacao ¥ = 2 encontramos o primeiro ponto de minimo da fun¢ao potencial
(0¥ /0r = 0), e para estas configuragdes devemos adotar o método de Laguerre, pois o
modelo de Newton apresenta convergéncia pouco eficiente.

Com o propésito de se responder a segunda questao levantada devemos derivar a
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equacao potencial em funcao do raio,

AMp,r,0,0,x,Q) = u (1= p)(2r+2senfcos @)
H, 70,0, X, T‘2 2\/(r2+2rsenecos¢+1)3

Q%rsen?(0) + (1 — p) sen (6) cos(¢) (6.1)

representando graficamente a funcao acima na Fig. 6.2. Ao encontrar a raiz dessa equagao,

T
W'

=+

-40+

r60-—

Figura 6.2: Grafico de 0¥ /0r em funcio do raio para y = 0,5e Q = 1.

com a aproximacao de Newton por exemplo, teremos o valor do potencial critico. A
convergéncia nesse caso ¢ rapida, como mostrado na Tabela 6.4. Substituindo o raio

Tabela 6.4: Uso do método de Newton para encontrar o valor do potencial critico para g = 0,5 e 2 = 1.

N Newton

0 0,333333
1 0,446215
2 0,497727
3 0,500000

encontrado na equacao do potencial, temos que ¥ = 2.

Devemos averiguar se, para outras direcoes, temos o valor do médulo do potencial
critico superior ao encontrado na diregdo § = 7/2 e ¢ = w. Para isso, construimos a
fungao V (i, 2,6, ¢) que encontra, para cada configuragao escolhida, o médulo do potencial
critico. Inicialmente inspecionamos o comportamento do potencial critico em fun¢ao do
angulo ¢, para § = /2, mostrado na Fig. 6.3.
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Figura 6.3: Grafico V(u,Q,7/2,$) em funcdo do adngulo ¢ para § = /2.

Através da andlise do gréfico da Fig. 6.3, podemos concluir que o médulo do potencial
critico oscila entre 1,38 até 2,00 (para ¢ = m). Continuando nossa inspe¢ao, faremos o
grafico correspondente para @ = 7/3,7/4 e /6, nas Figs. 6.4, 6.5 e 6.6.

l'T“V[pﬂJr.-"lih )

Figura 6.4: Grafico V(u,Q,7/2,$) em funcio do angulo ¢ para § = /3.

Para 0 = 7/3, os valores para os potenciais criticos oscilam entre 1,22 até 1,62. Para
6 = n/4 (Fig. 6.5), a faixa de valores para o médulo do potencial critico é de 0,95 até
1,49. Para 6 = 7/6 de 0,66 até 1,28, conforme grifico da Fig. 6.6. Podemos facilmente
observar que, a medida que diminuimos o angulo €, os valores para os potenciais criticos
vao diminuindo. Assim, fica facil ver que é no plano zy que encontraremos o ponto onde
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Figura 6.5: Grafico V(u,Q,7/2,$) em funcdo do adngulo ¢ para § = 7 /4.

1.4--"‘\“"[“&‘1[.-'.11']] )

0.eT

0.4

Figura 6.6: Grafico V(u,Q,7/2,$) em funcdo do adngulo ¢ para § = /6.

o potencial critico serd maior, e, como ji mencionado para § = 7/2 e ¢ = 7, o potencial
critico assume seu maior valor, ¥ = 2. Pensando no aspecto fisico do problema, é de
se esperar este resultado, pois é exatamente neste ponto que a estrela perde matéria
ao aumentarmos continuamente seu tamanho. Inclusive, o procedimento utilizado para
encontrar o valor do potencial limite (potencial cujo valor conduz a estrela para a forma
de contacto com seu lobo de Roche) consiste em buscar, nessa dire¢ao, qual o valor do
raio para o qual temos V¥ =0 e 0¥ /0r = 0.

Uma vez que o menor valor para o médulo do potencial que trabalharemos sera o
potencial limite, pois nosso estudo limita-se a estrelas que estejam nas configuracoes
detached ou semi-detached, o tinico ponto em que teremos problema de convergéncia
serd em § = w/2 e ¢ = m. Mesmo assim, esse problema aparecerd apenas quando a
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estrela encontrar-se na configuracao de contacto com seu lobo critico. Para potenciais
cujo médulo seja superior ao potencial critico, nao temos problema algum em aplicar o
método de Newton, pois todos os pontos satisfazem as condicoes de convergéncia. Para as
configuragbes semi-detached, é apenas para os pontos bem préximos as dire¢oes 0 = 7/2
e ¢ = m, que devemos utilizar o método de Laguerre para uma melhor aproximacao.

Feitas as devidas ponderacdes quanto a precisdo das raizes, partiremos agora para
a aplicacao das solugoes da equacao do potencial, ou seja, a rotacao nao-sincronizada e
diferencial, que constitui uma das contribuicoes mais inéditas deste trabalho.

Com a finalidade de se estudar as mudangas na morfologia estelar, construiu-se o
grafico velocidade angular (com Qg(m4z) = 1) em fungdo do angulo 0, para todas as dis-
tribuicoes estudadas, mestrada na Fig. 6.7. Ao estudar as configuracoes das estrelas

Figura 6.7: Gréfico velocidade angular em func¢io do adngulo 6 (medido em graus) para as dis-
tribuiges: uniforme (linha tracejada pontilhada), solar (continua), senoidal (pontilhada), linear (trace-
jada) e quadratica (continua).

pode-se observar que, mesmo com as mais variadas fungoes apresentadas, as mudancas
proximas aos pélos das estrelas nao apresentam alteracoes significativas, apesar do valor
da velocidade angular variar bruscamente entre uma configuracao e outra, conforme ob-
servado na Fig. 6.7. Por outro lado, para algumas distribuigdes (linear e quadratica,
por exemplo) préximas ao equador, observa-se mudancas substancias na distancia radial,
como pode ser verificado na Fig. 6.8.

O que, em parte, justifica essas fortes alteracoes proximas ao equador, mas pouco
significativas nos pélos, nao esta na diferenca entre as velocidades angulares, mas sim nas
diferengas entre as aceleragoes centrifugas (24sen 6 ) percebidas pelos pontos em questao.
Na Fig. 6.9 podemos observar que, nos pélos, as diferencas entre as aceleracoes sao despre-
ziveis, ao passo que, a medida que aproximamos do equador, essas diferencas aumentam,
voltando a se anular no equador.
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Figura 6.8: Grafico diferenca relativa —, onde r; e , representam o raio da configuracio escolhida
e uniforme respectivamente) entre os raios em fungio do dngulo § (medido em graus) para as distribuigdes:
solar (continua), senoidal (pontilhada), linear (tracejada) e quadrética (continua).
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Figura 6.9: Grafico Qfsenf(medidas em relacdo a Qg(mse) = 1) em funcdo do &ngulo #(medido em
graus) para as distribui¢des: uniforme (linha ponto-trago), solar (continua), senoidal (pontilhada), linear
(tracejada) e quadrética (continua).

A conclusao a que chegamos, com relagao a rotacao diferencial, é que sua influéncia na
forma estelar sé é significativa quando possuimos distribui¢oes com mudancas substanciais
no valor da aceleracdo centrifuga ao longo das camadas, para distribui¢oes como a do
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sol sua influéncia é muito pequena podendo ser ignorada ao se construir as superficies
equipotenciais (conforme a Fig. 6.9, onde observa-se que as curvas estao muito préximas).

A conclusao final a que chegamos é que a introdugao do modelo diferencial permite-nos
obter uma quantidade incalculdvel de configuracoes estelares se comparados ao modelo nao
sincronizado uniforme, mas devemos nos lembrar que o interesse em se estudar os aspectos
morfolégicos das estrelas ndo termina com o modelo da rotagdo diferencial, podendo ainda
serem acrescentadas outras condicoes fisicas nao desenvolvidas neste trabalho como a
inclinacao do eixo de rotacao das estrelas nao coincidir com o eixo da drbita, ou acrescentar
uma, terceira estrela no nosso sistema. As equacoes fisicas para esses casos sao bem mais
complexas que os modelos apresentados e portanto devem merecer uma atencao especial
em trabalhos posteriores.
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