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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo testar a técnica de Regurarizacao
Implicita em teorias sem massa e investigar se é (ou nao) necessario alterar a
técnica para tratar as divergéncias infravermelha(IV). Aprende-se ainda que
em teorias apenas UV (ultravioleta) divergentes pode-se ter suas divergéncias
absorvidas na Renormalizagao. Divergéngicas IV podem aparecer o durante
processo de Regularizacdo Implicita(RI) sendo necessario uma relagao de-
licada entre a parte divergente UV e a parte finita UV para que ela seja
eliminada. Faz-se ainda o calculo da funcao ~.



Abstract

The purpose of the present work is test the Implicit Regularization Tech-
nique in massless theories and to investigate if the treatmente requires mo-
difications to meat the IR divergences from the one used the treat UV diver-
gences. One learns that no modifications are needed and that the cancella-
tion of UV divergences requires a subtle relation between divergent and finit
output of the amplitudes. We also obtein the anomalous dimension of the
theory.



CapiTULO 1

Introducao

A Regularizagdo Implicita (RI) é um método de tratar infinitos que
aparecem em calculos pertubativos das teorias quantica de campos renorma-
lizéveis, ver(9; 15). Ela apresenta caracteristicas desejadas, como a) preserva
a simetria no processo de regularizagao/renormalizacao, b) funciona direta-
mente no espaco dos momentos sem a necessidade de recorrer a continuacao
analitica no espago-tempo, e ¢) nao modifica a dimensdo do espaco. Além
disso a RI da nova percepcao de alguns célculos e pode ser aplicado em casos
em que outros métodos padrao nao podem. Permite entender como certos
resultados podem depender da regularizacao adotada.

Na RI uma funcao regularizadora, R(k? A;) é adotada mas somente de
maneira implicita de modo a justificar os passos algébricos nos integrandos
divergentes. Assume-se que R(k% A;) é par em k? no integrando, e A; sdo
parametros dessa distribuicdo. No limite de conexao limy, ..o R(k* A;) = 1,
de forma que as amplitudes nao sejam modificadas. O propésito é mostrar
que as divergéncias podem ser colocadas em termos de integrais divergentes
que dependem somente dos momentos internos (chamadas integrais basicas)
que nao serao calculadas. Os termos restantes sao uma diferenga de integrais
com mesmo grau superficial de divergéncia chamada relagao de consisténcia
(RC), e partes finitas UV que dependem do momento externo. O valor da RC
depende da regularizacao adota, ou de um modo mais geral é indeterminada.
Contudo seu valor pode ser determinado nos estagios finais dos calculos pelas
simetrias da teoria (1).

A principal caracteristica da Regularizacao Implicita é deixar as inte-
grais divergentes bésicas intocadas. Nenhum termo finito esta perdido, con-



siderando que os termos locais arbitrarios podem ser parametrizadas pela
RC. Termos arbitrarios locais correspondem a colocar contra-termos finitos
na lagrangeana, e podem ser acrescentados desde que obedecam a simetrias
relevantes da teoria. Assim a RI por ter estas caracteristicas é uma técnica
bem geral.

Uma versao da RI em que as Relagoes de Consisténcia sejam zero teria
vantagens do ponto de vista dos céalculos e fixaria desde de o inicio algumas
escalas abitrdrias fazendo com que as (identidades de calibre) fossem con-
servadas. Até o momento a RC esta conectada a invariancia na rotulagao
do momento do diagrama loop de Feynman. Se a RC desaparece a ampli-
tude é invariante a rotulacao do momento. Deve-se contudo tomar cuidado
para calcular amplitudes que contém objetos que violam a paridade como as
matrizes 7°.

A RC é particularmente importante no estudo de teorias Chirais e Anoma-
lia Chiral veja (8), uma vez que a dependéncia na rotulagdo do momento tem
um papel fundamental na descricao da Anomalia Chiral e ja que as identi-
dades de Ward referentes ao decaimento fraco do pion dependem fundamen-
talmente delas(16). Portanto formas que possibilitem facilidade nos célculos
em RI sao importantes.

A técnica de Regularizagoa Implicita foi testada em vérios contextos,
em sua maioria em teorias massivas, com bastante éxito no que se refere
a preservacao de simtrias e determinacao de anomalias, cdlculos de funcoes
do grupo de renormalizagao(GR). Menos atengao foi, no entanto devotada
a teorias sem massa. Um dos problemas nesse contexto com varios tipos
de regularizacoes é a obrigatoriedade de introduzir técnicas para tratar o
IV e 0o UV. O objetivo desta dissertagao ¢ usar uma teoria simples que nos
permita compreender o funcionamento da técnica em teorias sem massa. Em
particular mostra-se que nao é necessario introduzir mais “regras”. Aprende-
se ainda, que, as divergéncias UV podem ser absorvidas na renormalizacao,
o cancelamento das divergéncias IV necessita uma conexao delicada com a
parte finita da amplitude. Como exemplo de aplicacao calcula-se a dimensao
anomala do campo.

Calculamos de duas maneiras diferentes a auto energia da teoria A¢$
utilizando em passos intermedidrios a técnica de Rosner (2). No capitulo
3 aplicamos a Regularizagao Implicita (RI) juntamente com a técnica de



Rosner, que é especialmente adequada para teorias sem massa. No final do
capitulo 3 uma técnica alternativa que nao separa as divergéncias em um
primeiro passo, ¢ também aplicada. Esta segunda forma de fazer os calculos
¢ muito mais simples que o primeiro do ponto de vista calculacional, no
entanto nao se presta facilmente a sistematizagoes.



CAPITULO 2

Ferramentas basicas

2.1 A teoria \¢} e seu grupo de Renormaliza-

cao

A teoria de campos mais simples é uma teoria escalar ¢ auto interagente
com acoplamento tipo ¢>. Em seis dimensoes essa teoria é renormalizdvel e
tem sido usada como um “playground” para diversos testes de consisténcia,
prova de renormalizabilidade, técnicas nao pertubativas, etc.

A lagrangeana da teoria é:

Jo s

_ 1 2 1 2
L = §<au¢o) - §mo¢o + 3' .

(2.1)

Pode-se definir varidveis renormalizadas através das constantes de renor-

malizacao
G0 =22¢
m2 = Z,,m?
Yo = 4gg

Com isso a lagrangeana (2.1) pode ser redefinida como:

_lg e Lo g0t 1 o 1
L= Q(auﬁb) 2m¢ + 31 +2A(8u¢) Bme¢® +

(2.2)

Definimos também
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Z=1+A, (2.3)
77, =1+ B, (2.4)
Z37Z,=1+C. (2.5)

As regras de Feynmam da teoria sao

= .

A) B)

Figura 2.1: a)propagador B)contra termo i(Ap? — Bm?)

i
p2 —m?2

H4 ainda

<} D)

Figura 2.2: a)Vértice ig, B)contra termo igC

2.1.1 Grupo de Renormalizacao

Sempre que se faz uma renormalizacao pertubativa sao obtidas ampli-
tudes divergentes que devem ser regularizadas através de algum procedi-
mento. Esse processo naturalmente introduz uma escala arbitraria. Esta
escala é usada no processo de calculo das fungoes do grupo de renormaliza-
cao, e aparecerd nestes calculos através das constantes Z e Z, . A funcao de
Green depende da escala introduzida pela renormalizacao, mas a funcao de
Green nua nao depende. Assim temos a relagao:

Z ST = T7(pi, go, M)

Portanto sua derivada em relagao a escala A\ fornecera a relagao:
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L[Z= Ty =0,

o que resulta em

07(=3) 20 990 Om 0
que pode ser reescrita como
0 0
<>\5 + 5— TmiMg = 717) I'n=0, (2.7)

onde (3,7, e v sao definidas por

— )99
5_)\8)\ )
g7m
_ A Om
Tm = Thax| o
g7m
_ Aoz
T =32Z0n
g7m

Quando a teoria for ndo massiva (m = 0), o termo ~,, seré nulo.
2.2 A técnica de Rosner

Nesta secao encontram-se as relacoes e propriedades necessarias para o
célculo de integrais, utilizando a técnica de Rosner, ver(3). Em principio
tém-se:

i E)C?(p- k), (2.8)

(7

o termo C(p - k) é um polinémio. Se A = 1/2 tém-se um polinémio de
Legendre, se A = 1 tém-se um polinémio de Chebyshev e para A =2 (N =6
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dimensdes) tém-se um polinomio de Gegenbauer, sendo que A é dado pela
relagio A = N/2 — 1 onde N ¢ a dimensao. Os polinémios de Gegenbauer
CMp - 12:), n =20,1,2,.., e A > —1/2 formam um conjunto completo no
intervalo (—1,1). O termo p - k é um cosseno do angulo entre p e ? A
relacao de ortonormalidade é dada abaixo:

1

= [ dNC2(p - R)CL (D k) = Anbpm, (2.9)
Qn
Al (n+2A N/2
onde A, = —n!(ni)\)r(;/\) e Qy = [dOy = FQFN/2)'

E vélido lembrar ainda os polindmios de Gegenbauer 1teis neste trabalho:

Ca(t) = 1. (2.10)

A relagao a seguir fornece os polinomios necessérios apartir do polinomio
anterior Cj(t) = 1, veja(3):

2(n 4+ NtCMt) = (n 4+ 1)C2, () + (1 = Sn0)(n + 20 = 1)C2_ (1), (2.11)

também serd importante a relacao

CMt) = 2)t. (2.12)

Agora o termo C3

Cy(t) = 20\ + )12 — \, (2.13)
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e por ultimo:

1
Cy(t) = gA(4)\2 + 120 + 8)t3 — 20(\ + 1)t,

o t é angulo nas relacoes anteriores e pode ser dado por

(2.14)

(2.15)

Para este trabalho que é feito em 6 dimensoes, o A = 2. Resta agora a

relagao f,(k,p), que serd dada a seguir.

onde

Tem-se também

se p>k

El SIS EN

se k>p

ka:{

Restando somente o G, (z) para ser definido abaixo:

T(\)T(n + 1)

Gnlw) = I'(n+ )

(1 — o) R (A, n+ 200+ A+ 1;2)],

(2.16)

(2.17)
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sendo que A = 2 e o F] é uma funcao hipergeométrica que tem a série:

F b; n 2.18
o F1(a,b;c; x) HZ:O ©. ' ( )

aqui (a), = —Fgf(:)n).

2.2.1 Relacgao entre as fungoes hipergeométricas e a série geométrica

E possivel encontrar através de derivacao da série geométrica uma re-
lagao para a fungao hipergeométrica (2.18) que nao envolva o somatério. As
relacoes necessarias neste trabalho sao apresentadas aqui. A primeira relagao
é feita em detalhes, e as outras apenas os resultados sao apresentados, pois
sao calculos similares.

1. CasooF(2,5;4;x): Apds algumas manipulagoes da relagao (2.18), obte-
mos

Zn%”—i—Snm + 42",
n=0

»J>I»—

2F1 541’ i Z

n=0

(2.19)

e da expressao ﬁ = > ,x", que pode ser derivada dos dois lados
da igualdade, resulta

1_1: an -1

Para que a expressao acima tenha a forma de série geométrica é necessario
fazer a mudanca m = n — 1, o que resulta na relagao
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o0

1
LS e
<1 - x)z m=—1
Finalmente chega-se ao resultado
1 1 -
s = ma" (2.20)
(1—2) (1-z) =~

Derivando uma segunda vez a série geométrica e utilizando a mesma
argumentagao anterior, obtemos

2 3 1 =
(1-@3_ﬂ—xP+1—x:§:pﬂ‘ (2:21)
p=0

Pela substitui¢ao de (2.20) e (2.21) em (2.19) obtemos uma expressao
sem somatorio para oF}(2,5;4; x), da forma:

1 1

Fi(2,5;4;x) = 2.22
2 1( ) 73:) 2(1—I)3+2<1—I)27 ( )
vélida para | z |< 1.
2. Caso 2F1(2,7;6;x): Pelos mesmos argumentos obtemos
1 2
2 F1(2,7;6;x) = (2.23)

31—2)7 ' 3(1—2)

3. Caso 9F1(2,6;5;x): De forma andloga temos
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2 3
F1(2,6;5;2) = . 2.24
2 1(7 ) 73:) 5(1—I)3+5<1—I)2 ( )
4. Caso 9F1(2,4;3;x): Também argumentos idénticos levam a
2 1
JF(2, 453 0) = (2.25)

31 —2)7 31—

2.3 Integrais divergentes importantes
2.3.1 A integral logaritmicamente divergente [,,(1*)

A integral logaritimamente divergente UV, é importante neste trabalho,
pois utilizando uma relacao importante deduzida aqui, é possivel cancelar a
divergencia IV que durante o uso da RI aparece nos céalculos.

Seja a integral logaritimicamente divergente UV:

Ilog(MQ) = /j: (Zﬂ'];(i <k2 _1N2>3 (226>

A integral esta no espago de Minkowski e p é um cutoff IV. Quando no
espaco euclidiano teremos

* kodk 1
Liog (%) = —i ds) 2.27
o1 / (2m)0 (& + 22 / 220
foi usada relacao (d° = k°dkd(Y). Pode-se ainda fazer (dk? = 2kdk), assim

temos

1 [ 1
Lo (11?) = — ! —/ A o — 2.28
tog (°) (4m)3 2 J, (k% + p?)3 ( )

Mudando-se as variaveis
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y = k*+ p? — dy = dk?,

B =0—y=p2

k? = 0o — 3% = 0.

A integral fica entdao com a forma

i 1% (y—p?)dy
Loy = ——— = [ L EJ %7 2.29
) =~z [y (220)
Assim, chamando b = 2(4%)3 obtmos a forma final desejada
“dr 3b
Log(@?) =—=b | —+ = 2.30
) =0 [ (2.30)

Com a relacao (2.30) pode-se obter mais uma relacdo importante que
vai definir no contexto da RI a escala do grupo de renormalizacao e também
impedir a catastrofe infravermelho. A relagao é conseguida fazendo

B4 1) = =5 / )] (231)

A relagao de escala fica

)\2
Tiog(11%) = T1og(A?) — b1In 2 (2.32)

2.3.2 A integral quadraticamente divergente I,,.q(m?)

Em teorias nao massivas a integral quadraticamente divergente nao con-
tribui, veja (4). Este comportamento é melhor compreendido quando parame
trizamos a integral. Para a parametrizacao da integral com divergeéncia
quadratica é necesséario o resultado da parametrizacao da integral logariti-
mamente divergente. As duas parametrizagoes sao apresentadas abaixo.
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Seja a integral logaritimamente divergente onde i assume valores inteiros.

A k2
| e 233)
derivando-a em relacao a m?
ol,,(m*) o [ K b
omz  om2 [, (K2—m2yt2 m2 (2:34)

Aquio [, = [dVk ( N é a dimensao da integracao), i assume valores inteiros
e b =constante.
Integrando (2.34) obtém-se uma parametrizagao geral para a integral | ,:\ %,

cujo resultado é:

~iA A2
I (m?) = blnm + 8, (2.35)

log

aqui 3 ¢ uma constante finita. Serd encontrada uma parametrizagao da Iy,qq
de forma analoga.

n ) A kQZ
[quad(m ) :/k m (236)

A derivacao em relacio novamente a m? resulta

81(7;11}ad (mQ)
om?2

utilizando de (2.35) e integrando a equagao acima

= (i + 1) I (m?), (2.37)

~ A2
Lynaa(m®) = b(i + 1) (C/\2 + mQZH(W) + 042m2). (2.38)

Para uma teoria nao massiva (m — 0). A constante c ¢ arbitréria, logo
podemos adoté-la como sendo igual a zero. Assim para a teoria nao massiva
a contribuicao do termo com divergencia quadratica é zero.



CAPiTULO 3

Calculo da Auto Energia pela
Técnica da Regularizacao
Implicita

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos a técnica de Regularizacao Implicita apli-
cada a auto energia um loop da teoria A¢® nao massiva. Explicitamos a
parte divergente e a parte finita, mostramos que nao é necessario uma téc-
nica diferente para tratar divergéncias UV (ultravioleta) e IV (infravermelho).
Calculamos a escala do Grupo de Renormalizacao. Em particular, a parte
finita é obtida usando-se uma elegante técnica proposta por Rosner, veja (3).

3.2 O método da Regularizacao Implicita

O objetivo principal da técnica de Regularizagao Implicita é, nao modi-
ficar a amplitude de Feynman a ser calculada em nenhum passo do célculo.
Supomos a existéncia de uma regularizagao apenas para dar sentido as in-
tegrais divergentes. Outra idéia essencial do método é separar as integrais
divergentes, independentes de momentos externos e deixa-las na forma de
integrais, que eventualmente poderao ser calculadas por qualquer método.
Desta forma a parte finita pode ser extraida sistematicamente.

A técnica baseia-se na utilizacdo da seguinte identidade
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1 1 2p-k—p?

bR R Rk (3.1)

Note que se uma amplitude fisica tiver dois ou mais denominadores a
aplicagao da identidade vai torna-la cada vez mais convergente, isolando as
divergéncias independentes do momento fisico, p na identidade acima.

3.2.1 Aplicagao a auto energia da teoria \¢;

A expressao da auto energia é:

P-K
P : P
K

Figura 3.1: —i ) =Auto energia

, g* [ dS 1
== [ G (32)

A integral acima é quadraticamente divergente, portanto aplicando a
identidade (3.1) trés vezes resultard na seguinte soma de integrais:

—1 :9—2 L 1 2p-k—p*) (2p-k—p** (2p-k—p*)?
¥ 2 /_oo (2m)6 [(k2)2 (k2) (k2)4 + 2 — k)] (3.3)

a qual apos alguma &algebra torna-se
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5 Gl @
. ®)
N 4(pé8k)2 ©
T D)
" R ®
- ©
% (H). (3.4)

Estas integrais acima apresentam divergéncias quadratica e logaritmica
no UV e também divergéncias no IV. Algumas sao finitas no UV e no IV.

3.3 Calculo explicito das integrais tipicas

A divergencia IV aparece apds a manipulacao do integrando com a iden-
tidade basica(3.1) da RI. A divergéncia IV deve ser eliminada dos célculos,
uma vez que inicialmente ela nao existia. Notaremos que ocorre o cance-
lamento da divergéncia IV através de uma relacao delicada entre a parte
divergente UV, e a parte finita UV.

As integrais tém as divergéncias UV distribuidas da seguinte forma: A
integral (A) é quadraticamente divergente UV, as integrais (B) e (C), sdo
logaritmicamente divergentes UV. Os outros cinco termos restantes (D,E,F,G
e H) s@o finitos UV.

Os calculos das duas primeiras integrais tipicas (D e E) serao feitos de-
talhadamente por questao de clareza, neste capitulo. Calculamos as demais
integrais no apéndice B, ja que seus calculos sao similares. A primeira inte-
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gral finita (D), nao emprega a técnica de Rosner para ser calculda mas para
as demais a técnica é empregada.

1. Calculo da integral D

A primeira integral finita (D) estd no espago de Minkowski, e serd
transferida para o espaco euclidiano, ficando

4.2 o) 6
_.pg d°k
D=1 5 /OO )k (3.5)

Mudando para coordenadas polares e colocando um cut-off (x) na in-

tegral em k, tém-se

D

4 2 00 k5dk
=29 / dq. (3.6)

2 ), @0k

Como em 6 dimensoes (N = 6), [dS N:FQ(”JQV//;) = 7 e lembrando que

dk? = 2kdk, a integral acima torna-se

2 oo 2
97 4 1 d°k 4
D =i— — . 3.7
e /Mz K (2m) " (8.7)
Podmos fazer a mudanca da variavel de integracao para x = 2—;, o que
resulta
2 2 [e9)
g p dz
E o resultado é:
2,2 2
gpr P
D = 24(4703(?) (3.9)

O procedimento aqui utilizado para evitar a divergencia IV foi impedir
que a variavel da integral assumisse o valor zero. Poderiamos ao invés
disso ter acrescentado a massa p ao propagador.

2. Célculo da integral E
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A segunda integral finita (E) depois de mudada do espago de Minkowski
para o espaco de Euclides fica:

Q2 o0 de = ]g 3
Jo / - k) (3.10)
2 ) (2m)S E3( — k)2

Para o calculo desta integral é utilizado neste trabalho a técnica de
Rosner, em que primeiro utiliza-se a relagdo (2.8) na integral acima,
ficando:

i8g* [ de: 1 P g
E=—" GkBanp, F)Ca(p - k).(0 k). (3.11)

—0o0

Mudando para coordenadas polares o termo ffooo dSk vira fooo k>dk [ ds.

Sendo (p- k:) = (p ,’:))3 . onde 2 )) (p- l;:) ¢ angulo um angulo, obtemos:

P o [/ dQanp, s T iyt

(3.12)

Com a relagao (2.14), com A\ = 2, e ainda ¢t = % que ¢é um angulo,

chegamos apés algumas manipulagdes a 3 = <& A integral (3.12)

3
32 T3z
adquirira entao a forma

- 2
19°8 p7r 9 2
E— P @
2%[ /0 dk}jfnp, ez

R i def( B [ Eezee (3.13)
32 Jo — b R '

onde A, *%eQN—fdQN* 2”]\1;//22)

Com a relagao de ortonormalizagao dos polindmios de Chebyshev (2.9),
as integrais acima tornam-se:
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;2 3.3 [oo 3.3 [oo
19°8 | _p°m 8p°m
= — dk k) + dk k)|. 14

O intervalo de integracao deve ser partido para que se possa aplicar a
identidade (2.16). Dividimos o intervalo de integracao que vai de fooo,
em um intervalo que vai de fé) + fpoo, além disso colocando um cut-off
(1) na integral, e com a rela¢do (2.17), as integrais (3.14) tornam-se

2 3 pp 3,6 (00
19°8 s 3 k. TP 1 Do
E= 9218 ™ | akk3Ga((2 L B e N (e
o [ | GG 8T [T kg k)
8m3 [P k 8pimd [ 1 D
— | dkkGi((=)? dk—G1((7)%)]- 3.15
o S [ e Cn B [Tage @] 6
Fazendo a substituigao (d*k = 2kdk) nas integrais (3.15)
temos:
2 3 P’ 3,6 [0
19°8 8m 27 12 k.,  8mp / 9, 1 D\
E A kk*Gs((— d°k—G5((=
2(2m)6 {32;92(2)/0 3((;9) )+ 32(2) J,, kS ()
8rd [P k Spimd [ 1 P
d’k —)? d*k— 591, 1

Mudando a varidvel (z = %) e colocando cut-off (1) nas integrais,

'SN| E

obtemos a expressao:

- 2 2,3 1 2.3 oo 1 1
g S [8“ / dx.x.Gg(m)+8p7T/ dr. 5 Gy()
B 1

2(27)% | 32(2) Ju2 32(2)
+ 27;(5) /2 dx.Gl(x)+§];(;T) /looda;%cl(%)}. (3.17)

Ainda com as relagoes (2.17), obtemos:
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ey
+ 21;2(7;;%/100 dx.xi.(l — =)% 2 F1(2,7;6; %)
+ igzgj % /g dr.(1 — 2)35F1(2,5;4; 1)

Observamos que hé somatorios nos integrandos em o F7, mas isto pode
ser contornado utilizando o recurso (2.22). Com a substitui¢do das
relagoes (2.22 e 2.23) na integral (3.18), e com mais alguma algebra,
obtemos as integrais abaixo

p?mdl [ 1 1
S ode = - =] 3.19
T 2/1 ’ (:52 29:3)} (3.19)

Fazemos a integracao para obtermos:
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22m)5 [322)4\ 2 9 Jw

p?rdl [ —1 2\~
+ e

32(2) 4 \ 222 923/,

Sp?m3 1 22\
+ —|lx——

32(2) 2 i)

Sp*m 1 1 1\~

| ——4+-— . 3.20

* 32(2)2( ;ﬁw)l} (3:20)

(3.21)

3. Célculo da integral F
Os calculos desta integral estao no apéndice A.

No espago euclidiano temos:

10 2 00 d6k3
F=-29 / — (3.22)
2 e (2m) G — B

depois de um pouco de algebra similar a da integral (3.10) chegamos a
solugao

T (Ar)3T72 4(4rm)3

2 2 2 2 2 2 2] u?
ip’g” 11 ipg (p)_@pg n () (3.23)

w2 (4m)p 12
Notamos que o segundo termo do resultado acima, o qual é divergente
Infravermelho, é cancelado pelo termo (3.9).

4. Calculo da integral G

Mudamos a integral para o espaco de Euclides e fazmos os calculos de
forma similar as integrais anteriores, estes cédlculos estao no apéndice

A. Seja
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i12p2¢% [ dOk.(7- k)2
G=-"T9 / k) (3.24)
2 so (2)8K8(p — k)2

O resultado do célculo da integral é:
ig2p2 <§)+ ig2p2 H[2

RS TISE In el (3.25)

O termo com In seré cancelado por um termo da proxima integral.

5. Célculo da integral H

A integral H no espaco euclidiano é:

6g%p* [ d°k (P k
H:ng/ _ k) (3.26)
2 Jooo 2m)0 k35— k)2

Estes calculos também constam no apéndice A. A integral terd o resul-
tado:

- 2,2 - 2.2 2

ig’r®  ig*p® |
H=- - (). 3.27
an 2 ) (3:27)

Devemos notar que o segundo termo do resultado acima, cancela o
segundo termo com In da integral anterior.

Resta ainda o calculo das intergrais que tem divergéncia ultravioleta.
O que sera feito a seguir.

3.3.1 Diferenca entre integrais logaritmicamente divergentes

A diferenga entre as integrais logaritmicamente divergentes (B e C) pode
ser tratada como segue.

2 Aok */2
B+C=—g2p/ —+4—/ (p (3.28)

As integrais sao manipuladas para obtermos:
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-

2 o 16 0 (= 2 0o (= 1)\2
9 &k (P k) / (p- k)
B+C = Q[p /OO X 6/ s +2 : s | (3.29)

- o0 o

A diferenca entre as duas primeiras integrais logaritmicamente diver-
gentes acima é uma constante arbitraria o ver (7). Assim:

2 k8

—00

2 S AY;
B+C——g—{&g“”+2/ (p k)}, (3.30)

Usamos a relagao (2.30), e apds alguma dlgebra temos:

2

< 2.2 2 3
g ig*p Loy (%) (4m)°2 3
B+C=-Lagw ~2). 3.31

* y 12(47r)3< 5 2 (3:31)

Usando a relacao de escala (2.32), chegamos ao resultado:

2 2,2 - 2,2 - 2,2 - 2,2

9 . 9P o PR, igtt L, igPp
B+C=-Lagw+ 2201, (0 - In A Inp? — .
* 309"+ T e V) = s M g T Sy
(3.32)

O X é uma escala arbitrdria. O termo Inu? de B+C contém a divergéncia

IV, mas sera cancelada pelo termo também In p? da integral F.

3.3.2 Resultado Final

As integrais a seguir sao finitas UV. Dos resultados obtidos percebemos
o cancelamento das divergéncias IV a partir de um sutil relacao advinda
da parte finita UV, e da parte divergente UV (3.32). Este cancelamento
possibilita que quando o limite (z — 0), for tomado nds teremos novamente
a teoria sem massa e sem os problemas da divergéncia IV. A teoria nao tem
divergéncia IV inicialmente por isso a RI respeita este aspecto como deveria.

Integrais finitas UV e divergentes IR e mais alguns resultados finitos:

2,2 2

_ i (PP

D_Z4(47r)3<,u,2)
E—éi92p2

9 (4m)3
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112

r_ ip2g? 11 ip2g? (ﬁ) _ip?g? lﬂ(p—z)
= p)
w

(4m)3 72 4(4m)3 (4m)3 "~ 12
i 2.2 i 2,2 2
G=- (ngi*' (%) + 2(945)3 In 5_2
i 2,2 i 2.2 2
H = ity = dit n(5)

Quando o limite 4 — 0 é tomado, observamos que de D é divergente
IV e serd cancelado pelo segundo termo de F.
O termo E ¢ finito e fica como esta. Outro cancelamento analogo é entre os
ultimos termos de G e H.
Os termos perigosos (In u? e p2/’;—§) sao cancelados.

Para finalizar devemos avaliar as divergéncias UV:
Iquad - 07 (333)

e ainda
I, — 61}, — a. (3.34)

Os indices a e b sao utilizados para distinguir as duas integrais logaritmica-
mentes divergentes e o a é uma constante arbitraria, ver (16). A constante
sera determinada pelas condicoes de simetria da teoria.

3.4 Calculo Alternativo da Auto energia

A técnica utilizada nesta seccao nao efetua a separacao das integrais
divergentes e finitas no principio do cédlculo utilizando a identidade basica
(3.1), como feito na se¢ao anterior. A resolucao feita aqui é mais pratica do
ponto de vista dos cédlculos mas, a resolucao com aplicacao antes da iden-
tidade basica é mais util para sistematizacoes. Os calculos sao totalmente
analogos aos casos anteriores na sua estrutura de resolucao assim nao serao
reproduzidos com todos os detalhes.

3.4.1 Calculo explicito da auto energia

A auto energia no espago euclidiano:

ig> [ d% 1
2 /_oo (2m)6 k2[(p — k)?] (3.35)
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s

K

Figura 3.2: —i ) =Auto energia
Com a utilizacao da relagao (2.8) obtemos

-9 00 6 o
ig” d°k 9
> | e an P, K)Ca(p - ), (3.36)

Colocamos o cut-off 4, e com algumas manipulagoes, teremos:

42 3 2 0 2
g- 1 2 77.2 k.o p / dk Do
= = k=dk*G — —Go((=+ . 3.37
o [QPQ/ 1)+ 5 [T S ean
Mudamos a variavel para x = ]’Z—z na primeira integral, multiplicamos e di-
vidimos por p? a segunda integral, fazemos mais algumas manipulacoes al-
gébricas, e obtemos:

_ig" 1 p? /1 drz(1 —x)9F)(2,4;3; 7)
4 (47T)3 2 Y ) )

7
dlf2 p2 p2
+p /p 7 (1 - ﬁ) 2F1(2,4;3; ﬁ)} (3.38)

O valor de 2F1(2,4;3;z) foi encontrado em (2.25). O intervalo da segunda

. , . A .
integral é seccionado da forma: fpzo = fp2 + [ - Assim, obtemos

) 1 2 A% 7.2 2
1g© 1 9 x 9 dk D
4 (4n)? [p /ﬂ wr—3)+p /pQ 73

(3.39)
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Aqui mudamos a varidvel para y = k2. Assim teremos:

) 1 2 A2 2

g 1 9 T P
= d - — dy(l — —

4 (4rm)3 [p /_2 z( 3>+/pz vl Sy)

p2

+ /:O dy(1 — %)1. (3.40)

A relagao (2.30) ¢é utilizada e o resultado:

= — — 1 - - _
Py 1 2@ M e e YT\ Ty
(3.41)

Aqui b = 553 € I1og(A?) é dado pela expressao (2.30). Novamente temos
as integrais com divergéncia logaritimicas e quadraticas. As divergéncias
quadraticas nao contribuirao.

11292]92 292 ) Z'92p2 )\2 292 /*00 Z'gQPQ (Ilog()\Q) 3
A



CApiTULO 4

Calculo da funcao 7~

4.1 Introducao

A funcao do grupo de renormalizacao -, tem um papel importante no
comportamento assintético da amplitude de Feynman(5). Ela é chamada de
dimensao anomala e é importante para compreensao da dimensao do campo
renormalizado. Esté associada com a invariancia de escala.

Seja a transformacao de escala (ou dilatagao) no espago-tempo:

z, — e x,, (4.1)

onde t é um parametro representando a dilatacdo. A transformacao de
escala acima gera a correspondente transformacao do operador do campo.
Restringindo-se a uma teoria escalar neutra com campo ¢(z), a transfor-

~

magao de escala no operador do campo ¢(x) é:

o(x) — UTd(a)U = e "é(e"x), (4.2)

aqui d é a constante caracteristica para o campo ¢(z) e U é o operador
unitario que da origem a transformagao de escala do campo ¢(x). Se por
exemplo ¢(x) é o campo livre, obtemos

d=—""-~=1, (4.3)

sendo D a dimensao do espaco-tempo.
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A equagao (4.3) é obtida pela aplicacao da transformagao de escala (4.2) a
relacao de comutagao canodnica a seguir:

600, 280, — ) = 167 — ). (4.9

~

A dimensao d em (4.3) é uma ingénua dimensao de massa do ¢(x) obtida
pela simples contagem de poténcias, sendo chamada dimensao canonica e
representada por d, = %. Se ¢(x) é o campo interagente renormalizado,
a constante d nao coincide necessariamente com a ingénua dimensao d, do

~ ~

o(z). A constante d é em geral chamada dimensao de escala do campo ¢(z).

Considerando uma teoria sem massa, a acao ¢ invariante escalar, ou seja
invariante sob uma transformacao (4.2). Vejamos por exemplo a ac¢ao para a
teoria sem massa ¢3:

A= [eoly@ 00+ 5 (45)

Esta acao é invariante de escala para d = d,. Note que (D=6). Devido a
presenca de um termo de interacao, nao ¢é evidente se a fungao de Green
renormalizada espelha a natureza da invariancia de escala. Na verdade o
comportamento da amplitude de Feynmam em geral difere de um esperado
por uma contagem ingénua de poténcia. Se a teoria possui um ponto ultra-
violeta fixo em g = ¢, a funcao [ desaparece naquele ponto 3(g.) = 0, e
a invariancia de escala é readquirida, uma vez que a equagao do grupo de
renormalizacao se torna para g = g:

(% —6+nd, + m) F.(e'p,g.\) =0, (4.6)

aqui d, = 2 para a teoria ¢3. A solugao da equagao (4.6) serd

F(e'p, g2, ) = Fo(p, ge, A)(e") 5, (4.7)

Por outro lado, uma vez que a teoria é invariante de escala para g = g,
pela aplicacao da transformagao de escala (4.2) a amplitude de Feynman
F,.(p, g, 1t), encontra-se que:
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E(e'p, gy, A) = Fu(p, ge, M) (") (4.8)

Por comparagao entre (4.7) e (4.8) obtemos

d=d,+ 7. (4.9)
~ . . . _ >\ 8Z _
A relagao anterior mostra que a quantidade « definida por v = 555 =

A2 o7
Z OX2
campo ¢(z). Uma vez que 7 representa o desvio da dimensao de escala em
relacao a dimensao canodnica, é natural chamar v de dimensao anomala.

¢é a diferenca entre a dimensao de escala e a dimensao canonica do

4.1.1 Auto energia e constante de renormalizacao

Para a auto energia temos o rusultado

2
g 1
2 (IqUad(mz) - gpQIlog(mQ) + F), (410)

onde F é parte finita.
A soma do contra-termo i(Ap? — Bm?) resulta

) ig® 2 .9 ig® 2

ip (A + Fllog(m )) —im*(B + TIquad(m ), (4.11)
expandindo A e B em termos da constante de acoplamento g, tém-se A =
Yia;9' e B = %;b;g'. Como pode ser notado a equagio (4.11) tem termos
somente na ordem g2, assim os termos a,, b,, além de a; e b; da expansao de
A e B devem ser zero. Desta forma encontramos

;2
— _ 2
a2 = =g Liog(M”)
ig? I (m?)
__ _ 9~ fquad
by = —-5- 1.

Do capitulo 2 sabe-se que Z =1+ A, assim o valor do Z.

- 2
Z=1- %Ilog()\Q) (4.12)
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4.1.2 Calculo da fungao v

A funcao v é dada pela relacao abaixo

ANOZ N 0Z
27 ON  Z 0N
O )\ é uma escala arbitraria, o Z é a constante infinita na renormalizacao do
campo ¢. Assim temos (¢, = Z%qb), onde ¢, é 0 campo nu e ¢ é o campo

o (4.13)

renormalizado. Como o valor de Z foi encontrado anteriormente, agora ¢é
possivel encontrar o valor de . Lembrando que Ijo,(u?) = I1os(A\?) — bIn ;\L—z,
e derivando em relacao a A2, chega-se a

0z
AQWIlog()‘Q) =b=

S (4.14)

Portanto chega-se
\2 07 ig> i

Zowe =6 oy * O (415

Este resultado é o mesmo obtido por Macfarlane, veja(6), utilizando
Regularizagao Dimensional.



CAPITULO 5

Conclusoes

A Regularizagdo Implicita(RI), tem sido empregada com sucesso em
varias teorias massivas (9; 15). Ainda nao havia sido tratada de forma sis-
tematica o caso de teorias nao massivas. Neste trabalho usamos a teoria nao
massiva ¢. Esta escolha é porque do ponto de vista dos célculos a uma teoria
simples ¢®. A RI com a técnica de Rosner produziu os resultados esperados
para o caso nao massivo.

Usamos a técnica de Rosner (3) de duas maneiras equivalentes. A primeira
com a aplicagao da identidade bésica (3.1) a integral divergente UV e usando
a técnica de Rosner a cada termo resultante separadamente. O procedi-
mento produziu os resultados esperados para a auto energia. Para a segunda
maneira nos aplicamos diretamente a integral divergente UV inicial a técnica
de Rosner, sem a aplicacao da identidade bésica da RI. Os resultados sao
os esperados, mas esta segunda maneira nao é boa para sistematizacoes. Na
manipulacao pela RI das integrais divergente UV, apareceram divergéncias
IV que foram canceladas gracas a uma relagao delicada entre a parte finita
UV e divergente UV.

Calculamos ainda a funcao v do grupo de renormalizacao para a teoria
¢, com os resultados anteriores.



CAPITULO 6

Apéndice A: Calculo de
Integrais do Capitulo 3

6.1 Calculo das integrais F,G e H

Consta neste apéndice os cdlculos das integrais do capitulos 3, que nao
foram feitos naquele capitulo.

6.1.1 Calculo da integral F

O célculo desta integral é similar ao cdlculo da integral (3.10). Comegamos
o calculo da integral colocando-a no espaco de Euclidiano.

16 2 00 6
F=_29 / LI (6.1)
2 s (2~ B2

Com o uso da relagao (2.8), teremos:

[e.o]

10 2 o] d6k‘ ~
Fe T [ s S bR ) (62)
o0 n=0

O polindémio C? = 1 é usado para que a relacao de ortonormalizacio seja
empregada na resolucao da integral. Assim:

000 2 e 5 [e'e)
__wg [ _kdk / 2rn Dy
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Apés um pouco de dlgebra e a mudanga de variavel (z = 2), obtemos:

—ip’g* [ (' d *d 1. 1
F= i U - PR 4o+ —x<1—5>5.2F1<2,4;3;;>]-
1

4(4m)3 | Ju2 2 3
(6.4)
Com mais alguma &lgebra:
2 2 1 00
—ip°g 1 Inzx 1 1
F=—F—||————7 —— 4 — : 6.5
4(4m)3 ( x 3)u2+< 2x2+9x3 ) (6.5)
p2
A solucao fica:
—ip?g? 11 p» In g
= - —+ =5+ = (6.6)
4(4m)3 18 = p? 3
De uma forma mais explicita
i1l ipig® (PP it Im(%) 67)
C (4m)3T2 4(4m)3 \ p? (4m)3 12 '

E interessante notar que o segundo termo do resultado acima, é diver-
gente Infravermelho e é cancelado com o termo (3.9).

6.1.2 Calculo da integral G

A dlgebra de resolucao desta integral é totalmente similar aos dois ultimos
casos. Seja:

G__i12p292 /°° dok.(F- k)2

2 oo (2)0kS (5 — k)2

novamente a substitui¢ao de (2.8) na integral resulta em:

G:

i12p%g> [ &k O o
2 /Oo k:8(27r)6;f"(p’k)cn@‘k)(ﬂk)- (6.9)
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Mudando para coordenadas polares o termo [ d°k torna-se: [ k*dk [ dS.

Temos também a relacio (p - k)2 = ((7; ':))22 . Assim

_—212p * kSdk 25 (7 k)2
= { /dQan p, k)C2( )(k) (pk)?|. (6.10)

Com a defini¢ao (2.13) para A = 2, C3(t) = 1 e apds algumas manipulagoes

algébricas obtemos t? = %2 + %3' Aquit = p - k= % é um angulo. A

integral (6.10) adquire a forma:

 —il2pty? dk 9 2
G = Sy { / anp, CC

_ / dk:z I _0202} (6.11)

Seguindo uma algebra andloga a usada no quinto termo da integral (3.4)
temos:

GZ%F{;/ dszﬂ% +—/ defop, ] (6.12)

Para Utilizar a relagao (2.16), dividimos o intervalo de integracao que vai de
Jo~ em [+ fpoo. Colocamos um cut-off (1) na integral (6.12) e ficamos com:

G = ‘;5:)5 B fdm%«%fﬂﬁf |GG
Pk ko dk
oo [ e+ T [T Redn) (6.13

Fazemos a substitui¢ao (d?k = 2kdk) na integral e obtemos:
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2

[ vl I ¥ K koo  5mep? [ , 1 Do
¢ = 2(2m)6 [ 12p*(2) /u d k~G2((p) )+ 12(2) /p PhsG(())

71-3 P ko k . 7.‘.3 0 ko, Do
v g L U + 5 [ e (6.14)

Com um pouco de dlgebra, andloga a usada na resolugao da integral (3.10),
e a mudanga de variavel (z = g—;), ficamos com

—i12p*g? [ 573 [ (1 —1)3
G = d 2F1(2,6;5;

5r3 [ dx (1 —1)3 1
— £ LF1(2,6:5; —
(Y dx
pZ
™ [ dx 1 1
— —(1 =2 5F(2,4:3; ). 1
b [ traneas )] (6.15)

As expressoes (2.24) e (2.25) quando substituidas na integral resultam em:

2

! 1 1 T [ 1 1
da(= — = ——— 1
+ 12p2/ m(x 3) + 12p2/1 d:[(:cz 33:3)] (6.16)

u2
p2

—i12ptg? [ 5w [T 3r.  hmd o[> 1 3
G = da(l — = dr(— — —
2(21)6 | 72?2 LQ 2(1=-5)+ 72p2/1 "5~ 5a0)

Resta integrar e teremos:

—i12p*¢® [ 53 3z2\'  57d 1 3 \%
G = r——] + — o+
2(2m)6 | 72p? 10 72p? 22 15a3

1
w3 z\* w3 1 1\

nz— % S (. 6.17

" 12p2(m 3)%+12p2( x 6332)1]’ (617)

A solugao final constituida de duas partes, uma finita e outra infinita (I.V.).

u?
p2

3
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In —. (6.18)

6.1.3 Calculo da integral H

Finalmente resta o 1ltimo termo para ser integrado, cuja forma no espaco
de Euclidiano é:

6g2p* [ d°k (P k
o="29P / _ -k (6.19)
2 Jooo 2m)0 k35— k)2

A analogia com os casos anteriores continua valida. A substituicao (2.8)
fornece:

—169 / de’anp, )C2(p- k)7 F). (6.20)

Mudamos para coordenadas polares, o termo f_oo d°k torna-se fo k>dk [ ds.

Aqui t = % assim teremos:

_ ibg*p* [ [ KPdk > R
_2(27r)6{/0 [ /dﬂnz%fn(nk)cn(p-k)f( pk)|,  (6.21)

com a defini¢do (2.12) para A = 2, temos t = %%. A integral (6.21) adquirird
entao a forma

H:;(? M /dQanp, k)C2(p )OQ( /%)ﬂ. (6.22)

Com a relacao (2.9) H torna-se:

6925 [ [ dk 87
H= ;(‘;7756 [/0 Sh, k)%} (6.23)
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O intervalo de integracao deve ser dividido para a aplicagao das identidades
(2.16). O intervalo de integragao [~ torna-se [J + fpoo. Colocamos um cut-
off (1) na integral e a relacao (2.17). A integral (6.22) torna-se:

H =

i6g°p° [ 5 [P dk 1k k s [Fdk1p p
A= /k2k2kG1((

3(271‘)6 p L2 FEGI((Z;) )+7T E) )}, (6.24)

Fazemos a substituicao (d?k = 2kdk), para obtermos:

2

6> [ L (P dk ko p [Cdk ., p,
H = 3(47T)3 [2—193/;1 ?Gl((]_9> )"’ 5/})2 FGI«E) )} (6.25)

Apé6s um pouco de algebra similar a usada na resolucao da integral (3.10) e
a mudanga de variavel (z = ’;—;) teremos:

P 2.2 1 3 o 13
9P dr (1 - ) / dz (1—1) )
H= — 2F1(2,5:4; dr (=2 po e g Lleo

(4@3{/% T 9 2F1(2,5;4; ) + P 5 2 F1 (2, 5; ,$)6 6)

Ha uma dificuldade na integral acima, ela contém um somatério em .oF}.
Podemos contornar este problema usando a rela¢ao (2.22). Obtemos assim

- 2,2 1 o)
19°p 1 1 1 1

H= de( = — = dof = — — ). 6.27
2(4@4/@ m(x 2)+/1 x(x3 20t (6.27)

o gt [ z\' N L, e (6.28)
= nr— — ——+—= - :
24mE [\ T 2) e 222 " 623 ),

Finalmente o resultado:



6.1 Calculo das integrais F,G e H 43

F 2002 > 2,2 2
o 9D 9P

T12dn)? 204wy M p2)

(6.29)

E importante notar que o segundo termo ¢é cancelado com o segundo
termo de (6.18).
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