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RESUMO

Os seres vivos habitam um universo governado pelas leis da Fisica e, por isso, tém que
obedecé-las. A Fisica determina a resisténcia de estruturas, as propriedades mecanicas
dos materiais, os padroes macroscopicos em sistemas com muitos elementos interagentes,
a dinamica dos fluidos e as taxas de difusao e de conducao do calor. Dessa forma, os
fisicos tém muito a contribuir no estudo de sistemas biolégicos, investigando as restricoes
que as leis da Fisica impoe sobre os seres vivos. Esta tese de doutorado representa um
esforco em aplicar a Fisica para estudar trés problemas na Biologia, a saber, a alometria
dos ossos, a evolucao das espécies e o fluxo de ar no nariz humano.

A alometria dos ossos é o estudo da variacao das dimensoes dos 0ssos com o tamanho
do animal. Investigacoes experimentais demonstraram que o comprimento L e o diametro
D dos ossos longos dos mamiferos variam com a massa corporal M segundo as leis de
poténcia L oc M! e D oc M¢. A melhor proposta tedrica até o momento, a saber que as
dimensoes dos ossos sao determinadas pela necessidade de evitar a instabilidade elastica
conhecida como flambagem de Euler, nao foi capaz de explicar os dados experimentais.
Propomos aqui um modelo, baseado na exigéncia de que os ossos devem resistir as tensoes
de compressao e flexdo a que estdao expostos, que prevé expoentes [ e d em acordo com oS
dados. Além disso, nosso modelo explica também que (i) os ossos longos nao sdo esbeltos
o suficiente para flambar; (ii) 86 + 6% da tensao méxima em um osso longo é devido a
componente de flexao; e (iii) os expoentes | e d tém uma pequena dependéncia na massa
corporal devido ao seu acoplamento com a for¢a de reacao do solo durante a locomocao.

O registro féssil indica que a vida na Terra, quando analisada na escala de milhdes de
anos, ¢ um sistema fora do equilibrio. Ao contrario do que Darwin acreditava, a evolugao
nao é um processo continuo e gradual, mas na verdade longos periodos de equilibrio
sdo interrompidos por curtos periodos de atividade evolutiva (Equilibrio Pontuado). O
carater complexo do sistema é evidenciado pela auséncia de um tamanho tipico para
eventos de extingao. Bak e Sneppen propuseram um modelo protétipo dessa ecologia
fora do equilibrio, sugerindo que a vida na Terra estd em um estado criticamente auto-
organizado, onde avalanches evolutivas de todos os tamanhos sao observadas.

Investigamos a classe de universalidade do modelo Bak-Sneppen e identificamos a
dindmica extrema do modelo como sendo o mecanismo responsdvel pela auto-organizacao
do sistema em um estado critico. Nossa abordagem foi propor modificacdes do modelo a
fim de investigar os efeitos da quebra de simetria na regra de renovacao, as conseqiiéncias
da dinamica extrema e a relacao entre a dinamica extrema e uma transicao de fase para
um estado absorvente. Os métodos usados foram simulagao, teoria de campo médio e
argumentos gerais. Nossas principais conclusdes sdo: (i) a distribuigdo estaciondria p(x)
é singular em um ou mais pontos; (ii) a distribuicdo p(x) ndo é universal; (iii) o sitio



extremo pertence com probabilidade 1 a regido proibida onde p(x)=0 no limite de uma
rede infinita; (iv) os modelos sdo separados em duas classes de universalidade pela simetria
da regra de renovagao; (v) a dindmica extrema aprisiona o modelo no ponto critico de um
modelo precursor (nao-extremo) que exibe uma transi¢ao para um estado absorvente.

O nariz é a porta de entrada do sistema respiratério e tem a func¢ao de umidificar,
filtrar e aquecer o ar ambiente antes que este prossiga em direcao ao pulmao. Fizemos
uma ampla revisao da literatura sobre a fisica do nariz humano e constatamos que ainda
sabe-se pouco sobre a relagdo entre a geometria e a fisiologia nasais. Esse desconhecimento
é evidenciado pela alta taxa de insucesso (20 a 30%) da cirurgia de corre¢do do desvio
de septo e pelo fato de que problemas da vélvula nasal sao freqiientemente agravados
por procedimentos cirirgicos. Apresentamos aqui essa revisao da literatura e indicamos
a necessidade de se investigar os efeitos que cirurgias tém na fisiologia nasal. Este serd
meu projeto de pesquisa de pés-doc a partir margo/2005.



ABSTRACT

Living beings inhabit a universe governed by physical laws and therefore they have
to obey them. Physics determines the strength of structures, the mechanical properties
of materials, the macroscopic patterns in systems with many interacting elements, fluid
dynamics, diffusion rates, and heat conduction. Thus physicists play an important role in
investigations of biological systems, as they can reveal the constraints imposed by physical
laws in these systems. This thesis represents an effort to apply Physics to gain insight in
three biological problems, namely bone allometry, biological evolution, and nasal airflow
in humans.

Bone allometry is the study of how body size affects bone dimensions. Experimental
papers have shown that mammalian long bone length L and diameter D are power
law functions of body mass M, so that L o« M! and D o M¢?. The best theoretical
model previously proposed suggested that bone proportions are scaled to avoid an elastic
instability called Euler buckling, but it failed to explain the data. Here we propose a
model, based on the requirement that bones must resist compressive and bending stresses,
which predicts allometric exponents in agreement with the experiment. Moreover, our
model also asserts that (i) mammalian long bones are not slender enough to buckle; (ii)
86 + 6% of the maximum stress in these bones are due to the bending component; and
(iii) the exponents [ and d have a slight dependence on body mass due to their link with
the locomotory ground reaction forces.

The fossil record indicates that life on Earth, when observed in a scale of millions of
years, is a system out of equilibrium. Contrary to Dawin’s belief, evolution is not gradual
and continuous. Actually, long periods of equilibrium are interrupted by short periods
of evolutionary activity (Punctuated Equilibrium). The complex nature of evolution
is revealed by the lack of a typical size scale for extinction events. Bak and Sneppen
proposed a prototype model for this out-of-equilibrium ecology, suggesting that life is in
a self-organized critical state, where evolutionary avalanches of all sizes are present.

We investigate the Bak-Sneppen model universality class as well as the consequences
of extremal dynamics, the mechanism that drives the BS model to the self-organized
critical state. Our approach is to propose variants of the model in order to analyze the
effects of symmetry breaking, the consequences of extremal dynamics and the connection
between self-organized criticality and a phase transition to an absorbing state. Our
methods were simulation, mean-field theory and general arguments. The main conclusions
are: (i) the stationary distribution p(z) is singular in at least one point; (ii) the distribution
p(z) is non-universal; (iii) the extremal site belongs with probability 1 to the prohibited
region where p(z) = 0 in the infinite size limit; (iv) the symmetry of the dynamical rule
split the model in two universality classes; (v) extremal dynamics effectively pins the



system in the critical point of a (non-extremal) precursor model which exhibits a phase
transition to an absorbing state.

The nose is the entrance to the respiratory system. Its function is to humidify, filter
and heat the inspired air in order to protect the fragile tissues of the lower respiratory
tract. We made a large review of the literature on the nasal airflow in humans. We found
that we still know little about the relationship between nasal geometry and function.
This is clearly shown by the high failure rate (20 a 30%) of the septal surgery and by the
fact that nasal valve problems are frequently aggravated by surgical procedures. Here we
present this review of the literature and indicate the need to investigate the consequences
surgeries have in the nasal airflow. This is my pos-doc project which I shall begin in
March /2005.



Capitulo 1

Introducao

Quem nao fica maravilhado com os documentarios sobre o mundo natural produzidos
pelo Discovery Channel? A vida na Terra é fascinante. Ficamos encantados com as
estratégias de caga dos felinos, com a variedade de cores nos recifes de corais, com a luta
pela sobrevivéncia na savana africana, com a precisao geométrica da teia de uma aranha.
Entre tantas espécies, estamos nés aqui, a espécie humana, a tnica com a capacidade de
compreender o mundo ao seu redor e de encontrar, através do raciocinio e do experimento,
leis universais que regem o mundo fisico.

O século XX foi marcado por grandes avancos na area da Fisica. Em particular,
podemos citar a Relatividade Geral de Einstein, a descoberta de que o universo esta se
expandindo por Edwin Hubble, a Mecanica Quantica de Schréedinger, Bohr, Heisenberg e
outros, o Grupo de Renormalizagao de Wilson, a Teoria do Caos de Lorentz, Feigenbaum
e Mandelbrot, e o enorme desenvolvimento na drea de Materiais, culminando com a atual
onipresenca dos computadores. Compartilho a visao de muitos de que o século XXI serd
marcado por grandes avanc¢os na area Biomédica. Acredito também que os fisicos tém
uma contribuicao importante a dar nesse campo de pesquisa.

Os seres vivos vivem em um universo fisico e, portanto, estdao sujeitos as leis da
Fisica. Estas determinam taxas de difusao, taxas de transferéncia de calor, a dinamica dos
fluidos, a resisténcia de estruturas, a dinamica da locomocao e propriedades emergentes em
sistemas com muitas unidades interagentes. Esta tese de doutorado representa um esforco
no sentido de aplicar o conhecimento fisico para compreender os sistemas biolégicos. Em
particular, investigamos a origem do surgimento de leis de poténcia em dois problemas
bastante diferentes: a alometria dos ossos e a evolucao das espécies. Apresentamos tam-
bém uma revisao sobre o fluxo de ar no nariz humano, projeto a que me dedicarei em
meu pos-doc.

O ramo da alometria aparentemente surgiu em 1891 quando Snell [1, 2] utilizou
uma lei de poténcia para expressar a relacao entre duas varidveis biolégicas. Ele estava



interessado em estudar a capacidade mental dos mamiferos e queria levar em conta que o
cérebro representa uma fracao cada vez menor da massa corporal a medida que o tamanho
do animal aumenta. Com esse propdsito ele desenvolveu uma equacao para expressar a
massa do cérebro M_¢pr0 €m funcao da massa corporal M, que com dados mais recentes
escreve-se

0.70
Mcérebro =0.01 (E) )

onde M, =1 kg é uma massa de referéncia. M e M grepro também estdao em kg.

Durante o século XX, uma série de estudos foram publicados investigando o efeito
do tamanho corporal em uma infinidade de parametros biolégicos, tais como freqiiéncia
cardiaca, volume de sangue, massa do esqueleto e tempo de incubacao de ovos. Tornou-se
evidente que a dependéncia de varios parametros com a massa corporal é bem descrita por
uma lei de poténcia. O conhecimento acumulado foi resumido em quatro livros publicados
no inicio da década de 1980 [2-5]. Em particular, veremos no capitulo 2 que o diametro
e o comprimento dos ossos longos obedecem uma lei de poténcia em fun¢do da massa
corporal. Veremos que a origem dessa lei de poténcia reside na teoria de resisténcia dos
materiais e na necessidade dos ossos de resistir as forcas que lhes sao impostas.

O segundo problema que estudaremos é o surgimento de leis de poténcia na evolugao
das espécies, como revelado pelo registro fossil. Neste caso, as leis de poténcia tém uma
origem diferente, a saber, a dinamica de interacao entre um niumero muito grande de
espécies. A abordagem neste caso é a criticalidade auto-organizada, conceito proposto
por Per Bak e colaboradores no final da década de 1980 e inicio dos anos 1990 [6].

A idéia é simples. Sabemos que sistemas em equilibrio exibem com freqiiéncia uma
transicdo de fase, que pode ser de primeira ordem ou de segunda ordem!. Em uma
transi¢ao de segunda ordem, vdrias grandezas obedecem uma lei de poténcia. O modelo
prototipo é o modelo de Ising, onde os parametros de controle sao a temperatura 7 e
0 campo magnético h e o parametro de ordem é a magnetizacao m. Este sistema exibe
uma transi¢do de fase de segunda ordem de um estado ferromagnético para um estado
paramagnético, no qual grandezas como a susceptibilidade magnética x divergem como
uma lei de poténcia.

Bak e colaboradores propuseram que a ubiqiidade das leis de poténcia na natureza
pode ser parcialmente explicada pela criticalidade auto-organizada. A idéia é que sistemas
fora do equilibrio podem auto-organizar-se em seus pontos criticos sem a necessidade
de ‘sintonizar’ um parametro de controle como ocorre nos modelos em equilibrio. Esse
conceito foi aplicado com sucesso para explicar a distribuicdo em forma de lei de poténcia
do tamanho de terremotos e do tamanho de engarrafamentos [6]. Em particular, Bak e
Sneppen [7] propuseram um modelo, atualmente um protétipo da criticalidade auto-or-
ganizada, que explica qualitativamente o surgimento das leis de poténcia na evolugao das
espécies. Este serd nosso assunto no capitulo 3.

'Em uma transicio de primeira ordem, o pardmetro de ordem salta de um valor para outro. Em uma
de segunda ordem, o pardmetro de ordem varia continuamente.



Além de me interessar em Biofisica, também tenho interesse em aplicar a Fisica
a problemas praticos. O Brasil é um pais tecnologicamente atrasado e dependente das
nagoes cientificamente mais avancadas. Acredito que nds fisicos temos o potencial de
reverter essa situacao. Como tenho interesse nessa area, fiquei muito interessado quando
o Dr. Dério Antunes, otorrinolaringologista da Santa Casa de Belo Horizonte, esteve
no nosso departamento procurando alguém para investigar a fisica do nariz. Como esse
projeto surgiu depois que eu ja tinha mais de um ano de doutorado e ja estava envolvido
com outros projetos, tive tempo apenas para fazer uma longa revisao do fluxo de ar do
nariz humano, de estudar a anatomia nasal, de visitar algumas vezes o ambulatério de
otorrino na Santa Casa e de assistir algumas cirurgias. Apesar de ainda nao ter obtido
um resultado novo nesta area, sendo este meu projeto de pés-doutorado a ser iniciado
em marc¢o/2005 na Carolina do Norte—EUA, eu e meu orientador julgamos interessante
incluir aqui um capitulo com a revisao do fluxo de ar no nariz humano. Discutiremos este
tépico no capitulo 4.

Em resumo, meu doutorado consistiu em aplicar a Fisica para estudar problemas
biolégicos, em particular problemas de escala na Biologia e o modelo Bak-Sneppen para a
evolucao das espécies. Este tempo também foi muito importante para me preparar para
investigar o fluxo de ar no nariz humano durante meu pés-doc.

Fazendo uma andlise retrospectiva desses 3,5 anos de doutorado, acredito que o saldo
foi bastante positivo. Trabalhar em uma area interdisciplinar é desafiador, principalmente
quando o assunto estudado é novo tanto para o orientador quanto para o aluno. Aprendi
bastante com o fato de precisar comecar do zero a cada vez que explorava uma nova area.
Também aprendi muito com os referees das revistas da area bioldgica, que nos exigiram
bastante conhecimento dos dados bioldgicos. Percebi ainda que nao é trivial encontrar um
colaborador cientifico? interdisciplinar, mas que quando encontra-se tal colaboracao, como
no nosso estudo sobre o fluxo nasal, essa parceria é extremamente positiva. Finalmente,
acredito que as dificuldades enfrentadas foram muito importantes na minha formacao
como pesquisador e estou ansioso para seguir em frente.

Espero que o leitor se divirta e aprenda informagcoes interessantes com essa leitura.

2Eu e o Jafferson ndo encontramos um bidlogo que pudesse nos ajudar no estudo da alometria.

3



Capitulo 2

Alometria dos ossos

2.1 Introducao

Alometria é o ramo da Biologia que estuda como grandezas biolégicas dependem da escala.
Diversos estudos experimentais téem demonstrado que uma grande quantidade de varidveis
sao descritas por leis de poténcia da forma

Y =aX?, (2.1)

onde Y é o parametro estudado, X é uma varidvel considerada independente (geralmente
a massa corporal), ¢ é uma constante e b é o expoente alométrico [2-5]. A relagdo
alométrica mais conhecida é a lei dos 3/4 que diz que a taxa metabdlica de mamiferos e
aves em repouso é proporcional a M3/ onde M é a massa corporal (Fig. 2.1). A fim
de ilustrar a diversidade de grandezas descritas por relagoes alométricas na forma da Eq.
(2.1), podemos citar que a freqiiéncia de passos a velocidade méxima dos mamiferos escala
como M~Y/7 [8], que o tempo de incubagido dos ovos de aves é proporcional a M%2? [2] e
que o didmetro do tronco das 4rvores cresce como M3/8 [9].

Em 1997, West e colaboradores propuseram que a origem de varias relagoes alométri-
cas estd na rede de distribuigdo de nutrientes presente na maioria dos seres vivos [10,11].
O modelo de West et al. supde que i) essa rede é fractal e preenche todo o volume do
organismo; ii) o ultimo ramo tem propriedades independentes da escala; e iii) a energia
para distribuir os nutrientes é minima. Explorando as conseqiiéncias dessas hipéteses,
o modelo prevé com sucesso varios expoentes alométricos observados experimentalmente
para grandezas morfolégicas e fisiolégicas de aves, mamiferos e plantas [10,11].

A alometria dos ossos é um dos problemas de escala na Biologia que permanece
sem explicagao tedrica [12]. Vérios artigos experimentais foram publicados nas tltimas
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Figura 2.1: Taxa metabdlica B de mamiferos e aves em repouso em fun¢do da massa corporal. A relacao
B o< M3/* é alei alométrica mais conhecida. B estd em watts e M em kg. Figura retirada de [2].

décadas demonstrando que o comprimento L e o diametro D dos ossos longos variam
com a massa M segundo uma lei de poténcia (Fig. 2.2). (Os ossos longos sao os 0ssos
cilindricos dos membros, a saber o fémur, a tibia, a fibula, o metatarso, o imero, o radio,
a ulna e o metacarpo’ como ilustrado na Fig. 2.3.)

O problema foi atacado pela primeira vez por Galileu Galilei no século XVII [2].
Galileu percebeu que o diametro dos ossos dos vertebrados deveria crescer mais rapido
do que seu comprimento para que a tensao de compressao nao aumentasse com a massa
(Fig. 2.4). Consideremos dois animais geometricamente idénticos, exceto pelo fato de o
maior deles ter todas suas dimensoes lineares duas vezes maior do que o outro. Neste
caso, as areas do animal maior sdo 22 vezes maiores que as do animal pequeno, enquanto
sua massa é 2% vezes maior. Como a forca estdtica imposta aos ossos é proporcional &
massa, a area trasversal dos ossos precisa ser 2° vezes maior que no animal pequeno, e
nao 2? vezes maior, a fim de manter a tensao de compressio independente da massa. (A
julgar pelo desenho, entretanto, Galileu cometeu um erro de calculo. O osso maior, que é
3 vezes mais longo que o menor, possui um didmetro 9 vezes maior, o que é uma distor¢ao
do aumento necessario. Um aumento de 3 vezes na dimensao linear exigiria um aumento
de (3%)1/2 = 5.2 vezes no didmetro.)

Os dados revelam que os ossos de fato nao obedecem a similaridade geométrica,
que seria o caso trivial em que L o« D oc M'/? [12,14,15]. A proposta de McMahon
[9,16], conhecida como similaridade eldstica, de que a carga critica de Euler (flambagem)
determinaria a escala dos ossos assim como de outras grandezas morfoldgicas e fisiolégicas,
¢ a proposta mais interessante e foi testada em muitos trabalhos posteriores. Embora

1O metatarso e o metacarpo nem sempre sdo tio longos quanto os demais ossos longos.
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magnitude de variagdo da massa. L e D estdo em milimetros; M estd em kg. Os dados foram retirados
das refs. [15,19,20,33].
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Figura 2.3: Esqueleto de um gato. Os ossos longos sdo: 5.ﬁmero, 6.Réadio; 7.Ulna; 11.Fémur; 12.Fibula;
13.Tibia; 15.Metatarso. Figura retirada de [13].



Figura 2.4: Desenho original de Galileu Galilei em seu livro Didlogos, onde ele prevé que o didmetro
dos ossos deve crescer mais rapido do que o comprimento, a fim de suportar o peso, que cresce com o
cubo do comprimento. Figura retirada de [2].

certo suporte experimental tenha sido encontrado em ungulados® e antflopes [17, 18],
os expoentes preditos nao estao de acordo com dados experimentais que consideram
intervalos de massa maiores [14,15,19-21]. Apesar da limitagao desse modelo estar bem
documentada [12, 14, 15,19, 20, 22, 23|, ainda ndo apareceu um modelo que explique os
dados experimentais.

Os mamiferos adotam véarias estratégias para evitar as conseqiiéncias do tamanho
grande. Biewener [24-26] demonstrou que os mamiferos grandes mantém as tensoes
méximas nos ossos independentes da massa corporal através de i) uma mudanga para
uma postura mais ereta e ii) um aumento alométrico no braco de alavanca dos misculos
que agem contra a gravidade. Esses artificios diminuem os torques nas juntas em relacao a
magnitude das forgas do solo, reduzindo assim as forgas especificas (for¢ca/massa) agindo
nos ossos. E notério também que os mamiferos grandes nao tém a mesma agilidade
dos menores, o que provavelmente estd associado a reducdao nas forcas impostas nos
ossos durante a locomocao e a manuntencao de fatores de seguranca independentes da
massa [14,15,26].

Entretanto, a flambagem ¢é uma instabilidade mecanica que pode ocorrer mesmo
quando as tensoes em uma estrutura sao mantidas sob controle. A flambagem de Euler
acontece quando a for¢a axial agindo em um pilar ultrapassa um certo limiar, conhecido
como carga critica. Neste trabalho demostramos que os ossos longos dos mamiferos nao
sdo esbeltos o suficiente para serem suscetiveis a flambagem de Euler e que a alometria dos
ossos longos é governada pela necessidade de resistir as tensdes de compressao e de flexao.
Propomos um modelo, baseado nessa necessidade de manter um fator de seguranca para
as tensoes de escoamento, que prediz expoentes alométricos em acordo com o experimento
e que ainda explica outros aspectos da alometria dos ossos, como por exemplo a alometria
diferencial. Nosso trabalho, de forma anéloga aos artigos de West e colaboradores [10,11],
mostra que as leis alométricas na Biologia podem ser compreendidas quando as restrigoes

2Ungulados sdo mamiferos com cascos, tal como zebras, cavalos e antilopes.



fisicas e geométricas do sistema sao consideradas.

Um leitor especializado notara que, embora o modelo da similaridade elastica (MSE)
tenha sido inicialmente proposto em termos de colunas carregadas em suas extremidades e
sujeitas a falhar por flambagem de Euler, as mesmas relacoes de escala podem ser derivadas
para uma viga sujeita a flexao pura [16]. McMahon considerou um cilindro na horizontal,
suportado por suas extremidades, e sujeito a flexao por uma forca proporcional ao seu
peso e demonstrou que, se colunas de diferentes tamanhos mantém L o D3, a razio
deflexdo no centro § sobre comprimento L é mantida constante [16]. Nessa abordagem,
o MSE afirma que as deflexdes dos ossos longos sao proporcionais a seus comprimentos
em animais de diferentes tamanhos. Essa segunda derivacao do modelo, entretanto, nao
é consistente com a observacao experimental de que as tensoes maximas nos ossos longos
dos mamiferos sdo independentes da massa [24-26], ja que o cilindro descrito acima estaria
submetido a tensdes proporcionais a L'/2, se §/L for mantido constante. Como Currey
declara, “A idéia béasica do McMahon foi que os organismos sao projetados de tal forma
que o que deve ser controlado sdo as deflexdes da estrutura e nao as tensoes” [12]. Uma
vez que essa derivacao do MSE nao estd de acordo com o experimento, a hipdtese que
permanece a ser testada é a possibilidade da flambagem de Euler.

Currey investigou essa possibililidade [12]. Sua andlise indicou que alguns ossos
longos podem quebrar por flambagem se forem submetidos a uma compressao excessiva.
Entretanto, Currey considerou apenas a compressao axial, nao levando em conta que os
ossos longos dos mamiferos estao submetidos a um alto grau de flexdo [26-28]. Como
mencionamos acima, nés mostraremos que, sob compressao mais flexao, os ossos longos
dos mamiferos nao sao esbeltos o suficiente para serem vulneraveis a flambagem de Euler.

E importante observar que, além da flambagem de Euler, uma viga cilindrica, como
um osso longo, também pode falhar por flambagem local®. Esta é caracterizada pela
deformagao de uma pequena parte ao invés da deformacao da estrutura completa, como
acontece na flambagem de Euler. Ela ocorre quando a espessura da parede é tao pequena
em relacao ao diametro que a estrutura nao suporta a parede o suficiente para evitar que
ela dobre em uma direcao fraca [12]. Currey e Alexander investigaram a possibilidade de
que ossos de mamiferos e aves falhem devido & flambagem local [29]. Eles encontraram
que a razao R/t do diametro do meio da parede (R) para a espessura (t) nos ossos dos
mamiferos é na média 2.0, o que é muito inferior ao limiar (R/t = 14) acima do qual os
ossos estariam ameacados de falhar por flambagem local.

O restante deste capitulo organiza-se da seguinte forma. Na préxima secao, introduzi-
mos as expressoes matematicas envolvidas na analise de tensoes. O modelo da similaridade
elastica é apresentado na secdo 2.3 e as hipdteses do nosso modelo sao apresentadas na
secao 2.4. Na secao 2.5, exploramos as conseqiiéncias das nossas hipoteses e comparamos
nossas previsoes com resultados experimentais. Finalmente, fazemos um sumaério dos
nossos resultados na ultima secao.

3Este é o tipo de ruptura observado quando esmagmos um copo pléstico ou uma lata de refrigerante
por compressdo axial.



2.2 Teorlia de resisténcia dos materiais

A fim de projetar uma estrutura, os engenheiros devem conhecer as propriedades mecani-
cas dos materiais a serem utilizados e as forcas que serao impostas sobre o conjunto. Isso
permite o cdlculo das dimensoes necessarias para resistir as tensoes geradas. Analogamen-
te, as tensoes em um osso nao podem exceder as tensoes de escoamento do material, pois
isso causaria deformacoes irreversiveis. De fato, varios pesquisadores demonstraram que
as tensoes maximas no 0sso vivo mantém um fator de seguranca® de aproximadamente 3
para as tensoes de escoamento [24-26, 30, 31].

A tensdo de compressao o, agindo em um pilar submetido a compressao pura é
Fa.a:
A 7

onde A é a drea da secao reta e F,, é a forca axial. Por outro lado, uma forca transversal

O = (2.2)
F; produz uma tensao de flexao oy igual a

Firy
O'f = I s

(2.3)

onde 7 é o brago de alavanca da forga, y é a distancia do plano neutro da flexao até um
ponto especifico e I é o segundo momento de drea. Para um cilindro oco de didmetro
interno d;; = KD, onde 0 < K <1, A= (1—- K*)rD?*/4 e I = (1 — K*)nD*/64 [32].
Outra falha mecanica que deve ser evitada é a instabilidade mecanica conhecida como
flambagem. Esta ocorre quando a for¢a axial aplicada a um pilar ultrapassa um certo
limiar. Para uma viga biarticulada, este limiar é dado pela carga critica de Euler [32]

T’ EI
Fflambagem = 7 ’ (24)
onde E é o médulo de elasticidade do material. Na secao 2.5, faremos alguns célculos

para determinar qual desses modos de falha é relevante para a alometria dos ossos longos
dos mamiferos.

2.3 O modelo da similaridade elastica

Em 1973, Thomas McMahon propos que a flambagem seria a chave para explicar a
alometria das dimensoes dos ossos e das arvores, assim como de outros parametros
morfoldgicos e fisiolégicos [9,16]. Como vimos na se¢ao anterior, existe uma carga maxima
que uma coluna suporta sem flambar (Eq. (2.4)). McMahon considerou uma coluna

40 fator de seguranca é a razdo entre a tensdo de escoamento do material e a tensdo méxima permitida
na estrutura.



cilindrica (I ingro = mD*/64) submetida a uma carga proporcional & sua massa, ou seja,
Fiambagem X Meoiuna- Usando essa hipétese na Eq. (2.4) e considerando o médulo de
elasticidade E constante, temos que

4
Fflambagem X (%) X Mcoluna . (25)
Mudangas na geometria da coluna e na forma de aplicacdo da carga (se é uniforme-
mente distribuida ou se é aplicada no centro de massa) alteram apenas a constante de
proporcionalidade da equagdo acima [9]. Para prever os expoentes alométricos, McMahon
precisou de uma hipotese adicional, a saber, que a massa da coluna é proporcional a massa
corporal (M ypuna < LD? oc M). Substituindo esta hipétese na Eq. (2.5), encontramos as

previsoes da similaridade elastica:

Loc MY* (2.6)
D o M3/® (2.7)
Lo D*3 (2.8)

McMahon testou a previsao de que L o D?? em um grupo de arvores em que
E/p é constante (p é a densidade) [9]. A figura 2.5 mostra que a variagao da altura de
arvores norte-americanas com o diametro na base do tronco suporta a hipotese, embora
haja muita variacdo em torno da melhor reta. A figura também mostra que o critério de
McMahon realmente impoe um tamanho maximo para arvores de um dado diametro, ja
que nenhuma arvore é maior que a altura maxima prevista. McMahon também testou a
hipétese para ossos de mamiferos ungulados [17]. Os resultados, mostrados na tabela 2.1,
estao em bom acordo com a previsao. Um estudo subseqiiente de Alexander com antilopes
também encontrou expoentes alométricos compativeis com a teoria (tabela 2.2) [18].

Entretanto, quando intervalos maiores de massa foram considerados, tornou-se claro
que o modelo ndo explica a alometria dos ossos [14,15,19-22, 33, 34]. Biewener, por
exemplo, analisou as dimensoes dos ossos longos de 32 mamiferos com massas variando
entre 0.020 e 3750 kg. Os expoentes alométricos encontrados estao na tabela 2.3 e refutam
a teoria de McMahon, ji que o expoente para o comprimento é significativamente maior
que o previsto. Uma limitacdo do MSE é que ele prevé os mesmos expoentes para
mamiferos grandes e pequenos, enquanto os dados indicam que as dimensoes dos 0ssos
nao obedecem uma lei de poténcia pura [14,15,22, 51].

O melhor teste experimental do MSE foi feito por Christiansen [14,15]. Além de
coletar um conjunto de dados maior que todos os estudos anteriores, este autor aplicou
testes estatisticos para verificar se os expoentes experimentais sao significativamente
diferentes dos previstos. Christiansen mediu o comprimento e o diametro dos ossos de 612
mamiferos de 189 espécies, sendo que as massas corporais eram conhecidas em 98 animais
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Tabela 2.1: Teste da previsao que o comprimento L e o didmetro D dos ossos longos obedecem & relacdo
L x D7, com v =2/3 = 0.67. Os expoentes foram calculados por McMahon [17] a partir de dados para
118 animais de 87 espécies de ungulados. As massas dos animais ndo eram conhecidas. r é o coeficiente
de correlacao.

Ungulados
Osso Expoente v | r
Umero 0.65 0.93
Ulna 0.62 0.85
Fémur 0.72 0.96
Tibia 0.60 0.88
Metatarso 0.68 0.82
Média 0.65 —

Tabela 2.2: Expoentes alométricos [ e d que descrevem a variacdo do comprimento e do didmetro dos
ossos em fun¢io da massa corporal segundo as leis de poténcia L oc M! e D oc M?. Resultados obtidos
por Alexander [18] usando 8 animais de 7 espécies com massas entre 3 e 130 kg.

Antilopes

Osso l d
Umero 0.26 + 0.06 | 0.38 + 0.03
Ulna 0.31 +0.06 —
Metacarpo | 0.26 +£0.13 | 0.36 + 0.05
Fémur 0.26 =0.04 | 0.33 £0.07
Tibia 0.23£0.04 | 0.31 £0.07
Metatarso | 0.25 £+ 0.08 | 0.34 £+ 0.04
Média 0.26 0.34

Tabela 2.3: Expoentes alométricos [ e d que descrevem a variacdo do comprimento e do didmetro dos
ossos em fun¢io da massa corporal segundo as leis de poténcia L oc M! e D oc M?. Resultados obtidos
por Biewener [20] usando 32 espécies de mamiferos com massas entre 0.02 e 3750 kg.

Mamiferos
Osso l d
Umero | 0.31 £ 0.03 | 0.36 & 0.02
Réadio | 0.324+0.03 | 0.37 £ 0.03
Fémur | 0.31 £0.03 | 0.34 £ 0.02
Tibia | 0.28 £0.03 | 0.34 £ 0.03
Média | 0.31 +0.02 | 0.35 £ 0.02
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Tabela 2.4: Expoentes alométricos | e d para o comprimento e didmetro, respectivamente, dos principais
ossos longos dos mamiferos. ‘Média 1’ é a média para todos os 6 ossos, enquanto que ‘média 2’ é a média
para o fémur, a tibia, o idmero e o rddio. Na parte de baixo da tabela, fornecemos os valores dos expoentes
para ulnas e fibulas ndo esbeltas (L/D < 26). Os dados foram retirados de [15]. Os expoentes sdo dados
para dois métodos de regressdo linear: regressio de minimos quadrados (least square regression, lsr) e
‘reduced major axis’ (rma). r; e rq sdo os coeficientes de correlagdo. Maiores explicagoes sao dadas no

texto.

Todos os mamiferos - Christiansen
Osso lisr [lrma disr/drma 2d 3d—1 ol rq
Fémur | 0.301/0.309 | 0.355/0.360 | 0.710/0.720 | 0.764/0.771 | .976 | .986
Tibia 0.257/0.277 | 0.360/0.365 | 0.720/0.730 | 0.823/0.818 | .929 | .985
Fibula | 0.225/0.243 | 0.338/0.368 | 0.676/0.736 | 0.789/0.861 | .926 | .918
Umero | 0.300/0.311 | 0.382/0.386 | 0.764/0.772 | 0.846/0.847 | .964 | .989
Radio 0.300/0.321 | 0.387/0.401 | 0.774/0.802 | 0.861/0.882 | .933 | .964
Ulna 0.302/0.318 | 0.355/0.458 | 0.710/0.916 | 0.763/1.056 | .949 | .776
Média 1 | 0.281/0.297 | 0.363/0.390 | 0.726/0.779 | 0.808/0.873 — -
Média 2 | 0.290/0.305 | 0.371/0.378 | 0.742/0.756 | 0.824/0.830 - -
Todos os mamiferos - Christiansen/nao-esbeltos
Fibula | 0.235/0.241 | 0.279/0.286 | 0.558/0.572 | 0.602/0.617 | 0.979 | 0.978
Ulna 0.288/0.298 | 0.376/0.383 | 0.752/0.766 | 0.840/0.851 | 0.966 | 0.980

Tabela 2.5: Expoentes alométricos | e d experimentais para ossos longos nio-esbeltos (L/D < 26)
usando os dados de Alexander et al. [19], Bertram e Biewener [20,33] e Christiansen [15]. Os mamiferos
sdo considerados pequenos ou grandes em relagdo a M = 50 kg, como proposto por Christiansen [15].
‘Média 2’ é a média definida na tabela 2.4.

Mamiferos pequenos - M < 50 kg
Alexander Bertram e Biewener Christiansen
Osso lisr [lrma disr /drma lisr [lrma disr /drma lisr [lrma disr [ drma
Fémur 0.398/0.404 | 0.369/0.371 | 0.372/0.384 | 0.380/0.392 | 0.327/0.342 | 0.344/0.362
Tibia 0.344/0.350 | 0.379/0.383 | 0.362/0.376 | 0.388/0.403 | 0.343/0.364 | 0.373/0.387
Umero 0.393/0.399 | 0.382/0.384 | 0.382/0.395 | 0.391/0.405 | 0.321/0.351 | 0.386,/0.401
Radio — — 0.397/0.419 | 0.394/0.414 | 0.364/0.407 | 0.453/0.481
Ulna 0.383/0.389 — — — 0.288/0.336 | 0.371/0.406
Média 2 | 0.378/0.384 | 0.377/0.379 | 0.378/0.394 | 0.388/0.404 | 0.339/0.366 | 0.389/0.408
Mamiferos grandes — M > 50 kg
Alexander Bertram e Biewener Christiansen
Osso llsr/lrma dlsr/drma lls*r/lrma dlsr/drma llsr/lrma dlsr/drma
Fémur 0.325/0.385 | 0.315/0.329 | 0.284/0.326 | 0.308/0.344 | 0.280/0.310 | 0.354/0.367
Tibia 0.198/0.248 | 0.304/0.334 | 0.142/0.207 | 0.315/0.358 | 0.203/0.279 | 0.338/0.356
Umero 0.323/0.371 | 0.365/0.381 | 0.286/0.327 | 0.320/0.358 | 0.288/0.323 | 0.359/0.370
Rédio — — 0.225/0.297 | 0.430/0.473 | 0.275/0.346 | 0.311/0.362
Ulna 0.282/0.319 — — — 0.255/0.290 | 0.405/0.431
Média 2 | 0.282/0.335 | 0.328/0.348 | 0.234/0.289 | 0.343/0.383 | 0.262/0.311 | 0.341/0.364
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de 79 espécies. Os resultados estao na tabela 2.4. Ele concluiu que as dimensoes dos
0ssos ndo sdo governadas pelo modelo da similaridade eldstica (L oc MY/* e D oc M3/®),
nem tampouco pela similaridade geométrica (L oc D oc M'/?). Christiansen também
confirmou alegacoes anteriores de que os dados nao podem ser ajustados por uma lei de
poténcia pura (ver tabela 2.5).

A alometria dos ossos é, portanto, um problema de escala na Biologia sem explicagao
tedrica [12]. Na préxima se¢do, vamos propor um modelo e, na se¢do 2.5, mostraremos
que este fornece previsoes compativeis com os dados experimentais.

2.4 Modelo

Nosso argumento comega na diregdo proposta por McMahon [9,16], a saber: (a) um
osso longo pode ser descrito como um cilindro de comprimento L e didametro D; (b) a
alometria dos ossos longos é determinada pelas forgas elasticas que o osso precisa resistir;
(c) as propriedades mecanicas, tais como o médulo de elasticidade (E) e as tensoes de
escoamento por compressao € tragao (esc trac € Tesc comp) 530 independentes da massa
corporal. Ao invés de considerar apenas a instabilidade eldstica (flambagem), nosso
modelo basea-se nas seguintes hipdteses adicionais: (d) embora a distribuigdo de forcas
em um osso longo seja complexa, a resultante das forcas é tal que ha apenas dois modos
relevantes para a alometria dos ossos: uma componente de tensao de compressao o, e
uma componente de flexao o, causadas, respectivamente, por uma forca axial Fy, e uma

e T —— 'rT!"’_——T——"r'—-r-r—Wf'rT—'—-—'w—-vﬁ —Tr=rTrTrm

E
]
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ll:E)l Q. 10 10
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Figura 2.5: Altura de drvores norte-americanas versus didmetro na base do tronco. A altura das
arvores é limitada pela flambagem (buckling), j4 que nenhuma drvore estd acima da linha cheia (limiar
de flambagem). Figura retirada de [9].
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Figura 2.6: (a) Descrevemos os ossos longos dos mamiferos como um cilindro submetido a uma forca axial
F,, e a um momento fletor 7 < F; L. Esse momento fletor aparece devido & acao de forcas perpendiculares
ao eixo do osso como ilustrado em (b) e em (c).

forga transversal F; (veja a Fig. 2.6); (e) as tensdes de compressdo e de tragdo méximas
no animal vivo, as quais ocorrem na porcao central do osso durante saltos, aceleragoes,
locomocao a velocidade méaxima ou outras atividades vigorosas, devem manter um fator
de seguranca (F}), independente da massa corporal, em relagio as tensoes de escoamento.
A flambagem deve ser evitada pelo mesmo fator de seguranga; (f) a razdo K = di,/D
também independe da massa.

Todas essas hipdteses sao bastante intuitivas. A forma cilindrica que assumimos para
a geometria dos 0ssos longos é a mais simples possivel, mas nao deixa de ser realista. Esta
hipétese provavelmente nao afeta a previsao dos expoentes alométricos (universalidade),
mas pode ter uma pequena influéncia no valor da razao critica (L/D).. que divide os
regimes de falha por flambagem e por tensoes de escoamento (ver se¢do 2.5). A hipétese
de que a razao K do diametro interno para o externo é constante também é a mais
simples possivel, caso desejemos considerar que um osso longo é oco. A suposicao de que
a alometria dos ossos é determinada pelas forcas elasticas que o osso deve resistir é natural,
ja que a funcao principal dos ossos longos é fornecer uma estrutura rigida para permitir o
movimento. A hipdtese de que as propriedades mecanicas dos ossos sdo independentes da
massa, também é razoavel, uma vez que acreditamos que os mamiferos sdo constituidos
essencialmente dos mesmos materiais.

Embora McMahon tenha considerado apenas a compressao axial, é improvavel que
essa seja a forma principal de carregamento dos ossos longos, pois uma pequena compo-
nente de forca transversal é suficiente para causar grandes tensoes de flexao. Finalmente,
se acreditamos que os mamiferos nao carregam peso desnecessario, € natural supor que os
ossos mantém um fator de seguranga pequeno para as tensdes de escoamento e que esse
fator de seguranca é o mesmo para o escoamento por tragao ou compressao e para evitar
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a flambagem.

Todas nossas hipéteses sdo suportadas por dados experimentais. A suposi¢io (c)
estd de acordo com medidas experimentais que sugerem que as propriedades fisicas dos
0ssos sao as mesmas para todos os mamiferos [26,35]. A hipéGtese (d) é suportada
por medidas in vivo, que mostram que, na maioria dos casos, flexdo e compressao sao
os modos principais de carregamento dos ossos longos e que as tensoes principais sao
praticamente paralelas ao eixo longitudinal do osso [26-28]. A suposicéo (e) é corroborada
pela observacao experimental de que as tensoes de tracao e compressao maximas no animal
vivo sao aproximadamente 1/3 do valor das respectivas tensoes de escoamento e ocorrem
na porg¢ao central do osso [24-26,30,31]. A hipédtese (f) é confirmada em varios estudos
experimentais. Currey e Alexander coletaram valores de K para véarios mamiferos [29].
Analisando seus dados, encontramos que K nao se correlaciona com a massa corporal e
seu valor médio é 0.5740.08. Além disso, se K é constante, esperamos encontrar A4 oc D?
e I o« A% o« D*. De fato, usando os dados de Selker e Carter [36], encontramos que
A oc D' e que I o A8, Biewener [35] também relata que I oc A,

2.5 Resultados e Discussao

Flambagem de Euler vs. tensoes de escoamento: qual desses mecanismos
de ruptura determina a alometria dos ossos longos dos mamiferos?

Consideremos um pilar cilindrico carregado como na Fig. 2.6(a). O pilar pode falhar
por dois mecanismos distintos: ele pode ser permanentemente deformado caso as tensoes
de escoamento sejam alcancadas e, se ele for esbelto o suficiente, flambara antes que o
escoamento ocorra. A razdo critica (L/D).. que separa esses regimes de falha pode ser
estimada como se segue. Adotando a convencao de que tensoes de tragao sao positivas e de
compressao negativas, a tensao total no ponto A (Fig. 2.6(a)) é dada por o4 = —o, — o7y,
onde o, é dado pela Eq. (2.2) e 0y « F,LD/I como na Eq. (2.3). Similarmente,
a tensao no ponto B é op = —o. 4+ oy. Vamos considerar aqui apenas os valores
méximos das tensdes desenvolvidas nos ossos longos, de forma que nossa hipétese (e)
implica que, no carregamento maximo, 04 = Oesc comp/Fs € OB = Oese trac/Fs. Definindo
C = Oesc trac/ Tesc comp, SegUE que (NOtE qUE Tese comp € € S0 Negativos com essas definigoes)

op=cCo0a, (2.9)
(1-0)
= 2.1
of i c)Uc e (2.10)
%, 2
op= e - _9f (2.11)

1+0 (-0
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Usando o valor experimental ¢ = (128+11)MPa/(—180+£13)MPa = —0.71£0.11 [12], este
resultado implica que a componente de flexdo (o) é responsdvel por aproximadamente
(1—¢)/2 = 86+6% da tensdo maxima de compressao (0,4) no osso. Para mostrar isso, note
que |of/o4] = (1—¢)/2 = 0.855+0.055, enquanto que |o./o4| = (14+¢)/2 = 0.145+0.055.
Essa previsao esta de acordo com medidas in vivo, obtidos com placas medidoras de
pressdo, para a tibia que mostram que o representa 84.4% da tensdo total em caes e
83.5% em cavalos durante a locomocao [27] e com valores para o bifalo (81%) e elefante
(89%) obtidos a partir da andlise de filmes de animais galopando [37].

A forga axial maxima F7%*) é encontrada substituindo o, = F{™*) / A na Eq. (2.11),

o que fornece F(m2) = (1 + ¢)|o4|A/2. Uma vez que 04 = Oese comp/Fs, a forga axial
maxima atuando sobre o osso é dada por

m ]. ‘(7 m |
F( aw) - — 1 + .Aiesc comp . 212
ar 2 ( C) Fs ( )

Na hipétese (e), assumimos que a falha por flambagem é evitada pelo mesmo fator de
seguranca. Logo, a maior forca axial aceitavel é

2
(mazx) . Fflambagem T EI
F flambagem — F, = 7L (2.13)
Definimos o parametro adimensional
Rl
f =y (2.14)

flambagem

i.e., a razdo da componente axial da forca quando as tensoes de escoamento sdo atingidas
para a forca axial que causa flambagem. Para f < 1, temos que F(™%) < F ;;Zf:b)agem, de
forma que as tensoes de escoamento sao alcancadas antes que a flambagem aconteca e o
osso falha devido a deformacoes permanentes indesejadas. Por outro lado, se f > 1, o
osso flamba antes de escoar. Portanto, f = 1 é a fronteira que separa os dois regimes de

falha.

Vamos agora determinar se os ossos longos dos mamiferos estao no intervalo f < 1,
onde tensoes de escoamento sdo a preocupacao principal, ou na regido f > 1, para a qual
a flambagem ¢é a verdadeira ameaca. Substituindo as Eqgs. (2.12) e (2.13) na Eq. (2.14),
encontramos que

1(1+¢) AL?
== esc com . 2.15
| (2.15
Os valores experimentais dos parametros acima sao ' = 22+5 GPa, 0¢s¢ comp = —180£13
MPa, ¢ = —0.71 £ 0.11 [12]. Assim, encontramos que a flambagem de Euler é evitada

contanto que I/AL? > 1.2 x 10~*. Infelizmente os artigos experimentais geralmente se
limitam a estudar o comprimento L e o didmetro D dos ossos, e raramente fornecem
a area da secdo reta A e o segundo momento de drea I. Excepcionalmente, Selker e
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Carter [36] listam A, I e L para 40 ossos longos de 12 espécies de artiodéctilos. Nos seus
dados, nenhum osso pertence ao regime de ruptura por flambagem e o valor minimo de
I/AL? é 3.3 x 10°*, que é 2.75 vezes maior que o valor da fronteira. Vale a pena notar
que Biewener [35] também fornece medidas diretas de A e I. Contudo, uma vez que L
nao é relatado neste artigo, a equagdo (2.15) ndo pode ser usada para determinar se esses
0ssos sao vulneraveis a flambagem de Euler.

Vimos na secdo 2.2 que, para um cilindro oco de didmetro interno d;,; = KD, temos
A= (1-K*nD?/4eI = (1—K*)rD*/64. Substituindo esses valores na equagao (2.15),
encontramos que

s M

1+ C) |Uesc comp|

é a razdo ‘critica’ L/D que corresponde a f = 1. Substituindo o resultado experimental
K = 0.5740.08 e as propriedades mecéanicas dos ossos relacionadas no paragrafo anterior,
encontramos

(L/D)er = 26£8 . (2.17)

Podemos agora compreender porque o modelo da similaridade eldstica foi incapaz de
explicar os dados experimentais. Analisamos uma grande quantidade de dados disponiveis
na literatura [15,19,20,33] e descobrimos que os ossos longos raramente tem L/D > 26.
O fémur, o imero e a tibia nunca sdo mais esbeltos que L/D = 26. Apenas 2 de um total
de 117 radios sdo mais esbeltos que (L/D).,. Por outro lado, ulnas e fibulas ultrapassam
este limite com freqgiiéncia (27 no total de 68 ulnas examinadas e 35 fibulas no total de 47
excederam L/D = 26). Entretanto, isso ndo implica necessariamente que a flambagem de
Euler determina as dimensoes desses 0ssos; € mais provavel que a esbelteza da ulna e da
fibula reflita simplesmente o papel secundario desses ossos no suporte do peso em véarias
espécies (ver refs. [14,15]).

E importante notar que a incerteza no valor de (L/D),, é aprecidvel como conse-
qiiéncia da variacdo observada experimentalmente nas propriedades fisicas (E, 0esc trac
€ Oesc comp) © geométricas (K) dos ossos. Entretanto, as conclusdes acima continuariam
validas mesmo se tomdssemos a menor estimativa para (L/D),., a saber, (L/D). = 18.

Determinando os expoentes alométricos

A alometria dos ossos longos dos mamiferos é descrita, analogamente & Eq. (2.1),
em termos dos expoentes alométricos d e [ que relacionam o diametro e o comprimento a
massa corporal através das leis de poténcia

Dox M* e Lox M, (2.18)

(M varia em um intervalo de 6 ordens de magnitude; 5 x 1072 < M < 5 x 103 kg). Vamos
mostrar agora que a invariancia por escala das propriedades mecanicas dos ossos, do fator
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de seguranca e da razao K gera a dependéncia tipo lei de poténcia das dimensoes dos ossos
em funcdo da massa corporal (Eq. (2.18)). Como ilustrado na Fig. 2.6(a), descrevemos
a forca resultante agindo na metade de um osso por duas componentes, a saber, uma
componente axial F,, e uma transversal F;. A principio, ndo ha motivo para assumir
que no carregamento maximo, as componentes Fa(;”“””) e Ft(maw) sejam proporcionais uma
a outra. Por isso, consideramos que cada componente escala com seu préprio expoente
alométrico, i.e., Fm®) o M% e F{™) o M. Abaixo, veremos que de forma geral
a; # a;. Os exponentes a, e a; serao deduzidos dos dados experimentais para a escala da
forca muscular, da for¢ca de reagao do solo e de medidas diretas das forcas atuando em

um osso longo.

Para f < 1, o osso falha quando as tensoes maximas atingem as tensoes de escoamen-
to. Uma vez que as tensoes de escoamento e os fatores de seguranca sao independentes da
massa corporal (hipéSteses (c) e (e)), a Eq. (2.12) implica que F(™®) oc A. Substituindo
A oc D? x M?¢ encontramos a relagio de escala 2d = a,, (aqui usamos a hipétese (f)).

A equacdo (2.3) implica que a forga transversal maxima atuando em um osso é

Fmeo) o aj(cmaw)l /DL. A partir da Eq. (2.11), temos que a tensao de flexdo maxima chmaw)
no 0sso é a;mw) = (1—¢)|Oesc comp|/2F5, que é independente da massa. Conseqiientemente

F™m) o T /DL oc M3~ e, sendo que F™) o Mt temos nossa segunda relacio de
escala, que é 3d — | = a;. Portanto, os expoentes de escala para ossos nao-esbeltos
(L/D < 26 £ 8) sdo

dZEGZZT—at. (219)

A fim de estimar d e [, usaremos os valores experimentais de a, e a;. Embora
McMahon tenha assumido que Fliampagem = Faz o M (ay = 1.0) [9,16], o carregamento
de um osso longo nédo é tdo simples. O procedimento tradicional [37-39] para avaliar as
forgas atuando nos ossos a partir de dados de plataformas de for¢a, consiste em igualar os
momentos exercidos pela forga muscular (Frgscuto) € pela forga de reagio do solo (Fippp):
Friseuror = FsooR, onde 7 e R sao os bracos de alavanca definidos na Fig. 2.7. As forgas
exercidas no osso podem ser descritas®, portanto, como F,; = Fuscuio COS Om 4 Fioro COS 0y
e Fy = —Friscuio S€N iy, + Fygp Sen g, onde oy, € oy sa0 medidos com respeito ao eixo
longitudinal do osso (ver Fig. 2.7). Uma vez que as forgas musculares sdo praticamente
paralelas ao eixo do 0sso (o, < 10°) e Fluscuto > Fioio cOs0y (porque cosoy < 1 e, em
geral, 7 < R), assumimos que Fpy; X Frgscuio € Fy ¢ Fyopo SN .

A dependéncia de Fj; com a massa corporal é determinada de trés formas diferentes.
Primeiro, ha evidéncias de que a tensao maxima de um musculo é aproximadamente
independente da escala [40], o que implica que a for¢a muscular é proporcional & drea
da secao reta do musculo, de tal forma que F,iscu0 X Amascuto X M*. NOs coletamos
e calculamos médias dos expoentes alométricos da area muscular de varias fontes. Os
resultados foram: a = 0.77 para antilopes [18], a = 0.83 para insetivores e roedores [23],

5Assumimos aqui que as aceleracoes dos membros podem ser desprezadas e que o peso das patas
também pode ser desprezado.
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misculo

Figura 2.7: Um esquema simplificado das forcas agindo na perna de um mamifero durante a locomocgao.
R é o brago de alavanca da for¢a de reac¢do do solo (Fie,), enquanto r é o brago de alavanca da forga
muscular (Fp,gsculo). Qg € Gy s80, respectivamente, os angulos que Fioro € Frngsculo fazem com o eixo do
musculo. Figura modificada de [24].

a = 0.78 para roedores [41] e a = 0.80 e 0.81 para os mamiferos como um todo [42, 43].
Note que mamiferos de tamanhos muito diferentes, como roedores e antilopes, tém um
expoente muito parecido, com a drea muscular crescendo aproximadamente como M-8,
(Os expoentes citados acima sdo médias entre expoentes para diferentes misculos. Os
expoentes para musculos especificos tém um intervalo maior de variacao, a saber de 0.65
a 0.92). Em segundo lugar, medindo experimentalmente a ‘vantagem mecanica efetiva’
(effective mechanical advantage=EMA=r/R « M%?%) e usando seu resultado anterior de
que Fyp, o< M em mamiferos pequenos, Biewener [24] deduziu que Fryseuio = FsotoR/T
MO%™ e predisse que a tensdo méaxima no musculo escala como M %% uma previsio que
ainda precisa ser confirmada. (Note que este resultado é consistente com a escala da forga
e da drea muscular mencionada acima). Em terceiro lugar, a tinica estimativa direta de
a, que conhecemos é de Rubin e Lanyon [27] e, apesar de ser baseada em um conjunto
reduzido de espécies (apenas 5), fornece um valor (a, = 0.69) consistente com a escala da
forca muscular descrita acima. Estes resultados permitem-nos prever que

d ~ 0.37, (2.20)

ja que a; ~ 0.74. Essa previsao esta em bom acordo com o experimento, como mostrado
nas tabelas 2.4 e 2.5. Note que mesmo que escolhéssemos a estimativa mais alta (a, ~
0.80) ou a mais baixa (a, &~ 0.69) para o expoente alométrico da forga axial, o valor
previsto para d, a saber 0.69 < 2d < 0.80, ainda estaria dentro do intervalo experimental.

Os expoentes experimentais apresentados na tabela 2.4 foram retirados ou calculados
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de Christiansen (1999) [15]. Escolhemos estes dados para testar nossas previsoes por duas
razoes: 1) eles representam a amostra mais extensa e ii) animais com modos de locomogao
similares foram selecionados. (E preciso dizer que esses dados tém a inconveniéncia de
nao incluir animais com massa < 1 kg.) A concordancia entre o valor previsto para d
com o experimento refor¢a a evidéncia de que a alometria dos ossos é governada pela
necessidade de resistir principalmente as tensées de compressao e flexao. E interessante
notar que os coeficientes de correlacao sao muito maiores quando consideramos apenas
ulnas e fibulas nao-esbeltas (tabela 2.4).

Em contraste com a hipétese de McMahon [9,16] de que a massa de osso é propor-
cional & massa corporal (D?L oc M), Christiansen demostrou recentemente que a massa
de osso tem um expoente alométrico um pouco maior que 1 (na média, a massa de osso
escala como M'0%) [44]. De fato, a hipétese D?L oc M em conjunto com nosso resultado
d =~ 0.37 leva a uma previsao ruim para o expoente alométrico para o comprimento dos
ossos (I ~ 0.26) em comparagao com o valor experimental (I ~ 0.30) (ver tabela 2.4).
Portanto, a escala positiva® da massa dos ossos longos, apesar de fraca, nao pode ser
ignorada. Esse fato ja havia sido apontado por Hokkanen [34].

Neste ponto vamos fazer uma digressao para comentar o trabalho pioneiro de Prange
e colaboradores sobre a alometria da massa do esqueleto dos mamiferos (Mesquereto) [45]-
Desde que esse trabalho foi publicado, ele tem sido citado como evidéncia de que a massa
do esqueleto dos mamiferos escala com uma alometria positiva, j& que eles encontraram
Mesqueteto = 0.061M% com r = 0.992. Seus dados, contudo, ndo sio inteiramente
conclusivos, pois dos 48 mamiferos usados no estudo, apenas o elefante tem um massa
maior que 70 kg. Além disso, parece que o homem e o cachorro tém massas do esqueleto
maiores do que o valor esperado para seu tamanho (ver Fig. 2.8). Fitando os dados
para os 44 mamiferos com massa inferior a 12 kg pelo método dos minimos quadrados,
encontramos Megguereto = 0.057M1-01%002

e Casinos [46] relatam que Mesgueeto = 0.042M') 1=0.993, em insetivoros e roedores.

, 1=0.993. Em acordo com esse resultado, Bou

Portanto, os dados experimentais indicam que a massa do esqueleto é proporcional & massa
corporal para mamiferos menores que 12 kg. E necessario coletar mais dados no intervalo
de 67 kg (homem) a 6600 kg (elefante) para obter uma expressao mais confidvel para o
grupo completo dos mamiferos. Finalmente, notamos que a massa dos ossos escala com
expoentes alométricos distintos para ossos distintos. Enquanto que as massas dos ossos
longos escalam com uma alometria significativamente positiva [44,46], as massas de outros
0ss0s, tais como o cranio, escalam com uma alometria significativamente negativa [46].

Foi relativamente facil estimar a,. Em contraste, o expoente a; é mais dificil de avaliar
porque ele depende da escala da forca de reacdo do solo (Fj,) € relatos experimentais
para isso sao escassos. Como afirmamos na secao 2.4, as tensoes maximas podem ocorrer
em varias atividades diferentes, tais como galopar a velocidade maxima, saltar e acelerar.
Aqui avaliaremos o expoente a; apenas durante a locomocao a velocidade méaxima, pois
nao encontramos na literatura dados para a alometria da Fj,, em saltos e aceleragoes.

6Se um parametro Y escala com uma alometria positiva, entdo Y oc M? com b > 1. Analogamente,
b < 1 descreve uma alometria negativa.
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Figura 2.8: Variacdo da massa do esqueleto com a massa corporal nos mamiferos. Um ajuste para
todos os mamiferos fornece a equacado Mesquereto = 0.061.M 109 " que parece indicar que Mesqueteto Cresce
mais rapido que M. Contudo, ajustando uma lei de poténcia apenas para os dados com M < 12 kg,
encontramos Mesqueeto = 0.057M1-01£0-021 Og dados foram publicados por Prange e colaboradores [45].

Entretanto, isto nao parece ser um problema, ja que os picos das tensoes por tracao e
compressao durante a locomoc¢ao mantém o mesmo fator de seguranca em relagao ao
escoamento [24-26, 30, 31]. Isso significa que, apesar de o médulo das forcas de reagio
do solo poder ser maior durante saltos e aceleracdes em comparacao com a locomocao a
velocidade maxima, o expoente alométrico a; é provavelmente o mesmo para essas tres
atividades.

Forcas de reacao do solo intensas ocorrem durante a locomocao a velocidade maxima
e escalam como M/, onde (3 é o fator de carga (fragdo do passo durante a qual uma
pata permanece em contato com o solo). Alexander e colaboradores relatam que em
ungulados 3 oc M™% (r5 = 0.79) para as patas dianteiras e § oc M % (rg = 0.78)
para as traseiras [48]. Quando analisamos dados alométricos, o0 método de regressido dos
minimos quadrados (least square regression ou lsr) nao é o mais apropriado, pois ele
assume que o erro estd presente apenas na variavel dependente. A regressao reduced
major axis ou rma, ¢ melhor nesses casos porque ela leva em conta as incertezas de ambas
as varidveis [14,15,47]. Fitando os dados do Alexander usando rma, obtemos os expoentes
—0.14 e —0.18, para as patas dianteiras e traseiras respectivamente. Uma vez que nao
ha mudanca de postura nos mamiferos grandes [24,25], podemos assumir que o angulo
oy € constante; logo a; ~ 0.84 para este grupo de animais. Essa estimativa implica que
[ = 3d — a; = 0.27 nos mamiferos grandes, o que estd razoavelmente de acordo com os
dados (veja a tabela 2.5). Por outro lado, mamiferos pequenos mudam de uma postura
agachada para uma mais ereta [24,25] e conseqiientemente o angulo ¢, diminui & medida
que a massa corporal aumenta (o, oc M ~0973+0.038 oy mamiferos pequenos na transigao
do trote para o gallope [20]). Como j4 mencionamos, Biewener encontrou que Fyo, o< M0
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neste grupo a velocidade mdxima. Logo, considerando que o escala a velocidade maxima
com o mesmo expoente encontrado para a velocidade de transi¢do do trote para o galope,
prevemos que a; ~ 0.93 em mamiferos pequenos. Este resultado, porém, nao bate com
os dados experimentais. O cdlculo de a; para os mamiferos pequenos requer mais estudo,
como serd discutido abaixo.

Selker e Carter encontraram que a; = 3d — [ ~ 0.80 usando seus dados para as
dimensoes dos ossos de artiodactilos e os dados do Biewener para os mamiferos como um
todo [36]. Em minha dissertacdo de mestrado [49,50] percebemos que esse resultado é
observado para a maior parte dos artigos experimentais. Sabendo que a for¢a muscular
escala como M98 Selker e Carter e, posteriormente, nés concluimos que a componente
transversal da forga é proporcional a for¢a muscular (Fy < Fgscuo) [36,49,50]. Entretan-
to, essa conclusao contraria a analise amplamente usada para o carregamento dos o0ssos
das pernas durante a locomocao [37-39], que nos levou a conclusio de que a componente
transversal da forga (F}) é proporcional a forga de reacao do solo e nao a forga muscular.
Além disso, se aceitassemos que F; o< Fiusculo, cOncluiriamos que a, = a; e, portanto,
| = d =~ 0.37. Embora isso seja um resultado razodvel para os mamiferos pequenos (veja
a tabela 2.5), os mamiferos grandes nao obedecem essa relagdo. Para explicar o valor
do expoente | encontrado experimentalmente para os mamiferos pequenos, precisamos
de dados mais precisos sobre a alometria da tensao muscular, sobre as propriedades
mecanicas dos ossos e sobre o fator de carga para confirmar se eles sao independentes
da massa ou se exibem uma variacdo pequena mas relevante com o tamanho. Também
é importante medir a; experimentalmente, como Rubin e Lanyon [28] fizeram para a,,
assim como melhorar a estimativa experimental de a,, atualmente baseada nos dados de
apenas 5 espécies (ver discussao acima). Devemos reconhecer que tais experimentos sao
dificeis, ja que os instrumentos usados para medir as tensdes em 0ssos vivos s6 podem
ser usados em o0ssos maiores que um determinado tamanho — ossos muito pequenos nao
podem ser estudados por essa abordagem. Contudo, os argumentos acima mostram que
para descrever completamente a alometria dos ossos longos, é necessirio determinar quais
sao as forcas resultantes atuando nos ossos e como elas variam com a massa corporal.
Finalmente, é ainda possivel que o modelo proposto na Fig. 2.6(a) precise ser refinado,
como por exemplo para considerar a curvatura dos ossos.

Finalmente, o modelo aqui proposto explica dois aspectos da alometria dos ossos
que nao foram explicados pelo modelo da similaridade eldstica de McMahon [9, 16].
Primeiro, tém-se percebido que a alometria dos ossos nao é descrita por uma unica lei de
poténcia para o intervalo completo de tamanhos de mamiferos (tabela 2.5 e figura 2.9)
e que isso deve estar relacionado a uma mudanc¢a de postura observada nos mamiferos
pequenos e a uma reducdo na agilidade dos mamiferos grandes [14,15,22,24,25,51]. Nosso
modelo confirma essa distin¢ao entre mamiferos pequenos e grandes, ja que os expoentes
alométricos previstos dependem da forca de reacdao do solo e do angulo desta for¢a com o
eixo do osso, ambos os quais dependem da massa corporal. (Note que este acoplamento
torna possivel estudar as forcas envolvidas na locomocao de animais extintos, tais como
os dinossauros, através de dados da alometria dos ossos.) Em segundo lugar, Christiansen
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Figura 2.9: Variacdo do comprimento L e do diametro D do fémur nos mamiferos. Os dados sdo os
mesmos da Fig. 2.2, mas aqui separamos os mamiferos em maiores e menores que M = 50 kg para
ilustrar a ‘alometria diferencial’, ou seja, o expoente alométrico é um pouco diferente nos dois grupos. A
diferenca na inclinacdo é bem visfvel no caso do comprimento, mas é menor no caso do didmetro.

relata que os mamiferos grandes desenvolvem ossos longos progressivamente mais curtos
como forma de reduzir as tensoes de flexao, ao invés de ossos proporcionalmente mais
grossos [15]. Em outras palavras, o expoente [ torna-se cada vez menor com o aumento da
massa, enquanto o expoente d tem praticamente o mesmo valor para mamiferos pequenos
e grandes. Este fato segue diretamente da nossa andlise. Mostramos que Fy, < Frysculo €
que a alometria da for¢ca muscular nao distingue mamiferos pequenos de grandes. Assim,
a Eq. (2.19) implica que d deve ter valores similares para todos os mamiferos e, portanto,
uma alometria diferencial s6 pode aparecer em diferencas em .

2.6 Conclusoes

Medidas experimentais demonstraram que uma série de parametros morfolégicos e fisio-
légicos variam com a massa corporal M segundo a lei de poténcia Y = aM?®, onde Y é o
parametro de interesse, a é uma constante e b é o expoente alométrico [2-5]. Em particular,
o comprimento L e o diametro D dos ossos longos dos mamiferos obedecem aproximada-
mente as leis de poténcia L oc M' e D o< M¢. Embora uma série de artigos experimentais
tenham sido publicados sobre a alometria dos ossos [14,15,19-23, 33], nenhum modelo
tedrico foi capaz de explicar as observagoes. Em particular, os dados nao estao em acordo
nem com a similaridade geométrica (L oc D oc M'/3), nem com a similaridade eldstica
(L oc MY* e D oc M?/8) [9,12,14-16].

Desenvolvemos um modelo, baseado na exigéncia de que os ossos devem resistir as
tensoes de compressao e de flexdo a que estdo submetidos, o qual esta em acordo com
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as observacoes experimentais. Além de prever expoentes alométricos em acordo com os
dados, nosso modelo mostra que a similaridade eldstica nao foi observada experimen-
talmente porque os ossos longos dos mamiferos nao sao esbeltos o suficiente para sofrer
flambagem de Euler. Além disso, o modelo acerta também ao prever que (i) a flexao é
responsavel por 86+6% da tensdo méxima nos ossos longos de mamiferos; e (ii) o expoente
[ tem uma pequena variagao com a massa devido a escala diferencial da forca de reacao
do solo durante a locomocao a velocidade maxima.

Os resultados descritos neste capitulo foram publicados em [52]. Este artigo estd
reproduzido no apéndice A.
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Capitulo 3

O modelo Bak-Sneppen para a evolucao das
espécies

3.1 Complexidade e SOC

Nos tultimos quatro séculos nosso conhecimento sobre o universo onde vivemos teve um
desenvolvimento enorme. Em particular, os fisicos descobriram que quatro forcas fun-
damentais governam a interacao entre as particulas, a saber a forca gravitacional, a
forca eletromagnética e as forcas nucleares fraca e forte. Apesar de conhecermos bem
as interagoes fundamentais da matéria e de sermos capazes de sintetizar as leis basicas da
Fisica em equagoes matemdticas que ocupam poucas paginas, ainda existe uma infinidade
de fenomenos que nao sao bem compreendidos. O desafio para grande parte dos fisicos nos
dias atuais consiste em descrever os padroes macroscopicos que emergem em um sistema
onde um numero grande de elementos interage através de leis microscopicas conhecidas.

Um exemplo sao os sistemas complexos, onde a dinamica de interacao entre os
elementos auto-organiza o sistema em um estado em que hd uma grande riqueza de
padroes. Per Bak, em seu livro “How nature works” [6], define complexidade como varia-
bilidade, argumentando que quando observamos um fenémeno complexo cada vez mais de
perto ou cada vez mais de longe vemos a formagao de padrdes em todos os niveis. Esses
sistemas possuem com freqiiéncia regras de interacao entre seus elementos que sao muito
simples e bem definidas, mas que contudo produzem padroes macroscopicos complexos que
nao sao facilmente deduzidos das leis microscépicas. A sociedade humana, por exemplo, é
um sistema complexo, onde seis bilhoes de seres humanos interagem trocando mercadorias,
idéias e informagoes. Nao é ébvio como a Economia, a Histéria e a Sociologia surgem
da Biologia humana, de tal forma que cada uma dessas disciplinas possui métodos de
investigacao proprios sem a necessidade de mencionar a Biologia adjacente.

Os sistemas complexos sdo vistos por Bak [6] como sistemas fora do equilibrio
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aprisionados em um estado ‘critico’, onde pequenos distirbios podem causar eventos, cha-
mados avalanches, de todos os tamanhos. O cardter complexo da Histéria, por exemplo,
é evidenciado por sua sensibilidade a pequenos eventos (e.g., como seria 0 mundo hoje
se os pais de Napoledo Bonaparte jamais tivessem se conhecido?). J& a criticalidade da
Economia é demonstrada pelas variacoes erraticas e sem tamanho caracteristico no preco
de a¢des na bolsa de valores [6].

Em termos matemadticos, a criticalidade é evidenciada pelo freqiiente surgimento de
leis de poténcia em fen6menos naturais. (Leis de poténcia sdo retas em um gréfico log-log.)
A conseqiiéncia direta das leis de poténcia é a auséncia de uma escala caracteristica em um
determinado problema, o que é uma observacao comum no nosso universo. Por exemplo,
nao existe um tamanho ‘certo’ para montanhas, nuvens ou aglomerados de galdxias [6].
Elevagoes na superficie da Terra variam de pequenos morros a montanhas com quilémetros
de altura; nuvens grandes sao idénticas a nuvens pequenas aumentadas; e aglomerados de
galdxias podem reunir desde duas até milhares de galdxias.

Bak propos que a ubiqiiidade das leis de poténcia na natureza deve-se, em parte,
a criticalidade auto-organizada (SOC, do inglés self-organized criticality). A idéia é que
um sistema fora do equilibrio atinge um estado estaciondrio onde avalanches de todos
os tamanhos sao observadas, ou seja, o sistema evolui para seu estado ‘critico’ e ali fica
aprisionado. Neste estado, é impossivel fazer previsoes, ja que a dinamica depende de
contingéncias (pequenas alteragoes no estado do sistema podem gerar catastrofes).

O protétipo de criticalidade auto-organizada é o modelo de pilha de areia (Fig.
3.1). Considere uma crianca na praia que brinca de fazer uma pilha de areia a partir
de uma superficie inicialmente plana. A medida que os graos de areia sao depositados
sobre a pilha, esta comeca a desenvolver uma inclinacao em relagao ao plano horizontal.
Essa inclinacdo cresce até que seja atingida uma inclinagdo critica, quando a deposi¢ao
de um tnico grao pode causar uma avalanche onde um nimero arbitrario de graos
pode estar envolvido. Neste estado o sistema esta completamente fora do equilibrio e
o comportamento global nao é nada ébvio se olharmos apenas para as propriedades de
um grao de areia individualmente. A presenca de avalanches de todos os tamanhos é a
marca registrada da criticalidade auto-organizada.

O modelo de pilha de areia bidimensional possui uma interpretacao muito interes-
sante. Se associarmos o numero de graos em cada sitio com a forca entre duas placas
tectonicas, entao a relaxacao neste sitio estd relacionada ao movimento das placas e a
conseqiiente diminuicao da forca entre elas. Dessa forma, uma avalanche em uma pilha
de areia é um modelo reducionista de um terremoto. Essa analogia prediz a existéncia de
terremotos de todos os tamanhos e, uma vez que a distribuicao de tamanhos de avalanches
nos modelos de pilha de areia é a uma lei de poténcia, a distribuicao de tamanhos de
terremotos também deve seguir uma lei de poténcia. Em acordo com essa previsao,
Gutenberg e Richter [53] demonstraram que um gréfico da freqiiéncia de um terremoto
versus a energia liberada por ele obedece uma lei de poténcia (Fig. 3.2). Um terremoto
de magnitude 4 é dez vezes mais comum que um de magnitude 5 e um de magnitude 6 é
dez vezes mais comum que um de magnitude 7.
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Figura 3.2: Terremotos. (a) Distribuicio das magnitudes dos terremotos na regido New Madrid no
sudeste dos Estados Unidos no periodo de 1974-1983. Os pontos mostram o nimero de terremotos com
magnitude maior que m. (b) Localiza¢io dos terremotos usados no gréfico. O tamanho dos pontos indica
a magnitude dos terremotos. Figura retirada de [6].
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Naturalmente nem todas as leis de poténcia observadas na natureza devem-se a SOC.
Vimos no capitulo anterior que as dimensdes dos ossos longos dos mamiferos obedecem a
uma lei de poténcia em funcao da massa em conseqiiéncia da relacao entre as propriedades
geométricas e mecanicas dos ossos e das forcas que lhes sao impostas. Analogamente, a
distribuigao de perfodos secos e chuvosos também segue uma lei de poténcia [54,55]. Neste
caso, Dickman [56] forneceu evidéncias de que as leis de poténcia devem-se & dinamica de
adveccao da umidade na atmosfera. Outro exemplo de lei de poténcia que surge por um
mecanismo que nao é SOC é a distribuicdo do nimero de citagoes de artigos cientificos.
A lei de poténcia, neste caso, surge devido a rede de citagoes de artigos estar em continuo
crescimento e também ao fato de que novos artigos citam preferencialmente aqueles que
ja sdo muito citados [57].

O trabalho de Bak e colaboradores sobre a criticalidade auto-organizada atraiu
muito interesse e orientou grande parte da atividade na drea da mecanica estatistica nas
ultimas décadas. Hoje existem modelos evidenciando a existéncia de SOC nos seguintes
problemas: fogo em floresta [58], crescimento de superficies [59], trafego de veiculos [6],
Economia [6] e evolucdo das espécies [6,7]. De forma mais especulativa, Bak [6] argumenta
que os conceitos de criticalidade auto-organizada também sao relevantes para se compreen-
der o funcionamento do cérebro. Na préxima se¢ao veremos as evidéncias no registro féssil
de que a evolucao das espécies é um sistema criticamente auto-organizado.

3.2 A evolucao é um fen6meno complexo

O registro fossil indica que, quando analisada na escala de milhGes de anos, a vida na
Terra é um sistema fora do equilibrio, onde espécies estao continuamente aparecendo e
desaparecendo. Jack Sepkoski passou dez anos em bibliotecas pesquisando os registros
fésseis de milhares de espécies marinhas [60]. Dividindo a histéria geolégica em 150
periodos consecutivos de 4 milhoes de anos, ele estimou a fracdo de familias que se
extinguiram de um periodo para o outro (Fig. 3.3). Em alguns casos houveram poucas
extinc¢oes, onde menos de 5% das espécies desapareceram, e em outros casos mais de 50%
das espécies desapareceram.

David Raup [6] contou o niimero de periodos em que o total de extingdes estava
entre 10 e 20%, o niimero de periodos em que a variacio estava entre 20 e 30% e assim
por diante, e fez um histograma (Fig. 3.4). Ele demonstrou que as exting¢des em massa,
ao invés de serem eventos isolados, fazem parte de uma distribuicdo continua de eventos,
onde extincoes de todos os tamanhos sao observadas.

Os dados indicam a existéncia de eventos de extingao de todos os tamanhos, similar-
mente a distribuicdo de tamanhos de terremotos em forma de lei de poténcia (Fig. 3.2).
Embora extingoes em massa sejam mais raras do que pequenas extincoes, elas ocorrem com
uma freqiiéncia bem definida. As maiores avalanches que ja ocorreram foram a explosao
Cambriana ha 500 milhoes de anos, quando um nimero enorme de novas espécies, familias
e filos surgiu em um curto espaco de tempo, e a extin¢gao Permiana ha 250 milhoes de anos,
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Figura 3.3: Extinc¢bes observadas por Jack Sepkoski em familias de animais marinhos nos dltimos 600
milhGes de anos. A curva mostra o porcentual estimado de familias que se extinguiram em intervalos de
aproximadamente 4 milhdes de anos. Figura retirada de [6].
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Figura 3.5: Equilibrio pontuado na natureza. A circunferéncia toraxica do radiolario Pseudocubus vema
aumentou durante sua histéria evoluciondria. Figura retirada de [6].

onde 96% de todas as espécies se extinguiram. A extin¢do dos dinossauros e de outras
espécies ha 60 milhoes de anos também estd entre as avalanches mais espetaculares.

O registro féssil inspirou Stephen Jay Gould e Niles Eldridge a propor uma nova visao
sobre a evolugao bioldgica. Ao invés da evolucao lenta, gradual e continua defendida por
Darwin, as espécies evoluem em tempos muito curtos entremeados por longos periodos
de equilibrio. Em outras palavras, os longos periodos de equilibrio sdo interrompidos
por periodos intermitentes de atividade evolutiva (Equilibrio Pontuado). A evolugio
de uma tnica espécie segue o mesmo padrao. Por longos periodos, as propriedades
fisicas, como a altura de um cavalo ou o comprimento do pescogo de uma girafa, nao
sofrem muita alteragao; esses periodos de quietude sao interrompidos por periodos curtos
(pontuagoes) onde os atributos da espécie mudam rapidamente. A Fig. 3.5 ilustra como
a circunferéncia toraxica do radioldrio! Pseudocubus vema evoluiu durante os dltimos
5 milhoes de anos. Podemos reconhecer trés periodos onde a circunferéncia toraxica
permaneceu praticamente constante entremeados por intervalos de rapida evolucao.

Darwin era adepto do gradualismo e negava a possibilidade de extingoes em massa.
Em harmonia com essa visao, muitos paleontélogos acreditam que a teoria de Darwin nao
prevé grandes extingdes e buscam a explicacdo para tais eventos em influéncias externas,
tais como mudancas climaticas severas causadas por erupgoes vulcanicas ou por choques
de meteoros com a Terra. Bidélogos eminentes, tais como Eldridge, Sepkoski e Raup,
defendem que apenas eventos cataclismicos podem ser responsaveis pelas extingoes em
massa. O consenso de que apenas um evento catastréfico poderia ser o responsavel pelas
grandes extincoes é tal que o debate se voltou para qual é a forca externa responsdvel.

Entretanto, a distribuicao continua de extingoes mostrada na Fig. 3.4 sugere que um
unico mecanismo pode ser responsavel por todas as extincoes, tanto as grandes quanto
as pequenas. Se reconhecermos que a vida na Terra é um sistema complexo, fora do
equilibrio, onde bilhoes de individuos competem por espago e comida, é natural supor

1Os radioldrios sdo protozodrios marinhos que possuem um esqueleto rigido (ou concha) de silicato.
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que o equilibrio pontuado observado pelos paleontélogos seja a expressao de um sistema
criticamente auto-organizado.

Portanto, o registro féssil levanta as seguintes questoes: As extingdes em massa
podem ser causadas pela préopria dinamica de interacao entre as espécies ou precisamos
evocar eventos externos para explicar cada grande evento individualmente? Qual mecanis-
mo seria responsavel por uma auto-organizacao das espécies em um estado onde avalanches
de todos os tamanhos sdo observadas? Em 1993, Bak e Sneppen propuseram um modelo
para a evolugao que sugere que a propria dinamica de interagao entre as espécies pode gerar
o Equilibrio Pontuado. O modelo prevé a existéncia de extingoes em massa sem precisar
apelar para fatores externos, apesar de nao anular a possibilidade de que cataclismas
tenham sido de fato responsaveis por algumas das grandes extingoes. Dessa forma, o
Equilibrio Pontuado observado no registro féssil parece ser uma conseqiiéncia da vida
na Terra estar em um estado criticamente auto-organizado. Na préxima secdo vamos
introduzir o modelo Bak-Sneppen e discutir alguns de seus principais resultados.

3.3 O modelo Bak-Sneppen

O modelo Bak-Sneppen [7] é um processo de Markov com tempo discreto em uma rede d-
dimensional com L¢ sitios e condicoes de contorno periédicas. Cada sitio possui uma
varidvel real z;(t). Inicialmente, essas varidveis recebem valores aleatdrios retirados
independentemente de uma distribui¢do uniforme no intervalo [0,1). No tempo t =1, o
sitio m que possui o menor valor entre todos os x;(0) é identificado e ele e seus 2d primeiros
vizinhos recebem novos nimeros aleatorios, novamente retirados independentemente do
intervalo [0,1). (No caso unidimensional que estudaremos aqui, essa dindmica se resume
a: T,(l) = 0, Tme(l) = 7', e 2,-1(1) = 70", onde 71, 7', e " sdo independentes e
uniformemente distribuidos em [0,1); para [j — m| > 1, z;(1) = z;(0).) No passo 2 o
processo € repetido, com m agora representando o sitio com o minimo global das varidveis
{z;(1)}, e assim por diante.

Na interpretacao evolucionaria do modelo BS, cada sitio representa um ‘nicho’ ocu-
pado por uma tunica espécie e a variavel z; é uma medida da aptidao dessa espécie para
sobreviver. Neste contexto, ‘aptidao’ significa uma propensao a evitar a extingiao: se
x; < x; entao a espécie j ¢ mais sensivel a mudancas climaticas e forcas externas e vai
se extiguir antes da espécie 7. Dessa forma, z; pode ser chamado de uma ‘barreira’ para
a extingdo. A substituicdo da menor barreira a cada passo de tempo representa (i) a
extingao da espécie menos apta a sobreviver com a conseqiiente colonizacao desse nicho
por uma nova espécie ou (ii) uma mutacdo que altera a aptidao dessa espécie. A reposigio
das barreiras das espécies vizinhas pode ser interpretada como uma mudanca imprevisivel
na aptidao quando o nicho vizinho é subitamente colonizado por uma nova espécie ou é
ocupado por uma espécie mutante.

A ligacao entre espécies vizinhas descreve a inter-dependéncia das espécies na cadeia
alimentar e a competicao por espaco e nutrientes. Por exemplo, no caso unidimensional,
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Figura 3.6: Distribuicdo das barreiras x; no estado estacionario do modelo Bak-Sneppen. Rede com
1000 sitios e média sobre 107 configuragdes. Observe que p(z) nio é exatamente uma funcio degrau
devido a efeitos de tamanho finito.

Bak [6] sugere que a espécie a esquerda é uma presa, enquanto a da direita é um predador.
O ordenamento das espécies em uma rede regular é uma aproximacao drastica, ja que
isso fixa o nimero total de espécies e também o niimero de espécies consideradas inter-
dependentes (primeiros vizinhos). Contudo, o objetivo do modelo é demonstrar quais sao
os ingredientes essenciais para se obter uma ecologia que exibe equilibrio pontuado e nao
modelar a evolucao em riqueza de detalhes.

A selegao a cada passo de tempo do minimo dos {z;} (‘dindmica extrema’) represen-
ta um processo altamente nao-local que aparentemente requer um agente externo que
conheca completamente o estado do sistema a cada momento. Entretanto, podemos
considerar o tempo médio de vida de uma espécie proporcional a %, onde 3 é uma
constante, de forma que nao é necessario um agente externo para que a espécie com o x;
minimo seja a primeira a se extinguir, contanto que [ seja grande.

A simulacao do modelo BS mostra que, apés um tempo transiente, o sistema atinge
um estado estatisticamente estacionario, no qual a densidade de probabilidade de z; é
nula para x menor que um certo limiar z* e uniforme acima de z* (Fig. 3.6). Em outras
palavras, para um sistema infinito e no estado estaciondrio, a distribuic¢do p(x) é a fun¢ao
degrau

0, z<ua*
o ={ o0 53 o

onde C' = 1/(1—2z*) é obtido por normalizacdo. Determinagdes precisas de z* foram feitas
por Grassberger [61] e Paczuski e colaboradores [62] que encontraram z* = 0.66702(8) e
z* = 0.66702(3), respectivamente.

Esta densidade de probabilidade singular esta associada com propriedades de escala
reminiscentes de um ponto critico; a dimensao critica superior é d. = 4 [63]. O modelo
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Figura 3.7: Equilibrio pontuado no modelo Bak-Sneppen. A curva mostra o nimero de eventos de
mutagdo para uma unica espécie ao longo do tempo.

Bak-Sneppen parece nao pertencer a nenhuma das classes de universalidade conhecidas
para fenomenos criticos e pode-se dizer que ele define sua prépria classe de universalidade.
Na secao 3.9 veremos como essa classe de universalidade se relaciona com a classe DP
(percolagao dirigida).

Vérias quantidades exibem um comportamento tipo lei de poténcia no modelo BS.
Em particular, Bak e Sneppen [7] estudaram a probabilidade P;(r) de que a posi¢ao do
sitio minimo nos tempos t e t + 1 seja separada por uma distancia r e a distribuicao
P4(S) dos tamanhos S de avalanches. (O tamanho de uma avalanche é definido como o
tempo decorrido do momento em que o minimo global fica menor que um certo x, até
quando ele volta a ser maior que xy.) No limite assint6tico, essas distribuigoes escalam

Ccomo PJ(T‘) o T73'23i0'02 e PA(S) o 571.07:|:0.01 [62]

A distribuicao em forma de lei de poténcia para o tamanho das avalanches indica
a existéncia de grupos de extingoes, correlacionadas entre si, de todos os tamanhos.
Este comportamento é similar ao observado por Raup no registro féssil (se¢do 3.2). Se
monitorarmos o nimero de eventos de mutagdo ao longo do tempo em um sitio especifico,
observamos periodos de equilibrio interrompidos por intervalos de rapida evolugao, como
ilustrado na Fig. 3.7. (Observe a similaridade com a Fig. 3.5.) Concluimos, portanto,
que o modelo Bak-Sneppen prevé uma ecologia fora do equilibrio, onde extingoes de
todos os tamanhos ocorrem como conseqiiéncia da dindmica de interacao entre as espécies.
Portanto, o modelo demonstra que ndo existe contradi¢ao entre a teoria de Darwin (sele¢ao
do mais adaptado) e a teoria do Equilibrio Pontuado.

Apesar de seu sucesso em prever uma ecologia onde extingoes de todos os tamanhos
sao observadas, o modelo Bak-Sneppen nao é uma descrigdo precisa da evolugao [64].
Como vimos anteriormente, ele possui duas limitagoes importantes: 1) o nimero de
espécies é fixo; e 2) o nimero de espécies vizinhas é constante. Portanto, ndo é uma
surpresa que os expoentes criticos do modelo sejam diferentes dos valores observados
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experimentalmente, como divulgado em [64].

Barbara Drossel [64] fez uma vasta revisdo dos modelos propostos para a evolugiao
das espécies. A respeito do modelo BS, ela afirma que seu mérito é demonstrar que um
ecossistema composto por muitas espécies interagentes, cada uma possuindo uma aptidao
para sobreviver (fitness), pode se auto-organizar em um estado critico, onde mudancas
evolutivas de todos os tamanhos podem acontecer. Drossel relata que o modelo serviu
como inspiracdo para a criagdo de modelos mais realistas [64]. Em particular, o modelo
foi adaptado com sucesso para explicar dados experimentais da evolucao de populagoes
bacterianas [65, 66].

3.3.1 Meétodo simulacional

Gostariamos de fazer umas observagoes sobre o algoritmo para simular o modelo BS. Uma
vez que o sitio com a menor variavel, z,,, deve ser identificado a cada passo de tempo, é
importante criar uma estratégia eficaz de busca. Um algoritmo geral e eficiente usa uma
arvore bindria para identificar z,,. Uma abordagem [61] utiliza uma rede com 2" sitios.
No primeiro nivel de selecao, cada sitio é comparado com um de seus vizinhos e 0 menor
deles é selecionado. No nivel seguinte o minimo de cada novo par é selecionado, e assim
por diante, de forma que no n-ésimo nivel o0 minimo global é identificado.

Um segundo esquema bindrio [67] é construido da seguinte maneira. O sitio 0 é
posicionado no topo da arvore. O sitio 1 é colocado na linha abaixo, a esquerda de 0
se 7 < xy e a direita se 1 > x3. Um sitio ¢ é adicionado & arvore da seguinte forma:
descemos a arvore comparando x; com as variaveis zi,...,T;_1, virando a esquerda ou
a direita dependendo se x; ¢ menor ou maior que z;, até encontrarmos um sitio vazio.
Construindo a arvore desse jeito, z,, vai ocupar a posi¢ao mais a esquerda na arvore.
Nestes esquemas, manter a estrutura da arvore, depois que ela ja foi construida a partir
do conjunto inicial de variaveis x;, requer um pequeno numero de operacoes a cada passo
de tempo e é muitas vezes mais eficiente que uma busca global pelo minimo. No entanto,
descobrimos que uma busca restrita exige ainda menos tempo computacional no estado
estaciondrio.

Veremos na secao 3.8 que uma propriedade especial do modelo BS, que ¢ partilhada
por todos modelos com dinamica extrema, é que o sitio minimo pertence com probabi-
lidade praticamente 1 ao intervalo [0,z*]. Ao mesmo tempo, a densidade de sitios com
valores nesse intervalo se aproxima de zero a medida que o nimero de sitios L — oco. Isto
sugere mantermos uma lista de sitios com z < z* [68]. Entao a busca por z,, pode ser
restrita a lista, exceto nos raros casos em que esta estiver vazia. Se o tamanho do sistema
for grande, de forma que o numero tipico de sitios com x < x* nao é pequeno, se torna
vantajoso introduzir uma sequnda lista de sitios com z < x** < x*. Quando esta lista,
relativamente pequena, ndo estd vazia (como em geral acontece), a busca fica restrita a
ela. Em estudos do modelo BS, obtivemos a maior eficiéncia usando x** = 0.54, enquanto
que o critério para a primeira lista foi z* < x < 0.65, que é um pouco abaixo de z*. (A
necessidade ocasional de efetuar uma busca global, nos raros casos em que ambas as listas
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sao vazias, é mais do que compensada pelo tamanho reduzido das listas quando usamos
esses valores.) Comparando com o método da drvore bindria, nossa abordagem diminui
em 3 vezes o tempo computacional para simular um sistema de 1000 sitios. (Entretanto,
um algoritmo do tipo arvore bindria é mais eficiente para se estudar transientes. Isso
acontece porque inicialmente as listas nao sao pequenas quando partimos de um estado
onde os valores dos z; sdo escolhidos uniformemente em [0,1).)

3.4 Nossos objetivos

Do ponto de vista da mecanica estatistica, o modelo BS tem o mérito de introduzir um
novo mecanismo para auto-organizar um sistema dinamico em um estado critico. Por
esse motivo o modelo atraiu muita atencao, tendo sido estudado por varias abordagens,
incluindo simulagao [61,63,69], andlises tedricas [70-72], andlises probabilisticas (run time
statistics) [73,74], grupo de renormalizacdo [75,76], teoria de campo [77] e teoria de campo
médio [78-81]. Algumas variacoes foram propostas, como o modelo BS anisotrépico [82,83]
e o0 modelo com dois minimos [84].

Essa auto-organizacao em um estado critico é importante devido a fenémenos com-
plexos observados no mundo real freqiientemente exibirem distribuicoes em forma de lei de
poténcia. A comunidade de fisicos estatisticos tem se esforcado para explicar como essas
leis de poténcia surgem na natureza, tendo sido bem sucedida nas dltimas duas décadas
em criar modelos que exibem criticalidade auto-organizada. Como exemplo citamos os
modelos de pilha de areia [85-87], o modelo OFC para terremotos [88], o modelo de fogo
em florestas [58] e o modelo de deposigao balistica para superficies rugosas [59].

Nos fenomenos de equilibrio, a invariancia por escala, revelada pelas distribuicoes
tipo lei de poténcia, s6 aparece para valores muito especificos dos parametros de controle
do problema. Os modelos citados acima, por outro lado, sao sistemas fora do equilibrio
que evoluem naturalmente para um atrator dinamico localizado na criticalidade. Mas
por que um sistema complexo fica aprisionado no seu estado critico sem a necessidade
de sintonizarmos um parametro de controle? Dickman e colaboradores mostraram que
os modelos de pilha de areia sao mantidos no ponto critico por um “acionamento lento
em um sistema que exibe uma transicao de fase do tipo estado absorvente e com uma
quantidade conservada” [79]. O modelo BS segue uma rota diferente para a criticalidade,
chamada de dinamica extrema. Devido a ubiqiiidade das leis de poténcia no mundo real,
acreditamos que é pertinente buscarmos uma maior compreensao desse mecanismo que
auto-organiza o modelo BS em seu estado critico. Essa investigacao serd feita na se¢ao
3.9.

Além de investigar a origem da criticalidade auto-organizada no modelo BS, queremos
também caracterizar sua classe de universalidade, descrever os efeitos da quebra da
simetria nas regras de atualizacdo e descrever quais as principais conseqiiéncias da di-
namica extrema. Com este objetivo, vamos propor modificacoes na dinamica original
e analisar como estas afetam o comportamento critico e a densidade estacionéria p(z).
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Discutiremos quais aspectos do modelo sdo universais e que modificacoes preservam a
classe de universalidade. As ferramentas utilizadas serdo simulacao, teoria de campo
médio e argumentos gerais.

O restante deste capitulo organiza-se da seguinte forma. Na préoxima se¢ao, definimos
todas as variacoes do modelo a serem estudadas. Apresentamos um método novo para
determinar o limiar do modelo na secao 3.6 e, na secao 3.7, estudamos o papel da simetria
na regra de renovacdo. Na secdo 3.8, examinaremos quais caracteristicas sdo comuns a
modelos com dinamica extrema. Investigamos a criticalidade auto-organizada no modelo
na secao 3.9. Finalmente, tecemos nossas conclusoes na iltima secao. Os resultados
descritos nas se¢oes 3.5 a 3.10 foram publicados nos artigos [90-93]. Uma cépia desses
artigos encontra-se nos apéndices B, C, D e E.

3.5 Variantes do modelo BS

Vamos definir nesta se¢do as variantes do modelo BS que serdo estudadas ao longo deste
capitulo. Essas variagoes preservam a dindmica extrema, mas diferem no nimero e/ou na
posicao dos vizinhos que sao renovados e, em outros casos, na forma como as barreiras
evoluem. No modelo BS com vizinhos aleatdrios, as defini¢oes sao as mesmas do
modelo original, com a exce¢ao de que todos os sitios sao considerados vizinhos. Assim, a
cada passo de tempo, o sitio m e dois vizinhos escolhidos aleatoriamente sao substituidos.
Outra variante é o modelo BS anisotrépico [82,83]. Neste caso, apenas o sitio m e seu
primeiro vizinho a direita sao renovados a cada passo de tempo.

No modelo BS generalizado ou variante BSab, substituimos com numeros alea-
térios o sitio m que possui o minimo dos {z;} mais a vizinhos a esquerda e b vizinhos a
direita. Se a = b = 1 recuperamos o modelo original (BS11); se a = 0 e b = 1 temos o
modelo BS anisotrépico (BS01); se a # b obtemos variantes do modelo BS com dinamicas
assimétricas. Essas variacoes foram estudadas inicialmente em [82].

Definiremos agora quatro variantes que diferem do modelo original apenas na forma
que as barreiras x; evoluem.

e Na variacao radical, o sitio M que possui o mdzimo dos {z;} é substituido por
um numero aleatério 7 e seus dois primeiros vizinhos recebem a raiz quadrada de
suas préprias barreiras: zp(t + 1) =n e xpa1(t + 1) = /2 ar11(2).

e Na variante centered square, o sitio com o valor maximo é renovado com o
quadrado de seu préprio valor, enquanto os dois vizinhos mais préximos recebem
nimeros aleatérios n e n': zay(t+1) = [zar ()], 21 ((+1) =nezay_1(t+1) = 7.

e Na versao peripheral square, um dos primeiros vizinhos de M é elevado ao
quadrado, enquanto M e o outro vizinho sao substituidos por numeros aleatérios:
Tt + 1) = [z ()], 2zt +1) =nezyn(t+1) =7 (Aqui M = M +o0 e
M" = M — o, onde o é uma varidvel aleatéria que assume os valores +1 e —1 com
probabilidades iguais.)
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e Na variante peripheral square assimétrica, o sitio M e seus vizinhos sao
renovados de acordo com as regras: zay—1(t + 1) = [zm—1(8)]?, zm(t+1) = ne
.Z‘M+1(t + 1) = 7’],.

Nas modificagoes acima, definimos por conveniéncia o sitio com a varidvel maxima
como o mais vulneravel, de forma que z; pequeno corresponde a uma alta aptidao. Na
variacdo radical, a reposi¢ao da espécie menos adaptada provoca uma redugao determi-
nistica na aptidao das vizinhas. Assim, ha uma memoria na dinamica, o que parece ser
uma caracteristica interessante no contexto evolucionario. Na variacao peripheral square,
a extincao da espécie menos adaptada aumenta a aptidao de um vizinho e provoca um
efeito imprevisivel no outro. J4 na variacdo centered-square, z; — 7%, implica que ou a
espécie sofreu uma mutacao que a tornou mais apta a sobreviver ou ela se extingiiiu e foi
substituida por outra mais apta.

Vamos estudar também um modelo Bak-Sneppen modificado que difere do original
na forma que o sitio m é identificado. Noés o batizamos de modelo BS cosseno. No
modelo original, z,, é o sitio que minimiza a funcdo f(z) = x. No modelo BS cosseno,
T, minimiza f(z) = cos(2nmzx) para algum inteiro n, de forma que f tem n minimos no
intervalo [0,1]. A fim de analisar o efeito da simetria na regra de renovagdo, definimos
também um modelo BS cosseno anisotrépico, no qual temos a anisotropia espacial
do modelo BS anisotrépico e o sitio extremo definido como no modelo BS cosseno.

No modelo BS com estados absorventes, definimos que os sitios com z; < ¢ sao
considerados ativos, ao passo que os sitios com x; > ¢ sao inativos, sendo ¢ um parametro
de controle. A cada passo de tempo, selecionamos o z; minimo entre os sitios ativos e
este juntamente com seus dois vizinhos mais proximos sao renovados de acordo com as
regras do modelo original. A dinamica prossegue enquanto houver pelo menos um sitio
ativo. Quando todas as barreiras forem maiores que ¢, a dinamica para, pois o sistema
alcancou um estado absorvente. Portanto, variando g esperamos encontrar uma transicao
de uma fase inativa para uma ativa. Nesta formulagdo, o parametro de ordem p é definido
como a fracdo de sitios ativos. Fazendo uma analogia com os modelos de spin, ¢ faz o
papel da temperatura, determinando a fase do sistema, enquanto que p faz o papel da
magnetizagao.

As motivagoes para estudar essas modificacdes na dinamica sao varias. Primeiro, é
importante examinar o efeito que a simetria da dinamica tem nos expoentes criticos,
no limiar e na distribui¢do p(z). Segundo, o modelo BS é notdvel por exibir uma
densidade de probabilidade singular e é de interesse examinar se esse comportamento
singular é preservado para regras diferentes. Terceiro, uma vez que a forma precisa
da dinamica em um sistema especifico, como na evolucao, é geralmente desconhecida e
provavelmente bastante diferente daquela do modelo original, é necessério testar a robustez
dos resultados. E possivel, inclusive, que alguns elementos das variantes estudadas aqui
tornem esses modelos mais realistas do que o modelo original. Em particular, se um par
de espécies (i e j) tem uma relacdo presa-predador, ndo devemos esperar que a extingao
de 7 tenha o mesmo efeito em j que a extingao de 7 tem em 7; nesta situacao uma interagao
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Figura 3.8: Densidade estaciondria p(z) para a versdo unidimensional do modelo BS original, para redes
de véarios tamanhos.

assimétrica parece mais razoavel. Finalmente, a motivagao para estudar o modelo com
estados absorventes é relacionar o modelo BS a percolacao dirigida, determinar o conjunto
completo de expoentes criticos e investigar a auto-organizacao do modelo BS em seu estado

critico.

3.6 Determinacao do limiar

Nesta secao, vamos introduzir um método simples para determinar com precisao o limiar
z* do modelo Bak-Sneppen. Em um sistema finito, a distribuicdo p(z) é continua, ou
seja, a fungdo degrau é arredondada e nao-singular (ver Fig. 3.8). Entretanto, é visivel
na figura que p(z) = Cp, constante, para = acima da regiao do limiar. Como p(x) é uma
fungao degrau (Eq. (3.1)) para um sistema com L — oo, a normalizacao implica que
Cw(1l — 2*) = 1. Isso sugere que podemos definir um limiar em um sistema finito como
3 = 1—1/Cp. Assumindo que o modelo BS obedece a relagdo de escala de tamanho
finito [94]

o — = kL7, (3.2)

onde k£ é uma constante e * é o limiar para uma rede infinita, temos um método para
determinar o limiar de modelos do tipo BS.

Simulamos o modelo BS original, o modelo BS anisotrépico e o modelo com vizinhos
aleatérios em redes de L = 63, 125, 250, 500, 1000, 2000, 4000 e 8000 sitios (Fig.
3.8). Estimamos a densidade de probabilidade p(z) com base em um histograma de
freqliéncia das barreiras, dividindo o intervalo [0,1] em 100 subintervalos. Os histogramas
sao acumulados apds IV, passos de tempo, necessarios para o sistema relaxar para o estado
estaciondrio. (Encontramos que no modelo original e no anisotrépico N, = 108 é suficiente
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Figura 3.9: Ajuste de lei de poténcia para (z* — z}) vs. 1/L para o modelo BS original. A inclina¢io
da linha reta é v = 1.40.

para atingir o estado estaciondrio em todos tamanhos de rede estudados. Por outro lado,
na versao com vizinhos aleatérios N, = 107 é suficiente.) Coletamos o histograma a cada
L passos em simulacoes de 10° passos no total.

A fim de testar o método proposto, nés o aplicamos ao modelo de vizinhos aleatérios,
para o qual a teoria de campo médio fornece o resultado exato z* = 1/3 (ver se¢ao 3.7).
Fitando nossos dados para =3 vs. L com a Eq. (3.2), encontramos z* = 0.33332(3) e
v = 1.00(1), que estd de acordo com a teoria de campo médio e, portanto, valida nosso
método. No caso do modelo original, encontramos z* = 0.6672(2) e v = 1.40(1). (O ajuste
de lei de poténcia é mostrado na Fig. 3.9.) Em acordo com nossos resultados, Grassberger
relata que z* = 0.66702(8) [61] e Paczuski e colaboradores encontram z* = 0.66702(3) e
v = 1.36 [62,89]. Finalmente, para o modelo BS anisotrépico, obtemos z* = 0.7240(1)
e v = 1.58(1). Nao encontramos na literatura estimativas de z* e v no modelo BS
anisotropico para comparagao.

3.7 Modelos Bak-Sneppen anisotrdopicos

A fim de investigar o efeito da simetria na distribui¢io p(z) e nos expoentes criticos, vamos
estudar os modelos BSab, definidos na secao 3.5, por teoria de campo médio e simulagao.
A teoria de campo média aqui descrita é uma extensdo de estudos anteriores [79, 80].
Comecamos introduzindo uma taxa de renovacio de I'e™#%i no sitio 4, onde '™ é um tempo
caracteristico, irrelevante para as propriedades estaciondrias, e que vamos igualar a um
(I' =1). Com essa introdugdo, o modelo passa a ter uma ‘temperatura finita’ [79,80,91],
no sentido de que todos os sitios tém uma probabilidade nao nula de serem renovados a
qualquer momento, em contraste com a dinamica extrema do modelo original. A condigao
extrema é recuperada no limite de temperatura nula, § — oc.

A densidade de probabilidade p(x,t) satisfaz:
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dp(z,t)  _ —e_ﬁmp(x,t)—Z/ e‘ﬂypj(a:,y,t)dy—Z/ e pj(z, y, t)dy
dt j=170 j=1"0

1
+ n/o e Pp(y,t)dy | (3.3)

onde n = a + b+ 1 é o nimero de sitios renovados a cada passo de tempo, p;(z,y,t) é
densidade de probabilidade conjunta para os sitios 0 e j e p(y, t) é a densidade marginal de
1 sitio. (Assumimos invariancia translacional e de reflexdo, as quais devem ser mantidas
quando a distribui¢do inicial tem tais propriedades.) Evocando a fatorizacdo de campo
médio p;(z,y,t) = p(z,t)p(y,t), encontramos

dp(x,t)

e —p(z,8)[e” + (n = DI(B)] +nl(B) | (3-4)
onde
1
1(8) = /O e~ "p(y, t)dy (3.5)
representa a taxa total de renovacao. No estado estacionario temos que
Pt() = (n— 1)nII+ B (3.6)

Multiplicando por e #* e integrando sobre o intervalo coberto por x, achamos I(8) =
(e=D8/m —1)/[(n — 1) (1 — e=#/™)] e portanto

n 1 — 6_(n_1)ﬂ/n 7
pst(l') - (n — 1) 1 — e—(n—1)8/n + e‘ﬂw(eﬂ/" — 1) (3 )

No limite f — oo esta solugao torna-se a funcao degrau
pst(z) = m(a@? —1/n)0(1—2) . (3.8)

(Aqui O(z) é a funcao degrau, de forma que ©(x) = 1 para z > 0 e ©(x) = 0 para
x < 0.) Assim, a teoria de campo médio prevé uma singularidade tipo funcdo degrau
para a densidade de probabilidade com o limiar em z* = 1/n para os modelos BSab. Este
resultado é independente da simetria da dinamica e concluimos que a aproximagao de
campo médio no nivel de 1 sitio é insensivel a diferencas na simetria.

Definimos o coeficiente de anisotropia

ko = @ . (3.9)

(Note que k, = 0 para dinamicas simétricas.) Com essa defini¢do, o limiar de campo
médio z* = 1/n pode ser escrito como
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1
= —-——-(1-k, ara b>a. 3.10
Para a fixo, a teoria de campo médio prevé que o limiar z* varia linearmente com o

coeficiente de anisotropia k,.

3.7.1 Limiares dos modelos BSab

Nos simulamos o modelo BSab para varios valores de a e b, correspondendo a k, na faixa
0—0,857. Novamente, estimamos a densidade de probabilidade p(z) com base em um
histograma de freqiiéncia de barreiras, dividindo [0,1] em 100 subintervalos. Depois que
o sistema (um anel de L = 2000 sitios) alcanga o estado estacionario?, os histogramas sao
acumulados uma vez a cada L passos até que 10% passos sejam concluidos.

Os limiares z* foram estimados como discutido na secao 3.6. Tipicamente 2} —x} ~
0.006 para L = 2000 e, portanto, o limiar z7_,4,, ¢ suficientemente preciso para nosso
objetivo, que é examinar o efeito da anisotropia no valor dos limiares.

A simulacao confirma que a densidade de probabildade é uma funcao degrau, em
acordo com a teoria de campo médio (TCM). A figura 3.10 mostra p(z) para todas
as variantes com n = 5. Os valores dos limiares, listados na tabela 3.1, sao sempre
maiores que o predito pela TCM, z* = 1/n. A TCM ¢ exata para o caso de vizinhos
aleatorios. A concordancia com a previsao de campo médio é tanto melhor quanto maior
for a anisotropia (com n constante) e quanto maior for n (com k, fixo). A TCM prevé
que z* = z*(n), quando na verdade, para n fixo, o limiar diminui com o aumento de
anisotropia. Em termos gerais, isso pode ser compreendido da seguinte forma. Com n
fixo, quanto maior for |a — b|, maior serd a distancia entre os sitios renovados e o sitio
minimo. Isso faz a dindmica se aproximar mais do caso de vizinhos aleatérios (campo
médio), levando o limiar na diregao do valor de TCM. O aumento de n com k, fixo tem
0 mesmo efeito.

A figura 3.11 mostra que fixando a e variando b, o limiar diminui linearmente com
ko, como previsto pela TCM, exceto para a = 0. Os valores dos limiares, contudo,
sao bastante diferentes dos resultados de CM. Por exemplo, para a = 1, a TCM prevé
z* = (1/3)(1 — k,), enquanto que a simulacdo fornece z* = 0.664(3) — 0.668(7)k,.

3.7.2 Expoentes criticos dos modelos anisotrépicos

A fim de caracterizar a classe de universalidade associada aos modelos BSab, estudamos
a probabilidade P;(r) de que minimos em passos de tempo consecutivos sejam separados
por uma distancia r. No modelo original, temos que [62]

Py(r)y ~r™™, com m=mg=23.23(2) . (3.11)

2Tipicamente, o sistema leva = 107 passos para relaxar para o estado estaciondrio.
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Figura 3.10: Densidade de probabilidade estaciondria para os modelo BSab com n = 5. Rede com
L = 2000 sitios.

Tabela 3.1: Limiar (z}) para sistemas com L = 2000 sitios para os modelos BSab com vérios valores
do coeficiente de anisotropia (k,). Os valores de z} sdo comparados com a previsdo de campo médio
x5y = 1/n. Os nimeros entre parénteses denotam as incertezas.

MODELO | gy =1/n | 2% _og00 | Ka
BSO1 0500 | 0.717(2) | 1/2
BS02 0.333 | 0.531(2) | 2/3
BS03 0.250 | 0.417(2) | 3/4
BS04 0.200 | 0.342(2) | 4/5
BS05 0.167 | 0.290(2) | 5/6
BS06 0.143 | 0.251(2) | 6/7
BS11 0.333 | 0.661(9) | 0
BS12 0.250 | 0.501(3) | 1/4
BS13 0.200 | 0.398(2) | 2/5
BS14 0.167 | 0.329(3) | 1/2
BS15 0.143 | 0.280(2) | 4/7
BS22 0.200 | 0.466(9) | 0
BS23 0.167 | 0.381(3) | 1/6
BS24 0.143 | 0.317(3) | 2/7
BS25 0.125 | 0.271(2) | 3/8
BS26 0.111 | 0.237(2) | 4/9
BS27 0.100 | 0.210(2) | 1/2
BS33 0.143 | 0.36(1) | 0
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Figura 3.11: Limiar z* vs. o coeficiente de anisotropia k,. Fixamos a e mudamos b para variar k,.
Mais detalhes no texto.
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Figura 3.12: Probabilidade (nfo normalizada) Py(r) no estado estaciondrio para vérias variantes BSab.

Por outro lado, no modelo BS anisotrépico (BS01), 7 = w4 = 2.401(2) [83].

Através de simulagdes do modelo generalizado usando 7 x 10® passos de tempo
em redes de 32000 sitios, encontramos que todas as variantes com dinamica assimétrica
pertencem a classe de universalidade do modelo BS anisotrépico. A figura 3.12 exibe Pj(r)
para modelos com diversas anisotropias. As corre¢des para a lei de poténcia sdo grandes
para assimetrias pequenas e, por isso, 0 comportamento assintético nao é observado em
redes pequenas nesses casos, ja que valores grandes de r nao sao alcancados.

Descobrimos que os dados para P;(r) podem ser ajustados com uma expressio que
representa uma transicao entre a escala para modelos simétricos para r pequeno e a escala
para modelos assimétricos para r grande,

43



LES ‘%‘”

. BS23

+ BS7(10)

« BS(12)(17)
+ BS(17)(24)
« BS(22)(31)

2 163

10" 10
r/n

I
0

10

I
-1

10

2 4

10

Figura 3.13: Colapso das curvas P;(r) para variantes com k, = 1/6 (veja a Eq. (3.13)).

P = Al L=« Bp -] . (@2

onde A e B sao constantes e m4 € mg sao, respectivamente, os expoentes dos modelos
anisotrépico e original citados acima. A estrutura ‘espelhada’ da Eq. (3.12) surge devido
as condigoes periddicas de contorno, que implicam que P;(r) = P;(L — ). A Eq. (3.12)
fita os dados simulacionais para r > 10? para todos os modelos generalizados. Um vez que
g & T4+ 1, a expressao P;(r) = Ar—™(1+ B/r)+ A(L—r)""4(1+ B/(L —r)) também
se ajusta bem aos dados. Entretanto, estudos com modelos fracamente assimétricos (e.g.,
BS(20)(21), para o qual k, = 0.024) indicam que a inclinagio (em escala logaritimica) de
Pj(r) aproxima-se de g, ao invés de m4 + 1, antes que o comportamento assintdtico seja
atingido.

As fungbes Pj(r) para as variantes com a mesma anisotropia podem ser colapsadas
em uma curva mestra

Pcolapso(kaa TI) =n PJ(T/n) , (313)

onde ' = r/n. A Fig. 3.13 ilustra este colapso para cinco variantes com k, = 1/6. Um
argumento simples fornece uma compreensao intuitiva dessa funcao de escala. Suponha
que o sitio m seja o sitio extremo no tempo t. Como sitios renovados recebem niimeros
aleatérios independentes, todos os sitios no conjunto N () = {m(t) — a,m(t) — a +
1,...,m(t) + b} tem a mesma probabilidade de serem o extremo no tempo ¢ + 1, o que
implica (com a < b)

de forma que P;(r) exibe um patamar para r =1, ..., a.

A probabilidade do evento m(t + 1) € N(¢), i.e., o sitio extremo pertencer ao
grupo de barreiras substituidas no passo anterior, pode ser estimada da seguinte forma.
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Assumimos, com probabilidade ~ 1, que todos os sitios fora de N'(¢) tém z; > z*. Entao,
a probabilidade que m(t + 1) € N (t) é 1 — (1 — z*)". Na aproximacio de campo médio,
2

temos assim que P(1) = 2[1 — (1 —z*)"] &~ 2, que é consistente com o pré-fator n na Eq.

(3.13). (Observe que para o modelo BS original, 1 — (1 — z*)™ ~ 0.96.)

Se b > a, entao

Pia+1)~Pjla+2)~- -~ P;(b) ~ %PJ(I) , (3.15)
onde o simbolo ‘~’ é usado porque ha uma pequena probabilidade de uma das distancias
r=a+1,..,b ser o extremo mesmo que m(t + 1) ¢ N (t). Isto explica o segundo platd
visto na Fig. 3.13. Para k, fixo, a = [n(1 — k,) — 1]/2 e b = [n(1 + k,) — 1]/2 séo
essencialmente proporcionais a n, de forma que a reescala do argumento na Eq. (3.13)
colapsa os platos. Para r > b a probabilidade P; aproxima-se rapidamente de uma lei de
poténcia, que também é invariante apds a reescala da Eq. (3.13). Embora os argumentos
precedentes sejam apenas aproximados, eles fornecem uma base intuitiva para o colapso
observado na Fig. 3.13.

O modelo ‘peripheral square assimétrico’ introduzido na se¢do 3.5 é uma versao
assimétrica da variagao peripheral square estudada na secdo 3.8. Embora este modelo
exiba uma densidade de probabilidade que nao é um fungao degrau (ver secdo 3.8),
a simulacao indica que ele também pertence a classe de universalidade do modelo BS
anisotrépico (m = 2.37(5) =~ ma).

Outra quantidade que obedece uma lei de poténcia no modelo Bak-Sneppen é P, (7),
a probabilidade que, no estado estaciondrio, o minimo global no tempo ¢ tenha sido o sitio
extremo pela dltima vez no tempo t—7. (7 € o ‘tempo de retorno’.) Simulamos as variantes
BSab em uma rede de 16000 sitios, usando 7 x 10® passos de tempo. Os resultados foram
muito similares ao comportamento da probabilidade P;(r). Para anisotropias fracas,
0 comportamento assintdtico é observado apenas para 7 grande, como mostrado na Fig.
3.14. No limite 7 — oo, P,(7) o 7%, onde b = 1.40(1) para todas as variantes anisotrépicas
e b= 1.58(1) para todos os casos isotrGpicos.

Em resumo, encontramos nesta secao evidéncias fortes da existéncia de duas classes
de universalidade para modelos com dinamica extrema separadas pela simetria na regra
de renovagao dos sitios. Vimos também que a distribui¢do p(z) é uma fungio degrau
nos modelos BSab, em acordo com a teoria de campo médio. A teoria de campo médio,
contudo, nao prevé que o limiar z* varia com o coeficiente de anisotropia k,.

3.7.3 Modelo BS cosseno

Como um representante de outra ampla classe de variantes do modelo Bak-Sneppen,
estudamos aqui as versoes isotrépica e anisotrépica do modelo BS cosseno propostas na
segdo 3.5. Simulamos estes modelos (com n = 5) em uma rede de L = 2000 sitios e
encontramos a distribui¢ao p(x) mostrada na figura 3.15 para o caso isotrépico. (Na versao
anisotrépica, uma distribuigao similar é encontrada.) E natural atribuir o arredondamento
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Figura 3.14: Probabilidade (ndo-normalizada) P.(7) no estado estaciondrio para vérias variantes BSab.
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Figura 3.15: Linha sélida: densidade estaciondria p(z) para o modelo BS cosseno (n = 5) para uma
rede com L = 2000 sitios. Linha tracejada: funcdo f(x) = cos(10mx) que é minimizada no modelo BS
cosseno. (f(x) foi deslocada verticalmente para facilitar a visualizacio.)

das singularidades a um efeito de tamanho finito. Assim, encontramos evidéncia de
que essas regras também geram densidades de probabilidade singulares. Investigamos
a distribui¢do P;(r) e encontramos, usando 10® passos de tempo, 7 = 3.2(1) para a
dindmica simétrica e m = 2.38(3) para a dinamica assimétrica. Estes resultados reforcam
a evidéncia de que dinamicas espacialmente isotropicas geram os expoentes do modelo
BS original, enquanto dindmicas anisotrépicas reproduzem os expoentes do modelo BS
anisotropico. Na secao 3.8, investigaremos quais caracteristicas sao comuns aos modelos
com dindmica extrema.
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3.8 A dinamica extrema

A dinamica extrema é o mecanismo que auto-organiza o modelo Bak-Sneppen em um
estado critico. Nesta secao, determinamos quais caracteristicas sao comuns a modelos
com dindmica extrema e investigamos como a densidade de probabilidade estaciondria e
os expoentes criticos sao afetados por mudancas mais drasticas nas regras do modelo do
que aquelas estudadas até aqui. Com esse objetivo, examinamos o modelo BS e algumas
variagoes via teoria de campo médio e simulacao. Encontramos que, em todas as variantes,
p(z) é singular em um ou mais pontos e que o sitio extremo z,, pertence a um intervalo
‘proibido’;, onde p(z) = 0.

As variantes estudadas nesta secdo tém uma funcdo deterministica f(x) como parte
da regra de renovacao dos sitios, em contraste com a substituicdo das barreiras por
nimeros aleatérios nos modelos analisados anteriormente. (As defini¢oes dos modelos
estao na segao 3.5.) Fungoes da forma f(z) = z® parecem uma escolha natural, ja que
mapeam o intervalo [0,1] em si mesmo. Neste contexto, notamos que as variantes exibem
o que pode ser chamado de ‘migragao’, ou seja, o movimento das variaveis x; em uma
direcdo sistematica no intervalo [0, 1). Por exemplo, na variac¢do radical a migracdo ocorre
da regido mais populada (z pequeno) para a regido excluida (z grande).

Nossa andlise seguird os seguintes passos. Inicialmente, aprofundar-nos-emos na
andlise de campo médio do modelo original. Em seguida, estudaremos o mesmo modelo
em um grafo completo, como uma alternativa a solugao de campo médio. Finalmente,
analisaremos os modelos radical, central square e peripheral square. Como as secoes a
seguir envolvem muitos calculos, o leitor que nao estiver interessado nos detalhes dos
calculos pode escolher saltar para a secao 3.8.6.

3.8.1 Analise de campo médio do modelo original

A distribui¢do p(x) para o modelo Bak-Sneppen original é o caso n = 3 da Eq. (3.7), ou
seja,

3 1—e 23
pst(x) = 21— e 25 + e Fr(PB — 1) (3.16)
Esta solucao esta plotada na Fig. 3.16 para varios valores de (5.
No limite f — oo esta solugao se torna a funcao degrau
purlz) = g@(x —1/3)0(1 - 1) . (3.17)

E interessante observar que a menor relaxacao da condigao extrema destrdi a singulari-
dade, uma vez que p(x) é uma curva continua para § < oo [80]. A convergéncia para a
funcao degrau é geralmente exponencial com [, longe da discontinuidade. As curvas para
varios valores de [ se cruzam préximo ao limiar x = 1/3. A derivada neste ponto diverge
apenas linearmente com 3: (dps/dz),=1/3 ~ 33/8 para (3 grande.
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Figura 3.16: Distribui¢do p(z) no estado estaciondrio do modelo original: resultado de campo médio
para o modelo BS com temperatura finita (Eq. (3.7) com n = 3) para os valores de (3 indicados (8 inf.
significa 8 — 00).

Usando a Eq. (3.4), encontramos, no limite de § grande, que o tempo de relaxacdo
para um distirbio pequeno da solucio estaciondria cresce como ~ e?/3. (Aqui ‘pequeno’
significa I(3) ~ e #/3/2.)

A observagao a seguir serd muito 1til na analise dos modelos modificados. Se
assumirmos que, no limite § — oo, pg(x) é identicamente nulo para = < z*, e que
pst > C > 0 em algum intervalo [z*,a] (em outras palavras, a distribui¢do sofre uma
discontinuidade em z*), entdo I = [ e #¥p(y)dy ~ e~ P e assim e =7/ ~ e=Al@=2")
para © > x*. Logo a Eq. (3.6) se reduz diretamente & funcdo degrau, Eq. (3.17).
Note, entretanto, que limg o e’* I(3) = 1/2 e nao 3/283, como seria encontrado se
ingenuamente inserissemos a densidade limite, Eq.(3.8), na Eq.(3.5). Isso significa que
a contribui¢do dominante para I vem do intervalo [0, z*], mesmo no limite 5 — 0o, 0 que
é percebido se escrevermos a Eq.(3.16), para [ grande, como

pur() ~ g[@(x — 1) 4+ O — 2)efE )] (3.18)

No limite 8 — oo, os sitios com x < z* constituem um conjunto com probabilidade zero,
mas o sitio m selecionado para extincao pertence a esse conjunto com probabilidade um.
Esta é a propriedade singular do modelo Bak-Sneppen no limite de tamanho infinito,
como serd discutido na préxima subsegao. (O limite de tamanho infinito estd implicito
na teoria de campo médio.)

Embora nos modelos modificados nés nao sejamos capazes de encontrar uma solugao
analitica para (3 finito, é possivel integrar a equacdo de campo médio numericamente.
Devido ao fator e#?, para 8 grande um passo de tempo muito pequeno seria necessirio
para evitar instabilidades numéricas nos métodos tradicionais de integragao (e.g., Euler
ou Runge-Kutta). Nos superamos esta dificuldade usando um método de integragao
parcial [95]. Para aplicar este método a equagao de campo médio para o modelo original,
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escrevemos a Eq. (3.4) na forma

dp(z, 1)
dt

= —f(®)p(z, 1) +9(1) , (3.19)

onde f(t) = e P* +2I(t) e g(t) = 3I(t). A solugao formal é

(e 1) = epl- [ duf(u)] {p(a:,O) + "t exp [ Otl " f(t”)] g(t')} S (320

Para um pequeno intervalo de tempo At, encontramos

At ,
p(x, At) ~ e /(OA {p(x,O) + g(O)/ dt'e! Ot }
0

= e fO%p(z,0) + %(1 — e~ fOAY) (3.21)

Esta relagao pode ser interada para encontrar a evolucao de p(z,t) a partir de uma dada
distribuicao inicial até atingir a densidade estaciondria.

3.8.2 Modelo BS em um grafo completo

A teoria de campo médio é exata para o modelo de vizinhos aleatérios, o qual pode
ser compreendido como o modelo BS em um grafo completo, i.e., um modelo em que
todos os sitios s@o vizinhos. (Quando z,, é renovado, dois desses vizinhos sdo escolhidos
aleatoriamente para serem renovados também.) Nesta subse¢do nds analisamos o modelo

BS com dinamica extrema em um grafo completo de L sitios. Uma andlise similar foi
desenvolvida em [96, 97].

Uma vez que os sitios recebem numeros aleatorios independentemente, os x; sao
varidveis independentes e identicamente distribuidas retiradas da densidade p(z,t). De-
finimos a funcdo distribui¢ao P(z,t) = [y p(y,t)dy. A probabilidade de que o préximo
sitio a ser renovado, x,,, esteja entre zero e x é:

Prob[z, < z]=1-[1 - P(z)]" , (3.22)

i.e., um menos a probabilidade de que o minimo seja maior que x. A probabilidade de que
um vizinho escolhido aleatoriamente tenha z; < = é simplesmente P(z) e a probabilidade
de que um dos sitios renovados receba um numero < x é x. A cada passo, portanto, a
mudanca esperada no niimero de sitios com z; < z é 3z — 2P(z) — Prob|z,, < z], 0 que

implica que
dP(x,t)

dt
(Aqui definimos que uma unidade de tempo representa L renovagoes.)

=—{1-[1-P()"} —2P(z) + 3z . (3.23)
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Figura 3.17: Fungio distribuicdo P(z) do modelo BS original em um grafo completo para os tamanhos
de redes indicados.

Fazendo () = 1 — P, temos que no estado estacionario,
Q" +2Q-3(1—2)=0. (3.24)

(Note que Q(0) =1, Q(1) = 0, e dQ/dx < 0.) A solugdo numérica (Fig. 3.17) mostra
que para L grande, P;(z) aproxima-se de uma fungio singular que é nula para x < 1/3,
enquanto que para z > 1/3, P(z) = 3(z — 1/3)/2. Segue-se diretamente que para z fixo
e L — oo,

1-(1-32)YF, z<1/3

P(z) ~ (3.25)

Bl 3(1-2)]F z>1/3.
Para z = 1/3 temos que In P ~ —In L + Inln(L/2) (mais termos de ordem menor em L)
quando L. — oo. De interesse é a convergéncia exponencial de P para sua forma limite
para x > 1/3, comparada com a convergéncia algébrica para x < 1/3. Note também que
Prob[z,, <1/3] ~ 1 —2/L, de forma que o minimo realmente pertence a regido excluida
com probabilidade um, quando L — oo.

3.8.3 Variante Radical

Na variante radical, a densidade de probabilidade p(x) = px(z) satisfaz:

dpx(x)
dt

1 1
= —"px@) =2 [ Mpx(ay)dy+ [ Mpxy)dy

1
+ 2pxi2(x) /0 Mpx(y)dy (3.26)
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onde py1/2(x) = 2xpx(2?) é a distribuicio de x'/? avaliada no ponto z.> Com a definicio
I(B) = [, e®p(y)dy e a hipétese de campo médio p(z,y) = p(z)p(y), a Eq. (3.26) se
reduz a

dp()
dt

Dada a forma de fungao degrau para a densidade estacionaria do modelo original,

= —"p(z) + I(B)[-2p(z) + 1 + 4zp(z?)] . (3.27)

é razodvel esperar que também neste caso, p(z) terd uma discontinuidade para § — oo,
sendo zero para x > x*. Podemos desenvolver uma intuicao sobre a natureza da densidade
quando 3 — oo pela observacio de que, se p(z) < C < oo quando x — 1, entdo I ~ Ce? /3
para 3 grande, e portanto e ®I — 0 quando 3 — oo. Isso é de fato correto, ao menos
que p(z) tenha uma contribui¢do do tipo § em x = 1, 0 que nao é esperado porque sao
exatamente os maiores valores de x que sao removidos pela dinamica. Escreva a solucao
estaciondria para a Eq. (3.27) como

T[1 + 4ap(a?)]
)= ——"7-=—"", 3.28
p(z) Y (3.28)
com I = e #]. Isto fornece p(1) = 0 no limite 3 — oco. Similarmente, supondo que
zp(z?) — 0 quando z — 0, temos que p(0) = 1/2 neste limite. Um argumento andlogo

pode ser usado para mostrar que dp/dzx|,—; = 0 no limite 8 — co.

A discussao acima sugere que no limite 8 — 00, pg(z) é identicamente nula em um
intervalo finito [z*,1]. Assumindo que isso seja verdade, temos que I ~ €°" e no limite
(B — oo a solucao estacionaria é dada pela equacgdo funcional:

2p(z) — dap(z®) =1, (3.29)

para 0 < z < z*. Escrevendo isso como p(r) = 1/2 + 2zp(z?), podemos iterar para achar
p(x?) = 1/2 + 22°p(x?), p(z*) = 1/2 + 22*p(28), p(2®) = 1/2 + 228p(2'%), etc., o que
sugere a soluc¢ao

1 o
pi(z) = SHT+ 20° + 42"+ 8z + .. =) "2 ¥ (3.30)
=0

Substituindo essa ‘série lacundria’ na Eq.(3.29), verifica-se prontamente que p;(z) é uma
solugdo. Similarmente, reescrevendo a Eq.(3.29) como p(x?) = —1/4z+p(x)/2x, encontra-
se que p(z) = —1/42'/2 + p(z'/?) /2212 p(x'/?) = —1/4z"/* 4+ p(2'/*) /221/4, etc., levando
a uma segunda solugao:

1 1 1 1 x i
pa(z) = - — — ==Y 272 (3.31)
i=1

C4xl2 T ggdt T 1627/8 32715/16

3Para se encontrar essa relacdo para pyi,2, devemos notar que, sendo y = y(z), px (z)dr = py (y)dy,
onde px é a densidade de probabilidade da varidvel z e py é a densidade de probabilidade da varidvel y.
Logo, temos que px (z) = |dy/dz|py (y). Usando y = z'/2, encontramos que py1/2(z) = 2zpx (x?).
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Figura 3.18: Distribui¢io p(z) no estado estacionario do modelo variante Radical. Resultado de campo
médio para o modelo com temperatura finita para os valores de § indicados.

Agora procuramos uma solucgao da forma p(z) = Api(z) + Bpz(z); substituindo na
Eq. (3.29), temos a condigdo A + B = 1. Essa combinacdo linear deve, porém, ser
normalizdvel. As integrais relevantes sao:

z* 1 & |
/0 p1(x)ds = 3 S = 5(33* +a? 42+ ) (3.32)
n=0
v 1 & somn 1 «1/2 | #1/4 | _1/8
/0 pg(x)dx=—§ da =—§(1+x +a L) (3.33)
n=1

Uma vez que 0 < x* < 1, a primeira integral converge enquanto a segunda diverge, e entao
po(z) ndo é normalizdvel, implicando que B = 0. Uma solugao normalizada e positiva
é p(xz) = pi(z) para ¢ < z* = 0.793189 e p(z) = 0 para x > z*. (z* é determinado
pela normalizagao.) Esta solugao, para (3 infinito, estd plotada na Fig. 3.18. Integracao
numérica da Eq. (3.27) pelo método descrito na se¢ao 3.8.1 fornece resultados consistentes
com essa solucao, como também pode ser visto na figura. Finalmente, a simulacao da
versao com vizinhos aleatorios fornece uma distribuicao estaciondria consistente com essa
expressdo (veja a Fig. 3.19).

Vamos agora analisar o modelo radical em um grafo completo e mostrar que sua
densidade de probabilidade (Eq. (3.30)) pode ser derivada por outro caminho. Defina a

funcio Q(z,t) = [, p(y,t)dy. Pelo mesmo argumento desenvolvido na iltima subsecdo, a
probabilidade que x,,, o proximo sitios a ser renovado, esteja entre z e 1 é

Prob[z,, > z] =1 —[1 - Q(z)]* . (3.34)

A probabilidade de que um vizinho escolhido aleatoriamente tenha z; > z é Q(z),
enquanto que a probabilidade de que um vizinho receba uma barreira > z é Q(z?). A
probabilidade que x,, receba um novo valor entre x e 1 é simplesmente 1 —z. A variacao
esperada no niimero de sitios com z; > = é (1 —z)+2Q(2?) — 2Q(z) — {1 —[1 — Q(z)]"},
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Figura 3.19: Distribui¢do p(z) no estado estaciondrio do modelo variante Radical. Resultados
simulacionais para as versdes de primeiros vizinhos e vizinhos aleatérios comparados com a previsdo
de campo médio.

de forma que

% =(1-2)+2Q(%) —2Q(z) - {1-[1 - Q@)"} . (3.35)

No estado estaciondrio, a definicao P =1 — () leva a
z+2P(2?) —2P(z) — P(x)* =0 . (3.36)

(Note que P(0) = 0 e P(1) = 1). Sendo 0 < P(z) < 1 para x < z*, temos que
limy, ;o P(z)Y = 0 e a densidade de probabilidade em um sistema infinito obedece a
equagao funcional z + 2P (z%) — 2P(z) = 0. Usando a abordagem iterativa, encontramos
duas solugoes, uma divergente (que é rejeitada) e a solugao finita

Pz) = % i_ojox?“ , (3.37)

i.e., a integral de p;(x), Eq. (3.30). Normaliza¢do entdo requer que P =1 para x > z*.

A solugao numérica da equagao (3.35) (veja a Fig. 3.20) mostra que, para L grande,

P.(z) aproxima a funcdo singular descrita acima. Para z > 2*Y/2 fixo e L — oo,

encontramos P(z) ~ z'/L.

3.8.4 Variante Centered Square

A densidade de probabilidade na versao de temperatura finita da variante centered square

obedece:
dpx (x ! ! Ve
P8 _ () 2 [ Mpx(e )y +2 [ M)y + S rpx(VE) (339
0 0 2\/5
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Figura 3.20: Funcgdo distribuicio P(x) do modelo variante Radical em um grafo completo para os
tamanhos de redes indicados.

onde usamos que pxz2(x) = px(/x)/2\/x, relagdo obtida pelo método explicado na se¢do
3.8.3 durante a deducdo da Eq. (3.27). A fatoriza¢do de campo médio conduz a

eV
2\/§p
com I (/) como definido na tltima subse¢do. No estado estaciondrio, temos que

2+ 5P (V) [T
p(JT) - 2+ eﬂ’”/l

dp(x)

7 V=), (3.39)

= —e"p(z) — 21 (B)[p(x) — 1] +

(3.40)

A hipétese de que no limite f — oo, a densidade estaciondria p(z) = 0 para x > z*
implica que I(3) ~ €°*". Portanto

Bz *
lim & { 0 se o<’ (3.41)
B—oo 1 o0 se T >x
e
ﬂ\/5 *2
lim & = { 0 se z<a’ (3.42)
B—oo | oo se T > .

Isso, combinado com a Eq. (3.40), implica que p(z) = 1 para z € [0,2*?], e que

p(z) = lim |1+ Lﬂp(\/f) para z € [z*°, 17| (3.43)
NN

B—00

O processo iterativo usado na se¢ao precedente nao € ttil aqui, pois ele gera solugoes
patolégicas, devido & razio e’VZ/I ser divergente neste intervalo. Observe que, para
z € [z%,2%/2], se p(x) = g(2?)I/e’* quando B — oo com g(z?) finito, entdo p(z) =
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Figura 3.21: Variante centered square: resultado de campo médio para o modelo com temperatura finita
para os valores de § indicados. Aproximagdo A refere-se a g(x) = constante, e B para g(z) = ax + b,
ambas a temperatura nula, como explicado no texto.

1+ g(x)/4\/z para z € [z*?,2*]. (Note que isso significa que p(x) — 0 quando 8 — oo
para z no intervalo [z*, 2*}/2], consistente com a hipétese de que p(z) — 0 for z > z*.)
A fungao g¢(z) fica, porém, indeterminada. Tentando a solu¢do mais simples, g(z) =
constante, encontramos um resultado surpreendentemente razoavel, como ilustrado na
Fig. 3.21. Permitindo que g(z) = az + b, com a e b constantes, encontramos uma 6tima
concordancia com a integra¢do numérica da Eq. (3.39) como também mostrado na Fig.
3.21. Infelizmente, ndo temos um argumento para justificar porque g(x) deveria tomar
essa forma.

O limiar z* pode ser determinado de uma forma simples. Uma vez que a fracao
de barreiras no intervalo [z*,1] é constante no estado estacionério, o nimero médio de
barreiras removidas deste intervalo a cada passo de tempo deve ser igual ao nimero
médio de inseridas. A probabilidade de que o maximo z,; esteja em [z*, 1] é 1, enquanto
seus vizinhos aleatdrios estao certamente abaixo de x*. Cada vizinho renovado tem uma
probabilidade (1—z*) de receber uma barreira no intervalo [z*, 1], enquanto que 0 méximo
permanece no intervalo [z*, 1] com probabilidade p;, a probabilidade que x,, € [x*l/ 2 1].
Assim, temos

1=21-2")+p . (3.44)
Esse argumento pode ser repetido para os intervalos [z*/2 1], [z*¥/4,1], ..., levando
a
p=20—z")+p, , (3.45)
pe=21—a**) +ps .. (3.46

x1/2m

onde p, é a probabilidade que z;; € [z ,1]. Substituindo este resultado na equagio

(3.44), encontramos
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1=2(1—2)42(1 -2z +2(1 — 2"/ +2(1 —2*'/®) + .. | (3.47)

o que fornece x* = 0.761072. Finalmente, notamos que a normalizacdo implica que

*

[E2g(x)/4y/x de =1 — x* = 0.238928, impondo uma restri¢do na funcao g(z).

T

3.8.5 Variante peripheral square

Vamos agora aplicar a analise de campo médio a variante peripheral square. Neste caso,
a densidade de probabilidade satisfaz:

dpx(x)
dt

1 1
= (@) =2 [ Mpx(o,y)dy+2 [ Ppx(y)dy

+ pela) [ Mox(w)dy | (3.48)

onde px:(x) = px(z'/?)/2xY/2. Apés a fatorizagio de campo médio, essa expressio se
reduz a

W) —ehrpla) + 1(8)-2p(@) 42+ _pa )] (3.49)

com I(() definido como anteriormente. A hipdtese que, para 3 — oo, a densidade

estaciondria p(z) = 0 para = > z* implica que I(3) ~ €%, levando & equac¢do funcional:

p@) - LpE) =1 (B o00) | (350)

para x < z*.

Como na variante centered-square, o método iterativo nao funciona aqui, e procura-
mos uma abordagem diferente. Seja p(x) = f(z) no intervalo z** < x < z*, onde a fungao
f(z) e a constante z* ainda devem ser determinadas. Usando a Eq. (3.50), encontramos
que

1/2
p(z) =1+ % para z** <z <% | (3.51)
x
1 f' . \
p(z) =1+ 172 T e para z*® <z <a*' | (3.52)
1 1 f(&'7) +16 +8
p(z) =1+ Y + T + B bara @ <z <z*® | etc. (3.53)

Assim encontramos uma familia de solugdes p(x) para a Eq.(3.50), a qual é bastante geral
porque f(z) ainda estd indeterminado.
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Figura 3.22: Variante peripheral square: resultado de campo médio para o modelo com temperatura
finita para os valores de § indicados.

Vamos agora mostrar que f(x) = 1 no intervalo [z*?, z*). Primeiro, notamos que no
estado estaciondrio, a Eq. (3.49) implica

(% + 2) p(z) =2+ "2 ;g) : (3.54)

Em particular, para z = 1 temos

B
(% + ;) p(1) =2, (3.55)
de forma que se I ~ AeP?" entdo p(1) =~ 24e#(1=2")_ Percebe-se que p(z) ~ 24e A@==")
satisfaz a Eq. (3.54) para z* < < 1. A mesma equagao entao leva a p(z) = 1 quando
B — oo, para 2*2 < z < z*. Podemos entdao desenvolver a solucao completa usando as
Egs. (3.51) a (3.53); normalizacdo implica que z* = 1/2. O resultado é a fun¢io p(x)
plotada na Fig. 3.25, que estd em bom acordo com a densidade encontrada nas simulacdes
para o modelo com vizinhos aleatérios. Esta solucdao é discontinua nos pontos z*, z*2,

Xi ivergéncia, i AV =0.
x**, ... e exibe um divergéncia integravel em z = 0

O valor de z* pode ser confirmado através do raciocinio desenvolvido na ultima
subse¢ao para o modelo peripheral square, que neste caso implica que 1 = 2(1 — z*) e
portanto z* = 1/2.

3.8.6 Simulacao numeérica e expoentes criticos

Vamos comparar as previsoes da teoria de campo médio com os resultados simulacionais.
Os histogramas para determinagao de p(z) foram acumulados apds N, passos de tempo,
necessarios para que o sistema (um anel de L sitios) relaxe para o estado estaciondrio. A
fim de melhorar a estatistica, fazemos médias sobre N, realizacoes.

Os resultados simulacionais para o modelo BS original sao mostrados na Fig. 3.23.
Observamos uma concordancia qualitativa entre as versoes de primeiros vizinhos (PV)
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Figura 3.23: Modelo original: resultados simulacionais para as versdes primeiros vizinhos (PV) e vizinhos
aleatérios (VA) comparados com a previsdo de campo médio.

e vizinhos aleatérios (VA). (Os parametros simulacionais foram: L = 1000, N, = 105,
N, =10? (PV); L = 2000, N, = 10°, N, = 10* (VA).) Aqui e em todos os outros casos, os
resultados simulacionais para o modelo com vizinhos aleatérios parecem convergir (como
esperado) para a previsdo de campo médio. A luz da discussdo na secao 3.8.2, é razoavel
atribuir o arredondamento da fungao degrau a um efeito de tamanho finito.

A figura 3.19 exibe resultados similares para a versao radical. Notamos que as
versoes PV e VA tém densidades de probabilidade qualitativamente similares, diferindo
principalmente no valor do limiar z*. (Neste caso usamos N, = 10° e N, = 10® em
sistemas com L = 1000 (PV) ou 2000 (VA) sitios.)

Os resultados da simulagao dos modelos centered e peripheral square sao mostrados
nas figuras 3.24 e 3.25, respectivamente. Para o centered square, as densidades de
probabilidade para PV e VA sdo bastante similiares, diferindo principalmente no valor
do limiar e na inclinacdo da porgdo central (Fig. 3.24). (Os parametros simulacionais
foram L = 2000, N, = 107, N, = 500 (PV), L = 10000, N, = 10, N, = 10® (VA).)
Por outro lado, para a variante peripheral square as densidades para primeiros vizinhos
e vizinhos aleatérios sao um pouco diferentes, uma vez que a ultima exibe uma série de
degraus, enquanto apenas um degrau é evidente na primeira (ver Fig. 3.25). Estudos
mais detalhados seriam necessdrios para determinar se isso representa uma diferenca
qualitativa entre as duas formulacoes ou se é apenas uma consequéncia do tamanho finito
da rede e/ou da resolugao numérica finita. (Note que para os modelos square usamos redes
maiores, o que foi necessdrio para observar as singularidades com clareza. Os parametros
simulacionais foram: L = 1000, N, = 10%, N, = 10® (PV), L = 50000, N, = 107, N, = 20
(VA).)

A fim de determinar a classe de universalidade dessas variacoes, estudamos a dis-
tribuicdo P;(r). Sabemos que no modelo original, P;(r) ~ r~" com 7 = 3.23(2) [82].
(Os niimeros entre parénteses denotam as incertezas.) Simulamos os modelos modificados
usando 10° passos de tempo em redes de 2000 ou mais sitios e encontramos 7 = 3.22(2)
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Figura 3.24: Variante centered square: resultados simulacionais para as versdes PV e VA comparadas
a previsdo de campo médio.
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Figura 3.25: Variante peripheral square: resultados simulacionais para as versées PV e VA comparadas
a previsdo de campo médio.

99



—— Oiriginal BS model

10" | - Radical variant
. —— Centered Square variant
10 ———- Peripheral Square variant
10° L 5 7 X

Figura 3.26: Distribui¢do P;(r) da distancia r que separa sitios renovados em passos consecutivos. As
curvas foram deslocadas verticalmente para facilitar a comparacao.

para o modelo BS original; 7 = 3.27(2) para a variante radical; 7 = 3.25(2) e 3.24(2) para
as variantes centered e peripheral square, respectivamente (ver Fig. 3.26). Encontramos,
assim, forte evidéncia de que as variantes analisadas aqui pertencem a mesma classe de
universalidade do modelo original.

3.9 A criticalidade auto-organizada no modelo BS

Nesta secao veremos como a dinamica extrema auto-organiza o modelo BS em um estado
critico. Com esse objetivo, vamos estudar o modelo Bak-Sneppen com estados absorventes
(ABS, do inglés absorbing Bak-Sneppen). Formularemos uma relagéo geral entre modelos
com uma transicao de fase para um estado absorvente e modelos com dinamica extrema
na secao 3.9.1. Em seguida, nas secoes 3.9.2 e 3.9.3, apresentaremos os resultados
simulacionais para o modelo ABS. O modelo CP3, que é a versao nao-extrema do modelo
BS, serd investigado na secdo 3.9.4. Uma versdo extrema do processo de contato serd
estudada na secao 3.9.5. Finalmente, na secao 3.9.6, analisaremos o modelo ABS aniso-
trépico.

3.9.1 Relacao entre os modelos com estados absorventes e os
modelos com dindmica extrema

Nesta subse¢do vamos examinar como um modelo estocdstico com uma transicdo de
fase para um estado absorvente pode ser alterado para exibir invariancia por escala sob
dinamica extrema. Comecamos definindo um esquema bastante geral para depois discutir
exemplos especificos. Uma ampla classe de modelos exibindo uma transicao de fase para
um estado absorvente pode ser definida da seguinte forma [98-101]. Considere um processo
estocdstico S definido em um grafo completo G com L sitios. (G consiste em um grupo de
sitios com ligacoes entre certos pares de sitios. Exemplos tipicos sao um anel de L sitios
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e um hipercubo d-dimensional com ligagbes entre os vizinhos mais préximos.) O estado
o(i) do sitio 7 é 0 ou 1, o ultimo valor descrevendo um sitio ativo e o primeiro um inativo.
Para cada sitio ¢ em G definimos uma vizinhanga v(i) C G, ou, de forma mais geral, um
conjunto de vizinhangas vy (%), va(2),...,0,(2).

A dinamica de S acontece em passos de tempo discretizados. Cada passo envolve
escolher um sitio ativo i (o sitio central neste passo), aleatoriamente, e mudar os estados
dos sitios em v(7) de acordo com uma certa regra f. Caso haja duas ou mais vizinhangas,
uma delas, digamos v,(i), é escolhida aleatoriamente com probabilidade p, e uma regra
fr € aplicada ao sitio ou sitios em v,. Em geral f (ou f,) é uma regra probabilistica. A
cada passo de tempo o numero de sitios ativos pode mudar e, se em algum momento nao
houver mais sitios ativos (o (i) = 0,Vi € G), entao o sistema caiu em um estado absorvente
e nao ha mais evolugao. Caso contrario a dindmica procede para o proximo passo.

Usando o,, para denominar o conjunto completo de varidveis o(1),0(2),...,0(L) no
passo n, a dindmica gera a seqiiéncia o1, 0, ... a partir da configuragdo inicial oy. Freqiien-
temente é de interesse associar uma variavel de tempo continuo ¢ com o processo. Isso é
geralmente feito associando um incremento de tempo At = 1/N, com cada passo, onde
N, é o numero de sitios ativos logo antes do passo ser realizado. Definimos o parametro
de ordem como p(t) = Prob[o,(i) = 1], i.e., a fracdo de sitios ativos no tempo t. (O espago
de eventos aqui é o conjunto de todas as possiveis realizacoes do processo até o tempo ¢,
comegando de uma certa condigdo inicial que pertenca ao espago de configuragoes.) Se o
parametro de ordem estacionario, definido por lim; , limy_, p, for nulo, dizemos que o
processo esta na fase absorvente; caso contrario ele esta na fase ativa.

Um modelo simples que exibe uma transicao de fase para um estado absorvente é
o processo de contato (CP, do inglés contact process) [102]. Aqui consideramos a versao
unidimensional desse modelo. Existem trés conjuntos v, (i), convenientemente denomina-
dos v9(i) = 7 e v1(i) = ¢ = 1. As probabilidades associadas sdo py e p+ = (1 — po)/2.
Em termos da parametrizacao usual [101,102], pp = 1/(1 + A), onde A > 0 representa
a taxa de espalhamento da atividade. (Na interpretagao “epidémica” do CP, os sitios
ativos representam organismos infectados, enquanto os inativos representam organismos
suscetiveis & doenga. A é a taxa de infecgdo.) As regras de renovagio sao: fy = 0,
f+ = 1. Em outras palavras, um sitio ativo tem uma probabilidade por unidade de tempo
1/(1 + A) de se tornar inativo, enquanto um sitio inativo j se torna ativo com a taxa
Ang(7)/[2(1 + A)], onde ng(j) é o nimero de vizinhos ativos do sitio j. Sabe-se que a
versao unidimensional do processo de contato exibe uma transicao de fase continua entre
uma fase absorvente e uma ativa em A, ~ 3.29785 [98,100, 101]. Sabe-se também que o
processo de contato pertence a classe de universalidade da percolagao dirigida (DP) [101].

E conveniente associar o parametro de controle com a regra de renovac¢ao f ao invés
de com as probabilidades p,. Portanto, reformulamos o processo de contato da seguinte
forma. Com os conjuntos vg(i) e v4(i) definidos acima, tomamos py = 1/2 e pr =1/4 e
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definimos ¢ = A\/(1 + A). As fungoes de renovagao sio:

fo= { é on 1—g (3.56)
(‘c.p.” significa “com probabilidade”) e
L se o(ix1)=1
fr= (1] E:i: (11_q } seo(i+1)=0 . (3.57)

E facil verificar que as taxas de transicio satisfazem w(0 — 1)/w(1 — 0) = n,A\/2, da
mesma forma que na formulagao original. O limiar critico se torna ¢. ~ 0.76733.

O seguinte processo de contato com trés sitios (CP3) exercerd um papel importante
na nossa andlise [103]. Para cada sitio definimos o conjunto v(i) = {i—1,4,i+1} (o sitio
central e seus dois vizinhos mais préximos). A func¢do de renovagio f assume os valores
1 e 0 com probabilidades g e 1 —¢q respectivamente, independentemente em cada um dos
trés sitios em v (7). (Na ref. [103] este modelo é chamado ‘modelo 3’.) Simulages do CP3
mostram que ele exibe uma transi¢do de fase continua em ¢ = ¢, ~ 0.63523(3). Outros
sistemas de particulas interagentes, tais como o processo de contato por pares [104] e o
CP difusivo [105], também podem ser acomodados dentro do esquema descrito acima.

Vamos assumir de agora em diante que o processo S é definido de tal forma que os
parametros de controle (tais como ¢) estdo associados com a regra de renovacao f. Cada
vez que um sitio é renovado, o valor de f pode ser determinado pela comparacao de um
nimero aleatério x com o pardmetro em questao. (Este é o procedimento usual adotado
nas simulagoes.) No modelo CP3, por exemplo, fazemos f = 1se x < ge f = 0 se
x > ¢, onde z é uniformemente distribuido no intervalo [0,1]. Vamos denominar o nimero
aleatério associado com a ultima renovacao do sitio i por z;, de forma que o (i) = ©(¢—=x;),
onde © é a fungao degrau. (Os valores iniciais dos z; sao designados de acordo com os
estados inciais das varidveis o(7). Por exemplo, se todos os sitios forem inicialmente
ativos, retiramos os x; iniciais de uma distribui¢do uniforme em [0, ¢].) Para o CP, a Eq.
(3.56) requer que renovemos o sitio central 4 com um niimero escolhido uniformemente
de [0,1]. De acordo com a Eq. (3.57), a mesma idéia se aplica para renovar um vizinho
inativo (i = 1), mas quando renovamos um vizinho ativo, o nimero aleatério x é retirado
do intervalo [0, ¢], j4 que um vizinho ativo permanece ativo.

Em resumo, vimos como um sistema de particulas S pode ser formulado usando um
conjunto de variaveis aleatorias x; de tal forma que um sitio 7 é ativo se x; é menor que um
certo parametro q. S sofre uma transicao de fase para um estado absorvente em ¢ = g..
Noés agora definimos dois processos relacionados, Sg4 e Sg. O primeiro, um processo
extremo absorvente, é obtido pela modificagao de como o sitio central é selecionado. Ao
invés de escolhé-lo aleatoriamente entre os sitios atualmente ativos, selecionamos o sitio
ativo com o menor x;. Como no processo original S, se nao houver sitios ativos (i.e., z; >
q, ¥j € G), o processo estd numa configuragdo absorvente e a evolucdo termina. Portanto,
Sga possui uma fase absorvente e, como o processo original & exibe uma transi¢do de
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fase entre uma fase ativa e uma absorvente quando o parametro de controle ¢ é variado,
esperamos que Sg4 também tenha tal transi¢io de fase em algum valor ¢, 5. (A razdo
para essa expectativa é que a probabilidade relativa de gerar e destruir sitios ativos varia
com ¢, da mesma forma que em S.) A teoria de campo médio (ver ref. [93]) fornece
¢e,g = ¢c- Devido as diferentes correlacoes geradas pela dinamica extrema, entretanto, o
valor critico ¢,z de Sgpa é em geral diferente de g.

Definimos a versao extrema do processo S relaxando a condi¢do em Sg4 que o sitio
extremo precisa ser ativo (i.e., ter x; < ¢) para que a dindmica prossiga. Se S é o processo
de contato original, entdao Sg é um processo onde ou o sitio minimo ou um de seus vizinhos
mais préximos é renovado a cada passo de tempo. Se S é o CP3, Sg é o modelo Bak-
Sneppen. Note que Sg nao tem um estado absorvente e, portanto, nao tem uma transicao
de fase para tal estado. Suas propriedades estacionarias, no entanto, estdo intimamente
ligadas as propriedades do ponto critico de Sg4, como veremos a partir de agora.

Estamos particularmente interessados na densidade de probabilidade estacionaria
p(z) sob a dindmica extrema. Como vimos anteriormente, p(z) = CO(z—q.g)O(1—z) no
modelo Bak-Sneppen, no limite de tamanho infinito. Vimos também que p(z) deve exibir
uma singularidade do tipo funcao degrau em qualquer modelo com dinamica extrema
(segdo 3.8). Esse aspecto ja estd presente no processo original com estados absorventes
S em seu ponto critico, pois em ¢ = ¢, a densidade estaciondria de sitios ativos (aqueles
com z; < ¢) tende a zero a medida que o tamanho L do sistema vai para o infinito.
A distribuicao na regiao ‘permitida’ > ¢ é uniforme, uma vez que os z; sao retirados
de uma distribuigdo uniforme. Portanto, p(x) salta de zero para um valor finito em
x = g.. No regime supercritico (¢ > q.), p(z) é igual a uma constante p; para z < q e
assume o valor de uma constante diferente, ps, no intervalo [g, 1]. Novamente a densidade
estaciondria é discontinua em = = q.

O que vale para S também ¢é vélido qualitativamente para Sg4. O valor critico ¢ . g
pode, como discutido, ser diferente de g., mas como Sg4 exibe uma transicao de fase para
um estado absorvente, sua distribui¢ao estaciondria p(z) também tem uma singularidade
do tipo funcao degrau. Exatamente em q¢ = ¢, g com L — 00, o parametro de ordem p = 0
e o tempo de sobrevivéncia do processo tende a infinito. Isso significa que o processo pode
sobreviver eternamente, com a escolha do sitio central restrita ao conjunto com x < q. g.
A presenca de sitios ativos no intervalo ¢,y < < ¢ é portanto irrelevante, j4 que um
sitio com z < ¢.p estd sempre disponivel. Portanto para ¢ > ¢. g, a distribuicao p(z)
exibe uma singularidade do tipo fun¢ao degrau em ¢, r. A dinamica extrema efetivamente
aprisiona a singularidade em ¢ = ¢, g. A discussao acima sobre Sg4 ¢ valida no limite
L — oo; para L finito existe uma probabilidade ndo nula (para ¢ < 1), de que todos os
sitios tenham x > ¢ de forma que o sistema em algum momento ficard preso no estado
absorvente. (Esperamos, entretanto, que o tempo médio de vida cresga exponencialmente
com L, para ¢ > q. g-)

Em resumo, se & exibe uma transicao de fase para um estado absorvente, entao
Sga também deve exibir tal transicao, embora nao necessariamente no mesmo valor de
g- A distribui¢do p(z) possui uma singularidade do tipo fun¢io degrau em ambos os
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casos. Pouco acima do ponto critico do processo original S esperamos que p ~ (q — ¢.)?,
onde [ é o expoente critico associado ao parametro de ordem. Abaixo da dimensdo critica
(d. = 4 para a classe DP [115,116]), 8 < 1. No regime supercritico de Sg 4, por outro lado,
p = Jip(z)dx x (¢—q.,r) j4 que p(z) salta de zero para um valor finito em = = ¢, g. Entao
o expoente do parametro de ordem [ é igual a 1 em Sga. Este é o primeiro exemplo de
como a condicdo extrema altera o valor de um expoente critico. Outro exemplo, discutido
por Paczuski e colaboradores [106,107], é que o expoente do espalhamento 7 (a ser definido
na sec¢ao 3.9.3) é nulo para qualquer modelo sob dinamica extrema, enquanto que 1 > 0
para a percolagao dirigida. Mais evidéncias de que a dinamica extrema modifica os valores
dos expoentes criticos serd dada mais tarde.

No processo Sg, o sitio central é sempre escolhido (no limite L — oo) do conjunto
{i : z; < q.g}, da mesma forma que Sg4 em seu ponto critico. Como o pardmetro
de ordem é nulo no tdltimo caso, podemos afirmar que a dinamica extrema efetivamente
sintoniza o pardmetro de ordem em zero. (p se aproxima de zero por valores positivos
quando L — co.) Como vimos, a existéncia de sitios com ¢, g < £ < ¢ se torna irrelevante
em Sgy, no limite termodinamico. Em outras palavras, Sg é idéntico ao processo Sga
neste limite. (Comegando da mesma configuragio inicial e usando o mesmo conjunto de
nimeros aleatérios, a mesma seqiiéncia de sitios serd renovada nos dois processos.)

Uma vez que a versao extrema do CP3 é o modelo Bak-Sneppen, vamos nos referir ao
modelo CP3g4 como o modelo Bak-Sneppen absorvente (ABS). Nosso objetivo é, entdo,
caracterizar o comportamento do modelo ABS, do modelo CP3 e das versoes extrema e
EA do processo de contato. O modelo ABS esta intimamente relacionado as f-avalanches
estudadas na ref. [106]. Uma f-avalanche (na nossa notacdo uma g-avalanche) inicia
quando o sitio minimo é menor que ¢, tendo sido maior que ¢ no(s) dltimo(s) passo(s),
e continua até que o minimo seja novamente maior que q. (A medida que ¢ se aproxima
de ¢, por baixo, a duracdo média das avalanches diverge.) A dindmica do modelo BS
continua independentemente de uma avalanche ter terminado ou nao. Mas no modelo
ABS z,, > ¢q representa um estado absorvente e a dinamica termina. No modelo BS é
comum analisar as propriedades das g-avalanches no estado estacionario. Vamos estudar
as propriedades estacionarias do modelo ABS, atingidas depois que o sistema relaxa, apos
um transiente inicial. Vamos estudar também o tempo médio de vida do estado ativo
como funcao do tamanho do sistema. Estes estudos serao feitos na secao 3.9.2. Outra
abordagem para investigar as transicoes de fase para estados absorventes consiste em
analisar o espalhamento da atividade a partir de um tnico sitio ativo. Este fendmeno de
espalhamento no modelo BS foi estudado nas referéncias [106, 108], onde foi denominado
‘BS branching process’, assim como na referéncia [61] sob o nome de modelo BS(p). Vamos
refinar tais estudos na secao 3.9.3.
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Figura 3.27: Variagio do pardmetro de ordem no estado estaciondrio p (simbolos cheios) com o tamanho
L da rede no modelo ABS unidimensional no ponto critico. Simbolos vazios: diferenca entre p e o ajuste
feito com a Eq. (3.58), deslocada verticalmente para facilitar a leitura.

3.9.2 Modelo Bak-Sneppen absorvente: propriedades estaciona-
rias

Conduzimos longos estudos computacionais do modelo ABS unidimensional. Partindo
de um estado inicial onde os z; estdo distribuidos uniformemente no intervalo [0,1],
esperamos o sistema relaxar até que as propriedades médias flutuassem em torno de valores
estacionarios. As propriedades estaciondrias sao entao obtidas de médias temporais sobre
o conjunto de realizagoes sobreviventes. Cada passo corresponde a um intervalo de tempo
At = 1/N,, onde N, é o nimero de sitios ativos logo antes da renovacdo ser realizada.
Os resultados para o parametro de ordem estaciondrio (a densidade de sitios com z; < q)
confirmam que no regime supercritico (¢ > ¢.,r) o pardmetro de ordem cresce linearmente
com ¢ — ¢.,g, como antecipado na subse¢ao anterior.

Estudamos a escala de tamanho finito do parametro de ordem 7 e do tempo de
vida 7 no ponto critico. (7 é obtido ajustando a exponencial e*" & probabilidade de
sobrevivéncia Ps(t).) Os comportamentos esperados para a escala de tamanho finito sao:
D~ L P e ~ [Y1/Y1 Realizamos simulacoes em ¢ = 0.66701 e 0.66702, sendo o tltimo
valor o preferido na literatura para o limiar do modelo BS unidimensional, enquanto o
primeiro é sugerido pelos resultados que apresentaremos na proxima subsecao. Estudamos
sistemas de 1000, 2000, 4000, ..., 32000 sitios em simulagoes com tempos maximos de
2x 107 a 3 x 108.

Para L = 4000 — 32000, os resultados para o parametro de ordem seguem uma lei
de poténcia com /v, = 0.755(5). Os dados para sistemas menores, entretanto, exibem
um desvio sistematico de uma lei de poténcia pura, levando-nos a procurar um termo de

1/2

correcao de escala; uma correcao do tipo o« L~/ produz um bom ajuste. Ajustamos a
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Figura 3.28: Tempo médio de vida 7 (simbolos cheios) versus o tamanho do sistema L no modelo ABS
unidimensional no seu ponto critico. Sfmbolos vazios: 7/L*1/¥+ (deslocado verticalmente para facilitar
a leitura).

exXpressao

__ B b

aos dados para L > 1000, procurando os melhores valores para /v, e b ; os valores
encontrados sao /v, = 0.769(7) e b = 3.69(20). Os dados da simulagao e a diferenca
em relagdo ao ajuste obtido com a Eq. (3.58) sdo mostrados na figura 3.27, revelando a
alta qualidade do ajuste. Os dados para o tempo de vida, usando sistemas de tamanhos
125, 250,...8000 fornecem v} /v, = 2.12(1), aparentemente sem a necessidade de um termo
de corregao (veja a Fig. 3.28). Também determinamos o valor estacionario do momento
m = ?/ﬁ2 no ponto critico. As estimativas para m decrescem vagarosamente com L e,
aparentemente, quando plotadas versus L %2°  aproximam-se de um valor limite (L —
oo) igual a 1.030(5) (veja a Fig. 3.29). (Para o CP unidimensional, m = 1.1737 no
ponto critico.) Essencialmente os mesmos resultados sdo obtidos independentemente se
ge,z = 0.66701 ou 0.66702.

3.9.3 Modelo Bak-Sneppen absorvente: espalhamento da ativi-
dade

As propriedades de escala de uma transi¢do de fase para um estado absorvente também sao
refletidas no espalhamento de uma atividade inicialmente restrita a uma regiao pequena
[109]. Nas simulagoes de espalhamento do modelo ABS comecamos de um sistema com
um tunico sitio ativo zy < ¢ e todos os outros acima deste valor. (Isto é completamente
equivalente ao ‘BS branching process’ estudado em [61,106,108].) Em g = ¢, g, 0 processo
gera um padrao livre de escala que pode ser caracterizado por leis de poténcia para a
probabilidade de sobrevivéncia Ps(t), o nimero médio de sitios ativos n(t) e a distancia
quadrética média R*(t) = [n(t)]~"(X; r3(t)). (r;(t) denomina a posi¢ao do j — ésimo sitio
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Figura 3.29: Momento m para o modelo ABS versus o tamanho do sistema . Pontos: dados

simulacionais; linha: melhor ajuste, m = 1.0295 + 0.268L %25,

ativo no tempo t. Note que n(t) é a média sobre todas as realizagdes, incluindo aquelas
que ficaram presas no estado absorvente antes ou apés o tempo t.) As leis de escala sido
tipicamente escritas na forma

Po~t0  ne~tl, RE At (3.59)

relagbes essas que foram verificadas com alta precisio em vdrios exemplos [99, 101].
(Usamos zs;, para denominar o exponente do espalhamento para evitar confusdo com
o expoente dindmico z.) O aparecimento de leis de poténcia é geralmente usado para
localizar o ponto critico [101].

O expoente de espalhamento § é relacionado ao expoente do tamanho das avalanches
7, definido (no modelo BS) através de Pa(s) ~ s, onde P4(s)ds é a probabilidade
de termos uma avalanche com duracao entre s e s + ds. Portanto a probabilidade de
sobrevivéncia Ps(t) = [° Pa(s)ds, o que implica 7 = 1+ .

Realizamos simulacoes de espalhamento no modelo ABS em ¢ = 0.66699, 0.66700,
0.66701, 0.66702 e 0.66703. Cada realizacao foi seguida até um tempo maximo de
aproximadamente 2.7 X 10%; o ntiimero total de realizacoes variou entre 4 x 10° e 1.6 x 108,
dependendo do valor de ¢q. Para localizar o ponto critico, estudamos a inclinacao local
§(t) = dInP/dInt, plotada versus ¢ !. (Numericamente, §(¢) é dado pela inclinagao
em uma regressao de minimos quadrados para os dados no interval [tg, 20¢y], com média
geométrica t. Variamos o parametro ¢, para encontrar §(¢) em diferentes tempos.) Para
q < q., d(t) tende a valores mais negativos para ¢ — oo, enquanto que, para ¢ > (.,
§(t) — 0. Com base no expoente local (ver a Fig. 3.30) concluimos que ¢, = 0.66701(1).
Este resultado é consistente com estimativas anteriores que localizaram o limiar em
0.66702(8) [61] e 0.66702(3) [106]. (As andlises das inclinagdes locais 7(t) e zs,(t), definidas
de maneira andloga a §(t), nao foram iteis para localizar o ponto critico.)

N3ao foi possivel obter bons ajustes para P,, n e R? no ponto critico usando leis de
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Figura 3.30: Expoente local §(t) versus 1/t no modelo ABS. Os valores de ¢ sdo (de baixo para cima)
0.66700, 0.66701, 0.66702 e 0.66703. Inset: dados para g = 0.66701 plotados versus 1/t9-25.

poténcia puras. Incluir uma corre¢ao sub-dominante nas relagoes da Eq. (3.59) aumenta
tremedamente a qualidade do ajuste. Em particular, a probabilidade de sobrevivéncia
pode ser ajustada com grande precisao usando

InP, ~ —§Int+ ¢pt Y4+ C | (3.60)

onde C é uma constante e os melhores valores dos pardametros sdo § = 0.084(1) e ¢p =
0.115. O mesmo valor para § é encontrado usando os dados para ¢ = 0.66702. (A escolha

de um termo de correcdo que decaia como ¢~/* é motivado pelo fato dos expoentes locais

“1/4 como ilustrado

d(t) e zgp(t) serem essencialmente lineares quando plotados versus ¢
na Fig. 3.30.) Na Fig. 3.31, plotamos P; e a razao de P; para a funcao ajuste, Eq.
(3.60); vemos que a razao é praticamente constante para ¢t > 50. O espalhamento médio
R?(t) também pode ser ajustado usando uma lei de poténcia com um termo de correcao.
Encontramos

InR? ~ zgInt — prt™ Vi1 C" (3.61)
onde z,, = 0.921(10) e ¢ = 1.703.

Packzuski e colaboradores argumentam que n = 0 é um resultado muito geral para
modelos com dindmica extrema [106,107]. Nossos dados para o modelo ABS confirmam
essa conclusdo: em um grafico log-log, n(t) claramente decai mais lentamente que uma
lei de poténcia. Embora n = 0 seja compativel com n(t) crescendo sem limite quando
t — oo (por exemplo, o (Int)?, como sugerido na ref. [61]), nossos resultados suportam a
conclusdo de que n(t) satura em um wvalor finito ny, para tempos longos. Especificamente,
fomos incapazes de ajustar o comportamento para tempos longos usando expressoes da
forma n ~ (Int)?. Na verdade, encontramos dInn/dInt oc t=, sendo w =~ 0.149, o que
sugere que n(t) ~ ne exp[—ct~*]. De fato, um ajuste excelente é obtido usando ¢ = 1.92
e No = 14.574, como podemos ver na Fig. 3.32. (A saturacdo de n(t) nao aparece na
escala de tempo envolvida na simulacao, mas no caso anisotropico, mostrado no inset da
Fig. 3.32, a saturagdo ¢ evidente.)
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Figura 3.31: Probabilidade de sobrevivéncia Ps(t) no modelo ABS em seu ponto critico, ¢ = 0.66701.
A funcdo praticamente constante representa a razdo entre P, e o ajuste fornecido pela Eq. (3.60).
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Figura 3.32: Numero médio de sitios ativos n(t) no modelo ABS no seu ponto critico z* = ¢, g =
0.66701. A curva sélida representa a funcdo ajustada descrita no texto. Inset: o mesmo grafico para o
modelo ABS anisotrépico.

69



Na fase absorvente (¢ < ¢.g), a probabilidade de sobrevivéncia é nula no limite
t — oc. Nossos dados obedecem P, ~ t~%¢~*/7 onde T ~ |q — gc.z| ™! com v = 2.54(2).
Por outro lado, para ¢ > ¢. g, a probabilidade de sobrevivéncia tende a um valor finito
quando t — oco. Obtemos limy oo Ps = Py ~ (¢ — qC,E)ﬂ', sendo ' = 0.20(1). (Na classe
de universalidade DP, temos ' = £ [109], mas isso ndo acontece necessariamente em
outras classes de universalidade.)

No CP e nos outros modelos nao-extremais, o espalhamento de atividade no regime
supercritico obedece um padrao simples: o tamanho R da regiao ativa cresce linearmente
com o tempo, enquanto que o ntimero de sitios ativos n(t) cresce com t¢. Nossa observacao
de um espalhamento subdifusivo e da saturacao de n(t) nos levaram a investigar o
espalhamento supercritico no modelo ABS. Descobrimos que o espalhamento é sublinear.
Por exemplo, usando ¢ = 0.7 em um estudo com tempo méximo igual a t ~ 9 x 108
(para evitar transientes), obtemos R? ~ tX com x = 1.20(4) e n ~ t* com A = 0.61(2).
(O expoente x deveria ser o dobro de A, uma vez que regides ativas tém uma densidade
de atividade finita no regime supercritico.) Novamente, vemos que a dindmica extrema
limita o crescimento da atividade.

3.9.4 Modelo CP3

Realizamos simulagoes de espalhamento no modelo CP3 usando a abordagem descrita
na secdo anterior. Cada realizacio durou um tempo méaximo de 6 x 10*. Usando o
comportamento tipo lei de poténcia de P;(t) e n(t) como critério para localizar o ponto
critico, encontramos ¢, = 0.63525(3). (Note que esse valor é aproximadamente 5% menor
que o valor critico do modelo extremo correspondente.) Analisando as inclinagoes locais,
obtemos § = 0.162(2), n = 0.312(2) e z,, = 1.265(4). Esses valores sdo completamente
consistentes com os conhecidos para a percolagio dirigida (veja a tabela 3.2), confirmando
que o modelo CP3 pertence a mesma classe de universalidade do processo de contato
original.

Uma grande diferenca entre os modelos extremos e nao-extremos com um estado
absorvente é que o espalhamento de atividade no ponto critico é muito mais lento no
primeiro caso. Isto obviamente é uma conseqiiéncia do valor n = 0 para modelos com
dindmica extrema (enquanto, por exemplo, n = 0.314 para DP em uma dimensio) e
do crescimento subdifusivo de R? no modelo ABS. Nas Figs. 3.33 e 3.34 comparamos
evolugoes tipicas no modelo ABS e no seu andlogo nao absorvente, o CP3, em seus
respectivos pontos criticos. E evidente que a atividade espalha muito mais lentamente
no ABS do que no CP3. Outra diferenca notavel é que no ABS um sitio com z; pouco
menor que ¢, g permanecerd ativo por um longo tempo, enquanto esse sitio nao for o sitio
minimo ou o vizinho dele. Portanto tanto a taxa de adicao quanto a de perda de sitios
ativos sao muito menores no ponto critico do processo extremo do que no nao-extremo.
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Figura 3.33: Espalhamento da atividade em uma realizagio tipica do modelo CP3 em seu ponto critico
(g = 0.63525).
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Figura 3.34: Espalhamento da atividade em uma realizacio tipica do modelo ABS em seu ponto critico
(¢ = 0.66701).
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3.9.5 Modelo CP extremo

A luz da discussdo na secao 3.9.1, é interessante analisarmos o comportamento de outros
modelos com estados absorventes sob dindmica extrema. Inicialmente veremos os resul-
tados simulacionais para o processo de contato extremo-absorvente (CPg4). Realizamos
simulacoes de espalhamento para determinar g, g e os expoentes 4, 1) e 2y, obtidos a partir
da média sobre 5 x 10° realizacbes com um tempo maximo de 6 x 10*. Encontramos
¢e,e = 0.79415(5) para o CPgy4, que é maior do que o 0.76733 obtido para o processo
original (ndo-extremo).

Assim como no modelo ABS, o decaimento da probabilidade de sobrevivéncia no
ponto critico obedece uma expressao da forma da Eq. (3.60), sendo os parametros para
o melhor ajuste 6 = 0.0855 e ¢p = 0.226. O expoente § é essencialmente o mesmo
encontrado para o modelo ABS, enquanto o termo de correcao é aproximadamente duas
vezes maior. No ponto critico a derivada dlnn/dInt ~ t7%! o que mais uma vez indica
um comportamento do tipo n(t) ~ ne exp[—ct™], sendo que encontramos w = 0.1. A
distancia quadratica média dos sitios ativos a partir da origem cresce de forma similar
4 encontrada no modelo ABS. Os dados para R? novamente se ajustam bem usando
uma expressao da forma da Eq. (3.61), sendo 2z, = 0.932 e ¢ = 2.026. Estes resultados
sugerem fortemente que CP g4 pertence a mesma classe de universalidade do modelo ABS.

3.9.6 Modelo ABS anisotrdpico

O comportamento critico do modelo Bak-Sneppen muda quando a regra de renovagao é
assimétrica (ver se¢do 3.7), sendo que podemos identificar uma classe de universalidade
do modelo BS anisotrépico. Nesta secao relatamos nossos resultados simulacionais para o
modelo BS anisotrépico absorvente. Para obter esses resultados, simulamos esse modelo
em estudos que envolveram 3x10° realizacdes com um tempo maximo de 1.6x105.

Analisando a inclinagao local 6(t) = dln P/dInt, determinamos que o limiar desse
modelo é ¢, p = 0.72370(2). (A estimativa anterior mais precisa era 0.7240(1); ver se¢io
3.6 e a ref. [92].) Uma evolucdo tipica do espalhamento no ponto critico é ilustrada na
Fig. 3.35. O expoente local §(t) fornece a estimativa § = 0.234(5). Para os modelos
anisotrépicos definimos R%(t) como a média quadratica do raio de giracdo, ou seja, a
distancia é medida em relacao ao centro de massa do conjunto de sitios ativos e nao em
relacdo a uma origem fixa. Isto é feito para eliminar a tendéncia da regiao ativa de se
deslocar unilateralmente devido a natureza assimétrica da regra de renovacao.

Para o modelo ABS anisotrépico, R?(t) pode mais uma vez ser fitado com uma
expressdo da forma da Eq. (3.61), sendo z,, = 1.425(10) e ¢r = 2.3(2). Os expoentes
d e zs;, sao muito diferentes daqueles do modelo isotrépico. Apesar dessas diferengas,
encontramos novamente 17 = 0 no modelo anisotrépico. Como antes, o nimero médio de
sitios ativos satura para tempos longos, na verdade mais rapidamente do que no modelo

fct1/4]

isotrépico (ver Fig. 3.32, inset). Os dados se ajustam bem usando n(t) = ny[l —e ,

onde ny, = 5.206(3) e ¢ = 0.348.
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Figura 3.35: Espalhamento da atividade em uma realizacio tipica do modelo ABS anisotrépico em seu
ponto critico (g = 0.72370).
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O modelo nao-extemo correspondente ao modelo ABS anisotrépico é um processo de
contato de dois sitios, 0 CP2, que é exatamente igual ao CP3, mas com a renovagao restrita
ao sitio central e a seu vizinho da direita. Simulamos o modelo CP2 e encontramos que ele
pertence & classe DP. (Aqui, definimos novamente R* como o raio de giragio quadratico
médio.) Estes resultados levam & interessante conclusao de que existe uma perturbagio
(renovacao assimétrica) irrelevante para um modelo nao-extremo, mas relevante para a
versao extrema correspondente. (Notamos que, uma vez que ambos os sitios no CP2
sao renovados através da mesma regra, o modelo nao pertence a classe de universalidade
denominada DP-anisotrépica, para a qual as ligacdes ao longo de eixos diferentes estao
presentes com diferentes probabilidades [110].)

3.9.7 Resumo dos expoentes e relacoes de escala

Nossos resultados para os expoentes criticos do modelo BS e do CP extremo sao com-
parados com os da percolacao dirigida (em uma dimensao) nas tabelas 3.2 e 3.3. (Aqui
assumimos os valores 7 = 0 e § = 1 como exatos para a classe de universalidade do modelo
BS.) As diferengas entre os dois conjuntos de expoentes é evidente. Nossos resultados
T=1+40=1.084(1) e z = v /v, = 2.12(1) estdo em acordo com estimativas anteriores
[106] de 1.07(1) e 2.10(5), respectivamente. Nosso resultado é entretanto um pouco acima
do relatado por Grassberger, a saber 7 = 1.073(3) [61].

Algumas relagoes de escala existem entre os expoentes criticos [99,101,109]. Nos
estudos de espalhamento, esperamos que z,, = 2v, /v|; nossos dados sao aproximadamen-
te consistentes com isso, j& que 2v, /v —z, = 0.022(14). A relagdo §' = dv|| também deve
ser satisfeita: nossos dados fornecem (' — év = —0.013(14). Finalmente consideramos a
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Tabela 3.2: Expoentes criticos do modelo Bak-Sneppen absorvente (ABS) e do processo de contato
(CP). Os expoentes do CP foram retirados das refs. [101,112].

Exponent ABS CPp

B 1 0.27649(4)

g | 020 | (=9
V)| 2.54(2) | 1.73383(3)
B/vy 0.77(1) | 0.25208(5)
v /ve | 212(1) | 1.58071(11)
o 0.084(1) | 0.15947(3)
n 0 0.31368(4)
Zsp 0.921(10) | 1.26523(3)

Tabela 3.3: Expoentes de espalhamento para os modelos CP3, CPg4 e o Bak-Sneppen anisotrdpico
absorvente (AABS) em uma dimensdo.

Exponent CP3 CPga AABS
) 0.162(2) | 0.0855(20) | 0.234(5)
7 0.312(2) 0 0
Zep 1.265(4) | 0.932(20) | 1.425(10)

relacdo generalizada de hiper-escala [113]

2 (1 + g) d+2n=dzs, (3.62)
em d dimensdes. Usando nossos dados, encontramos uma diferenca entre os dois lados
dessa relagao de 0.09(6). Nossos resultados exibem ainda outra inconsisténcia que pode
refletir corre¢oes devido a efeitos de tamanho finito: o produto (,B/VJ_)_I(VH/VJ_)I/ﬁl, onde
os primeiros dois fatores sao determinados pela escala de tamanho finito no ponto critico
e o ultimo fator é obtido do decaimento da probabilidade de sobrevivéncia no regime
subcritico, deveria ser igual a 3 = 1; nossos dados fornecem 1.08(3). Essas inconsisténcias
sugerem que um ou mais de nossos expoentes estejam errados em aproximadamente 5%.
Para refinar esses valores precisariamos de simulagoes em sistemas ainda maiores, uma
tarefa que deixamos para trabalhos futuros. (Os estudos aqui apresentados ja foram
bastante custosos computacionalmente, representando aproximadamente 6 meses de uso
das nossas estagoes alpha.)

3.10 Conclusoes

O registro féssil indica que extingoes de todos os tamanhos ocorreram durante a histéria
evolutiva na Terra. Extincbes em massa sao pouco freqiientes, mas nao devem ser
consideradas como um fenomeno isolado, ji que sao simplesmente a extremidade de
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uma distribuicao continua de eventos. Inspirados pelo registro féssil, Gould e Eldridge
propuseram que a evolucdo nao é gradativa e continua como Darwin sugerira, mas inter-
mitente e rapida. Longos periodos de equilibrio sao interrompidos por curtos periodos de
atividade evolucionaria, dando origem a visao de um Equilibrio Pontuado.

Bak [6] argumenta que a distribui¢do em forma de lei de poténcia para eventos
evolucionarios aponta para uma auto-organizagao da vida na Terra em um estado critico,
onde avalanches evolucionarias de todos os tamanhos podem acontecer. O modelo pro-
totipo, que mostra quais sao os ingredientes béasicos para se obter uma ecologia exibindo
equilibrio pontuado, é o modelo Bak-Sneppen [7]. Embora este modelo seja muito redu-
cionista, ele prevé uma ecologia fora do equilibrio, onde extingoes de todos os tamanhos
estao presentes, em acordo com os dados experimentais.

Neste capitulo, investigamos em detalhe o modelo Bak-Sneppen para a evolugao das
espécies. Propusemos um novo método para estimar o limiar * com precisao, examinamos
o efeito da simetria na distribui¢do p(z) e nos expoentes criticos, investigamos as principais
conseqiiéncias da dinamica extrema e vimos qual é a relacao do modelo com modelos
exibindo uma transi¢ao de fase para um estado absorvente. Nossa abordagem foi propor
diversas variantes e observar quais caracteristicas sao robustas a modificacoes na dinamica.
Os métodos utilizados foram simulacdo, teoria de campo médio e argumentos gerais.

Em particular, verificamos a relacao de escala de tamanho finito 27 — 2%, = kL™ e
a usamos para obter estimativas precisas do limiar e do expoente v das versoes original,
anisotrépica e vizinhos aleatérios [90]. Também investigamos em detalhe o efeito da
simetria no comportamento critico e na densidade de probabilidade. Encontramos que
todas dinamicas que preservam a simetria do modelo original conservam os expoentes
criticos, enquanto dinamicas assimétricas levam aos expoentes do modelo BS anisotrépico
[92]. Portanto, nosso trabalho reforca a evidéncia de que existem duas classes de univer-
salidade separadas pela simetria [82].

Nos modelos BS generalizados (ou variante BSab), o grau de assimetria é quantificado
pelo coeficiente de anisotropia k,. A teoria de campo médio fornece previsdes ruins
para o limiar z*, mas prevé corretamente que (i) a densidade de probabilidade é uma
funcao degrau e (ii) que z* varia linearmente com o nimero n de sitios substituidos,
como encontramos nas simulagoes em redes unidimensionais. As simulagoes também
nos conduzem a conclusdes que vao além da teoria de campo médio: (i) o valor do
limiar diminui & medida que a anisotropia cresce (para n constante); (ii) para assimetrias
pequenas, observamos uma transi¢do da escala simétrica para a assimétrica; (iii) para
uma anisotropia fixa, hd um colapso da probabilidade P;(r) de que minimos consecutivos
tenham uma separagao r.

A fim de compreender as conseqiiéncias da dindmica extrema, propusemos variantes
do modelo BS com modificacbes mais severas na dinamica do que as estudadas anterior-
mente [91]. Embora regras de renovagio diferentes levem a densidades de probabilidade
completamente diferentes, estas sao sempre singulares em um ou mais pontos. As singu-
laridades, do tipo fun¢ao degrau, surgem quando tomamos o limite § — oo no modelo
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com temperatura finita (em uma rede infinita) ou quando o tamanho do sistema L — oo,
sob dinamica extrema. Assim, o limite duplo de tamanho infinito e temperatura nula
é necessario para que o modelo BS e suas variacoes gerem densidades de probabilidade
singulares.

Um aspecto notavel, comum ao modelo original e todas as variantes consideradas, é
que 1o limite de tamanho infinito e sob dindmica extrema um certo intervalo D C [0, 1]
tem probabilidade nula, mas contém o sitio extremo com probabilidade um. Se definirmos
a densidade de sitios ativos, Prob[z € D], como o parametro de ordem p, entdo o modelo
BS e suas variantes realizam o ‘limite SOC’ [79,80] quando p — 0%.

Nossas conclusoes a respeito da forma das densidades estaciondrias sao baseadas em
analises de campo médio, que sao exatas para as versoes com vizinhos aleatérios, como
verificado numericamente. Um ponto importante é que a teoria de campo médio captura
a forma da densidade de probabilidade corretamente, como mostrado pelas simulagoes
dos modelos modificados em redes unidimensionais.

Investigamos a relacao entre a dinamica extrema, exemplificada pelo modelo Bak-
Sneppen, e modelos nao-extremais exibindo uma transi¢ao de fase para um estado absor-
vente. Uma relacao entre a dindmica extrema e a percolagdo dirigida havia sido sugerida
antes [106,108]. Nés clareamos essa conexao ao mostrar que um modelo genérico com
estados absorventes pode ser transformado em um extremo através de um modelo extremo-
absorvente intermedidario. O precursor nao-extremo do modelo BS é um processo de
contato de trés sitios [103], CP3, o qual, analogamente ao processo de contato original,
pertence & classe de universalidade DP. O modelo BS e a versao extrema do CP pertencem
a uma mesma classe de universalidade que pode ser batizada de ‘extremal DP’ ou eDP.
Os expoentes da classe eDP sao comparados ao da classe DP na tabela 3.2.

Ficou claro que quando um modelo com estados absorventes é modificado para
obedecer uma dinamica extrema, seus expoentes criticos sao alterados. Também ficou
evidente que a dinamica extrema reduz o espalhamento da atividade nos regimes critico
e supercritico. Pode-se questionar se outros aspectos mais gerais do modelo original
sao preservados apds a ‘extremalizacao’. Um candidato para tal propriedade conservada
é a dimensao critica d.. Nos fendmenos criticos, varias classes de universalidade (que
diferem no grupo de simetria do parametro de ordem ou na presenca de quantidades
conservadas) podem compartilhar a mesma d. se a estrutura algébrica da sua descri¢do
continua (em particular, a poténcia do termo de menor ordem no parametro de ordem
em um hamiltoniano efetivo de Landau-Ginzburg-Wilson) for a mesma. Por exemplo,
d. = 4 para todos os modelos na familia n-vetor. Extender essa idéia para modelos
com dinamica extrema é questiondvel, j4 que ndao temos uma descricao continua em
maos. (A primeira vista, a nocao de dinamica extrema em uma descri¢ao usando uma
densidade de atividade continua parece problematica, ja que ha sempre um e apenas um
sitio extremo.) Entretanto, parece plausivel que se a teoria de campo para DP [114-116]
fosse de alguma forma modificada para refletir a dinamica extrema, a nao-linearidade
dominante nao mudaria, de forma que d, reteria seu valor de quatro. A dimensao critica
superior d. = 4 no modelo BS foi estabelecida por Boettcher and Paczuski [63]. Nosso
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argumento sugere que as versoes extremais de outros modelos com estados absorventes
devem manter a dimensao critica do modelo ndo-extremo correspondente. Esperamos que
essa previsao possa ser testada em trabalhos futuros.

Ao estudar a versao anisotrépica do modelo ABS e seu companheiro nao-extremo, o
modelo CP2, encontramos que a anisotropia é uma perturbacao relevante para a classe
eDP, mas é irrelevante para a classe nao extrema correspondente. Suspeitamos que outras
perturbagoes, tais como difusao, podem exibir um padrao similar de relevancia.

Finalmente, o modelo Bak-Sneppen parece ser o protétipo de uma grande classe
de universalidade, ja que intimeras variantes, além das apresentadas aqui, sao possiveis.
Esperamos que qualquer dindmica que respeite a simetria do modelo original (ou seja,
isotropia espacial) e que nao introduza novas quantidades conservadas tenha os mesmos
expoentes criticos do modelo original. Isto é interessante, pois 0 mesmo comportamento
critico pode perdurar mesmo com distribui¢oes estacionarias muito diferentes. Além de
seu interesse académico, a questdo de universalidade é importante para aplicagoes, uma
vez que a forma precisa da dindmica em um sistema especifico (e.g., evolugao) é geralmente
desconhecida e, provavelmente, muito diferente da proposta no modelo original. Leis de
poténcia e densidades estaciondrias singulares aparecem somente no limite de dinamica
extrema, o que pode ser dificil de realizar em sistemas naturais espacialmente extensos [84].
Outras classes de dindmica extrema sdo conhecidas [106], sendo um exemplo o modelo
BS anisotrépico. Acreditamos que outras classes de universalidade de dinamica extrema
existam, como por exemplo uma classe extrema que conserva a paridade [111], embora
exemplos de tal classe ainda nao tenham sido estudados.

Os resultados descritos neste capitulo foram publicados nos artigos [90-93], os quais
estao reproduzidos nos apéndices B, C, D e E.
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Capitulo 4

O fluxo de ar no nariz humano

4.1 Introducao

O termo nariz inclui o nariz externo, visivel na face, e a cavidade nasal, que se estende
aproximadamente 10 cm para o interior do cranio. Internamente, o nariz consiste em
fendas estreitas revestidas pela mucosa nasal, um tecido imido que exerce trés funcoes
principais: umidificar, aquecer e filtrar o ar. Além disso, o nariz é também o sitio onde
se localiza o tecido nervoso responsavel pelo olfato.

Respiramos de 12 a 24 vezes por minuto, inalando por dia aproximadamente 10.000
litros de ar com temperatura e umidade variaveis e ainda contendo poeira e microorganis-
mos. A fim de lidar com as diferentes demandas, as paredes do nariz possuem um tecido
cavernoso que pode inchar ou retrair, dependendo da irrigagao sanguinea, controlando
assim a temperatura da mucosa nasal e a area da secao transversal da cavidade. Para
evitar o acumulo de particulas, o muco secretado pela mucosa é constantemente impelido
em dire¢do ao sistema digestivo por células ciliadas. Na pessoa sadia, essas fungoes sao
exercidas continuamente e inconscientemente. Entretanto, é grande o nimero de pessoas
que sofrem de problemas respiratorios.

Muitos dos pacientes que chegam ao consultério de um otorrinolaringologista recla-
mam que nao conseguem respirar pelo nariz. Alergias, pélipos, medicamentos, traumas
e stress sao alguns dos fatores que podem provocar uma obstrucao nasal, impedindo
assim um fluxo de ar adequado. Mais do que isso, sabe-se hoje que disfung¢oes no
ouvido e na garganta podem também ser geradas por um fluxo nasal inadequado. Torna-
se importante, portanto, investigar o escoamento de ar no nariz humano, a fim de se
caracterizar o que seria um nariz ‘normal’ e assim propor solugoes, cirtirgicas ou nao,
para cada patologia.

Até hoje o desenvolvimento de tratamentos e cirurgias na otorrinolaringologia tem
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sido bastante empirico, pois nosso conhecimento da fisiologia do nariz ainda é muito
limitado [119,120]. Os efeitos que cirurgias comuns, como a corre¢do de desvio de septo,
tém no escoamento, na umidificagao, no aquecimento e na filtragem do ar ainda sao
desconhecidos. E alarmante o fato de que a cirurgia de correcao do desvio de septo falha
em 20 a 30% dos casos e que disfun¢oes nasais sao freqiilentemente induzidas ou agravadas
por procedimentos cirtrgicos [120].

O numero de cirurgias nasais tem crescido anualmente, em parte devido a crescente
poluicao do ar nas grandes cidades. Em vista disso, é preocupante que os otorrinolarin-
gologistas ainda nao saibam dizer qual a funcao dos seios paranasais, quais os efeitos que
as cirurgias provocam no escoamento de ar e nem mesmo definir o que é um nariz normal
do ponto de vista hidrodinadmico [119,121]. Em particular, hd um debate interessante
sobre o desvio de septo. Enquanto alguns médicos consideram o desvio uma patologia e o
corrigem cirurgicamente, outros acreditam que ele ndo altera significativamente a funcao
nasal e raramente realizam tal operagao.

A compreensao dos processos de transporte que ocorrem dentro do nariz certamente
nos levard a diagnésticos e tratamentos mais precisos. Uma vez que dominarmos a
biofisica do nariz, o desenvolvimento de novos tratamentos serd pautado em conhecimentos
objetivos, abolindo assim préticas cirurgicas ineficazes e indicando os procedimentos
adequados. Outro fruto esperado pela comunidade médica é a exploracao do potencial
que o nariz tem como caminho de ingestdo de medicamentos [122,123].

Uma vez que, em geral, os médicos ndo dominam as ferramentas fisicas e matematicas
necessarias para se atacar o problema, a presenca de um pesquisador versado em tais
técnicas é essencial em um estudo como esse. Da mesma forma, é o médico quem
conhece profundamente a anatomia do nariz, as patologias relacionadas e os tratamentos
conhecidos. Em sintonia com essas observacoes, este projeto estd sendo conduzido em
colaboracao com o Dr. Dario Antunes, otorrinolaringologista da Santa Casa de Belo
Horizonte.

O escoamento do ar no nariz humano tém sido analisado nas ultimas décadas tanto
experimental quanto computacionalmente, sendo que cada técnica possui suas vantagens
e desvantagens. A abordagem computacional fornece os seguintes beneficios:

- Apés o desenvolvimento da rotina computacional que soluciona as equagcoes diferen-
ciais envolvidas, torna-se facil investigar o efeito que variagoes na geometria do nariz
tém no campo de velocidades. Em um estudo experimental, tal trabalho demandaria
mais tempo.

- O modelo computacional tem a vantagem de ter custos menores, pois nao necessita
equipamentos ou material, apenas de um computador.

Por outro lado, a abordagem experimental possui as seguintes vantagens:

- A medida experimental é mais precisa, pois a reconstru¢cao de um modelo do nariz
no computador envolve aproximacoes.
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Figura 4.1: (a) Diagrama do septo do nariz, lado esquerdo, mostrando a cartilagem do septo, o vomer,
a lamina perpendicular do etmdide e a crista nasal da maxila. (b) Septo do nariz, lado direito. 1. septo
principal do seio esfenoidal; 2. hipédfise; 3. fossa média do cranio; 4. fossa anterior do crinio; 5. processo
crista galli; 6. seio frontal; 7. lamina perpendicular do etmdide; 8. cartilagem do septo; 9. vomer; 10.
regido coanal; 11. palato; 12. lingua. Retirado de [124] e [125].

- Vazoes altas podem ser investigadas sem maiores dificuldades, ao passo que a
solucao numérica da equacdo de Navier-Stokes torna-se bem mais complexa para
escoamentos turbulentos.

Durante meu pés-doc, investigarei o problema por ambas abordagens. Portanto, meu
objetivo serda analisar o fluxo de ar em geometrias fisiologicamente corretas através da
solugao da equacao de Navier-Stokes e da equacao do calor e comparar as previsoes com
medidas experimentais.

O restante deste capitulo organiza-se da seguinte forma. Na secao 4.2, faremos uma
breve revisao da anatomia do nariz, enquanto que, na secao 4.3, descrevemos as patologias
mais comuns relacionadas ao presente estudo. Apresentaremos a revisao da literatura na
secao 4.4 e, na secao 4.5, discutiremos a importancia de se estudar o escoamento de ar
no nariz humano e qual sera nossa linha de pesquisa. Finalmente, nossas conclusoes e
perspectivas futuras serao discutidas na ultima secao.

4.2 Anatomia do nariz

O nariz é formado pelo nariz externo, que se projeta na face, e pelo nariz interno ou
cavidade nasal. O septo do nariz divide a cavidade nasal em direita e esquerda, gerando
assim duas passagens independentes que voltam a se unir nas coanas (Fig. 4.1). O ar
que entra pelas narinas segue por passagens em forma de fenda (Fig. 4.2), atingindo as
coanas e descendo pela nasofaringe.

O septo do nariz é formado basicamente pela cartilagem do septo e pelos ossos vomer
e lamina perpendicular do etmdide (Fig. 4.1). Clinicamente o septo plano é o ideal (Fig.
4.3), mas uma fatia consideravel da populagao tem um desvio de septo em algum grau
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Figura 4.2: Corte coronal de um cranio humano. 14. cavidade nasal; 15. septo do nariz; 17. seio
frontal; 18. crista galli; 19. teto da cavidade nasal; 20. corneto superior; 21. corneto médio; 22. corneto
inferior; 23. abertura do seio maxilar; 27. Palato duro. Retirado de [126].

Figura 4.3: Abertura anterior éssea da cavidade nasal: 1. érbita; 2. frontal; 3. nasal; 4. proceso frontal
da maxila; 5. processo alveolar da maxila; 6. espinha nasal anterior; 7. sutura intermaxilas; 8. meato
inferior; 9. corneto inferior; 10. meato médio; 11. corneto médio; 12. meato comum do nariz; 13. septo
do nariz. Retirado de [125].
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Figura 4.4: Abertura anterior éssea da cavidade nasal mostrando dois desvios de septo. (a) 1.frontal;
2.0rbita; 3.fissura orbital superior; 4. lacrimal; 5. nasal; 6. processo frontal da maxila; 7. processo
alveolar da maxila; 8. espinha nasal anterior; 9. corneto inferior; 10. corneto médio; 11. corneto médio
bolhoso; 12. septo do nariz com desvio & esquerda. (b) 1. 6rbita; 2. lacrimal; 3. nasal; 4. processo
frontal da maxila; 5. espinha nasal anterior; 6. processo alveolar da maxila; 7. meato inferior do nariz;
8. corneto inferior; 9. meato médio; 10. corneto médio; 11. meato comum do nariz; 12. septo do nariz,
com desvio & direita. Retirado de [125].

(Fig. 4.4). Ainda nao se sabe até que ponto um desvio de septo prejudica o funcionamento
normal do nariz (ver se¢oes 4.4 e 4.5).

A geometria do nariz é bastante complexa, uma vez que a se¢ao transversal muda
violentamente, como ilustrado na Fig. 4.5. Observe que, em sua por¢ao intermediaria, o
nariz apresenta uma segao reta triangular, sendo o assoalho do nariz mais largo e o teto
bastante estreito. As principais estruturas no interior da cavidade nasal sdo os cornetos
inferior, médio e superior (Fig. 4.2-4.4, 4.6, 4.7). Os cornetos sdo 0ssos, que se projetam
a partir da parede lateral da cavidade, revestidos por um tecido cavernoso que tem a
capacidade de se inchar e retrair de acordo com a irrigacao sanguinea (Fig. 4.8—4.10). O
espaco por onde passa o ar abaixo de cada corneto é o meato do corneto relacionado.

As figuras 4.8, 4.9 e 4.10 ilustram a anatomia da parede lateral do nariz. Nas narinas,
encontram-se pélos responsaveis pela filtracao de particulas grandes. A cabega do corneto
inferior surge aproximadamente 2 cm para o interior do nariz, vindo em seguida os cornetos
médio e superior. As terminagoes nervosas responsaveis pelo olfato encontram-se apenas
na parte superior da cavidade nasal (Fig. 4.11).

Cada lado da cavidade nasal, esquerdo ou direito, é conectado a quatro grandes
cavidades, os seios frontal, maxilar, etmoidal e esfenoidal. Essas cavidades ou seios
paranasais, assim como o nariz interno, sao revestidas por mucosa, produzindo conti-
nuamente um muco que é drenado para o interior da cavidade nasal. Além dos seios
paranasais, abrem-se também no nariz o duto nasolacrimal (Fig. 4.12) e a tuba auditiva
(Fig. 4.9, 4.10 e 4.13). E por essa razao que infeccbes no nariz freqiientemente sao
acompanhadas por sinusites e otites.

Os seios paranasais comunicam-se com a cavidade nasal por canais estreitos, de
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Figura 4.5: Sec¢bes coronais da cavidade direita do nariz ilustrando sua geometria complexa. Note como
a se¢do reta varia rapidamente. O nuimero abaixo de cada se¢do indica a distincia a partir das narinas
em mm. Retirado de [127].

(1

Figura 4.6: Base do cranio mostrando a parte posterior da cavidade nasal. 2. processo palatino da
maxila; 6. lamina horizontal do osso palatino; 50.vomer; 52. espinha nasal posterior; 58.corneto inferior;
59.corneto médio; 60.corneto superior. Retirado de [126].
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Figura 4.7: Coanas 6sseas: 1. lamina medial do processo pterigdide; 2. ldmina vertical do palatino; 3.
corpo do esfendide; 4. asa do vomer; 5. ldmina vertical do vomer; 6. corneto superior bolhoso; 7. meato
superior; 8. corneto médio; 9. meato médio; 10. corneto inferior; 11. meato inferior; 12. meato comum
do nariz; 13. 1amina horizontal do palatino; 14. espinha nasal posterior; 15. palato. Retirado de [125].

forma que, quando a membrana mucosa do nariz estd edemaciada' devido a uma reagao
inflamatéria de causa alérgica, traumadtica ou infecciosa, esses canais ficam facilmente
obstruidos levando a uma sinusite.

Os seios frontais encontram-se acima da por¢ao anterior da cavidade nasal (Fig. 4.9,
4.10 e 4.13). O 6stio (abertura) do seio frontal situa-se no meato médio do nariz, em geral
na parte superior do hiato semilunar (Fig. 4.12). O tamanho do seio frontal, assim como
dos demais, varia muito de uma pessoa para outra. Além disso, freqiientemente cada um
dos dois seios frontais é subdividido em duas ou mais células.

Os seios maxilares sao os maiores entre os seios paranasais e também os que apresen-
tam problemas com maior frequéncia. Esse fato deve-se a sua dificil drenagem, uma vez
que (i) seu pavimento encontra-se de 0,5 a 1,0 cm abaixo do nivel do assoalho da cavidade
nasal [128] e (ii) seu Gstio encontra-se acima do nivel de seu pavimento. Eles ocupam a
cavidade da maxila, nas laterais da cavidade nasal, ou seja, no interior de nossas bochechas
(Fig. 4.14 e 4.15). O 6stio do seio maxilar encontra-se também no hiato semilunar (Fig.
4.12) e, por este motivo, inflamagoes do seio maxilar estdo freqlientemente associadas a
inflamacoes do seio frontal.

O seio etmoidal é constituido por numerosas cavidades, as células do labirinto et-
moidal (Fig. 4.16). Ele situa-se entre a 6rbita e a cavidade nasal. As células etmoidais
anteriores drenam no meato médio, ao passo que as células posteriores drenam no meato
superior.

!'Edema, é o termo técnico para uma inchaco, ou seja, para o acimulo anormal de grandes quantidades
de fluido no espaco intercelular.
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Figura 4.8: Parede lateral direita da cavidade nasal: 1. palato; 2. narina; 3. limen do nariz; 4. meato
inferior; 5. corneto inferior; 6. Gstios acessérios do seio maxilar; 7. meato médio; 8. célula etmoidal
anterior; 9. agger nasi; 10. corneto médio; 11. seio frontal; 12. célula etmoidal posterior; 13. corneto
supreme (ausente na maioria da populacdo); 14. corneto superior; 15. seio esfenoidal; 16. regido coanal;
17. cavidade bucal; 18. lingua. Retirado de [125].

Figura 4.9: Parede lateral esquerda da cavidade nasal: 1. seio frontal; 7. seio esfenoidal; 15. elevagdo
da tuba; 16. abertura da tuba auditiva; 18. palato mole; 19. palato duro; 35. agger nasi; 39. meato
inferior; 40. corneto inferior; 41. meato médio; 43. meato superior; 44. corneto superior; 45. recesso
esfenoetmoidal. Retirado de [126].
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Figura 4.10: Parede lateral direita da cavidade nasal: 1. seio frontal; 2. célula etmoidal anterior; 3.
agger nasi; 4. adito do meato médio do nariz; 5. limen do nariz; 6. narina; 7. meato inferior; 8. corneto
inferior; 9. meato médio; 10. 4stio acessorio do seio maxilar; 11. corneto médio; 12. meato superior;
13. corneto superior; 14. corneto supremo; 15. septo do nariz, rebatido; 16. seio esfenoidal; 17. regido
coanal; 18. abertura faringea da tuba auditiva; 19. palato. Retirado de [125].

Figura 4.11: Cavidade nasal mostrando o perfil dos cornetos e a regido olfatéria (hachurada). Retirado
de [131].
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Figura 4.12: Parede lateral esquerda da cavidade nasal (parcialmente dissecada): 5. corneto inferior;
6. corneto superior; 8. seio esfenoidal; 9. arame na abertura do seio esfenoidal; 10. corneto supremo;
11. bolha etmoidal; 12. hiato semilunar; 13. arame na abertura do seio maxilar; 14. membrana mucosa
revestindo o processo unciforme do osso etmoidal; 15. meato médio; 16. meato inferior; 17. arame na
abertura do duto nasolacrimal; 22. base do corneto médio (dissecado). Retirado de [126].

Figura 4.13: Visdo lateral do cranio: 1. seio frontal; 3. crista galli; 4.1amina crivosa do osso etmdide e
filamentos do nervo olfatério; 5.l1amina perpendicular do emdide; 6. vomer; 7. seio esfenoidal; 12. tonsil
faringeo (amidalas); 13. recesso faringeo; 15. elevagdo da tuba; 16. abertura da tuba auditiva; 18. palato
mole; 19. palato duro; 20. crista nasal do osso palatino; 21. crista nasal da maxila; 22. cartilagem do
septo; 23. 6rgdo vomeronasal. Retirado de [126].
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Figura 4.14: Corte axial da cavidade do nariz e seios maxilares, ao nivel do corneto inferior, visdo
inferior: 1. regido palpebral; 2. seio maxilar; 3. corneto inferior; 4. duto nasolacrimal; 5. recesso lacrimal
do seio maxilar; 6. canal infraorbital; 7. septo do nariz; 8. regido coanal; 9. regido pterigopalatina.
Retirado de [125].

Figura 4.15: Tomografia computadorizada da cavidade nasal mostrando também o seio maxilar e o seio
etmoidal. As setas indicam um corneto inferior bolhoso. (a) Corte axial. Observe o desvio de septo para
a esquerda. (b) Corte coronal. Retirado de [132].
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Figura 4.16: Corte axial da cabegca humana ao nivel do seio etmoidal. 11. seio esfenoidal; 12. células
do seio etmoidal; 13. duto nasolacrimal; 14. cavidade nasal; 15. septo nasal. Retirado de [126].

Os seios esfenoidais ocupam o corpo do osso esfendide e drenam no recesso esfeno-
etmoidal (Fig. 4.9, 4.12 e 4.13). Eles se inflamam com menos frequéncia que os seios
frontal e maxilar.

Infeccoes dos seios paranasais podem se espalhar para regices adjacentes. Por exem-
plo, infec¢oes das células etmoidais ou dos seios frontais podem resultar em meningite ou
complicacoes orbitarias. Também é comum que inflamagoes dos seios maxilares reflitam
em dor de dente como conseqiiéncia de essas regioes compartilharem o mesmo ramo do
sistema nervoso [129].

A descrigao da anatomia do nariz humano discutida nesta secao foi bastante resumida
e orientada aos objetivos do nosso projeto. (Nao discutimos nada do sistema nervoso,
circulatério e linfatico, por exemplo.) Ao leitor interessado em conhecer mais sobre a
anatomia do nariz, sugiro a leitura do livro Cavidade do Nariz e Seios Paranasais de J.
Navarro [125]. Outras fontes bibliograficas sao [128,129].

4.3 Patologias e tratamentos mais comuns

Nesta secao discutiremos brevemente as patologias mais comuns associadas a um fluxo
nasal inadequado. Analisaremos os principais tratamentos e veremos quais sdo as conse-
giiéncias de uma respiracao bucal.

As causas mais comuns de obstruc¢ao nasal sdo rinite, desvio de septo, hipertrofia
de corneto, hipertrofia de adendides, pdlipos e cancer nasal e serdao discutidos abaixo.
E importante salientar que freqientemente os pacientes apresentam mais de um desses
sintomas simultaneamente, sendo comum, por exemplo, um paciente com rinite, desvio
de septo e hipertrofia do corneto.
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Rinite: é uma inflama¢do da membrana mucosa do nariz que pode ser provocada por
vérios fatores. E apontada por alguns como a maior causa de obstrugdo nasal [124].

- Rinite alérgica: a rinite alérgica afeta entre 14 e 31% da populacao dos EUA [124].
Espirros, coriza e coceira sao os sintomas mais comuns. O melhor tratamento é
evitar contato com as substancias que causam a alergia, caso estas possam ser
identificadas. Muitos medicamentos estao disponiveis para o tratamento, como por
exemplo os antihistaminicos e corticosterdides tépicos ou orais.

- Rinite hipertroéfica: forma cronica de rinite com espessamento permanente da mem-
brana mucosa.

- Rinite medicamentosa: muitas pessoas fazem uso excessivo de remédios para de-
sobstruir o nariz, chegando a se sentirem dependentes deles nos piores casos. O
uso prolongado desses medicamentos tépicos pode resultar em um efeito contrario,
ou seja, inchagdo da mucosa nasal e rinorréia. O paciente deve suspender o uso do
medicamento e realizar o tratamento adequado, seja ele clinico ou cirtrgico [119,124].

- Rinite vasomotora: forma de rinite ocasionada por mudanca no tonus dos vasos
sanguineos, assim como em sua permeabilidade. Sua causa é um desequilibrio
no sistema nervoso que controla a irrigacao sanguinea do nariz, gerando bastante
rinorréia. O tratamento conservador deve ser por medicacao topica especifica.

- Rinite atréfica: rinite cronica caracterizada por uma cavidade nasal ampla e pela
diminuicao na espessura da membrana mucosa. Ha formacao de crostas nas paredes
da cavidade nasal e liberacao de cheiros desagradaveis. Nos casos mais graves,
bactérias e fungos colonizam essas crostas levando a um odor fétido muito intenso.
Essa patologia rara, denominada ozena, é extremamente dificil para o paciente, ji
que o cheiro desagraddvel afasta as pessoas. (Alguns pacientes cometem suicidio
[119].) O tratamento consiste em lavagens freqiientes com solugao salina, mas isso
s6 alivia os sintomas. Nao ha tratamento definitivo.

- Rinite pés-rinoplastia: a obstrucao nasal é comum apds uma cirurgia plastica no
nariz. Pacientes com quadro de rinite vasomotora ou rinite alérgica antes da opera-
¢ao podem ter essa condi¢ao exacerbada, caso a rinoplastia reduza a area transversal
do nariz. Em geral, essa condigdo exige tratamento clinico ou cirirgico para reesta-
belecer a funcao nasal.

Desvio de septo: grande parte da populacdo possui um desvio de septo. Em geral, isso nao
causa nenhum prejuizo para a pessoa, exceto em casos em que o desvio é muito grande.

Nestes casos uma cirurgia para corrigir o desvio é indicada. Nos casos em que o desvio
¢ pequeno, nao se sabe ainda até que ponto ele atrapalha o fluxo de ar. E interessante
notar que, no lado do nariz que ficou mais amplo devido ao desvio, os cornetos tendem a
crescer, aparentemente para manter a forma de fenda da cavidade nasal (veja as Fig. 4.2

e 4.4).
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Hipertrofia do corneto: é uma condicdo em que um ou mais dos cornetos inchou-se

tanto que chegou a obstruir a passagem de ar. Esta é uma condigdo cronica e possui
miultiplos tratamentos. Jackson e Koch [120] fizeram uma ampla revisao da literatura e
propuseram o seguinte protocolo, em ordem crescente de agressividade. Primeiro, o uso
de medicamentos; depois a reducao a laser caso os medicamentos nao tenham o efeito
desejado; em seguida, a turbinectomia? parcial ou a extracdo submucosa; e, raramente,
uma turbinectomia total caso nenhuma das outras tentativas funcione.

Hipertrofia de adendides: o grupo de ndédulos linfaticos localizados na parede posterior e

no teto da nasofaringe pode, em uma reacgao alérgica, crescer excessivamente e obstruir a
passagem de ar.

Pélipo nasal: Tecido gelatinoso que cresce geralmente do corneto médio ou do seio maxilar.
A causa do crescimento ainda é desconhecida. Esses polipos podem crescer tanto que
chegam a bloquear completamente a passagem de ar. O tamanho dos poélipos costuma
regredir com a ingestao de corticosterdides, mas eventualmente a remocao cirturgica é
necessaria [124].

Cancer: pode obstruir as vias aéreas ao crescer na cavidade nasal ou, apds crescer nos
seios paranasais, invadir o nariz interno.

Patologia de ouvido devido a disfuncao tubaria: certas pessoas nao conseguem igualar a

pressao no ouvido médio com a pressao ambiente. A pressao maior no exterior pressiona o
timpano para dentro do ouvido. Este cede e, com o passar do tempo, leva a uma reducao
na acuidade auditiva.

Sinusite: inflamag¢ao nos seios paranasais com bastante producao de pus, o qual fica preso
dentro do seio. Acredita-se que, quando o fluxo de ar no nariz ndo é apropriado, ndo ha
aeragao dos seios nasais, dificultando a drenagem do muco e facilitando o aparecimento
da sinusite.

O nariz é um 6rgao especializado em condicionar (aquecer, umidificar e filtrar) o ar
respirado. Portanto, quando o nariz esta obstruido e a pessoa é obrigada a respirar pela
boca, é natural o aparecimento de certas patologias. Algumas conseqiiéncias da respiragao
bucal sdo i) o ressecamento da mucosa da faringe, levando a ataques recorrentes de
faringite e tonsilite [133]; ii) noites mal dormidas, de forma que o adulto ndo descansa bem,
fica estressado e perde produtividade no trabalho?; iii) criangas com o desenvolvimento
prejudicado (e.g., os ossos da face de criangas com respiracdo bucal crescem mais na

vertical que na horizontal, gerando um rosto mais alongado e comprometendo a dentigao
[119]).

2Remocao cirdrgica do corneto hipertréfico. Pode ser total ou parcial.

3 Acredita-se que um fluxo nasal inadequado esteja relacionado ao distirbio do sono, que por sua vez
estd associado a algumas das doencgas que mais matam no mundo como infartos, acidentes de transito e
acidentes de trabalho [119].
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4.4 Revisao da literatura

No final do século XIX, o avanco da medicina e da rinologia indicava a necessidade
de se compreender melhor a funcao do nariz na respiracao. Os fisiologistas da época
compreendiam a importancia do fluxo de ar no olfato, entretanto tornava-se essencial o
desenvolvimento de métodos para se avaliar objetivamente a fungao respiratéria do nariz.
O desafio para o rinologista do século XIX continua atual e foi tao bem descrito por Kayser
em 1895 que merece ser citado de forma extensa (traduzido da pagina 580 da ref. [134]):

“Apesar de na maior parte dos casos ser facil diagnosticar uma obstrucao completa
do nariz em um exame, em muitos casos é dificil traduzir esse fato objetivo em uma
avaliacao de se o estreitamento das vias aéreas realmente prejudica a funcao respiratoria
do nariz. E, portanto, importante desenvolver um exame funcional do nariz, isto é, sermos
capazes de determinar se um nariz particular (e.g., aquele de um paciente especifico) é
normal. Apenas a demonstragao da insuficiéncia funcional do nariz pode oferecer maior
precisao a intervencao médica e s6 assim poderemos demonstrar objetivamente qualquer
efeito desta intervencao. Afinal, sabemos medir a acuidade visual do olho e a habilidade
de escutar do ouvido.”

Kayser fez essa declaragao em uma época em que o unico método disponivel para
avaliar o fluxo nasal era usar um espelho para medir a mancha de condensacao de cada
narina durante a expiracdo. Entretanto, mais de um século depois, os otorrinolaringologis-
tas ainda enfrentam o problema de avaliar objetivamente se o nariz de um dado paciente
é ou nao normal [134]. Por exemplo, os médicos ainda ndo sdo capazes de determinar até
que ponto uma cirurgia de correcao de desvio de septo melhora a fun¢ao nasal.

O perfil de velocidades

O tamanho pequeno e a geometria complexa da cavidade nasal impediram um estudo
detalhado e preciso do fluxo nasal durante muito tempo. Os primeiros estudos foram
realizados utilizando moldes de cadédveres, gerando duas aproximagoes: 1) o septo real
(ndo planar) era substituido por uma placa de pléstico transparente e 2) a cavidade
nasal do defunto é mais ampla que na pessoa viva devido ao encolhimento dos tecidos. Os
resultados dessas observagoes foram pouco satisfatorios e, por vezes, forneceram resultados
conflitantes.

Utilizando modelos baseados em cadéveres, Proetz (1951) pode visualizar linhas de
corrente no meato médio usando fumaga [135]. Stuiver (1958) usou pé de aluminio
suspenso em agua e observou que, com o aumento da vazdo, a porcentagem do fluido
passando pela regido olfatéria aumentava, chegando até 20% [136]. Masing (1967) usou
tinta dissolvida em 4gua para visualizar as linhas de corrente em um escoamento perma-
nente [137]. Ele demonstrou que o trajeto da tinta é determinado pelo ponto da narina
pelo qual o fluido entra no nariz. O fluido que entra pela por¢ao dorsal da narina segue
pelo assoalho da cavidade nasal, enquanto que o fluido que entra pelo meio da narina
alcanca regioes mais altas.
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Swift e Proctor (1977) realizaram as primeiras medidas quantitativas usando um
tubo de Pitot introduzido pelo septo plano, mas a resolu¢cdao de suas medidas era muito
ruim devido as dimensoes pequenas da cavidade nasal [138]. Eles também realizaram
estudos de observagao do escoamento dissolvendo tinta em um fluxo permanente de agua.
A corrente principal passava entre o meato médio e o septo, acima do meato inferior.
Uma pequena fracao do fluido era direcionado para a regido olfatéria, onde formava um
redemoinho. A uma vazao de 125 ml/s o escoamento era laminar, mas ele se tornava
turbulento para uma vazao de 208 ml/s.

Girardin et al. (1983) utilizaram anemometria 6ptica para mapear experimentalmen-
te o campo de velocidades no interior de um molde pldstico do nariz de um cadéver [139].
O septo original foi substituido por uma lamina de acrilico devido ao funcionamento 6ptico
do anemometro. Ar com goticulas de 4gua em suspensao era bombeado a uma vazao de
166 ml/s. As medidas demonstraram que o fluxo é maior no assoalho da cavidade e mais
proximo do septo. Apesar dos niumeros de Reynolds calculados corresponderem a um
escoamento laminar, os autores concluiram que o fluxo é principalmente turbulento por
encontrarem perfis de velocidade planos®.

Haigth e Cole (1983) mediram a resisténcia (queda de pressao/vazao) ao longo da
cavidade nasal de 10 voluntarios [140]. Eles demonstraram que os 3 c¢m iniciais do nariz
sdo responsaveis por quase toda a resisténcia nasal, sendo que aproximadamente 1/3 de
toda a queda de pressdo ocorre no vestibulo e os 2/3 restantes na abertura piriforme,
préoximo a extremidade anterior do corneto inferior. Por confinar praticamente toda a
resisténcia nasal em um segmento tao curto, essa regiao ¢ denominada valvula nasal.

Um nariz congestionado pela aplicacao de histamina tem uma resisténcia ~2 vezes
maior que um nariz normal, enquanto que um nariz descongestionado pela aplicagao
de xylometazolina tem uma resisténcia ~1/3 menor que um nariz normal. Para vazoes
grandes, Haight e Cole demostraram que os musculos dilatadores alares exercem uma
forca periddica e sincronizada com o ciclo respiratério para evitar o colapso da valvula
nasal.

Hornung e cooperadores (1987) investigaram o fluxo nasal monitorando a radiac¢ao
emitida por dtomos de xenonio 133 liberados no ar bombeado através de um molde da
cavidade nasal de um cadaver. A vazao foi mantida constante, assumindo os valores de
42 ml/s, 117 ml/s e 333 ml/s. Os resultados mostraram que tanto a posi¢do da narina em
que o xenoénio € liberado quanto a vazao tém uma influéncia significativa na distribuicao
de radioatividade no modelo. Em especial, aumentando a vazao, uma porcentagem maior
da radiacao é detectada na regiao olfatéria. A discussao dos resultados falha por nao
correlacionar quantitativamente a radiagdo com o campo de velocidades.

Tarabichi e Fanous (1993) simularam um escoamento permanente na regiao da valvu-
la nasal através do método de elementos finitos [142]. Eles adotaram um modelo bidimen-
sional obtido a partir de radiografias do cranio de dois voluntarios brancos sauddveis. Seus

‘Em um tubo de secdo reta circular, o perfil de velocidades é parabdlico quando o escoamento é
laminar. Entretanto, quando o fluxo é turbulento, a velocidade cresce rapidamente quando nos afastamos
das paredes do recipiente, atingindo um patamar e formando um perfil praticamente plano.
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resultados indicam que a vazao é maior no assoalho do nariz e que a remocao da borda
inferior da abertura piriforme pode ser uma cirurgia eficaz no tratamento de pessoas com
colapso da vélvula nasal. Infelizmente, devido a andlise bidimensional de um problema
nitidamente tridimensional e em conseqiiéncia da desconsideracao da porcao posterior da
cavidade nasal, os resultados deste estudo nao sao precisos para o caso real.

Elad et al. (1993) simularam um escoamento laminar, incompressivel e permanente
em um modelo trapezoidal do nariz através do método de elementos finitos [143]. No
modelo, os cornetos sao retangulares, facilitando sua remogao para estudar sua influéncia.
Os resultados computacionais indicam que a vazao é maior ao longo do assoalho do nariz e
que a presenca dos cornetos direciona mais ar para a regiao olfatéria. Durante a expiragao
a distribuicao de velocidades é similar aos perfis inspiratorios, embora um pouco mais
uniforme.

Schreck e parceiros (1993) estudaram o escoamento em um modelo pldstico, em
escala 3:1, construido a partir de imagens de ressonancia magnética (MRI) espagadas de
4 mm [144]. A velocidade do fluido foi medida com um anemdémetro, o fluxo através de um
pneumotacégrafo e a pressao por um transdutor de pressao. Foram investigadas vazoes
permanentes de 50 a 1000 ml/s. Alguns resultados do estudo foram: i) turbuléncia fraca
é observada para vazoes maiores que 200 ml/s e turbuléncia completamente desenvolvida
surge para vazbes maiores que 500 ml/s; ii) a maior parte do fluxo passa pela porgao
central da cavidade nasal, enquanto que fracoes pequenas fluem pelos meatos e pela regiao
olfatéria; iii) a distribui¢do de velocidades ndo muda qualitativamente com o aumento da
vazao; iv) a resisténcia do nariz interno representa apenas ~ 50% da resisténcia do nariz
externo.

Schreck et al. demonstraram também que, em um nariz normal, o segmento mais
resistivo fica no nariz externo. Para vazdes maiores que ~ 250ml/s, as contribuigdes
para a queda de pressao sdo aproximadamente de 43% do total no nariz externo, 25%
no nariz interno e 32% na nasofaringe. Devido & essa resisténcia nao uniforme, o nariz
é particularmente suscetivel a diminui¢bes na secao reta de sua porgao anterior. A Fig.
4.17 foi retirada desse estudo e ilustra como uma pequena diminui¢ao da secao reta da
valvula nasal pode causar um aumento dramatico na resisténcia nasal. Para uma vazao
de 1000 ml/s, uma diminuicdo de ~ 50% na drea da se¢do transversal gerou um aumento
de quase 400 % na diferenca de pressao necessdria para manter tal vazao. Entretanto,
em casos patoldgicos, a resisténcia do nariz interno pode superar a do nariz externo. A
Fig. 4.18 mostra como uma pequena inchac¢ao do corneto inferior (neste caso a drea da
se¢do transversal passou de 2.71 cm? para 2.46 cm? em média) pode causar um aumento
dramatico na resisténcia nasal.

Hanh et al. (1993) construiram um modelo anatomicamente correto de uma cavidade
nasal direita, de dimensoes 20 vezes maiores que o nariz real, a partir de imagens de
tomografia computadorizada espagadas de 2 mm [131]. Fluxos permanentes de 180, 560
e 1100 ml/s por uma narina foram estudados através de um anemoémetro com resolucao
espacial de 1 mm. Os resultados indicaram que i) a distribui¢do de velocidades nao
depende muito da vazdo; ii) a presenga de pélos nas narinas afeta o escoamento apenas

94



60 1 e ———
* A A= 1.2 (control)
40 - *  B: A=07cm’ 3
* C A=0.5co’
0, 20 [ .
E .‘AS‘N':‘.:"'“"‘“'/
g- 0 “'33W'-
09°° 0¥
/""’ .. 7
20 F 4
-40 2 i PEN U B 1l .
-15 0 05 1 L5
Q [Vsec]

Figura 4.17: Queda pressdo vs. vazdo para trés se¢oes retas do nariz externo. Vazodes positivas indicam
expiragio e vazdes negativas inspiragdo. Retirado de [144].
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Figura 4.18: Queda de pressdo vs. vazao para trés secoes retas do nariz interno. Caso A: nariz normal;
caso B: passagens aéreas superiores bloqueadas; caso C: hipertrofia do corneto inferior. Retirado de [144].
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Figura 4.19: Distribuicio da resisténcia nasal em 30 cavidades nasais de adultos saudaveis. A resisténcia
é mostrada em segmentos de 2 cm.

na regiao do vestibulo; iii) aproximadamente 50% do ar passa pela parte inferior dos
meatos inferior e médio, sendo que apenas 14% do fluxo passa pela regido olfatéria; iv)
0 escoamento é laminar em praticamente toda a extensao do nariz na vazao mais baixa,
mas é turbulento para as duas vazoes maiores.

Keyhani e colaboradores (1995) investigaram numericamente o fluxo de ar em uma
malha da cavidade nasal direita, construida a partir de tomografias de um adulto [121].
Eles estudaram o escoamento laminar para vazoes correspondentes ao repouso e encon-
traram que aproximadamente 30% do fluido passa pelo meato inferior, enquanto apenas
10% passa pela regido olfatéria. O campo de velocidades mudou pouco quando a vazio
variou de 125 ml/s a 200 ml/s. Durante a expiragdo os picos de velocidade foram
menores que nha inspiragao, uma vez que o fluxo foi mais bem distribuido na regiao dos
cornetos. O campo de velocidades encontrado foi comparado com aquele encontrado
experimentalmente no modelo de Hahn et al., o qual foi construido a partir das mesmas
tomografias. Os resultados numéricos concordaram com os experimentais, validando o
modelo computacional e levando os pesquisadores a conclusao de que o escoamento é
laminar para vazoes de repouso.

Hirschberg e cooperadores (1995) mediram a queda de pressao no nariz de 23 hu-
manos sauddveis [145]. A resisténcia total entre as narinas e a nasofaringe foi de 0.44
Pa/(cm®/s) em narizes ndo tratados e 0.26 Pa/(cm?/s) em narizes descongestionados
com xylometazolina. Os resultados mostram claramente que o segmento mais resistivo
do nariz encontra-se nos 4 cm anteriores (Fig. 4.19). Apds o descongestionamento com
xylometazolina, a resisténcia nasal concentrou-se ainda mais na porcao anterior, de tal
forma que 88% da resisténcia total localizava-se nos 2 cm iniciais do nariz.

Park et al. (1997) produziram uma réplica tridimensional do nariz (em escala 3:1) a
partir de 9 fatias coronais® de dados anatomicos [146]. Eles foram os primeiros a estudar
o fluxo nasal por uma técnica que fornece cortes bidimensionais do perfil de velocidades,
a saber, a velocimetria de imagens de particulas. Os perfis encontrados mostram uma

5Um plano coronal corta o corpo em uma parte da frente e uma parte de trés.
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grande vazao na regiao olfatoria. Este estudo foi o tnico a detectar velocidades altas
nessa regido, o que pode ser parcialmente explicado pela imprecisdo da anatomia do
modelo estudado [127].

Yu e colaboradores (1998) estudaram o escoamento permanente nas vias aéreas su-
periores para uma vazao de 250 ml/s, correspondendo a 125 ml/s em cada narina [147].
A morfologia foi baseada em um modelo didatico para estudantes de medicina e incluia
as cavidades nasal e oral, a laringe e as duas primeiras ramificacdes da traquéia. Eles
investigaram a deposicao de particulas com diametros entre 0,001 e 0,01 um e concluiram
que a respiracao nasal é muito mais eficiente para filtrar tais particulas. A comparacgao
de suas previsoes numéricas com dados experimentais apresentou uma boa concordancia.
Sobre a distribuicao de velocidades no modelo, os autores relatam que o perfil de veloci-
dades é mais uniforme na expiracao do que na inspiracao.

Naftali et al. (1998) conduziram um estudo computacional 2D dos fenémenos de
transporte em vérias se¢oes retas de um modelo do nariz [123]. No modelo, a cavidade
nasal é trapezoidal similarmente ao modelo estudado por Elad et al. [143]. Dessa forma,
0 objetivo nao era obter resultados quantitativos, mas analisar qualitativamente como o
nariz aquece e umidifica o ar. Diversos valores para a temperatura e umidade do ambiente
foram considerados, além de narizes normais e patolégicos. Os resultados indicam que
durante a respiracao por um nariz normal, o ar praticamente atinge condicoes alveolares
apos passar pela cavidade nasal. Um nariz normal é capaz de realizar sua fungdo até
mesmo em ambientes extremos (e.g., quente/dmido, frio/seco, frio/imido). A presenga
dos cornetos aumenta bastante a taxa local de aquecimento e umidificagao. Contudo,
uma irrigacao sangiiinea inadequada ou a presenca de muco podem afetar a eficiéncia do
Processo.

Subramaniam et al. (1998) estudaram o escoamento em um modelo anatomicamente
correto baseado em 36 imagens de MRI espacadas de 3 mm [148]. Escoamentos perma-
nentes de 250 e 433 ml/s passando por ambas narinas foram estudados numericamente
através do método de elementos finitos. Os resultados mostraram uma propor¢ao consi-
deravel de fluido passando entre o septo e os meatos inferior e médio, sendo que a vazao
pela regiao olfatoria foi pequena. A distribui¢ao de velocidades variou pouco entre as duas
vazoes estudadas. A velocidade mais alta foi detectada na regido da valvula nasal. Os
autores sugerem que seu modelo pode ser usado para prever a distribuicao de lesdes em
pacientes que respiraram gases toxicos e para inferir as mudancas no escoamento causadas
por intervencoes médicas e patologias.

Simmen et al. (1999) foram os primeiros a investigar um escoamento dependente
do tempo, imitando as variagoes de pressdo que ocorrem durante a respiragio [149]. Eles
visualizaram o escoamento na cabeca de um cadaver utilizando um septo transparente,
mas anatomicamente correto, e particulas de dgua aerosolizadas. Mesmo para vazdes
pequenas, observaram muita turbuléncia, definida como ‘linhas de corrente irregulares
e formacao de redemoinhos durante a observagao direta ou na analise em camera lenta
em video’. A corrente principal foi observada no meato médio, em contraste com outros
autores [127]. Simmen et al. também observaram que a regido olfatéria é mais aerada
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durante o fim da inspiracao e durante a expiracao. Comparando o nariz normal com
condigoes patoldgicas, eles relatam que i) a propor¢io do fluxo passando pelo meato médio
aumenta quando a mucosa e os cornetos estao hipertroficos; ii) apés uma turbinectomia
a quantidade de fluido passando pelo assoalho do nariz cresce muito.

Kelly e colaboradores (2000) investigaram experimentalmente o escoamento de ar em
um modelo baseado em 26 tomografias usando a velocimetria de imagem de particulas
[127]. Projegbes bidimensionais do campo de velocidade foram obtidas em uma série de
planos paralelos para um fluxo permanente de 125 ml/s. Os resultados indicam que o
escoamento é laminar e que as regioes de maior médulo da velocidade sao a valvula nasal
e o assoalho da cavidade. Vazoes pequenas foram observadas nos meatos e na regiao
olfatéria. Segundo os autores, a vazao pequena na regiao olfatéria pode ser benéfica no
sentido de protegé-la da agao de poluentes.

A partir dos estudos citados acima, podemos afirmar que:

1. A questao se o escoamento a vazoes de repouso ¢ laminar ou turbulento ainda é
controversa, sendo que parte do debate é alimentado por confusao de terminologia.
Vérios estudos concordam que o escoamento a vazdes baixas (125 a 200 ml/s pas-
sando por uma narina) é laminar na maior parte da cavidade nasal, tornando-
se turbulento para vazdes maiores que 200 ml/s [121,123,127,131,138,143, 144,
147,148]. Entretanto, outros autores relatam a presenga de turbuléncia ji para
vazoes pequenas [137,139,141,149]. Simmen et al. argumenta que um escoamento
turbulento seria vantajoso, uma vez que, aumentando o contato do ar com a mucosa
nasal, a umidificacdo, a filtracdo e o aquecimento do ar seriam otimizados [149].

2. Também é objeto de debate a trajetéria da corrente principal dentro do nariz.
Enquanto alguns dizem que a maior parte do fluido passa pelo assoalho [127,139,142,
143], outros relatam que a vazao é maior entre o meato médio e o septo [135,138,144,
148,149]. E possivel que essa distribuicao de velocidades varie significativamente de
uma pessoa para outra, o que explicaria a discrepancia entre os diferentes artigos
citados.

3. Excetuando-se o trabalhando de Park e colaboradores [146], hd o consenso de que o

volume de fluido que passa pela regiao olfatéria é pequeno, totalizando aproxima-
damente 10-15% [121,131,136,138,143,144,148|.

4. A distribui¢do de velocidades varia pouco com o aumento da vazdo [121,131,141,
144,148].

5. Os perfis de velocidades expiratorios sao similares aos inspiratérios, mas sao mais
uniformes [121,143,147].

6. O segmento mais resistivo do nariz, comumente chamado de valvula nasal, corres-
ponde aos primeiros 3 cm da cavidade [140,144,145]. Em particular, a regido onde
surge o corneto inferior é bastante resistiva.
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Figura 4.20: Vista frontal do crinio de uma foca mostrando cornetos bastante complexos. Retirado
de [150].

A seguir, apresento um apanhado de informagoes coletadas da literatura, as quais
podem ser valiosas durante a investigacao do fluxo de ar no nariz humano.

Outras informacoes relevantes

Desde o final do século XIX, sabe-se que a resisténcia nasal oscila espontaneamente
durante o dia [134]. Em aproximadamente 80% das pessoas, essas oscilagdes sdo periddicas
e reciprocas, sendo chamadas de ciclo nasal. No ciclo nasal classico, quando os cornetos
de um lado atingem seu tamanho méximo, os do outro lado tém seu tamanho minimo.
A duracao do ciclo varia de 0,5 a 3,0h [134]. A razao da existéncia dessas variacoes
espontaneas na resisténcia nasal é desconhecida [122]. Existem evidéncias de que essas
oscilagbes ocorrem até mesmo em pacientes laringectomizados (auséncia de fluxo nasal) e
nédo hé indicios de que o fluxo de ar influencie o ciclo nasal [134].

Um grande nimero de fatores afeta o tamanho dos cornetos. Esforco fisico induz
sua retragao, ao passo que poeira, fumaca e alcool geralmente aumentam a resisténcia
nasal [122]. Além disso, pressdo em um lado do corpo induz o congestionamento da
narina do mesmo lado, de tal forma que quando deitamos de lado respiramos pela narina
mais alta em relagao ao solo.

Scott (1954) comparou a anatomia do nariz de varias espécies de mamiferos e desco-
briu uma grande diversidade na forma e na complexidade dos cornetos [150]. Ele propos
que algumas espécies tém cornetos complexos, com uma grande area superficial, visando
o controle da temperatura corporal. Como exemplo, podemos citar o caso da foca (Fig.
4.20). Sua pele é espessa para evitar a perda de calor nas dguas geladas. Contudo, se a
foca esta fora d’agua tomando sol, ela precisa perder calor de alguma forma. Neste caso,
a foca pode controlar sua temperatura corporal controlando a irrigacao sangiiinea dos
intrincados cornetos. Em comparacao com os demais mamiferos, os cornetos humanos
sao simples e a area superficial da membrana mucosa é relativamente pequena.

Estudos com voluntarios indicam que o nariz humano tem uma grande capacidade
de umidificar e aquecer o ar inspirado [151-153]. Webb (1951), medindo a temperatura do
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ar ao longo do nariz enquanto a pessoa respirava em um ambiente gélido (—25,5+5.5°C),
descobriu que a temperatura do ar ja atingia 25,4 + 3.4°C ao chegar as coanas. Cole
(1954) comparou a respira¢ao nasal com a bucal e concluiu que o nariz aquece o ar com
maior eficiéncia que a boca. Apesar de o ar chegar a faringe relativamente quente e imido,
parte do condicionamento do ar acontece na faringe, na traquéia e nos bronquios.

Em condicoes normais, a temperatura da mucosa nasal é de ~ 33°C e o aparelho
respiratério superior transfere para o ar ~ 430 g de vapor ddgua por dia [153]. Sendo
a temperatura da mucosa nasal inferior & corporal, de 1/3 a 1/2 do calor e da agua
fornecidos durante a inspiracao sao recuperados na expiragao [152]. Cole (1954) relata que
a respira¢ao nasal é vantajosa, pois permite maior recuperagao de calor e umidade [152].

Gray (1967) analisou a correlacao entre um desvio de septo e patologias do nariz
e do ouvido [133]. Ele argumentou que um desvio de septo é o unico fator que pode
provocar patologias unilaterais. Em harmonia com essa hipdtese, seus 42 pacientes com
sinusite unilateral, os 31 com pélipos nasais unilaterais e a grande maioria daqueles com
patologias de ouvido unilaterais tinham desvio de septo.

Segundo Gray, o desvio de septo altera o escoamento de tal forma que prejudica a
drenagem dos seios paranasais e induz o crescimento de pélipos. O mecanismo proposto
por ele é simples. Com o desvio de septo, o ar flui mais rapido do que deveria em
determinadas regides. Velocidades maiores significam pressoes menores em uma regiao
especifica, o que induz o acumulo de fluido e inchacdo do tecido. Ainda ndo ha na
literatura uma avaliacao critica dessa proposta.

McNicoll e Scanlan (1979) relatam que um desvio de septo pode estar ligado ao mal
funcionamento da tuba auditiva [155]. Cento e quarenta e um candidatos a mergulhadores
e a tripulantes de submarinos e aeronaves da marinha britanica eram incapazes de equi-
librar a pressao do ouvido médio apés um aumento de pressao de 3 metros de agua. Os
candidatos foram examinados e um desvio de septo foi encontrado em todos eles. Nenhum
tinha histéria de rinite alérgica, sinusite ou obstrucao nasal. Eles foram submetidos a
cirurgia de corre¢ao do desvio de septo e, ap6s 3 semanas de recuperagdo, 95% tornaram-
se capazes de equilibrar a pressao do ouvido médio em um ambiente pressurizado. Um
estudo in vivo em 25 desses recrutas, usando scintigrafia com xendnio 133, demonstrou
a presenca de turbuléncia no espago pds-nasal antes da operacdo. Apds a cirurgia o
escoamento tornou-se laminar.

Hadfield, Macbeth e cooperadores (1968, 1971, 1982) realizaram uma vasta pesquisa
e demonstraram que a incidéncia de cancer nasal é muito maior entre trabalhadores da
industria de méveis da Inglaterra do que no resto da populagdo [156]. A incidéncia da
doenca é de 0,7 em cada 1000 trabalhadores que mantém contato com pé de madeira,
em comparagao com os 0,0006 casos em cada 1000 ingleses. Os autores registram que os
carpinteiros tém um actimulo de poeira no septo e, particularmente, na borda anterior do
corneto médio, que é um ponto estagnado do escoamento. Essa é a regido de onde,
acredita-se, o tumor se origina. A andlise das células da cabeca do corneto médio
indicaram o surgimento de um tecido estranho (metaplasia escamosa).
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H4 evideéncias de que o desenvolvimento de cancer de pulmao também esteja associado
a altas taxas de deposi¢do de particulas. Baldshdzy e colaboradores (2003) utilizaram
um modelo computacional para determinar a distribuicao de particulas absorvidas nas
geragoes 3 e 4 dos bronquios [157]. Eles demonstraram que as células localizadas no dorso
das bifurcagoes recebem doses centenas de vezes maiores que a média. Esse resultado
explica porque tumores pulmonares originam-se preferencialmente nos dorsos da arvore
bronquial. Os autores defendem que apenas modelos computacionais da dinamica dos
fluidos sao compativeis com a incidéncia clinica desse tipo de cancer, uma vez que modelos
baseados em uma absorcao uniforme nao prevém concentragoes de particulas altas o
suficiente para justificar o crescimento de um tecido canceroso.

A fim de testar a hipdtese de que regioes de maior absorcao de particulas estao
correlacionadas a posicao de lesoes provocadas pela inspiragao de gases toxicos, Kepler
et al. (1998) determinaram numericamente o fluxo de ar e as regides de maior absorgio
em um modelo anatomicamente correto da cavidade nasal de um macaco reso [158]. A
comparacao dos dados simulacionais, que utilizou o método de elementos finitos para
vazoes permanentes, com resultados experimentais obtidos com cobaias confirmaram a
hipétese.

4.5 Importancia e objetivos do nosso estudo

Como vimos na secao anterior, ainda temos muito o que aprender sobre o funcionamento
do nariz. Infelizmente, a fisiologia do nariz e os efeitos que uma cirurgia tém no escoamento
de ar nao sao tao bem compreendidos quanto os pacientes gostariam. Basta dizer que
disfuncoes da valvula nasal sao freqiientemente induzidas ou agravadas por procedimentos
cirdrgicos e que a cirurgia de corre¢éo do desvio de septo falha em 20 a 30% dos casos [120].

Virias perguntas importantes ainda estao sem resposta. Qual é a fungao dos seios
paranasais? Durante o repouso o escoamento é laminar ou turbulento? Qual é o efeito de
uma turbinectomia em termos do escoamento, do aquecimento e da filtragem do ar? Em
que caso um desvio de septo é uma patologia? O que é um nariz normal? Qual é a funcao
do ciclo nasal? O conhecimento detalhado do escoamento (em particular, das posigoes
dos pontos estagnados) pode ser aplicado para melhorar o diagnéstico e a prevencao do
cancer nasal?

Otorrinolaringologistas realizam diariamente cirurgias nasais sem saber exatamente
os efeitos que tais interven¢des tém no funcionamento do nariz [119,121]. O nidmero
dessas operacoes tem crescido a cada ano, parcialmente em conseqiiéncia do aumento
da polui¢do nos grandes centros urbanos. A cirurgia de correcao do desvio de septo é
uma interven¢ao muito comum e sua eficicia vem sendo debatida [160]. Enquanto alguns
médicos encaram um septo desviado como uma patologia, outros nao vém tal paciente
como um caso cirurgico. A conseqiiéncia é que alguns médicos realizam vérias cirurgias
dessa toda semana, ao passo que outros buscam tratamentos clinicos, raramente operando
pacientes com tal condicao [119].
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Outra cirurgia comum e que tem sido ponto de controvérsia é a turbinectomia,
procedimento cirtirgico usado no tratamento de pacientes com hipertrofia do corneto [120].
Existe uma grande divergéncia dos médicos a respeito de quao agressiva deve ser essa
cirurgia. Alguns defendem que os resultados sao muito melhores com a remocao total
do corneto inferior. Outros acreditam que a turbinectomia total pode causar uma rinite
atréfica em alguns casos, o que pioraria a situagao do paciente, sendo assim completamente
contra tal procedimento [120]. A fim de solucionar essa questdo, mais estudos sobre a
funcao dos cornetos sao necessarios. H4 um consenso geral de que os cornetos ajudam a
aquecer, filtrar e umidificar o ar respirado, o que esta de acordo com o estudo bidimensional
do modelo trapezoidal do nariz realizado por Naftali e colaboradores [123]. Um estudo 3D
de um modelo anatomicamente correto seria de grande valia na determinagao da funcao
dos cornetos e para esclarecer se uma turbinectomia total pode de fato causar uma rinite
atréfica.

E surpreendente que a funcao dos seios paranasais ainda nao tenha sido determinada.
Esses seios sao cavidades amplas (se¢ao 4.2) e que, devido a um drenagem inadequada,
freqlientemente se enchem de muco, levando a sinusite. Os canais que os conectam a
cavidade nasal sao estreitos e, por isso, até hoje os seios foram desconsiderados nos estudos
do fluxo nasal, ja que supostamente nao influem significativamente no escoamento dentro
do nariz interno. Infelizmente ainda nao se sabe se o ar entra e sai dessas cavidades a
cada ciclo respiratério e como isso afeta a drenagem do muco.

Outra questao que permanece aberta é a discriminagao da porcao da cavidade nasal
em que a vazao é maior. Artigos diferentes apontam regioes distintas [127]. Nao se sabe se
esses resultados conflitantes devem-se a variagoes morfoldgicas da populacao ou a precisao
dos métodos experimentais e numéricos.

Vimos na sec¢do 4.4 que um fluxo nasal inadequado pode gerar patologias de ouvido
e de garganta. Além dessas conseqiiéncias diretas, problemas respiratorios podem causar
ansiedade, depressao e comportamento anti-social por impedir pessoas de participar de
esportes e outras atividades que demandem esforgo fisico [159].

Uma compreensao completa do fluxo de ar no nariz humano e dos processos de
transporte envolvidos certamente levara a diagnésticos e tratamentos mais precisos para
pacientes com problemas respiratérios. Além disso, o nariz tem um grande potencial como
caminho de ingestdo de medicamentos [122,123], o qual serd melhor explorado quando
compreendermos melhor os processos de transporte que ocorrem em seu interior.

4.6 Conclusoes e perspectivas futuras

Como vimos na se¢ao anterior, ainda temos muito o que aprender sobre o funcionamento
do nariz. Os otorrinolaringologistas desconhecem os efeitos que cirurgias comuns, como
a correcao do desvio de septo e a remocgao do corneto inferior, tém no escoamento de ar
em termos da distribuicao de velocidades, da diferenca de pressao necessaria para respirar
e da filtragem, da umidificacdo e do aquecimento do ar. Basta dizer que disfuncoes da
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valvula nasal sao freqiientemente induzidas ou agravadas por procedimentos cirirgicos e
que a cirurgia de corre¢do do desvio de septo falha em 20 a 30% dos casos [120].

Tenho convicgao de que uma compreensao completa do fluxo de ar no nariz humano
e dos processos de transporte envolvidos levara a diagnodsticos e tratamentos mais precisos
para pacientes com problemas respiratorios. Além disso, o nariz tem um grande potencial
como caminho de ingestao de medicamentos [122,123] que serd melhor explorado quando
compreendermos melhor os processos de transporte que ocorrem em seu interior.

Dessa forma, meu objetivo daqui em diante é investigar o fluxo de ar no nariz humano,
tanto em pessoas normais, a fim de definir o que seria um nariz normal, quanto em
casos patolégicos. Analisando o escoamento no nariz de um paciente antes e apds uma
cirurgia, poderemos compreender os efeitos da cirurgia no fluxo nasal e, consequentemente,
melhorar o diagnéstico e o tratamento de patologias nasais.

Especificamente, os temas a serem investigados durante meu pés-doutorado serao (1)
o fluxo de ar no nariz de pessoas sadias e (2) os efeitos de cirurgias comuns (desvio de septo;
turbinectomia; rinite atréfica) no escoamento. Os resultados dos modelos computacionais
serdao comparados com medidas experimentais a fim de validar os calculos.

Em resumo, estudamos a anatomia do nariz e dos seios paranasais e fizemos uma
revisao dos artigos publicados sobre o fluxo de ar no nariz humano. Vimos que a geometria
nasal é bastante complexa, o que dificulta tanto os estudos experimentais quanto os com-
putacionais. Apds essa revisao bibliogréfica, ficou claro que ainda ha muito trabalho a
ser feito a fim de compreendermos a fisiologia nasal. A revisao bibliografica descrita
neste capitulo estd resumida em um artigo que submetemos a Revista Brasileira de
Otorrinolaringologia [161]. Uma cépia deste artigo estd disponivel no apéndice F.

Submeti o projeto “O fluxo de ar no nariz humano” ao CNPq solicitando uma bolsa de
pos-doutorado para realizar essa pesquisa no CIIT - Centers for Health Research localizado
na Carolina do Norte - EUA sob a orientagao da Dra. Julia Kimbell. O projeto foi
aprovado e minha viagem estd programada para o inicio de margo de 2005.
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Capitulo 5

Conclusao

A vida surgiu na Terra hd aproximadamente 3,7 bilhdes de anos e o que era inicialmente
uma forma primitiva de vida evoluiu para estruturas cada vez mais complexas. Alguns
créem que a vida surgiu espontaneamente, sem a necessidade de um agente externo para
orientar o curso da evolugao. Outros, entre os quais me encontro, acreditam que Deus
controlou todo o processo de evolucao até chegarmos aos dias atuais. Independentemente
da fé de cada um, investigar o mundo bioldgico significa estudar a origem do ser humano,
conhecer a nossa Histdria. Por esse motivo, acho a Biologia um assunto fascinante.

O universo biolégico oferece uma grande diversidade de problemas para noés fisicos.
Os seres vivos habitam um universo governado pelas leis da Fisica e, por isso, tém
que obedecé-las. A Fisica determina a resisténcia de estruturas, as taxas de difusao,
a conducao de calor, a dinamica dos fluidos e as propriedades estatisticas de sistemas
com muitas particulas. Nesta tese de doutorado investigamos trés problemas diferentes
em biofisica, a saber, a alometria dos ossos, 0 modelo Bak-Sneppen para a evolucao das
espécies e o fluxo de ar no nariz humano. Um resumo dos principais resultados encontrados
segue abaixo. Indicamos também nossas atividades atuais em cada area, assim como os
resultados que gostariamos de obter em estudos futuros.

A alometria dos ossos é o estudo da variacao das dimensoes dos 0ssos com o tamanho
do animal. Assim como varias outras varidveis bioldgicas, o comprimento L e o didmetro
D dos ossos variam com a massa M aproximadamente como leis de poténcia, a saber,
L=kM eD=ks;M¢ onde k; e ks sao constantes e [ e d sdo os expoentes alométricos.
Durante as ultimas trés décadas diversos estudos experimentais foram feitos, contudo
nenhum modelo teérico foi capaz de explicar as observagoes. Em particular, os dados nao
se ajustam nem & similaridade geométrica (L oc D oc M'/3), nem & similaridade eldstica
(L o< M'* e D o« M?3/®), sendo que a tltima previsdo sai da proposta de McMahon de
que a flambagem determinaria a alometria dos ossos [9,14-16].

Propusemos um modelo, baseado na exigéncia de que os ossos devem resistir as forgas
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de compressao e flexao que lhes sao impostas, que fornece previsées em acordo com os
dados experimentais. Utilizando a teoria de resisténcia dos materiais, descobrimos que
a similaridade elastica nao foi observada experimentalmente porque os ossos longos nao
sao esbeltos o suficiente para sofrer lambagem. Previmos que d = 0.37, enquanto que o
expoente [ é diferente para mamiferos grandes e pequenos, em acordo com o experimento.
Atualmente estamos analisando a alometria dos ossos das aves, onde os expoentes [ e d
para o umero, a ulna e o radio sao diferentes dos encontrados nos mamiferos porque as
forcas impostas as asas sao diferentes das impostas as patas. Esperamos aplicar nosso
modelo também a alometria dos ossos de répteis, embora tenhamos encontrado apenas
um artigo experimental para esse grupo de animais.

Investigamos também o modelo Bak-Sneppen para a evolucao das espécies. O registro
fossil indica que a evolugdo nao é um processo lento e gradual como imaginado por
Darwin, mas que, na verdade, longos periodos de equilibrio sdo entremeados por curtos
periodos de atividade evolutiva (Equilibrio Pontuado). O nimero de espécies envolvidas
em cada evento varia como uma lei de poténcia: existem muitos eventos com um niimero
pequeno de espécies envolvidas e poucos eventos com um numero grande de espécies
envolvidas (extingées em massa). Os bidlogos procuram uma explicagio para as extingdes
em massa em forcas externas, tais como uma erupcao vulcanica ou a queda de um meteoro.
Entretanto, Bak e Sneppen [7] demonstraram que a prépria dindmica de interagao entre as
espécies pode levar o sistema para um estado criticamente auto-organizado, onde eventos
evolutivos de todos os tamanhos podem acontecer.

Nosso objetivo ao estudar o modelo BS foi caracterizar a sua classe de universalidade.
Vimos que a dinamica extrema ¢é a responsavel pela criticalidade auto-organizada no
modelo, uma vez que as propriedades de escala desaparecem quando introduzimos uma
taxa finita de renovacao para cada sitio. Propondo variagoes das regras originais, estu-
damos o efeito da quebra de simetria, a universalidade da distribuigao p(z) e a ligacao
com modelos que exibem uma transicao de fase para um estado absorvente. Os métodos
utilizados foram simulacdo, teoria de campo médio e argumentos gerais.

Nossas principais conclusoes com respeito a classe de universalidade do modelo BS
sdo: (i) a distribuicdo estaciondria de barreiras p(z) é singular em um ou mais pontos; (ii)
a distribuicdo p(z) ndo é universal e sua forma pode ser qualitativamente compreendida
por teoria de campo médio; (iii) o sitio extremo z,, pertence com probabilidade 1 & regiao
proibida onde p(x) = 0 no limite de uma rede infinita; (iv) modelos com dindmica extrema
sao separados em duas classes de universalidade pela simetria da regra de renovagao:
modelos simétricos preservam os expoentes do modelo original e modelos com dindmica
assimétrica reproduzem os expoentes do modelo BS anisotrdpico; (v) as propriedades de
escala da dindmica extrema estao intimamente ligadas a uma transicao de fase para um
estado absorvente. No caso do modelo BS, identificamos o modelo CP3 como o modelo
nao-extremo precursor do modelo BS. Vimos como um modelo da classe DP pode ser
transformado para exibir dindmica extrema, de tal forma que suas propriedades de escala
mudam radicalmente. Dessa forma, o modelo BS é o protétipo de uma grande classe de
universalidade que batizamos de extremal Directed Percolation ou eDP.
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Algumas questoes permanecem em aberto no estudo do modelo BS. Em primeiro
lugar, ainda ndo existe uma solucdo exata do modelo, a qual enriqueceria muito nosso
conhecimento sobre sua classe de universalidade. Em segundo lugar, o modelo é uma
grande simplificacdo do fend6meno real, em especial por fixar o nimero de espécies na
ecologia e o nimero de espécies consideradas inter-relacionadas. Busca-se hoje um modelo
que seja mais fiel & realidade e que preserve o equilibrio pontuado do modelo BS. (Para
uma revisao dos modelos ja propostos para a evolugao das espécies, incluindo modificagoes
do modelo BS, veja a ref. [64].) Finalmente, Stefan Boettcher sugeriu que investigdssemos
a relacao entre a dinamica extrema e a transicao de fase para um estado absorvente no
modelo BS com M-traits [117,118], o qual possui solu¢do analitica no limite M — oo,
embora nao pertenca a mesma classe de universalidade do modelo original.

Estudamos também a anatomia do nariz humano e fizemos uma revisao da literatura
sobre a fisica nasal. O nariz consiste em fendas estreitas que tém a fun¢do de aquecer,
filtrar e umidificar o ar inspirado. Ainda se sabe pouco sobre como a geometria nasal
afeta o fluxo e a fisiologia do nariz. Essa falta de conhecimento é evidenciada pela alta
taxa de insucesso (20 a 30%) da cirurgia de correcdo do desvio de septo, assim como
pelo fato de intervencoes cirurgicas freqiientemente induzirem ou agravarem disfuncoes
da vélvula nasal [120]. Enviei um projeto para o CNPq solicitando uma bolsa de pés-doc
para investigar os efeitos que cirurgias comuns (corre¢ao do desvio de septo, turbinectomia
e tratamento da rinite atréfica) tém no escoamento. Meu projeto foi aprovado e minha
viagem estd programada para o inicio de marco de 2005.

Os resultados descritos nesta tese foram publicados nos artigos [52,90-93, 161], os
quais estao disponiveis nos apéndices a seguir.
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