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Resumo

Estudamos o modelo de Jaynes-Cummings (JCM) que descreve a inte-
ragao entre um atomo de dois niveis e um tnico modo ressonante ou quase
ressonante do campo eletromagnético quantizado em suas versoes nao dissipa-
tiva e dissipativa. Em particular, estudamos a inversao de populacao atomica
cujo comportamento apresenta alguns aspectos de origem puramente quan-
tica: colapso e ressurgimentos. O valor esperado desse observavel pode ser
obtido analiticamente sem o uso de aproximacgoes no caso nao dissipativo e
usando a perturbagao de primeira ordem no caso dissipativo. Utilizamos a
ressoma de Poisson e o método de “steepest descents” para obter férmulas
analiticas para o colapso e para cada ressurgimento. Dessa forma, podemos
extrair informagoes relevantes, tais como o tempo de ocorréncia, a amplitude
maxima, a freqiiéncia aproximada e a largura. O JCM dissipativo modela a
acao do ambiente sobre o sistema quantico. Mostramos que o tempo carac-
teristico dos ressurgimentos vai diminuindo com o aumento da interagao com
o ambiente e consideramos o limite em que fica experimentalmente impossivel
distinguir a curva obtida da curva classica correspondente.
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Abstract

We study the Jaynes-Cummings model (JCM) which describes the inter-
action between a two-level atom and a single-mode resonant or quasi-resonant
electromagnetic field in the non-dissipative and dissipative cases. In particu-
lar, we study the atomic population inversion whose behavior presents some
aspects of purely quantum origin: collapse and revivals. This observable’s
expectation value can be obtained analytically without use of approximations
for the non-dissipative case and using first-order perturbation in the dissi-
pative case. We make use of the sum of Poisson and the steepest descents
method to obtain analytical formulas for the collapse and for each revival.
In this way, we can obtain relevant information like the occurrence time, the
maximum amplitude, the approximate frequency, and width. The dissipa-
tive JCM models the action of the environment on the quantum system. We
show that the characteristic time of the revival diminishes as the interaction
with the environment enlarges. We consider the limit in which it becomes ex-
perimentally impossible to distinguish the obtained curve from the classical
one.
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CapiTULO 1

Introducao

A interagao entre a luz e a matéria sempre foi objeto de estudo dos fisi-
cos, originando no século XX um novo ramo da fisica: a éptica quantica, que
estuda a interagao entre a matéria e o campo eletromagnético quantizado. O
continuo aprimoramento das técnicas experimentais tornou possivel a reali-
zagao de experimentos até entao puramente tedricos, gerando um renovado
interesse pelo assunto. O modelo mais simples estudado em 6ptica quantica
foi proposto por Jaynes e Cummings em 1963 [1]. O modelo, que atualmente
¢ conhecido como modelo de Jaynes-Cummings (JCM), descreve a intera-
¢ao entre um modo do campo eletromagnético quantizado e um atomo de
dois niveis. Na época em que foi proposto, nao era possivel a montagem
experimental do sistema. Entretanto, em 1987, a montagem experimental
foi finalmente construida e as previsoes do modelo puderam ser comprovadas

[2].

As previsoes do JCM em muito se diferenciavam daquelas obtidas através
de uma abordagem cldssica ou semi-classica [3], em que o 4tomo era tratado
quanticamente e o campo classicamente. Um dos principais observaveis es-
tudados é a inversao de populacao, uma medida da diferenca entre a proba-
bilidade do atomo estar no estado excitado e a probabilidade dele estar no
estado fundamental. O modelo semi-classico prevé uma inversao oscilando
senoidalmente, conhecida como oscilagao de Rabi. Entretanto, JCM preveé o
rapido colapso da inversao devido a diferenca de fase entre as varias oscilagoes
de Rabi presentes. Prevé ainda ressurgimentos sucessivos da inversao devido
ao fato de que essas oscilagoes voltam a estar em fase. O modelo foi ampla-
mente estudado [3], [4], [5], [6] e posteriormente comprovado em laboratério

2], [7].



Entretanto, para uma descricao mais realistica do problema, os efeitos
da dissipacao devem ser incluidos. No geral, esses efeitos sao modelados
pela equagao mestra [8] e varias solugbes analiticas foram obtidas em diver-
sas aproximagoes do modelo [3], [9], [10] e [11]. Apesar disso, as solugoes
exatas do problema continuam a ser complicadas. Neste trabalho pretende-
mos mostrar uma aproximacao simples para o JCM dissipativo. Além disso,
utilizaremos o método “steepest descents” [22] para calcular a inversao de po-
pulacao para o JCM dissipativo e nao dissipativo. O método utilizado, apesar
de conduzir a resultados ja obtidos previamente, tem a virtude de ser bem
controlado do ponto de vista matematico. Veremos que essa aproximagao
nos permite conhecer os tempos de colapso e ressurgimentos nos dois casos.
Comparamos os resultados obtidos e descobrimos que os tempos nos quais os
ressurgimentos acontecem sao reduzidos quando introduzimos a dissipacao.
Observamos que quanto maior a interagao entre o sistema e o ambiente menor
serao os tempos dos ressurgimentos, até o limite em que nao é mais possivel
distinguir a curva obtida da curva classica correspondente.

A dissertacao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo dois,
apresentamos os conceito fundamentais utilizados ao longo do trabalho. Co-
megamos com a quantizacao do campo eletromagnético chegando a conclusao
que o campo pode ser interpretado como particulas, chamadas fétons. Logo
em seguida, estudamos os estados coerentes do campo. Esses sao os esta-
dos quanticos que mais se aproximam do campo classico. Depois, estudamos
a equacao mestra, ferramenta amplamente utilizada no estudo de sistemas
abertos.

No capitulo trés, introduzimos o modelo de Jaynes-Cummings e calcu-
lamos a inversao de populacao. De posse da solugao exata para a inversao,
usamos uma ressoma de Poisson seguida da técnica de “steepest descents”
para aproximar a inversao e observamos que a aproximagao esta em excelente
acordo com a solucao exata. A grande vantagem dessa abordagem, além da
clareza matematica, estd na possibilidade de estudarmos cada ressurgimento,
assim como o colapso inicial, separadamente.

No capitulo quatro, estudamos o JCM introduzindo a dissipacao via
equacao mestra e obtendo a solucao perturbativa em primeira ordem. Logo
em seguida, analisamos as conseqiiéncias da introducao da dissipagao com-
parando com o caso nao dissipativo. Aqui também fazemos a aproximacgao as-



sintética para a inversao de populacao. Entretanto, nesse caso, certo cuidado
deve ser tomado pois a aproximacao deixa de ser valida para um tempo sufi-
cientemente longo. Além da anélise da inversao, fazemos também uma analise
sobre a validade da aproximacao utilizada.

No capitulo cinco, encerramos fazendo uma breve conclusao e apresen-
tando algumas perspectivas de utilizacao dos nossos resultados.



CAPITULO 2

Conceitos Fundamentais

2.1 Quantizacao do campo eletromagnético
2.1.1 Descricao classica
Vamos considerar o campo eletromagnético livre, isto é, no vacuo na

auséncia de qualquer fonte tais como cargas ou correntes. O campo satisfaz
as equagoes homogeéneas de Maxwell [6] que, no SI, podem ser escritas como:

V x E(r,t) = —EB(r,t), (2.1)
10
V x B(I',t) = gaE(f,t), (22)
V- -E(r,t) =0,
V- -B(r,t) =0,

onde E(r,t) e B(r,t) sdo os campos elétrico e magnético, respectivamente,
calculados no ponto (r, ).

Muitas vezes, é conveniente escrever os campos elétrico e magnético em
termos do vetor potencial A(r,t) no calibre de Coulomb:

E(r,t) = —%A(r,t), (2.5)

B(r,t) =V x A(r,1). (2.6)
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O vetor potencial satisfaz a equacao homogénea de onda

V2A(r,t) — la—2A(r t)=0 (2.7)
) 02 atQ ) - ) .
e a condicao de divergéncia nula
V-A(r,t)=0. (2.8)

Para obtermos as equacoes de movimento, faremos a decomposi¢ao de
Fourier de A (r,t) com respeito as variaveis espaciais x, y, z. Vamos considerar
o campo dentro de uma cavidade cibica de lado L e impor condicoes de
contorno periédicas ao campo. A decomposicao de A(r,t) em série de Fourier
é:

Al t) = —— 3 A, (2.9)

6(1)/2[/3/2 -
onde o vetor k(r,t) tem componentes:
k‘l = 27'('711/[1, ny = 0, :|:]_7 :|:2, (210)
ky = 20/ L, ng = 0,41, +2, ... (2.11)
ks = 2mn3/L, ng =0,£1,£2, .. (2.12)

formando um conjunto discreto.

Da condi¢ao de divergéncia nula (2.8), temos:

i ikr
T e A= 619
€ k

para todo r, o que implica em

k- A(t) =0. (2.14)

Como A(r,t) deve ser real para todo r, obtemos a seguinte condigao para
Ay (t):
A (t) = AL (1) . (2.15)
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Como A(r,t) satisfaz a equagdo de onda (2.7), concluimos
—1 2 1 82 iker
2372 ; <_k3 - g@) A (t)e™™ =0 (2.16)

para todo r, o que implica em

(5—; + w§> Aw(t) =0, (2.17)

onde wy = ck. A solucao geral dessa equagao é dada por:

Ax(t) = cre ™" + et (2.18)

Da equagao (2.14) podemos ver que o vetor ¢, pode ser decomposto em
duas componentes ortonormais, €1 € €x2. Essas componentes devem obedecer
as seguintes condigoes:

k- e =0, (s=1,2)
* /
€rs * ks = Osg/ (s,s"=1,2) (2.19)
€k1 X €k2 = k/k7
onde €5 sao chamados de vetores de polarizagao. Levando em consideracao

esses vetores reescreveremos os coeficientes de Ay (t) da seguinte forma:

2

Ckx = Z Cks€ks - (220)

s=1

Substituindo (2.18) e (2.20) em (2.9), obtemos:
1 . :
_ i(k-r—wt) * ok _—i(kr—wt)
A(I', t) = m Z Z [Cksﬁkse + Crs€ks€ :|
0 k s
1 . .
= <5 Z Z [wies (t) excs€™ ™ + ug, (Depe™™ ], (2.21)
e L3 T

onde definimos
Us (1) = crse™ ™" (2.22)
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Utilizando o resultado obtido para o vetor potencial em (2.5) e (2.6), é
facil ver que:

i ik-r
E(r,t) = W ;;w [uies (t)exse™ ™ — c.c.] (2.23)

B(r,t) = el/QZW Z Z [uies (1) (k X €xs)e™ ™ —c.c.] . (2.24)

Assim, podemos calcular o valor da energia H do campo

1 1
H = —/ |:€0E2(I',t) + —Bz(r,t)] d37’
2 Jps Ho

=2) > WPlu(t). (2.25)

Para quantizarmos o campo é conveniente que ele esteja escrito na forma
hamiltoniana, o que faremos introduzindo o seguinte par de variaveis canoni-

cas

Gies (1) = s (t) + i, (1)) (2.26)
Prs(t) = —iw(unes(t) — up, (1)) - (2.27)

Em termos de qis(t) e pis(t), a expressao (2.25) para a energia serda dada

por

=05 S0 + ()] (2.25)
k s

Podemos notar que essa energia ¢ igual a energia de um sistema de osciladores
harmonicos independentes, um para cada modo k, s do campo eletromag-
nético. O estado do campo classico é especificado por um conjunto de todas
as varidveis canonicas qis(t) e pis(t). As equagdes candnicas de movimento

sao
oH kos
= 2.29
apks dt ) ( )
OH Apis
e (2.30)

8ka B dt
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Escrevendo A (r,t), E(r,t), e B(r, t) em termos de gy () e pis(t) obtemos

1 ) .
A(r, t) = m Z Z { |:ka(75) + apks(t):| EkS(ka.r + C.C.} s (231)
€ L k s

E(r,t) = m YN {wa(t) +ip(t)] aee™T e}, (232)

i i r
B(r,t) = VY Z Z { [qks(t) + ;pks(t)] k X € e’ — c.c.} (2.33)
€o L k s

2.1.2 Quantizacao

Para podermos descrever o campo quanticamente [6], devemos associar
as variaveis dinamicas do sistema qu,(t) e pys(t) aos operadores' hermitianos
Gs(t) e Prs(t) que obedecem as seguintes relagbes de comutagao

[Gks (1), Prrs ()] = G bssr (2.34)
[(ij(t)v Q' (t)] =0, (235)
[Pes (t), Prsr (£)] = 0. (2.36)

Todas as expressoes encontradas acima como (2.31), (2.32) e (2.33) con-
tinuam sendo validas se trocarmos as variaveis dinamicas pelos operadores.
Portanto, o hamiltoniano do campo quantizado sera:

A= 23 Sl + i 0] (2.37)

Introduziremos agora os operadores nao hermitianos de criagdo ays(t) e
. o~ ~t . .
destruigao a, (t) definidos por:

s (1) = W[wdks(ﬂ + ipis(1)] (2.38)
d;r(s(t) = @m—l)m[wﬁks(ﬂ — ipks(t)] - (2.39)

IPara evitar confusdo, nesse capitulo utilizaremos o simbolo " para representar ope-
radores. Nos capitulos seguintes, esse simbolo nao sera usado.
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Da relacao de comutagao de Gis(t) e pys(t), chegamos a conclusao

[ines (1) gy (1)] = Opgers (2.40)
[axes (1), Gaersr ()] = 0, (2.41)
g, (1), o (1)] = 0. (2.42)

1/2

Podemos notar que, a menos de um fator (h/2w)'/?, os operadores days(t)
i

e Gy (t) correspondem as amplitudes complexas do campo uy,(t) e ugp,(%).
Podemos mostrar que eles tém a mesma dependéncia temporal

anes (0)e ™" (2.43

al (0)e™t. (2.44)

s (t)
1, (1)

Podemos escrever o hamiltoniano do campo em funcao dos operadores
criacao e destruicao

B = 305 e [ (00l (1) + o (1) (2.45)

Usando a relacao de comutagao (2.43), obtemos:

H= Xk: > hw [aks(t)alts(t) + %} . (2.46)

Como o termo %hw, presente em todos os modos do campo, ¢ uma cons-
tante, podemos redefinir o zero da energia do campo, ou seja, vamos eliminar
essas contribuicoes de todos os modos do campo. Assim, obtemos finalmente
o hamiltoniano do campo eletromagnético quantizado:

=YY ho [aLs(t)&ks(t)} . (2.47)
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2.1.3 Estados de Fock

Vamos considerar, agora, apenas um modo do campo, ja que todos os
modos sao analogos. O hamiltoniano e as autoenergias de um modo sao

H = hwita (2.48
H|n) = E, |n) = hwn|n) (2.49)
onde n = 0,1,2,.... Os autoestados {|n)} formam uma base ortonormal e

completa para o espaco de Hilbert H
(nm) = dpm (2.50)

> n)(n|=1. (2.51)

Portanto, qualquer estado desse modo do campo pode ser descrito como uma
superposicao dos autoestados

)= e ln) - (2.52)

Para entendermos melhor os autoestados, vamos estudar a atuacao dos
operadores criacao a' e destruicdo @ neles. Comecemos observando que o
estado a|n) também é um autoestado de H

Han) = hwa'aa |n) = hw (ad'a — a) |n)
= hw(n —1)a|n) = (B, — hw)a|n) . (2.53)

O autovetor cuja autoenergia é dada por Aiw(n — 1) é |n — 1) e portanto
aln) = /n|n —1). O fator /n garante a normalizagao de |[n — 1). Entao, a
atuacao de a rouba um quantum hw, eliminando assim um féton, dai o nome
operador destruicao. Como as autoenergias devem sempre ser positivas, da
equacao

Ha|0) = (Ey — hw) @ |0) = —hwa |0) (2.54)

podemos concluir que
al0) =0, (2.55)



2.2 Estados coerentes 13

onde |0) é o estado fundamental ou estado de vécuo.

Procedendo de maneira aniloga, podemos perceber que o estado af |n) é
um autoestado de H

Hal |n) = (B, + hw)al |n) . (2.56)

Entretanto, a atuacao de a' cria um quantum hAw, dai o nome operador
criacao. Logo, a' |n) = v/n+1|n + 1). Entdo segue que, a partir do estado
fundamental, |0), podemos construir qualquer outro autoestado de H

n) = @) 10) (2.57)

Dessa forma, concluimos que os autoestados |n) possuem n pacotes hw de
energia, ou fétons e por isso sao chamados de estados de ntiimero ou estados
de Fock.

2.2 Estados coerentes

Os estados de Fock, como visto na se¢ao anterior, possuem um nimero
definido de fotons. Entretanto, para a descricao de feixes de luz que normal-
mente sao utilizados em 6ptica, temos que lidar com estados cujo niimero de
fotons é intrinsicamente incerto e os estados de Fock nao sao os mais ade-
quados para tal fim. Ao discutir as propriedades de correlacao e coeréncia do
campo, um conjunto diferente de estados surge naturalmente. Esses estados,
os estados coerentes, sao os que mais se aproximam dos estados classicos. Por
exemplo, os feixes de luz produzidos por uma corrente cléssica sao descritos
pelos estados coerentes. Mesmo nao sendo ortogonais, eles formam um con-
junto supercompleto e qualquer estado do campo pode ser representado em
termos desses estados.

Em 1926, Schrodinger [12] definiu os estados coerentes como os estados
de incerteza minima do oscilador harmonico. Mas foi sé em 1963, com os
trabalhos de Glauber [13], [14], [15], que os estados coerentes foram reconhe-
cidos como fundamentais no tratamento quantico da oéptica. E é tomando
como base o trabalho de Glauber [14] que vamos definir os estados coerentes
e algumas de suas propriedades.
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2.2.1 Estados coerentes como autoestado do operador destruicao

Queremos encontrar o estado |a) que é o autoestado do operador des-
truicao
ala) =ala) (2.58)

onde o € C. Como sabemos, todo estado do campo pode ser escrito em
termos dos estados de Fock

=> caln), (2.59)

onde ¢, € C. Substintuindo (2.59) em (2.58) obtemos

ch\/ﬁ In—1) = ach In) . (2.60)

Levando em consideracao a ortogonalidade dos estados de Fock, obtemos a
seguinte relacao de recorréncia para os coeficientes ¢,

a a”

Tn Co (2.61)

e assim
caz\/_m . (2.62)

O coeficiente ¢y ¢ determinado pela condigdo de normalizacao de |a):

(ala) =1 = [e|* ZZ

nOmO

z "”2"

= |c0|2e|a'2 . (2.63)

*n m
n\m

Dessa forma, chegamos a conclusao que os estados coerentes podem ser
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escritos da seguinte maneira

o) = 1o/ Z — |n (2.64)

) o0 a*m
(af = PPN — (n] . (2.65)
n=0 \/m

E interessante notar que para todo nimero complexo o # 0 o estado
coerente |a) tem uma proje¢ao nao nula em cada estado de Fock |n):

_ a2 @

nla) =e —_— 2.66
(0la) = (2:60)
Para a = 0, o estado coerente ¢ igual o estado de Fock para n = 0, ou seja,
é o estado de véicuo. O quadrado do médulo da projecao de |a) em |n) d4 a
probabilidade p(n) de n f6tons serem encontrados no estado coerente |a):

|04|2nef|a|2

p(n) = | nla) |2 = 4 = eloF, (2.67)

que pode ser reconhecido como a distribuicao de Poisson em n com parametro
|a|?. Podemos concluir, entdo, que nao importa o quao pequeno seja ||,
existe sempre uma probabilidade p(n) diferente de zero que qualquer nimero
de fétons n, independente do quao grande seja n, esteja presente no campo.

O numero médio de fétons presentes quando o estado é o estado coerente
¢é dado por

(ala’ala) = an(n) = |af?. (2.68)

2.2.2 O estado coerente como um estado de vacuo deslocado

Uma outra forma de escrever o estado coerente é em termos do operador
deslocamento, que sera definido a seguir. Vamos comegar escrevendo o estado
coerente em termos do estado fundamental:

2 > AT n 2 2
ja) = elel2 Y % 10) = elel*/2¢0a" gy (2.69)

n=0
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Como
(ay
21

—a*a

e

0)=|1—-a"a+

— |0y =10y, (2.70)

podemos reescrever a expressao (2.69) de uma maneira mais simétrica in-

—a*a

. At ~
serindo o operador e entre e e |0) nessa equagao. Logo,

o) = e loP/2e0dl gmaa ) (2.71)

Vamos entao definir o operador descolcamento, ﬁ(oz), como o operador que
leva o estado fundamental no estado coerente |a):

~

D(a) = e lol?/2gad! g—ara (2.72)

Da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [6], sabemos que se dois ope-
radores quaisquer A e B obedecem a seguinte relacao de comutacao

[[fl, B],A] = [[fl, B],B] =0, (2.73)
podemos escrever o -
AT = ABI24.5 (2.74)
Fazendo A = aal e B = —a*a, podemos escrever o operador deslocamento
da seguinte forma
D(a) = e —"a (2.75)
que € equivalente a
D(a) = elof?/2gatagoal (2.76)

O operador deslocamento é unitario:
Dt = ﬁ(—a) = [f)(a)]*l . (2.77)

e desloca os operadores a e a':
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Podemos provar (2.78) e (2.79), usando a seguinte igualdade:

. R R R 2
e ABecd — B oA, B] + %[A, 1A, B + ..., (2.80)

a unitariedade do operador descolamento e a equagao (2.76).
2.3 Equacao mestra

Para sistemas na escala microscopica, o tratamento qualitativo correto
deve levar em consideragao a interagao entre o sistema e o ambiente. No
entanto, o interesse fisico é na descricao das propriedades do sistema que
serd observado. A dinamica do ambiente é levada em conta devido ao fato
de que dispomos apenas de ferramentas matemaéticas para descrever sistemas
fechados. Portanto, incluimos a dinamica do ambiente no hamiltoniano que
governa o sistema de interesse, ou seja,

Hr = Hg+ Ha+ Hga, (2.81)

onde Hy é o hamiltoniano do sistema total, Hg é o hamiltoniano do sistema
de interesse, H4 é o hamiltoniano do ambiente e Hg4 é o hamiltoniano que
descreve a interacao entre o sistema e o ambiente. O sistema total, sistema
de interesse mais ambiente, é um sistema fechado e portanto sabemos como
descreve-lo matematicamente.

Entretanto, o que realmente desejamos obter é uma equacao efetiva para
a dinamica do sistema de interesse. A forma tradicional de fazer isso, é cons-
truir a evolugao temporal exata da matriz densidade e tomar o traco sobre
as variaveis do ambiente. Devemos notar que as aproximagoes envolvidas
podem tornar a dinamica do sistema de interesse nao unitaria.

Nesta secao vamos implementar matematicamente essa idéia e obter uma
equacao, a chamada equacao mestra, para a evolucao temporal da matriz
densidade reduzida de um sistema de interesse qualquer. Em seguida, vamos
utilizar a equagao encontrada para descrever um oscilador harmonico intera-
gindo com o ambiente, que serda descrito como um conjunto de osciladores e
obter a equacao efetiva para o oscilador harmonico.
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2.3.1 Encontrando a equagao mestra

A evolugao temporal para a matriz densidade sistema total é dada por:

x N [ - . . .
pr(t) = =1 | Hropr| = — | Hs+ Ha+ Hoapr(®) | . (282)

h
O primeiro passo para encontrar a equacgao mestra é escrever a evolugao
temporal na representacao de interacao. Nessa representagao temos:

pr(t) =e it/~(Hs+Ha) pr(t —it/~(Hs+Ha) (2.83)

~

H(t) = e/~ (Hs+HA)H —it/~ (Hs+H.a) (2.84)

)

Je

A€
. ?
prt) = =1 (), pa(1)] - (2.85)
A equagao (2.85) pode ser formalmente integrada e obtemos:

n(t) = o) 4 [ [ 0] (2:6)

onde ¢t = 0 é o tempo inicial de interagao. No tempo incial vamos supor que
podemos fatorar a matriz densidade do sistema total da seguinte maneira:

p1(0) = ps(0) @ pa(0), (2.87)

onde pg(0) é a matriz densidade do sistema de interesse e pg(0) é a matriz
densidade do ambiente. A primeira hipotese que faremos é supor que o ambi-
ente tem propriedades estocasticas que nao serao afetadas pelo acoplamento.
Esse acoplamento sera considerado fraco o suficiente para que possamos de-
compor a matriz densidade do sistema total da seguinte maneira:

pr(t) = ps(t) @ pa(0), (2.88)

ou seja, estamos supondo que a matriz densidade do ambiente nao é signi-
ficativamente alterada pelo sistema S.

Substituindo o valor de p;(¢) encontrado (2.86) na equagao (2.85), en-
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contramos a equagao de evolucao temporal de p;:

t
pr(t) = =5 [H:(6), i (0)] = 5 / (o), (B (@), e8| @t (2.89)
0
Definiremos a matriz densidade reduzida do sistema por

ps(t) = Tea pi(t). (2.90)

Podemos encontrar a evolucao temporal da matriz densidade reduzida do
sistema de interesse calculando o trago da equagao (2.89) sobre as varidveis
do ambiente:

ﬁs(t) = Trfl /51(t)
o [0 0080

_%m /0 t (), [ (), ps(t) @ paO)|| @t (21)

2.3.2 Equagao mestra para um oscilador

Vamos agora estudar o caso particular de um oscilador acoplado a um
conjunto infinito de osciladores [3]. O hamiltoniano total do sistema sera

dado por:

Hr=Hg+ Hs+ Hgq, (2.92)
onde
Hg = hwa'a, (2.93)
Hy =) hoblb, (2.94)
k
Hsa =0 g (BL& + Bkeﬁ) , (2.95)
k

w € a freqiiéncia do oscilador, wy é a freqiiéncia do oscilador k£ do conjunto de
osciladores e gy é a constante de acoplamento. Na representacao de interacao
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temos:
H; = e/~ (ﬁs+ﬁA)f{SAe—it/" (Hs+Ha)
=h) g <5Lde‘i(w‘“’f<>t + Bk&fe“‘”—wi)t) . (2.96)
Kk

Substituindo (2.96) em (2.91), obtemos a evolugao temporal da matriz den-
sidade do oscilador, pg, acoplado a um conjunto de osciladores:

ps(t) = _Zzgk (i) [a. et

- / dt" Y giege{ [aaps(t') — 2aps(t')a + ps(t')aal

0 kk/

X e Uw= wit=—i(w—wy <6LEL/> + [ddTﬁS(t/) - dTﬁS(t/>d]
xe emlem i (b + [afaps(t) — aps(t)al)
Xez(w wk t ’L w— Wk/)t <l; i) >} —|— HC (297)

onde os valores esperados devem ser calculados de acordo com o estado inicial
que escolhemos para o conjunto de osciladores. Vamos escolher o seguinte
estado inicial:

. ho \17 huwi bl b
pa = H {1 — exp <_k‘BT>} exp( Tl ) (2.98)

k

onde kg é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura do ambiente. Esse
estado corresponde a uma mistura de autoestados em equilibrio térmico a
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temperatura 7. Calculando o valor esparado de l;k, obtemos:

<ZA)k> = TrﬁAl;k
- Z ({nu}| pabic [{n})

{m1)
- % ([} H {1 — exp (—h”—T)] _lexp< - %%ﬁ{)bk [{r})
= % {n}] H {1 — exp (_TM_TH _1€XP< mk/nk/)\/_H”la ne — 1})
()] ()R
_ Ok’ " (2.99)

onde [{n;}) = |ny,na,...). Procedendo de maneira aniloga, encontramos:

(bl) = (bxbw ) = (blbl,) =0, (2.100)
(bl ) = Ml , (2.101)
(bl = (i + 1)duawr (2.102)
onde )
i = = . (2.103)
exp (k T> -1

Substituindo na equagao (2.97) os valores esperados encontrados, obte-
mos:

pS - / dt Z gk{ — &Tﬁs(t/)d} ﬁke_i(w_wll()(t_t,)

+ [alaps(t') — aps(t')a’] (i + 1)e i@ t= )} + H.c. (2.104)
A soma em k pode ser substituida pela integral [3]:

Zg§_>2
k

2 ™ 0o
do / df sin 0 / dk k*g* (k) (2.105)
0 0 0
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e obtemos

>
nn
—~
~
N—
Il
|
[\
— o
3| <
S~—
@
O\é
<%
A
C\
)
3
QL
-
o\
QL
)
2
=
<>
O\
QL
™
k‘
(%)
o
—
™
S~—

(2.106)

Resolvendo a integral para ¢, utilizando a relacao k = w’/c e assumindo
que g*(k) é proporcional a cos? §/V, temos

ps(t) = —2 G /dt/ d@/ dk sin @ k°T" cos? 0
7'('

{ [ad ps(t') — aps(#)a] m(k) e~ 000
_l’_

t e’} 2F /2
— 9 / dt’ / do' =%
(2m)2 J, 0 3 2
{ [a6'ps (1) =l ps(t)a] () el 0)
+ [alaps(t)) - aps(t)al] (a(w) +1) e @00 4 e

(2.107)

Como w > 0 e apenas a regiao com w’ &~ w contribui significativamente para a
integral, podemos calcula-la estendendo o intervalo de integracao da seguinte
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maneira:
()= 30 / / { [aalps (') — alps(t)a] aw) e em)
ceTm
 [Bags(t) - aaslt)a *]( (@) + 1) e @O} 4 e

_ [ wams — ) d [aat ps(t) — atps(e)a] )

322 J,
+ [alaps(t)) - aps(t)al] ((w) + 1)} + He
—— {[“*ﬁs@ i ps(1)a] ()
+ [alaps(t) — aps(t)al] (a(w) + 1)} + He. (2.108)

E dessa forma, encontramos a equagao mestra para um oscilador acoplado
a um conjunto de osciladores:

: C_

ps(t) = — 5o (aa'ps(t) — 2a'ps(t) @+ ps(t) aa’)
Sy + 1)(@laps(t) — 20ps(1)al + ps(t)la), (2109

onde ¢ = 2Tw?/3nc? é chamada de constante de decaimento e kg = w/c.
Essa equagao também pode ser interpretada como um modo do campo em
um banho térmico descrito como o conjunto de todos os outros modos do
campo.

Para entendermos melhor de onde vem o nome constante de decaimento

para (, vamos calcular a evolucao temporal do valor esperado da energia,
E = hwa'a, do oscilador:

d(E) L
g ps(t) E
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Como o trago é ciclico, chegamos a conclusao que

d(FE
UE) e { - S 2()ad — 0, + 1)2950) '

di
= T {—Chw(ps(t) d'a — g ps(t)) )
B4 o (2.111)

A solucao dessa equagao é
(EY(t) = —hwi, + ((E)O) + oy, ) <" (2.112)

Podemos ver, entao, que o valor esperado da energia decai exponencialmente
no tempo e ¢ é a constante de decaimento.
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Modelo de Jaynes-Cummings

Consideremos um sistema fisico composto por um atomo acoplado a um
modo do campo eletromagnético no interior de uma cavidade isolada (por-
tanto sem intera¢do com o exterior). Se a freqiiéncia w do modo de interesse
do campo ¢ tal que hw é aproximadamente igual a diferenca de energia entre o
estado fundamental g e algum estado excitado e do atomo, apenas esses dois
estados terao participacao significativa na dinamica do sistema e poderemos
considerar s6 esses dois niveis de energia do atomo.

O modelo de Jaynnes-Cummings (JCM) [1] que determina a evolucao
temporal desse sistema na aproximacao de onda girante é dado pelo hamil-

toniano [3]:
Hjyom = Ho + Hy, (3.1)
onde
Hy = hwa'a + %haz , (3.2)
H;= hX\(oya +o_al), (3.3)

a é o operador destruicio do campo, a' é o operador criacdo do campo,
o, =le) {e| —|g) (g, o = le) (g|, o— = |g) (€], € é a freqiiéncia de transigao
atomica, w é a freqiiéncia do modo do campo, A é a constante de acoplamento
entre o0 modo de interesse e o atomo, |e) é o dtomo no estado excitado e
lg) é o dtomo no estado fundamental. O hamiltoniano de interagao Hj é
composto de dois termos. O primeiro, hAoa, descreve o processo no qual o
atomo absorve um féton do campo, ou seja, ele faz uma transicao do estado
fundamental para o excitado e um féton do campo é aniquilado. O segundo,
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hAo_a', descreve o processo no qual o 4tomo emite um féton e o campo o
absorve, ou seja, ele faz um transicao do estado excitado para o fundamental
e o campo “ganha” um féton.

Entretanto, é mais conveniente trabalhar na representacao de interagao.
Nessa representacao, o H oy serd dado por:

Y = tHot/~ f e~ iHot/~ (3.4)

Utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorft [6]

2
¢*Be=*A = B + a[A, B] + %[A, [A, B]] + ... (3.5)

é facil ver que

. T i T s
elwa atae walat _ ae zwt7 (36)
elwa ataTe iwa'at __ a’[ezwt 7 (37)
6zeazt0_+6—zeazt —_ O_+ezet ’ (38)
6ieazto__e—ieazt — O__G—iet ] (39)
Portanto, concluimos que:
V = h\(opae® 4 o_ate ™), (3.10)

onde §d =€ — w.

A evolucao temporal do sistema sera dada por:

Ol _

Em qualquer tempo ¢, o vetor de estado |¢) é uma combinacao linear
dos estados |e) ® |n) e |g) ® |n):

[0) =D [Calt) &) @ |n) + Du(t) 1) @ )] - (3.12)

n

O estado |e) ® |n), que também pode ser escrito na forma |e, n), corresponde
a0 atomo no estado excitado e e o campo com n fétons. De maneira anédloga,
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o estado |g,n) corresponde ao atomo no estado fundamental g e o campo
com n fétons.

Da energia de interagao (3.10) vemos que apenas as transigoes entre os
estados |e,n) e |g,n+ 1) sdo permitidas, entdo nos restringiremos a esse
subespago. Substituindo (3.10) e (3.12) em (3.11) e projetando em (e, n| e
(g,n + 1| obtemos:

dC:;t(t) = —i\/n + 1D, (1), (3.13)
dDzl—*;(t) = —iM/n+ 1e PC,(1). (3.14)

A solucao desse sistema de equagoes é:

Co(t) = eiit{cn(O) {cos (%) - z‘Q% sin (%)]
—i%Q—@DnH(O) sin (%) : (3.15)

;8 Qnt 0 [(Qnt
Dn+1(t) = e gt{Dn+1(0> |:COS (T) + lQ—n Sin <T):|

20\ 1 Qnt

Y E L o 0y sin (—) } : (3.16)
Q, 2
Do(t) = Do(0), (3.17)
onde C,(0) e D,,(0) sdo as condigdes iniciais e

n=02+4\(n+1) (3.18)

¢ conhecida como a freqiiéncia de Rabi. De posse desses coeficientes e es-
colhendo as condigoes iniciais apropriadas, podemos determinar todas as
grandezas fisicas do problema.

Considerando o dtomo inicialmente no estado excitado, podemos, por
exemplo, calcular a probabilidade do atomo estar no estado excitado no
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tempo t:

n=0
- AN (n+1 Q 2

= Z 1, (0)? {% cos? (THt) - % cos(Qnt)} . (3.19)
-0 n n

n

3.1 O experimento

Entre todos os experimentos utilizados para demonstrar o JCM, o ex-
perimento realizado por Rempe, Walther e Klein [2] em 1987 é um dos
principais por ter sido o primeiro a demonstrar os colapsos e ressurgimen-
tos da inversao de populacao, fenomeno que sera estudado com detalhes
na proxima secao. Na figura 3.1, podemos ver o aparato experimental uti-
lizado. No forno, um feixe de dtomos de Rubidio é produzido. O feixe passa
através de um selecionador de velocidades de Fizeau que consiste de nove
discos rodando com a mesma velocidade. Antes de entrar na microcavidade
supercondutora, os atomos sao exicitados para o estado 63pz/. Esse es-
tado corresponde ao estado excitado no JCM. Dois ressonadores diferentes
foram utilizados de forma que as transicoes 63ps /o, — 61ds/2 (21506.5M Hz) e
63p3/2 — 61ds/ (21456.0M H z) puderam ser investigadas. Os estados 61ds,
e 61ds/, correspondem ao estado fundamental no modelo. Depois de atraves-
sar a microcavidade, os dtomos atravessam um campo de ionizacao ajustado
para ionizar apenas os atomos no estado excitado 63ps/,. Dessa forma, a
probabilidade do atomo estar no estado excitado apods atravessar a cavidade
pode ser medida. O procedimento foi repetido para diferentes velocidades,
ou seja, diferentes tempos de interacao entre os atomos e o campo da mi-
crocavidade. O fluxo atomico utilizado foi tal que os atomos atravessaram a
cavidade um de cada vez.

Como a temperatura ¢ diferente de zero, a cavidade possui o campo de
corpo negro. A temperatura da cavidade no experimento era de 3K, corres-
pondendo a um nimero médio de fétons ny, = 2.5 e a seguinte distribuicao
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Figura 3.1: Tlustracao do aparato experimental. (Figura retirada de [2])

Laser Beam

fotonica: n
th
p(n) = Tt (3.20)
Quando o atomo no estado excitado 63p3/, entra na cavidade, “a probabili-
dade dele decair espontaneamente é aumentada devido ao aumento do campo
de vicuo” [2]. Além disso, a emissdo é estimulada pelo campo de radiagao
térmica. Apds a emissao, o campo da cavidade é aumentado de um féton e o
atomo, agora no estado fundamental, pode reabsorver o féton e retornar para
o estado excitado. A medida que o tempo vai passando, o campo dentro da
cavidade vai aumentando e o niimero médio de fétons acumulados devido a
emissdo atomica é dado por n, = T.N/2, onde T, é o tempo de decaimento
caracteristico da cavidade e N é o fluxo atomico. Dessa forma, o campo total
dentro da cavidade é dado por n = ny, + n,,. No experimento, T, = 2ms e
N = 500s~ !, portanto, 7,, = 0.5. Como o nimero médio de fétons dentro
da cavidade varia, os atomos passando através dela em tempos diferentes
interagem com numeros de fétons diferentes.

Os resultados obtidos para as transicoes 63ps;, — 61dz/s e 63psp —
61ds/2 estao mostrados na figura 3.2(a) e 3.2(b) respectivamente. A curva foi
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Figura 3.2: Apés atravessar a cavidade, a probabilidade P, (t) do dtomo estar no
estado excitado 63p3 /5 € medida. Em (a), o ressonador estava ajustado
em ressonancia com a transicao 63ps;, — 61ldssp e em (b), com a
transicdo 63ps/, — 61d5 /5 (Figura retirada de [2])

calculada utilizando o JCM que, como mostrado na se¢ao anterior, preve:
1 (o]
Pt) = > p(n)[1 + cos(2xtv/n + 1) (3.21)
n=0

para o caso ressonante (§ = 0 na equacao 3.19). Como pode ser visto, os
resultados experimentais estao de acordo com o previsto pela teoria.

Assim como esse, todos os outros experimentos realizados posteriormente
mostraram estar de acordo com os resultados previstos pelo JCM.

depth %]

Signal
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3.2 Calculo da inversao de populacao

Um observavel importante do sistema é a inversao de populagao W (t),
que ¢ definida por:

W(t) = p_ (@(®)] o= @[m) (m[p(t))

NE

3
]
e}

WE

W@ (le,m) (e, m| = |g,m) {g,m|) [¢ (1))

3
L

>

| (e, m|y) |* — | (g, m|y)

[
NE

(3.22)

3
I
(=)

A inversao atomica é a probabilidade de o dtomo estar no estado excitado
menos a probabilidade dele estar no estado fundamental. Para calcularmos
a inversao, vamos considerar a condicao inicial em que o dtomo estd em uma
superposicao do estado fundamental e do excitado e o campo na cavidade
num estado coerente

1

[¥(0)) = NIEaTE (le) + lg)) @ |a)
= > [Ca(0) |e.n) + Du(0) g, n +1)] , (3.23)
onde p, a0 € C,
1 ozne_%
G0 = s (3.24)
_ I ane=%
PO A (3:25)
Podemos escrever D,,(0) em funcdo de C,,(0):
Dy (0) = —£2— ., (0), (3.26)

vn+1
Do(0) = 11 Co(0). (3.27)
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Assim, utilizando (3.15), (3.16) e (3.17), obtemos os coeficientes C,,(t) e
Dn+1(t):

Dyya(t) = ! ane*;eﬂ%t i |:COS (%> — zi sin (%)]
n+1 /_1+|M’2 m n+1 2 Q, 2
22/ 1 Qt
nr ( ) } (3.29)

—f————sin | —

Q,

Da equagao (3.22), podemos ver que:

ST HmlCa®) Iy [P =S5 | (m Du(t) [n) |

Wt =>"
= Do) + 3 [l = [P )] (3:30)

Substituindo (3.28) e (3.29) em (3.30), concluimos que:

L < Jafr o
Wit) = 1+|#|26 | <_|M|2+ZT{ <1_n——|—1 cos (Qy,t)
n=0

+ é—AIm(ua) sin (2,t)

+ Qi% {252 (1 — %) + 8>\(5Re(ua)] sin? (%) }) (3.31)

Considerando que A e § sao reais, e utilizando a relacao

Qnt 1 1
2 n - - " . 2
sin (—2 > =5 2005(&2 t) (3.32)
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podemos reescrever W (t) da seguinte forma

62(1 — |“a|2) + 40 Re(pa)

n+1

Q7

‘M’2€—|a\2 e—lal? 2 ’05’2”

L+ pl> T+ [uP <= nl

12 pcr + 62

n

W(t)

) cos(2,t) + a2 Im(pa) sin(Q,t) | . (3.33)

Qn

Na figura 3.3 vemos varios graficos da inversao de populacao em funcao
do tempo para diferentes valores de p e a. Podemos perceber que W (t) rapi-
damente colapsa, ou seja, cai a zero e que, a medida que o tempo aumenta,
ela ressurge. Esse fendmeno pode ser entendido a partir da equagao (3.31).
Cada termo da soma representa as oscilacoes de Rabi para um determinado
n. Em t = 0, o atomo esta preparado em um estado definido e portanto to-
dos os termos da soma estdo correlacionados. A medida que o tempo passa,
as varias freqiiéncias de Rabi interferem entre si, e a inversao rapidamente
colapsa. Entretanto, a medida que o tempo cresce ainda mais, a correlacao
entre as oscilagoes de Rabi é restaurada e ocorre o ressurgimento. Esse com-
portamento de colapso e ressurgimento se repete com o passar do tempo. Na
proxima secao, vamos obter os tempos de colapso e ressurgimentos.

Existe um caso particularmente interessante por ser o mais freqiiente-
mente utilizado em laboratério. Quando o a&tomo entra na cavidade no estado
excitado, = 0, a expressao para a inversao de populacao se reduz a

o 2n
W(t)=e "y %% [6% 4+ 4X\*(n + 1) cos(,t)] (3.34)
n=0 ’ n

Outro caso interessante é quando o dtomo entra na cavidade no estado
fundamental, © — oo. A inversao de populacao nesse caso é muito parecida
com a do caso anterior:

[e.e]

2 n 1
W(t) = el Z o 62 +4X°ncos(tV 62 +4X2n) | (3.35)
n=0

n! 624+ 4X\n

Podemos ver os gréaficos para a inversao de populacao para esses dois
casos particulares na figura 3.4.
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Figura 3.3: Inversao de populagao para diferentes valores de u e «
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Figura 3.4: Em a, vemos o gréfico da inversdo de populagao para p = 0 (dtomo
inicialmente no estado excitado) e em b, vemos o grafico para p — oo
(dtomo incialmente no estado fundamental).

3.3 Aplicacao da aproximacao assintéotica a
inversao de populacao

Nesta segao vamos encontrar uma expressao geral para os tempos de
colpaso e ressurgimentos. Consideraremos a particular condic¢ao inicial fa-
torizada na qual o atomo estda no estado excitado e o campo num estado
coerente. Seguiremos os passos de Fleischhauer e Schleich [5], com algu-
mas modificagoes nas aproximacoes assintéticas desenvolvidas em detalhe
nos apéndices. Além disso, estudaremos um caso mais geral, considerando a
dessintonia nao nula (6 # 0).

Para encontrar a expressao para o tempo de colapso e ressurgimentos,
transformaremos a soma sobre n obtida no calculo da inversao de popula-
¢ao, como mostra a equacao (3.34), em uma soma infinita de integrais. As
integrais serao estimadas utilizando o método de “steepest descents” e vere-
mos que, sob as condigbes apropriadas (7 suficientemente grande), cada uma
representa um ressurgimento, permitindo o estudo de cada um independen-
temente.

A férmula para inversao de populacao para o estado inicial considerado

o [ AV/\/\M’\(\MﬂH(\QJ{WVAUQ}Ot il M v“J‘ﬂMMMMWMO
s

t



3.3 Aplicacao da aproximacao assintotica a inversao de populacao 36

é
W(t) = i [ A, + Cycos(Q2u1)] (3.36)
n=0
onde
A, = e—la'Z%g—; (3.37)
C, = elof |O;|'2n 4A2(g; b (3.38)

E importante notar que Yoo Crcos(Q2,t) converge uniforme e absolu-
tamente em ¢ € R.

O termo ), A, é constante no tempo e apenas desloca levemente o
grafico de W(t) no eixo vertical. Como queremos analisar apenas os ressur-
gimentos, nao vamos levar esse termo em consideragao. Dessa forma, vamos
escrever

w(t) = i C,, cos(2,t) (3.39)

Essa soma pode ser reescrita utilizando a soma de Poisson, como mostra o
apéndice A, da seguinte forma:

w(t) = Z /o C(n) ™" cos(Qt) dn + %C’o cos(Qt)

V=—00
o

— Z cy(t)+%co cos(Qot) (3.40)

V=—00

onde
e, (t) = /OO [C(n) €>™™ cos(Qy,t)] dn

0
= Re/ C(n) ' Cmvm=t) qp, (3.41)
0

e C'(n) é uma funcao que estende C,, paran € R*. Utilizando a aproximagao
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Gaussiana, podemos representar o coeficiente C'(n), conforme mostrado no
apeéendice B, da seguinte maneira:

4INn+1) 1

_ —2(v/n—al)? -1
C(n) 0 NermE e [1+0(a™)] (3.42)
LWt ) 1 o(ava)? (3.43)

02 V2mn

onde 7i = |a|? é o nimero médio de fétons (ver secao 2.2.1) para « suficien-
temente grande. Substituindo (3.18) e (3.43) em (3.41), obtemos:

1 AN (n+1) B V-t
C"_\/ﬁRe/o 52+4)\2(n+1)eXp{ 2(Vn—vn)

+1 [27ﬂ/n — /02 +4X2(n + 1)} } dn. (3.44)

No apéndice C, estimamos o valor dessa integral e chegamos a seguinte con-
clusao (para v # 0):

c ! e X (t—t,)
y N =4 XD | T 5 oo —
(1+ 7202)"* Pl 2 )
At A
[ (1 + Zf/ﬁ) Cos p — W (t —t,) sin gp] : (3.45)
onde
2y (62 +4)0%)  dwvn — AXt/n — TP
L 4)\2 i 2 (1 4 m2v2) (3.46)
e
5 —
t, = i (3.47)

A

Como podemos observar a partir da equacao (3.45), a dependéncia temporal
de ¢, é governada basicamente por trés fatores. O primeiro sao os termos
trigonométricos com freqiiéncias de oscilagoes aceleradas. O segundo é a
lenta variagao da amplitude que diminui com o aumento de v. O terceiro e
mais importante é o envelope produzido pela exponencial. Podemos ver que
¢, esta centrado em ¢t = ¢, e s6 é quantitativamente relevante na vizinhanca
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de t,. Dessa forma, podemos concluir que cada v rotula um ressurgimento
diferente. Devemos notar que, como t > 0, para v < 0, ¢, sera pequeno e
portanto, vamos deprezar esses termos.

2

Sendo 0? = (7?v?n)/A? a variancia da exponencial da equagao (3.45),

vamos definir a largura At, da seguinte maneira:
A2 2 27 —
47TTU2 [(tu + At,/) — ty] =0, (348)

ou seja,

4212 2y o

Xt N Val

(3.49)

onde negligenciamos a contribuigao de At2. Pela equagao (3.47), vemos que
dois ressurgimentos consecutivos possuem uma separacao temporal dada por:
27
ot, =ty —t, = 5N n. (3.50)
Portanto, quando
ot, > At, = v <njo (3.51)

os dois ressurgimentos se separam temporalmente, caso contrario hd uma
superposicao desses ressurgimentos. E importante notar que, para qualquer
numero médio de fétons 71, a desigualdade (3.51) sempre serd violada e sempre
havera superposicao dos ressurgimentos para v suficientemente grande, ou
seja, a inversao de populagao terd ressurgimentos superpostos e indefinidos
para t suficientemente grande. Como podemos inferir da desigualdade (3.51),
os primeiros ressurgimentos sao bem nitidos e isolados. Entretanto, quando
o > 7, nem mesmo o primeiro ressurgimento serd bem definido.

Como cada v rotula um ressurgimento diferente, podemos estudar cada
um separadamente. Ja calculamos a largura At, do ressurgimento . Vamos
agora calcular sua amplitude e sua freqiiéncia aproximada. Como ¢, s6 é
quantitativamente relevante para t = t,, vemos que a amplitude do seno serd
aproximadamente igual a zero e a do cosseno sera:

1

amplitude = ——— .
(1+ 72u2)1/ 4

(3.52)
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(a) solugao exata (b) aproximagao assintética

Figura 3.5: Comparacao entre a solugao exata e a aproximacgao assintética da in-
versao de populagdo com aa =5, =05e A =1

Podemos calcular a freqiiéncia aproximada de oscilagao na regiao onde ¢, é
relevante expandindo ¢(t) na sua série de Taylor:

(t,) + ¢ (t) (t = 1.) + O((t — t,)?)

p(t) = oty
~ o(t,) — @' (t,)t, + ¢ (t,)t. (3.53)

Como os dois primeiros termos da equagao (3.53) sdo constantes no tempo,
eles s@o apenas uma fase. O terceiro termo, que multiplica ¢, é a freqiiéncia
aproximada de oscilagdo. Assim:

freqiiéneia =~ ¢'(t,) = 2AV/n. (3.54)

No apéndice C, também estimamos o valor da integral (3.44) para v =0
e obtivemos:

2242 At

co~e 2 |cos (2)\15\/5) — NG
n

Nesse caso, podemos ver que ¢y esta centrado em ¢t = 0 e assim concluimos

sin (2AtvV/n) | (3.55)

que esse é o termo que fornece o primeiro colapso da inversao de populacao.

Na figura 3.5, podemos ver uma comparacao da aproximacao assintotica
para a inversao de populagao com o resultado exato. Como pode ser notado,
a aproximacao assintotica esta em excelente acordo com o resultado exato,
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Figura 3.6: Comparacao entre a solugao exata (graficos da esquerda) e os ter-
mos relevantes da aproximagao assintética (graficos da direita) para o
colapso e os primeiros ressurgimentos da inversao de populacao com
a=590=05eA=1.
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Figura 3.7: Comparacao entre a solugao exata e a aproximacgao assintética da in-
versao de populagdo com aa =5, =05e A =1

mesmo para « = 5. Podemos notar também que para ¢t ~ 80 os ressurgimen-
tos estao comegando a se superpor. E, como veremos mais adiante, que para
t > 100 ja nao é mais possivel definir cada um separademente. Na figura 3.6,
podemos ver em detalhe essa comparacao para o colapso e os primeiros res-
surgimentos. Podemos observar que na solugao exata ha uma superposicao
entre o segundo e o terceiro ressurgimento. Por outro lado, o termo ¢y da
aproximacao assintotica contém exclusivamente o segundo ressurgimento, o
que permite o estudo de sua amplitude e sua largura, assim como sua freqiien-
cia aproximada de oscilacao. Portanto, podemos analisar cada ressurgimento
separadamente como mostrado nas equagoes (3.49), (3.52) e (3.54).

Na figura 3.7, podemos analisar melhor essa vantagem da aproximacao.
Na figura 3.7(a), vemos que os ressurgimentos estao superpostos na solugao
exata. Entretanto, para a aproximagao assintotica, temos cada ressurgimento
expresso em um tunico termo ¢, como pode ser ilustrado na figura 3.7(b).



CAPIiTULO 4

Introducao da dissipacao no
JCM

Quando tratamos o JCM, consideramos um sistema ideal, onde nao ha
perdas. Entretanto, nas situacoes reais, o fator de qualidade Q da cavidade,
que pode ser definido como a razao entre a energia armazenada e a ener-
gia dissipada na cavidade ou como a razao entre a freqiiéncia do modo da
cavidade e sua largura de banda, é finito. Portanto, para uma comparacao
realistica entre o experimento e a teoria, a dissipacao do campo na cavidade
deve ser incluida no tratamento do JCM. A rigor, existem outros tipos de
fonte de dissipagao, por exemplo, o decaimento espontaneo do atomo. No en-
tanto, experimentalmente essas outras fontes sao despreziveis. Dessa forma,
a Unica fonte de dissipacao que consideraremos sera a interagao entre o campo
e as paredes da cavidade. No geral, a dissipacao de um sistema é devida a
sua interagao com o ambiente. Como mostrado no capitulo 2, na secao 2.3,
a interacao entre um sistema, que no nosso caso ¢ o campo da cavidade, e
o ambiente pode ser modelada pela equacao mestra. Neste contexto, o am-
biente é modelado como um conjunto infinito de osciladores harmonicos em
equilibrio térmico.

Como mostrado no capitulo 3, a evolucao temporal do JCM ¢é dada por

D e(e)) = — Hycae ho(e)

= —i[wd'a + %Uz + Mora+o_a)]|p(t)) (4.1)

Podemos reescrever essa equacgao em termos do operador de estado p(t) =
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[ () (¥ ()] [16]:

p(t) = —% [H o, p(t)] (4.2)

Introduzindo a dissipagdo no sistema (eq. 2.109) e considerando 7" = 0 e
v = (/2 = 1w?/3rc?, obtemos:

€

p(t) = —iwlata, p(t)] =iz [0z, p(t)] — iX[aTo +aoy, p(t)]
+7 [2ap(t)a’ — a'ap(t) — p(t)a'd] (4.3)
cuja solucao é
p(t) = eP+aertp(0) (1.4)

sendo D e H_7cam 0s seguintes super-operadores (ver apéndice D)

D=~2a-a" —ada-—-da) (4.5)

Haom = —iwa'a, ] — zg [0.,] — iX[aTo_ + aoy, ] (4.6)

Utilizando a férmula de Zassenhaus [17]:

eUAFB) — | o705 o120 tCh 1A (4.7)
onde
Ci = B (4.8)
Cy = —%[A,B] (4.9)
Cy = %[B, A, B + é[A, A, B] (4.10)

e t é um parametro real ou complexo, podemos reescrever a equagao (4.4) da
seguinte maneira:

p(t) = '.‘etg(%[HJCMv[D:HJCMH‘i‘%[D:[DvHJCMH)eg [DHgeml ptHaerm etDp(O)

(4.11)
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Faremos a seguinte aproximacao:
p(t) = eMtaemetP p(0) (4.12)

A aproximacao se justificard pelos resultados que, além de extraordinaria-
mente simples, sao razoaveis fisicamente.

Vamos considerar o seguinte estado inicial:
p(0) = la) (af @ e) {e] (4.13)

Dessa forma, o termo de ordem zero é

P (1) = ePp(0)
= el ala—ala) |g) (0] @ |e) (]
= "7V a) (o] @ fe) (el (4.14)
onde
C=a-a (4.15)
A=dla-+-da (4.16)

Queremos escrever a exponencial da soma como uma multiplicacao de

exponenciais:
otV (2C=A) _ f()C g(H)A (4.17)

Vamos utilizar a técnica da derivacao de parametros para obter as funcoes
f(t) e g(t) [18]. Derivando os dois lados da equagao (4.17) com relagao a t,
obtemos:

(20 — A)et1RC-A) = fOel(ICsMA | 5ol (NC ge o)A
= fCefW0es®A | 5ol (0C fo=FBICFHC g(H)A

(4.18)

Sabendo-se que [C,A] = 2C e utilizando a férmula de Baker-Campbell-
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Hausdorff para esse caso:

Jchéfmc::A%gﬂleA}+i%QKIK1AH+ﬁé§h0JCJCHﬂH+”.

= A+ f(t)2C (4.19)

Substituindo na equac@o (4.18) e usando (4.17), temos:

720 — A)et72C=A) — foelt A L g[A + f(1)2C]e/DCe9MA(4.20)
%ﬂﬁw®=f0+mA+ﬂ) C] (4.21)

podemos verificar que as fungoes

flt) =" —1 (4.23)
satisfazem a equagao (4.21) e as condigoes inicias f(0) = ¢g(0) = 0. Logo,

— 27t _ — 27t _1Yq-al — fa-4-af
et7(2C A) _ e(e 1)06 YA _ 6(e 1) aa e vt (aTa-+-a'a)

_ (€' =Daal vt (ala) —t(ala) (4.24)

j4 que [-afa,a’a-] = 0.

Substituindo (4.24) em (4.14), obtemos:

pO(t) = el el gttt @) o) (o] @ [e) (e]  (4.25)

Expressando as exponenciais dos super-operadores em termos de suas
séries de potencias, temos:

o0 _ t n(. ’i’ n X _ t m T \m
n=0 w m=0 e
e ()™
- (ol Z
_ —tala o) {a ptafa (4.26)

Utilizando agora a expansao dos estados coerentes em termos dos estados de
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Fock obtemos:

Definindo

|o'())

podemos escrever

Como

chegamos a seguinte conclusao:

Dessa forma, usando (4.31) em

pO(t)

12 2
o—lal? el

112 2
o1l glol

et |a) (ale

o' (t)) (o

5
hE
5 Q

e*fyt ata |n>

o Z (oze‘”t) |n) (4.27)

\/_
e—27t Z

vt ae Wt )
et — o 4.28
™) 2 m " (
ey = 5 o). (429
t
o 6—'ytaTa — e—'ytaTa o 4.30
{al
—tafa _ o=lofclalPe™ | 011}y (o/ (1)) . (4.31)
(4.26) e (4.25):

n=0

n=0

n=0

()] ©1e) (el

n

e—lal? plaf?e 2t i (e —1)
n!
e N (D — 1)
>
e—27t > (627t - 1)n
>

= (el BT o/ (1) (o ()] @ ) (el

(a-ah)" o () (/' (t)] @ le) (el
a" o/ (1)) (o ()] (a)" @ [e) (]

(™)™ o/ (1)) (/' ()] (a"e™)" @ e) {e]

(4.32)
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O termo de primeira ordem é dado por:

p(l)(t) — etHJCMp(O)(t)
el lalas]=i5 o) idaTo—+aoe DE | o/ (1)) (o (£)| @ |e) (e

e(IRLTIMBNI |0/ (1)) (o (1)] @ |e) {e] (4.33)
onde d =€ —w,
L=l ] (4.34)
M = [a'a, ] +1/2[0, ] (4.35)
N = [d'o_ + a0y, ] (4.36)

Como [M, N] = [M, L] = 0, podemos escrever

pO(t) = el 1Lt MY |0/ (1)) (o (1) @ |e) (e] (4.37)

Expandindo as exponenciais dos super-operadores em termos de suas
séries de poténcias, obtemos:

oMt ‘O/(t» <O/(t)‘ ® |e) (e = e—w(lala,]+1/2[o=, |Oz ®)) <O/(t)| ® |e) (e|

= e—iwtaTa |Oé,(t)> <O/(t)| ezwtaTa ® e;i“"’zt €> <6| eiwgzt
= |a(t)) (a(t)| @ |e) (el (4.38)
onde definimos
) ot o —(iw+y)t\n
ja(t)) = Jae™ (1) = =™ Z (@) 1y (4.39)

n=0

pO(t) = e ) Ja(t)) (a ()] @ |e) (e]
_ 6—t[igaz+i)\(a707+ao+)] |Oz(t)> (a(t)| ® |6> <€| et[igoz+i)\(a1\07+aa+)]
(4.40)

onde expandimos os super-operadores em termos de suas séries de poténcias.
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Podemos escrever:

t[—iéa —i/\(aTa_+aa+)] = th 5 . T n
etl=t20= = nZ:O o) —i50% — iNa'o_ +aoy)

t2n+1 5 2n+1
m |:—i—UZ — i/\(GTO'_ + CLO‘+):| (441)

* 2

Calculando as poténcias acima e usando as relagoes o, = |e) (9| e o_ =
|g) (e|, obtemos:

2n n
[—%az —iXalo_ + aaﬁ} - (;21) | (0 +4x%a%a)"[g) (g

+ (0% + 4)2afa)" |e) <e|] (4.42)

0 ot (= 2 2+ \"
—2502—0\(& o_+aoy) = W[—5(5 +4Na a) lg) (g|

+6 (6% + 4\?a’a)" [e) (el
+2Xal (6% + 4)\2aTa)n lg) (e
+2Xa (6% + 4 ?a’a)" [e) (g] ] (4.43)

Portanto
—t[i§o.+iXalo_taoy)] _ tq/ 2 2
et Pl = cos | -V 82 +4N\%ata | |g) (g]

+ cos ( V02 + 4 2%aal > le) (e]
sin (§v/07 + 4X%ala)
)

+10

l9) (g

V% + 4X%ata
~sin L\/62 + 4AX%aal
— 10 N le) (e
SlIl( 02 4+ 4X\%a aT>
Vo ivaa 9

Vo2 +4)\2%ata

RS

—i2Xa'

A

sin
—12)a

le) (g|  (4.44)
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sendo
= (—1)" (5)*" (62 + 4\ %ala)
COS <%1 /52 + 4)\2aTa) = Z (=1 (2) (2( )'+ a'a) (4.45)
n)!
n=0
! N (=) (§)™ (8 + 4Naah)”
cos | = 62+4)\2aaT) = 2 4.46
<2 ; (2n)! (4.46)
sin (§v07+ Deala) Pl B @+ ey
V2 + 4 2%ata - —~ (2n+ 1)! '
sin (§v07+ Dad) P (&)@ + dlady
V2 + 4\ %aat __n:O (2n+ 1)! '
Substituindo (4.44) em (4.40), obtemos:
" sh1<%\/52%—4A2aaT>
W) = _ 2 2qat ) — 1
P (t) { [cos (2\/5 + 4\%aa ) i0 oo la(t)) (a(t)| @ |e) (e

Tsin (%\/ 02 + 4)\2aaT>
—12)\a

Tl et @) (el } elliorsidalo-ters)

(4.49)

Como

o [i0:+iX(alo_+ao)] (e—t[z‘gaz +iX(aTo_+acy)] ) f (4.50)
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concluimos que
etligostiratotao)] _ (o ( Vo2 + 4)\2aTa) 9) (9]

+cos( m)‘ ) (e|

sm<\/m>
N/ ERTT 19) {9l
¥y A0
m)
Ve
m)
V% +4X2afa

sin

/N
—

+10

sin

/\

+i2Xa’

sin

A
|

+i2\a

le) (g (4.51)
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o que nos leva a

sin (%\/ 02 + 4)\2aaT>
V02 + 4)\2aal

sin (%\/ 02 + 4)\2aa7>
ey {e| [cos | =V 02 +4)\2aal | +id
e} {el < ) V2 + 4)\2aal

s (E\/m> s sm( V02 + 4\ 2%aaf >
2 V6?2 + 4)2aal
sin (4V87+ 0%a)
le) (9] i2Aa NI
sin (§v/67 + 1Xaal
V2 + 4X2aat

P (t) = { oS (%\/ 62 4+ 4)\2aaT> — 10 la(t)) (a(t)] ®

|a(t)) (a ()| @

—i2Xa’ (1)) (a(t)] ©

sin <%\/ 02 + 4)\2aaT)
Vo2 +4)\2aaf
s1n \/ 02 +4)\2qaf ) sin < Vo2z + 4)\2aTa>

(4.52)

cos 02 + 4\2%aaf > + 0

+ 42t

Vamos agora calcular a inversao de populagao de acordo com a equacao
(4.52):

W (t) = Tra.p" () = Tr (le) (el — |g) (g) PV (2)

_lal2e—27t > al?e 27 " 1
oo 3 MT)ﬁ [62 + 402(n + 1) cos(2ut)] (4.53)

n=0 ’ n

onde Q, = 6% +4X*(n + 1). A simplicidade do resultado vem do fato de

—2vt |2

como |a(t)|?, podemos ver que a inversao de

populagao com a introducao da dissipagao (eq. 4.53) é formalmente equi-

que, se reescrevemos |a|%e

valente a inversdo sem a dissipagao (eq. 3.34), porém com a — «(t). En-
tretanto, devemos nos recordar que essa solucao é apenas uma aproximacao
(eq. 4.12) e que a solugao exata pode nao ser tao simples. Lembrando-se que
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Figura 4.1: Grafico para inversao de populagao com o =5, § = 0.5 e A = 1 para
diferentes valores de ~.

la(t)]® = ne 2" = q(t) é o valor esperado do niimero de fétons (ver secio

2.2.1), esse resultado estd de acordo com o esperado: decaimento do campo

devido a dissipacao.

No grafico 4.1(d) vemos que, quando v & 1, a inversao de populagao
quantica se comporta da mesma forma que a inversao de populagao classica.
Isto quer dizer que, se a dissipacao do campo quantico for suficientemente
grande, ele se comporta como um campo cldssico no sentindo que as interfe-
réncias quanticas responsaveis pelo colapso vao sendo destruidas numa escala
de tempo cada vez menor (1/7). Por isso, havera um limite de precisao ex-
perimental a partir do qual o fendémeno quantico nao podera ser observado e,
portanto, a medida da inversao quantica nao podera ser distinguida de uma
medida a partir de uma dinamica cléssica ou semi-classica. Notadamente,
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Figura 4.2: Comparacao entre a inversao de populacao sem dissipacao e com dis-
sipacao para v = 0.01, 6 = 0.5 e A = 1 e diferentes valores de «.
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nessa situacao, nao havera o emaranhamento entre os graus de liberdade,
que é o mecanismo responsavel pelos efeitos de colapso e ressurgimento. Isso
pode ser visto, por exemplo, no interferometro de Ramsey [19]. A medida
que diminuimos o valor de 7, vemos que a inversao de populacao quantica
volta a apresentar o colapso e os ressurgimentos, como pode ser observado
nos outros graficos da figura 4.1.

Na figura 4.2 vemos uma comparacao entre as inversoes de populacao
com e sem dissipacao. Podemos ver que os tempos de ressurgimentos sao
antecipados com a introducao da dissipacao. Os novos tempos da inversao
serao calculados na préxima secao, o que nos permitira analisar mais detal-
hadamente o comportamento da inversao de popul¢ao com a introdugao da
dissipacao. De posse dessa andlise detalhada, poderemos fazer uma melhor
comparacao entre as duas situagoes.

4.1 Aplicacao da aproximacao assintotica a
inversao de populacao para o caso dissi-
pativo

De maneira andloga ao capitulo anterior, vamos encontrar uma expressao
geral para o colapso e para os ressurgimentos. Como mostrado na equagao

(4.53), a inversao de populagdo para o JCM com dissipagao nas condigdes
iniciais especificas pode ser escrita da seguinta maneira:

W(t) = i [A,, + C, cos(2,1)] (4.54)
n=0
onde
A — e|a|2e—2vtwg_; (4.55)
O = -lal?e™" (!a|2;2”)” 4A2(g%+ 1) (4.56)

Como pode ser visto nas equagoes (4.54) e (3.36), a féormula geral para
o JCM com dissipacao ¢ a mesma do JCM sem dissipagao com a ressalva
de que devemos substituir n — n(t). Dessa forma, os resultados obtidos nos
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Figura 4.3: Graficos de t, para a = 7, a = 5 e a = 3 e diferentes valores de 7.
Linha vermelha — ~ = 0, amarela — v = 0.01, azul — v = 0.1, verde
— v =1 e preta — t, =t. Em todos os graficos, A = 1.
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dois casos serao os mesmos:

co A efg [cos (2)\15\/%) — 2\;\% sin <2)\tm)] (4.57)

2
1 A 1y
QR ————————exXp |- (-1,
(472271 P [T 21+ n20?)

TV A .
[ (1 + 2\/%) cos p — NCIO) (t—t,) sin (p] (4.58)

onde

21w (0% +40?) N drvn(t) — ANt /A(t) — T2t

4.59
4 N2 2(1+ n202) (4.59)

e t, é a solugao implicita da equacao:
L 2rv/n(t,)  2mvVne it (4.60)

A A

Portanto, ¢, s6 é quantitativamente relevante na vizinhanca de t,. Entre-
tando, para sabermos t, devemos resolver a equagao transcedental (4.60).
Porém, podemos estimar um valor para t, através de uma simples analise
grafica. Essa andlise ¢ feita da seguinte maneira: fazemos um esbogo do
graficot, =tet, = (2mrvvne=27)/X e o ponto em que essas duas curvas se
cruzam é o tempo t, que procuramos. Na figura 4.3 fizemos varios esbogos
desses graficos. A linha vermelha dos graficos correspondem ao tempo ¢, sem
a dissipacgao, ou seja, quando v = 0. As outras linhas coloridas correspondem
ao tempo t, com a dissipacao. A linha preta corresponde a t = t,. Portanto,
podemos observar que o tempo ¢, ¢ menor quando introduzimos a dissipagao.

Antes de proceder com a anélise de ¢,, devemos lembrar que um certo
cuidado deve ser tomado: a aproximacao assintética s6 é vélida para n(t) su-
ficientemente grande. Portanto, devemos levar trés fatores em consideragao:
v deve ser suficientemente pequeno; « deve ser suficientemente grande; e,
indepentende dos valores de 7 e «, sempre haverd um tempo ¢ tal que n(t)
caird abaixo do limiar de validade da aproximacao. Um exemplo onde isso
ocorre pode ser visto no gréfico 4.4(b). Como sabemos, o médulo da inversao
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de populagao nao pode ser maior do que um. Para esse caso, vemos que o
modulo da aproximacao pode se tornar maior que um para t > 30, logo, ela
nao pode ser mais valida.

Assim como o caculo do termo ¢, é 0 mesmo para os dois casos, a andlise
de ¢, para o caso dissipativo também é a mesma. Assim, podemos concluir
que a largura, a amplitude e a freqiiéncia aproximada de cada ressurgimento
sera:

4722 2ty o
At, = ——0= — (4.61)
A2t A nafty,)

1
amplitude = ——— 4.62
(14 722)/ (4.62)

freqiiéncia =~ ¢'(t,) = 2\\/7(t,) (4.63)

onde o = (7w?v*n(t,))/N?. Nos graficos 4.4(d) e 4.4(f) podemos ver que,
quando 7n(t) é grande o suficiente, ou seja, quando estamos dentro do limite

de validade da aproximacao assintética, ela esta em excelente acordo com a
solucao exata da inversao de populacao. Na figura 4.5 vemos essa comparagao
em detalhe para o colapso e os primeiros ressurgimentos para vy = 0.01, a = 5,
A=1ed=0.5.
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(f) aproximagao assintdtica para v = 0.001

Figura 4.4: Comparacao entre a solugdo exata e a aproximagao assintética com
a =5, A=1,0 =0.5 e diferentes valores de ~.
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1 1

(¢) primeiro ressurgimento (d) &
Wt ) Wt)
1 1

(e) segundo ressurgimento (f) co

Figura 4.5: Comparacao entre a solugao exata (graficos da esquerda) e os ter-
mos relevantes da aproximagao assintética (graficos da direita) para o
colapso e os primeiros ressurgimentos da inversao de populacao com
dissipacao para a =5, v =0.001, § =0.5e A = 1.



CAPITULO 5

Conclusao

Neste trabalho, abordamos um caso particular da interacao entre ato-
mos e campos eletromagnéticos: consideramos o atomo como um sistema
de dois niveis e o campo num estado coerente. Além disso, consideramos
sua interagao com o ambiente introduzindo a dissipacao no sistema. Todos
os modelos aqui estudados podem ser realizados experimentalmente e sua
relevancia tem sido considerada cada vez maior, ja que o seu estudo pode
esclarecer ainda mais processos enunciadamente quéanticos, como o emara-
nhamento de dois subsistemas e o quao robusto € esse emaranhamento frente
a acao do ambiente. Essa é também uma das questoes fundamentais refer-
entes a possibilidade eventual de se construir um computador quantico.

O principal resultado que obtivemos foi a construcao de uma aproximacgao
assintotica para a inversao de populagao, tanto para o caso nao dissipativo
quanto para o dissipativo. Embora visto na literatura [5], o método da fase
estacionaria utilizado na aproximacao nao era apropriado. Aqui utilizamos
o método adequado, o método de “steepest descents”, e assim obtivemos re-
sultados mais rigorosos. Vimos, também, que essa aproximagao nos permite
obter resultados analiticos para os tempos de colapso e ressurgimentos. Dessa
forma, pudemos comparar os tempos para o caso nao dissipativo e o dissipa-
tivo. Observamos que o efeito da dissipacao é antecipar os ressurgimentos.
Com o aumento da interacao com o ambiente os tempos de ressurgimentos
tendem a zero de forma que a curva para a inversao de populacao quantica
em muito se assemelha a obtida através de uma consideracao semi-classica
[3]. Nessa descri¢ao, os efeitos quanticos fundamentais para o colapso do
emaranhamento entre os dois subsistemas provocado pela interagao nao es-
tarao presentes. Portanto, rigorosamente falando, o sistema quantico jamais
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serd igual ao classico. Entretanto, podemos dizer que a precisao experimen-
tal limitara a deteccao do comportamento quantico, suprimido pela acao do
ambiente. Mas devemos estar atentos ao fato de que, se ha interagao, sempre
haverda emaranhamento, mesmo que esse seja extremamente pequeno. Pode-
mos definir um limite em v a partir do qual os efeitos quanticos nao poderao
ser detectados.

As expressoes analiticas obtidas aqui sao inéditas para o caso dissipativo,
embora exista um tratamento completo do JCM com dissipagao, por exemplo,
[3], [9], [10] e [11]. No entanto, por ser muito geral, é complicado tecnicamente
executar nessas solugoes as aproximagoes fisicas realisticas. Mas, apesar dos
resultados obtidos serem surpreendemente simples, é importante ressaltar
que fizemos uma aproximagao para o operador de estado (eq. 4.12) e que a
solucao exata também pode levar a resultados complicados.

Outro resultado interessante é que, mesmo para o = 3, a aproximacao
pode ser utilizada e os resultados obtidos estarao em excelente acordo com
0s exatos.

Nossos resultados sobre observaveis podem ser complementados pelo es-
tudo do que acontece com o estado do sistema durante a evolugao tempo-
ral. Deixaremos esse cédlculo para mais tarde. Os métodos de aproximacao
assintotica aqui desenvolvidos sao gerais e podem ser aplicados, por exem-
plo, ap6s uma modelagem realistica, em condensados de Bose-Einstein, uma
outra situagao em que ressurgimentos sao observados. Em particular, pode-
mos aprender sobre o papel da nao linearidade nos tempos de ressurgimentos
em tais sistemas.



APENDICE A

Formula de soma de Poisson

Seja {fn} (n € Z) uma seqiiéncia que admite uma interpolagao f(z)
(x € R) como mostra a figura A.1, tal que f(x) € C*(R), f(n) = f, para
neNouneZe), f(n+7)ed , f'(n+7)convergem absolutamente e uni-
formemente para todo 7 € [0,1). Queremos representar as séries Z:zo_oo fn
e Y. f, de forma mais conveniente [20].

6 -4 -2 2 4 6
Figura A.1: Uma interpolacao para f,

Para comercar, vamos expressar f(x) no intervalo [n,n 4 1) através de
sua série de Fourier. Definimos f(z) como uma extensao periddica de periodo
2] = 1 para f(z) restrita a [n,n + 1) como pode ser visto na figura A.2. A

série de Fourier gerada por f(x) é

“+oo
F(z) = Z c e P (A.1)

V=—00
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onde
1/2

1
¢, = f(r)e*™ dr = / f(n+71)e*™ dr.
0

—-1/2

(A.2)

A continuidade de f(z) e f'(z) garante a convergéncia da série e ainda que

%f*@ onde f é descontinua

TN

Flz) = { f(x) onde f é continua

w

N

[y

Figura A.2: f(z) — extensao periodica de periodo 21 = 1 para f(x)

(A.3)

A extensdo f(x) é continua e coincide com f(z) para = € (n,n + 1).

Porém, para z = n podemos ter uma descontinuidade, com fi(n) = f(n) =

foe f-(n)=f(n+1) = for. Portanto

F(x):{f(x) r € (n,n+1)

farti@

e entao, usando a convergencia absoluta das séries, obtemos:

“+o0o +oo 7 P +00
Z fn: Z fn+2fn+1 _ Z F(n)

+o0 +oo 7 s +o0
Jn+ Jn 1 1
POIZEED DR = L A TP
n=0 n=0 n=0
onde

+o00 1
F(n) = Z /0 f(n+71)e?™dr neZ

V=—00

(A.4)

(A7)
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Se > f(n+7)ed>, f'(n+7) convergirem absolutamente e uniforme-
mente para todo 7 € [0,1), podemos fazer as seguintes mudancas de ordem

de soma e integragao:

D =

Dessa forma,

400 1 '
ZZ/Of(n—i-T)e dr

n v=—oo

o0 1
2TUT
Z Z/o f(n+7)e“™"dr

V=—00 n

+00 n+1
S [ e s

V=—o0 n

+oo n+1 )
Z Z/ f(.T) ezQﬂ'umdx

V=——m.=.0 n

+oo I° f(x)e?™*dx  para soma em n € N
(A8)

y=—o0 ffooo f(x)e?™*dx para soma em n € Z

obtemos a formula de soma de Poisson:

400 +o0 oo ‘
Z fn = Z/_ f(z)e?™*dx (A.9)

+00 +oo
1 OO 12TV
7;:0 fo = §f0 + ,,:E_OO/O f(z)e dx (A.10)

E importante notar que os resultados obtidos nao dependem da interpo-
lacao f(z) (z ¢ Z) usada para o célculo, desde que ela obedega as condigoes

impostas.



APENDICE B

Aproximacao (Gaussiana

Vamos estimar assintoticamente, ou seja, para > 0 grande, a funcao

discreta

o on _—a?
gn = — Q€ s

onde n € N.

Usando a férmula de Stirling [21]:
1 1
Inn! = §ln27r+ n+3 Inn—n+ E(n),
onde |E(n)| < 13-, podemos escrever

1 1
Ing, = —§ln27r— <n+§> lnn+n+2nlna—a2—E(n).

Definiremos
1 o, 1 2 2 2 2
h(x):—§ln27r— x +§ Inz® + 2+ 22" lna — «

e assim

In g, = h(vn) — E(n).

(B.1)
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A série de Taylor de h(x) para x = « é dada por:

1 1 1 1
h(z) = ianW—lna—a(x—a)—l—i <_4+E> (r — a)?

+4 i m(m (=)™ @ "M(x — )™ + 3 (_1)mofm(x —a)™

—1)(m —2) — m
(B.6)
Substituindo (B.6) em (B.5), obtemos
Ing, = —%anw—lna—Q(\/ﬁ—a)Q—i—R(n)—E(n), (B.7)
onde
Rln) =~ (V- ) 4 (Vi a2 44y R an(ya

R(n) = ~~ (Vi — ) + 55 (i — a)? = = (V1 - o
b (Vi a) +0(a™). (B.9)

Para \/n ~ «a, temos n ~ a? e portanto E(n) e R(n) se tornam O(a~?)
e O(a™!) respectivamente. Dessa forma

Ing, = —%anW—lna—Z(\/ﬁ—a)Q—i-O(Oé_l)- (B.10)

A aproximacao gaussiana de g, sera entao:

1
gn =
vV 2ma?

pois e = 1 + O(¢) para € pequeno.

e 2Vt 1 4 O(a™)] (B.11)




APENDICE C

Aproximacoes Assintdoticas

Vamos obter uma aproximacao assintética, ou seja, para 3 grande, uti-
lizando o método de “steepest descents” para

£(6) = /C 9(2)e") d (1)

onde C' é um caminho no plano complexo, g(z) e h(z) sado fungoes analiticas
de z em algum dominio do plano complexo no qual C' esta contido e 5 é um
nimero real positivo. E importante notar que vamos nos restringir ao caso
em g(z) e h(z) sdo independentes de 3. Seguiremos os passos de Murray [22].

Para comecar, vamos introduzir as fungoes ¢ e ¢ definidas por

¢ = Reh(z) (C.2)
Y =Imh(z) (C.3)

Dessa forma podemos escrever
h(z) = ¢(x,y) + iv(z,y) (C.4)

onde z = z + iy. O método de “steepest descents” consiste em deformar o
caminho C' de tal forma que ele passe pelo ponto z = zy no qual ¢ atinge o
seu valor maximo, que ¢ decaia o mais rapido possivel do seu valor maximo
e que 9 seja constante para que nao haja oscilacoes provenientes do termo
e’ perto do ponto de maximo e’?, ou seja, vamos deformar o caminho C
de forma que grande parte da contribui¢ao para a integral venha de uma
pequena regiao em torno do ponto z = zy no qual ¢ atinge seu valor maximo.
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O teorema de Cauchy-Goursat nos permite deformar o caminho C' no
caminho de “steepest descent”. O teorema pode ser enunciado da seguinte
maneira [23]:

Teorema C.1 Se uma funcgao f é analitica em todos os pontos interiores e
sobre um caminho fechado D, entdo

7{3 F(2)dz = 0. (C.5)

Como g(z) e h(z) sdo funcdes analiticas, g(2)e”™?) também ¢ analitica. Seja
Cyq o caminho de “steepest descents”, entao C' U —Cyy forma um caminho
fechado e assim

7{ g(z)eﬁh(z)dz =0
CU—-Cyq

/Cg(z)eﬂh(z)dz—/c g(2)e’"@dz = 0. (C.6)

Portanto,

/Cg(z)eﬂh(z)dz:/c g(2)ePP)dz, (C.7)

sd

ou seja, podemos deformar o caminho C' no caminho Cy; ou em qualquer
outro caminho, desde que este forme um caminho fechado com C' e que
g(z)eﬁh(z) seja analitica em todos os pontos dentro e sobre o caminho fechado.

Como h(z) é uma fungao analitica de z, as fungoes ¢ e 1) devem satisfazer
as equacoes de Cauchy-Riemann

op OV
v 27 C.8
or Oy (C.8)
9¢ oY
- 7 C.9
dy ox (€.9)
e sao fungoes harmonicas, ou seja, obedecem a equacao de Laplace
Vip =V =0 (C.10)

Pelo teorema do médulo méaximo para fungoes harmonicas, ¢ e ¥ nao podem
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Wi C’
[
]
U1 Linkas de conrorno no plano 2

p= Re h(z)
= I hyz)

Figura C.1: Tlustracdo de uma situacao tipica de um ponto de sela S’ (Figura
retirada de [22])

ter maximos ou minimos no dominio de analiticidade de h(z). Portanto,
sendo zy = o + 1Yo uma solugao da equacao

Vé=0 (C.11)
e devido as equagoes (C.8) e (C.9) também serd solucao da equagao
Vip=0 (C.12)

e ele serd o ponto de sela de ¢, ¥ e h. Vamos considerar apenas os pontos de
sela de ordem 1, ou seja,

W(z%) =0,  h'(z)#0. (C.13)

O procedimento para utilizar pontos de sela de ordem superior é apenas uma
extensao do método descrito abaixo.

Considerando a superficie ¢ = ¢(z,y), a figura C.1 mostra uma ilustracao
de uma situacao tipica de um ponto de sela S’ que corresponde ao ponto S
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no plano z. A parte inferior da figura C.1 ilustra as linhas de caminho, ou
seja, as projecoes no plano z da interseccao dos planos ¢ = constante e a

Wl

superficie tridimensional ¢ = ¢(z,y). Os pontos com na parte superior

(AW}

do grafico correspondem aos pontos sem na parte inferior. Por exemplo,

a curva E'P'F’ corresponde a linha EPF.

Vamos agora deformar o caminho C', ou seja, escolher um caminho alter-
nativo de integracao passando por z e tal que a contribuicao principal para
a integral quando [ for grande venha de uma regiao proxima a zy. Portanto,
queremos que ao longo do novo caminho ¢ tenha um méaximo em z; e de-
caia 0 mais rapidamente possivel (dai o nome de “steepest descents”) quando
se afasta de z;. Felizmente, as condigoes de Cauchy-Riemann implicam em
V¢ Vi =0, ou seja, os gradientes de ¢ e 1) sao ortogonais. Dai segue que a
diregao de V¢ (direcao de “steepest descents”) também orienta um caminho
sobre o qual v = constante. Isso por um lado é bom para evitar cancela-
mento devido as oscilacdes provenientes do termo €% que poderiam diluir
a contribuicao da regiao préxima de zy, e por outro é utilizado na pratica
para a determinacao do caminho de “steepest descents”. Mas, como mostra
a figura C.1 existem duas linhas 1) = constante que passam pelo ponto de
sela 2, que correponde ao ponto S no gréfico, e ao longo do qual ¢ varia o
mais rapido possivel. Entretanto, a linha pontilhada PS(@) que esta na regiao
sombreada de montanha no plano z, corresponde a um caminho de “steepest
ascents” ja que ao longo dela ¢(z,y) > ¢(xo, yo) exceto no ponto z = zy. Por-
tanto, a integral para f(f) em (C.1) ndo deve ser deformada nesse caminho
ou em qualquer outro caminho que esteja na regiao sombreada de montanha.
Agora, se considerarmos a linha M SN veremos que ¢(z,y) < ¢(zo,Yo) €x-
ceto no ponto z = zy, portanto, essa é a linha de “steepest descents” que
procuravamos.

Voltando ao calculo da aproximacao assintotica, perto do ponto de sela
20, podemos expandir h(z) em série Taylor:

h(2) = h(z) + %h”(zo)(z )24 O((2 — 2)?) (C.14)
Definindo

B (z0) = ae™ (C.15)
2 — 29 = re? (C.16)
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onde a > 0 e r > 0, e utilizando (C.2) e (C.3), podemos reescrever (C.14) da
seguinte maneira:

1 .
o(z,y) + 1(x,y) = ¢o + 11 + §QT2€Z(20+77) +0O(r®) (C.17)
onde ¢y = (o, yo) € Yo = V¥(xo, o). Regides de montanha, onde ¢(x,y) >

¢, e de vale, onde ¢(x,y) < ¢y, sdo delimitadas pelas duas linhas de contorno
o(z,y) = ¢o. Da parte real de (C.17), dada por

¢ = o+ %arQ cos (20 +n) + O(r®) (C.18)

vemos que na vizinhanca de zy (r pequeno) essas linhas tangenciam e sao
bem aproximadas pelas retas que sao solugoes de cos(20 + n) = 0. Essas
retas sao

1 1
0 = 3 (g — 77> e sua continuagao ¢ =+ B (g - 77) (C.19)
e
0 1(” ) tinuacio 6 +1<7T )(C20)
N ntin = == - .
5 5 n e sua co uacao ™ 5 5 n

representadas na figura C.2. Existem duas regioes de vale nas quais ¢ <
¢o. Como mostra a equagao (C.18), essas regides sdo (aproximadamente na
vizinhanga zp):

T n 3mn

—— << ——= 21
1 2771 ) (©21)
om M mn
—_— == —_ == 22
1 2<(9<4 5 (C.22)

e correspondem as regioes nao sombreadas mostradas nas figuras C.1 e C.2.
Da mesma forma, existem duas regioes de montanha nas quais ¢ > ¢,. Elas
correspondem as regides sombreadas mostrada nas figuras C.1 e C.2.

Da mesma forma, da parte imaginaria de (C.17), dada por

W =1y + %arQ sin (20 + ) + O(r?), (C.23)

vemos que existem duas linhas de contorno v = 1y que, quando r ¢é pe-
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Figura C.2: Ampliagao da vizinhanga de S da figura C.1 (Figura retirada de [22])

queno, tangenciam e sao bem aproximadas pelas restas que sao solugoes de

sar?sin (20 +n) = 0 . Essas linhas sao

0 = —g e sua continuagao 6 =7 — g (C.24)
e
= — — = esuacontinuacdo 0 =— — - _
2 2 ¢ 2 2

As linhas 1 = 1)y estao mostradas na figura C.2 e correspondem as linhas
pontilhadas. A linha § = —7/2 e sua continuagao correspondem ao caminho
de “steepest ascents”, e a linha § = 7/2—1n/2 e sua continuagao correspondem
ao caminho de “steepest descents”.

Vamos agora deformar o caminho C' para que passe pelo caminho de
“steepest descents”. Nesse caminho, 1) = 1)y e assim

h(Z) — h(Zo) =¢— ¢y <0. (026)
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Préximo de zy podemos escrever

h(z) — h(z) = = (2 — 20)*h" (20) (C.27)

N —

Concluimos entao que

1 211

5(2 — Zo) h (Zo) < 0. (CQS)
Por isso, podemos introduzir um nova variavel real 7:

h(z) — h(z) = —72 (C.29)

A equagao (C.29) determina z em funcdo de 7, z(7). Dessa forma, a integral
(C.1) pode ser reescrita da seguinte maneira:

1) = [ e e

—TA

dr (C.30)

onde 74 > 0, 78 > 0 correspondem aos pontos finais do caminho C.

Pode ser mostrado [22] que a contribui¢ao principal para f — oo vem
da integracao sobre uma pequena regiao na vizinhanca do méaximo da expo-
nencial e, portanto, nao introduziremos um erro significativo ao estender o
limite de integracao:

dz

— 31
deT (C.31)

£(8) ~ 560 / TP g(a(r)

—00

Vamos agora obter z em fungao de 7. Para isso, vamos expandir h(z) em
série de Taylor em torno de zy na equagao (C.29):

22— )W (20) + O((z — )" = 7 (C.32)
logo
_9 Y12
z—2zp= {m} T+ O(7%) (C.33)

Devemos escolher a raiz apropriada de h”(zy) € C para que z, percorra o ca-
minho de “steepest descents” na direcao escolhida. Por exemplo, suponha que
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deformamos o caminho C de forma que ele passe pelo caminho de “steepest
descents” 1 = 1)y integrado de um ponto qualquer na regiao de vale inferior
A até outro ponto qualquer na regiao de vale superior B como mostrado na
figura C.2. Na regiao A, arg(z — z0) = 37/2 —n/2 e em B, arg (z — z) =
w/2 — n/2. A escolha apropriada para a raiz de h”(zy) serd aquela cujo
arg{—1/h"(2)}*/? resulta em 7 > 0 quando z est na regido de vale supe-
rior B, ou seja, quando z & zy e arg (z — z9) = 7/2 —n/2, entao pela equagao
(C.33), 7 > 0 quando arg (z — z) = 7/2 —n/2 se arg {—1/h"(z)}'/? =
/2 —n/2. Nesse caso, a equagao (C.33) pode ser reescrita

9 1/2
_ i(m/2—n/2 2
Z—Zo—{m} 6(/ 77/>7'+O(7')

(20
= iV2{l'(2)} T+ O(r?) (C.34)
onde {1"(20)} " = |W"(20)] *e ™2, Quando z estd na regido de vale

inferior A, ou seja, arg (z — z9) = 37/2 — n/2, a equagao (C.34) no fornece
T < 0, como queriamos.

Para completar a aproximagao assintética, vamos expandir g(z(7)) na
sua série de ponténcias

9(z(7))

(20) + (2 — 20)9'(20) + ...

g
g(20) + g'(20) {h"(20)} 2 7 + O(12) (C.35)

Substituindo (C.33) e (C.35) em (C.31) obtemos, finalmente

f(B) = g (z) {_—2)}_1/2 /_Oo e dr + ... (C.36)

W (2o N
e portanto,
_Bh(z0) —or Y V? ( oBh(z0) )
10 = gy} +0 (T (C37)

onde, de acordo com a discusdo acima, devemos escolher a raiz de {—1/h"(zy)}'/?
consistente com a direcao na qual passamos pelo ponto de sela. Para o exem-
plo acima, a integracao ocorrendo de A para B, a raiz apropriada nos fornece
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a seguinte expressao para a equagao (C.37)

1/2
f(ﬁ) ~ {%} ‘h//(z())|71/29(Zo)eﬂh(zo)+(i/2)(ﬁf77) (038)

C.1 Um exemplo

Nessa secao, vamos estudar um exemplo onde utilizamos a aproximagcao
assintética para cacular uma integral. A integral a ser calculada serd a que
obtivemos no calculo da inversao de populacao no capitulo 3:

“ sz/ 521-1?;2“) D Xp{_2(f_\/ﬁ)2
+1 [27r1/n—t\/52 +4X(n + 1)} }dn (C.39)

onde A\ >0,0>0en>1, v eZet>0. Entretanto, quando comparada
com a equacao (C.1), podemos ver que a equagao (C.39) nao estd da forma
que desejamos: o expoente nao esta escrito como um parametro grande, no
nosso caso n, multiplicando um funcao independente de n. Além disso, nao
apenas 7 pode ser grande, como também v e t. Por isso, vamos fazer algumas
aproximacoes preliminares de forma que no final obteremos uma expressao
para ¢, da forma adequada.

C.1.1 Aproximacgoes preliminares

Para comecar, vamos definir um novo parametro temporal:

At
2N/

E imporante notar que para ¥ = 0 nao podemos definir esse novo parametro

T

(C.40)

temporal 7 e portanto, estudaremos esse caso separadamente mais adiante.
Vamos também fazer a seguinte mundanga de variavel:
, 02+ 4N?

_ - _ o2
n=nrt - — e = - (C.A41)
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onde

04N

v 4\?

(C.42)

Dessa forma, (C.39) pode ser reescrita da seguinte maneira:

— . 9
c, = 2_77’ Re {e—i27ru19/ - (1 0 ) €—2ﬁ(\/m—1)2
(9/m)1/2

/0 B AN?nax?
€i27ruﬁ(x2—27'a:) dl’} (C43)

Para n grande, a contribuicao principal para a integral esta na vizinhancga
x = 1. Portanto, a primeira aproximagcao que faremos sera:

= 1+€ 2
c, = ”2_n Re e_igm’ﬁ/ z|1— —57 e—2n(y/a? =0/ —1)?
7T 1—e 4\2na?

6i27run(:c2—2’rx)dl,} + Ey(l) (044)

onde € é um parametro pequeno escolhido mais adiante tal que 1 —e > /¥/n
1) , : o . .
e BV ¢ o erro associado a primeira aproximacao, dado por:

E(l) _ /2_ﬁ Re e—i27rl/19/1_6 1= & 6—27'1(\/12—19/7_1—1)26i27ryﬁ(12—27'x)dx
v ™ (9/m)1/2 A\2nx?

+ /Oo z (1 62 ) 6—2ﬁ(\/m2—19/'ﬁ—1)2€i27r1/ﬁ(:02—27'z)dx}.
1

te AN2nx?

(C.45)

Escolheremos

Inn
=/ — A4
€ o (C.46)

. . . 1 .
Fazendo as estimativas apropriadas para By ), onde usamos o decaimento da
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parte real da exponencial, podemos concluir que:

EW| < 0(””)

- (C.47)

onde a notacao z < O(() significa que z < k( para alguma constante x e ¢
suficientemente pequeno.

Separamos agora a parte de maior relevanvia para n grande:

= 1+e
c, = 2—nR€‘ {6—1'2771/19/ xe—2n(w/x2—19/n—l)2+i27r1/n(x2—27'a:)dx} + Ey(l) + EV(Q)
1

™ —e
(C.48)
onde
2— 52 ) 1+e€ 1 B — ) _
Ey(z) _ /?n 4)\27_11:{6 {6—2271'1/19/ 56—271(« fx2—9/n — 1)2+z27run(a;2—27'x)d$} (049)
1—e

Usando cotas uniformes do estreito intervalo de integracao, esse erro pode
ser estimado por:

E®| <0 (i) | (C.50)

n

Considere a parte real do expoente da equagao (C.48):

2
—2n( $2—§—1> =—2n<x2—é+1—2\/$2—§>
n n n
1
:—2”[(93—1)2—3(1——)—2<i—1‘—|— x2—3>]
n T 2nx n
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e assim
2n ; Le - 2, 0 0 2
c, = 2" Re 61271'1/19/ x€72n(171) +i2nvn(x fQTx)dx + Ey(l) + EV(Q) + EV('S)
™ 1—e¢
(C.52)
onde

= 1+e
EV(B) — . 2_” Re {e—i27ﬂ/19 / xe—Qﬁ(x—1)2+i27rVﬁ(:c2—27'9:)
™ 1—e¢

|:€w(zl)+4n(22x_x+\/r) — 1] dx} (C.53)

31|

Depois de longos e tediosos calculos levando em consideracao que na integral
x estd proximo de 1 e i é grande e portanto o termo entre colchetes de (C.53)
¢ pequeno, podemos estimar que:

EP <0 ( m—ﬁ) (C.54)

n

Dessa forma, finalmente obtemos a expressao para ¢, da forma adequada:

M 1+e€ —
c, = 12_”’ Re {eiQﬂuﬂ/ 1,6211(:1:1)2+i27r1/n(:1:227x)d$} +0 < lnf”)
m 1—e n
2% ) 1+e€ ~ In 7
=4/ il Re {6127”“9/ :Ue”h(x)da:} +0 ( 2) (C.55)
Q 1—e n

onde
h(z) = —2(x — 1)? + i27v(2® — 277) (C.56)
C.1.2 A aproximacgao assintdtica

De posse da expressao de ¢, adequada (eq. C.55), podemos finalmente
fazer a aproximacao assintotica. Vamos comecar estendendo o limite de inte-



C.1 Um exemplo 79

gracao, sem que isso introduza um erro significativo, como dito anteriormente:

2% ) o 07
Cy ~ ”_n Re {e‘zgmﬁ/ a:e"h(x)dx} +0O ( ﬂ) (C.57)
s 50 n

Como z € R significa que o caminho que estamos percorrendo é a reta real,

2n ) _
C, & \/—nRe {6’27””9/ ze"h(z)dz} (C.58)
™ c

onde C' = {z =z + 10,z € R}.

portanto:

Vamos agora encontrar o caminho de “steepest descents”. Sabendo-se
que

h'(z) = —4(z — 1) + i27v(22 — 27) (C.59)

o ponto de sela zy de h(z) é dado por:

1 —amvr
= C.60
=0 1 —amv ( )
Assim, podemos calcular h(z) e h”(zp):
h(z) = —2(20 — 1) + i27v(28 — 272)
2m2? 9 . 2mv 9. 9 9
= T30t (r—1)*+ e 7T2V2(1 —2r — 7). (C.61)
h"(z0) = —4 + idmv (C.62)

Procedendo da maneira descrita anteriormente, podemos concluir que a raiz
apropriada para {—1/h"(z)}'/? é:

IERSY: |
~1/2 i(p—
{h”(ZO)} = |B"(20)|"/?ez(m

1 i
— = [mr—arctan(nv) ]
2 (1 + m22)/* - 09
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onde n é arg h”(zp). Portanto:

c, ~ IQ_ﬁRe {e—z?m/ﬁ/ Zeﬁh(z)dz}
m c
2n —i2mv 9 —27 12 nh(z
Ve { V) e

ﬁ7r2u2 2
T,z (71 5 o (Y 1 =27 — w222
(1+7r v 7') cos [2mvn | — +
1+ 722

Q

Q

67 1+71'2 V2
n

(1+ 7r21/2)5/4
o 2,22
—mv(l —7)sin {27wﬁ (ﬁ + Lo2r v >] } (C.64)

n 1+ w22

Devemos notar que ¢, sé serd relevante quando 7 =~ 1, ou seja, A\t /2wvy/n =~ 1.
Como t > 0, vemos que, para v < 0, ¢, serd pequeno e portanto, vamos
deprezar esses termos.

Substituindo (C.40) e (C.42) em (C.64), obtemos finalmente:

1

AR
QN ——————exp |———— (t— 1,
TR T )

TV A )
[ (1 + m) cos p — W (t —t,) sin go] (C.65)

onde

o 27w (0% 4+ 4X2)  dmwvn — ANt/ — TuNH?

4\2 * 2 (1 + m2v2) (€.66)

. 21N/

v . (C.67)
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C.1.3 Aproximacgao assintética para v =0

Para v = 0, a equagao (C.39) é escrita da seguinte maneira:

1 *° 4)\2(TL + 1) _92 SN-AL 2 2
_ R (Va—vi ) ity /624402 (nt1) g C.68
“ V21n ‘ { /0 02 +4X(n+1) ‘ " ( )

Vamos introduzir o seguinte parametro temporal:

A (C.69)

g
Il

S

Podemos fazer a mesma mudanga de variavel feita anteriormente (eq. C.41)
e assim:

/2n o 52 Ny .
Co = _n Re / Xz <1 — ﬁ) 6_2n( w?—9/n— 1)~ aw dx (C?O)
s (9/m)1/2 4\%nx

Todas as aproximagoes preliminares que fizemos para o caso v # 0 sao
validas para v = 0, ja que as estimativas dos erros levavam em consideracao
apenas o médulo dos integrandos, ou seja, a parte imaginaria do expoente é
irrelevante no calculo dos erros associados a essas aproximacoes. Portanto,
procedendo de maneira analoga a descrita na se¢ao C.1.1, podemos aproximar
a integral (C.70) da seguinte maneira:

— 14e —
Co = A /2_n Re { / gje—Zﬁ(x—l)Q—iQﬁxw dl’} + O ( hlf”’) (071)
™ 1—e n

Aqui também vamos estender o limite de integracao, e lembrando que x € R
significa que o caminho percorrido é a reta real, temos:

Co R \/2— Re { / ze 2z i2nzw dz}
m e}
Re { / 2e™ (@ dz} (C.72)
c

3

ik
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onde
h(z) = —2(z — 1) —i2z@ (C.73)

Vamos agora encontrar o caminho de “steepest descents”. A derivada
primeira de h(z) é:

h(z)=—-4(z —1) — 2w (C.74)

e assim o ponto de sela 2y é dado por:

o
=% (C.75)
2
Dessa forma, podemos calcular h(zy) e h"(z):
o?
h(zp) = - - 2w (C.76)
R (z) = —4 (C.77)
Concluimos entao
Co & 1/2—nRe{/ ze™M) dz}
m —0o0
2n —on V2 ~
~ R nh(zo)
7 e{ {nh”(zo)} e }
ﬁwQ w
ez [cos (2nw) — bl sin (2ﬁw)] (C.78)

Substituindo (C.69) em (C.78), obtemos finalmente:

At
2vn

—2242

co~e 2 [cos (2)\15\/5) —

sin (2)\15\/5)] (C.79)



APENDICE D

Super-operadores

O espaco vetorial V consiste em um conjunto de elementos, chamados
vetores e que representaremos por um “ket” (|a)), que obedecem as seguintes
condigoes: (i) a soma de quaisquer dois vetores é igual a um vetor; (ii) a soma
de vetores é comutativa e associativa; (iii) existe o vetor nulo, cuja soma com
qualquer outro vetor resulta nesse vetor; (iv) para todo vetor existe o vetor
inverso, de forma que a soma dos dois é igual ao vetor nulo; (v) o produto
de um escalar por um vetor é igual a um vetor e (vi) a multiplicagdo por um
escalar ¢ distributiva e associativa.

Operador é uma transformacao que leva um vetor em outro vetor do
mesmo espago vetorial, ou seja, se |a) € V, entao pla) € V, onde p é um
operador. Representaremos o espaco vetoral dos operadores por O. Os ope-
radores devem obedecer as seguintes condigoes:

(p+0)|e) = pla) +ola) (D.1)
(Ap) la) = Alpla)) (D.2)

onde p e o sao dois operadores quaisquer e A é um escalar.

Super-operador é uma transformacao que leva um operador em outro
operador do mesmo espaco, ou seja, se p € O, entao Dp € O. Os super-
operadores devem obedecer as mesmas condigoes dos operadores. Conside-
remos, por exemplo, o super-operador dissipador, definido por:

Dp = v (2apa’ — a’ap — pa'a) (D.3)
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onde p é um operador. Utilizaremos a notacao:

D=v2a-a" —d'a-—-a'a) (D.4)

“won

onde o representa o operador sobre o qual o super-operador atua.

A multiplicacao de super-operadores é realizada por composicao da di-
reita para esquerda:

(D1D2)p = D1(D2p) (D.5)

A multiplicacao de super-operadores depende do ordenamento deles. Por
exemplo:

~—
S
S
ps
~—
—
S
pr
S
~
I
SRS
S
ps
S
S
pi
—
N~—

Poténcias inteiras positivas de super-operadores sao definidas da maneira
usual e funcoes analiticas através de suas séries de poténcias. Por exemplo,
a exponencial:

> (a-ah)”
e’ = Z—( . ) (D.9)

n=0
Podemos verificar que
ey = g LR T(f)n (D.10)
ey — ni;o (CLTZ!)"P el (D.11)
palay — nf; P(a;!a)" _ et (D.12)

O comutador de dois super-operadores resulta em um super-operador.
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Por exemplo:

[a-a',a’ - al

(a . aT)(aT a) — (aT . a)(a . aT)

CLCLT . CLCLT — CLT(I : CLTG

(D.13)
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