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Resumo

Caracteristicas quanticas intrinsecas podem ser observadas em experi-
mentos simples como, por exemplo, na difracao de pacotes gaussianos. A
evolucao livre desses estados contém um tempo intrinseco caracteristico do
estado inicial, 7y = mTU?’ que esta fundamentalmente relacionado com car-
acteristicas de “velocidade”de alargamento do pacote. Usando a saturacao
do determinante da matriz de covariancia de Schrodinger para evolugoes
quadraticas, mostramos que a partir da andlise de experimentos de fenda
unica que determinam as incertezas em posicao e momento, Az e Ap, é pos-
sivel obter correlacoes nao locais tais como o, =< xp+pzr > /2. Este objeto
esta diretamente relacionado com o tempo caracteristico 7.

Observando ainda a perfeita analogia entre a equacao de Schrodinger e
a equacao resultante da aproximagao paraxial a equagao de Helmholtz para
a luz classica, mostramos que, para feixes gaussianos, o comprimento de
Rayleigh tem exatamente o papel de 75 na evolugao da particula livre e tam-
bém esta relacionado com a medida de correlacao entre posicao e momento
do pacote gaussiano e sua transformada de Fourier.

A medida dessas correlacoes entre x e p no caso da luz foi por nés inferida
a partir de uma experiéncia simples em nossos laboratérios de ()ptica Quan-
tica. No caso de particulas, mostramos que é possivel determinar experimen-
talmente o valor dessas correlcacoes a partir da difracao de macromoléculas
em uma fenda.
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Abstract

Intrinsic quantum characteristics can be observed in simple experiments
like for example, the diffraction of Gaussian packets. The free evolution of
these states have an intrinsic characteristic time of the initial state 75 =
mTU‘% that is fundamentally related with the characteristic “velocity”of the
packet ‘s spreading. Using the saturation of the Schrédinger covariant matrix
determinant for quadratic evolution we show that from the analysis of single
slit experiments that determine the uncertainties of position and momentum,
Az and Ap, it is possible to obtain non-local correlations like 0,, =< zp +
px >. This object is directly related with the characteristic time 7.

Observing the perfect analogy between the Schrodinger equation and the
resulting equation of the paraxial approximation of the Helmholtz equation
for classical light, we show that for Gaussian beams, the Rayleigh length has
exactly the role of 7y in the free particle evolution and is also related to the
correlation measurement of position and momentum of the Gaussian packet
and its Fourier transform.

The degree of correlations between x and p in the case of light was
inferred by from a simple experiment in our Quantum Optics laboratory. In
the case of particles, we showed that it is possible to determine experimentally
the value of these correlations from the diffraction of molecules through a slit.
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CapiTULO 1

Introducao

Questoes fundamentais relacionadas a alguns fenomenos quanticos contra-
intuitivos podem atualmente ser testados experimentalmente. Entre estes, a
natureza ondulatoria de particulas. Por um lado, o principio de correspondén-
cia de Bohr estabelece que o comportamento classico deve ser observado para
grandes nimeros quanticos. Dado o impressionante progresso tecnolégico nas
tltimas décadas pode-se agora testar a natureza ondulatéria de cerca de 107
atomos no fendomeno de condensacao de Bose-Einstein [1]

A investigagao presente é devida a um “experimento gendanken”(Feynman)
o qual contém todos os ingredientes bésicos que tornam os resultados da
teoria quantica tao contra-intuitivos. Os experimentos de multi-fendas de
Zeilinger [2] mostram que fenomenos de interferéncia estdo presentes em
macromoléculas, os fulerenos, os quais contém 60 atomos de carbono.

A maioria dos trabalhos na literatura referem-se a muitos experimentos
que tentam mostrar que, a descricao em termos de ondas classicas no limite
de Fraunhoffer quantitativamente adequado tém sido tentativas para mostrar
que a equacao de Schrodinger dadas as aproximacoes apropriadas pode ser
colocada na forma de ondas de Fraunhoffer.

Nosso escopo é completamente diferente e nds focamos a questao: ja
que a diferenca basica do comportamento das ondas quanticas e das ondas
Maxwellianas no vacuo é a sua relagao de dispersao, podemos verificar exper-
imentalmente tais diferencas? E ainda, ha um limite para as ondas luminosas
sob o qual elas irao exibir efeitos dispersivos?

Uma das diferengas fundamentais é que numa experiéncia de difragao



envolvendo multiplas fendas a frente de onda (de Maxwell, no vacuo) atinge
todas as fendas com a mesma fase. No caso de particulas, devido a relagao de
dispersao, a fase em cada fenda sera fungao da posicao dessa fenda. Isto gera
padroes de interferéncia que podem ser dramaticamente diferentes daqueles
gerados pelas ondas clédssicas referidas. Essas diferencas sao controladas por
um parametro que caracteriza o “envelhecimento”do pacote, no sentido da
quantificacao do seu alargamento comparado com a dispersao Az inicial.
Esse parametro tem unidade de tempo e é expresso em termos do pacote
m—U‘%, onde oy é a largura do pacote inicial e m é a massa

h
da particula. Outra caracteristica marcante da evolucao livre de ondas de

inicial como 75 =
matéria é a saturacao da matriz de covariancia de Schrédinger dada por

2
2 hz (1.1)

O'sz'pp - pr -

%2””. Observamos entao que uma

onde 0,, = Az?0,, = Ap® e 04y =
medida de Az e Ap pode nos dizer, indiretamente e quantitativamente, o
valor das correlacoes nao locais % < xzp+px >. Estas correlagoes estao indire-
tamente relacionadas com o parametro 7. Recentemente, um experimento|3|
foi realizado para verificar o principio de incerteza e Az e Ap foram obti-
dos para a difracao de macromoléculas em uma fenda com abertura variavel.
Modelamos o experimento supondo uma abertura gaussiana e obtivemos um
resultado analitico para a intensidade observada na tela. Mostramos que,
apesar do “obstaculo”, o determinante de Schrédinger continua saturado em
h2

7+ Por isso, mostramos que ¢ possivel obter desse experimento os termos

cruzados og.

Estas caracteristicas acima mencionadas sao tipicas da Mecanica Quan-
tica. No entanto, existe uma aproximacao bastante utilizada da equacao de
Helmholtz, a aproximagao paraxial, que tem uma analogia completa com a
equagao de Schrodinger. Aqui também existe um comprimento caracteristico
relacionado a largura do envelope de onda, 2y, denominado comprimento de
Rayleigh, que determina a escala a partir da qual a curvatura das frentes
de onda se modifica. Nao surpreendentemente mas curiosamente, é possivel
montar um esquema absolutamente analogo para a cinematica e dinamica
dessa equacao com as da Mecanica Quantica. Por isso, neste caso, existe
uma matriz de covariancia anédloga a de Schrédinger que também satura (em

i). Realizamos em nossos laboratérios de Optica Quantica uma experién-



cia para determinar as correlacoes o,, associadas a incerteza proveniente do
pacote inicial e sua transformada de Fourier.

Esta dissertacao estd dividida como segue: no capitulo 2, estudamos
as ferramentas necessérias ao desenvolvimento deste trabalho. Mostramos
que existe uma completa analogia entre a equacao de Schrédinger bidimen-
sional para a particula livre e a equacao paraxial de Helmholtz. Devido a
essa analogia desenvolvemos para a onda de luz um formalismo matematico
completamente analogo ao usado em mecanica quantica. Determinamos a
relacao de incerteza generalizada de Schrédinger para ondas de matéria e
mostramos que existe uma relagao de incerteza equivalente para a luz. No
capitulo 3, mostramos que a propagacao de um pacote gaussiano de particu-
las livres apresenta resultados completamente andlogos aos da propagacao
paraxial de feixes de luz gaussianos. No capitulo 4, mostramos resultados
experimentais para a medida da correlacao posicao-momento para um feixe
de luz gaussiano. Mostramos também, resultados tedricos para a propagacao
de pacotes gaussianos através de uma fenda gaussiana e comparamos com os
resultados experimentais obtidos por Zeilinger [3].



CAPITULO 2

Ferramentas

Neste capitulo estudamos as ferramentas necessarias para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Na secao 2.1 mostramos a aproximacao necessaria
para obtermos a equagao paraxial de Helmholtz, mostramos que essa equacao
¢ completamente andloga a equacao de Schrédinger bidimensional para a
particula livre e, devido a essa analogia, desenvolvemos para a luz um for-
malismo matematico completamente analogo ao usado em Mecanica Quan-
tica; na secao 2.2 demonstramos o principio de incerteza de Schrédinger para
particulas; na secao 2.3 obtivemos para a luz, o equivalente do principio de
incerteza generalizado de Schrodinger para uma fungao de onda u (z).

2.1 Aproximacao Paraxial e a
Equacao de Schrodinger

Comecaremos essa secao enfatizando o que sejam ondas paraxiais e em
seguida mostraremos as aproximagoes necessarias para obtermos a equacao
paraxial de Helmholtz, com a qual trabalharemos no capitulo 3.

Uma onda é dita paraxial se as normais as suas frentes de ondas sao
raios paraxiais, ou seja, raios que fazem um pequeno angulo com o eixo de
propagacao. Uma maneira de construir uma onda paraxial seria considerar
um “trem”de ondas, e modificar ou “modular’o envelope complexo A da onda
plana Aexp (ikz), fazendo-o variar lentamente como uma funcao da posigao

r,

E(r) = A(r)exp (ikz). (2.1)

A variacdo de A (r) com a posigao deve ser lenta dentro da distancia de um
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comprimento de onda A = 2%, de maneira que a onda mantenha aproximada-
mente sua natureza planar.

A funcao de onda
u(r,t) =|A(r)|cos[2nvt — kz+ arg {A(r)}] (2.2)

de uma onda paraxial é esbogada na fig.(2.1a) como uma fungao de z em ¢t = 0
e x =y = 0. Essa é uma fungao senoidal de z com amplitude |A(0,0,z)| e
fase arg{A (0,0, 2)} que varia lentamente com z. Uma vez que a mudanga
na fase arg {A(x,y,z)} é pequena dentro da distancia de um comprimento
de onda, as frentes de ondas planas, kz = 27q (g inteiro), do trem de ondas
inclinam apenas levemente, de maneira que suas normais sao raios paraxiais

fig.(2.1Db).

frentes de onda

JUYPYIN

faf ib!

Figura 2.1: a) A magnitude como uma fungao da disténcia z; b) as frentes de ondas e as
normais as frentes de onda de uma onda paraxial.

A hipétese acima sobre o envelope complexo A(r), nos permite fazer
algumas aproximagoes que nos levam a equagao paraxial de Helmholtz. Con-
sideremos a seguir a aproximacao paraxial para a onda de luz dada pela
eq.(2.1). Para que a onda paraxial dada pela eq.(2.1) satisfaga a equagao de
Helmholtz

(V> + k%) E(r) =0, (2.3)

o envelope A (r) deve satisfazer uma outra equagao diferencial parcial obtida
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substituindo-se eq.(2.1) em eq.(2.3), ou seja,

82 82 62 0 ikz __
[(@—’_8 2 6 2-1-12]{38 )A(m,y,z)}e =0. (2.4)

A suposicao de que A(r) varia lentamente com z, como mostrado na fig.(2.1),
significa que dentro da distancia Az = A\, a variacao AA é muito menor que
o préprio A isto é, AA < A. Uma vez que ANA = (%—f) Nz = (%—‘2) A, segue

que % << 5= Ak , € portanto

0A
E < kA. (2.5)

A derivada % também varia lentamente dentro da distancia A,

(2.6)

e podemos portanto desprezar %é‘ na eq.(2.4). Assim obtemos a equagao
paraxial de Helmholtz

0?02 0
(0_ + a7 +1 2k8 ) A(z,y,z) = 0. (2.7)

O envelope A (r) de um feixe gaussiano é uma solucao exata da equagao
paraxial de Helmholtz (2.7), mas sua correspondente amplitude complexa
E (r) é apenas uma solugao aproximada da equacdo de Helmholtz (2.3). A
aproximacao é satisfatéria se a condigao (2.6) é satisfeita [4].

Note que, conforme discutido na introducgao, essa equacao tem exata-
mente a mesma forma da equagao de Schrodinger bidimensional para a particula
livre

o2 9 B
(7 + 37 Lt d > b(z,y,t) =0 (2.8)

com - fazendo o papel de um tempo ficticio ¢. Onde v, ¢ a velocidade do
pacote de ondas ao longo da direcao classica z.

Uma completa analogia entre essas equagoes torna-se mais clara ao es-
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crevermos a eq.(2.7) em termos do comprimento de onda A;, = 2%, isto é,
0? 0? 1 0
(— +—+ z'47r——> A(z,y,z) =0. (2.9)
T Y

Onde o indice L foi usado para representar o comprimento de onda da luz.
Na hipétese de velocidade constante podemos definir z = v.t, e usar o com-
primento de onda de de Broglie A\ = % para escrever a eq.(2.8) como

2 2 1
(i~+%7+mmn%)wuw¢=zw»=o. (2.10)

Entao, na hipotese de velocidade constante, a evolugao espacial das frentes de
fase ao longo do eixo z podem ser analisadas em termos dinamicos de particu-
las movendo-se no plano zy (Wilkens, 1996)[5]. Essa hip6tese é adequada em
experimentos realizados recentimente [3].

Devido a completa analogia entre as duas equagoes podemos, dentro do
limite de validade da equacao paraxial, desenvolver para essas ondas um
formalismo matemaético idéntico ao usado na Mecanica Quantica, estando
subentendido sempre um espaco de Hilbert para o qual os polinomios de
Hermite-Gauss sao uma base ortonormal e completa.

E vantajoso definir uma relacao de operadores num espaco abstrato e
assim podermos usar a notagao de Dirac que simplifica a realizacao de op-
eracoes matematicas. Um vetor base desse espaco é representado pelo ket
|z, y). Nesse espaco, a funcao A (z,y,z) é representada pelo ket |A(2)) e

seu produto interno com o vetor da base |z,y) fornece A (z,y,z), ou seja,
(z,y|A(2)) = A(z,y,2). Os operadores diferenciais (—iZ) e <—ia%> at-
uando nesse espaco, sao representados no espago abstrato de kets pelos oper-
adores P, e P, [6]. Devemos lembrar que, assim como é na Mecanica Quan-
tica, os auto-estados dos operadores diferenciais nao precisam pertencer a

um espaco de Hilbert.

O espaco abstrato mencionado anteriormente é munido das seguintes
relacoes de comutacao e completeza

[X,P,]=XP,— P,X =i (2.11)

Y, B =i (2.12)
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X,Y] = [X,P,] =[V,P,] = 0 (2.13)

onde

S

)

(2.14)
Yly) (2.15)
Pulps) = pe Ipx> (2.16)
Pylpy) = pylpy) (2.17)
o0 +o00
/ / drdy|z,y)(z,y| =1 (2.18)
“+oo +oo
/ / dpdpy|Dz, Px) Pz, Pyl = 1 (2.19)
1 TPz YD
<$>y’pzvpy> = %e ey, (220)

2.2 Determinante de Schrodinger

Sejam A e B dois observaveis, nao necessariamente comutantes, os desvios
quadréticos médios desses observavies no estado |¢) sao dados por

oW = (| A2 — (| AJep)? (2.21)

2 = (| B2) — (4| Bl (2.22)

Uma forma 1til de expressar os desvios quadraticos médios ag’b) e ag}), con-

siste em introduzir os operadores “deslocados”[7,8]

Ay = A= (Y|A[)T (2.23)

By = B — (Y| B|Y)I (2.24)

onde I é o operador identidade. Em termos desses operadores deslocados os
desvios quadraticos médios tornam-se

= (Y|AL,) 1Y) (2.25)
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2
oW = (| B2, [0). (2.26)
)2 _(¥)

2 .
O produto 01(4#) op ', escrito em termos dos operadores deslocados fornece

o8 o = (WIAL )W Bl ). (227)

A desigualdade de Schwartz [9] nos permite escrever a eq.(2.27) da seguinte
forma
2 _(v)2
oo > |(W|Aw Bl (2.28)

O valor esperado do produto Ay By é em geral complexo se esses operadores
nao comutam. Dai segue que

(] Ay By [0) 2 = (Re (W] Ay By 1)) + (Im (]| Ay By [))* . (2.29)

Usando a hermiticidade de A e B podemos expressar o segundo termo de
eq.(2.29) em termos do comutador desses dois operadores. De fato

1
Im(P[Ag Bulv) = o (04w B} = (81 Aw By [¥)")

1
= 5 (([Aw Bw)l) = @By Awlv)

(| [Aw), B 1)
2
(V[ [A, Bl [¥)
2%

(2.30)

Agora, substituindo a eq.(2.30) na eq.(2.29) e esta na eq.(2.28), obtemos a
seguinte desigualdade

(2.31)

(Wl [A, B \w>)2‘
21

ol > (Re(y|Aw) Bw)l))” + (

Uma discussao completa a respeito da contribuicao da parte real foi feita
por Schrédinger em uma comunicacao pouco conhecida a Academia de Cién-
cias da Prussia, datada de 1930 [8]. Nessa comunicagao, Schrédinger conserva



2.2 Determinante de Schrodinger 15

a contribuicao da parte real, sendo, portanto, levado a desigualdade

AB + BA
0;¢)20g>22<<¢| ;r [¥)

— (0] AW (] Bw) "

f [14B -~ BAw)
2

: . (2.32)

que interpreta como estabelecendo uma relagao entre trés quantidades, a
saber:

1. o produto dos quadrados dos desvios quadraticos médios;
2. 0 médulo quadrado da metade do valor médio do comutador e

3. “ uma quantidade que pode ser definida como o quadrado do desvio
médio do produto, com a condicao de que a nao-comutatividade seja
levada em conta, isto é, o desvio médio do produto deve ser definido
como a média aritmética de (Y| Aw) B |¥) e (¥|Buw)Aw 1) que sao

- : . 2 2
expressoes ‘mistas’ completamente analogas a o A¢) e Jg’) "

Esta terceira quantidade é equivalente & covariancia definida por [§]

(A= (Aw)) (B = (Bw))) + (B = (Bw)) (A~ (Aw))

cov (A, B) = a%g; = < 5

(2.33)

e recebe hoje o nome de covariancia de A e B em [|¢). Definindo a matriz
W2 (¥
o o
II(A,B) = 4 i
(4, B) ( Jw W )

obtemos para o determinante de Schrodinger a seguinte expressao canonica

de covariancia por

det (I1 (4, B)) > ~| (6| [, B |) (2.34)

o |

Para os observdveis X e P, que satisfazem a relacao de comutagao [X, P| =
1h, o determinante de Schrédinger é dado por

det (I1 (X, P)) > %2 (2.35)
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onde observamos que esta relacao de incerteza fornece a condicao minima
para a incerteza de Heisenberg quando o termo correspondente a covariancia
a%) for nulo.

2.3 Principio de Incerteza para a Luz

Considere a expansao em ondas planas da fungao de onda u (z,t) [10,11]

1 )
u(x,t) = N /dk:A (k) e ikz—w(®)] (2.36)

As amplitudes A (k) sdo determinadas por uma transformada de Fourier de
u(x,0) (t =0 por simplicidade)

Ak) = \/% / dru (z,0) &+, (2.37)

lu (z,t) |> d4 a distribuigdo do pacote de ondas no espago no instante t.
|A (k) |* determina como as componentes de onda plana de determinado com-
primento de onda (ou k) contribuem para formar o pacote. Deste modo,

(x) :/|u($,0)]2$dm (2.38)

(k) = / |A (k)| kdk (2.39)

correspondem, respectivamente, a posicao e ao numero de onda médio em
t = 0. Vamos supor, por simplicidade, que

/d:c u(z,0)* =1 (2.40)

isso implica em
/dk; AR = 1. (2.41)

Agora notemos que, partindo do resultado eq.(2.39)

(k) = / A (k)2 ki (2.42)
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podemos mostrar, apds algumas manipulagoes, que

0
(k) = i/d:vu* (2,0) —u(x,0). (2.43)
Ox
Temos, também
(k2 = / ARk A (k) 2, (2.44)
que apos algumas manipulagoes algébricas fica
92
(k2 = — / o (7,0) 20 (2,0). (2.45)

As variancias Az = /(2?) — (x)? e Ak = /(k?) — (k)? determinam as
larguras das distribuigoes u (z,0) e A (k), respectivamente. Facamos Az =
x— (x) e Ak =k — (k). Temos

(8a) = {(z — (2))°) = («®) — (&)® (2.46)

(NK?) (2.47)

I
—
—

a5
|
—
=
~
SN~—
V)
~

I
—

o
()
~

|

_
5
~
(V)

Obtemos entao

(Az?) :/dx|u(x,0) 2 (a:—/da:x|u(x,0) |2)2 (2.48)

(AR = /dk|A (k) |2 (k - /dk:k:|A (k) |2>2 (2.49)

k- /dkk|A (k)2 = & — i/dxu* (2,0) %u(x,()) (2.50)

entao

(NK?) = —/dxu* (z,0) {a% — /d:vu* (z,0) a%u (z, O)ru(a:,O). (2.51)
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Logo
(D) (AK?) = /dxu* (z,0) (x — (z))*u (x,0) x

x/dxu* (2,0) (@%-(@)QU@,O). (2.52)

A desigualdade de Schwartz produz

(AT (AK?) > /dmu* (x,0) (z — (z)) (z% — <k>) u(x,0) (2.53)

Podemos escrever (z — (z)) (i — (k)) como
(x — (z)) (z% — (k)) = % {x — <x>,z% - (k)} + % {x —(x) z% — <k>} :
(2.54)

9

Como 17 5

¢ hermitiano, a integral
" 0
deu* (z) |z — (x),i— — (k)| u(x) (2.56)
Ox
¢ imagindria e a integral

/ deu’ (z) {x —(2), z’% - (k)} u(z) (2.57)

é real. Dal,

(A2 (AR > i / dou* (z) {x _(2), ia% - (k‘>1 u(@)| 1

+ ;; (/ dru* () {x - @),@% — <k>} u (:c))z- (2.58)
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Note que

{x - <x>,za% - <k>1 - [w,i%] =i (2.59)

(2.60)
Entao
/d:vu* (x) {x - <x),z% — <k>} u(z) = i/dmu* (x) (a:a%j + %w) u(x)—2(x)(k).
(2.61)
Portanto
(AZ?Y(NK?) — i (z/dxu* (x) (x% + %) u(x) — 2<x>(k)) > i (2.62)
ou ainda,
OpaOkk — Ope > i (2.63)
onde
0o = (D2%) = {(z — (2))), (2.64)
o = (OF) = ((k = (k))") (2.65)

o = % / dou* (z) (xa% + a%a;> w () — () (k). (2.66)

A eq.(2.63) é o equivalente do principio de incerteza generalizada para uma
funcao de onda u ().



CaApiTULO 3

Analogia entre Onda de
Matéria e Onda Classica

Louis de Broglie (1923)[12] sugeriu que as particulas da matéria se propagam

como ondas, com um comprimento de onda dado por

A p (3.1)
onde h é a constante de Plank e p é o momento da particula. Essa idéia
notavel motivou a equacao de Schrodinger, que descreve a propagacao de
tais ondas. As hipoteses de de Broglie implicam na existéncia de um tipo de
Optica totalmente novo, isto é, éptica de onda de matéria, na qual ondas de
elétrons, de neutrons, de atomos e até mesmo ondas de moléculas podem ser
manipuladas coerentemente [13].

Como vimos, a equacao paraxial de Helmholtz tem exatamente a mesma
forma da equacao de Schrodinger dependente do tempo com i fazendo o
papel de um tempo ficticio t. Isso permite uma analogia imediata entre os
parametros caracteristicos da evolugao dada pela eq.(2.9) tais como o com-
primento de Rayleigh e fase de Gouy com os parametros caracteristicos da
onda livre de Schrodinger, o tempo caracteristico de evolucao de correlacao
entre x e p e uma fase geométrica (usualmente desprezada). Um outro resul-
tado importante, que completa essa analogia é a existéncia de uma relacao
de incerteza generalizada, equivalente a de Schrodinger, para a luz paraxial
da mesma forma que existe para particulas.

A seguir, na secao 3.1 determinamos a fungao de Green para a onda
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eletromagnética; na secao 3.2 determinamos a funcao de Green para a particula
livre em duas dimensdes (2-D) e comparamos o resultado com o determinado
para a onda eletromagnética; na secao 3.3 propagamos um feixe gaussiano
monocromatico no espaco livre, interpretando com detalhes as propriedades
do feixe propagado, também mostramos que o feixe propagado satura o equi-
valente do principio de incerteza generalizado determinado na eq.(2.63), em
qualquer z; na se¢ao 3.4 propagamos um pacote gaussiano de particulas livres
em (2-D), mostramos analogias um a um existentes entre as propriedades do
feixe de luz e do pacote de ondas de particula livre propagados, também
mostramos que o pacote de ondas propagado satura a relacao de incerteza
generalizada de Schrodinger em qualquer tempo.

3.1 Determinacao da Funcao de Green Para
a Onda Eletromagnética

No espago das fungoes contendo A (r,t) = (r,t|A), tratado na segao 2.1,
vamos definir o operador deslocamento longitudinal H; (semelhante ao que
fazemos em Mecanica Quantica quando definimos o hamiltoniano H como
gerador de deslocamento temporal [17]) como

H=-(—+-=—) =P+ P 3.2
Com essa defini¢ao, a equagao paraxial de Helmholtz (2.7) pode ser escrita
como

H)|A(2)) = i2k%|A (). (3.3)

dz
evolucao longitudinal U (z, ;) como

O operador H; satisfaz a condigao 0, assim podemos definir o operador

Z—Zj

U (2,2) = e "o (3.4)

€ escrever

|A(2)) = Ui (2, ;) [A(25)) (3.5)

onde podemos observar que U, lTUl = 1. Essa forma do operador evolucao vale
para ambas as dire¢oes de propagacao. A propagagao na direcao z negativa
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origina o sinal menos que pode ser compensado trocando-se k por —k.

Com U, definido pela eq.(3.4) podemos mostrar que

Az, y,2) = /GL (x,y, 2,25, v5, 25) A (25,95, 2;) de;dy; (3.6)
Onde Gy, (z,vy, z; x,9;, 2;) definido por

GL (957% Z;xj>yj7zj) = <xay|Ul (Za Zj) ’zjayj> (37)

¢é a funcao de Green para a onda eletromagnética em meios isotrépicos. O
indice L foi usado para representar a funcao de Green para a onda eletromag-
nética. Fazendo z; = 0 e substituindo eq.(3.4) em (3.7) encontramos para
Gr (z,y, 2;24,9;,0) o seguinte resultado

2
) //ei[(x_””f)px+(y_yﬂ')py] efiz(p?ﬁpi)/%dpxdpy'

(3.8)
Na obtencao da eq.(3.8) utilizamos as relagoes dadas por eq.(2.19) e (2.20).
A eq.(3.8) é o produto de duas transformadas de Fourier unidimensionais de

k
GL (x7y7zal‘]7y]70) = (%

fungoes gaussianas, cuja solucao é dada por [14]

/6_52§2 et de = g ¢TI (3.9)

Isso nos permite obter para Gy, (z,vy, 2; x,y;,0) o resultado

k

k . 2 2
G (x,y, z;x),y;,0) = —z% exp {zg [(x —z;)" + (y — ) }} . (3.10)

Esse propagador é idéntico ao kernel da integral de difracao de Fresnel-
Kirchhoff na aproximacao paraxial [6,15].

Em termos do comprimento de onda Ay a fun¢do de Green (3.10) toma
a forma

) VT
G (z,y, 2 25,y;,0) = e exp {)\_LZ [(z —2;)* + (y — yj)Z]} . (3.11)
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Gr (z,y, z; 24, y;,0) escrito dessa forma nos permite fazer uma completa analo-

gia com o propagador para particula livre determinado na préxima secao.

3.2 Determinacao da Funcao de Green Bi-
Dimensional Para a Particula Livre

Na representacao de Schrédinger a evolucao temporal do estado é dada
pela equacgao de Schrodinger

. d
H | ) = ihe | 0). (3.12)

Existem determinados casos importantes nos quais % = 0, e assim podemos

escrever a evolugao temporal do estado como

| 77/}>t = U(t) | ¢>to:0a (3-13)
Ut)=e 7. (3.14)

Onde fizemos ty = 0 por simplicidade.

Na representacao de posigao, para o caso 2-D, a equacao de Schrodinger,
eq.(3.12), é dada por

.0
[ [ @yl 1 e @ty dndy =g o @po. (319

onde ¢ (z,y,t) = (z,y|Y (t)). Na obtengao de eq.(3.15) inserimos a relagao
de completeza

//|~"Cj,yj><$j,yj|d$jd?/j =1 (3.16)

Agora, inserindo os resultados dados pelas eqgs.(3.13) e (3.14) em eq.(3.15)
chegamos na seguinte expressao para a fungao de onda [7,16]

(e yt) = / / oy | U (8) | 5, 93)0 (25,5,0) dy

= [ [ Gule by 5,006 (@5, 0 sy (317)
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com
Gpl <x7y7t;xjuyj70) = <xvy ‘ U(t) | ‘Tj7yj>' (318)

Onde o indice pl foi usado para representar a funcao de Green para a particula
livre.

Mostramos dessa maneira que o valor da fun¢do de onda (na descrigao de
Schrodinger) de uma particula livre no ponto (x,y) e no tempo t, ¥ (x,y,t),
pode ser expresso em termos dos valores da funcao de onda em pontos
diferentes do espago-tempo, ¢ (z;,y;,0), conforme estd proposto no exercicio
(3.13) do livro mecénica quantica de Toledo Piza (2003) [7]. Aqui o operador
evolugao temporal eq.(3.14) foi substituido pela fun¢ao de Green eq.(3.18).

Agora vamos obter G (z,y,t; x;,y;,0) para o caso particular da particula
livre. O hamiltoniano da particula livre em 2-D é dado por

p? 1 9 9

onde P é o operador momento linear. Dessa maneira U (t) torna-se

U (t) = e~ zon (PEHE)). (3.20)

A expressao para Gy (z,y,t;2;,y;,0) é obtida da definicao eq.(3.18)

it

_ 2 2
Gu (z,y,t;25,95,0) = (2, y|U (1) |25, y;) = (x,yle M(P””ery)‘xj,yﬂ- (3.21)

O operador U (t) para a particula livre opera na base dos momentos, isto é,
= |

na base |p;,py) = [pz) ® |py), que satisfaz a relacdo de completeza

//’px:py><pzapy‘dpxdpy = 1. (322)

Isso nos permite resolver a eq.(3.22) inserindo completezas em momentos, o
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que resulta na seguinte expressao para Gy (z,y,t;2;,y;,0)

Gy (7,9, t;25,v5,0) = ////dpxdpydp;dp;@,ylpmpw

it 2
(Das Dyle™ 2w (P +P)|px,py)<px,py!x],yy>

= / / / / dp.dp,dp,dp, (T, y|ps, py)

X (PaDylPys Dy e W(p”py)<px,py\xj,yj>-(3-23)

X

Com [9,17]
1 - Py

<ZE, y|pxapy> = %ei%x617y7 (324)

(Pas Dyl ) = 6 (px - p;) 5 (py - p;) (3.25)
e a propriedade de filtro da funcao Delta de Dirac

/+OO 5 (p —p’> fp)dp=f (p’> (3.26)

o0

obtemos para Gy (z,y,t;x,9;,0) a expressao
Gpl (Z’,y,t;l’j,yj,()) = (2 h) //dpzdp e zmh Pgﬁ‘Py)eh[pz(x—Ij)-l-py(y—yj)]

X /dpye_ﬁnthpieépy(y_yj). (3.27)

A eq.(3.27) nos diz que podemos resolver a integral em cada componete
separadamente. Para a componente p, por exemplo, temos

1 it 2 1 1 2
— dpye” zmiPaerPe@=T)  — [ _—_ dpe~(av*+20p)
(%h)/ Poc mmire (QWR)/ pe

1 T b2
= —ea 2
57 e (3.28)

y). A validade do resultado eq.(3.28) exige que

onde a = 5'- =z —

I'm[a] >0, o que 1mphca nas seguintes condicoes:
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1. t > 0 (a dinamica quantica é preditiva, nao retroativa) e

2. h deve se posicionar na metade superior do 'plano h complexo’, de
maneira que

(S i , € . h
?z:?i%(hwe) =& (h2+€2+zh2+62) (3.29)

garantindo a convergéncia da integral (3.28)[16,18]. A integral na compo-

nente p, também fornece o resultado eq.(3.28) e assim finalmente obtemos

m

m
Gu (z,y,t;25,9;,0) = S &P {% [(—2;)* + (y — v)°] } . (3.30)

Esse objeto é a representagao de Schrodinger do operador de evolugao (tam-
bém eventualmente chamado propagador de Schrodinger para a particula
livre), e consiste na realidade de um “elemento de matriz”’desse operador,
tomado com os autovalores improprios do operador de posicao, que pode ser
interpretado como a amplitude da probabilidade de que uma particula livre
localizada na posigao (z;,y;) em ¢t = 0 seja encontrada na posicao (z,y) no
tempo .

Em termos do comprimento de onda de de Broglie e na hipotese de
velocidade constante a fun¢ao de Green (3.30) pode ser escrita como

7 LT
G (z,y,t = 2/vz;15,;,0) = ~3, P {E [(z—2;)" + (y — y;)7]

(3.31)
Esse propagador (ou fungao de Green) é completamente andlogo ao
propagador determinado na eq.(3.11) para a onda eletromagnética.
3.3 Propagacao Livre de um Feixe de Luz
(Gaussiano Monocromatico
Usamos o propagador determinado na equagao (3.10) para obtermos o
campo numa dada posicao z > 0 do espaco a partir da propagacao de um

campo gaussiano em z = (. Feixes gaussianos sao muito importantes pois
sao produzidos pela maioria dos lasers comumente usados [14,19]. Em z =0
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vamos considerar um feixe gaussiano gerado pela distribuicao de campo
E (2,9,0) = Ne~(#+9°)/vi (3.32)

onde N é uma constante de normalizagéol. Podemos observar que, ao nos
afastarmos de uma distancia p = (2? + y?)? = wy do eixo z, eixo de simetria
do feixe, a amplitude do campo diminui % da amplitude maxima. O campo
na regiao z > 0 ¢é dado por

1 2 0o 0o
E(z,y,2) = (%) elkz/ / Gr(r —zj,y —yj,2) E(z),y;,0) dz;dy;.
(3.33)
Apés algumas manipulagoes algébricas [4,14] obtemos

s - () (S8 o o+ 5] o)

(3.34)

onde )
w@):ubib%(%>12, (3.35)
R@):z{1+<%>1, (3.36)
¢ (2) = arctan (Zio) , (3.37)
e 20 = E;%ﬁ, (3.38)

As equagoes (3.35), (3.36) e (3.37) determinam as propriedades do feixe gaus-
siano e serao analisadas detalhadamente nas subsecoes a seguir. O parametro
2o definido pela eq.(3.38) é uma distancia caracteristica do feixe ao longo da
sua direcao de propagacao que estabelece uma escala para a variagao dos
outros parametros definidos pelas eqs.(3.35), (3.36) e (3.37). Esse parametro
¢ conhecido como comprimento de Rayleigh.
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3.3.1 Largura e Processo de Alargamento do Feixe

A quantidade w (z) dada pela eq.(3.35)

1+ <§0>T (3.39)

¢ chamada de largura ou raio do feixe. Vemos que tal quantidade assume

w(z) = wo

o valor minimo wy no plano z = 0, e é chamada cintura do feixe (wg é o
raio da cintura do feixe); atinge o valor V2wo no plano z = z,, e continua
aumentando monotonicamente com z fig.(3.1) (fig.3.1.3 Photonics) [4].

We)

cirtura da feixe

L J

Y 0 20 H

Figura 3.1: raio do feixe w () tem seu valor minimo wy na cintura z = 0, atinge v/2wg
em z = £z e aumenta linearmente com z para z grande .

Para estudarmos o processo de alargamento espacial do feixe trabalhamos
com a fase do feixe propagado

el =k (s g ) = C, (3.40)

onde
P’ ="+ (3.41)



3.3 Propagacao Livre de um Feixe de Luz Gaussiano Monocromatico 29

Tomando o gradiente transverso da eq.(3.40) obtemos

’LUQ Z - -
\Y ,2) = k————(icosf + jsenf ), 3.42
onde 9 9
=G+ 3.43
Vr Lo + j@y (3.43)
e
x=w(z)cosd (3.44)
y = w(z) senf. (3.45)
O médulo da eq.(3.42) é
w z
Ve (p2) | = k— (3.46)

20 \/22 + 2}

A eq.(3.46) representa a taxa na qual o feixe se alarga a medida que se
propaga na diregao z pois |V (p, 2) | = dqg—iz). O fato de Vr ser um gradiente
transverso nos leva a concluir que o alargamento do feixe ocorre porque a fase
¢ depende das diregoes transversas a dire¢gao de propagacao. Analisando os
limites z > 25 e z < 2 na eq.(3.46) obtemos, repectivamente

V| = k% 2> 2, (3.47)
0
¢ WoZ
\Vrp| = kz_%’ 2z L 2. (3.48)
0

As eqs.(3.47) e (3.48) mostram que a taxa de alargamento do feixe distante
da regiao focal (z > zy) é constante, e que a taxa de alargamento préximo
da regiao focal (z < zp) aumenta linearmente com z.

Longe do centro do feixe, quando (z > z), o raio do feixe aumenta
aproximadamente de forma linear com z

w(z) ~ Z—((:z = bz, (3.49)

onde definimos um cone com o semi-angulo 6y dado por

0y = 0 (3.50)

20
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mostrado na fig.(3.1). Cerca de 86% da poténcia do feixe esta confinada den-
tro desse cone. Usando as eqs.(3.38) e (3.50) podemos definir a divergéncia
angular do feixe como -
L

Oy = . (3.51)
A divergéncia do feixe é diretamente proporcional ao comprimento de onda
Az e inversamente proporcional ao diametro da cintura do feixe 2wg. Se
a cintura é comprimida, o feixe diverge. Para obter um feixe altamente
direcional, portanto, um curto comprimento de onda e uma cintura de feixe

larga devem ser usados [4].

3.3.2 Raio de Curvatura do Feixe

O raio de curvatura das frentes de onda do feixe gaussiano é dado pela

eq.(3.36)
R(z) = =z {1 + (%)2]
= z[1+d(2)7, (3.52)

onde d (z) = * representa uma distancia atrds do plano da fonte em z = 0
(isto é, no semi-espago z < 0) conforme fig.(3.2)(fig.5.20 Mandel) [14].

superficie esferica de raio R,
centrada no ponto A

dizy — z=10

(plano da fonte secundaria)

Figura 3.2: Tlustragao do significado geométrico de alguns dos parametros que caracteri-
zam um feixe gaussiano monocromético
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Como mostrado na fig.(3.3) (fig.3.1.6 Photonics)[4], o raio de curvatura
¢ infinito em z = 0, correspondendo a frentes de ondas planas. Ele diminui
para o valor minimo 2z em z = 2z, correpondendo a frentes de onda de
curvatura maxima fig.(3.4)[fig.(3.1.7 Photonics) [4].

Riz)

Figura 3.3: O raio de curvatura R (z) das frentes de ondas de um feixe gaussiano. A linha
tracejada € o raio de curvatura de uma onda esférica .

O valor minimo z = £z, mostrado na fig.(3.4) é obtido das equagoes

dR(z)
=0 (3.53)
‘ PR ()
72 > 0. (3.54)

Apo6s passar pelo minimo, o raio de curvatura aumenta com z até atingir
o valor R(z) ~ z para z > z, caracterizando as frentes de onda como
aproximadamente esféricas.

Adotamos a convencao de que uma frente de onda divergente tem um
raio de curvatura positivo, enquanto que uma frente de onda convergente tem
um raio de curvatura negativo [4].

3.3.3 Fase do Feixe

A fase do feixe gaussiano eq.(3.34) é dada por eq.(3.40). O primeiro termo
em (3.40) é responsavel pela curvatura das frentes de onda. Ele representa
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m—
—

Figura 3.4: Frentes de ondas de um feixe gaussiano .

o desvio da fase em pontos fora do eixo z (eixo de propagagao), num dado
plano transverso a z, em rela¢do ao ponto no eixo (ponto axial).

No eixo do feixe (p = 0) a fase torna-se

0(0,2) =kz—((2). (3.55)

O primeiro termo de (3.55), kz, é a fase de uma onda plana. O segundo
termo representa o atraso de fase ¢ (z) dado por (3.37), o qual, troca de —%
em z = —oo0 para +5 em z = +00, como ilustrado na fig.(3.5) [fig.(3.1.5
Photonics) [4]. Esse atraso de fase corresponde a um atraso da frente de
onda em comparagao com uma onda plana ou uma onda esférica conforme
estd ilustrado na fig.(3.6)[fig.(3.1.8 Photonics)| [4]. O atraso total acumulado
quando a onda viaja de z = —o0 para z = 400 é de 7. Esse comportamento
de ( (2) representa uma anomalia da fase do campo préximo ao foco. Essa
anomalia de fase foi primeiro observada por Gouy, sendo por isso, conhecida
como fase de Gouy [20,21].

A fase de Gouy é, entao, um deslocamento de fase que uma onda de
luz sofre ao se propagar de —oo a 400 passando pelo seu foco. Na realidade
esse efeito nao existe apenas para a onda luminosa. Gouy argumentou que ele
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existe para qualquer onda, incluindo as ondas actsticas, desde que satisfacam
o principio de Huygens [21]. A focalizagao provoca um confinamento espacial
transverso e, por conta do principio de incerteza, havera uma expansao no
momento transverso e consequentemente um deslocamento no valor esperado
da constante de propagacao, k., originando o deslocamento de fase de Gouy
[22].

Figura 3.5: ¢ (z) é o atraso de fase do feixe gaussiano relativo a uma onda plana uniforme
em pontos no eixo do feixe .

Para o feixe gaussiano de luz paraxial eq.(3.34), em uma dimensao, obte-
mos os seguintes resultados para a correlagao e medidas de dispersao em
posicao e momento

p— gt = 2 (14 (2)] 2 ) (3.56)
e T2k ) | 4 '
Opok, = N2 = L (3.57)
keke T 220 ‘
ke + kex, 2
Oat, = () = o (3.58)

O equivalente da relacao de incerteza generalizada eq.(2.63) fornece

HORGIEE I

2
OxxO0kpky, — O-ij;:c 4
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Figura 3.6: Frentes de onda de:(a) uma onda plana uniforme; (b) uma onda esférica; (c)
um feixe gaussiano .

mostrando que o feixe gaussiano de luz paraxial satura o equivalente da
relagdo de incerteza generalizada em qualquer posigdo z. A eq.(3.56) nos
informa que a dispersao na posicao transversa x aumenta a medida que o
feixe se propaga. Por outro lado, a dispersao em momento transverso k, é
uma constante, eq.(3.57).

A eq.(3.59) nos fornece uma maneira de medir experimentalmete a cor-
relagdo ok, POIS 04y € Ok, podem ser medidos no laboratério. Assim,
medindo-se 0,, € 0, encontramos a correlacao o, experimentalmente
através da equacao

1
1\ 2
_ exp. _exp. -
Ok, = | Ooad Tpooprs — 1) (3.60)
onde o33P e 0.} sdo os valores de 0, € 0y, , medidos no laboratério. A com-

paracao do resultado tedrico eq.(3.58) com o resultado experimental obtido
através da eq.(3.60) nos permite extrair o valor de z.
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3.4 Propagacao de um Pacote Gaussiano de
Particula Livre em 2-D

Tomando a fungao de onda dada pela eq.(3.17), isto é,

I’ y, //dx]dy] pl X y7t xj7yj70)¢(xj7yj70) (361)

e substituindo G (z,y,t;2;,y;,0) pela eq.(3.27) obtemos para ¢ (z,y,t) o
resultado

1/}(I y, = < ) ////dl‘]dyjdpzdpye th(szrpy)eh[pm x—x;)+py (Y—y; ]1/} (IJ’y]7 )

(3.62)
A integragao sobre dz; e dy; em (3.62) corresponde a aplicar uma transfor-
macao de Fourier a condigao inicial, o que efetivamente a reduz a represen-
tacao em que o hamiltoniano é diagonal. Desse modo a solucao desejada é
obtida calculando

1 . _
Y (z,y,t) = ﬁ//dpzdpyem(p‘%*pg) #Pe ) (p, py, 0), (3.63)

sendo 1 (P, Dy, 0) a transformada de Fourier da condicao inicial. A eq.(3.63)
é uma das maneiras de obtermos a funcao de onda no tempo para a particula
livre, uma vez que a condicao inicial seja dada. De modo alternativo, pode-
mos obter a funcdo de onda no tempo substituindo na eq.(3.61) o propa-
gador determinado (independentemente da condi¢do inicial) na eq.(3.30).
Este método tem a vantagem de que sua primeira etapa pode ser implemen-
tada de uma vez por todas, independentemente da condicao inicial, sendo
esta introduzida posteriormente, através da integragao sobre dz; e dy; em
eq.(3.61). Este serd o método utilizado nessa segao para obtermos a funcao
de onda no tempo para a particula livre no espago (2 — D).

Tomando como exemplo, uma condic¢ao inicial que consiste de um estado
descrito pela funcdo de onda gaussiana normalizada (usualmente chamada
“pacote de ondas gaussiano”)

2

7 _ %ty
] e 0, (3.64)

2

w (xjvyj70) = |:0'01/E
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que é um exemplo muito importante porque envolve calculos relativamente
simples, mas que ¢ bastante 1til para ilustrar varias propriedades da dinamica
quantica de uma particula livre. Também por simplicidade consideramos o
pacote centrado em x = y = 0 e com momento inicial nulo. A transfor-
mada de Fourier, que corresponde a funcao de onda no espaco de momento
(pzs Dyl (t = 0)) do estado tomado como condigao inicial é

- | 00 | —o2(k2 4K2)/2
(G (kmjakyjao) - [ﬁ} € 0( ! y]) (3.65)
que mostra que a distribuicao de probabilidade desse estado no espaco de
momento é também gaussiana com largura 1/(20p) em termos dos vetores
de onda k = (ky, k), com p = hk. O principio de incerteza de Heisenberg
fornece o seguinte resultado para esse estado

h

1

onde Ax = oy, Nk, = ﬁ e Ap, = hAk,. O principio de incerteza se
aplica separadamente a cada componente e fornece para a componente y o
mesmo resultado, ou seja, eq.(3.66). Portanto o resultado dado por (3.66)

nos informa que o estado inicial é um estado de incerteza minima.

De agora em diante, vamos utilizar o método do propagador para obter
a fun¢do de onda no tempo a partir da condi¢ao inicial (3.64) e observar
quais analogias existem entre esse resultado e o resultado obtido para a luz
na se¢ao 3.3. A funcao de onda no tempo é dada por

b (2, t) = / / dz;dy; Gt (2., 123,95, 0) 0 (23,,0) . (3.67)

Substituindo-se a condi¢ao inicial eq.(3.64) e o propagador eq.(3.30) na eq.(3.67)
obtemos

(02)

m 1 im 2 2] — J
, ,t — [ - ] dz.du. m[(ﬂ?—%‘) +(y—y;) ] 202 )

v (w.y.1) 2miht [Uoﬁ] // i ‘ i
(3.68)
Essa equagao pode ser resolvida completando-se quadrados, transformando-a

numa integral de uma funcao gaussiana, o que nos permite obter o seguinte
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resultado

cen e (o)
(3.69)

Abaixo mostramos a analogia formal entre esta solucao e a da propagacao

paraxial, veja eqs.(3.70), (3.71), (3.72) e (3.73)
1
e 212
1+ (2) ] @)
20

()] e

R(t) =t [H (%)Q] L R(2) = [1+ (@)Q] NN

1 (£) = arctan (i) — ¢ (2) = arctan (i) (3.72)

B(t) = 0y

To 20
‘ mo? Tws
T0 = h — 20 = )\—L (373)

As eqgs. (3.70), (3.71), (3.72) e (3.73) mostram que a propagacao da
matéria apresenta um comportamento ondulatorio andlogo ao da propagacao
paraxial da luz. Aqui, a escala que as quantidades (3.70), (3.71) e (3.72)
variam, para o caso da onda de matéria, é representada por 7y e é conhe-
cida como tempo de envelhecimento do pacote de ondas. Observamos pela
eq.(3.73) que escala de tempo 7y, assim como z, depende de caracteristicas
intrinsecas do pacote inicial de velocidades.

Para construir uma analogia com a expansao do envelope gaussiano
obtido na secao anterior estudamos o processo de alargamento espacial do
pacote gaussiano através do campo de velocidades determinado pelo gradi-
ente da fase de ¥ (z,y,t)

m (2% + y?)

% = ToRR() p(t). (3.74)

O campo de velocidades associado a distribuigao de probabilidade | (z,y, t) |
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é, nesse caso, dado por

VS zi+vyj t
= = 3.75
R(t) £+’ (3.75)

U(z,y,t)

onde 7 = xi+yj e R (t) é dado pela eq.(3.71). A eq.(3.75) mostra, entéo, que
a componente intrinseca de velocidade aumenta com a distancia 7 ( distancia
ao centro do pacote, com o pacote centrado em x =y = 0).

Para estimarmos os efeitos do crescimento de ¥ (7, t) com 7, calculamos
U (7,t) para distancias ao centro do pacote da ordem de seu tamanho no
tempo ¢, 7= B (t) 7, sendo 7 o vetor unitdrio na diregdo 7. Nessa suposigao
obtemos o resultado

R . B(t)t . oo t .
(Y (B (t) T, t) = m’f’ = T—O\/ﬁ’f’, (376)

que reproduz a taxa de variacao da largura do pacote com o tempo, dB (t) /dt.

Analisando os limites t > 75 e t < 7y na eq.(3.76) obtemos, repectiva-
mente

T(B(t)rt) = ? t> 1 (3.77)

0

¢ oot
T(B(t)rt) = T—OQ t < 0, (3.78)

0

mostrando que o pacote tem taxas de alargamento diferentes medidas na
escala 7y. Esse resultado é completamente andlogo ao encontrado na secao
3.3, vide egs.(3.47) e (3.48), para o alargamento do feixe eletromagnético
medido na escala zp.

O principio de incerteza para o pacote propagado eq.(3.69) serd calculado
usando o método do determinante da matriz de covariancia determinado
em (2.35). Considerando, por simplicidade, o caso de um pacote gaussiano



3.4 Propagacao de um Pacote Gaussiano de Particula Livre em 2-D 39

unidimensional, a covariancia de p e x é dada por

oW (1) = S0(0) | (ap+po) ¥ (1)
= WO Qi) | (1)
_ %ﬂ; +oo¢*(x,t)%m/)(x,t)dx:2h—;. (3.79)

Na obtengao de (3.79) usamos a relagdo de comutacao [z, p] = ihi. A expressao
para ¢ (z,t) a ser usada para o calculo da integral é facilmente deduzida de
eq.(3.69) reduzindo a uma tnica dimensao, o que leva ao resultado

0= |m ) o [ { w2 ) 0

As dispersdes o\s) () e 0;%) (t) calculadas com essa mesma fungao de onda
dao
o (= 20 (3.8
e 2
o) = i (3.82)

de modo que o determinante da matriz de covariancia é

B2(t) it

2\ R IB@) (t\| R L[t AR
woow | 4| 0 ) | 4 T n) | 4
210 203

(3.83)
mostrando que o pacote gaussiano satura a relagao de incerteza de Schrodinger
em qualquer tempo. Isso permite ainda a vinculagao do pacote, mesmo em
t # 0, a um tipo generalizado de estado de incerteza minima, e pode ser
interpretado como indicativo de que o crescimento com ¢ do produto das
incertezas (segundo Heisenberg) é na realidade um reflexo do processo de
correlagao posicao-momento que se instala através da dinamica quantica.



CApPiTULO 4

O Experimento

4.1 Determinando o,, para a Luz

A intensidade para o feixe gaussiano da eq.(3.34), ou seja, I (z,y,2) =
|E (z,y,2)|?, é dada por

o) = 1B = [N [ 2]y

Percebemos que para cada valor de z a intensidade é uma funcao gaussiana da
distancia radial (ou transversa) p® = 2% +y%. A largura w (z) da distribuigao

gaussiana aumenta com a distancia axial z, conforme discutimos na segao 3.
Uma ilustracao do aumento de w (z) com z é mostrado na fig.(4.1)[fig.(3.1-1)
Photonics|[4] para curvas da intensidade em funcdo de p em diferentes valores
de z.

Figura 4.1: Intensidade I em fungao da distancia p em diferentes distancias axiais: (a)
z=0; (b) 2= z20; (c) 2 =22

Realizamos, no laboratoério de ()ptica Quantica da UFMG, o experimento
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que nos permitiu observar o efeito de alargamento do feixe com a direcao de
propagacao z e que a dispersao no momento transverso ao longo de z é
uma constante, conforme prevé a eq.(3.57). Utilizamos, no experimento, um
laser de He-Ne, que produz um feixe de luz gaussiano, de comprimento de
onda 632nm, um detector de poténcia pontual, uma fenda de 100um, um
deslocador zy, uma lente divergente L, = —100mm e uma lente convergente
Lo = 200mm.

Posicionamos a fenda ao longo da coordenada y obtendo, assim, uma
intensidade dependente apenas da coordenada x, ou seja,

Nuwg1? 2(x — x0)?
I =|— e 4.2
) = || conp |22 (42)
onde C é uma constante dada por
+o0 2y2

a integracao de —oo a 400 significa que a largura da fenda é bem menor que
a do feixe.

Para obtermos a curva da intensidade em fun¢ao de x para um dado valor
de z, calibravamos as coordenadas x e y até termos uma intensidade maxima
no detector, depois deslocavamos a coordenada x de um valor minimo de
intensidade até observarmos um novo valor de intensidade minima, mantendo
fixa a maximizagao da coordenada y, ou seja, transformando a dependéncia
em y da intensidade na constante C' ao longo do deslocamento da coordenada
x. Na fig.(4.2) mostramos um esbog¢o do arranjo experimental utilizado na
realizacao do experimento.

Caracterizamos o feixe de luz gaussiano determinando a largura w em
fungao da distancia de propagacao z mostrada na fig.(4.3). Aqui, as medidas
foram realizadas tomando-se como ponto de referéncia a lente Ly. A equacao
utilizada para o ajuste é a (3.35), com z substituido por z— z., pois em (3.35)
a cintura é definida como estando em z = 0 e no experimento ela estd em

zZ =2

w(z) = wo\/ 1+ [W—_j)r (4.4)

Tw§
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Inferimos para a largura e posicao da cintura do feixe, respectivamente, os
valores wy = (50,0 £ 0,50)um e z. = (52,3 £ 0,05)cm.

Laser He-Ne

Figura 4.2: Esbogo do arranjo experimental utilizado na realizagao do experimento.
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Figura 4.3: Curva experimental para a largura do feixe em fungéo de z. O ajuste eq.(4.4)
fornece wg = (50,0 &+ 0,50)um e z. = (52,3 £ 0,05)cm.

A seguir retiramos a lente divergente L; do arranjo experimental fig.(4.2).
Tomamos como ponto de referéncia a frente do laser e determinamos as curvas
de intensidade, e de sua transformada de Fourier, em funcao de z. Para
obtermos a transformada de Fourier experimental posicionavamos uma lente
de distancia focal f = 30cm + lem a uma distancia f do detector [23,24] e

repetiamos o procedimento anterior fazendo o deslocamento na coordenada
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x. A dispersao no momento transverso é dada por [23]

Akx - ;Axlente (45)

onde k = 2m/\, f é a distancia focal da lente e Az é a dispersdo na
posicao transversa x obtida com a lente.

As larguras obtidas para as gaussianas quando colocamos a lente sao
comparaveis a largura da fenda. Nesse caso, a constante C' nao é bem sa-
tisfeita. Para encontrarmos o valor real da largura da curva experimental
devemos tomar uma funcao que seja mais larga que a largura da fenda e
sobrepor a curva experimental. Tal procedimento nao foi realizado aqui, mas
os resultados ja mostram que a transformada de Fourier ao longo do perfil do
feixe é aproximadamente uma constante. A seguir mostramos os resultados
experimentais obtidos para cinco valores de Z = z —d, onde Z é uma distancia
tomada a partir de um ponto de referéncia na frente do laser e d é a distancia
da cintura do feixe até esse ponto de referéncia.



4.1 Determinando o, para a Luz 44

2.0x107 T T T T T T T T
1.8x107
1,6x107
1,4x107
1,2x107

1,0x107

g.0xi0™

Fotenica {mh)

g 0xio™
4.0x107"

2.0x107"

=1
=}

— — ——— ————
7.4 7.6 7.8 8,0 8,2 0,4 8,6 8,8 2,0 9,2

Fosicdo ® do medidor (mm)

1,2x107 o B

1,0x107 - B

g.0x107 g

5,0x107 - B

Faoténcia (m)

4,0%107 B

2.0x107 o g

T T T T T
71 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6

Fosicdo x do medidor (mm})

Figura 4.4: A curva acima mostra o perfil da intensidade do laser em z = 445mm. A curva
abaixo é a transformada de Fourier obtida com a lente. Ajuste gaussiano
eq.(4.2) fornece para essas curvas as larguras w = (0,63918 & 0,003)mm e
w = (0, 1068 £ 0,001)mm, respectivamente
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Figura 4.5: A curva acima mostra o perfil da intensidade do laser em zZ = 552mm. A curva
abaixo é a transformada de Fourier obtida com a lente. Ajuste gaussiano
eq.(4.2) fornece para essas curvas as larguras w = (0,65227 &+ 0,003)mm e
w = (0,1094 £ 0,001)mm, respectivamente .
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Figura 4.6: A curva acima mostra o perfil da intensidade do laser em z = 690mm. A curva
abaixo é a transformada de Fourier obtida com a lente. Ajuste gaussiano
eq.(4.2) fornece para essas curvas as larguras w = (0,66292 &+ 0,003)mm e
w = (0,10415 + 0,001)mm, respectivamente.
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Figura 4.7:
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A curva acima mostra o perfil da intensidade do laser em Z = 879mm. A curva
abaixo é a transformada de Fourier obtida com a lente. Ajuste gaussiano
eq.(4.2) fornece para essas curvas as larguras w = (0,67466 &+ 0,005)mm e
w = (0,10372 &+ 0,002)mm, respectivamente.
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A curva acima mostra o perfil da intensidade do laser em z = 1000mm.
A curva abaixo é a transformada de Fourier obtida com a lente. Ajuste
gaussiano eq.(4.2) fornece para essas curvas as larguras w = (0,69344 +
0,005)mm e w = (0,1023 & 0,001)mm, respectivamente.
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A partir dos dados experimentais para o,, e oy, ¢ da eq.(3.60), com
Ok,k, trocado por (o} ), obtivemos a seguinte curva para a correlagao
posigao-momento. Onde (o}”) ) ¢ uma média dos o} .

0,34 g

0,32 4 E

0,20 -

0,28 E

correlagdo (cx )

0,26 4 -

0,24 4 i

T T T T T T
400 500 600 700 800 900 1000
z (mm)

Figura 4.9: Resultado experimental para a medida da correlagdo posi¢ao-momento, em
funcao de Zz, para o feixe gaussiano produzido pelo laser especificado.

Essa curva é dada pela expressao
ool =0,10276 + 1,77432 x 1072 (4.6)

onde Z = z—d é uma distancia a partir de um ponto de referéncia na frente do
laser. Quando z =0, z = —d ¢é a posi¢ao da cintura do feixe. O valor de d é
obtido fazendo-se o3;” = 0 na cintura , o que nos permite obter d = 57, 9cm.
Agora , em funcao da variavel z a correlagao experimantal tem expressao

ol =1,77432 x 107"z, (4.7)

que comparada com o resultado tedrico eq.(3.58) fornece para a largura da
cintura do feixe (ou comprimento de Reileigh, pois ambos estao relacionados
pela eq.(3.38)) o valor wy = 753um.

Devemos lembrar que os valores obtidos para as larguras das curvas cor-
respondentes a transformada de Fourier necessitam de uma corre¢ao pois sao
valores da ordem da largura da fenda utilizada no experimento e isso certa-
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mente alterara os valores encontrados para d e wy. No entanto, pelo menos
qualitativamente, mostramos uma maneira de extrair o valor de zy a partir
do conhecimento da correlagao posi¢ao-momento.
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4.2 Determinando o,, para um Pacote Gaus-
siano de Particula Livre ao se Propagar
Através de uma Fenda Unidimensional

Nessa secao, propagamos um pacote gaussiano de particula livre através
de uma fenda modelada por uma fungao gaussiana. Mostramos que Ap
nao depende do tempo de voo da fenda ao anteparo e que a dependéncia
com o tempo do produto das incertezas é cancelada pela correlagao posicao-
momento que se instala através da dinamica quantica. Mostramos que para
o limite de fenda de largura infinita a largura do pacote de ondas no anteparo
¢ a largura obtida para a propagacao livre.

Consideramos novamente o caso simples da propagacao de uma condicao
inicial gaussiana. Aqui, fizemos uma modificacao no meio colocando uma
fenda gaussiana de largura b no caminho de propagacao da particula livre.
Apenas nos preocupamos em calcular o principio de incerteza para o pacote
propagado. As possiveis modificacoes sofridas pelas propriedades do pacote
propagado, como exemplo, fase de Gouy u (t), ndo foram analisadas aqui.

Antes e depois da fenda, as particulas evoluem livremente no plano z —y
conforme pode ser visto na fig.(4.10).

2b

Figura 4.10: Perfil do feixe gaussiano ao longo da diregdo de propagagdo z
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A funcao de onda apds a fenda é dada por
U(a,t 4 7) = / d,; / 4Gy (i, 7+, 8, 8)F(2) G2, £, 25, 00 (5, 0) (4.8)

onde ¥ (x;,0) é o pacote gaussiano, eq.(3.64), em uma dimensao, Gy, (z, T; x;,0)
é a funcao de Green que propaga o pacote inicial da fonte até a fenda,
Gp (x,T +7;2,T) é a Green que propaga o pacote da fenda ao anteparo
e F'(z) dado por
1
b\/T

representa uma fenda gaussiana de largura b.

— E2
e 2b2

F(z) = , (4.9)

A solugao para V¥ (z,t+ 7), eq.(4.8), pode ser obtida pelo método de
completar quadrados, resultando, apds algumas manipulagoes algébricas, em

t m
To3 B2 + hr

1
U(x,t =N — 2 4.10
hr ngB2
onde 1
t) = — 4.11
50) = 33 + B (411)

B(t) = ooy 1+ <i>2 (4.12)

e N é uma constante de normalizacao. “ Provavelmente os matematicos fagam
objegoes a esta maneira de obter o resultado (4.10); no entanto, o resultado
é correto "[18].

A solucao (4.10) pode ser colocada na forma geral [25]

1
1

(u—i—iv)xz}’

U(z,t+7)= (%) exp [— 5 (4.13)

onde
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(&) 5 (4.14)

U= 5
52+ (%_’_mo%tBQ)

m/? t m At
hr + To3 B2 (ﬁT + mcrng>

2
ﬁQ + (% + mc%tB2>

v=—

(4.15)

Aqui, a largura do pacote de ondas que chega no anteparo é dada por

1 1 FL 2 h 2 2t t2 2
=5 =5+ () o+ () (oo o) (09

que no limite de fenda de largura infinita, b — o0, se reduz para a forma

simples

2
t+
2t 7) = of |1+ T)

70
2 - T ?
= 0y 1+ T_
0
= B*T), (4.17)

com T =t + 7. Como esperado, este é o resultado obtido na eq.(3.70) para
a propagacao livre durante um tempo T' =1 + 7.

Para a fungao de onda dada pela eq.(4.13) obtemos os seguintes resulta-
dos para a dispersao e correlagao posi¢ao-momento

Ope = ANz?=—
2u

2
ﬁ2+ <mﬂ'—|_mo@E 2)
_ A LA (4.18)
2(i)° 8
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- (00 + s ) (4.19)

B(t)B(t)*7;
e
B <:Cp+px> T
e = 2 ' 2u
2 202 4734 2 212 242
_ W (mPBRog BT + moy Bt + h°t°T ‘ (4.20)
2 m3oy B4

A eq.(4.19) mostra que Ap é independente de 7, o tempo de voo da fenda
ao anteparo, o que é esperado pois o pacote evolui livremente apds passar
pela fenda. Em seguida assumimos que o tempo de voo do colimador a fenda
e da fenda ao anteparo é o mesmo. Nessa condicao, o produto dos elementos
diagonais e nao diagonais da matriz de covariancia, respectivamente, é

5 172 7'b2
OppOaz = Z_'—ZT_I?—{—;
‘73 7'1;1 4
e
172 Tb2
OwpOpx = (1 + ZT—bQ + ﬁ)
03 Tzf‘ 4

onde 7, = mb?/h.

O principio de incerteza generalizado de Schrédinger calculado nesse es-
tado fornece
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Ozx Oxp hQ
= (0420pp — OupOpz) = T (4.23)
Opz Tpp

Pelas eqs.(4.21),(4.22) e (4.23) vemos, claramente, o crescimento com
o tempo do produto das incertezas sendo cancelado pela correlagao posicao-
momento que se instala através da dinamica quantica. Este resultado ¢ muito
interessante pois mostra que o pacote gaussiano satura a relacao de incerteza
de Schrodinger em qualquer tempo nos permitindo medir as correlagoes (z—p)
nao-locais a partir de uma medida das dispersoes em z e p [26].

Consideramos, por exeplo, um feixe de moléculas de fulereno (C7q) emergindo
de uma fonte em temperatura 900K com uma velocidade média de 220m/s,
que é bastante grande, nos permitindo tratar o movimento na dire¢ao z como
classico. Nessa hipétese, os efeitos quanticos serao observados apenas em uma
dimensao, ou seja, dimensao x [26].

Adotamos para L,l, e o¢ da fig.(4.10), os valores [3], L = 1,13m, [ =
1,33m e oy = 17um, e plotamos as curvas Az e Ap dadas, respectivamente,
pelas eqs.(4.18) e (4.19), em fungao da largura da fenda b. Para melhor
observarmos os efeitos quanticos plotamos, abaixo de cada uma das curvas
Ax e Ap, os correspondentes regimes quanticos, ver figs.(4.11), (4.12), (4.13)
e (4.14). Na fig.(4.15) plotamos novamente a curva Az em fungao da largura
da fenda e observamos o que acontece com a incerteza na posi¢ao no limite
em que a largura das fendas é muito grande. Na fig.(4.16) plotamos as curvas
Oza0pp € sz em funcao da largura da fenda.

A curva da fig.(4.12) mostra que, no regime quantico, a incerteza na
posi¢ao (ou largura do pacote, pois ambas sao diretamente proporcionais),
medida apos o feixe passar pela fenda, diminui com o aumento da largura
da fenda. Isso acontece por conta do efeito de difracao, o que é puramente
quantico. A medida que a fenda aumenta, atingimos um regime classico pois o
efeito de difracao deixa de existir. Esse resultado é equivalente ao da transicao
6ptica ondulatéria para éptica geométrica. A curva da fig.(4.14) mostra que
a incerteza no momento também diminui a medida que a largura da fenda
aumenta. [sso nos permite perceber que o produto Ax/Ap, que deve obedecer
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Axz/Ap > h/2, dard um valor minimo no limiar do regime cléssico. A fig.(4.15)
mostra que a curva correspondente ao produto das incertezas tem crescimento
exatamente igual ao da curva correspondente as correlagoes, sugerindo que
a diferenca entre elas seja apenas uma constante. Essa diferenca constante
como vimos anteriormente é o valor do determinante de Schrodinger h? /4.
A curva da fig.(4.16) mostra o limite de uma fenda muito grande no qual a
incerteza na posicao satura pois atingimos um regime puramente classico.

Substituimos a eq.(4.18) na eq.(4.19) e obtivemos uma equagao que rela-
ciona a incerteza no momento com a incerteza na posi¢ao , ou seja,

1 1/2

onde v = 2,40x10%*(1/m*). Na fig.(4.17) plotamos a curva Ap em fungao de
Ax para o pacote de moléculas de fulereno (C) nas condigoes especificadas
anteriormente. A curva tedrica mostra boa concordancia qualitativa com o
resultado experimental encontrado por Zeilinger et al [3].
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Figura 4.11: Variacao da incerteza na posicao Az em funcao da largura da fenda b
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Figura 4.12: Apenas o regime quéantico da curva acima
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Figura 4.13: Variacao da incerteza no momento Ap em fungao da largura da fenda b
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Figura 4.14: Apenas o regime quéantico da curva acima
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Figura 4.15:
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Figura 4.16: Variagdo da incerteza na posi¢ao Az em fungao da largura da fenda

b para o limite de fendas muito grande.
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Figura 4.17: Curva tedrica para a variagao da incerteza no momento em fungao da vari-
acao da incerteza na posicao para um pacote gaussiano de moléculas de Crg
se propagando livremente através de uma fenda



CAPITULO b

Conclusoes

Neste trabalho concluimos que a propagacao de pacotes gaussianos de
particulas livres na hipdtese de velocidade constante apresenta comporta-
mento completamete analogo ao da propagacgao da luz na aproximagao parax-
ial. Encontramos que a propagacao de ambas, matéria e luz, é descrita por
equacgoes de movimento completamente andlogas e apresenta os mesmos pro-
cessos de alargamento.

Vimos que, na propagagdo de ambas, existem escalas caracteristicas (
tempo de envelhecimento 7y, no caso da matéria, e comprimento de Rayleigh
29, 1o caso da luz) das quais dependem outras propriedades do feixe propa-
gado, como, processo de alargamento, raio de curvatura das frentes de onda
e fase de Gouy. Encontramos que a luz ao se propagar paraxialmente ap-
resenta correlagoes posicao-momento semelhante aquelas que aparecem em
mecanica quantica. Outra caracteristica importante observada é o da propa-
gacao de um feixe de luz gaussiano saturar uma equagao que é equivalente
ao determinante de Schrodinger da mecanica quantica.

Vimos que podemos determinar experimentalmente o valor das corre-
lagoes posigao-momento ao longo da direcao de propagacao de feixes gaus-
sianos de luz e, através do resultado experimental podemos extrair o valor
do comprimento de Rayleigh, z.

Vimos que a propagagao de pacotes gaussianos de particulas livres através
de uma fenda modelada por uma funcao gaussiana apresenta resultados qual-
itativamente concordantes com o experimento realizado por Zeilinger [3]. Vi-
mos que a matéria apresenta um termo de fase, muitas vezes negligenciado,
que é completamente andlogo a conhecida fase de Gouy da propagagao parax-
ial da luz.
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Perspectivas

Propor um experimento para determinar as correlagoes posicao-momento
ao longo do tempo para pacotes gaussianos de particulas livres e, através do
resultado experimental extrair o valor do tempo de “envelhecimento”, 7.

Propor um experimento para determinar a fase de Gouy para particulas
a partir da focalizagao de feixes atomicos.
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