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Resumo

Os processos estocasticos com estados absorventes aparecem na modelagem de
fenomenos de areas diversas, tais como Fisica-Estatistica, reacoes quimicas, epidemi-
ologia e modelos populacionais, sendo portanto bastante 1util o desenvolvimento de
algoritmos e estratégias simulacionais para aumentar a eficiéncia computacional no
estudo desses processos. A existéncia de um estado absorvente representa um pro-
blema adicional na obtencao de suas propriedades assintoticas através de simulagoes
computacionais, pois pode interromper a dinamica do sistema. Para contornar esse
problema, apresentamos nesta tese um novo método simulacional, baseado na nocao
de distribuigoes “quase-estaciondrias” (QE). O método em seguida é aplicado ao pro-
cesso de contato, considerado o “modelo de Ising”das transicoes de fase para estados
absorventes. A eficiéncia de nosso método permitiu varios resultados inéditos bem
como a investigacao do comportamento de grandezas nao estudadas através de si-
mulacoes até entao, como a funcao de correlacao estatica. Em especial, nosso método

se mostrou o mais indicado para o estudo do regime subcritico em tais processos.

A classificacdo das transicoes de fase para estados absorventes ainda é um
problema em aberto na Mecanica Estatistica. Apesar de algumas classes serem bem
estabelecidas, alguns modelos ainda apresentam um comportamento critico intri-
gante. Um exemplo é o Processo de Contato por Pares com Difusao (PCPD). Em
outro trabalho contido nesta tese, utilizando uma variagao do método simulacional
QE, realizamos simulacoes extensivas do PCPD e apresentamos pela primeira vez,
estimativas numéricas para os valores das razoes entre os momentos da distribuicao
do parametro de ordem, grandezas que, de maneira analoga aos expoentes criticos,

podem ser utilizadas para a caracterizacao de uma classe de universalidade.



Abstract

Stochastic processes with absorbing states arise frequently in fields such as
statistical physics, chemical reactions, epidemiology and population models, so it is
desirable to develop efficient numerical methods for studying such processes. The
existence of an absorbing state represents an additional problem in obtaining the
asymptotic (long time) properties from simulations, since the system will eventually
become trapped in the absorbing state. In order to circumvent this problem, we
present in this thesis a novel simulation method, based in the notion of quasista-
tionary probability distributions (QS). The method is applied to the contact process
(CP), considered the “Ising model”of the absorbing phase transitions. The method
is very efficient and allows us to improve previous results as well to investigate some
quantities which had not been studied via simulations, such as the static correlation
function. In particular, our method proves the most appropriate for studying the

subcritical regime in such processes.

The classification of the absorbing phase transitions still is an open problem
in statistical physics. Although some classes have been stablished, there are models
which exhibit puzzling critical behavior. An example is the pair contact process
with diffusion (PCPD). In this thesis we develop a variation of the QS simulation
method, and after extensive simulations of the PCPD are able to present the first
numerical estimates of the order parameter moment ratios values. As with critical

exponents, these ratios can be used to characterize a universality class.

xi



1 Introducao

Na descricao dos modelos estocasticos, a distribuicao de probabilidade de se
encontrar o sistema em uma certa configuragao w no tempo t, Py(w), tem um papel
central. Modelos da mecanica estatistica de equilibrio sao geralmente definidos por
um “Hamiltoniano” ou funcao de energia, definida no espaco das configuracoes ou
micro-estados do sistema [1]. No equilibrio, a distribuigao de probabilidade P;(w) é

dada pela distribuicao de Boltzmann,
P, (w) x exp —H/kgpT, (1.1)

onde H denota o Hamiltoniano, kg a constante de Boltzmann e T" a temperatura.

Em principio, esta formulacao permite calcular o valor esperado de cada uma
das grandezas independentes do tempo simplesmente realizando uma soma sobre
todas as configuracoes acessiveis ao sistema. Entretanto, em geral ndao é uma tarefa
simples realizar a soma sobre as configuracoes, de forma que a grande maioria dos
modelos de equilibrio nao possui solugao exata. Para investigar esses sistemas nao in-
tegraveis, foram desenvolvidas poderosas técnicas de aproximagoes, como expansoes
em séries e métodos do grupo de renormalizagao [2, 3, 4]. Podemos dizer entdo que,
no contexto da mecanica estatistica de equilibrio, temos a nossa disposicao uma base

tedrica bem estabelecida.

Por outro lado, na natureza, o equilibrio termodinamico é mais uma excecao
do que regra. Na maioria dos casos a evolucao temporal ocorre em estados que
estao bem longe do equilibrio. A relaxacao de tais sistemas em dire¢ao ao seu
estado estacionario depende de propriedades dinamicas especificas que nao podem

ser descritas pelos métodos da mecanica estatistica de equilibrio. Em seu lugar
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devemos utilizar modelos que envolvem explicitamente a dinamica microscépica do
sistema. O método usual de caracterizar e modelar sistemas fora do equilibrio é
definindo um conjunto de regras com as probabilidades associadas de como o sistema
evolui no seu espaco de fase de uma configuracao para outra, as chamadas taxas de
transicao. Alguns parametros associados as taxas substituem as variaveis intensivas
como temperatura e potencial quimico para sistemas em equilibrio. Devemos entao
resolver explicitamente a equacao mestra do processo, pois somente a partir dela
podemos obter a distribuigao de probabilidade P;(w), que no equilibrio coincide

com a distribuicao de Boltzmann (para t — 00).

Em comparagao com a mecanica estatistica do equilibrio, o conhecimento
tedrico de processos fora do equilibrio ainda esta em sua fase inicial. Nesses sistemas
a maioria dos conceitos fundamentais dos modelos de equilibrio, como transicoes de
fase, teoria de escala e universalidade, ainda se aplicam. Os ingredientes basicos que
determinam a classe de universalidade também sao as simetrias, leis de conservacao
e a dimensao espacial, como descrito pela teoria do grupo de renormalizagao [4].

Porém novos fatores tém sido identificados como relevantes [5].

Em particular, nesta tese trataremos de sistemas que apresentam transicoes
de fase para estados absorventes, i.e., para configuracoes que podem ser atingidas
pela dinamica mas que congelam a atividade do sistema indefinidamente [6]. Estes
sistemas sao intrinsecamente fora do equilibrio. Sistemas de baixa dimensionalidade
sao de particular interesse, pois neles os efeitos das flutuagoes sao relevantes e a
descrigao tipo campo médio nao fornece bons resultados [7]. Outra complicagao
é que os métodos de teoria de campo bosonica nao podem descrever a exclusao
de particulas que pode ocorrer no caso unidimensional. Além das dificuldades
analiticas, a existéncia dos estados absorventes acrescenta um grande problema na
simulacao do processo, uma vez que nos sistemas finitos o processo sempre termi-
nara aprisionado pelo estado absorvente. O estado estacionario nas simulacoes deve
entao ser visto como um estado meta-estavel, o chamado estado quase-estaciondrio,
ja que o unico estado de fato estacionario seria o estado absorvente. Devido em
grande parte a esta série de dificuldades adicionais, atualmente ainda nao existe

uma classificacao definitiva das transigoes de fase para estados absorventes [8].
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1.1 Organizacao do Trabalho

Esta tese estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2 apresentamos
uma breve introduc¢ao a alguns conceitos e ferramentas tteis ao estudo das transicoes
de fase para estados absorventes, e que serao utilizados no restante do texto. No
Capitulo 3, com o intuito de contornar as dificuldades simulacionais no estudo de
processos com estados absorventes, nés propomos um método para simular dire-
tamente o estado quase-estacionario do sistema, que permite que tenhamos acesso
as propriedades do estado QE sem que o sistema fique aprisionado no estado ab-
sorvente. O método é de facil implementacao e fornece resultados em uma fragao
do tempo necessario em simulacoes convencionais no regime critico, que é o mais

interessante no estudo das relagoes de escala e universalidade.

No capitulo 4, aplicamos o método desenvolvido ao processo de contato uni-
dimensional. O processo de contato [9] é um processo que apresenta um estado
absorvente, e é aparentemente o modelo mais simples que exibe transicao de fases
em uma dimensao. Obtemos alguns resultados inéditos para certas propriedades de
escala, em especial para a funcao de correlacao estatica, que pode ser uma ferra-
menta util para caracterizar o comportamento critico em novos modelos. Também
fazemos um estudo numérico do regime subcritico, praticamente inacessivel através

dos métodos simulacionais disponiveis até entao.

No capitulo 5 deste texto nds fazemos uma revisao sobre a transicao de fase
do processo de contato por pares com difusao (PCPD). O PCPD é mais um pro-
cesso que exibe uma transicao de fase fora do equilibrio, de uma fase ativa para
uma fase absorvente. Diferentemente do processo sem difusao (PCP) que sabemos
pertencer a classe de universalidade da Percolagao Dirigida (PD), o PCPD apre-
senta uma transicao de fase de uma fase ativa para uma fase absorvente com um
tipo de comportamento critico que tem despertado muito interesse recentemente, e
a classificacao do seu comportamento critico continua a ser um problema em aberto

na mecanica estatistica de sistemas fora do equilibrio.

Em seguida, no capitulo 6 sao apresentados os resultados de nosso estudo
simulacional sobre o PCPD, em que estivemos focados na obtencao das razoes entre

os momentos do parametro de ordem. Finalmente, seguem o Capitulo 7, com as
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conclusoes e as perspectivas de trabalhos futuros e dois apéndices. O Apéndice A
trata da obtencao de momentos e cumulantes de uma distribuicao de probabilidades,
enquanto a listagem de um exemplo de cédigo computacional desenvolvido durante

o trabalho completa este texto, na forma do Apéndice B.



2 Transicoes de fase para
estados absorventes

Este capitulo, que nao apresenta resultados inéditos, tem como
objetivo ser uma introdugao a algumas idéias que serao largamente
utilizadas pelo resto deste texto, como a descricao de um sistema
de particulas por meio de equagoes mestras, algumas ferramentas
utilizadas para estudar os fendmenos criticos, tanto no equilibrio,
quanto fora do equilibrio. Enfase especial é dada aos processos
contendo estados absorventes, tendo o Processo de Contato como
exemplo principal.

2.1 A Equacao Mestra

Em geral, um sistema estocdstico de muitas particulas pode ser definido por
um conjunto enumeravel A, das possiveis configuragoes de particulas n € N (micro-
estados). A dinamica do processo se dd através de transi¢oes (instantaneas) n — n/,
que ocorrem espontaneamente a uma taxa W,_,» > 0. O conjunto de todas as
configuracoes, as taxas de transicao e o estado inicial descrevem completamente o

modelo estocdstico a ser estudado.

Seja P, (t) a probabilidade de se encontrar um sistema no estado (microscépico)
n, em um determinado instante de tempo ¢. Suponha que as transicoes de um dado
estado n para outro estado n’ ocorram espontaneamente a uma taxa W,,_,,; > 0 por

unidade de tempo’. Se a evolugao temporal de P,(t) é completamente determinada

50 importante destacar que os coeficientes W sdo taxas e ndo probabilidades. Desta forma, eles
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pela distribuicao de probabilidade no instante t,
P (t + 0t) = Won Py (t)dt, (n# 1), (2.1)

o processo possui a propriedade markoviana [10].

O comportamento dinamico de um sistema estocdstico markoviano pode ser
descrito na forma de uma equag¢do mestra, formulada em termos das taxas de
transicao de cada micro-estado. A equacgao mestra desse sistema é uma equagao
diferencial, linear, que descreve o fluxo de probabilidade “para dentro’e “para

fora”de uma certa configuracao n,

B,
o Palt) = ; Wi—sn P (t) — ; W P (t) . (2.2)
para dentro para fora

Os termos de entrada e saida se balanceiam de forma que a normalizacao
D Pt =1 (2.3)

deve ser obedecida. A equacao mestra descreve um processo de Markov, um processo
que nao possui memoéria intrinseca. Esta caracteristica, em sistemas com um nimero

finito de estados, garante a unicidade do estado estaciondrio®.
Resolvendo o processo de Markov

Definindo uma matriz de evolu¢do como:

Won = Wi — 5nn’ Z W, (24)

,nll

podem ser maiores que 1 e devem ser re-escalados pela mudanca na escala de tempo.

2No caso em que o processo de Markov estudado evolui em tempo discreto (cadeias de Markov)
isto é garantido pelo Teorema de Perron-Frobenius. No caso de um processo em tempo continuo,
pode-se discretizar o tempo através da introducdo de um passo de tempo finito At e reduzir o
processo a uma cadeia de Markov com a matriz de transicoes dada por T' = exp(WA¢), e aplicar
o teorema de Perron-Frobenius. Novamente, devemos resaltar que a afirmacdo de que todas as
solucoes da equacao mestra tendem para a solugdo estaciondria em ¢ — oo ndo é valida, em geral,
no caso de um espago de estados continuo. [10]
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podemos reescrever a equagao mestra (2.2) em uma forma vetorial, mais compacta:

)
—P(t) = WP({), (2.5)

onde P(t) é um vetor contendo as probabilidades de encontrar o sistema em cada

um de seus estados microscépicos em um dado tempo t.

A solugao formal da equagao (2.5) dada uma condigao inicial P(0) é dada por:
P(t) = exp [tW]|P(0), (2.6)
onde exp [tW] é a matriz definida por

t2 t3 t4
exp tW] =T+ tW + 5W2 + WP 4

3 4!W4 + ... (2.7)

com I como a matriz identidade.

Essa expressao para P(t) pode ser 1til em certos casos, mas nao ajuda a en-
contrar uma forma explicita para P(¢). O método tradicional de se resolver equagoes
desse tipo, através dos autovalores e autovetores de W, em geral nao pode ser usado
e métodos de aproximacgao sao empregados para a obtencao de uma solugao para a

equacao mestra.

Uma simplificacdo muito comum é a aproximagao de campo médio (CM), em
que as varidveis microscopicas sdo substituidas pelos seus valores médios (espaci-
ais e/ou temporais). Tais modelos de CM levam a equagoes cinéticas, que apesar
de serem, em geral, nao-lineares e acopladas, sao mais simples de serem tratadas
numericamente. No entanto, com essas aproximagcoes podem se perder algumas ou

mesmo a maioria das propriedades interessantes do sistema.

Uma técnica mais sofisticada e que costuma fornecer melhores resultados sao
as expansoes em séries. Tais expansoes sao feitas diretamente a partir da equacao
mestra e podem envolver uma expansao temporal [11], ou uma expansao perturba-
tiva [12, 13].

Uma outra possibilidade é estudar o sistema por meio de simulacdes com-
putacionais [14]. A distribuigao de estados do processo é calculada numericamente

através da escolha aleatoria entre varias possiveis transicoes para um estado e asso-
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ciando uma certa probabilidade a cada transicao. Apds cada transicao efetuada, o
tempo é incrementado, tipicamente em unidades inteiras de passos de Monte Carlo

3 espera-se que o sistema atinja o estado

[15]. Apds um certo nimero de passos
estacionario, e a sua distribuicao de estados convirja para a solucao estacionaria da

equacao mestra que descreve aquele processo.

Balanco detalhado

Dizemos que um processo de Markov obedece a condigao de balanco detalhado

se
P (Wi = Pa(t) W (2.8)

para todo par de estados n e n’. Uma vez que no equilibrio devemos ter %Pn(t) =0,
conclui-se que o balanco detalhado é uma condicao suficiente para o equilibrio.
Esta é uma diferenca fundamental entre processos no equilibrio e fora do equilibrio,
que pelo menos localmente, nao cumprem esta condicao. Por conseguinte, a dis-
tribuicao estacionaria de probabilidade fora do equilibrio é geralmente desconhecida.
A condicao de balanceamento detalhado é equivalente a reversibilidade microscopica

do processo.

2.2 Processos em Equilibrio

A mecanica estatistica do equilibrio é baseada no axioma de que um sistema
estocastico isolado em seu estado estacionario maximiza sua entropia. Isto significa
que o sistema evolui através de todas as configuragoes possiveis com a mesma pro-
babilidade, formando o chamado ensemble micro-canonico. No caso de o sistema
nao ser isolado, mas acoplado a um banho térmico externo, o mesmo principio é
valido para a combinagao “sistema + banho térmico”, e a solucao estaciondria é a

famosa distribuicao de Boltzmann.

Poy(n) = %exp (=H(n) [k T) (2.9)

3Em geral, ocorre uma relaxacdo exponencial, mas para certos valores dos parametros de con-
trole observa-se uma relaxacao algébrica em direcao ao estado estacionério.
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onde T é a temperatura do banho térmico, H é o Hamiltoniano do sistema e Z ¢é
a soma particdo sobre todas as configuracoes acessiveis [1]. Isto significa que, no
equilibrio nao precisamos de resolver a equacdo diferencial (2.5) uma vez que ja

conhecemos sua solucao estacionaria de antemao.

Transicoes de fase

O exemplo mais comum (apesar de estar longe de ser trivial) de uma transigao
de fase é a transformacao que ocorre ao se variar a temperatura, da agua na fase
liquida para a dgua na fase sélida (gelo), ou para a dgua na fase gasosa (vapor).
Um outro exemplo é a mudanca de fase num material magnético. Um ima, ao ser
aquecido a temperaturas muito altas, perde a propriedade de atrair limalhas de
ferro, isto é, ao se variar a temperatura, o ima muda da fase magnética para a fase

paramagnética.

Vejamos o que ocorre no exemplo da transicdo em materiais ferromagnéticos:
acima de uma certa temperatura, chamada temperatura critica, 7,, o material tem
seus momentos magnéticos completamente desordenados, resultando em uma mag-
netizacao nula. Abaixo de 7., o material apresenta os momentos magnéticos orde-
nados segundo uma direcao preferencial, resultando em uma magnetizacao M # 0.
Neste exemplo, a magnetizacao funciona como um parametro de ordem do sistema,
pois nos permite distinguir entre as fases do ferromagneto, uma com M = 0 (fase
desordenada) e outra com M # 0 (fase ordenada). J& a temperatura funciona como
um parametro de controle, e o valor desse parametro para o qual ocorre a transicao
(neste caso, T,) ¢ chamado de um ponto critico’. O diagrama de fases de tal sistema,

considerando o campo externo H = 0, é visto na Figura 1.

No equilibrio, as transicoes de fase sao caracterizadas por uma nao-analiticidade
dos potenciais termodinamicos, refletida em divergéncias de suas derivadas que,
por sua vez, estdo diretamente relacionadas as respostas termodinamicas (calor es-

pecifico, susceptibilidade magnética, etc) [16]. No exemplo da solidificacao da dgua,

4Em outras palavras, o pardmetro de ordem de um sistema pode ser definido como uma funcéo
que tem um valor nulo abaixo do ponto critico e ndo nulo acima do ponto critico. Segundo
a classificacdo de Landau, em uma transicdo continua o pardmetro de ordem varia de maneira
continua entre duas fases, enquanto em uma transicao descontinua o parametro de ordem apresenta
um salto no ponto critico.
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(Ml A

Te T

Figura 1: Gréfico do médulo da magnetizacio em funcdo da temperatura na transicio de fase de

um ferromagneto, com campo externo nulo.

a entropia do sistema, que é uma derivada primeira da energia livre de Gibbs, é des-
continua, caracterizando uma transicao de fase de primeira ordem. J& no caso da
transicao que ocorre no ferromagneto a transicao é classificada como uma transicao

de sequnda ordem, pois a singularidade ocorre na derivada segunda da energia livre.

Esse comportamento singular é causado por flutuagoes microscopicas que atin-
gem escalas macroscépicas, dando origem portanto a um comportamento coletivo,
que fica bem caracterizado quando se investiga a correlacao entre os constituintes

do sistema.

2.3 Processos Fora do equilibrio

Um processo é considerado fora do equilibrio se sua dinamica microscépica
nao obedece ao balanco detalhado. Em geral, todos os sistemas sujeitos a uma
forca externa nao-conservativa ou a uma fonte de energia ou particulas situam-se
fora do equilibrio. Por exemplo, uma maquina térmica trabalhando em um regime
estacionario ainda precisa de um suprimento continuo de combustivel, de forma que
em principio é impossivel estabelecermos uma situacao que obedeca ao balanco deta-
lhado. No entanto a maquina térmica em regime estaciondrio pode ser considerada

como um processo proximo ao equilibrio, de forma que os conceitos termodinamicos
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da fisica do equilibrio ainda podem ser aplicados com sucesso.

Por outro lado, existem processos que violam o balanco detalhado de forma
tao radical que os conceitos da mecanica estatistica de equilibrio nao podem ser
aplicados, nem mesmo de maneira aproximada. Esses processos sao chamados de

processos longe do equilibrio.

Estados absorventes

Alguns sistemas fora do equilibrio podem, durante sua evolucgao, ficar apri-
sionados indefinidamente em uma configuragao, chamada configuragao (estado) ab-
sorvente. Na modelagem estocastica, um estado absorvente é aquele que pode ser
atingido a partir de outros estados, mas as transi¢coes a partir dele para outros es-
tados sao proibidas (Figura 2). Em um sistema finito com pelo menos um estado

absorvente, os estados nao absorventes sao chamados de estados transientes.
7

B —0

Figura 2: Processo com 4 estados onde o estado 0 é absorvente.

O simples fato de um modelo possuir um estado absorvente mostra que ele
nao pode obedecer a condicao de balanceamento detalhado e portanto nao pode ser
descrito por um Hamiltoniano. Processos com estados absorventes sao um tipo de

processo longe do equilibrio.

Os processos com estados absorventes aparecem na modelagem de varios
fenomenos de dreas diversas, tais como Fisica-Estatistica [7], reagoes quimicas [17,

18], epidemiologia [9] e modelos populacionais [19].
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Transicoes de fase fora do equilibrio

Entre as caracteristicas gerais de sistemas estacionarios fora do equilibrio pode-
mos mencionar que eles podem sofrer uma transicao de fase, significando que as
varidveis macroscépicas (como por exemplo a taxa de uma reagdo quimica, ou a
fragao de um reagente na superficie) podem sofrer uma mudanga singular quando as
taxas dos processos microscopicos variam suavemente. Uma transicao de primeira
ordem significa uma descontinuidade, por exemplo, na fracao de um dos reagentes
(em analogia com as transi¢oes de equilibrio [4, 16]). Uma transi¢do de ordem
superior implica em uma mudanca continua nas varidveis macroscopicas mas acom-
panhada de singularidades em funcoes de correlagao de ordem superior, como a
densidade média quadratica. Entretanto, diferentemente de sistemas em equilibrio
termodinamico, em geral nao podemos relacionar estas quantidades a derivadas da
energia livre [20]. Estas transi¢oes sdo conhecidas por transi¢oes de nao-equilibrio

ou transicoes de fase cinéticas [21, 22].

Um tipo de transicoes de fase fora do equilibrio é a que ocorre em sistemas
com estados absorventes que admitem, além do estado estacionario absorvente, um
ou mais estados estacionarios nao-triviais (ativos). Sao as chamadas transi¢des de
fase para estados absorventes ® Ainda neste capitulo discutiremos o caso do processo

de contato, que ilustra bem este tipo de transicao.

2.4 Universalidade

Uma idéia importante no estudo das transicoes de fase de nao-equilibrio é,
assim como no equilibrio, o conceito de universalidade [24]. Este conceito expressa a
expectativa de que o comportamento critico de tais transicoes possa ser associado a
um conjunto finito de possiveis classes de universalidade, cada uma correspondendo
6

a um certo tipo de teoria de campo °. A acao na teoria de campo envolve certos

5Devemos mencionar que existem outros tipos de processo longe do equilibrio que ndo possuem
estados absorventes, mas também podem sofre transicbes de fase como, por exemplo, o “gas de
rede dirigido”[23].

6A nocdo de universalidade foi originalmente introduzida por fisicos experimentais com o obje-
tivo de descrever a observacao de que varios sistemas fisicos aparentemente sem relacdo apresen-
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operadores relevantes, cuja forma é geralmente determinada pelas propriedades de
simetria do processo, enquanto outros detalhes da dinamica microscopica levam a
contribuicoes que sao irrelevantes no sentido da teoria de campo. Grosso modo,
isto explica porque varios modelos diferentes podem pertencer a mesma classe de

universalidade’ [4].

Scaled magnetization

Scaled temperature

Figura 3: Dados experimentais para cinco materiais magnéticos com caracteristicas estruturais
bem diferentes, plotados em um diagrama M HT re-escalonado. Os materiais sao CrBrs , EuO,
Ni, YIG, e PdsFe. Figura extraida de [24].

As classes de universalidade podem ser caracterizadas em termos de seus ex-
poentes criticos e funcoes de escala. Assim, é de suma importancia uma estimativa

precisa dos expoentes criticos.

tavam o mesmo tipo de comportamento singular em uma transicdo de fase. Observe a Figura 3,
que mostra cinco materiais magnéticos totalmente diferentes estruturalmente, no entanto os dados
no diagrama M HT re-escalado mostra um colapso dos dados dos cinco materiais em uma tinica
funcao de escala.

"Devemos enfatizar que, ao contrario das transicoes de fase no equilibrio, onde a teoria de grupo
de renormalizacao fornece toda essa base tedrica, ainda nao existe uma classificacdo completa das
classes de universalidade fora do equilibrio, pois ndo se conhecem com certeza quais os ingredientes
e simetrias relevantes neste caso.
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Expoentes criticos e correlacoes

Na mecanica estatistica de equilibrio, as transicoes de fase podem ser descritas
em termos de uma teoria de escala fenomenoldgica. Por exemplo, na auséncia de
um campo magnético externo H, um ferromagneto ideal exibe uma magnetizagao
espontanea M, abaixo de um valor critico, também chamado de temperatura de
Curie, T,.. Observa-se que na fase ordenada essa magnetizacao espontanea vai para

Zero como
| M |~ (T = T)’ (2.10)

quando nos aproximamos do ponto critico 7, (com campo H = 0). O expoente (3

associado a este decaimento da magnetizacao é um expoente critico universal.

Outros expoentes foram introduzidos para descrever o comportamento de ou-
tras grandezas como calor especifico C, e susceptilibilade x, que também apresentam

comportamento em forma de lei de poténcia na criticalidade:

Cx|T,—T|™, (2.11)
xx|T.—=T |7 (2.12)

Variaveis fisicas como a magnetizacao, o calor especifico e a susceptibilidade
magnética sao propriedades macroscépicas da matéria e fazem parte da descricao
termodinamica de um sistema. No entanto, para entender melhor o comportamento
de um sistema préximo a uma transicao de fase, é indispensavel entender o que

acontece no sistema em escala microscépica.

O modelo microscépico mas simples que descreve a transicao de fase em um

ferromagneto é o conhecido modelo de Ising [25], cujo hamiltoniano ¢ definido como

H=-J 00y, (213)
(i,9)

onde .J é a constante de troca, o; = +1 é uma variavel de spin que representa o

momento magnético em cada sitio, e (i, 7) indica que a soma deve ser feita apenas

sobre sitios 7 e j que sao primeiros vizinhos.
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Neste caso é 1til definirmos uma funcao de correlagao estatica, c(r),

c(r) = (0i0;) = (9:){0;), (2.14)
com r = |r; — ;.

Essa funcao revela como o parametro de ordem local em uma posi¢ao estd
correlacionado com aquele a uma distancia r do primeiro. Assim, quando r — oo, a
funcao correlacao decai a zero. Para valores longe do ponto critico, este decaimento

se da exponencialmente, da forma
c(r) oc e7E, (2.15)

onde & define o comprimento de correlacdao do sistema, que depende da temperatura.

Ja para temperaturas proximas da temperatura critica o sistema desenvolve
correlagoes de longo alcance, com & — oo e nessas condicoes, a fungao correlagao

decai da forma )

e(r) o

que apresenta um decaimento algébrico, onde d é a dimensao do sistema e 7 é o

expoente critico associado a funcao de correlagao.

Em outras palavras, fora da criticalidade, um sistema fisico de muitos corpos
apresenta correlacoes entre seus elementos, que decaem exponencialmente com a
distancia, limitadas por um comprimento caracteristico de correlacao. Na criticali-
dade, as correlacoes decaem de forma muito mais lenta e sem nenhum comprimento
caracterfstico®. A divergéncia do comprimento de correlacdao é a fonte priméria de
todos os fenomenos associados a criticalidade. De modo similar, o comprimento de
correlacao & diverge como & ~ |T' — T,|™" para T — T, onde v é outro expoente
universal. O ponto critico em si é caracterizado pela inexisténcia de uma escala
de comprimento macroscopica de forma que o sistema é invariante sob qualquer

transformacao de escala.

Nas transicoes de fase de nao-equilibrio para estados absorventes ocorre algo

8Observe que no caso do decaimento exponencial, ¢ fornece uma medida de comprimento, pois
¢(r)/e(2r) depende da razdo r/¢. Entretanto, um decaimento conforme uma lei de poténcia, em
que ¢(r) ~ (ro/r)"™, a quantidade ¢(r)/c(2r) é independente de r/rq .
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bem parecido. Entretanto, como sistemas fora do equilibrio envolvem necessaria-
mente o tempo, existem agora dois comprimentos de correlagao diferentes, o com-
primento de correlagao espacial £ e o comprimento de correlagao temporal & com os
respectivos expoentes associados v e y,. A razao entre esses expoentes, z = || an
¢ chamada de expoente dinamico por relacionar as escalas espacial e temporal na

criticalidade.

2.5 O Processo de Contato

O processo de contato (PC) foi proposto por Harris [9] em 1974, como um
“toy model” para uma epidemia. O processo de contato é definido em uma rede, em
geral uma rede cibica d-dimensional, onde cada sitio 7 representa um “organismo”.

A cada instante, um sitio pode estar infectado (o;(t) = 1) ou sdo (o;(t) = 0).

A evolugao no processo de contato acontece de forma assincrona, da seguinte
forma. Cada sitio infectado se torna sao a uma taxa unitaria, independente dos sitios
vizinhos. A infecgao (0;(t) = 0 — o;(t) = 1) somente pode ocorrer se pelo menos um
dos primeiros vizinhos do sitio em questao estiver infectado. Ela ocorre a taxa Am,
onde m é a fragao de primeiros vizinhos do sitio 7 que estd infectada® (vide Figura
4). Observe que um sitio sadio precisa de pelo menos um vizinho infectado para se

tornar infectado, de forma que fica evidente que o estado o; = 0, Vi é absorvente!°.

e0® 0O0O® 000 @
® e & O
M A/2 A/2 1

Figura 4: Taxas de transigio no processo de contato unidimensional

9Se n é o nimero de primeiros vizinhos infectados e ¢ o nimero de coordenacio da rede, entido
m=n/q

100 d d i i d iculas i idind

processo de contato pode ser visto como um sistema de particulas interagentes residindo em

sitios de uma rede e evoluindo de acordo com regras locais e markovianas. Assim, cada sitio da rede
pode estar em dois estados, vazio ou ocupado. A infeccdo equivaleria a um processo de criacdo
auto-catalitica de particulas e a mudanca de infectado para sdo a um processo de aniquilacao
espontanea de particulas.
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No PC o parametro de ordem, andlogo a magnetizacao no modelo ferro-
magnético, é a densidade estaciondria de particulas (ou sitios ativos), p, que se anula
no estado absorvente. Quando A aumenta além de um valor \., o sistema sofre uma
transicao de fase continua do estado absorvente para um estado estacionario ativo,
como pode ser visto na Figura 5. Formalmente, a densidade de particulas é definida

COINO:

o(t) = Jim =3 ai(t). (2.17)

onde N é o numero de sitios da rede.

0.8

0.6 |

0.4 |

0.2 f

Figura 5: Densidade estaciondria de particulas, em func¢io do pardmetro de ordem no PC unidi-

mensional, obtida através de andlise de séries, conforme [6].

O processo de contato é aparentemente o modelo mais simples que exibe uma
transicao de fases em uma dimensao''. Harris demonstrou rigorosamente que o
modelo, no limite termodinamico, apresenta um estado ativo estavel além do es-
tado absorvente [9]. Tal fato tem relevada importancia, dado que em sistemas
finitos, estudados em simulacoes numéricas, o estado absorvente sempre é atingido

para tempos suficientemente longos. Ademais, isso revela uma grande diferenca em

1 0s mecanismos de interacdo contidos no processo de contato constituem a base para a for-
mulacdo de diversos modelos de rede que tém como objetivo a descricdo de propagacao de epi-
demias, analise de dinamica populacional e estudo de reacées quimicas. Por isso, o PC é conside-
rado o “Modelo de Ising” da Mecanica Estatistica de transi¢oes de fase para um estado absorvente.
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relacdo aos modelos em equilibrio, nos quais uma transicao de fase nao ocorre em

sistemas unidimensionais com interagoes de curto alcance [26].

2.5.1 Comportamento critico

Como é comum nas transicoes de fase continuas, préximo ao ponto critico,
no estado estaciondrio, observa-se que a densidade de sitios ativos segue uma lei de
poténcia:

pox AP (2.18)

onde p = p(o0), A =| A — A, | é a distancia ao ponto critico e 5 é o expoente critico

associado.

No caso de estudarmos a evolucao temporal do PC, a partir de uma semente
ativa em uma rede vazia (Figura 6), ¢ mais conveniente usar como parametro de

ordem a probabilidade de sobrevivéncia,
Py(t) = (1= ] (1 - ai(t)), (2.19)
i
que representa a probabilidade de que o sistema ainda nao caiu no estado absorvente.

Neste caso, observamos a seguinte lei de poténcia no ponto critico:

Py(00) xx AP (2.20)

Em geral,  # (', porém o processo de contato, como outros sistemas, possui
uma simetria de reversao temporal [27], que assegura que nestes casos, § = (. Isto
implica que P; se torna proporcional a p quando t — co. Além disso, como o processo
de contato também apresenta uma propriedade chamada de auto-dualidade, prova-se
rigorosamente que a densidade de particulas é igual a probabilidade de sobrevivéncia,

no estado estaciondrio [28].

Ainda nas vizinhancas do ponto critico, observa-se que os comprimentos de

correlacao espacial e temporal se comportam como

£, oc A7V (2.21)
&) o< AT, (2.22)
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<Ay

Figura 6: Evolugao temporal tipica a partir de uma tnica particula, no processo de contato

unidimensional, para valores subcritico, critico e supercritico de A.

respectivamente.

Outras quantidades que fornecem informagoes importantes acerca do processo

sao o numero médio de particulas,

n(t) = oi(t)), (2.23)

1

e a variancia da densidade no estado estacionario,

X =LU(p%) — (p)?), (2.24)

onde L é a dimensao linear do sistema. Essa variancia fornece uma medida das
flutuagoes do parametro de ordem, e na vizinhanca do ponto critico, se comporta

como
X x| AT (2.25)

O comportamento do PC também apresenta uma dinamica auto-similar no
ponto critico (vide Figuras 6 e 7). Assim, grandezas empregadas para caracterizar
o comportamento dindmico, como o espalhamento médio R?(¢) de uma particula a

partir da origem,

R(t) = %Q: 0,), (2.26)

além da probabilidade de sobrevivéncia,Ps(t), e do nimero médio de particulas,

T
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10°

Figura 7: Evolucio temporal da densidade de sitios ativos para valores diferentes do parametro
de controle \.

seguem leis de poténcia para tempos longos:

Py(t) oct™° (2.27)
n(t) oc " (2.28)
R2(t) o t%/7, (2.29)

Além dos expoentes citados, varios outros expoentes sao utilizados no estudo
das propriedades criticas do PC. No entanto, como veremos na proxima secao, esses
outros expoentes nao sao independentes e podem ser obtidos a partir da trinca de
expoentes 3, v, e v (lembrando que = f'). Desta forma, a classe de universalidade
do processo de contato pode ser caracterizada por apenas trés expoentes criticos.
Na secao seguinte trataremos da teoria de escala, uma ferramenta bastante 1til que
permite encontrar as relacoes de escala entre grandezas diversas, e é imprescindivel

na analise das simulacoes que apresentaremos nos proximos capitulos.
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2.5.2 Teoria de Escala

A teoria de escala fornece uma descricao simplificada de um sistema na vi-
zinhanca de seu ponto critico. Em um sistema em equilibrio, estas relagoes sao
derivadas a partir da energia livre e de sua relacao com cada uma das grandezas.
Fora do equilibrio utilizaremos uma formulacao fenomenolégica da teoria de escala,

a abordagem de Grassberger e de la Torre [27].

A idéia por tras da teoria de escala é a hipotese de que as propriedades
assintoticas do sistema proximo ao ponto critico sao invariantes sob transformacoes

do tipo

A — aA,
r—a vt
t — a "It
p—d’p,

P —d”P, (2.30)

onde a > 0 é um fator de escala. A invariancia por escala restringe fortemente a

forma das funcoes governando o comportamento critico, como veremos a seguir.

Vejamos por exemplo o que acontece com a probabilidade de sobrevivéncia,

P;, exatamente no ponto critico. A invariancia por escala neste caso exige que
P,(t) = a® P,(a™"1t). (2.31)

Se escolhemos um valor de a tal que ta™"I = 1, obtemos que P;(t) = t~%/"IP,(1).

Desta forma, tomando § = /v = '/v, temos que no ponto critico

Py(t) oc t7. (2.32)

E no caso de nao estarmos sobre o ponto critico, mas préximo a ele? Entao
temos P, = Py(A,t) = o Py(aA,a"1t). Novamente, fazendo que a = t'/"I, con-

cluimos que, préximo ao ponto critico, Py escala como

Py(A,t) =t # /M py(At 1), (2.33)
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A expressao acima pode ser escrita como

Py(t) ~ t7® (At "), (2.34)
onde ® é uma funcao de escala, que depende apenas do argumento At!'/”I. Observe
que ela se reduz a forma (2.32) quando A = 0.

Considere agora a probabilidade condicional de encontrarmos uma particula
numa posicao r em um instante de tempo t, dado que no tempo inicial, ¢ = 0, a
rede estava ocupada por uma tnica particula, localizada na origem, p(r,t). Neste
caso, no regime de escala, isto é para valores pequenos de A, a invariancia por escala
exige que

p(r,t) ~ 7Y F(r/t7 AL (2.35)

para sistemas grandes e tempos longos. Na expressao acima, d é a dimensao do
sistema, F ¢ uma funcdo de escala universal, e z = y/v.. O pré-fator tn—dlz
se justifica pelo fato de que, quando A = 0, integrando sobre o espaco, devemos

recuperar a relacao (2.28). Isto ¢ verificado a seguir:
n(t) = (S ait) = [ dro(r.
= /ddrt”_d/zf(r/tl/z,Atl/””)
= {14/ / Al F(r /17 AL, (2.36)
Fazendo uma mudanca de varidveis, v = r/t'/#, obtemos

n(t) = t"1-4#d/? /ddu}'(u, AtHM)

~ 1T F (AL (2.37)

que no ponto critico leva a
n(t) ~ t". (2.38)

De maneira andloga, para que a forma de escala (2.35) seja consistente, de-

vemos obter a expressao (2.29) quando calculamos o segundo momento, integrando
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sobre todo o espaco:

RA(t) = (r2(1)) = —— / i p(r, 1)

n(t)
1

- = dd 2tn—d/z‘7: tl/z Atl/u”
00 ARG
— Ltﬂ_d/z/ddth/Zu2td/Zf(u, Atl/l/“)
n(t)

~ 122 Fy (A1), (2.39)

onde utilizamos a mesma substituicao de varidveis do caso anterior.

Vimos que no PC, Py = lim;_,, P(t) = p. Além disso, no estado estacionério,

vale a relagao p(r,t) ~ Pyp, 0 que implica que
p(r,t) = APAP o A% (2.40)

Por outro lado, a expressio (2.35) fornece p ~ AY1%/2=" - Comparando com (2.40),

obtemos uma relacao de hiperescala,

d 23
/)7:—:

z V”

26 (2.41)

que relaciona os expoentes criticos e a dimensao do sistema.

Escala de Tamanho Finito

As singularidades que marcam as transicoes de fase e pontos criticos emergem
apenas no limite para sistemas de tamanho infinito. Dessa forma, na vizinhanca
do ponto critico, quando o comprimento de correlacao £ é grande, as propriedades
intensivas do sistema dependem fortemente do tamanho. A teoria de escala de
tamanho finito se apdia na hipdtese de que, proximo ao ponto critico, a dependéncia
do tamanho L deva envolver apenas a razao L/¢. Quando L >> £ o sistema consiste
de muitas regioes descorrelacionadas e suas propriedades devem ser independentes

do tamanho [?].

Porém, devemos levar em conta que, em modelos com estados absorventes,

0 unico estado estacionario em redes finitas é o préprio estado absorvente. Por
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Figura 8: Densidade de sitios QE no Processo de Contato unidimensional. Os tamanhos de
sistema sao L = 20, 50, 100, 200, 500, 1000, de cima para baixo. Figura extraida de [6].

isso, para obtermos informacoes sobre o estado ativo através de simulacoes deve-
mos estudar um estado meta-estavel, o chamado estado quase-estaciondrio (QE).
Em uma simulacao, o sistema atinge o estado QE apds um certo transiente, que
depende do tamanho do sistema, da condicao inicial e do valor de A. Os valores
das médias obtidas no estado QE convergem para seus valores estacionarios no li-
mite termodinamico, como pode ser visto na Figura 8, que mostra a densidade de

particulas no estado quase-estaciondario para varios tamanhos de sistemas.

Préximo ao ponto critico, e para valores grandes de L, a densidade de sitios

ativos QE, p(A, L), pode ser escrita na forma!?

p(A, L) ox LA f(ALY). (2.42)

A funcao de escala f(z) deve ser proporcional a z° para valores grandes de x (L >>
£), pois p o AP A forma de escala revela que, se fizermos um gréfico de L#/¥1p
em funcdo de L'/¥LA, as curvas para tamanhos diferentes devem coincidir. Isto é

verificado na figura 9, onde os dados da figura 8 apresentam um perfeito colapso.

A analise de escala de tamanho finito também permite determinarmos o valor

do ponto critico pela dependéncia em L de p()\,L). No ponto critico a equacao

12Em geral denota-se a razio L/ como ALY/t
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Figura 9: Grafico reescalado da densidades de sitios QE. Figura retirada de [6].

(2.42) fornece
p(L) o L7+ (2.43)

Se plotarmos gréaficos de Inp x In L, encontraremos uma reta cuja inclinacao nos
fornecera o valor do expoente critico. Fora do ponto critico, nao encontramos uma
lei de poténcia, mas curvas com concavidades opostas nos regimes subcritico e su-

percritico.

2.5.3 Teoria de Campo médio

No Processo de Contato, a evolugao temporal de p(x,t) = Problox(t) = 1]

pode ser descrita pela seguinte equacao de movimento:
D ox1) = —plx,t) + > 3" Prob oy (t) = 0,04 (1) = 1] (2.44)
gV = TP 7 A A '

onde y sao os sitios primeiros vizinhos do sitio x e ¢ é o niimero de coordenacao da
rede.

A relacao anterior é exata mas requer que conhecamos a probabilidade de dois
sitios, que por sua vez depende da de tres sitios e assim por diante, em uma hierarquia
infinita. Uma maneira de tratar esse problema é utilizarmos a aproximacao de n-

sitios ou aproximagao em aglomerados [29]. A idéia é truncar a hierarquia em
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Tabela 1: Aproximacao de sitios para o PC unidimensional

Evento Taxa AN
1. ece—>eee N\ (1—p) 1
2. €00 —>e000 %p(l—p)2 1
3. coe—oee Zp(l—p)? 1
4, e > o p —1

algum nivel de aproximacao. No caso de truncarmos no nivel de 1 sitio, temos a
aproximacao de campo médio usual, que trata a probabilidade de ocupacao de cada

sitio como independente dos vizinhos, i.e,
Prob [0 (t) = 0, 0y(t) = 1] = Prob [ox(t) = 0] Prob [0y (t) = 1] .

Neste nivel o processo apresenta os eventos e respectivas taxas de transicao listados
na Tabela 1.

A contribui¢ao de um dado evento para a evolucao temporal da fragao de sitios
ativos é dada pelo produto entre sua taxa e a variacao no numero de sitios ativos,
AN, provocada pelo evento. Desta forma, assumindo homogeneidade espacial, a

equagao (2.44) se torna
dp

o= (A —1)p— Ao (2.45)

A equagao (2.45) é a famosa equagao de Malthus-Verhulst, e modela a evolugao
temporal do tamanho de uma populacao que apresenta seu crescimento limitado por
recursos finitos do ambiente. No estado estaciondrio, dp/dt = 0. Para A < 1 a tnica
solucao estacionaria é a solucao trivial, o estado absorvente p = 0. Entretanto
para A > 1 ha também uma solucao prevendo um estado estacionario ativo com
p=1— A" Para A > 1 esse estado ativo é estdvel, enquanto a solucio absorvente
é instavel. Dessa forma, A = 1 = ). marca um ponto critico, em que o parametro

de ordem p sofre uma mudanga singular (vide Figura 10).
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Figura 10: Densidade de stios ativos para o processo de contato unidimensional, segundo a teoria
de campo médio.
A solucao geral da equagao (2.45) é

A—1
P(t) = T oo (2.46)
onde a constante ¢ = A — (A — 1)/po, se tomamos p(0) = py.

Analisando agora o comportamento da solu¢ao acima na regiao subcritica, em

que A < 1, vemos que ela decai para zero de forma exponencial

p=Ae =M, (2.47)
Na regiao supercritica, A > 1, o sistema relaxa para a solucao estaciondria ativa
€como

A—1
p="——- Be~ -1t (2.48)

Em ambos os casos, o tempo de relaxacao 7 é dado por

ANIPYEDY (2.49)

Substituindo o valor do ponto critico na equacao (2.45), vemos que na criti-
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calidade, a evolucao temporal é dada por

o __,

= — 2.

indicando que em A = A. a densidade de sitios ativos decai em forma de le: de
poténcia
p(t) oct™t, (2.51)

e fornecendo o expoente v =1

Definindo A = X — )\, entao para A > 0, de acordo com a equagao (2.45),
p= A+ O(A?). Préximo a um ponto critico, o parametro de ordem segue uma lei
de potencia, do tipo

pox AP (2.52)

Logo, a aproximacao de campo médio para o PC fornece 5 = 1.

Para determinarmos o expoente relacionado a escala espacial, v, podemos
escrever uma versao continua [10] da equacao (2.45), onde p = p(x,t) passa a repre-
sentar uma densidade local de particulas. Acrescentamos a essa expressao um termo
que leve em conta flutuacoes espaciais, através de um termo difusivo:

% (x,) = (A= 1)p(x, 1) — A2(x, 1) + DV2p(x. 1), (2.53)

onde D > 0. Considerando a hipotese de escala, essa expressao deve ser invariante
sob uma reescala do tipo p(x,t) — a=#/"+p(x,t). Aplicando esta transformacio na

equacio (2.53), e dividindo por a=#/"+ obtemos

aﬂ/VJ_ 0

5706 1) = (A= 1)p(x,1) =A™ g2 (x, £) + Da*VZp(x, 1), (2.54)

onde devemos ter /v, = 2 para manter a invariancia de escala da expressao (2.53).
Assim, nessa formulagao de campo médio, concluimos que v, = 1/2.

Resumindo, os valores dos expoentes criticos fornecidos pela teoria de campo
médio sao
=Ly =1lev =1/2. (2.55)

Comparando estes valores com os valores obtidos por métodos mais sofisticados
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Tabela 2: Valores dos pontos criticos e expoentes para o Processo de Contato.

d=1 d=2 d=3 d=4
Ao 3.297848(20) 1.6488(1) 1.3169(1)

B=p 0276486(8) 0.5834(30) 0.813(9) 1

~ 0.543882(16)  0.300(16) 0.126(2) 0
Y| 1.733847(6)  1.295(6)  1.105(5) 1
v, 1.096854(4)  0.734(4)  0.581(5)  1/2
" 0.313686(8) 0.2295(10) 0.114(4) 0

z 1.580745(10)  1.76(3)  1.90(1) 2
Ref. 13, 33] [34] [35]

(Tabela 2), vemos que, apesar de qualitativamente correta, a aproximacao de campo
médio apresenta resultados muito pobres do ponto de vista quantitativo. A falha
da teoria de campo médio reside no fato dela tratar os sitios como estatisticamente
independentes. Em d = 1 nao existem resultados exatos para o valor de \. e dos
expoentes criticos, porém resultados obtidos através de expansoes em séries [13] por
exemplo, indicam A\, = 3.297848(20). Na tabela 2 estao os valores dos pontos criticos
e dos expoentes para o PC em varias dimensoes. Cabe ressaltar que parad > d. = 4
a aproximacao de campo médio para o PC se torna exata, onde d. é a dimensado
critica[30] do modelo. A existéncia da transi¢ao de fase no Processo de Contato foi

provada rigorosamente [31], bem como o fato de que a transigao é continua [32].

2.6 A classe da Percolagao Dirigida (PD)

Historicamente, o conceito de percolacao surge do estudo do fenomeno de
transporte de um fluido através de um meio poroso. Por exemplo, o petréleo através
de uma rocha, ou a dgua em um filtro de areia. Formulado no final da década de 50
por Broadbent e Hammersley [36], o modelo de percolagao concentra-se em descrever
0 meio poroso, que serd visto como uma rede de canais aleatérios (ligagoes), por onde

escoa um fluido deterministico.

O meio poroso é modelado como um substrato sélido em cujo interior existe

um certo numero de pequenos canais e poros em pontos escolhidos ao acaso. Na
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modelagem usual utiliza-se uma rede regular, em que cada sitio representa um poro
e as ligagoes entre os sitios representam os canais. Para simular a passagem do
liquido através dos poros, considera-se que uma ligacao aberta com probabilidade
p e fechado com probabilidade 1 — p, com 0 < p < 1. Se o nimero de canais for
suficientemente grande entao eles estarao interligados e o meio se tornard permedvel
a passagem do fluido. Neste caso dizemos que houve a percolacao do fluido. Prova-se
que existe um valor critico de p = p. em que existe uma transicao de fases continua
entre a fase impermedvel e a fase permeavel ao liquido, em que o parametro de
ordem ¢é definido como a probabilidade de que um sitio escolhido ao acaso pertenca

ao aglomerado infinito [37].

Figura 11: Modelo para uma rocha porosa bi-dimensional imersa em liquido.

No caso discutido até aqui, o fluido pode fluir em qualquer direcao pelas
ligacoes abertas (percolagao isotrépica) [38]. Se considerarmos uma diregao pref-
erencial de escoamento'?, temos a percolacao direcionada. A direciao preferencial
pode ser interpretada como um coordenada temporal, em um modelo d + 1 dimen-

sional, onde a rede quadrada foi girada a 45 graus.

Devido ao fluxo ocorrer em apenas uma direcao, podemos considerar como
ativos (z; = 1) os sitios molhados e inativos (z; = 0) os sitios secos. A atualiza¢ao
do processo é sincrona, ou seja, no tempo t = t + 1 todos os sitios sao atualizados

a0 mesmo tempo.

13 A direcdo preferencial de escoamento pode ser utilizada para modelar a forca gravitacional, ou
modelar uma rede de diodos aleatoria.
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Figura 12: Percolagdo direcionada, onde a direcio preferencial é interpretada como uma coorde-
nada temporal. O processo evolui de maneira sincrona. Figura extraida de [39]

(d) (e)

Figura 13: Interpretacio da percolagdo dirigida como um processo de reacio-difusdo. Temos em:
(a) aniquilagao, (b) e (c) difusao, (d) criacao, e (e) coagulacdo. Figura extraida de [39].

O modelo de percolacao dirigida também pode ser interpretado como um
processo de reagao-difusao (vide Figura 13), onde cada sitio ativo representa uma

particula A, e com os seguintes processos envolvidos:

A — () (aniquilacao)
A — DA (difusao)
A — 2A (criacao)

)

2A — A (coagulagao (2.56)

De onde depreende-se que a configuracao em que todos os sitios estejam vazios é

absorvente, estado equivalente a nao haver mais ligacoes abertas no tempo ¢t + 1.

A transicao de fase para este estado absorvente apresenta os mesmos expoentes
criticos encontrados no Processo de Contato, e em varios outros modelos, o que

caracteriza a chamada Classe de Universalidade da Percolagao Dirigida.
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Conjectura de Grassberger-Janssen

Nos modelos com transi¢oes para estados absorventes, a classe da percolacao
dirigida (PD) tem se mostrado bastante robusta com relagao as regras microscépicas.
Tal fato levou Janssen e Grassberger a conjecturarem que um modelo deve pertencer

a classe PD se as seguintes condicoes estiverem presentes:

(i) O modelo apresenta uma transicao de fase continua de uma fase ativa para

um unico estado absorvente.

e (ii) A transicdo ¢é caracterizada por um parametro de ordem escalar, positivo.

(iii) As regras dinamicas envolvem somente interagoes de curto alcance.

e (iv) O sistema nao possui simetrias adicionais ou desordem congelada.

Apesar desta conjectura nao ter sido provada rigorosamente, ela vem sendo
reforcada por extensa evidéncia numérica, para diversos modelos, além do PC e da
Percolagao dirigida, como o modelo ZGB [18] e 0 autémato celular de Domany-Kinzel
[40]. Porém, foram encontrados sistemas com infinitos estados absorventes [41],
que também apresentam expoentes coincidentes com os da percolagao direcionada.
Dessa forma, devemos considerar que a conjectura de Grassberger-Janssen fornece as
condicoes necessdrias para um sistema pertencer a classe PD, e que a determinacao

das condicoes suficientes ainda é um problema em aberto.

Evidéncias experimentais da classe PD

Apesar de que, sob o ponto de vista tedrico, os modelos da classe da percolagao
dirigida sejam simples de serem definidos, e serem utilizados para modelagem de
fenomenos diversos, a evidéncia experimental da universalidade das transicoes de
fase para estados absorventes ainda era bastante pobre, e até bem pouco tempo
atras ainda nao havia nenhum experimento que confirmasse os valores dos expoentes

criticos da classe PD quantitativamente [42].
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Podemos identificar pelo menos trés problemas principais na origem dessa
dificuldade experimental. O primeiro é a impossibilidade de se obter, experimen-
talmente um estado realmente absorvente, livre de flutuacoes, que interferem na
medicao dos valores dos expoentes criticos com precisao. O segundo é o apareci-
mento de “desordem congelada”devido a inomogeneidades espaciais e/ou temporais,

que podem destruir o cardter PD da transicao [6].

Outro problema é que os fenomenos que forneceram a “motivacao”para a
criacao dos modelos que exibem uma transicao da classe PD sao, na verdade, muito
mais complexos. Um exemplo ¢ a transicao continua para uma fase “envenenada” por
O,, que ocorre no modelo ZGB, que modela uma reacao catalitica do tipo CO +
Oy — CO,, adsorvidas sobre um substrato (representado por uma rede quadrada)
[18]. O fato é que, nos experimentos reais, existe uma desorc¢ao de O, e o estado ab-
sorvente é destruido. O caso representado pelo espalhamento de epidemias, também
nao é modelado de maneira realista pelo processo de contato simples, uma vez que,
além do mecanismo de contdgio nas epidemias reais ser em geral heterogéneo, muitas
vezes estao presentes termo de interagao de longo alcance (como em uma epidemia
cujo vetor é um inseto, por exemplo). Uma revisao sobre as diversas tentativas de

verificacao experimental da classe PD, bem como algumas sugestoes encontra-se em
[42].

Recentemente, Takeuchi e colaboladores [43] estudaram um sistema que parece
nao sofrer dessas limitacoes. Em seu trabalho, eles investigaram o comportamento
critico de uma transicdo de fase entre dois estados turbulentos, topologicamente
diferentes que existem na conveccao eletro-hidrodinamica em certos cristais liquidos
nematicos. Em particular, estuda-se a transicao entre as fases chamadas DSM1 e
DSM2, que diferem quanto a orientacao do cristal liquido. A dinamica ocorre da
seguinte forma: os domimios da fase DSM2 (em cinza na Figura 14) crescem esto-
casticamente e contaminam [c| as regioes DSM1 vizinhas (em branco) e/ou relaxam
[r] para o estado DSM1, mas ndo surgem espontaneamente dentro de uma regiao
DSM1.0 estado DSM1 é um estado absorvente, e o estado DSM2 ¢é ativo. Dev-
ido a essas caracteristicas, espera-se que a transicao entre esses dois estados seja

governada pelos expoentes da classe PD.

Entre as propriedades fisicas do sistema estudado, estao:
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(i) Grande tamanho de sistema: 2 x 10° ( o que elimina os efeitos de tamanho
finito).

(ii) Parametro de ordem facilmente controldvel (no caso, pela voltagem apli-

cada).

(iii) Resposta répida dos cristais liquidos a variacao do parametro de ordem,

da ordem de 10 ms ( reduz a possibilidade de efeitos tipo “desordem congelada”).

(iv) O sistema apresenta uma transicao de fase entre dois estados turbulentos

(0 que destroi os efeitos de longo alcance).

Essas propriedades permitiram uma determinacao dos expoentes criticos da
transicao com uma precisao bem superior aos experimentos anteriores. Os expoentes

obtidos foram
B =0.59(4), v, =0.77(7), vy = 1-18“:843,

que constituem um conjunto completo de expoentes criticos, e estao em concordancia

com os valores da classe PD em (2+41) dimensoes (vide Tabela 2).

UL [r]!
i '] 34.858 V

Figura 14: (a) Esbogo da fase DSM2 com as orientagdes observadas no cristal liquido. (b) Foto
do experimento a 35.153V. As regides tipo DSM2 estdo em escuro, e a regido DSM1, em claro.(c)
Tratamento dos dados de (b). (d) Esquema da dindmica do sistema (e) Regides ativas (DSM2) para
trés voltagens préximas ao ponto critico: 34.858, 34.876, e 34.900V. Os diagramas representam
uma &rea de 1206um x 899um e um tempo total de 6.6s. Figura extraida de [39)
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2.7 Outras classes de Universalidade

Neste trabalho estamos focados no estudo das classes de universalidade das
transicoes de fase para estados absorventes, entre as quais a classe da percolagao
dirigida é a mais importante. Além da classe PD, poucas outras classes estao bem

estabelecidas. A seguir citamos as mais importantes envolvendo interagoes locais.

Processos com conservagao de paridade

A classe da conservacao de paridade (CP) acontece em processos de reacao-

difusao do tipo

A— (n+1)A
24— ()
A — DA (2.57)

onde o n é um numero inteiro par. Como caracteristica essencial, esse tipo de
processo conserva o nimero de particulas modulo 2. Os expoentes criticos estimados
para esta classe, em d = 1 [44], sdo f = (' = 0.92(2), v = 3.22(6), v, = 1.83(3),
bem diferentes daqueles da classe PD. Outra caracteristica que difere da classe PD
é a relaxacao na fase subcritica, que apresenta um decaimento algébrico em vez de

exponencial, e sua dimensao critica que é d. = 2.

Transicoes absorventes com um campo conservado

Um aspecto comum aos processos nesta classe, é que o nimero de particulas
nos modelos é conservado, o que viola a conjectura de Grassberger-Janssen. Isto
leva a uma classe de universalidade caracterizada por um acoplamento efetivo do
processo a um campo conservativo nao-difusivo [45]. Modelos nesta classe tem
infinitos estados absorventes e estao relacionados a alguns modelos de criticalidade
auto-organizada [46]. Um exemplo de processo nesta classe é o CTTP [47], que em

d = 1 possui os expoentes:

ﬁ = 0.28(1); Y= 2.5(1),
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enquanto que para d > 2 apresenta os mesmos expoentes da classe de universalidade
da pilha de areia de Manna [48] (8 = 0.639(9); ' = 0.624(29); v, = 0.799(14) e
v = 1.225(29)). A dimensao critica para modelos desta classe é d. = 4 [8].

Classe do modelo do votante

O modelo do votante cldssico [31] é um processo no qual os votantes, represen-
tados pelos sitios em uma rede quadrada, adotam a opiniao de um vizinho qualquer.
Duas opinioes sao possiveis, de forma que o modelo possui dois estados absorventes
simétricos (simetria Z;). A evolugao do modelo é caracterizada pelo aparecimento
de diversos dominios com cada uma das opinioes. Uma caracteristica deste modelo é
que mesmo um pequeno ruido interno leva imediatamente a um estado desordenado.
Entretanto, se o ruido ocorre apenas na interface entre os dominios, observa-se uma
transicao de fase continua para um valor finito da amplitude do ruido. A classe do
modelo do votante envolve os modelos com simetria Z; que sofrem uma transicao
absorvente forgada por um ruido interfacial [49], e sua dimensao critica é d = 2.
Os expoentes da classe do votante, bem como das outras classes de universalidade

discutidos nesta se¢ao, encontram-se na Tabela a seguir (Dados retirados de [8]).

Tabela 3: Valores dos expoentes critico para outras classes com transicoes de fase
para estados absorventes

Classe d I5; 5 vy Y|
Conservagao de 1 0.92(2) 0.92(2) 1.83(3) 3.22(6)
paridade 2 1 0 1/2 1
Campo conservado 1  0.28(1) - - 2.5

2 0.639(9) 0.624(29) 0.799(14) 1.225(29)

3 0.84(2) ; ; 1.12(8)

41 0.624(29) 0.799(14) 1
Modelo do 1 0 1 1 2
votante 2 0 1 1/2 1
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2.8 Meétodos alternativos para identificar uma
classe de universalidade

Dizemos que as classes de universalidade podem ser caracterizadas em termos
de seus expoentes criticos e suas funcoes de escala. Em geral, para um dado modelo,
a obtencao dos valores dos expoentes criticos é muito mais simples do que a obtencao
das funcoes de escala. Talvez por isso, o estudo das funcoes de escala tenha sido
ignorado na literatura por bastante tempo, apesar de fornecer informacoes tuteis
na caracterizagdo da criticalidade, como apontado na revisao [47]. Alguns pontos
especiais das funcoes de escala sao representados por algumas razoes entre momentos
e cumulantes da distribuicao de probabilidades do parametro de ordem. Os valores
numéricos dessas razoes entao podem ser utilizados como um método alternativo

para identificar as classes de universalidade, como veremos a seguir.

2.8.1 Razoes entre momentos e cumulantes

Dada a distribuigao do parametro de ordem, P(p, L), os momentos da dis-

tribuicao sao definidos por

=) = [ 7Pl D (2.58)

onde p é o parametro de ordem e (.) é a média efetuada no estado estaciondrio.

Os cumulantes K,, do parametro de ordem estao relacionados aos momentos

definidos acima, pela seguinte expressao:

n—1

n—1

Ky=my,— Y ( o ) Kiemip . (2.59)
k=1

No estudo de sistemas em equilibrio, a obtencao das razoes entre cumulantes
do parametro de ordem estabeleceu-se como um método bastante tutil para a iden-

tificacdo das classes de universalidade [50]. Em particular, é bastante comum se
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calcular o chamado “quarto cumulante reduzido de Binder”, definido como

(2.60)

As curvas de ¢4 X p para diferentes tamanhos L do sistema devem se cruzar sobre o
ponto critico, em um valor universal de g4, que varia com a classe de universalidade.
Além disso, este cumulante em geral é pouco sensivel aos efeitos de tamanho finito, o
que permite determinar a classe de universalidade de um modelo com pouco esforco

computacional [15].

Dickman e da Silva foram os primeiros a estudar as razoes entre momentos
para transicoes de fase para um estado absorvente [51]. Neste caso o argumento para
a universalidade é andlogo ao caso de equilibrio. Uma diferenca é que no caso das
transicoes de fase o parametro de ordem é sempre positivo, o que permite estudar

momentos pares e impares do parametro de ordem*.

O argumento de escala que garante o carater universal de tais razoes é o
seguinte. No ponto critico,
my ~ AL7P/vL (2.61)

onde [ e v, sao os expoentes criticos usuais definidos na secao 2.5, e A é uma

constante nao-universal.

A partir da teoria de escala de tamanho finito, vemos que, no ponto critico, a

densidade de probabilidade para p deve satisfazer

LB/vL
P(p, L; \o) = P(p/my) = =——P(pL?/"/) (2.62)

onde P ¢é uma funcao de escala universal. Entao
My ~ AML™PVLT (2.63)

onde

I, = /OO u"P(u)du (2.64)

independe do modelo e do tamanho do sistema. Isto implica que razoes da forma

1 Em modelos de equilibrio, a magnetizacio pode tomar valores positivos e negativos, o que faz
com que os momentos impares sejam nulos.
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Tabela 4: Valores de algumas razoes universais para processos das classes PD (PC,
PCP e ZGB), CP e CTTPemd=1ed =2.

d Modelo mg/m3 mz/(m3) mz/(mimy) me/m?  Ky;/K? Ref

1 PC 1.554(2) 1.526(3)  1.301(3) 1.1736(2) -0.505(3) [5l]
PCP  1.558(2) 1.529(3)  1.303(3)  1.1738(2) -0.493(3) [51]
CP 1.3340(4) [51]
CTTP 1.142(8) [52]

2 PC 2.093(8) 2.080(1)  1.569(1) 1.3257(5) -0.088(4) [51]
PCP  207(1) 2067(9)  1.56(1)  1.323(3) 53]
ZGB  1.95(9)  2.06(3) 1.55(2) 1.33(1) [54]

my,/mLm sdo universais para os casos em que ir + js = n, por exemplo as razoes

ma/m3, mz/m3, ms/(mims) e my/m?.

A mesma justificativa vale para algumas razoes entre os cumulantes, e entre
cumulantes e momentos que sao universais, como K;/K2 e Ky/m? = my/m? — 1,

onde

_ 2
Ky =my —m]

Ky = my — 4mam; — 3m2 + 12mym? — 6m. (2.65)

Na Tabela 4 sao apresentados os valores de algumas razoes universais na cri-
ticalidade para o processo de contato, para o processo de contato por pares, e para o
modelo ZGB, que sao da classe PD, para um representante da classe de conservagao

de paridade (CP) e outro da classe CTTP (campo conservado).

2.9 Sumario

Neste capitulo procuramos introduzir algumas idéias basicas sobre a modela-
gem estocastica de sistemas fora do equilibrio, em especial daqueles contendo estados
absorventes, bem como sobre seu comportamento critico. Dada a extensao desses
topicos, sugerimos as seguintes referéncias, que formaram a principal fonte para

este capitulo. Sobre processos fora do equilibrio, boas referéncias gerais sao os
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livros classicos de Nicolis e Prigogine [22] e a série Synergetics de Haken [21]. Uma
formulacdo moderna, porém suscinta, se encontra no texto de Reichl [1]. Sobre a
equacao mestra e processos de Markov, recomendamos os textos de van Kampen
[10] e Gardiner [55]. Sobre transicoes de fase para estados absorventes, os livros de
Privman [7] e de Marro e Dickman [6], alerh dos artigos de revisao de Hinrichsen [5]

e Odor [8]. Em portugués, bons textos introdutérios sio [56] e o artigo [57].
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3 Simulando sistemas com
estados absorventes

Para muitos processos com um estado absorvente, as propriedades
estatisticas da amostra sobrevivente atingem valores independentes
do tempo no regime quase estaciondrio (QE). No trabalho discu-
tido neste capitulo, nés propomos um método simulacional para
o estudo direto das propriedades quase-estaciondrias, baseado na
equacao de movimento que governa a distribuicao QE. No ponto
critico, nosso método é cerca de uma ordem de grandeza mais efi-
ciente que as simulacoes convencionais.

Publicagao relacionada: M. M. de Oliveira and R. Dickman, Phys.
Rev. E 71, 016129 (2005).

3.1 Introducao

Vimos no capitulo anterior que, mesmo em processos simples como o Processo
de contato, uma solucao exata nao esta disponivel. A teoria de campo médio nao
fornece resultados bons para d < d.. Outras técnicas mais sofisticadas, como as
expansoes em séries podem ser bem precisas em alguns casos, mas nem sempre
estao disponiveis. Esta situacdo torna as simulacdes numéricas uma ferramenta
indispensavel no estudo do comportamento critico de processos como o PC e outros

modelos fora do equilibrio.

Existem basicamente dois modos de se realizar simulacoes computacionais de
modelos em rede que exibem uma transicao de fase para um estado absorvente. O

primeiro é baseado no comportamento de escala dinamico, como por exemplo no
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espalhamento da atividade a partir de uma semente ativa na rede, para um valor na
vizinhanca do ponto critico!. Este método é em geral bem eficiente e os expoentes
criticos podem ser determinados com boa precisao, através da aplicacao da teoria
de escala que discutimos na secao 2.5. Um problema relacionado a este tipo de

simulacao reside no fato de ele ser restrito a vizinhanca do estado absorvente.

O segundo tipo de simulagao é baseado no estudo do comportamento esta-
ciondrio de certas grandezas de interesse, como por exemplo o parametro de ordem.
Neste tipo de simulagao, ¢ comum utilizarmos uma rede com condigoes periddicas de
contorno, e iniciarmos a simulacao em um estado bem longe do estado absorvente,
como por exemplo, a rede toda ocupada por sitios ativos. Apds um certo tempo de
simulagao, o sistema relaxa para um estado aparentemente estacionario, que flutua
em torno de um valor médio, como pode ser visto na Figura 15. Isto é feito para
varios tamanhos, e o comportamento critico é analisada através da teoria de escala

de tamanho finito.

Alguns problemas surgem no caso de simulacoes desse tipo, pois o sistema nao
atinge um estado estacionario verdadeiro, mas um estado meta-estavel, chamado
estado quase-estaciondrio (QE). Isto devido ao fato de que como as simulagoes sao
feitas em redes finitas, em um tempo finito uma flutuacao levara invariavelmente o
sistema para o estado absorvente (o estado ativo, caso exista, deve emergir apenas no
limite macroscépico). Além disso, devido as flutuacoes observadas, o “valor médio”é

obtido de uma forma um tanto quanto arbitraria.

Um problema adicional surge da existéncia de estados absorventes no sistema.
Para melhorar a estimativa das grandezas estudadas, devemos realizar um nimero
grande de ensaios e efetuar as médias sobre esses ensaios, em funcao do tempo ¢.
A média obtida relaxa, apds um regime transiente, em direcao aos valores QE. No
entanto, como apenas alguns poucos ensaios sobrevivem até o final da simulacao,
(muitos ficam aprisionados no estado absorvente), a amostra diminui de tamanho, e
as médias sofrem flutuacoes cada vez maiores com a evolucao temporal do processo,

como pode ser visto na Figura 16.

INeste exemplo, deve-se tomar especial atencdo aos efeitos de tamanho finito, evitando que a
atividade alcance as fronteiras da rede, que é finita. Outra possibilidade de estudarmos o compor-
tamento dindmico é iniciarmos com a rede toda ocupada e estudarmos a dindmica em direcao ao
estado absorvente.
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Figura 15: Maneira “convencional”de se determinar os valores das grandezas estaciondrias.
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Figura 16: Devido & diminui¢do do tamanho da amostra, as flutuacdes nas médias ficam cada
vez maiores.

Desta forma, é desejavel o desenvolvimento de métodos numéricos mais efi-
cientes para o estudo das grandezas estaticas em processos com estados absorventes.
Em particular, seria muito 1til um método simulacional que fornecesse as pro-
priedades do estado quase-estacionario diretamente. Neste capitulo apresentamos

um método para este fim, que se baseia na nocao de distribui¢oes quase-estacionarias.
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3.2 Distribuicoes Quase-Estacionarias

Os processos estocasticos markovianos com estados absorventes em sistemas
finitos podem apresentar dois comportamentos qualitativamente diferentes para um
dado tempo. Dependendo dos parametros de controle, ou o processo estd extinto
apos haver atingido um dos estados absorventes, ou o processo se mantém no sub-
conjunto de estados transientes. No tltimo caso, a distribuicao de probabilidades
dos estados do processo pode ser encontrada condicionando-se que o evento de ab-
sor¢ao ainda nao ocorreu. Para tempos longos, a distribuicao condicional resultante
¢é aproximada por uma distribuicao condicional estacionaria, a chamada distribuicao

quase-estaciondria.

Em geral, um regime quase-estacionario é esperado se a descricao macroscopica
do processo admite um estado estaciondrio ativo 2, no qual suas propriedades inde-

pendem do tempo, enquanto o sistema nao cair no estado absorvente.

A idéia de distribuigoes quase estacionarias (QE) surgiu em 1947, com o tra-
balho do matemadtico russo Yaglom [59]. Em seu artigo, Yaglom mostrava que a
distribuicao da populacao, condicionada a um valor limite, na n-ésima geracao do
processo de Galton-Watson® sempre existia no regime subcritico. Um dos primeiros
usos do termo quase-estacionariedade (quasi-stationarity)* foi nos trabalhos do mate-
matico britanico Bartlett [19]. Nos anos 60 surgiram diversos trabalhos, como o de
Darroch e Seneta [60], que visavam formular uma teoria geral para as condigoes de

quase-estacionariedade em processos Markovianos finitos.

Desde entao, as distribuicoes quase-estacionarias extrapolaram o dominio da

2Nem todo processo com um estado absorvente admite uma distribuicio QE. Como exemplo,
citamos o processo de decaimento exponencial, que possui as taxas de transicado Wy, = mdn,m—1.
Em geral, um regime quase-estacionario é esperado se a descricdo macroscopica do processo ad-
mite um estado estaciondrio ativo. As condigoes rigorosas para a determinacdo da existéncia da
distribuicdo QE para um processo Markoviano séo discutidas em [58], entre outros.

30 processo de ramificacio ou de Galton-Watson representa o tamanho das geracdes sucessivas
de uma populacao que evolui por replicacoes aleatérias independentes e identicamente distribuidas
dos individuos-pais. Um tnico individuo forma a geragao zero. Cada individuo tem probabilidade
pr, k= 0,1,2... de gerar exatamente k novos individuos; os descendentes diretos da n — 1-ésima
geracao constituem a n-ésima geracao. O processo continua para sempre, ou até que alguma
geragao se torne extinta.

4Na literatura matemadtica também encontramos com freqiiencia o termo “limites de Yaglom”se
referindo as distribuicoes QE.
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matemdtica pura e encontraram aplicacao em diversos contextos®, como, por exem-
plo, genética [61], epidemiologia [62], ecologia [63], telecomunicagbes [64] e cinética
quimica [65].

A obtencao da distribuicao quase-estacionaria, no entanto, nao ¢ uma tarefa
trivial. Somente para alguns poucos processos simples, sem estrutura espacial,
ela pode ser calculada explicitamente [66]. Mais recentemente, Dickman e Vidi-
gal [66] desenvolveram métodos tipo campo médio para estudar o estado quase-
estacionario de sistemas finitos com um estado absorvente. Em seu trabalho, eles
utilizam tais métodos para construir as distribuicoes QE para varios processos de
Markov em tempo continuo, como o processo de contato (PC) e o processo de
Malthus-Verhulst® (MVP). Posteriormente, Atman e Dickman [67] estudaram as
distribuicoes QE para um processo de Markov em tempo discreto, o automato celu-
lar estocéstico de Domany-Kinzel” (DKCA), e de Oliveira e Dickman modelos de
catélise em rede [68]. No entanto, nem sempre as aproximagoes de n-sitios ofer-
ecem resultados sa-tisfatorios. Isso ocorre devido ao crescimento do comprimento
de correlacao dos sistemas, e sua divergéncia no ponto critico. Assim, para alguns
sistemas a aproximacao de n-sitios pode fornecer um diagrama de fases incorreto, ou
pode ser necessaria a utilizacao de um aglomerado de tamanho tal que os calculos

das probabilidades dos eventos relacionados se tornem invidveis.

Definicao da distribuicao QE

Considere um processo de Markov em tempo continuo X; que toma valores n =
0,1,2,...,5, com o estado n=0 sendo absorvente. Utilizaremos p,(t) para denotar
a probabilidade de que X; = n, dado algum estado inicial X,3. A probabilidade de

sobrevivéncia, definida como

Py(t) = pal(t) (3.1)

n>1

Uma extensa bibliografia contendo mais de trés centenas de artigos e livros
sobre distribuicces QE foi organizada por Pollett, e estd disponivel online em:
http://www.maths.uq.edu.au/ pkp /papers/qsds.html.

60 processo MVP descreve uma populacio com nascimento, morte e saturacio devido & com-
petitividade por recursos limitados.

"Grosso modo, o DKCA pode ser visto como uma versio do processo de contato em tempo
discreto.
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¢ a probabilidade de que o processo nao tenha ficado preso no estado absorvente até

o tempo t.

Né6s supomos que, quando ¢ — oo os p,, normalizados pela probabilidade
de sobrevivéncia Ps(t), atinjam uma forma independente do tempo (condigao de

quase-estacionariedade). A distribui¢do quase-estaciondria p, é entdo definida por

P Jim B (n21) 32

com p, = 0. A distribuicao QE é normalizada, ou seja,

P, =1 (3.3)

Podemos ainda definir a vida de um estado quase-estaciondrio® como:
T =1/A,, (3.4)

onde Ay = > W,_oD, representa o fluxo de probabilidade em direcao ao estado
absorvente. Sendo o destino final do processo o estado absorvente, a vida do estado

quase-estacionario (QE) é finita, podendo ser bem longa em um sistema grande.

3.3 O método de simulacao QE

A distribui¢ao QE é a solugao estacionaria da seguinte equacao de movimento
[66] (para n > 0)

dgn
dt
onde w, = > wpn, ¢ a taxa total de transi¢des para fora do estado n, e r, =

= —Wnqn + Tn + ToGn , (3.5)

> o WnmGm € o fluxo de probabilidade para esses estados.

Para verificar isto, considere a equagao mestra (Eq. (3.5) sem o tltimo termo)

8Que pode ser visto como uma medida de por quanto tempo a distribuicio QE reflete a dis-
tribuicdo de estados do processo.
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no regime QE. Substituindo ¢, () = P;(t)p,,, ¢ notando que no regime QE
dP,/dt = —Fg = =P, > womPy, (3.6)

nés vemos que o segundo membro da Eq. (3.5) é zero se ¢, = P, para n > 1.
O 1ltimo termo na Eq. (3.5) representa uma redistribui¢io da probabilidade rg
(transferida para o estado absorvente na equagao mestra original), para o sube-
spaco nao-absorvente. Nessa redistribuicao, cada estado nao-absorvente recebe uma

parcela igual a sua probabilidade.

Apesar da Eq. (3.5) ndo ser uma equacao mestra, pois é nao-linear nas proba-
bilidades q,, ela sugere um esquema simulacional baseado em um método tipo Monte
Carlo® para a amostragem da distribuicio QE, ji que em uma simulacao de Monte

Carlo é gerado um conjunto de realizacoes de um processo estocastico.

A partir de agora, chamaremos uma simulagao do processo original X; (aquele
que possui um estado absorvente) uma simulacdo convencional. Nosso objetivo
*

serd entao definir um processo relacionado, X}, cuja distribui¢ao de probabilidade

estaciondria seja a distribuicao quase-estaciondria de X;. °

A distribui¢do de probabilidade de X; é governada pela Eq. (3.5), o que
implica que para n > 0 (i.e., fora do estado absorvente), a evolugao de X; é idéntica
aquela de X;. Uma vez que a Eq. (3.5) é vélida para n > 0, o processo X, deve
iniciar em um estado nao-absorvente. Por outro lado, quando X; entra no estado
absorvente, X; ao contrario, pula para um estado nao-absorvente, e entao continua
sua evolucao “usual”(com as mesmas probabilidades de transicao de X;), até o

momento em que uma nova visita ao estado absorvente seja iminente (vide Figura
17).

Um aspecto sutil da Eq. (3.5) é que a distribuigao ¢, é usada para determinar

9Sob uma interpretacdo dinamica, o método de Monte Carlo fornece uma solucio numérica para
a equacdo mestra. A solucio da equacao mestra é calculada computacionalmente através da escolha
aleatoria entre varias possiveis transicoes para um estado e associando uma certa probabilidade a
cada transicdo. Apds cada transicao efetuada, o tempo é incrementado, tipicamente em unidades
inteiras de passos de Monte Carlo. Apés um certo nimero de passos, espera-se que o sistema atinja
o estado estacionario.

ONote que para obtermos uma distribui¢io estaciondria ndo-trivial, X; ndo pode possuir um
estado absorvente.
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Figura 17: Processo original X;, com o estado 0 absorvente, e seu processo relacionado X;.

o valor de X} quando X, visita o estado absorvente. Apesar de nao conhecermos
a priori ¢, (ou seu limite para tempos longos, a distribuigao QE p,,), podemos, em
uma simulagdo, utilizar a histéria X (0 < s < t) até o tempo ¢, para estimar
0s ¢,. Isto pode ser feito salvando, e periodicamente atualizando, uma amostra
ni,Na, ...,y dos estados visitados. Se o espaco de estados é caracterizado por um
pequeno conjunto de varidveis, podemos em vez disso acumular um histograma H (n)
do tempo gasto no estado n. Com a evolu¢ao do processo, X visitara os estados
de acordo com a distriuicao QE. N6s entao atualizamos a amostra {n, ns, ..., ny},
periodicamente substituindo uma dessas configuracoes pela atual. Dessa forma, a
distribui¢ao para o processo X; convergird para a distribuicao QE, isto é, para a

solucao estaciondria da Eq. (3.5).

Resumindo, o processo simulado X; tem a mesma dinamica que X;, exceto
que quando uma transi¢ao para o estado absorvente é iminente, X; é levado para
um estado nao-absorvente, selecionado ao acaso a partir de uma amostra obtida
da histéria daquela realizagdo. Sob esta Otica, o termo nao-linear na Eq. (3.5)

representa uma memoria na simulagao.

3.4 Implementando o método

Para explicar como nosso método funciona na pratica, noés detalharemos sua

aplicacao ao processo de contato, estudado no capitulo anterior. No PC, cada sitio
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i de uma rede esta ou ocupado (o;(t) = 1), ou vazio (o;(t) = 0). Transi¢oes de
o; = 1 para 0; = 0 ocorrem a uma taxa unitaria, independente dos sitios vizinhos.
A transicao reversa somente pode ocorrer se pelo menos um vizinho esta ocupado:
a transicao de o; = 0 para o; = 1 ocorre a uma taxa Am, onde m é a fracao de
primeiros vizinhos do sitio ¢ que estao ocupados. Fica evidente que o estado o; = 0
Vi, é absorvente, e que no modelo, A\ é um parametro de controle governando a
taxa de espalhamento da atividade. O parametro de ordem, p, é a fracao de sitios

ocupados.

3.4.1 Processo de Contato em um Grafo Completo

Inicialmente, estudamos o processo de contato em um grafo completo'* (PCGC),
no qual a taxa para um sitio vago se tornar ocupado é X\ vezes a fracao de todos os
sitios que estao ocupados, em vez da fracao de primeiros vizinhos. O valor critico
neste caso é A\, = 1; o valor estacionario de p é zero para A < A.. O estado do
processo pode ser completamente especificado pelo nimero de sitios ocupados, o
qual chamaremos de n. Para cada n, a matriz de evolucao para este processo possui

apenas duas taxas de transicao nao nulas:
Wihosn_1=n (3.7)

n
Wasni1 = A(N =) (3.8)

em um grafo de N sitios.

Figura 18: Um grafo completo com 5 sitios.

1Um grafo completo é uma rede em que todos os sitios estdo conectados entre si (vide Figura
18).
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Solucao exata para o PCGC

Seguiremos a solugao apresentada em [66], onde a distribuigao QE exata para
o PCGC ¢ obtida através de um conjunto de relacoes de recorréncia. Primeiro
devemos observar que a evolugao do PC em um grafo completo é dada em termos

da seguinte equagao mestra (ME):

i A A
Da definicdo de probabilidade de sobrevivéncia, eq. (3.1), vem que Py(t) =
> w>1Pn(t), que para o processo de contato gera uma soma telescépica, com resultado
Ps(t) = —pi(t). Logo, aplicando a hipdtese de quase-estacionariedade, p;(t) =
Py(t)q, temos:

= —q. (3.10)

Substituindo a expressao (3.10) na equacao mestra e dividindo por Ps(t), obte-

mos, para n > 1:

A A
N m—1D)(N—-—n+1)g1+(n+1)g,1— {N (N —n)+ 1} ngn+q1g, =0 (3.11)

Desse modo, para um dado n, a equacao acima fornece uma relacao para g,

em termos de ¢, e ¢,_1. Fazendo u, =n [% (N —n)+ 1}, obtemos
1
Q2 = 5(]1 (u1 — q1) (3.12)
e
1 A
qn = ﬁ (un—l - QI) dn—-1 — (’TL - 2) (N —-n+ 2) NQn—Q (313)

paran = 2, ..., N. Vemos que a distribuicao QE é completamente determinada uma
vez que ¢; ¢ conhecida, e apds aplicarmos a condicao de normalizacao, dada pela eq.
(3.3).
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Como em geral ndo conhecemos ¢; de antemao, podemos iterar a relagao (3.13)
da seguinte forma: Comegamos com um “chute’para ¢; e calculamos os ¢, corre-
spondentes e o valor de S = 27]1\’:1 ¢n- Repetimos este procedimento, agora com
¢y = qn/S. Apds um numero pequeno de passos, S — 1, ponto em que 0s ¢,

representam a distibuicao QE, com a precisao desejada.

Resultados simulacionais

No PCGC, vemos que a partir das taxas de transi¢ao dadas pelas Eqs. (3.7)

e (3.8), a taxa para sair do estado n é dada por

A

o que leva a:

Wn—m—H - )\(N - TL)
W, — N+AN-n)
Wn—m—l o N
W,  N+AN-n)

P(n+1|n) =

P(n—1ln) =

(3.15)

onde P(n'|n) representa a probabilidade do préximo estado ser n’, dado que o atual
én.

Implementamos a simulagao da seguinte forma: Definimos o tamanho da lista
como M = 10* estados. A partir de uma configuracio inicial ng, alteramos seu
estado utilizando as probabilidades de transi¢do dadas pelas expressoes (3.15). No
comeco do processo, temos apenas o estado inicial na lista, ng. Na fase inicial da
evolucao, acrescentamos a lista cada nova configuracao gerada, até preencher os M
lugares. Assim, a lista consiste, no momento que colocamos o M-ésimo elemento,

de uma seqiiencia cronoldgica dos estados gerados, ng, ny, ..., npr—1.

A partir desse momento, com toda a lista preenchida, sempre que um estado é
visitado, passamos a atualizar a lista com uma probabilidade yAt onde At = 1/w,

é a duracao média daquele estado'?. No entanto, quando ocorreria uma transicao

120u seja, com uma probabilidade yAt, escolhemos (aleatoriamente) um lugar j,j = 1,2..., M,
e colocamos n nesta posi¢do. Com probabilidade 1 — yAt a lista continua sem modificacdo neste
passo. Agindo assim, um estado permanece na lista um intervalo médio de M /.
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no n1 n2 ,Z/I-Z rlll-f
t
nO.n7.n2 =3 =P /L_?’L_,

Figura 19: Preenchendo a lista com os M primeiros estados.

para o estado absorvente (n = 0), nés selecionamos um estado qualquer a partir da

lista, e continuamos a simulacao.

sl

FUPTT ——Y

60 80

Figura 20: Distribui¢des QE para o PCGC obtidas através das relagdes de recorréncia (linhas
sélidas) e através da simulagdo QE (simbolos). O grafo possui 100 sitios e A = 0.5, 1.0 e 1.5; da

esquerda para a direita.

Para implementar a simulacao, devemos lembrar que como a probabilidade de
atualizacao da lista é yAt, devemos ter para o PC no grafo completo v < 1 + A,
de forma a garantir YAt < 1. Realizamos a simulagao com o valor do parametro

~v = 0.5, para os seguintes valores do parametro de controle: A = 0.5, 1.0 e 1.5. O
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tamanho da lista foi M = 10* e o ntimero de passos de Monte Carlo 10°.

Os resultados simulacionais para um sistema de 100 sitios, estao representados
na Figura 20, mostrando excelente concordancia com a distribuicao QE exata obtida
a partir da iteragao das relagoes (3.12) e (3.13) (observe que a escala é logaritmica).
A simulacao QE fornece 6tima concordancia com o resultado exato mesmo para
A = 0.1, bem nas profundezas do regime subcritico, no qual o tempo de vida do

processo original é bastante pequeno.

3.4.2 Processo de contato unidimensional

Agora que o método de simulacao QE se mostrou uma ferramenta precisa
para a amostragem da distribuicao QE no PCGC, uma questao importante que
surge € se a nossa abordagem continua valida em processos com um nimero grande
de configuracoes, muitas vezes maior que o tamanho da lista. Isto, é, serd que com
uma lista com cerca de 10% — 10° configuracoes conseguimos uma amostragem boa

dos estados representativos do sistema, de forma a garantir a convergéncia para o
estado QE?

Para isso nés estudamos o processo de contato unidimensional, em um anel
de L sitios, que apresenta 2° configuracoes. Apesar de neste caso nao existirem
resultados exatos disponiveis, o modelo ja foi estudado através de expansoes em
série e simulacoes de Monte Carlo. Nas simulacoes quase-estaciondrias utilizamos

uma lista de tamanho M = 2 x10? - 10*, dependendo do tamanho da rede.

O processo foi simulado por 10 ou mais passos de Monte Carlo. Na simulacio,
os eventos de aniquilagao sao escolhidos com probabilidade 1/(14 A) e os de criagao
com probabilidade A/(1 + A). Um sitio é escolhido a partir de uma lista dos sitios
ocupados naquele momento!3. O sitio escolhido, no caso da aniquilacao, se torna
vazio, enquanto para eventos de criacao, um de seus primeiros-vizinhos é selecionado
a0 acaso e, se estiver vazio, se torna ocupado. O incremento de tempo associado com

cada evento' é At = 1/N,., onde N,.. ¢ o nimero de sitios ocupados no momento

I3Esta estratégia aumenta bastante a eficiéncia do algoritmo, uma vez que nio perdemos tempo
sorteando sitios vazios.
14 Esta implementacio atualiza os sitios em passos de tempo discretos. Para simularmos o pro-
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da tentativa da transigao [6].

Na fase inicial da evolucao do sistema, a lista das configuracoes é preenchida
sempre que o tempo ¢t aumenta de uma unidade, até que uma lista de M con-
figuragoes seja acumulada. A partir dai, nés atualizamos a lista (substituindo uma
entrada aleatoriamente escolhida pela configuragao atual), com uma certa probabi-
lidade p,¢,'°, sempre que ¢ aumenta por uma unidade. Logo, uma dada configuracao

se mantém na lista por um tempo médio de M /p;,.

08

06

Q 04

0.2

20 25 230 35 40 45 50
A

Figura 21: Densidade de sitios QE, p, no PC unidimensional. Simulacio QE: L = 20 (sfmbolos
de cima) e L = 200 (simbolos de baixo). As linhas sélidas representam os resultados das simulagoes

convencionais.

A Figura 21 mostra que nosso método reproduz o valor do parametro de ordem

p obtido por meio de simulacées convencionais. Na Figura 22 os resultados QE e

cesso em tempo continuo deveriamos substituir o intervalo fixo At por um tempo de espera com
distribuicdo exponencial. Apesar de diferirem para tempos curtos, as formulacoes com tempo dis-
creto e continuo possuem as mesmas propriedades estaciondrias e dindmica para tempos longos [6]

5Valores de pyep entre 1072 — 1072 foram utilizados; os resultados parecem ser insensiveis & uma
escolha precisa.
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Figura 22: Razdo entre os momentos, m, no PC unidimensional. Os sfmbolos utilizados sdo os

mesmos da figura anterior.

convencionais para a razao entre os momentos da distribuicao QE, m = (p?)/{p)?

sao comparados.

No processo de contato unidimensional, o tempo de vida do estado QE é dado
por
T=1/p,. (3.16)

O tempo de vida obtido nas simulacoes QE também concorda com o tempo de vida

obtido por simula¢oes convencionais (usando Ps; ~ exp(—t/7)), como revela a Figura
23.
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Figura 23: Tempo de vida 7 no PC unidimensional. Os simbolos sdo os mesmos utilizados na

Figura 21.

Resultados no Ponto Critico

Para mais um teste do nosso método, nés estudamos o PC unidimensional
critico (A, = 3.297848) em anéis de 80, 160, ..., 1280 sitios, agora variando os parame-
tros M, e prep. NOs realizamos entre 5 e 30 simulacoes, cada uma se estendendo até
5 x 10® passos de tempo. Os resultados dos primeiros 107 passos de tempo (2 x 107
para L = 1280) sao descartados no célculo das médias devido a relaxagao do sistema
(porém, observamos que a convergéncia para o estado QE acontece em uma escala

de tempo consideravelmente menor).

Neste caso, nossos resultados nos permitiram refinar a estimativa para a razao
entre os momentos m = (p®)/{p)?. Esta quantidade é andloga ao quarto cumulante
reduzido de Binder [50] em um ponto critico de equilibrio: as curvas m(A\, L) para
varios L se cruzam préximo a A, (esses cruzamentos se aproximam de A, quando L
cresce), de forma que m assume um valor universal m. no ponto critico. Na Ref.
[51] a estimativa m, = 1.1736(2) para o PC critico em uma dimensao foi obtida a

partir de simulacoes de sistemas de até 320 sitios.

Utilizando nosso método nés fomos capazes de reproduzir e refinar os resulta-
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Figura 24: Tempo de vida QE, 7, versus tamanho do sistema L, no PC unidimensional na
criticalidade. O detalhe mostra o desvio da lei de poténcia pura, 7 oc L1*®18 (simbolos abertos),
e da lei de poténcia com uma correcio de escala do tipo L~%7 (sfmbolos negros, deslocados

verticalmente para visualizacdo).

dos de [51]. Baseados nos nosso dados para L < 640 nds estimamos m, = 1.17370(2).

Nossas estimativas para o tempo de vida (Figura 24) seguem 7(\,, L) ~ L/I/7+
com boa precisao; uma regressao linear para os dados obtidos com L = 320, 640
e 1280 fornece v)/v; = 1.5815(10). Para tamanhos menores, observamos correcoes
sistematicas a esta lei de poténcia pura, como pode ser visto no detalhe da Figura 24.
Notamos que a magnitude da correcdo decai de modo proporcional a L=%" e entdo
ajustamos, por meio de um processo de minimos quadrados, a seguinte expressao
aos dados para L = 20 a 1280:

_u
InT = InL +

o 7075 + const. (3.17)

A razao entre os expoentes, bem como a constante A sao tratados como parametros
ajustaveis, resultando em A = 0.198 e confirmando o valor indicado acima para
v /v.. Este 1ltimo é consistente com o valor encontrado na literatura, de 1.5807(1)

[33] dentro de uma incerteza estatistica de 0.06%.
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Figura 25: Parametro de ordem QE, p, em fungio do tamanho do sistema L, no PC unidimen-

L1,5818 (

sional na criticalidade. O detalhe mostra o desvio da lei de poténcia pura, p simbolos

abertos), e da lei de poténcia com uma correcio de escala do tipo L~%7 (simbolos negros, deslo-

cados verticalmente para visualizagio).

De maneira similar, verificamos que os dados da simulacao QE para o parametro
de ordem p(), L) seguem uma lei de poténcia do tipo p ~ L™#/¥+ com boa pre-
cisao (Figura 25). A partir dos dados dos trés tamanhos maiores obtemos /v, =
0.2528(3). Novamente encontramos corregoes sistematicas no comportamento de es-
cala para os menores tamanhos de sistemas. Utilizando um termo de correcao de
escala proporcional a L=%" como feito anteriormente, o melhor ajuste é dado por

0.051
Inp=-0.25281n L + Toms T const. (3.18)

Comparado com o valor encontrado na literatura /v, = 0.25208(5) [33], nosso
resultado superestima a razao entre os expoentes por 0.3(1)%. (Um ajuste por uma
lei de poténcia simples para os dados de L = 20 a 1280 fornece /v, = 0.2517(2).)
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Eficiéncia do método

Vimos que uma comparacao detalhada de varias grandezas mostra que nao ha
diferencas significativas entre os resultados obtidos por nosso método e os obtidos
da maneira convencional. E quanto a eficiéncia na obtencao destes resultados?
Nos casos em que A < 3, as simulacoes convencionais estao sujeitas a incertezas
relativamente grandes, uma vez que quase todas as realizagoes sao capturadas pelo
estado absorvente antes que o regime quase-estaciondrio seja atingido (vide Figura
26). No ponto critico (A, = 3.297848), as simulagbes quase-estacionérias requerem
cerca de uma ordem de magnitude menos tempo de processamento que as simulagoes
convencionais, para fornecer resultados de mesma precisao. Abaixo de )\, a eficiéncia
¢ ainda maior; bem acima de A. os dois métodos se equivalem pois as visitas ao estado

absorvente se tornam extremamente raras.

Visitas ao estado absorvente
o

40 5.0

Figura 26: Numero de vezes que o processo modificado visita o estado absorvente em uma
simulacdo de 108 passos.
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Sobre os parametros do método

Variando o tamanho da lista, M, e a probabilidade de atualizagao, pye,, nés
obtemos resultados consistentes com as simulacoes convencionais para M = 1000 ou
maior, e p., < 1072, Os estudos que fizemos empregaram uma lista de tamanho
M = 2000 e probabilidade de atualizagao p,e, = 0.001. Nos estudos do PC critico em
uma rede de 320 sitios, nds nao encontramos alteracoes significativas nos resultados
quando variamos p,., entre 0.01 e 0.001, ou quando variamos M entre 100 e 2000.
Uma pequena, mas significante, redugao (0.2%) no valor do parametro de ordem,

foi verificada quando reduzimos M para apenas 20.

Tamanhos de lista menores e/ou valores maiores de p,., fornecem resulta-
dos ligeiramente, mas significantemente, diferentes dos valores conhecidos na liter-
atura. Por outro lado, parece nao fazer muita diferenca se usamos uma lista com um
tamanho muito maior que o nimero de reinicializagoes. Na pratica consideramos
ideal utilizar M = 10% pelo menos, e realizar simulacoes com diversos valores de
Drep, @ fim de verificar que os resultados nao mostram dependéncia significativa em

relacao a tal parametro.

3.5 Qutras estratégias simulacionais

Nos ultimos anos, uma série de estratégias para lidar com as dificuldades
associadas com a simulacao de modelos possuindo estados absorventes tem sido
criada. Em uma abordagem, a atividade no modelo é mantida fixa em um valor
diferente de zero, o que pode ser feito com um tipo de simulacao conhecido como
simulacao de “cobertura constante” [69], ou através de uma versao “conservativa”do
modelo [70]. Na simulagao de uma versao conservativa o parametro de ordem tem
valor fixo, enquanto o parametro de controle flutua. Espera-se que, assim como
acontece no equilibrio, que os valores dos pontos criticos e dos expoente criticos,
sejam iguais nos dois “ensembles”, o que de fato foi verificado na simulacao do
Processo de Contato Conservativo [70], seguido de uma demonstracao formal dessa
equivaléncia [71]. No entanto a formula¢ao de um modelo conservativo a partir do

modelo original pode nao ser direta, e o estudo da fase subcritica pode ser afetado
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porque seria necessaria uma rede infinita para estudar tal regime.

Grassberger [72] sugeriu um algoritmo para compensar a perda na estatistica
devido & diminuicdo da amostra, que ele chamou de Go with the winners'®. A es-
tratégia se baseia em “clonar”as realizacoes sobreviventes do processo, aumentando
o conjunto de realizacoes para manter o tamanho da amostra acima de um valor

minimo enquanto a probabilidade de sobrevivéncia decai.

Outra tentativa envolvia a substituicdo do estado absorvente por um estado
com uma fronteira refletora no espaco das configuragoes [73]. Podemos comparar a
distribuicao QE com a distribuicao obtida usando uma barreira refletora em n = 0,
como foi usado em [73]. No caso do processo de contato em um grafo completo, a
distribuigao estaciondria com uma barreira refletora (BR)foi obtida em [66], onde ela
foi chamada de distribuicao “pseudo-estacionaria”. Nés notamos que na fase ativa
(A bem acima de \.) as disribui¢oes QE e BR sao essencialmente as mesmas, mas
préximo (e abaixo) do ponto critico, a distribui¢do BR fornece uma probabilidade
muito maior para estados proximos a n = 1 do que a distibuicao QE. A barreira
refletora é equivalente a um processo modificado X; o qual, quando uma visita para o
estado absorvente iminente, o processo é sempre reiniciado na configuragao anterior.
Em geral, esperamos que as distribuicoes QE e BR sejam indistinguiveis quando o
tempo de vida do processo é suficientemente longo, uma vez que isso implica em

uma pequena probabilidade QE na vizinhanca do estado absorvente.

Uma outra abordagem encontrada na literatura acrescenta ao modelo original
uma fonte externa de atividade (fraca), h, de forma que o estado sem atividade nao
seja mais absorvente, mas seja possivel obter informacoes sobre o comportamento

critico por meio da andlise das propriedade de escala quando h — 0 [74].

Apesar de todas essas abordagens terem se mostrado tteis, nenhuma delas
fornece diretamente uma amostragem sem tendéncia do estado QE do processo
original. O método simulacional que apresentaremos neste capitulo nao sofre dessa
limitagao. Ele fornece uma amostragem da distribuicao QE do mesmo modo que

uma simulacao de Monte Carlo fornece para uma distribuicao de equilibrio.

167 Giga, 0s vencedores”.
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Figura 27: Comparagéo entre a distribuigio obtida ao se substituir o estado absorvente por uma
barreira refletora e a distribuicao QE.

3.6 Sumario

Em resumo, nés desenvolvemos e testamos um método simulacional para obter
as propriedade quase-estacionarias de modelos com um estado absorvente. O método
é de facil implementacao, e fornece resultados satisfatorios em uma fracao do tempo
requerido por simulacoes convencionais no regime critico, de grande interesse no
contexto de teorias de escala e universalidade. Ele também abre a possibilidade
de investigacao das propriedades QE no regime subcritico, que é essencialmente

inacessivel para simulacoes convencionais.
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4 O Processo de Contato:
Algumas propriedades
criticas e o Regime subcritico

Neste trabalho, utilizamos o método apresentado no capitulo an-
terior a fim de determinar a funcao de correlagao estatica e a dis-
tribuicao de comprimento dos gaps entre particulas no processo de
contato unidimenional, na criticalidade. Nés também encontramos
evidéncias de um decaimento em lei de poténcia da distribuicao
das distancias entre particulas no subespaco de duas particulas.
Em outro estudo, calculamos o tempo de vida e o parametro de
ordem do processo de contato na fase subcritica. Essa fase nao é
acessivel por outros métodos porque virtualmente todas as real-
izagoes do processo caem no estado absorvente antes do sistema
chegar ao regime quase-estacionirio. Com simulag¢bes relativa-
mente modestas, obtemos uma estimativa do expoente critico v
com uma precisao de 0.5%.

PublicagGes relacionadas: R. Dickman and M.M. de Oliveira, Phys-
ica A 357, 134(2005);

M.M. de Oliveira and R. Dickman, Braz. J. Phys 2B, (2006).

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos dois trabalhos que foram resultado da aplicacao
do método de simulacao QE ao processo de contato. Uma vez que as principais
propriedades de escala do PC ja foram revisadas no capitulo 2 desta tese, nds vamos

aqui apenas cita-las brevemente. Quando nos aproximamos do ponto critico, o
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comprimento de correlacao £ e o tempo de correlacao 7 divergem, segundo &
|A|7"+ e 7 ox |[A]7YI1, onde A = A— ). é a distancia do ponto critico. O parametro de
ordem escala como p oc A? para A > 0. No ponto critico o valor quase-estaciondrio

do parametro de ordem escala como: p oc L=#/71,

4.2 A funcao correlacao

Na secao 2.4 desta tese, vimos que o estudo do comportamento da funcao
correlacao é essencial no entendimento dos fenomenos criticos, tanto do equilibrio
quanto fora do equilibrio. Um aspecto do PC que nao havia sido ainda estudado
em simulagoes é a funcao de correlacao estatica, talvez em funcao das dificuldades

intrinsecas a obtencao das grandezas estaticas via simulacoes.

Uma questao interesse de ser estudada é como correlagoes decaem no ponto

critico. A funcao correlacao é definida por

C(li—jl) = {oio;) — (o) (0;) (4.1)
onde a média é sobre a distribuicao estacionaria do processo.

Baseados na experiéncia com fendmenos criticos no equilibrio, nés esperamos
que C(r) decaia como uma lei de poténcia no ponto critico. O expoente de decai-
mento pode ser determinado através de um argumento de escala, que apresentaremos

a seguir.
Comecemos por normalizar C(r) por seu valor em r = 0:

_ ) _ )
=00 " i 2

Agora considere a variancia escalada

x =L ((p*) — (p(*), (4.3)

onde L denota o tamanho da rede. Préoximo ao ponto critico, a teoria de escala de
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tamanho finito, aplicada a variancia de p, fornece
(A, L) o< LY+ g(ALY"). (4.4)

onde a funcdo de escala g(z) oc 277 para z grande, e x(0,L) oc L'/*+. O expoente

~ se relaciona com os outros expoentes pela seguinte relacio de hiperescala':

vy=dv, —20. (4.5)

Voltando a expressao (4.3), temos que

=LY Cli=ih =p1=p) 3 ellx]) (4.6)

Ix|<L/2

onde no ultimo passo nés usamos a invariancia translacional, e assumimos uma rede

hiperctibica de L? sitios.

Agora suponha ¢(r) ~ r~® para r grande. Aproximando a soma por uma

integral, e percebendo que p ~ L~#/“1 no ponto critico, nés encontramos
X ~ Ld—2B/VJ_ ~ Ld—a—,B/VJ_ (47)

implicando que a = /v e

no estado estacionario critico.

A relagdo o = /v, foi demonstrada certo tempo atrds por Grassberger e de

T—25/z

la Torre, que mostraram que C(r) ~ no ponto critico [27]. (Tal resultado é

I Esta relacdo de escala pode ser obtida da seguinte forma. O n-ésimo momento da densidade é
dado por

1
<pn> :/0 p"P(p, L)dp = InL_nB/VJ_’

onde a fraca dependéncia da integral em L foi desprezada no limite de L — oco. Por outro lado,
usando que P(p, L) x L=P/71 na criticalidade, e os valores dos momentos para n = 1,2 temos

x(0,L) = L4((p) = (p*)) oc LU+ =20 ve,

a qual, combinada com x(0, L) oc LY/”+ resulta na relacio de hiperescala (4.5).
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equivalente ao nosso quando usamos as relagoes de escala z = 2v, /v e § = (/1.

Resultados simulacionais

Primeiramente, nés usamos o método de simulacao QE para determinar a
funcao correlagao. O processo foi simulado em cinco realizacoes independentes de
2 x 10® passos de tempo. Como sempre, eventos de aniquilacio sao escolhidos com
probabilidade 1/(1 + A), enquanto eventos de criagao sdo escolhidos com probabili-
dade A\/(1+ \).

Um sitio é escolhido a partir de uma lista de sitios ativos e se o evento for de
aniquilacao, o sitio torna-se vago. No caso de criacao, um sitio primeiro vizinho é
escolhido ao acaso e caso esteja vago, se torna ocupado. O incremento de tempo
associado a cada evento é At = 1/N,.., onde N, é o niimero de sitios ocupados no

momento anterior a tentativa de transicao.

Na Figura 28 nés plotamos C*(r) = LA/*+C(r) para L = 1280 e 2560, usando
as melhores estimativas, obtidas a partir de anélises por séries, 5/v; = 0.252072(8)
[33]. O colapso dos dados para os dois tamanhos de rede é praticamente perfeito.
Para » < L a funcao correlacdo de fato segue uma lei de poténcia C* ~ r=#/vr,
enquanto para r = L/2 ela atinge um minimo, como esperado devido as condigoes

periddicas de fronteira.

A fim de determinar o expoente do decaimento nés analisamos a inclinagao
local a(r) (vide Figura 29), obtida a partir de um ajuste linear dos dados para
In C* versus Inr, usando pontos igualmente espacados em Inr, em intervalos finitos
[ro, 3ro]. Para ry < L a inclinagao local é aproximadamente constante, mas, é claro,
se curva para cima quando 7 se aproxima de L/2. N6s entdo efetuamos uma extra-
polagao (para r — 00) da inclinacao local versus 1/r, usando somente os resultados
onde os dados para os dois tamanhos de rede concordam, para eliminar efeitos de
tamanho finito. O resultado dessa extrapolagao é §/v; = 0.252(1), consistente com

as melhores estimativas disponiveis.

Para \ < )., a funcdo correlacio decai exponencialmente, C(r) ~ e~"/¢+, onde

&, é o comprimento de correlacao espacial do sistema. Isto é evidente no detalhe
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inc*

Inr

Figura 28: Resultados da simulacio QE para a funciio correlagio escalada C* = LP/Y1C(r) no
PC critico unidimensional. Simbolos: x: L = 1280; +: L = 2560. A inclinagdo da linha sélida é
-0.252. Detalhe: gréfico semi-logaritmico de C' = r#/¥+ C(r) versus r em um sistema de 2560 sitios,
para A = A, (curva superior), 0.999\, e 0.99\. (inferior).
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Figura 29: Inclinagio local —a(r) da funcio correlagio em fungio de 1/r. Simbolos abertos:
L = 1280; simbolos preenchidos: L = 2560.
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da Figura 28, onde plotamos C' = r#/*+C(r). O decaimento exponencial ¢ claro
para A = 0.99).; a regressao linear fornece neste caso &, ~ 356, bem abaixo do
tamanho do sistema (L = 2560) neste estudo. Curiosamente, o decaimento de C
também ¢é perceptivel para A = 0.999)., apesar de parcialmente mascarado pelo
tamanho finito do sistema. Em geral o decaimento das correlacoes deve ser evidente
para L > £, onde £, é o comprimento de correlacao no limite de tamanho infinito.
Como & ~ |A|7+, desvios da criticalidade da ordem de |A| ~ L=+ (ou maiores)

deveriam ser detectaveis na funcao correlagao para um sistema de tamanho L.

Distribuicao de “gaps”

No estado critico estaciondrio, a distribuicao das particulas é invariante por
escala, como refletido no decaimento em lei de poténcia de C(r). A distribuigao
de gaps, ou cadeias de sitios vazios entre sitios sucessivos ocupados também segue
uma lei de poténcia. N6s determinamos a distribui¢ao dos tamanhos dos gaps? P(g)
(normalizada pelo nimero de gaps na configuracao). Como pode ser visto na Figura
30, P(g) exibe um decaimento em lei de poténcia , P ~ ¢~7, com 7 ~ 1.70, sobre
um intervalo intermediario que parece crescer com o tamanho do sistema. A andlise

da inclinagao local fornece 7 = 1.73(1).

Nos podemos relacionar o expoente 7 aos outros expoentes criticos através de
um argumento de escala simples. Uma vez que existe apenas um gap por particula,
o tamanho médio do gap (g) é simplesmente o reciproco da densidade de particulas.
Assim, em um sistema de tamanho L no ponto critico, {g) ~ L#/¥+. Assumindo

P(g) ~ g~ " para g > 1, nés temos

l
(g) ~ / g1"dg ~ [T ~ LI (4.9)
1

implicando 7 = 2 — /v, ~ 1.748. Nosso resultado simulacional é cerca de 1%
menor que o valor previsto pelo argumento de escala. Essa pequena discrepancia é
provavelmente causada por correcoes de tamanho finito que limitam o regime de lei
de poténcia de P(g).

2Um gap de tamanho g corresponde aos sitios i e i + g + 1 ocupados e todos os sitios entre eles
vazios.
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Figura 30: Distribuigao das distancias dos ”gaps“ no PC critico unidimensional. O: L = 640; +:
L = 5120. A iclinacdo da linha sélida é -1.73.

Algumas propriedades configuracionais

Por 1ltimo, nés apresentamos resultados preliminares sobre o comportamento
exibido pela distancia entre particulas no subespaco de duas particulas. Seja d
a separacao entre dois sitios ocupados, dado que exatamente dois sitios estejam
ocupados®. Uma vez que as particulas se encontram bastante nucleadas no PC
critico, nos devemos esperar que a distribuicao de distancias entre as duas particulas,
Py(d), decaia com a separacao. Nossos resultados (vide Figura 31) a partir das

simulations QE no ponto critico sugerem um decaimento tipo lei de poténcia,
Py(d) ~d™", (4.10)

com Kk ~ 2.45.

No6s nao encontramos um meio de relacionar este expoente aos outros con-

3N6s tomamos a distancia minima sob condigdes periédicas, de forma que d < L/2.
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hecidos expoentes criticos. De fato, a questdo se P,(d) segue realmente uma lei
de poténcia deve ser confirmada em simulacoes em escalas maiores. Porém isto
fica fora do alcance computacional, pois, quando o tamanho do sistema cresce, a

probabilidade de existirem exatamente duas particulas se torna ainda menor.

Figura 31: Distribuigdo das distancias d no subespaco de duas particulas no PC critico unidi-
mensional. Simbolos abertos: L = 640; simbolos negros: L = 1280. A inclinacdo da linha sélida é
-2.45.

4.3 A fase subcritica

Dois tempos caracteristicos, 7¢ e 71, podem ser identificados no processo de
contato. O primeiro é um tempo de relaxacao que governa o decaimento das cor-

relacoes temporais no estado QE:
C(t) = (p(to)p(to + 1)) — p* ~ 71/ (4.11)

O segundo é um tempo de vida, determinando o decaimento assintético da pro-

babilidade de sobrevivéncia (a partir de uma configuracao inicial espacialmente ho-
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mogénea) da forma
P(t) ~ e ', (4.12)

Os dois tempos caracteristicos exibem as mesmas propriedades de escala na
regiao critica. Na fase supercritica ou ativa (A > 0), o tempo de vida cresce expo-
nencialmente com o tamanho do sistema e A, enquanto 7o se mantém finita. Nosso
interesse aqui é o tempo de vida do estado QE, denotado simplesmente como 7. Na

distribuicao QE hd um fluxo de probabilidade nao nulo para o estado absorvente,

To = Wo1D1 (4.13)

onde p; é a probabilidade QE da configuracao com exatamente um sitio ativo e
wp; = 1 é a taxa de transicao desta configuragao para o estado absorvente. O tempo
de vida QE é dado por?

T =1/r0. (4.14)

Um ponto importante na interpretacao dos nossos resultados simulacionais
reside no comportamento de escala de tamanho finito de 7. De acordo com a hip6tese
de escala usual [27], corregoes de escala em tamanhos finitos nas propriedades criticas
devem ser funcdes da razio L/&, ou, equivalentemente, da quantidade ALY+, Na

fase subcritica, em que A < 0, o tempo de vida entao deve seguir

(A, L) = | A7 F(|A|LYY+) (4.15)

onde a fungao de escala F(x) oc 2"l para x pequeno, de forma que 7 nao diverge
em um sistema finito. No limite oposto F — Fy, uma constante. A hipdtese de
escala leva a relagao conhecida, 7(0,L) ~ LMI/PL no ponto critico, e sugere que
nés tentemos colapsar os dados para diversos tamanhos de sistema plotando A”Il /7

versus A* = ALY"L. Para o parametro de ordem a escala de tamanho finito fornece
[6],

4Nas simulacdes QE nés tomamos 7 como o tempo médio entre tentativas sucessivas de visita
ao estado absorvente.
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p(A, L) = |APR(LY"A) . (4.16)

No regime subcritico, o parametro de ordem deve decair a zero oc L=! como L — oo,
para qualquer A < 0, de forma que R(z) ~ |z|™"+ como x — —oc. Por outro lado,
para A = 0 e L finito, p deve ser nao nula e nao singular, implicando R(z) ~ z=#
para z — 0. Logo p ~ |A|?~"+ para A* grande.

Figura 32: Tempo de vida QE 7 versus A, para L = 20, 40, 80,...,2560. A inclinagdo da linha é
-1.74.

A Figura 32 mostra o tempo de vida QE, 7, em funcao de A, para tamanhos
de rede L = 20, 40, 80,...,2560. Para os tamanhos maiores a dependéncia em lei de
poténcia de A é evidente, antes que o tempo de vida sature (para os valores bem
pequenos de |Al), devido a efeitos de tamanho finito. Na Figura 33 esses dados
sao colapsados usando os valores conhecidos para os expoentes da classe PD [33],
v, = 1.09684(6) e v = 1.73383(3). O colapso dos dados é muito bom para os
tamanhos maiores. Um ajuste pelo método de minimos quadrados para os dados
na porcao linear do grafico (JA[ > 0.02) fornece uma inclinacao de -1.738(12), em

boa concordancia com o valor de v;. Um método alternativo para analisar os dados
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Figura 33: Dados da Fig.31 plotados em termos das variaveis escaladas A* = L'/"+|A] e 7% =
L~*1, com z = v||/v.. A inclinagdo da linha é -1.734.

é estimar, para cada valor de A, o valor no limite de tamanho infinito do tempo
de vida, plotando 7(A, L) versus 1/L (vide Figura 34). Plotando as estimativas
resultantes em escalas logaritmicas, nés encontramos uma inclinagao de -1.735(9),

novamente em boa concordancia com o valor padrao para o expoente v,.

Nos verificamos que a distribuicao pr para o tempo de vida é exponencial:

e—t/T

prt) = — (4.17)

Isto é esperado, pois no estado quase-estaciondrio, a taxa de transicao para o estado

absorvente é independente do tempo.

Voltando ao parametro de ordem, vemos da Eq. (4.16) que um grafico de p* =
|A|=?p em funcdo de A* deveria exibir um colapso dos dados. O comportamento
assintético da func¢ao de escala R implica que p* oc (A*)~"+ para A* grande. Essas

propriedades de escala sao verificadas® na Figura 35.

5Nés usamos o valor aceito de 8 = 0.2765. Enquanto a escala do pardmetro de ordem no regime
subcritico é de fato verificada em Ref [6], aqui nés fomos capazes de estender o intervalo de A*
por uma ordem de magnitude, usando a técnica de simulacido QE.
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Figura 34: Tempo de vida QE 7 em fun¢do de A, para |A| = 0.3,0.2,0.1,0.05,0.02,0.01,0.005,
0.002,0.001,0.0005, de baixo para cima ( L = 20, 40, 80,...,2560). Detalhe: estimativas para

tamanho infinito do tempo de vida em funcdo de |A|, plotadas em escalas logaritmicas.

Na Figura 36 ndés mostramos que a distribuigao de probabilidade p(p) do
parametro de ordem em um sistema grande (L = 2560) para trés valores de A.
Com esperado, a distribuicao se alarga e se desloca na direcao de valores maiores de
p quando A se aproxima do valor critico. A distribuicao de probabilidade segue, em

boa aproximacao, a forma de escala

1
p(p) = @P(p/ (r)) (4.18)

onde (p) = p(A, L) é o valor médio e P é uma funcao de escala. Isto é verificado
(Figura 37) plotando p* = {p)p(p) versus p/(p). Nés vemos que a fungao de escala
P atinge seu maximo proximo a p* = 0.6, e que ela cai rapidamente quando p* — 0.

No outro lado do méaximo ela exibe uma cauda aproximadamente exponencial.
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Figura 35: Parametro de ordem QE escalado p* = |A|7%p versus A* = L'/V+|A| para L = 320
(quadrados abertos), L = 1280 (diamantes) e L = 2560 (quadrados preenchidos). A inclinacdo da
linha é -1.1097.
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Figura 36: Distribuigdo de probabilidade QE do parametro de ordem no regime subcritico, para
L = 2560 e (da esquerda para direita) A/A. = 0.8, 0.9 e 0.95.
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Figura 37: Gréfico re-escalado dos dados mostrados na Figura 36; A/, = 0.8 (quadrados), 0.9
(cfrculos) and 0.95 (tridngulos).

4.4 Sumario

Nos utilizamos o método simulacional QE a fim de determinar a funcao de
correlacao estdtica C(r) do processo de contato critico em uma dimensao. Nossos
resultados confirmam o comportamento C(r) ~ 1/(rL)?/+ antecipado por argu-
mentos de escala. Noés também estudamos a distribuicao dos tamanhos de gaps,
que mostra evidéncias de um decaimento em lei de poténcia, P(g) ~ ¢~ 7, com
T ~ 2 — /vy, o valor previsto pela teoria de escala. Finalmente nds notamos
uma aparente invariancia por escala na distribuicao das distancias entre particulas
Py(d) no subespaco de duas particulas[75]. Estudos da funcao de correlagao e da
distribuicao de tamanhos de gaps podem ser titeis em caracterizar o comportamento
de escala em novos modelos, e podem também ser titeis na localizacao precisa do

ponto critico.

Na segunda secao deste capitulo, estudamos o tempo de vida e o parametro

de ordem do processo de contato unidimensional na fase subcritica. Nossos resulta-
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dos confirmam as propriedades de escala esperadas para o tempo de vida do estado
quase-estaciondrio, e para o parametro de ordem [76]. Simultaneamente, essas pro-
priedades do regime subcritico também foram verificadas em um trabalho de de

Oliveira e Tomé, através de um outro método simulacional [77].
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5 A transicao de fase no
Processo de Contato por
Pares com D:ifusao

Neste capitulo nés apresentamos uma revisao dos estudos sobre o
Processo de Contato por Pares com Difusdo (PCPD). Diferente-
mente do processo nao difusivo (PCP), que sabemos pertencer &
classe de universalidade da Percolacao Dirigida (PD), o PCPD
apresenta uma, transicdo de fase de uma fase ativa para uma fase
absorvente com um tipo de comportamento critico que tem desper-
tado muito interesse recentemente, e a classificacao do seu compor-
tamento critico continua a ser um problema em aberto na mecénica
estatistica de sistemas fora do equilibrio.

5.1 Introducao

O processo de contato por pares (PCP), introduzido por Jensen [41], é um
modelo estocdstico fora do equilibrio, derivado do processo de contato (PC), no qual
a atividade depende de pares de particulas ocupando sitios primeiros vizinhos. No
PCP um par! se aniquila com uma probabilidade p, ou entdo, com probabilidade
1 — p, o par cria uma nova particula em um dos sitios primeiros vizinhos do par,

escolhido de maneira aleatéria. Na linguagem dos processos de reagao-difusao [5],

LA partir de agora, sempre que mencionarmos um par de particulas, estara implicito que estamos
falando de particulas que ocupam sitios primeiros-vizinhos.
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isto equivale as seguintes regras:

2A — 3A(com probabilidade 1 — p)
2A — ()(com probabilidade p), (5.1)

onde 2A representa um par de particulas.

Uma vez que tanto criacao quanto aniquilagao requerem um par de particulas
ocupando sitios primeiros-vizinhos e as particulas nao podem se difundir, qual-
quer configuracao formada apenas por particulas isoladas é um estado absorvente.
Isto significa que, no limite termodinamico, o sistema possui infinitos estados ab-

sorventes?.

Simulacoes numéricas do PCP revelaram a existéncia de uma transicao de
fase continua de uma fase ativa para um desses estados absorventes?, para um valor
critico p. do parametro de controle*. As simulacdes também revelaram que, tanto
no caso unidimensional [41], quanto para d = 2 [53], essa transi¢ao de fase per-
tence a classe de universalidade PD, conclusao que foi posteriormente reforcada
por estudos numéricos de suas fungoes de escala universais [79]. Esse resultado é
bastante relevante, pois o PCP nao obedece a uma das hipoteses da conjectura de
Grassberger-Jansenn, devido a sua transicao nao ocorrer para um estado absorvente
tinico®.

Se permitimos que as particulas no PCP se movimentem pela rede, isto é, se
além das reagoes (5.1) acrescentamos a difusao de particulas (a uma taxa D), obte-
mos o chamado “processo de contato por pares com difusao” (PCPD). No PCPD
existem somente dois estados absorventes: o vacuo, e o subespaco das configuracoes

com somente uma particula. Ao contrario do que acontece com o processo de con-

2No caso de uma rede unidimensional com L sitios, e condi¢des periédicas de contorno, prova-se
que o modelo possui Ngps(L) =~ g% estados absorventes, onde g = (1 ++/5)/2 ~ 1.618 ¢ a razio
durea [78].

30bserve que o parametro de ordem no PCP é a densidade de pares, uma vez que todo estado
absorvente no modelo é um estado em que nao existe nenhum par.

4Note que , pela definicio do modelo, o estado subcritico ocorre se p, > p.

5Cabe aqui uma ressalva, de que, apesar dos expoentes criticos relacionados as grandezas esta-
cionarias no PCP serem os mesmos da classe PD, seu comportamento dinamico escala de maneira
diferente, e a dinamica de espalhamento de atividade a partir de uma semente ativa depende das
condicdes iniciais do sistema [13].
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tato, no qual a difusao de particulas nao altera seu comportamento critico, no PCPD
a inclusao da difusao gera uma perturbacgao singular, uma vez que ela altera a estru-
tura da fase absorvente. A propria dinamica do processo apresenta uma mudanca

qualitativa, como pode ser notado na Figura 38.
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Figura 38: Evolugdo temporal, a partir de uma rede completamente ocupada, do PCP e do
PCPD. Figura extraida de [80]

Assim como o PCP, o PCPD exibe uma transicao de fase para um estado
absorvente, causada pela competicao entre as reacoes de criacao e aniquilacao de
particulas. Na fase ativa o processo de criacao prevalece, e o sistema se mantém
em um estado estaciondrio de nao-equilibrio, enquanto na fase subcritica a densi-
dade de particulas decai de maneira continua até o sistema atingir um dos estados
absorventes. Apesar de suas regras bastante simples, o PCPD apresenta um com-
portamento critico bastante intrigante, que tem atraido muita atencao nos ultimos
anos. Tanto a caracterizagdo desse comportamento, bem como a classificacao dessa
transicao de fase continuam como problemas em aberto na mecanica-estatistica de
sistemas fora do equilibrio. Nas secoes seguintes apresentaremos os principais resul-
tados existentes sobre o PCPD até entao, e que nos motivaram ao nosso estudo que

serd detalhado no Capitulo 6.
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5.2 Propriedades fenomenoldgicas e
comportamento de escala

Comecaremos revisando as propriedades fenomenolégicas de modelos “tipo
PCPD”, bem como o tipo comportamento de escala que esperamos que ocorra na

criticalidade.

Propriedades Fenomenolégicas

De forma andloga ao que ¢é observado na classe PD, em que observamos que
diferentes modelos (e.g processo de contato, automato celular de Domany-Kinzel,
modelo ZGB, etc), porém contendo as mesmas propriedades fenomenoldgicas (aque-
las expressas na conjectura de Grassberger-Jannsen) apresentam o mesmo compor-
tamento critico, espera-se que o comportamento critico do PCPD seja compartilhado

por modelos que contenham as seguintes propriedades fenomenologicas basicas:

e Particulas isoladas difundindo-se localmente, a uma taxa finita, no espaco d-

dimensional;

e apresente uma transicao de fase devida as reacoes de criacao e aniquilacao de
particulas, onde ambas as reagoes somente ocorrem na presenca de pares de

particulas vizinhas;

e a existéncia de um numero finito de estados absorventes, dos quais pelo menos

um seja acessivel pelo sistema;

e auséncia de desordem congelada ou simetrias adicionais.

Dessa forma, espera-se que o comportamento observado no PCPD seja compar-
tilhado por diversos outros modelos, como, por exemplo, processos de reacao-difusao
do tipo

2A —4A,2A — A

ou
2A — 3A, 3A — 0.
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Isto ¢é bastante 1til, no sentido de que podemos estudar um processo com regras
ligeiramente diferentes do modelo PCPD original, que sejam mais faceis de tratar
sob o ponto de vista tedrico ou computacional, mas que mantenham as propriedades

fenomenoldgicas listadas acima.

Leis de Escala

Nos estudos do PCPD, assume-se que o comportamento critico da transicao
pode ser descrito em termos das mesmas leis de escala observadas em outras transico-
es de fase para estados absorventes, porém provavelmente com um conjunto diferente
de expoentes criticos e funcoes de escala. Por exemplo, esperamos que a evolucao
temporal da densidade de particulas, a partir de uma rede totalmente ocupada,

assintoticamente obedeca a

p(t,L,A) =t F, (Y% /L, At/"), (5.2)

onde L é a dimensao linear do sistema, A = p — p., como usual, e F; é uma funcao
de escala. O expoente 6 = (/v descreve o decaimento critico em lei de poténcia
e z = /v, é o expoente critico dinamico. Por sua vez, no estado estaciondrio
teriamos

(L, A) = L™8/ve Fy (ALY, (5.3)

O mesmo seria valido, para as outras expressoes derivadas pela teoria de escala

(vide se¢ao 2.5.2) como para a probabilidade de sobrevivéncia®, P,
Py(t,L,A) =t~ ®(t'/* /L, At/"), (5.4)

onde § = ¢’. No entanto, enquanto na classe PD, § = (', no caso do PCPD, os

resultados simulacionais disponiveis [80] apontam 5 # [

6A definicio da probabilidade de sobrevivéncia no PCPD é um pouco sutil. A definicio mais
natural é a de considerar o processo como ativo enquanto existam pelo menos duas particulas no
sistema. Porém, em alguns trabalhos [81, 82] utiliza-se a condigdo de que o processo estd ativo
enquanto ainda existir pelo menos um par de particulas no sistema. (Utilizaremos esta ultima
defini¢do no trabalho que apresentaremos no préximo capitulo desta tese).
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5.3 Teoria de Campo Médio

Devido a sua simplicidade, as aproximacoes tipo campo médio sao a primeira
tentativa de se obter informacoes acerca da transi¢ao de fase, e costumam fornecer
uma visao qualitativa correta do diagrama de fases. Dentre as aproximacoes de
campo médio de n-sitios, a mais simples que permite o tratamento explicito da

difusao é a teoria de pares.

Chamaremos de P, a probabilidade de um sitio ocupado, P, a probabilidade
de um sitio vazio, P,, a probabilidade de um par formado por um sitio ocupado e um
vazio, e assim por diante. Assumiremos que o sistema é espacialmente homogéneo
e que P,, = P... Na aproximacao de pares para o PCPD, temos somente duas
varidveis independentes: a densidade de particulas, p(t) = P.(t) e a densidade de
pares, u(t) = P..(t), uma vez que temos os seguintes vinculos, P, = P.,, + P., €
P, +2P,, + P.. = 1. Utilizaremos também as varidveis auxiliares v, com v = P,, =

p—u,ew,onde w=~FP,=1—2p+ u.

O primeiro passo consiste em enumerarmos todas os possiveis eventos neste
nivel de aproximacao e identificarmos as taxas de transicao associadas a cada um
deles. Na Tabela 5 estao relacionados todos esses eventos. A titulo de ilustracao,
vejamos o que ocorre no evento 2: Primeiro, temos que aproximar P.e.., que pode
ser aproximada como a probabilidade de “vazio,ocupado, vazio” multiplicada pela
probabilidade de que o tltimo sitio a direita estd ocupado, dado que o seu vizinho
a esquerda é vazio:

Posoe R Pooo Pyo-

Usando a aproximacao de pares, obtemos:

PooPoo Poo 3
PoooPo|o ~ < > v

P, ) P, p(l—p)

Agora que ja temos uma aproximacao para a probabilidade da configuracao inicial,
devemos multiplicar pela taxa de difusao. Devido a simetria, temos ainda um fator 2
multiplicando a taxa. Esse fator aparece sempre que a configuracao permite difusao

para a direita ou para a esquerda.

Para encontrar a equacao de movimento para a densidade de sitios e de pares,
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Tabela 5: Aproximacao de pares para o PCPD unidimensional

Evento Taxa AN, AN,,

1. eeoco—ecee Duvw/p(l—p) 0 -1 X2
2. ceoce—oocee Duv?/p(l—p) 0 1 X2
3. eeee —ecoe p(l— D)u/p? -2 -3

4. eeeo—eco00 p(l— D)u?v/p? -2 -2 X2
5. oceeo— o000 p(l— D)uv?/p? —2 -1

6. eece —>eeee (1—p)(l—Duv?/p(l—p) 1 2 X2
7. ©900 — @@ @0 %(1—p)(1—D)uvw/p(1—p) 1 1 X2

devemos entao adicionar todas as contribuicoes dos eventos da Tabela 5, levando em
conta a variacao no numero de particulas e pares decorrentes de cada evento, AN,

e AN,,, respectivamente:

‘;_f =—21—=D)pu+ (1—=D)(1—p)(p— u)% (5.5)
% - —(1—D)pu2u: P _oplP _pz“bl)(_“p_) ) a-pya—p _pztl)(_l ;)u)u (5.6)

No limite de D — 1, u(t) — p(t)? e nds recuperamos a aproximagao de sitios’:

dz_gﬂ = (1-p)p*(1 - p) — 200", (57)

onde reescalamos o tempo como t — t/(1 — D).
A equagao (5.7) apresenta uma transicao de fase em p. = 1/3, e tem como
solucoes [78]:
Poo +aexp(—t/7) se p<1/3
p(t) =~ V3[4t 2 sep=1/3 (5.8)
gt sep>1/3

onde py, = (1—3p)/(1—p), 7= (1—p)/(1—3p)?) e a é uma constante que depende

"Intuitivamente, isto significa que a difusdo rdpida destréi qualquer correlacdo, levando ao
comportamento do campo médio simples.
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das condicoes iniciais.

A partir da solugao dada por (5.8), podemos concluir que, na aproximagao de
campo médio, o expoente critico | = 2, uma vez que p decai como t=1/2. Além

disso, a expansao de p(t) na regiao subcritica fornece o expoente 5 = 1.

Uma versao continua para a teoria de campo médio, em que a densidade pode
flutuar no espago, p = p(x,t), pode ser obtida a partir da equacao (5.7), onde
agrupamos os termos do segundo membro da equagdo e acrescentamos um termo
difusivo, DV?p(x,t), obtendo

0

a (X7 t) = (1 - 2p)p2(X7 t) - (1 - p)p?)(x, t) + DVQp(X7 t) (59)
Aplicando a transformacao p(x,t) — a~#/"+ p(ax, a*t), e dividindo por a=#/¥+

obtemos

)
a* =2 p(x, 1) = (1=3p)a""4 p(ax, 1) —a™/"4 (1=p)p’ (x, 1) + Da®V2p(x, 1). (5.10)

Para garantir a invariancia por escala no ponto critico (p = 1/3), devemos impor
que z —23/v; = 0e z—2 = 0. Assim, concluimos que a andlise dimensional da

equagao (5.9) fornece os seguintes expoentes criticos:

=1 v =1,y =2 (5.11)
Porém, esses expoentes s6 sao validos para d > 2, que é a dimensao critica do
processo [83].

Ja no caso em que D < 1, temos, no estado estacionario, as densidades dos

pares e das particulas estao relacionadas por

_1-3p
=1,

u(o0) p(0), (5.12)

fornecendo os pontos criticos

LD se 0 < D < 1/7,
pe(D) = q P (5.13)
ssel/T<D<1.
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Este resultado parece sugerir a existéncia de duas classes de universalidade ao longo
da linha critica, mas dadas as limitacoes da teoria em capturar os efeitos das flu-
tuacoes, tal resultado deve ser interpretado com reservas. Aproximacoes de ordem
superior, até a aproximacao de 4 sitios, voltam a apontar uma transi¢ao tnica, a par-
tir de N = 3, como pode ser visto na Figura 39, reproduzindo de maneira qualitativa
os resultados simulacionais. Assim, a aparente presenca de duas classes de univer-
salidade para D > 0 ¢é atualmente interpretada como um artefato da aproximacao

de pares.
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Figura 39: Diagrama de fases do PCPD unidimensional, obtido através de aproximagoes de
aglomerados (N = 1,2,3 e 4). Os circulos preenchidos corresponde aos valores de p. obtidos por
estudos de DMRG (vide se¢io 5.4) e os tridngulos abertos aos resultados de simulagoes de Monte
Carlo. O ponto representado pelo losango cinza marca o ponto critico do PCP. (Figura extraida
da referéncia [80].

5.4 Estudos numéricos: uma revisao cronolégica

Apesar de uma versao do processo de contato por pares com difusao ter sido

proposta por Grassberger em 1982 [84], o interesse atual no problema surgiu apés

4

a sua “redescoberta”por Howard e Taiiber [85] que questionaram a possibilidade
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de uma descricao tipo Langevin para o modelo. Devido a dificuldade na obtencao
de uma teoria de campo para o processo®, e a inexatidao dos resultados fornecidos
pelas aproximacoes de aglomerados, o maior progresso no estudo do comportamento

critico do PCPD vem dos estudos numéricos.

Os primeiros estudos numéricos do comportamento critico do PCPD foram
feitos por Carlon e Henkel [78], usando um método tipo DMRG (density matrix
renormalization group)?. Seus resultados sugeriram que os expoentes criticos do
PCPD seriam o mesmos da classe de “Conservacao de Paridade” (CP), o que seria
espantoso, uma vez que nao ha nenhum tipo de simetria separando os dois estados
absorventes. A Figura 40 mostra alguns resultados do trabalho de Carlon e Henkel.
Note que, apesar do expoente /v, apresentar valores compativeis com a classe CP,
aparentemente os tamanhos utilizados nao permitiam uma extrapolacao confiavel
(Na Figura, PC = parity-conserving- conservagao de paridade e DP = direct perco-

lation - percolagao dirigida).

Porém a hipdtese da classe CP foi logo depois descartada por simulacoes de
Monte Carlo [89, 90], que apesar de confirmarem os resultados de DMRG para
tamanhos pequenos e tempos curtos'’, mostraram um comportamento bem diferente
com o aumento do tempo computacional e o tamanho do sistema, revelando que o

comportamento critico do modelo é influenciado por enormes correcoes de escala.

Com a hipétese da classe CP descartada, surgiram novos trabalhos, com novas
interpretacoes para o comportamento critico do PCPD. Um estudo simulacional de
Dickman e de Menezes [81] encontrou expoentes que variavam com o valor da taxa
de difusao D, o que fez com que eles sugerissem que a transicao de fase no PCPD
era nao-universal. A variacao dos expoentes com a taxa de difusao também foi

verificada em trabalhos posteriores [82]. Um resultado intrigante reportado em [81]

8 Apesar de alguns progressos em direcdo a uma teoria para o PCPD irrestrito, i.e, o processo em
que sdo permitidas mais de uma particula por sitio [86], o caso restrito ainda continua totalmente
em aberto.

90 método de DMRG ¢é um método que foi apresentado por White [87] em 1992 no contexto da
mecanica estatistica de equilibrio, e fornece um meio eficiente para a diagonalizacdo numérica do
operador de evolucdo que atua no processo. Em comparacdo com as simulagées de Monte Carlo,
estudos de DMRG fornecem rapidamente o estado estacionario com alta precisdo numérica, no
entanto o nimero de sitios que pode ser tratado é relativamente restrito. Para mais detalhes sobre
o método DMRG, vide a revisdo [88]

1ONo caso do DMRG, Carlon e Henkel utilizaram tamanhos L < 48 sitios.
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Figura 40: (a) Gréfico de § = v, /v em funcdo de 1/L para vérios valores da taxa de difusao d
(b) estimativas do expoente /v, obtidas por DMRG ).

é que razoes entre momentos do parametro de ordem, m = (p?)/{p)? que deveriam se
estabilizar em um valor independente do tamanho L no ponto critico, apresentavam
um comportamento anomalo, divergindo segundo In L, revelando que o PCPD talvez
violasse as hipGteses de escala. (Vide Figura 41.a) Dickman e de Menezes entao
identificaram as flutuacoes devidas a fase inativa como uma possivel fonte de tal
anomalia, e fizeram uma andlise das médias do parametro de ordem restritas ao
que eles chamaram de setor reativo, isto é as configuracoes com pelo menos um
par de particulas. Essa andlise forneceu um melhor colapso das distribuicoes de
probabilidade do parametro de ordem, mas nao melhorou muito o resultado para as
razoes entre os momentos, que continuaram crescendo com In(L) (mas a uma taxa

bem menor que antes dessa andlise - vide Figura 41.b).

Na mesma época, Barkema e Carlon apresentaram a hipdtese de que a transicao
de fase no PCPD de fato pertenceria a classe PD, baseados em um método de ex-
trapolacao dos dados que obtiveram através de simulagoes de Monte Carlo. No

entanto, nao era uma resposta definitiva, visto que tal extrapolacao sé funcionava
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Figura 41: (a) Distribuigao de probabilidades do niimero de particulas n no ponto critico para
D =0.1e L = 80,160 e 320. Detalhe: Grafico de m x In(L) para D = 0.1,0.5 e 0.85 (b)

Probabilidade reescalada no setor reativo. Detalhe: m = In L no setor reativo.

se postulassemos uma correcao de escala bem especifica, da forma
p(t) = (1 +at™ ")t (5.14)

onde a é um parametro de ajuste e y = 6 = §/v,. Na Figura 42.a estao reproduzidos

os resultados da extrapolacao.

Nesse interim, Kockelkoren e Chaté [91] apresentaram um variagdo do PCPD,
chamado ” PCPD with soft constraint” que permitia um nimero de particulas n < N
por sitio, e em que as reacoes ocorreriam apenas entre as n particulas de um mesmo
sitio, tornando o algoritmo eficiente e de facil implementacao para computacao em
paralelo. Como resultado, apds rodarem o processo em uma rede de 2?2 sitios durante
107 passos de Monte Carlo, Kockelkoren e Chaté obtiveram leis de poténcia claras,
com expoentes diferentes da classe PD. Isso os motivou a criar uma nova classificacao

geral das transicoes de fase para estados absorventes, em especial das reacoes do tipo

mA — (m+k)A
nA— (n—10)A (5.15)

caracterizando-as de acordo com os valores m e n de criagao e remocao, enquanto
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k e | representariam simetrias adicionais. Neste esquema, o PCPD aparecia com os
expoentes 6 = /v = 0.200(5), z = v, /v = 1.70(5) e = 0.37(2).

No entanto, o trabalho de Kockelkoren e Chaté, apesar de aparentemente
mostrar uma lei de poténcia clara, nao estava totalmente livre das gigantescas
correcoes de escala que permanecem no processo, mesmo apos tempos da ordem
de 10° passos. Isso foi apontado por Hinrichsen, que utilizando o mesmo modelo,
com o mesmo tamanho de rede, mas em uma simulacio que se estendeu até 10® pas-
sos, mostrou que o valor critico utilizado por Kolckekoren e Chaté era na verdade
subcritico, e as leis de poténcia vistas por eles se curvavam apés 107 passos. Ou seja,
na tentativa de encontrarem uma lei de poténcia, eles haviam subestimado o ponto
critico, e por consequéncia, os valores dos expoentes criticos. O resultado de Hinrich-
sen, utilizando o modelo proposto por Kockelkoren e Chaté é reproduzido na Figura
42.b. Mais ainda, Hinrichsen advoga que os valores dos expoentes criticos obtidos
pelas simulagoes até entao devem ser considerados como cotas superiores para os
valores reais, e que estariam se aproximando dos valores da classe PD. Resumindo,
o PCPD sofreria um crossover para a classe PD, apds um tempo astronomico. No
entanto, o préprio Hinrichsen admite que ainda nao é claro se o PCPD pertence ou
nao a classe PD, pois aparentemente os métodos computacionais teriam atingido seu
limite e técnicas mais sofisticadas seriam necessarias para responder a esta questao
[39].

Enquanto uma parte dos estudos parecia caminhar em direcao a hipotese de
que o PCPD seria mais um representante da classe PD, uma série de estudos apresen-
tados pelo grupo de Park, indica o contrario. Os principais resultados encontrados

por eles sao revisados a seguir.

Noh e Park [82], argumentam que a aparente nao-universalidade do PCPD se-
ria devido a uma termo de memoria, que persistiria em tempos longos. Esse termo
seria gerado pelo efeito difusivo das particulas e funcionaria como uma perturbacao
marginal da teoria de campo para o modelo. Para justificar tal hipdtese, eles in-
troduzem uma versao generalizada do PCPD, chamado de GPCPD, em que estao

presentes os seguintes processos:

AA — 00 com taxa (1 — D)p
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Figura 42: (a) Técnica de extrapolagao sugerida por Barkema e Carlon, assumindo um decai-
mento algébrico da forma (5.14). Figura extraida de [92] (b) Gréfico da densidade de sitios ativos,
p(t), multiplicada pelo expoente da lei de poténcia como § = 0.20. Simulagdes apresentadas por
Hinrichsen [39] utilizando o mesmo modelo e pardmetros utilizados por Kockelkoren e Chaté [91].
A linha pontilhada representa a inclinacdo dada pelo expoente da classe PD. Figura extraida de
[39]

AAD — AAA com taxa (1 — D)(1 —p)/2
ADD — DAD com taxa D
ADA — PAA com taxa Dr

ADA — OOD com taxa D(1 —r) (5.16)

O parametro r permite a interpolagao entre o ponto critico da classe PD (r = 0)
e o comportamento critico do PCPD (r = 1). Como o ponto 7 = 1 nao apresenta
nenhuma singularidade nesta generalizacao, Noh e Park estudaram o modelo para
0 < r < 1 e estenderam o resultado para r — 1. Variando o valor de D, Noh e
Park encontraram uma variacao suave nos expoentes, levando-os a concluir que a
transicao para o PCPD corresponderia a uma linha de pontos fixos com expoentes

variando continuamente.

Park e Park [93] introduziram no modelo uma “difusdo com tendéncia”, ou
seja, a particula passa a ter uma probabilidade diferente de difundir para a esquerda
ou para a direita. Nas classes de universalidade PD e mesmo na CP, a invariancia de

Galileu garante que tal variacao é irrelevante, nao alterando portanto, o comporta-
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mento critico!'. No entanto, as simulacoes de Park e Park revelaram que no caso do
PCPD a difusao com tendéncia é um fator relevante, mudando seu comportamento
critico. A rigor, esses resultados teriam duas implica¢oes importantes: (i) a classe
de universalidade do PCPD seria diferente das classes PD e CP, e (ii) o PCPD seria
genericamente um modelo de duas espécies, e somente poderia ser descrito por uma
teoria de campo de duas espécies (ou seja, a teoria deveria tratar os pares como

particulas “A”e as particulas isoladas como particulas “B”).

Mais recentemente, Park e Park estudaram o hipotético crossover do PCPD
para a classe PD [95], criando um modelo generalizado em que estao presentes tanto
a aniquilacao espontanea de particulas (Af) — 00), quanto a criagao de particulas por
particulas isoladas (AQ — AA), duas caracteristicas do processo de contato simples.
Dessa forma, o decaimento da densidade na fase absorvente deveria ser exponencial,
o que anularia os efeitos dos termos de meméria gerados pelas particulas isoladas,

tornando visivel o comportamento de escala do tipo PD. As taxas do modelo sao:

AA — 00 com taxa A

AAD

— AAA com taxa o/2
0AA

0 A com taxa D(1 —w)/2
AD — < 0P com taxa w(l — q)/2
AA com taxa wq/2

onde o caso em que w =0, D =1, A = p, e 0 = 1 — p correspondem ao PCPD.
Estudando o limite em que w — 0, seria possivel estimar o expoente de crossover,
que descreve o comportamento de escala do possivel crossover do comportamento
PCPD para PD. Park e Park encontraram que o crossover de PCPD para PD ¢é
nao-trivial, e um comportamento de escala anomalo para a amplitude critica, o que,
segundo eles, indica fortemente que o comportamento de escala do PCPD nao pode

tender para o comportamento tipo PD.

Encerramos esta secao, apresentando uma atualizacao da tabela que consta

1 Grosso modo, isso decorre da descricdo bosoénica da teoria de campo para sistemas com uma
tnica espécie reativa [94].
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Tabela 6: Valores do expoentes criticos para o PCPD unidimensional, obtidos
através de estudos numeéricos

Referéncia D ) z= % B Blvy 5 n
Carlon et al [78] 0.1 - 1.87(3) - 0.50(3) - -

0.15 - 1.84(3) - 0.49(3) - -

0.2 - 1.83(3) - 0.49(3) - ;

0.35 - 1.72(3) - 047(3) - -

0.5 - 1.70(3) - 0.48(3) - ]

0.8 - 1.60(5) - 0.51(3) - ;
Hinrichsen [89] 0.1 0.25(2) 1.83(5) <067  050(3) 0.13(2) 0.13(2)
Odor [90] 0.05 0.273(2) - 057(2) - 0.004(6) 0.10(2)

0.1  0.2754) - 0.58(1) - ; ;

0.2 0.268(2) - 0.58(1) - 0.004(6)  0.14(1)

0.5  021(1) - 0.40(2) - 0.008(9) 0.23(2)

0.9 020(1) - 0.39(2) - 0.01(1)  0.48(1)
Odor [96] 02 026309 - 057(1) - - -

0.4  0.268(8) - 0.58(1) - ; -

0.7 0.275(8) - 0.57(1) - ; ]
Dickman e 0.1 0.249(5) 2.04(4) 0.546(6) 0.503(6) - -
Menezes [81] 05  0.236(3) 186(2) 0.468(2) 0.430(2) - :

0.85 0130  1.77(2) 0.454(2) 0.412(2) - ;
Barkema 0.1 0.17 - - - - -
e Carlon [92] 02  0.17 1.70(3) - 0.28(4) - ;

05  017(1) - ; 0.27(4) - ;

0.9  0.17 1.61(3) - ] ;
Kockelkoren * 0.200(5) 1.70(5)  0.37(2) - - -
e Chaté [91]
Hinrichsen [97] <0185 <165 <034
Noh e Park [82] 0.1 027(d) 1.8(2)  0.65(12) 0.50(5) 0.09(2) 0.18(5)
Odor [98] 0.05 0.216(9) 2.0(2)  0.411(10) 0.53(7) - -

0.1  0.206(7) 1.95(1) 0.407(7) 0.49(2) - -

0.2 0217(8) 1.95(1) 0.402(8) 0.46(3) - ;

0.5  0.206(7) 1.84(1) 0.414(16) 041(2) - -

0.7 0214(5) 175(1) 0.39(1)  0.38(2) - :
Park e Kim [99] *  0.241(5) L1.80(10) 0.519(24) - 0.11(3)  0.15(3)
Park e Park 05 020(1) 185(1)
[93, 95]
PD 0.1595 1.5807 0.2765 0.2521 0.1595 0.3137

CP 0.286(2) 1.74(1)  0.922(5)  0.497(5) 0.286(2)
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na revisao [80], em que estao colecionados os valores das estimativas disponiveis até

entao para os expoentes criticos do PCPD.

5.5 PCPD: Uma nova classe de universalidade?

Vimos na secao anterior que os estudos numéricos ainda nao foram capazes de
esclarecer o comportamento critico apresentado pelo PCPD, a despeito dos diversos
progressos efetuados. Assim, atualmente, apds mais de cinco anos dos primeiros
estudos numéricos, restam duas principais correntes de pensamento: em uma, o
PCPD pertence a uma nova classe de universalidade distinta da classe PD, com
um conjunto 1nico de expoentes criticos, ou possivelmente, expoentes que variam
continuamente devido a uma perturbagao marginal [82, 81, 95]. Adeptos da corrente
oposta afirmam que o PCPD deve ser atraido para um ponto fixo tipo PD apds um

tempo de crossover astronomico [100, 97].

A hipétese do comportamento tipo PD, apesar de ser a esperada se levarmos
em conta a conjectura de Grassberger-Jansen, apresenta um problema conceitual.
Como foi mencionado no Capitulo 2, modelos da classe PD apresentam um decai-
mento exponencial da densidade de particulas, p(t), no regime subcritico. Diferente-
mente, nos modelos com a fenomenologia do PCPD, observa-se que na fase inativa

a densidade das particulas decai algebricamente [101], da forma

t=42 para d < 2
p(t)oc ¢ ¢t 'Int parad=2 . (5.17)
t~! parad > 2

Outra diferenca observada em relacao a classe PD é que a dimensao critica do PCPD
é d. =2 [83].

A favor da hipétese PD, podemos enumerar a inexisténcia no PCPD de fatores
que violem a conjectura de Grassberger-Jansen, ja que nao ha nenhuma quebra de
ergodicidade aparente, e apesar da existéncia de mais de um estado absorvente, nao
ha nenhuma simetria evidente entre esses estados. Da mesma, verifica-se que, no

processo de contato simples, a difusao nao é capaz de mudar sua classe de univer-
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salidade [6].

Assim, a questao principal no estudo do PCPD ainda é um problema em
aberto, isto é, ainda nao se sabe se o processo pertence a uma das classes de uni-
versalidade conhecidas ou se ele ¢ representante de uma nova classe com um novo

conjunto de expoentes criticos.

Sobre este assunto, Hinrichsen, um dos adeptos da hipdtese PD, afirmava [97],
no final de 2005:

“Atualmente ainda nao estd claro se o PCPD pertence ou nao a classe de uni-
versalidade PD. Aparentemente os métodos computacionais atingiram o seu limite

e téenicas mais sofisticadas sao necessdrias para abordar esta questao.”

Dada a inexisténcia de uma resposta definitiva sobre a questao, e tendo em
vista que tinhamos em maos uma nova e eficiente ferramenta computacional para o
estudo de modelos com estados absorventes (o método de simulacao QE), que em
principio nao sofre de correcoes devido ao tempo finito da simulacao, resolvemos
abordar o problema utilizando uma variacao do método QE. Além disso, tendo em
vista a grande sensibilidade e variacao verificada nos valores encontrados para os
expoentes criticos, resolvemos focar o estudo em outras grandezas universais, as
distribuicoes e razoes entre momentos do parametro de ordem, que talvez fossem
menos sensiveis as grandes correcoes de escala do PCPD. Isso também nos permi-
tiria verificar se as conclusoes do trabalho [81] continuariam validas, ou seja, se o
comportamento de escala do PCPD continuaria anomalo, com as razoes entre mo-
mentos crescendo de forma oc In L. No caso de uma convergéncia das razoes para
um valor universal, poderiamos comparar os valores obtidos com aqueles das classes
de universalidade conhecidas. Os detalhes desse trabalho, bem como os resultados

e conclusoes serao apresentados no proximo capitulo.
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6 Razoes entre momentos no
Processo de Contato por
Pares com D:ifusao

Neste capitulo nds apresentamos nosso trabalho sobre a transicao
de fase continua para um estado absorvente que ocorre no processo
de contato por pares com difusdo (PCPD). Em estudos anteri-
ores, as razoes entre os momentos do parametro de ordem na crit-
icalidade apresentaram um comportamento anémalo, crescendo
com o tamanho so sistema, ao invés de tomarem valores univer-
sais, como esperado. Utilizando o método de simulacao quase-
estaciondria nds determinamos os momentos do parametro de or-
dem até a quarta ordem no ponto critico. Devido a fortes efeitos
de tamanho finito, essas razoes convergem somente para sistemas
com um tamanho bem grande. Os valores obtidos sdo comparados
com aqueles da percolagao dirigida.

Publicagao relacionada: M.M. de Oliveira and R. Dickman, Phys.
Rev. E 74, 052608(2006).

6.1 Modelo e método

Vimos no capitulo anterior que o processo de contato por pares com difusao
(PCPD) exibe uma transi¢ao de fase continua para um estado absorvente, em uma
certa taxa de aniquilagao critica p.(D). Uma vez que diversas variagoes do modelo,

que diferem em como cada processo (criagao, aniquila¢ao ou difusao) é selecionado,
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tém sido estudados na literatura® [80], devemos em primeiro lugar, especificar quais

sao os detalhes da variacao que estudaremos.

Neste trabalho, usaremos a implementagao da Ref. [81], que detalharemos a
seguir. O modelo é definido em um anel de L sitios. Em cada passo da evolucao
nos primeiro escolhemos entre difusao, com probabilidade D, e reacao, com prob-
abilidade 1 — D (0 < D < 1). Em um passo de reagao, nds selecionamos um par
ao acaso?, e escolhemos entre criacido e aniquilacdo com probabilidades p e 1 — p,
respectivamente. Se escolhemos difusao, uma particula é selecionada aleatoriamente
e ela tenta pular para um de seus primeiros-vizinhos, se ele estiver vazio. O incre-
mento de tempo associado com cada passo® é At = 1/(Npair + DNpart), onde Ny

e Nport 30 0 numero de pares e particulas na rede no tempo t.

Os dois eventos que caracterizam a dinamica do modelo PCPD sao a difusao
de particulas e as reacoes envolvendo um par. Isto nos motivou a ignorar o subespaco
puramente difusivo, isto é, nao levamos em conta as configuracoes em que existem
apenas particulas isoladas difundindo pela rede. Em outras palavras, isto significa
que nés modificamos ligeiramente a dinamica do modelo, restringindo-a ao subespaco

com pelo menos um par, que nés chamamos de subespaco reativo.
As motivagoes para o estudo desse processo modificado sao as seguintes:

(i) Em [81], a exclusdo do subespago sem pares resultou em razoes entre

momentos melhor comportadas;

(ii) eliminando a grande fragdo de tempo gasta nos intervalos sem reagoes

acarreta um enorme ganho na eficiéncia do algoritmo.

Nos podemos ainda justificar nossa escolha notando que qualquer propriedade
de escala envolve reacoes, ou seja, a existéncia de pares. Isto também nos permite
usar como parametro de ordem no PCPD a densidade de pares py, ou seja, o niimero

de pares por sitio. Uma vez que criagao (e destrui¢ao ) de particulas requerem pares,

! Essas variacoes geram certa dificuldade na comparacio entre os trabalhos pois modificam as
caracteristicas ndo-universais, como por exemplo o valor de p.. Porém as caracteristicas universais
devem se manter inalteradas.

2Para maior eficiéncia, nés guardamos uma lista contendo a posicdo dos pares na rede, e fazemos
0 mesmo para as particulas.

30 incremento de passo escolhido implica que cada sitio na rede é efetivamente visitado uma
vez por unidade de tempo, em média.
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esperamos que a densidade de particulas p; escale de um maneira similar.

No algoritmo simulacional, tal restricao é implementada da seguinte maneira.
A configuracao inicial (todos os sitios ocupados) tem um grande niimero de pares.
Aplicando o método simulacional QE, nés acumulamos uma lista de configuracoes
durante a evolugao do processo. Entao, quando uma visita a uma configuracao (ab-
sorvente ou nao) sem pares é iminente, o sistema é levado para uma configuracao
selecionada ao acaso a partir da lista. Em outras palavras, o método QE, usado an-
teriormente apenas para amostrar as propriedades quase-estacionarias, aqui € usado
também para restringir a dinamica ao subespaco de interesse. Uma sutil diferenca
entre as duas aplica¢oes do método é que, enquanto nas simulagoes QE usuais [102]
o método fornece somente uma amostragem das propriedades condicionadas a so-
brevivéncia, neste estudo nés eliminamos certas configuracoes nao-absorventes, bem
como as historias envolvendo-as. Pelas razoes discutidas anteriormente, nés esper-
amos que este procedimento nao afete nossos resultados para sistemas com tamanhos

grandes.

6.2 Resultados

Caracteristicas das simulacoes

Nos realizamos simulagoes do PCPD em anéis de L = 1280, 2560, ...40960
sitios, usando o método QE restrito ao subespaco reativo. Cada realizacao do pro-
cesso teve como configuracao incial todos os sitios ocupados, e rodou por 10° passos
de tempo. As médias foram realizadas no regime QE, apés descartarmos um tran-

siente inicial, que depende do tamanho do sistema.

Na prética nés acumulamos histogramas para o tempo durante o qual o sis-
tema tem exatamente 1, 2,...n,... pares, e de maneira analoga para particulas. Esses
histogramas sao utilizados para calcular os momentos. Como agora temos histogra-
mas para a distribui¢ao de pares e particulas, denotaremos por m;,; o j-th momento
da distribuicao de probabilidades do nimero de particulas e por m;s 0o momento
da distribuicao de probabilidades do nimero de pares correspondente. Com esta

notagao, o parametro de ordem p, poderia ser denotado como m,,, por exemplo.
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O tempo de vida QE, 7, é tomado como o tempo médio entre duas tentativas do

sistema deixar o subespaco reativo.

Nos estudamos trés coeficientes de difusao diferentes, D = 0.1, 0.5 e 0.85,
como foi feito em [81]. Para comparagao, nés também estudamos o PCP, cujas
propriedades de escala pertencem a classe da percolacao dirigida. Os resultados
QE para o caso D = 0 confirmam o comportamento da classe PD no PCP, como
pode ser verificado pelos valores dos expoentes e razoes entre momentos listados
nas Tabelas 7 e 8. Além disso, nés melhoramos a estimativa para o ponto critico
do PCP, obtendo p. = 0.077092(1). Esta estimativa é consistente com a melhor
estimativa anterior, p. = 0.077090(5), da Ref. [51].

Valores do ponto critico e dos expoentes criticos

No capitulo anterior, vimos como uma avaliagao incorreta do valor do ponto
critico pode invalidar todas as conclusoes de um trabalho [39] . Por isso o primeiro
passo na andlise de nossos resultados é determinar, com o méximo de precisao
possivel, para cada valor de D estudado, a probabilidade de aniquilacao critica
p(D). Em vez de procurar apenas por uma lei de poténcia no gréfico p x L, nés

usamos os seguintes critérios para criticalidade:
(i) Dependéncia em lei de poténcia de p; e p, com o tamanho do sistema, L;
(ii) dependéncia em lei de poténcia de 7 com o tamanho do sistema, L;

(iii) constancia da razao entre momentos r911.0 = Mmaa/mi, com o tamanho
b

do sistema.

Os critérios (i) e (ii) equivalem a procura pelas relagoes de escala de tamanho
finito usuais p ~ L~#/"L e 7 ~ L? na criticalidade. Os trés critérios foram mutua-

mente consistentes (dentro de suas respectivas margens de erro).

Na Figura 43 vemos os dados de p; para D = 0.5; o parametro de ordem
QE para varios valores de p proximos ao ponto critico p. é plotado, versus L em
escalas logaritmicas. Os dados para os quatro tamanhos maiores sao bem ajustados
por uma linha com inclinacio —3/v; = —0.385. Ao plotarmos In L5/"+ p, versus

In L (vide detalhe), conseguimos eliminar os valores p fora da criticalidade, para os
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Figura 43: Parametro de ordem QE em fun¢do do tamanho do sistema para p = 0.120345,
p = 0.120350, p = 0.120355 e p = 0.120360, de cima para baixo. D = 0.5. Detalhe: In LB/"lp
versus In L para os mesmos valores de p.

quais os graficos apresentam uma curvatura significativa. Isto nos leva a estimar
pe = 0.120353(2).

Uma andlise similar da densidade de particulas p; fornece p. = 0.120357(5)
enquanto que a analise do tempo de vida 7 fornece 0.120352(3), (vide Figura 44),
levando a estimativa total de p. = 0.120354(3) para D = 0.5.

A andlise da razao entre os momentos também se mostrou 1util na localizacao
de limites para p.: Como pode ser visto na Figura 45, esta quantidade parece crescer

com o tamanho do sistema para p < p,, e vice-versa.

As estimativas finais dos valores criticos para cada um dos valores de D, uti-
lizando todos os critérios acima, encontram-se na Tabela 7. Nossas estimativas
atuais para p. sao ligeiramente inferiores as reportadas em [81], uma diferenca de
menos que 0.1%. Essas diferencas refletem as fortes correcoes de tamanho finito

que afetam o PCPD?. Isto também indica que talvez os resultados anémalos para a

“no trabalho [81] os tamanhos do sistema iam de 80 a 1280, tais diferencas sdo observadas em
outros problemas com estados absorventes, como nos modelos de pilha de areia restritos [52].
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Figura 44: Tempo de vida do estado QE em fun¢io do tamanho do sistema para p = 0.120345,
p = 0.120350, p = 0.120355 e p = 0.120360, de cima para baixo. D = 0.85. Detalhe: In L?/¥1p
versus In L para os mesmos valores de p.
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Figura 45: Razao entre os momentos 72112 versus tamanho do sistema para p = 0.12990, p =
0.12993, e p = 0.12995, de cima para baixo D = 0.85.

variacao dos momentos com L fossem decorréncia de eles terem estudados valores

de p. que se situavam ainda na fase subcritica.
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Tabela 7: Valores para os expoentes criticos para o PCP, PCPD e PD. Os valores
da classe PD foram retirados da Ref.[33].

D Pe B/VJ_ <

0 (PCP) 0.077092(1) 0.2519(3)  1.584(7)

0.1 0.106405(15)  0.505(10)  2.08(15)

0.5 0.120354(3)  0.385(11)  2.04(5)

0.85 0.129925(8)  0.386(5) 1.88(12)

PD - 0.25208(5) 1.5807(1)

Usando nossos resultados para os trés maiores tamanhos (L = 10240, 20480
and 40960) nés também obtemos estimativas para as razoes entre os expoentes
criticos f/v, e z = v /v.. Esses valores também estdo listados na Tabela 7. A

maior contribuicao para as incertezas nos expoentes vem da incerteza no valor de

Pe-

Razoes entre momentos

Neste trabalho nés analisamos, além da razao 7,12 j4 mencionada (e que foi

chamada de m no trabalho [81]), as razdes

ms.o

T30 = ——— (6.1)
Mo.21M1;2
e
_ My
Th9.9 = 6.2
22 = (6.2)

bem como as correspondentes razoes para as particulas. Argumentos de escala im-
plicam que essas razoes devem assumir valores universais no ponto critico (vide se¢ao
2.8). A andlise dessas razoes é de particular interesse no contexto do PCPD, haja
visto o resultado inesperado observado na Ref. [81], onde foi verificado um aparente-
mente crescimento ilimitado de 91,2 quando aumentamos o tamanho do sistema,
sugerindo que o PCPD nao seguiria o comportamento de escala usual observado nas
transicoes de fase para estados absorventes. As simulagoes que realizamos revelam
que as razoes entre os momentos no PCPD de fato exibem o comportamento esper-
ado, porém a convergéncia para os valores universais s6 é observada para tamanho

de sistema bastante grandes, como pode ser visto na Figura 46.
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Figura 46: Razdes entre momentos r211.2, T312:2, T31;2 € T42.2versus In L (de baixo para cima) no
ponto critico, para D = 0.85.
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Figura 47: Razdes entre momentos rai1.0 (pares) e 72111 (particulas) versus InL para p =
0.120354 e D = 0.5. Linha tracejada: razdo entre momentos 7211;2 para o PCP critico.
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Tabela 8: Valores criticos das razoes entre momentos para o PCP, PCPD e para
as classes de universalidade PD, conservac¢ao por Paridade (CP), e PD-conservativa
(PD-C).

D To11:2 T319:2 T429:2 K,/K:  Referéncia
0 (PCP) 1.1738(2) 1.303(3) 1.558(2) -0.493(3) [51]
0.1 1140(15) 1.27(2)  1.55(3) 0.1(2)  [103]
0.5  1.166(8) 1.310(15) 1.61(2) 0.0(1)  [103]
0.85  1.170(6) 1.31(1)  1.61(4) -0.1(1)  [103]
PD  1.1736(2) 1.301(3) 1554(2) -0.505(3) [51]
PC  1.3340(4) [81]
C-DP  1.142(8) [52]

A Figura 47 mostra as razoes entre os momentos para pares e particulas no
PCPD critico, com D = 0.5 e para o PCP. Baseados nestes dados nds estimamos
limy, 0 7211:2 = 1.166(8) para o PCPD com D = 0.5. Enquanto os resultados para
T911;2 parecem convergir para os tamanhos de sistema utilizados, os dados para a
razao entre os momentos das particulas, 711, continuam a crescer com o tamanho do
sistema e nao podem ser extrapolados para o limite de tamanho infinito®. A Tabela 8
apresenta as estimativas dos valores limites (L — oco) das razdes entre os momentos
para o PCPD e algumas outras classes de universalidades conhecidas. As razoes
para D > 0.5 sao bem préximas aquelas da classe da percolacao dirigida. A razao
entre os cumulantes K;/K2 (onde K; denota o j-ésimo cumulante da distribuicio
de probabilidades do parametro de ordem) nao estd de acordo com o valor da classe

PD, apesar das estimativas para o PCPD serem mais imprecisas.

No caso de D = 0.85, n6s acumulamos dados para varios valores da taxa
de aniquilacao p na vizinhanca de p.. Isto nos permite estimar o expoente do

comprimento de correlacao v, usando a relacao de escala para tamanho finito

m(A, L) o Fp (LY A), (6.3)

5Nés notamos que os valores para particulas e pares sugerem que as razdes se tornam iguais para
um sistema com tamanho da ordem de 5 x 10°, para D = 0.5. Uma vez que universalidade implica
em uma escala similar de particulas e pares no ponto critico, nés podemos tomar isto como uma
estimativa da ordem de magnitude para o tamanho do sistema para o qual as correcoes de escala
finalmente se tornam irrelevantes. Os dados para as razdes entre os momentos para D = 0.85 sdo
consistentes com esta estimativa, enquanto para D = 0.1 a convergéncia parece ocorrer somente
para tamanhos ainda maiores, da ordem de L ~ 107.
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onde A =p —p. e F,, é uma funcao de escala. Isto leva a

om

- LY/ve, 6.4
ap x (6.4)

Pe

Os dados na Figura 48 fornecem uma estimativa de v, = 1.09(1), confirmando os
resultados de [81].

1.30 [

1.25

1.20

r211;2

115

1.10 +

1.05 -

1.00 . L L
0.126 0.128 0.130 0.132 0.1

Figura 48: Razdo entre momentos 72112 versus p para tamanhos L = 1280, L = 2560...L = 20480
e D = 0.85. Detalhe In 9m/dp versus In L na criticalidade.

Histograma do parametro de ordem

Uma outra quantidade 1til para determinarmos a classe de universalidade é o

histograma do parametro de ordem escalado, definido como

p*(n*) = np(n), (6.5)

onde n denota o niimero de pares e 7 seu valor médio. (Aqui n* = n/n.). A figura 49
compara os histogramas escalados para o PCPD com D = 0.1, 0.5 e 0.85. Os ultimos
dois sao bem similares, enquanto a curva para taxa de difusao baixa tem um pico
mais estreito. No detalhe da Figura 49 nés comparamos o histograma escalado para

o PCPD com D = 0.5 ao histograma do processo de contato. Notamos que mesmo
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para os maiores tamanhos estudados os histogramas ainda se mantém diferentes.

Figura 49: Histogramas escalados para o PCPD critico com D = 0.1, 0.5, e 0.85 (de cima para
baixo). Detalhe: histogramas escalados para o PCPD critico (D = 0.5, L = 10240 e 20480), PC
critico (para os mesmos tamanhos) e PCP critico (L = 10240).

6.3 Discussao

Nos realizamos simulagoes de grande escala do processo de contato por pares
com difusao, e encontramos que as razoes de varios momentos do parametro de
ordem sao limitadas por valores finitos, o que nos permitiu fazer as primeiras es-
timativas numéricas dessas razoes para o PCPD. Isto resolve a aparente anomalia

encontrada em [81], onde uma razao entre os momentos crescia sem limite.
Duas questoes importantes nas discussoes recentes sobre o PCPD sao:

(i) O modelo exibe expoentes criticos que variam continuamente, ou um con-

junto unico, independente da taxa de difusao D?

(ii) No dltimo caso, os expoentes do modelo sdo os mesmos da percolacao
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direcionada?

Apesar do grande esforco computacional, nés somos incapazes de responder
a essas questoes de maneira definitiva. Por outro lado, nossos resultados fornecem
algumas pistas. Com respeito a primeira questao, os resultados reportados nas
Tabelas 7 e 8 mostram uma boa concordancia para as duas maiores taxas de difusao
estudadas (D = 0.5 e 0.85), mas os resultados para D = 0.1 sao bem diferentes.
Nossos valores para os expoentes criticos sao consistentes com alguns resultados

anteriores ([81, 82| para valores de D pequenos e [81, 98] para valores altos de D).

Para D = 0.1 as corregoes de escala se mostram ainda mais fortes, e/ou uma
menor taxa de convergéncia com o aumento de L, como notado acima na anélise das
razoes entre os momentos. Nossos resultados para z = 2.08(15) e /v = 0.505(10)
sao consistentes com resultados anteriores para taxas de difusao pequenas [81, 82].
Enquanto isto favorece a idéia de um comportamento nao-universal, Odor [98] afirma
que, ao incluir uma correcao logaritmica , encontrou o mesmo valor de 3/v tanto

para taxas de difusao altas e baixas.

Estudos anteriores do PCPD sugerem que os valores aparentes dos expoentes
criticos variam quando aumentamos o tempo simulacional e o tamanho do sistema,
refletindo as grandes correcoes de escala. Foi sugerido que os resultados simulacionais
para os expoentes criticos deveriam ser interpretados como limites superiores dos
valores reais [97]. Na nossa opinido, ainda nao esta claro se as diferengas observadas
nos expoentes e razoes entre momentos para D = 0.1, quando comparadas com
taxas de difusdo maiores, sao devidas a corregoes de escala. Tais correcoes deveriam
ser excepcionalmente grandes para dar conta das diferencas observadas, e teriam de
exibir um comportamento irregular, dada a boa concordancia nos resultados para
D = 0.5 e 0.85. Uma interpretacao talvez mais natural é a de que os expoentes

criticos e razoes entre momentos de fato dependem de D.

Se mesmo assim aceitarmos que as propriedades criticas do PCPD independem
de D (com grandes corregoes de escala para taxas de difusdo pequenas), ainda nao
¢é Obvio que essas propriedades sao equivalentes aquelas da classe de universalidade
PD. Os valores para /v, e z estdao bem longe dos valores de PD, mesmo para as

taxas de difusao maiores, onde as correcoes de escala parecem ser menos severas.
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E fato que nossas estimativas para v (para D = 0.85), e para as razoes entre os
momentos (para ambos D = 0.5 e 0.85) sdo préximas aos valores da classe PD,
mas as formas qualitativamente diferentes dos histogramas do parametro de ordem
novamente nao nos permite uma clara identificacao do PCPD como um representante

da classe de universalidade PD, mesmo para taxas de difusao maiores.

Em resumo, nés aplicamos o método de simulagao QE ao processo de contato
por pares com difusao, restrito ao subespaco com pelo menos um par. Nossos re-
sultados indicam que o comportamento anomalo das razoes entre os momentos do
parametro de ordem nao persiste para sistemas grandes. Restringindo a dinamica
ao setor reativo, essas razoes parecem convergir para valores finitos, como esper-
ado. Nossos resultados revelam uma variacao das propriedades de escala com a
taxa de difusao, mas a interpretacao contraria também é possivel se considerarmos
fortes correcoes de escala para valores pequenos de D. Independente do expoentes
criticos variarem ou nao com D, parece prematuro concluir que o PCPD ira sofrer

um crossover para a classe da percolacao dirigida.
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7 Conclusoes e Perspectivas

Podemos dizer que esta tese teve dois enfoques principais dentro do contexto
da mecanica estatistica de sistemas fora do equilibrio, em particular dos sistemas com
estados absorventes. O primeiro baseia-se no desenvolvimento de novas e eficientes
ferramentas simulacionais para o estudo das transicoes de fase nesses sistemas. Para
isso desenvolvemos um novo método para contornar as dificuldades simulacionais
que sao inerentes ao estudo de sistemas com estados absorventes. Nosso método,
descrito no Capitulo 3, e publicado em [102], se mostrou bastante eficiente e foi
bem aceito pela comunidade. Diversos trabalhos baseados em nossa abordagem
tém sido publicados desde entao [52,75,76,102-106]. Como aplicacao do método,
conseguimos investigar numericamente as propriedades de escala desses sistemas,
obtendo resultados com maior precisao e com muito menos custo computacional, e
até mesmo em regioes do espago de fase que até entao nao eram acessiveis através

dos métodos disponiveis (Capitulo 4).

Seguindo nesse enfoque, uma possibilidade que surge é o estudo da meta-
estabilidade nos modelos com transigao de fase para sistemas absorventes [108, 109,
110] através da formulagao quase-estaciondria. Nos sistemas finitos, o estado ativo
na verdade é um estado meta-estavel, que invariavelmente decaird para o estado
congelado. Um exemplo interessante e de grande aplicacao pratica é o fenomeno
de catdlise heterogénea [18, 68]. Neste caso estudariamos um aglomerado de sitios
e aplicariamos as condicoes de quase-estacionariedade a fim de melhor entender o

fenomeno de nucleacao nesses sistemas finitos.

O outro enfoque dessa tese foi relacionado com o problema da universalidade
e da classificacao das transicoes de fase em sistemas com estados absorventes. Neste

caso, estudamos um modelo que tem gerado bastante discussoes nos ltimos anos,
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devido ao seu comportamento critico incomum: o processo de contato por pares com
difusdo (PCPD) (capitulo 5). Mostramos que a hipdtese de transicao tipo Percolagao
Dirigida defendida por alguns trabalhos recentes parece ser precipitada, sugerindo
a existéencia no PCPD de mais algum elemento responsavel pelo comportamento
critico do modelo. Também mostramos que o PCPD apresenta um comportamento
de escala usual, porém tal comportamento é mascarado por enormes correcoes de

tamanho finito (capitulo 6).

O PCPD apresenta algumas caracteristicas que parecem ser comuns nos mod-
elos difusivos. Novas direcoes de investigagao incluem variagoes do “Processo de
Epidemia Difusiva”, estudado recentemente por Maia e Dickman [106]. Uma inter-
pretacao interessante para um dos casos limites desse modelo é como um modelo

para a evolucao das doencas prionicas.
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APENDICE A - Obtencao dos
momentos e
cumulantes a partir da
funcao geratriz de

uma distribuicao

Uma distribuicao de probabilidades pode ser caracterizada pelo conjunto de
seus momentos. Dada a densidade de probabilidades p(z) de uma varidvel aleatéria

continua x, os momentos de ordem n da distribuicao sao definidos por

m, = (p") = /Qx”p(:r)dx, (A1)

onde €2 representa o espaco amostral da distribuicao. Da definicao acima observa-se

que o primeiro momento m; é simplesmente a média da varidvel x.

A funcao geradora dos momentos, ou fungao geratriz g(k) é definida através

da transformada de Fourier da densidade de probabilidades:

o) = [ pla)etdn = (), (A2
Q
A expansao da expressao acima em séries de Taylor, fornece

o0 = [ )3 O avde

=0
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=3O [ e
=1+ i (Zk)nm" (A.3)

O

Observe que os coecientes da espansao de Taylor nos fornecem os momentos.

A fungao geradora g(k) também ¢é utilizada para gerar os cumulantes K,, da

distribuicao, definidos a partir de

ngh) =3 g (A4)

=1

Tomando o logaritmo da expressao (A.3) e igualando com (A.4), obtemos

Desenvolvendo as somas em séries de Taylor, e chamando ik = ¢, temos:

tmy N >y N 3ms N t*my N 1 [(tmy N ’my N *ms N 2
1! 2! 3! 4! 2 1! 2! 3!
1 [(tmy  t?me 1 (tmy Yotmy Pmy Bms thmy
2 Y B i = (A.6
+3<1! ] 1\ TR TR I TR S

Comparando os dois lados da igualdade, obtemos as relagoes entre os cumulantes e

0S momentos:

Kl = ma, (A 7)

Ky =m2—m?, (A.8)

K3 = m3 — 3my M, + 2m3, (A.9)

Ky = my — 4mam; — 3m3 + 12mgom? — 6m], (A.10)

e em geral, os cumulantes estao relacionados aos momentos pela seguinte expressao:

n—1
E—1

M1

k=1
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APENDICE B - Ezemplo de codigo

Neste apéndice apresentamos um exemplo da aplicacao do método de sim-
ulacao QE ao processo de contato. Esta versao do cddigo esta em linguagem FOR-
TRAN, e foi testado em PCs rodando Linux (compilador g77) e estagoes DEC-Alpha
(compiladores {77 e £90).

O exemplo estd em uma forma enxuta, gerando apenas a distribuicao QE
propriamente dita, de forma a facilitar a compreeensao. Alteracoes simples podem,
por exemplo, fornecer o diagrama de fases ou os momentos. O algoritmo é explicado

detalhadamente no Capitulo 3 da tese.
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