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Abstract

We present low-temperature static and dynamic properties of the quantum
one-dimensional isotropic spin-1 Heisenberg magnetic system with antiferromagnetic
nearest-neighbor (nn) and next-nearest-neighbor (nnn) interations. The modified
spin-wave theory is used to provide quantities as the spin-wave dispersion relation,
the ground-state energy, the gap and its dependence with temperature, and the
asymptotic behavior of the spin-spin correlation function. The ground state energy
and the singlet-triplet energy gap are obtained for several values of j, defined as the
ratio of the nnn interaction constant to the nn one. We also compare two different
ways of implementing the MSW (Modified Spin-Wave) theory currently found in the
literature, and show that, despite the remarkable differences between the equations
to be solved in each procedure, the results given by both are equivalent, except
for the predicted value of the j,,.., the maximum value of j accessible in each
treatment. Our results show that the ground state and the gap energies increase
with 7, for 7 < Jae, in accordance with numerical results available in the literature.

The calculation of the dynamic correlation function is performed using the pro-
jection operator formalism: the procedure includes up to two-magnon processes. We
show that, depending on the values of the frustration parameter j, of the wavevector
and temperature, a double peak structure for the dynamical correlation function can

develop.
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos as propriedades estaticas e dinamicas do sis-
tema magnético de Heisenberg quantico de spin-1 isotrépico unidimensional com
interacoes antiferromagnéticas entre primeiros e segundos vizinhos. Usando a teo-
ria de onda de spin modificada, obtivemos a relacao de dispersao de onda de spin,
a energia do estado fundamental, o gap e sua dependéncia com a temperatura e
o comportamento assintético da funcao de correlagao spin-spin. A energia do es-
tado fundamental e o gap de energia singleto-tripleto sao obtidos para varios valores
de 7, definido como a razao das constantes de interacoes antiferromagnéticas entre
segundos e primeiros vizinhos. Comparamos, também, duas formas diferentes de
implementar a teoria de onda de spin modificada (MSW), atualmente encontradas
na literatura, e mostramos que, apesar das grandes diferencas entre as equacoes a
serem resolvidas em cada procedimento, os resultados obtidos por ambas sao equi-
valentes, exceto pelo valor do J,,.z, que é o valor maximo de j acessivel em cada
tratamento. Nossos resultados mostram que as energias do estado fundamental e
do gap aumentam com j, para j < Jmaz, de acordo com os resultados numéricos
disponiveis na literatura.

O célculo da funcgao de correlacao dinamica é realizado usando o formalismo
do operador de projecao: o procedimento inclui até processos de dois magnons.
Mostramos que, dependendo dos valores do parametro de frustracao j, do vetor de
onda e da temperatura, uma estrutura com dois picos para a funcao de correlagao

dinamica pode se desenvolver.

il
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

O estudo da Fisica de materiais magnéticos de baixa dimensao é bastante antigo,
mas grande parte do conhecimento acumulado, especialmente nas décadas anteri-
ores a de 80, se concentra nos tratamentos classicos. Nos ultimos anos, a Fisica de
sistemas magnéticos de dimensoes baixas (1 ou 2 dimensoes) voltou a ser alvo de
uma fervilhante investigacao tedrica e experimental devido a diversidade dos ques-
tionamentos tedricos que tém sido levantados nessa area e, também, ao aprimora-
mento das técnicas que permitem a construcao de materiais com cardter quase uni-
ou bidimensional. Fenomenos relacionados a frustragao que podem levar a dime-
rizacao magnética, competicao entre interagoes, interacao entre os spins e a rede
(transigao spin-Peierls), flutuagoes quanticas e outros sao assuntos de grande inte-
resse na area. Estes fenomenos surgem, principalmente, na investigacao de modelos
antiferromagnéticos: do ponto de vista tedrico, os modelos ferromagnéticos sao,
aparentemente, menos ricos em comportamentos excéntricos. Até mesmo quando
os tedricos da area se concentravam, prioritariamente, no tratamento de modelos
classicos, foi nos modelos antiferromagnéticos que os mais surpreendentes fatos sur-
giram - a comegar pelo estado fundamental de um antiferromagneto unidimensional
de Heisenberg.

Recentemente, entre os sistemas que vém merecendo atencao pelo seu rico
comportamento estao aqueles que, devido a simetria da rede ou a competicao de in-
teragoes entre os spins do sistema, apresentam algum grau de frustragao. Sistemas

com frustracao, na maioria das vezes, nao podem ser tratados por técnicas conven-



1.1 Introducgao 2

cionais [1]. No que diz respeito a sistemas antiferromagnéticos, nosso interesse neste
trabalho, a frustracao tende a reduzir as correlacoes antiferromagnéticas e, assim,
a tendéncia rumo a ordem de Néel, ou seja, os spins primeiros vizinhos alinham,
predominantemente, antiparalelos. Desse modo, o estado fundamental de sistemas
classicos antiferromagnéticos é do tipo Néel apenas quando a frustragao é pequena:
se ela é aumentada, o estado fundamental passa a exibir um estado helicoidal or-
denado. Em sistemas quanticos, o cendrio de frustracao e de flutuagoes quanticas
pode levar a um estado de liquido de spin ou qualquer tipo de quebra espontanea
de simetria.

Um dos sistemas quanticos frustrados mais simples que, ainda assim, merece
grande atencgao ¢ a cadeia de spin de Heisenberg isotropica quantica com interacoes
antiferromagnéticas entre primeiros nn (de nearest-neighbor) e segundos vizinhos
nnn (de next-nearest-neighbor). Na auséncia de frustracao, sabe-se que a cadeia de
Heisenberg antiferromagnética tem propriedades bem diferentes para spins inteiros
ou semi-inteiros: a conhecida conjectura de Haldane [2, 3]. Assim, segundo Haldane,
para valores de spins inteiros, o sistema exibe um gap no espectro de excitagao, ou
seja, o primeiro estado excitado de energia mais baixa é separado do estado funda-
mental por uma diferenca de energia. O valor do gap de Haldane diminui com o valor
de S. Por outro lado, o espectro de excitacao para valores de spins semi-inteiros
nao exibe nenhum gap. A conjectura de Haldane j& foi experimentalmente compro-
vada em compostos como por exemplo, C'sNiClz [4, 5], Ni(CaHgN3)aNOo(ClOy)
(NENP) [6, 7], Ni(C3H19N2)2N3(ClO,) (NINAZ) [8] e YoBaNiO; [9]. Dessa
forma, podemos esperar que a cadeia de spins de Heisenberg, com interacoes até
segundos vizinhos, tenha, também, um comportamento significativamente diferente
para spins inteiros ou semi-inteiros.

Cadeias de spin semi-inteiro frustradas foram muito estudadas e, agora, sao
bem entendidas [10]. Cadeias de spin inteiro frustradas, devido as interagoes entre
segundos vizinhos, tém também atraido interesse consideravel. Uma breve revisao
do comportamento de cadeias antiferromagnéticas frustradas com spin S = 1/2 e
S =1, é apresentada no Capitulo 2.

Existem muitos trabalhos tedricos relacionados ao estudo do gap em cadeias
de Heisenberg antiferromagnéticas isotrépicas de spin S=1 com interagoes entre

primeiros vizinhos (gap de Haldane). Entre as técnicas numéricas utilizadas nesse
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estudo, podemos citar, como exemplo, os métodos de Monte Carlo quantico [11, 12] e
de diagonalizagao exata de cadeias finitas [13, 14]. Considerando métodos analiticos
citamos, como exemplo, técnicas do grupo de renormalizacao no modelo ¢ nao linear
2, 3, 15, 16], teoria de onda de spin modificada [17, 18] e técnica da fun¢ao memoria
[19]. No entanto, o nimero de trabalhos voltados a investigacao de cadeias de
Heisenberg antiferromagnéticas de spin S=1 frustradas nao é tao grande.

As propriedades do estado fundamental da cadeia de Heisenberg antiferro-
magnética de spin 1 frustrada foram investigadas primeiramente por Tonegawa et
al. [20] usando o método de diagonalizagao exata. Eles encontraram, em particular,
que quando o parametro de frustragao j (definido como a razao das constantes de
interagoes antiferromagnéticas entre segundos e primeiros vizinhos) aumenta, a ener-
gia do estado fundamental e o gap aumentam. Métodos analiticos [21, 22| prevéem,
também, um gap para qualquer valor da frustracao. Em trabalhos recentes, Pati et
al. [23] e Kolezhuk et al. [24] mostraram, usando o método do grupo de renorma-
lizacao da matriz densidade, que, embora o gap exista para qualquer valor de j, ele
nao é uma fung¢ao monotonicamente crescente com este parametro.

No Capitulo 2, estudamos as propriedades estaticas da cadeia de Heisenberg
antiferromagnética de spin 1 frustrada usando, para isto, a teoria de onda de spin
modificada MSW (de Modified Spin-Wave). Obtemos a energia do estado funda-
mental, a dependéncia do gap com a temperatura e com o parametro de frustragao
J, a relacao de dispersao da onda de spin e o comportamento da fungao de cor-
relacao spin-spin. Comparamos, também, duas formas diferentes de implementagao
da teoria MSW freqlientemente encontradas na literatura, e mostramos que, apesar
das diferencas entre as equacoes a serem resolvidas dentro de cada procedimento,
os resultados dados por ambos sao equivalentes, exceto pelo valor previsto de 4z,
o valor maximo de j acessivel em cada tratamento. Nossos resultados mostram que
o estado fundamental e as energias do gap aumentam com j, para j < jnaz, €M
acordo com os resultados numéricos anteriores.

Apesar do enorme progresso alcancado no entendimento das propriedades
estaticas do modelo de Heisenberg unidimensional (1D) antiferromagnético de spin
1 frustrado, faltam, ainda, trabalhos dedicados ao comportamento dinamico desse
modelo. Por esta razao, no Capitulo 3, apresentamos o cédlculo para a funcao de

correlacao dinamica deste modelo. A funcao de correlacao dinamica foi calculada ao
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combinarmos o método do operador de projecao com a teoria MSW. A freqiiéncia
dos modos de onda de spin locais e as correlacoes estaticas que sao necessarias
como entrada para o método foram obtidas através do tratamento de onda de spin
modificada, em vez de usarmos a teoria de onda de spin padrao. Mostramos que, de-
pendendo dos valores do parametro de frustragao e da temperatura, uma estrutura

de dois picos na funcao de correlagao dinamica pode se desenvolver.

1.1.1 Materiais magnéticos reais quase 1D.

Sistemas de spins quanticos de baixa dimensao sao sistemas de muitos corpos inte-
ragentes para os quais varios resultados rigorosos sao conhecidos. Existe um grande
nimero de compostos que podem ser descritos como sistemas de spins de baixa
dimensao. Assim muitos dos resultados rigorosos sao de relevancia experimental.
Em Fisica da Matéria Condensada, estudamos varios tipos de sistemas de
muitos corpos. Em um sistema de muitos corpos, um nimero grande de entidades
interage uma com a outra e, normalmente, efeitos quanticos sao importantes. As en-
tidades podem ser férmions (elétrons em um metal, 4tomos de He?), bosons (dtomos
de He?) ou spins localizados sobre alguma rede. Discutiremos sistemas de spins in-
teragentes em baixas dimensoes com os spins localizados nos sitios de uma rede
de D-dimensoes. Um dos modelos de spins localizados interagentes é o modelo de

Heisenberg descrito pela hamiltoniana

H=) J;S8; (1.1)
(i)

onde S; ¢ o operador de spin localizado no sitio 7 e J;; denota a energia da interagao
de troca. O spin | S; | pode ter um mdédulo igual a 1/2, 1, 3/2, 2,...... etc. A
rede, nos sitios da qual os spins estao localizados pode, por exemplo, ser uma cadeia

linear (D = 1), uma rede quadrada (D = 2) ou uma rede ctbica (D = 3).
Em grande parte dos trabalhos tedricos, considera-se apenas os sitios 7 e j que
sao os vizinhos mais préximos na rede e os J;;’s tém o mesmo moédulo J para todas
as interagoes entre primeiros vizinhos (nn). Entao, a hamiltoniana de Heisenberg

(1.1) torna-se
H=17) S8, (1.2)
(i)
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A interacao de troca da origem a uma ordem magnética abaixo de uma tempe-
ratura critica. Porém, para alguns sistemas de spins, a ordem magnética nao existe,
mesmo em T = 0. Os sistemas, de acordo com seu ordenamento sao classificados
em trés grandes grupos: ferromagnetos (FM), antiferromagnetos (AFM) e ferrimag-
netos (Fi). Para a ordem FM, os spins nn tém uma tendéncia rumo ao alinhamento
paralelo; para a ordem AFM, os spins nn tendem a ficar antiparalelos. No entanto,
nesses dois casos, os momentos magnéticos nos sitios nn tém maédulos iguais. No
caso da ordem Fi, existem varias possibilidades, entre elas, podemos ter a situagao
em que os spins nn tém o alinhamento antiparalelo, mas os momentos magnéticos
associados a eles tém modulos diferentes. Em todos os trés casos, a ordem magnética
sobrevive até uma temperatura critica 7, acima da qual a ordem desaparece.

O sinal da energia da interagao de troca determina o alinhamento favoravel
dos spins nn. J > 0 (J < 0) corresponde a interacao de troca antiferromagnética
(ferromagnética).

O antiferromagneto (J > 0) de Heisenberg 1D que, quando inclui apenas

interacoes nn, € representado por
H=JY» S-S, (1.3)

onde [S;| = |S;41] = S. Como mencionamos, na introducao, esta é a hamiltoniana
isotrépica estudada por Haldane.

Os diferentes materiais investigados experimentalmente, considerados bons
candidatos para a comprovacao da conjectura de Haldane, para o caso de S inteiro,
nao sao descritos precisamente pela equacao (1.3). De fato, o modelo que melhor
descreve um antiferromagneto “real”quase 1D [25], apresenta outras interagoes e
acaba se desviando do modelo ideal (1.3). Entre as intera¢oes que existem nos ma-
teriais reais temos a anisotropia magnética axial (D(S7)?), que reduz o gap [26] e a
interagao de troca entre cadeias J’ que tende a induzir uma ordem de longo alcance
para uma temperatura finita [27, 28].

Entre os varios compostos magnéticos usados para comprovar o gap de Hal-
dane, podemos citar, como exemplos, o CsNiCl3 [4, 5], 0 Ni(CoHgN3)aNOy(ClOy)
(NENP) [6, 7], 0 Ni(C3H19N2)2N3(ClO4) (NINAZ) [8] e 0 YoBaNiOs [9].

Estes materiais apresentam propriedades estruturais e magnéticas diferentes.
Para o CsNiCls temos as razoes D/|J| = —0.038 e J'/J = 0.017 [4]. O NENP
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Figura 1.1: Visao esquematica da estrutura tipica do magneto quase 1D CsNiCls.

possui uma anisotropia mais acentuada, D/|J| ~ 0.17 [6]; esse é, também, o valor
encontrado para a anisotropia no NINAZ [8]. No NENP, a razao entre J' e J é
pequena (|J'/J| ~ 107*) [6]. O NINAZ também apresenta esta razao pequena
|J'/J| < 7x107* [8]. O composto YoBaNiOs [9] apresenta a razao |J'/J| < 107 e
tem uma anisotropia axial de D/|J| = —0.03.

O CsNiCls, apesar de apresentar uma anisotropia axial pequena, nao é um
bom magneto 1D, porque a interac¢do entre as cadeias, J'/J, é da ordem de 0.017,
um valor grande em comparagao com os outros compostos. Os outros trés compostos
tém um carater unidimensional mais acentuado uma vez que razao entre J' e J é da
ordem de 10~*. No entanto, o composto YoBaNiOs pode ser classificado, dentre os
trés, como o melhor antiferromagneto 1D de Heisenberg de spin S = 1 isotroépico,
isto é, sistema de Haldane, pois a razao entre D e J é menor neste composto. Temos
assim que a hamiltoniana que descreve o Yo BaNiOs é mais préxima de (1.3).

A Figura 1.1 representa o composto C'sNiCl3: sua estrutura hexagonal reflete
o carater 1D através das cadeias de NiC'l3 fortemente acopladas ao longo do eixo
c. Esta propriedade estrutural leva a uma forte interacao de troca entre os ions de

Ni**, com spin S = 1, ao longo das cadeias. Como as cadeias estdo amplamente
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Figura 1.2: Visao esquematica da estrutura em forma de cadeia do composto
Ni(CyHgN2)2 NOo(ClOy) (NENP).

separadas ao longo dos eixos a e b pelos fons de C's™, a interagdo magnética entre
cadeias é mais fraca do que a interacao dentro da cadeia.

A Figura 1.2 representa a estrutura cristalina do NENP. Os fons de Ni?T com
S = 1 estao ligados ao longo do eixo b por grupos de nitrato e formam uma cadeia
linear. As cadeias lineares sao separadas uma da outra por anions de perclorato
(ClOy).

A estrutura cristalina do composto YoBaNiQO; é apresentada na Figura 1.3.
Os fons de Ni**, com S = 1, formam uma rede ctibica de corpo centrada (bcc) e
estao localizados no centro do octraedro Og. As cadeias magnéticas organizam-se ao
longo do eixo a. Como as cadeias estao separadas pelos outros atomos constituintes,
Y e Ba, as interacoes entre cadeias sao significativamente mais fracas do que as
interacoes dentro das cadeias.

Voltando & hamiltoniana, (1.3), vemos que podemos ter a seguinte situagao
|Si| # |Sit1]. Este sistema corresponde a uma cadeia de spins misturados, também
denominado de sistema ferrimagnético. Um exemplo de modelo para esse sistema,

considera dois tipos de spins S e s que se alternam sobre uma cadeia com interagao
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Figura 1.3: A estrutura cristalina do composto Y2 BaNiOs.

de troca antiferromagnética entre primeiros vizinhos, como descrito por

O caso mais simples é representado por S = 1le s = % [29, 30, 31]. O modelo descrito
por (1.4) exibe uma estrutura magnética dupla, ou seja, exibe duas excitagoes distin-
tas do estado fundamental [29]: uma é sem gap e a outra com gap. Estudos numéricos
[30, 31] das propriedades termodinamicas da cadeia de spin (1.4), mostram que, para
temperaturas baixas, o modelo se comporta como um ferromagneto, enquanto que
para temperaturas médias ele comporta-se como um antiferromagneto que tem um
gap.

Vérios esforcos tém sido dedicados a sintese de ferrimagnetos de baixa di-
mensao. Como exemplos de ferrimagnetos 1D reais, podemos citar: 0 MnCu(S,C205)9
(H50)3.4.5H50 [32, 33], o ACu(pba)(H0)3.nH50, 0o ACu(pbaOH)(H50)3.nH,0O
(34, 35, 36] (onde A é Fe(n = 3), Co, Niou Zn (n = 2); pba = 1,3—propylenebis(oxa-
mato), e pbaOH = 2—hydroxy—1,3—propylenebis(oxamato)) e o NiCu(pba)(H0)3
2H50 [37].

No contexto da transicao spin-Peierls, outro modelo também obtido da equacgao
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(1.1), que pode ser estudado, é o modelo de Heisenberg 1D descrito por

H=J) [1=(=1)8]S;-Sixa+ 2> _Si-Sija (1.5)
i i
A interagao spin-rede que leva a dimerizacao da rede entra neste modelo através
do parametro 6. J; e Jy descrevem, respectivamente, as interagoes de troca entre
primeiros e segundos vizinhos, com sua razao, j = Jo/Jp, definindo a intensidade de
frustracao. Acima da temperatura de transigao spin-Peierls, d se anula e a frustracao
devida a interacao de troca entre segundos vizinhos torna-se o fator dominante. A
importancia de introduzirmos frustracao em modelos usados para estudar fenomenos
como a transicao spin-Peierls foi sugerido por algumas investigagoes experimentais,
como a realizada por Hase et al. [38] no composto CuGeOs.

Neste trabalho, estamos interessados no antiferromagneto de Heisenberg 1D
frustrado, ou seja, J; > 0 e Jo > 0, com spin 1. Entdo, usando § = 0 em (1.5),

obtemos

H - Jl Z SZ . Si+1 -+ JQ Z Sz . Si+2, (16)

Um exemplo de antiferromagneto 1D real de spin S = % com frustragao é o com-
posto CuGeOs [38, 39]. No entanto, para spin inteiro, nao encontramos na literatura
comprovagao experimental, ou seja, compostos que possam representar um antifer-

romagneto 1D de spin S inteiro frustrado.

1.1.2 Funcoes de correlacao

Na secao anterior, apresentamos alguns compostos que representam sistemas reais

de magnetos quase 1D com interagoes de troca antiferromagnéticas entre os spins.
A forma mais direta para descrever a dinamica de sistemas sem ordem de longo

alcance LRO (de Long-Range Order), (M) = lim,, oo (Sy  Spim) = 0, é através da

funcao de correlacao de dois spins, dada por
G*7(r,t) = (5,(0)5, 4 m (1)), (L.7)

onde « e 7y sao as componentes do operador de spin S. G(r,t) contém a dependéncia
de r com n e m no espaco e no tempo das correlacoes de spin, que é o que serd discu-

tido no Capitulo 3. A funcao de correlagao no espago revela a distribuicao espacial
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das correlagoes, caracterizadas no regime de curto alcance, por um comprimento de
correlacao, &, que é uma fungao da temperatura.
Para compararmos com o experimento é freqiientemente 1til usarmos a trans-

formada de Fourier de G*7(r,t):

S ) = /_ " gt (S7(8)52, (0)), (1.8)
1 )
Sk = Wi ; Sy exp(ikn),

(SL)S(0) = > (Shem(t)S5(0)) exp(ikm).
A funcado de correlagao (1.7) esta relacionada a grandezas medidas experimental-
mente através do teorema flutuacao-dissipagao. No Capitulo 3, calcularemos esta
funcao usando o método do operador de projecao combinado com a teoria de onda

de spin modificada.

1.1.3 Teorema flutuacao-dissipacao

Nesta subsecao, através da definicao de suscetibilidade generalizada, derivamos um
resultado importante, o teorema flutuacao-dissipacao, que relaciona flutuacoes de
equilibrio com dissipacao no regime linear.

Consideramos, um sistema de particulas sujeito a ma perturbacao externa,
que pode ser dependente do tempo. Para um sistema magnético, esta perturbacgao

pode ser um campo magnético externo. A hamiltoniana total fica:
Hiot = H + Heyy (1.9)
Assumimos que a perturbacao externa acopla linearmente com a densidade:
Hept = / @ en(x)deat(x, 1), (1.10)

onde ¢, ¢ uma funcao escalar da posicao e do tempo.



1.1 Introdugao 11

O sistema responde & perturbagao (1.10), através de uma mudanca induzida

na densidade de particula
(On(x, 1)) = (n(%,8)) r10, — ((X, 1)) 11 (1.11)

O valor esperado em (1.11) é a densidade para x, no tempo ¢, quando o sistema
evoluiu de um estado de equilibrio de H (em ¢ = —o00) com a perturbagao externa
ligada para todos os tempos finitos. Esse valor esperado exige um trago sobre uma
matriz de densidade no equilibrio (para t = —o0) e uma modificagao dos estados do
sistema devido a H.,;. Assumimos que H.,; é pequeno o suficiente, que podemos
trata-lo em primeira ordem na teoria de perturbagao
Supomos que temos determinado os autoestados de H, no quadro de Heisen-
berg e denotamos eles por [1y). Com a perturbagao ligada em ¢t = —o0, a equagao
de Schrodinger dependente do tempo para um estado arbitrario |¢) é
i) = 1)) = Hexp{ =0 Hm(0). (112

A dependéncia temporal de [y (t)) é devido a perturbacao externa, e o estado

|Ym(t)), portanto, obedece a equagao diferencial

., 0
tho [Wn () = Hea|n (1)), (1.13)

onde
Hopr = €5V~ H e K17, (1.14)
e K é a hamiltoniana grande canodnica, dada por,

K = H — uN, (1.15)

sendo p o potenical quimico e N o nimero de particulas. A igualdade em (1.14)
é satisfeita se a perturbagdo externa conserva o numero de particulas (isto é, N

comuta com H.,). Resolvendo (1.13) para ordem mais baixa em H.,,;, achamos
t

o) =)~ 5 [ A Hal®)] ) (1.16)

—00

Assim
W) = Wl D)
_ﬁ /Oo dt’/d x,¢ext(xl,t’)<¢H|[n(x, t),n(xl,t/)”sz),
(1.17)
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onde usamos o fato de que operadores, tais como, n(x,t), com uma dependéncia

explicita no tempo, sao operadores de Heisenberg:
n(x,t) = B n(x)e KV~

enquanto n(x) estd no quadro de Schrodinger e [A, B] = AB — BA.
Como mencionado antes, o sistema estava no equilibrio para t = —oo. Por-
tanto, calculamos a média da equacao (1.17) em funcao da densidade de probabili-

dade grande canonica para obtermos finalmente,
(on(x, 1)) / % /d%'d)m () n G D). (118)

E conveniente expressar a resposta do sistema em termos da funcao de cor-

relacao densidade, DF, definida através de
DE(x,t:x,t) = %G(t — ) (n(x, 1), n(x, )]V i, (1.19)

onde 0(t) é a funcdo degrau de Heaviside. Esta fun¢do de correlagdo (também
chamada um propagador ou fungdo de Green) é independente da perturbagao do
potencial, e assim, pode ser usada para descrever a resposta do sistema a qualquer
perturbacao externa que acople linearmente com a densidade. Substituindo em
(1.18), obtemos

(on(x,t)) = /d3x' /OO dt' D (x, t; X', ) egr (X, ). (1.20)

Se o sistema nao perturbado ¢ homogéneo no espago e no tempo, D®(x,t;x' ') é
apenas uma funcdo de x — x' e t — t/, e a integral em (1.20) é simplesmente uma
convolucao de quatro-dimensao. Assim, se definirmos as transformagoes de Fourier

de acordo com,

1 o0 ) )
on(x.0) = 30> 3° [ dusplq)enme (121
q —0oQ
DR (x,t;x/, 1) QWVZ/ dwx T (q, w)ed =) gmiwt=t) (1.22)

1 o . ! . !
(bext(XI? tl> = W Z/ dW(bext(q? w)ezq-x eiwﬁ ) (123)
q —0
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temos
5p(a,w) = X (q, W) Peat(q, w). (1.24)

A funcao x®(q,w) é denominada suscetibilidade generalizada.
Agora vamos expressar a transformada de Fourier dessas quantidades na se-
gunda forma quantizada. O operador de densidade n(x) pode ser escrito da seguinte

forma

n(x) = ' (x Zp Jeia, (1.25)

sendo p(q) = >, C’li_qu e onde Cf, C sdo os operadores de criagio e destruicio de

bosons. O operador de densidade dependente do tempo, pode ser escrito na forma,
n(x, t) _ 6z‘K’t/~ (X) —iKt/~

QWZ/ dwp(q, w)e'dxe™™! (1.26)

e p(q,w) = [d3 [T _din(x,t)e 9>t
Agora definimos o fator de estrutura dinamico, S(q,w):

sae) = [ " gt p(q )p(—q, 0)). (1.27)

—00

A suscetibilidade generalizada x(q,w), pode ser expressada em termos dessa funcao

como demonstraremos a seguir. Primeiro notamos que o valor esperado

(i, e, 1) = 3 ks, pller, )5k (1.28)

ki,ko
é uma fungao apenas de |[x —x’|. Fazendo x = X’ +y e integrando sobre x’, obtemos,
3/ ! 1oyl 1 ik- !
d’x <7’L(X +y, t),?’L(X it )> = V Ze y<p(k7t —1 )p(__k7 0)>7 (129>
K

portanto,

aw) = [ arenon) pl-a.p(a.0) - pla0pl-a. 7). (130)

uma vez que, - [ dPye T FOY = §
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Usando a representagao para a funcao de Heaviside,

/

o(r) = — / -

= ; —,
2 J_ o W —in

onde 7 é um valor infinitesimal e positivo, achamos

[ * W (=4, 7)p(a,0) — p(q, 0)p(—q, 7))
R — d d 1 (W' +w)T ) ) ) ) )
Xl w) 2rhV J_ T/_OO we w' —1m
(1.31)
Substituindo w’ = —w + W”, e observando da defini¢do dos valores esperados, que
para qualquer par de operadores A, B,
(A(0)B(t)) = (A(-t)B(0)),
e, além disso, que
p(_k7 T)p(k7 0) = p(ka T):O<_ka O)v
temos ) * g’ S N s( 3
R W q,w ) — q, —Ww
= — — . 1.32
g, w) hV/OO 2 w—w +1n (1.32)
S(q,w) é real e semidefinido positivo:
S(q,w) >0
e também,
S(—q,w) = S(q,w) = e ™3(q, —w), (1.33)
onde By = 1/T.

A parte imagindria da funcao resposta xf tem uma interpretacio fisica em

termos da dissipacao de energia. Combinando (1.32) e (1.33) e usando

1 1
— — P(—
w +m w

) —imd(w), (1.34)
onde P indica valor principal, obtemos o teorema flutuagao-dissipacao:
(1 —eP™)S(q,w) = —2hV Imx"(q,w) (1.35)

Agora consideramos o efeito de um campo externo que acopla com uma varidvel
dindmica arbitraria, no nosso caso, a componente de spin S, da equacao (1.8). As-
sim,

Hext = ¢exthk- (136)
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A resposta de outro observével S; para esta perturbacao é derivada, em analogia

com a equagao (1.18), para ser

. t
i
(055 (0) = + / dt' ([S2, (), S ()]) 1 beat (), (1.37)
e a funcao de Green apropriada, ou propagador, é dada por
—1 o
DY (t,t) = =0 = E)([SE (1), S () (1.38)
o qual é uma generalizagao de (1.19). Procedendo, como antes, definimos
652 = [ GEesI@e (139
oo 2T
DR ) = * dw R —iw(t—t") 1.40
’y,a(? >_ - %X'y,a(w)e ) ( : )
beat®) = [ i)™ (1.41)
ext _Oo 271_ ext ) .
e obtemos
(057 () = X7 0 (W) Pet(w). (1.42)

Como antes, podemos expressar a funcao resposta em termos de uma fungao cor-

relacao de equilibrio. Da seguinte forma

S (k,w) = / h dt(S) (t)S%,(0)) gre™*, (1.43)
S (k,w) = / h dt(S,(t)S)(0)) gre™t, (1.44)

e ap6s algumas manipulagoes semelhantes com as equagdes de (1.27)-(1.32), obtemos

o resultado,
L > du’ S’Ya(k7 w/) — Sa’y'(k’ _w/)
2rh J_o w—w +1n

Xfa = , (1.45)

usando argumentos semelhantes aqueles que levam para a equacao (1.33), facilmente

relacionamos S (k, —w) com S7(k,w). O resultado apés alguma algebra fica,
SN (k, —w) = e PG (k, w).

Para o caso em que S} = (S%)f, vemos que S é real e semidefinido positivo e,

usando (1.34), achamos que

(1 —e P51k w) = —QWh]mxﬁa(k‘,w). (1.46)



Capitulo 2

Propriedades estaticas da cadeia
antiferromagnética de spin 1 com
interacoes entre primeiros e
segundos vizinhos

2.1 Introducao

O objeto deste estudo é o modelo de Heisenberg antiferromagnético 1D de spin
1 com interacoes entre primeiros e segundos vizinhos. Desta forma, comegamos
reescrevendo a hamiltoniana (1.6) dividindo a rede em duas subredes A e B: os
operadores de spin na subrede A sao designados por Ty, enquanto que aqueles
localizados na subrede (B) sao designados por (Sg11). Assim, a hamiltoniana do

modelo é representada por

H=J Z {(TQI - Soir1 + Soir1 - Toryo) + 5(To - Tovo + Sorpr - Szl+3)}, (2.1)
1

onde a soma percorre todos os [’s sitios de uma sub-rede. O médulo dos spins nas
duas subredes é igual, | Ty |=| Soi11 |=9, e os parametros J;>0 e J,>0 correspon-
dem, respectivamente, as interagoes de troca entre primeiros e segundos vizinhos. A
presenca da interacao entre segundos vizinhos gera o fenomeno chamado frustracao.
A intensidade da frustragao é definida pela razao j=Jy/J;.

Dependendo dos valores de j e do valor do spin, inteiro ou semi-inteiro, o mo-
delo de Heisenberg descrito por (2.1) tem caracteristicas diferentes, como discutido,

brevemente, a seguir para os casos em que S=1/2 e S=1.

16



2.1 Introducao 17

No caso de spin S=1/2, o cendrio é o seguinte: quando j=0 (sem frustragao),
voltamos ao caso analisado por Haldane: o estado fundamental da hamiltoniana
(2.1) é o estado de fluido de spin, caracterizado por um espectro de excitacdo sem
gap e com a funcao correlagao de spin espacial decaindo segundo uma lei de poténcia.
Porém, para j>0, os acoplamentos de primeiros e segundos vizinhos competem um
com o outro, ou seja, uma interacao frustra a tendeéncia de ordenamento da outra.
Existe um valor critico para o parametro da frustracao, j., que define regioes de
comportamentos diferentes para sistemas descritos pela hamiltoniana (2.1). Para
0<j<Je, 0 sistema tem o comportamento tipico do caso de Haldane (j=0), ou seja, o
estado fundamental corresponde ao estado de fluido de spin: o espectro de excitagao
é sem gap e a funcao de correlagao decai como uma lei de poténcia. Para j>j., o
estado fundamental do sistema é um estado dimerizado, um gap se desenvolve no
espectro e as correlagoes de spin decaem exponencialmente. O valor de j. encontrado
na literatura ¢ 0.241240.0001 [40]. No caso particular de j = 1, a hamiltoniana (2.1)
corresponde ao hamiltoniano Majumdar-Ghosh [41].

Para spin S=1, temos as seguintes situac¢oes: quando j=0 (sem frustragao),
voltamos ao caso do gap de Haldane, ou seja, o primeiro estado excitado do sistema é
separado do estado fundamental por um gap de energia. Para j7>0, as propriedades
do estado fundamental foram, pela primeira vez, investigadas por Tonegawa et al.
[20]. No dominio dos valores de j trabalhados por eles (j < 0.40), obteve-se que a
energia do estado fundamental e o gap aumentam com o valor de j. Por outro lado,
os resultados numéricos recentes de Pati et al. [23] e Kolezhuk et al. [24] mostram
que o gap aumenta com o aumento do parametro de frustracao enquanto j é menor
do que ~0.40; para j maior, o gap diminui até atingir o valor 7 = 0.73 e depois volta
a aumentar.

A razao para estudarmos o gap é que a freqiiéncia da onda de spin é necessaria
para o calculo da dinamica. Uma teoria de onda de spin padrao nao fornece gap e,
por isso, usamos a teoria de onda de spin modificada.

Na secao 2.2, discutimos a teoria de onda de spin convencional para justificar a
necessidade de usarmos a teoria de onda de spin modificada. Existem, na literatura,
procedimentos ligeiramente diferentes para implementar a teoria MSW. Em nosso
trabalho, discutiremos os procedimentos usados por Takahashi [42] e Yamamoto

[43]. Esses dois procedimentos sao discutidos nas segoes 2.3 e 2.4, respectivamente.
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2.2 Teoria de onda de spin convencional e modi-
ficada.

Os estados excitados de menor energia de sistemas de spins acoplados por interagoes
de troca sao chamados de ondas de spin ou mégnons. Ondas de spin ferromagnéticas
sao associadas as excitacoes magnéticas elementares acima de um estado fundamen-
tal ferromagnético.

Ondas de spin nao sao excitagoes exclusivas de sistemas ferromagnéticos.
Existe uma teoria de onda de spin que descreve as excitagoes de menor energia
de antiferromagnetos (mégnons antiferromagnéticos), apesar do estado fundamen-
tal do antiferromagneto nao ser conhecido; exceto no caso especial de uma cadeia de
spin-1/2 com acoplamento entre primeiros vizinhos [44]. A base da teoria de onda
de spin que descreve um antiferromagneto é supor que a ordem de longo alcance an-
tiferromagnética existe no seu estado fundamental e que a amplitude do movimento
de ponto zero de flutuagoes quanticas sobre o estado de Néel classico é pequena.

Neste trabalho, partimos da hamiltoniana (2.1), para a qual o estado de vécuo
do sistema corresponde a 75=S (55,,,=—2S) localizado na subrede A (B). A hamil-
toniana envolve as trés componentes Ty, T, Ty de cada operador de spin Ty da
subrede A e as trés componentes S5, S, |, S5, de cada operador de spin Sy 41
da subrede B. As componentes de spin de cada subrede sao dependentes entre si
e estao relacionadas pela identidade Ty - To; = Soj11 - Sop1 = S(S + 1). Usando
a transformacgao de Dyson-Maleev, expressamos as componentes de spin em termos

de operadores bosonicos de criacao e destruicao independentes para cada subrede.

Assim,
2= S—abay;: Ty =adl: TI=(25-alay)a
21 21421 5 21 20 21 2121921,
S = —S+ b£z+1b2l+1 i Sopr = —bayr;
S;rl-s-l = _b£l+1(28 o b;l-s—lb?lﬂ)- (2-2)

Os operadores ag; e by 1 obedecem as relacoes de comutacao para bosons
[ag,ab,] =0 [bors1, 0%, (] =6 (2.3)
g1, Qo | = O € 20415 Vg 1] = O .

Todos os outros comutadores sao nulos. Em termos desses operadores bosonicos, a



2.2 Teoria de onda de spin convencional e modificada. 19

hamiltoniana tem agora a forma
H = FEy+ Hy+ Hy, (2.4)

onde Fy = —2J;NS?(1 — j) e N é o ntimero de spins em cada subrede. Hy e H,;
representam os termos na hamiltoniana envolvendo, respectivamente, produtos de

dois e quatro operadores bosonicos e sao dados por

Hy = JISZ {Qb;l_t'_lel—l-l + 2a$lazz - (azz + a21+2)b2l+1
l

- (agl + a£l+2)b£l+1 —J {( £l+2 - agz)(“?lﬂ — ag)

+ (bgl-&-l - b£z+3)(521+1 — bzz+3)] } (2.5)
e
J
Hy = 51 {a;l(bgl—kl - a2l)262l+1
!

+ CL;HQ(b;lH - a2z+2)2bzl+1 —J [aglaém(azz - a2l+2)2

+ (b$l+1 - b$l+3>2b2l+1b2l+3} } (2.6)

Como vemos, usando a transformacao de Dyson-Maleev, a expressao modificada
para a hamiltoniana (2.1) nao tem termo mais alto do que a quarta ordem, e,
assim, podemos construir uma teoria auto-consistente ao invés de uma expansao
1/S convencional.

Na teoria de onda de spin convencional, a parte quadratica (Hy) da hamilto-
niana é diagonalizada, usando a transformacao de Bogoliubov, no espaco dos mo-
mentos (k), e a energia de onda de spin resultante se anula para &k = 0. Como a
contribuigao que surge dos termos de quatro operadores (H;) é também nula para

= 0, a teoria de onda de spin usual, nao prevé gap no espectro de onda de spin.
Portanto esta teoria, nao cumpre o que é estabelecido pelo teorema de Mermin-
Wagner [45]: sistemas magnéticos de baixa dimensao ndo possuem ordenamento de
longo alcance. Desta forma, a teoria usual nao ¢ aplicavel para o nosso modelo sem
modificacao.

Na década de 80, Takahashi [46] propos uma modificagdo simples na teoria

de onda de spin convencional, obtendo uma descri¢ao excelente da termodinamica
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de temperatura baixa para ferromagnetos de baixas dimensoes. Introduzindo a res-
tricao de que a magnetizacao total deva ser igual a zero dentro da teoria usual,
ele fez cumprir o teorema de Mermin-Wagner para estes magnetos. A restricao de
magnetizagao total zero implica em manter finito o nimero de modos de ondas de
spin sobre interagoes ferromagnéticas, mas nao funciona sobre interacoes antiferro-
magnéticas. Assim, Takahashi [42] e, paralelamente, Hirsh e Tang [47] propuseram
que, para antiferromagnetos, a restricao impoe que a magnetizacao de subrede é
nula. Esta restrigao, além de cumprir o teorema de Mermin-Wagner, restaura a
simetria de subrede do estado fundamental de sistemas antiferromagnéticos. Em
seus artigos, Takahashi [42] e Hirsch e Tang [47], estudaram o modelo de Heisenberg
antiferromagnético bidimensional (2D) sem-frustragdo. A teoria MSW foi também
estendida para o modelo de Heisenberg antiferromagnético frustrado 2D [48] para
fornecer o diagrama de fase desse modelo. O método foi também aplicado, em nosso
grupo,para o modelo de Heisenberg antiferromagnético 1D nao frustrado [49]. Re-
centemente, Yamamoto [43] apresentou uma versao ligeiramente diferente da teoria
MSW para o mesmo modelo de Heisenberg 1D nao frustrado.

Na proxima se¢ao, apresentamos o calculo das propriedades estaticas do mo-
delo usando a versao da teoria MSW para antiferromagnetos segundo dois esquemas
distintos: o de Takahashi [42] e o de Yamamoto [43]. As teorias usadas nos dois
esquemas sao identicas, no sentido de que os autores comecam escrevendo os ope-
radores de spin em termos de operadores bosonicos obtendo a hamiltoniana (2.4).
Apoés algumas manipulagoes, a energia livre é minimizada sob a restricao de mag-
netizacao zero. Porém, os procedimentos usados na diagonalizacao da hamiltoniana
transformada sao diferentes e levam a sistemas de equacgoes bastante diferentes. O
procedimento adotado por Takahashi [42] introduz uma matriz densidade de onda
de spin ideal apds uma transformagao de Bogoliubov: daqui por diante, nos referire-
mos a este procedimento como SWDM (de Spin-Wave Density Matriz). Nos dois
procedimentos, os autores reduzem os termos envolvendo quatro operadores a pro-
dutos de apenas dois operadores usando relacoes de comutacao padrao. Entretanto,
Yamamoto [43] diagonaliza a hamiltoniana resultante impondo que o coeficiente do
termo cruzado seja zero e denomina este esquema de diagonalizacao total da onda
de spin modificada interagente que, por simplicidade, designaremos por FD (de Full

Diagonalization).
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Considerando que a MSW ¢é uma teoria analitica simples que tem sido aplicada
com sucesso para descrever as propriedades de magnetos de baixa dimensao, pode-
mos aplicar esta teoria para estudar algumas propriedades da Hamiltoniana (2.4)
e compararmos nossos resultados com alguns resultados numéricos e experimentais
disponiveis na literatura. E também interessante comparar os diferentes esquemas
usados no contexto da teoria MSW. Nossos calculos para as propriedades estéaticas
do antiferromagneto de Heisenberg 1D com spin S = 1 frustrado, usando a teoria

MSW, se encontra na referéncia [50].

2.3 O esquema SWDM

Na formulacao SWDM para a teoria MSW, introduzimos o seguinte ansatz para a
matriz de densidade do sistema, considerado como um gés ideal de bosons (ondas
de spin),
-1
_ T T
p=exp{— > wilafar+ G}, 27)
onde ), indica um somatério sobre metade da primeira zona de Brillouin, oy e 5

sao operadores que estao relacionados aos operadores de bosons originais ay € b,

pela transformacao de Bogoliubov
oy = ay, cosh 6, — bJr_k sinh 6,
6,1 = —ay sinh 6;, + bT_k cosh 0y,
ou
ap = oy, cosh 0, + ﬁ,: sinh 0,

bt = B3] cosh 6y, + ay sinh 6. (2.8)

Nas expressoes acima wy, € o angulo 0, sao parametros variacionais a serem deter-
minados. Os operadores a; e bT_k sao as transformadas de Fourier dos operadores

bosonicos ay € Al definidos por
20+17

1 _
b= o=

=1

N
1
by = \/NZB HEDD . (2:9)

=1
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onde tomamos a constante de rede igual a unidade. Como estamos tratando de um

gas ideal de bosons, temos as seguintes médias

(afar) = (BIBr) = A = [ — 1] 7, (2.10)
(aral) = (BeBL) = 1+ fiy,

onde ay, e (B preservam as mesmas relagoes de comutagao dos operadores originais,
(2.3), e Ny é o nimero de ocupagao de bosons.

A energia média do sistema é dada pela média térmica da hamiltoniana (2.4),

£ = (H).

Calculamos, entdo, as médias térmicas de (Hy) e (H;) utilizando a definigao
da matriz densidade (2.7), e, depois, somamos essas médias a (Ey). (Ho) contém

as médias térmicas de dois operadores bosonicos e obtemos os seguintes termos nao

nulos
1
<b£z+152l’+1> = f(ras1 — ravs+1) — §5W7 (2.11)
1 1
(agaor) = f(ray — roy) — 551,1', (2.12)
(azibor 1) = <a£lb£l/+1> = g(ra — ror+1), (2.13)

onde usamos as definigoes,
1 e (2—2l _
f(rar = rar) = f(rag — rav) = ﬁ;e’k@l 2 cosh(20y) (204 + 1),  (2.14)
1 4 /
g(ras — roys1) = ﬁ;ezk@”l “Vsinh(205) (27, +1).  (2.15)

(H1) contém as médias de produtos de quatro operadores bosonicos e o desacopla-

mento desses termos ¢ feito de acordo com o seguinte exemplo

<a£zb$l+1b£z+1b2l+1> = 2<a;lb;l+1><b£l+1b21+1> + <a£lb21+l><b£l+1b£l+l>' (2.16)
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A energia £ é, entao, dada por

e = —va{[s- (50 -5 -o0)]
~ifs- (10— 5~ f<26>)]2}, 2.17)

onde § é o vetor que liga cada sitio a um de seus 2 vizinhos mais préximos. Con-

siderando o sistema como um gas ideal de bosons, temos a entropia dada por

S =2 {(fix + 1) In(fig + 1) — g In 7y }. (2.18)

A energia livre do sistema F = & — T'S é, entao, expressa na forma

F = —2NJ1{ [S— (f(o) - % —g(5)>]2

—j [S - (f<0> S f<25>)} }

— 2T {(f + 1) In(itg + 1) — g In iy }. (2.19)

Para determinar os parametros wy, e 0, minimizamos a energia livre F sob a condicao

de que a magnetizacao de cada sitio seja nula. Isto implica em exigir

(T5) = (S5141) = 0,
S+ % _f(0) = 0. (2.20)

A minimizagao da energia livre (2.19) sob a restri¢ao (2.20), ¢ feita usando o método

dos multiplicadores de Lagrange, ou seja

O[F /N — nf(0)]/06) = 0

OF /N = pf(0)]/0wy. = 0,
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onde p é o multiplicador de Lagrange. Resolvendo estas derivadas, obtemos
ncosk
1 —TIsin?k’
wir = A|cosh 26, — 1 cos ksinh 26, — I'sin? k cosh 26y],
2J19(6 45J1f (260
n= 19(9) r=2 1.f(29)

tanh 20, =

A = 2J19(6) — . 2.21
19(6) ~ 0, : (221)
Reescrevemos essas equagoes de modo a obter
wp = N[(1 — I'sin® k)% — n? cos® k]2, (2.22)
1 —TIsin’k
h20, =
R [(1 — I'sin? k)2 — 7?2 cos? k]1/2’
k
sinh 26, 11908 (2.23)

[(1 —Tsin®k)2 — 0?2 cos? k]1/2°
Note que I' é o parametro introduzido quando a interacao entre segundos vizinhos
¢ levada em consideracao.

A relacao de dispersao, wy, é obtida apds os parametros A, I'; e ) serem conhe-
cidos. Esses parametros sao obtidos ao resolvermos o seguinte grupo de equagcoes

auto-consistentes, provenientes das equagoes (2.20) e (2.21),

A 1 —Tsin?k W
25 +1 = o5 TSR o (—) , 2.24
S+ N ; o cot 5T (2.24)

nA A ncos? k (wk )
S = th [ — 2.2
2, oN zk: v O\ar) o (225)
A AJj cos 2k(1 — T'sin? k) W
— = —= h (— . 2.2
i, INZ wr cot 2T> (2.26)

Essas equagoes foram resolvidas para vérios valores de j, incluindo também j =
0. Os resultados serao discutidos na Secao 2.5. Como sera analisado posteriormente,
a solugao desse grupo de equagoes fornece < 1 para qualquer valor de temperatura
e de j investigados. Portanto, da equagao (2.22), concluimos que a teoria MSW
prevé um gap (wr—o # 0) para o modelo de Heisenberg frustrado em concordancia
com trabalhos em teoria de campos [21, 22| disponiveis na literatura. A equagao
(2.22) poderia levar a conclusao errada de que o gap nao depende da interagao entre
segundos vizinhos. Temos que lembrar, porém, que os valores dos parametros A e n

sao determinados auto-consistentemente e, portanto, dependem de I'.
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2.4 O esquema FD

No procedimento anterior, usamos a aproximacao da matriz densidade para antifer-
romagnetos. Os parametros wy e 0, foram determinados através do calculo varia-
cional, a0 minimizarmos a energia livre do sistema. A restricao de magnetizacao de
subrede zero é cumprida através de um multiplicador de Lagrange, que é introduzido
na energia livre. O esquema FD é um pouco diferente, como mostramos a seguir.
Comecamos aplicando as transformagoes de Bogoliubov e de Fourier, definidas

em (2.8) e (2.9), nas hamiltonianas Hy e Hy. A expressao obtida para H, é dada

por
Hy=Ey+ 7Y {w}i (Ozzak + ﬁlﬁk) + 70 (@Lﬂi + Oékﬁk) }, (2.27)
k
onde
B, = 4J;SN[(1 -4y — Ty + jI], (2.28)
wy) = 25(1 —2jsin® k) cosh 26, — 2 cos k sinh 26y, (2.29)
7y = 2Scoskcosh26;, —2S(1 — 2jsin? k) sinh 26y, (2.30)

. T 'i- ~ .
Note que, aqui, os termos cruzados a0 e a0, estdo ainda presentes (compare
com a equagao 2.7). Ej representa uma primeira corregao para a energia do estado

fundamental e exige as seguintes definicoes,

1

r, = N k (cosh 26, — 1), (2.31)
1 :

I, = W%cosksmh%k, (2.32)
1

Iy = N k cos 2k cosh 20. (2.33)

No esquema FD, os termos envolvendo quatro operadores, presentes na hamil-
toniana Hy, sao, aproximadamente, reduzidos a produtos de apenas dois operadores

ao usarmos as relagoes de comutacao padrao. Isto produz a seguinte expressao para
H1>

H =F,—J; Z {w,i (a,tak + ﬁ,iﬁk> — v (0411511 + akﬁk) }, (2.34)

k
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onde
Ey = —2JiN(I'y —Ty)”+2jJiN (I} —Ts)?, (2.35)
wy, = 2I';cosh 20, + 2T, cos k sinh 26, — 2T cos k sinh 20},
— 2Ty cosh 26, — 45(I'y — I's) sin® k cosh 26, (2.36)
7,1 = 2I'; sinh 260, + 21'5 cos k cosh 26;, — 2I'; cos k cosh 20,
— 2@y sinh 26, — 4;5(T; — I's) sin® k sinh 26;.. (2.37)

A corregao para a energia do estado fundamental devida a H; é dada por FEj.
Como antes, a diagonaliza¢ao da hamiltoniana (2.4) produz os resultados da
teoria de onda de spin convencional: a divergéncia no numero de modos de ondas
de spin e, consequentemente, da magnetizacao de subrede. Além disso, no estado
fundamental, a simetria de subrede é quebrada: spins na subrede A apontam pre-
dominantemente para cima e, na subrede B, predominantemente para baixo. No
esquema FD, para eliminarmos esta divergéncia e restaurarmos a simetria de sub-
rede, a energia livre é minimizada sujeita a restricao de que a magnetizacao de cada

subrede seja nula, ou seja

E 2l - § 2l+1

ou

> abay =", bas = SN. (2.38)
l

l
As equagodes acima sdo, obviamente, equivalentes a (2.20). Para cumprir a restri¢ao

(2.38), um multiplicador de Lagrange Arp ¢ introduzido e a nova hamiltoniana Hé
dada por
H=H+2J)\pp(1 — j)zk(alak + blby). (2.39)

Em termos dos operadores ay, e (3, temos

H = H+ 2J1(1 = 5)Arp Z {2 sinh? 0, + cosh 29;6(0420%
k

+ BlB) — sinh 26,(af 8] + Oékﬁk)}, (2.40)

A diagonalizacao de H dé a expressao para o parametro 6, presente na transformacao

de Bogoliubov, que ¢ determinado pela equacao
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ou seja

(Cy =Ty + .5) cos(k)

tanh(26y) = .
b0 = T S Arp (1= 7) + 2em(k)j Ty — T3 — 5)

(2.42)

Reunindo as expressoes transformadas para Hy e Hy, obtemos as expressoes
para a energia do estado fundamental, Fqg (de Ground State Energy), e a relagao

de dispersao, wy,

Egs = Eo+ Ey+ Ey +4J)A\rpN(1 — j)T'y, (2.43)

wr = Wi —wi+ 2 pp(1 — j)cosh26,. (2.44)
Para a energia do sistema, temos

E=(H)=J1 Y wilinn(k) + fia(k)], (2.45)

onde wy é dado por (2.44) e 1 (k) = (alag) e (k) = (8]3;) sdo, respectivamente,
os numeros de ocupacao de bosons na subrede A e na subrede B.

A entropia do sistema é dada por

S = kp Y [(Aa(k)+1)In(fiy (k) + 1) — 7y (k) In(7iy (k)
+ (n2(k) + 1) In(R2(k) + 1) — na(k) In(na (k)] (2.46)

e a expressao para a energia livre, F, do sistema ¢é

F o= LY wilfun(k)+ (k)] = kT > [(fin(k) + 1) In(fiy (k) + 1)
— (k) In(71(k)) + (n2(k) + 1) In(n2(k) + 1) — na(k) In(n2(k))[2.47)

Como o parametro 6 é determinado por (2.42), a minimizagao da energia livre

depende, agora, das derivadas parciais

oF _0 e OF

On (k) Ons (k)

=0,
e resulta na otimizacao das funcoes de distribuicao térmica

<041Tcak> = <6};ﬁk> = Nk
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O multiplicador de Lagrange, Arp, € determinado auto-consistentemente pela condigao

Zl: Z 541 =

ou
> lafax + bby] = 2SN. (2.48)

k
Tomando a média térmica de (2.48), e, lembrando que (axB3) = (algl) = 0 ¢

(a,to@ = (ﬂ,iﬁw = ny é o numero de ocupacao boson usual, chegamos a

1
25+1=~ ;(an + 1) cosh 26,. (2.49)
Assim, o esquema FD exige a determinacao de quatro parametros, \pp, I'1, 'y e I's,
definidos pelas equagoes (2.31-2.33) e (2.49).

2.5 Resultados

Comecamos comparando os resultados obtidos através da aplicacao dos procedimen-
tos SWDM e FD para o modelo de Heisenberg nao frustrado, porque existem mais
dados - tedricos e experimentais - disponiveis para este modelo. A teoria MSW
nao ¢ um método de expansao para spin-grande e, assim, podemos esperar que
ela possa ser aplicada para modelos com valor de spin pequeno. Neste trabalho,

consideraremos apenas o caso de spin S = 1.

2.5.1 O modelo de Heisenberg 1D nao frustrado

Na Tabela 2.1, apresentamos os resultados obtidos para a energia do estado funda-
mental, Fgg, do modelo de Heisenberg 1D nao frustrado com spin S = 1, calculada
através das aproximacoes FD e SWDM e comparamos esses dados com estimati-
vas numéricas obtidas pelo uso das técnicas de Monte-Carlo quantico [51] (QMC),
grupo de renormaliza¢do da matriz densidade [52] (DMRG), e diagonalizagao exata
[53]. Observamos que a estimativa do esquema FD para Egg estd ligeiramente mais
proxima das estimativas numéricas do que a SWDM. A terceira coluna da Tabela
2.1 da as estimativas destas aproximacgoes, SWDM e FD, para o gap na temperatura

zero, Ay: esses valores estao préximos um do outro, mas sao, ambos, muito menores
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Tabela 2.1: Energia do estado fundamental, Fgg, e 0 gap na temperatura zero para

j:(), Ao.

Eas/(J1.5%) Ao/ (J1.5?)
SWDM  -1.49014 0.08506
FD -1.39461 0.08523
QMC  -1.401481(4) 0.41048(6)
DMRG  -1.401484038971(4) 0.41050(2)
ED -1.401485(2) 0.41049(2)

do que as estimativas numéricas. Devemos enfatizar, porém, que, até o presente mo-
mento, nenhuma outra aproximacao analitica é realmente capaz de prever o modulo
de Ag, em funcao de parametros microscépicos. Normalmente, o que se obtém é um
grupo de expressoes para temperaturas finitas envolvendo razées como T'/Ag. Por-
tanto, para comparar a previsao tedrica para a dependéncia da temperatura do gap
com dados numéricos e/ou experimentais é habitual comparar o comportamento da
razdo do gap calculado na temperatura T, A(T'), pelo gap na temperatura zero, Ay,
em funcao de T'//Ag, como mostrado na Figura 2.1. Nessa figura, as curvas continuas
e pontilhadas correspondem, respectivamente, aos resultados FD e SWDM. E f4cil
perceber que essas duas aproximagoes dao essencialmente o mesmo resultado para
temperaturas pequenas. Para T//Ay > 1.0, a estimativa obtida pelo esquema FD é
um pouco menor do que a do esquema SWDM. Os dados experimentais obtidos para
os compostos Yo BaNiO; [9] e NINAZ [8] e os dados numéricos obtidos através do
método de Monte-Carlo quantico [54] sdo também mostrados na Figura 2.1.
Vemos que os resultados FD e SWDM estao em bom acordo com os dados de
Monte Carlo quantico. Observando o comportamento das curvas teéricas com a tem-
peratura vemos que a comparacao com os dados experimentais é ligeiramente melhor
para o composto Yo BaNiOs. Os dados para o composto NINAZ [8] mostram um
aumento menor de A(7T)/Ag com a temperatura do que o resultado previsto pela
teoria MSW. E importante salientar que as barras de erro de (~ 10%) para os dados
experimentais do Y2BaNiOs [9] nao foram incluidas na Figura 2.1 e sua inclusao
pode levar para um comportamento semelhante ao do composto NIN AZ. Contudo,

deve ser lembrado que o composto YoBaNiO; ¢ uma melhor realizagao [9] da Hamil-
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Figura 2.1: Gap normalizado, A(T)/A, em func¢do da temperatura normalizada,
T/Ap, para j = 0. Os resultados da teoria MSW (linhas continuas e pontilhadas)
sao comparados com os dados de Monte Carlo [54], e os dados experimentais obtidos
para os compostos Yo BaNiOjs [9] e NINAZ [8].

toniana isotrépica (1.6) do que o composto NINAZ, porque existe uma anisotropia
maior neste iltimo composto.

Embora estejamos, aqui, restringindo nossa discussao para o caso S = 1, é
importante mencionar que a teoria MSW prevé que o valor do gap na temperatura
zero diminui com o aumento do valor de S. Para obter este resultado, fazemos
j =T = 0 nas equagoes (2.24-2.26) e I' = 0 na equagao (2.22) obtendo

1 Wi
= = E h(— 2.
o N - cos2 k)1/2 cot (QT) ’ (2:50)
2 2
n°A 1 n?cos? k
— = — h . 2.51
2J; N; — 12 cos? k)l/2 cot <2T> (251)

Nas expressdes acima, wy, = A(1 — n?cos? k)'/? e, como antes, temos um gap em

k = 0, para qualquer temperatura, uma vez que n < 1. Para T" = 0, as equacgoes
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(2.50) e (2.51), na forma continua (% >, — %foﬂm), sao escritas como

1 1 (2 dk
- = = 2.52
o 2 7T/0 (1 —n?cos? k)1/2 "’ (2:52)
rA l/g ° cos’ k (2.53)
20, 7)o (1—n2cos?k)l/2’ '

Os integrandos de (2.52) e (2.53) correspondem, respectivamente, as integrais elipticas

de primeiro e segundo tipo,

1 [z dk
K = —
(77) T /0 (1 _ 772 cos2 ]{,‘)1/2’

[VE]

1 n?cos? k
E() =~ .
R o

Em termos destas integrais, as equagoes (2.52) e (2.53) adquirem a seguinte forma

S+ 5 =K, (2.54)
2
A 1 E(n)
A _ g 220 2.
o7 S+2 - (2.55)

As equagoes (2.54) e (2.55) s@o exatamente as equagoes obtidas por Arovas e Auer-
bach [55] ao usarem uma teoria de integral funcional. As expressoes assintéticas

para K(n) e E(n) sao dadas por

4
K(mn) = In (1— 22 +
1 4
—(1-n*) x |1 — 1| +...
BElp) = 14 —(1—n 1 1 1
(m) = +§( —n) x nm— +e
que sao vélidas para |1 — 5| << 1. Usando estas expansoes assintéticas, obtemos
1 1 4
S+-2-In———
+2 T n(l—n2)1/2’
(1—1?)/? =4e 2775, (2.56)

A%2(5+1—l>, (2.57)
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da equacao (2.55), onde substituimos n* = 1, K(n) & In (14]42)1/2 e E(n) = 1. Assim,

através da definicao do gap na temperatura zero e usando (2.56) e (2.57), obtemos

11
(S +5- —) x e ™ (2.58)

™

Wl

AQ = 8e™

que é a expressao previamente obtida por Pires e Gouvéa [49]. No caso do modelo
o nao linear, o grupo de renormalizacao com acoplamento fraco leva a um resultado
muito semelhante, Ay = C'S?exp(—mS), onde C' é um fator multiplicativo indepen-
dente de S. Entao, vemos que duas teorias bem distintas - teoria MSW e grupo de
renormalizacao - prevéem comportamento semelhante para Ay em funcgao de S.
Concluimos esta subsecao notando que a comparacao entre os resultados da
teoria MSW e os dados de Monte Carlo quantico permite dizer que a teoria MSW
¢ capaz de descrever o comportamento do gap normalizado como uma funcao de
T /Ay e que as duas aproximagoes da teoria MSW investigadas aqui dao resultados
semelhantes/equivalentes, apesar da diferenga consideravel no grupo de equagoes

auto-consistentes a ser resolvido em cada uma delas.

2.5.2 O modelo de Heisenberg 1D frustrado

Para 57 = 0, o estado fundamental do modelo classico é o estado de Néel. O acopla-
mento Jo introduz frustragao no problema e o estado de Néel nao pode ser o estado
fundamental para valores grandes de J;. Na regiao em que J; é grande, podemos
esperar que cada subrede tenha algum tipo de alinhamento “espiral”, isto é, um
estado que pode ser obtido do estado de Néel ao aplicarmos uma tor¢ao uniforme
ao longo da direcao da cadeia. No limite S — oo, um tratamento classico mostra
que o estado fundamental estd na fase-Néel para Jo < 1/4 e em uma fase espiral
para Jo > 1/4. Portanto, ndo podemos esperar que nossos calculos sejam vélidos
para toda regiao 0 < j < 1, porque o tratamento apresentado aqui parte da trans-
formagao de bosons definida em (2.2), considerando apenas desvios pequenos da
ordem de Néel.

Para o modelo de Heisenberg antiferromagnético unidimensional de spin 1
frustrado nao conhecemos resultados experimentais ou de Monte Carlo quantico
que possam servir para uma comparacao. A comparagao de nossos resultados se

limitard aos dados numéricos obtidos por Tonegawa et al. [20]: a energia do estado
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Figura 2.2: Esquema SWDM. Relagao de dispersao em fungao de k/a.

fundamental em funcao do parametro j e o gap na temperatura zero, A(T = 0),
normalizado pelo gap na temperatura zero para j = 0, Ay, em fungao de j.

As Figuras 2.2 e 2.3 mostram o comportamento da relacao de dispersao wy
em funcao de k/a, para j = 0.10, para diferentes valores da temperatura. A Figura
2.2, corresponde ao procedimento SWDM e a Figura 2.3, ao FD. Observando estas
figuras, vemos que o gap para o modelo em discussao aumenta com a temperatura.

A energia do estado fundamental é obtida pela equagdo (2.17) no procedi-
mento SWDM e por (2.43) na aproximagdo FD. Os resultados sdo mostrados na
Figura 2.4, onde também os comparamos com os resultados obtidos numericamente
por Tonegawa et al. [20]. Em seu trabalho, Tonegawa e colaboradores aplicaram
o método de diagonalizacao exata para investigar algumas propriedades do estado
fundamental, incluindo a energia e o gap para sistemas de tamanho finito de até 16
sitios. A extrapolacao dos resultados para o limite N — oo mostrou que os resulta-
dos com N = 16 sao suficientes para discutir satisfatoriamente bem as propriedades
do estado fundamental. Analisando o comportamento da funcao correlacao de dois
spins, aqueles autores [20] observaram um carater comensuravel para j < 0.38 e um
carater incomensuravel para j > 0.38. Assim, eles restringiram seus calculos a regiao

J < 0.40, como pode ser visto na Figura 2.4. E fAcil observar que nossos resultados
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Figura 2.4: Energia do estado fundamental, Fgg, em funcao de j. Os resultados
dos esquemas FD (triangulos) e SWDM (circulos) sao comparados com os dados
numéricos disponiveis na literatura [20] (quadrados).
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Figura 2.5: Gap na temperatura zero, Ay, em fun¢ao de j obtido das duas apro-
ximagoes: FD (losangulos cheios) e SWDM (circulos abertos).

estao em excelente acordo com os resultados obtidos por Tonegawa et al. No en-
tanto, observando a Figura 2.4, vemos que os resultados do esquema FD (triangulos)
cobrem apenas a regiao j < 0.25, enquanto os dados do esquema SWDM chegam até
7 ~ 0.30. Isto acontece porque nao pudemos encontrar uma solugao para o grupo
de equagdes auto-consistentes (2.31-2.32) e (2.49) para j > 0.25 na aproximagao FD
e para j > 0.30 (Egs. 2.24-2.26) na aproximagao SWDM. Nossa interpretagao para
essa auséncia de solucao para o conjunto de equagoes auto-consistentes é que ela é
devida ao limite de validade de cada procedimento sugerindo, assim, uma mudanga
na estrutura do estado fundamental, como discutido acima. E interessante obser-
var que quando as solugoes para o sistema de equacoes podem ser encontradas, os
resultados obtidos pelas duas aproximacgoes sao quase idénticos.

O gap na temperatura zero, Ay, em funcao do parametro de frustracao, j, é
mostrado na Figura 2.5 onde vemos que, outra vez, as aproximagoes FD e SWDM
dao resultados idénticos. Podemos também verificar que a competicao entre as in-
teracoes nn e nnn antiferromagnéticas estabiliza o gap uma vez que Ay aumenta
com j. Este resultado estd em acordo qualitativo com aquele encontrado por Tone-

gawa et al. [20]. Outro tratamento analitico [56], prevé um gap no sistema que
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Figura 2.6: Gap na temperatura zero, A(T = 0), normalizado pelo gap na tempera-
tura zero para j = 0, Ag, em fungao de j. Os resultados da MSWT (triangulos aber-
tos — FD e circulos cheios — SWDM) sao comparados com os resultados numéricos
obtidos por Tonegawa et al [20] (quadrados cheios).

diminui com o aumento de j. Porém, como argumentado pelos autores daquele
trabalho, Shimaoka e Kuboki, a diferenca entre os resultados por eles obtidos e os
numéricos [20] pode ser devida ao fato de que o diagrama de fase obtido em [56]
nao ¢ suficientemente preciso. O diagrama de fase do estado fundamental e algu-
mas propriedades de baixa energia do antiferromagneto de Heisenberg frustrado 1D
foram também investigadas por Pati et al. [23] e por Kolezhuk et al. [24] usando
o método do grupo de renormalizagao da matriz densidade. Os resultados obtidos
por esses autores para o comportamento do gap em funcao de j mostram que Ag
aumenta com o parametro de frustragao para j menor do que = 0.4; para j entre 0.4
e 0.73 o gap diminui. Tomando em conta que nossa teoria ¢ véalida para j pequeno,
e que, nesta regiao, o comportamento obtido para o gap em funcao de j concorda
qualitativamente bem com o obtido numericamente [20, 23], concluimos que a teoria
MSW prevé o comportamento correto.

Para compararmos nossos resultados com os dados numéricos obtidos nas re-
feréncias [20] e [23], obtemos o gap “normalizado”, isto é, o gap obtido para um

dado valor de j na temperatura zero, dividido pelo gap para j = 0 em T = 0, A,
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Figura 2.7: Gap na temperatura 7', A(T'), normalizado pelo valor do gap na tem-
peratura zero para cada valor de j, A(0), em fungao da temperatura normalizada,
T/A(0), para j = 0.00, 0.05, 0.10, e 0.20.

para varios valores de j. O resultado estd mostrado na Figura 2.6. A normalizacao
é necessaria porque a estimativa da teoria MSW para o gap é consideravelmente
menor do que as estimativas numéricas. Como dissemos antes, nenhum procedi-
mento analitico prevé o valor do gap em termos de parametros microscépicos. A
Figura 2.6 mostra que o comportamento obtido para A(T = 0)/A, aumenta mais
rapidamente com j nos célculos via teoria MSW do que nos resultados numéricos
obtidos por Tonegawa et al.

Na Figura 2.7, mostramos o comportamento do gap normalizado para varios
valores de j, em funcao da temperatura. Nesta figura, apresentamos apenas os
resultados obtidos no esquema SWDM uma vez que os resultados anteriores e, em
especial, a Figura 2.6, mostram que os dois procedimentos, FD e SWDM, fornecem
resultados idénticos. E interessante notar que A(T = 0)/A, aumenta com T’ da
mesma forma para todo j: na regiao investigada, o grau de frustracao, j, nao afeta
a dependéncia do gap normalizado com a funcao da temperatura.

Vamos, agora, discutir o comportamento da funcao de correlacao entre dois

spins. A expressao para o produto de dois operadores de spin depende da subrede,
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A ou B, em que cada operador se encontra. Dessa forma, temos

Ty -Sor1 = =5+ S(a;am + bgl/+1b2l'+1 — agbay 1
1
aglbgl’—l-l) + §a;l(b£l’+1 — a)*bar 11, (2.59)

para Ty € Ae SQZ’—i—l c B,

Ty Toy = 5%~ S(an — axw)(al, —aby)
1
- §a$,a£l+2(azz — agya)?, (2.60)

para Ty e Toy € A, L # 1, e

Sort1-Sorp1 = S*— S(b;l—&-l - bgw+1)(b2l+1 — by 1)

1

- Q(b;lﬂ - bgz/+1)2521+1b21/+1, (2.61)

para Soiy1 € Sy € B, 1A
Desacoplando os termos de quatro operadores de acordo com o exemplo dado

pela equagao (2.16), o valor esperado para estes produtos é dado por

1 2
<T21 : SQZ/+1> = - [S + 57 f(O) - 9(7“21 - 7“21'+1)1 ) (2-62)
para Toy € Ae Sqyyq € B, e
1 2
(To; - Toy) = (Sait1 - Soyy1) = — {5 + 5~ F0) + f(ra — T2l’):| , (2.63)

onde [ # ' e os spins pertencem a mesma subrede, A ou B. Nas equagoes acima ,
usamos f(ry — rop) = f(ro1 — roys1). As fungoes f(r) e g(r) foram definidas em
(2.14) e (2.15).

Usando a condicao (2.20), o valor esperado para o produto de dois spins loca-

lizados em subredes diferentes, é dado por
(T - Sory1) = —92(7’21 — Torg1), (2.64)
e para spins na mesma subrede,

(Tor - Tor) = (Sar1 - Savs1) = f2(rag — rar), (2.65)
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Figura 2.8: Funcao correlacao |< Sg - S, >| em fungao da distancia r, para vérios
valores de j.

Das equagoes (2.14) e (2.15), obtemos f(r) = 0 para (—1)" = —1 e g(r) =
0 para (—1)" = 1. Assim, usando as equagbes (2.64) e (2.65), podemos obter a

expressao geral para a funcao de correlacao, (S; - S;).

(Si-8;) = —92(7%' — 1)+ f2(7”z‘ —rj) — iéi,j. (2.66)

A expressao 2.66 vale para spins nas duas subredes. O primeiro termo vem da
correlacao entre spins localizados em subredes diferentes enquanto o segundo vem
da correlacao entre dois spins localizados numa mesma subrede.

O comportamento de [(S; - S;)|, para T = 0, em func@o da distancia entre os
spins é mostrado na Figura 2.8: a funcao correlacao decai muito rapido quando j
aumenta, como esperado. De fato, verificamos que o decaimento mostrado na Figura
2.8 é bem ajustado pela fungao exp(—r/€)/+/r, com o parametro £ - identificado
como o comprimento de correlacao - diminuindo quando j aumenta. A Figura 2.9
mostra o ponto, r¢, no qual nossos resultados numéricos comegam a concordar com

a expansao assintdtica, em fungao do parametro de frustracgao j.
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Figura 2.9: O ponto 7y, para o qual nossos resultados comegam a concordar com a
expansao assintotica, em funcao do parametro de frustracao j.

A transformada de Fourier da funcao correlacao (2.66) é

S(q) = > exp(iqr)(So-S,)

- iexpuqr) )~ P00 - oo
1 1

_ 1. . 1
1 2 ooy = B0 ) ). (267

onde cosh(26y) e sinh(26;) sao definidos na equacao (2.23) e ny ¢ dado por (2.11).

O fator de estrutura, S(q = 7), é entdo dado por

1 1 1\ 1
S(m) = ¥ Z cosh(20y,_, — 26y,) (ﬁk_ﬁ + 5) (ﬁk + 5) -7
k

11 1—Dsin®k)?+n?cos’k 1
B _—Z( s?n2 )? +n? cos s (2.68)
N4 4= (1—-Tsink)? —ncos’k 4

No limite termodinamico, S(7) esta relacionada ao quadrado médio da magnetizagao
“staggered”m por Nm? = S(r). A solucido das equagoes (2.24-2.26) mostra que,
quando j varia na regiao de validade da aproximacao aqui usada, 1 nao varia apre-
ciavelmente (de 0.999349 em j = 0 e 0.993872 em j = 0.30), enquanto I' aumenta,
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aproximando do valor 0,50 quando j — Jnaz- E fAcil perceber que, para I' — 0.5, a
equagao (2.68) fornece um valor pequeno, sinalizando que a ordem de longo alcance
sumira neste limite. De fato, para I' = 0.5, a equagao (2.24) nao tem uma solugao,

justificando a auséncia de uma solugao para o conjunto de equagoes auto-consistente

para j > Jmaz-

2.6 Conclusoes

Neste capitulo, usamos a teoria de MSW para investigar a energia do estado funda-
mental e o gap do modelo de Heisenberg antiferromagnético 1D frustrado com S = 1.
Este modelo tem atraido o interesse de varios trabalhos numéricos que investigam as
propriedades de temperatura baixa e o diagrama de fase do modelo. Nosso objetivo
foi mostrar que uma teoria analitica simples como a teoria MSW fornece resultados
confidveis para o comportamento do sistema a baixa temperatura.

Nossos resultados mostram que a teoria MSW da boas estimativas da energia
do estado fundamental e prevé um comportamento qualitativamente correto para o
gap em funcao do parametro de frustragao. Porém, o gap obtido via teoria MSW au-
menta com j mais rapidamente do que o encontrado em outros trabalhos numéricos.
Contudo é interessante ressaltar que o método de bosonizagao [56] aplicado ao mesmo
modelo prevé um gap que diminui com o aumento de j, em desacordo com os re-
sultados numéricos. A teoria MSW, apesar de sua simplicidade, pode prever um
comportamento qualitativamente correto. Comparamos, também, dois procedimen-
tos para implementar a teoria MSW; aqui referimo-nos a essas aproximacoes como
FD e SWDM. Os resultados dados por cada receita sao bem semelhantes, exceto pelo
valor maximo de j que permite a solu¢ao do grupo de equacoes auto-consistentes pro-
duzidas em cada procedimento: no esquema FD, j,,.. = 0.25 enquanto j,,., = 0.30
no SWDM.

Kolezhuk, Roth e Schollwéck [57], [58] identificaram um ponto de desordem em
Jp = 0.284 para esse modelo. Este ponto de desordem surge se o sistema tem duas
fases diferentes a temperatura baixa, isto é, uma fase com ordem antiferromagnética
e uma fase espiral com um nimero de onda que é, usualmente, incomensuravel. Uma
transicao de fase semelhante existe para o modelo de Heisenberg antiferromagnético

unidimensional frustrado classico. Para j < j. = 0.25, a cadeia esta antiferromag-
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neticamente ordenada, enquanto que para j > 0.25 existe uma ordem espiral com
um vetor de onda dado por ¢(j) = cos™!(—0.255). Somos levados, a sugerir que a
falha da teoria MSW em resolver as equacoes auto-consistentes, para j > jnaz €sta

de, alguma forma, relacionada a existéncia deste ponto de desordem.



Capitulo 3

Dinamica de spin da cadeia de
Heisenberg antiferromagnética de
spin 1 com interacoes entre
primeiros e segundos vizinhos

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos nossos resultados para a funcao de correlacao dinamica
do modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 1 unidimensional com interagoes
entre primeiros e segundos vizinhos, por meio da combinacao da abordagem da
equacao de movimento com o método do operador de projecao, como originalmente
proposto por Reiter [59, 60] e depois sistematizado por outros autores [61, 62].
O procedimento adotado é valido no limite de temperatura baixa e o método do
operador de projecao inclui até processos de dois magnons. Vale dizer que, embora
exista um numero apreciavel de trabalhos tratando de propriedades como energia
do estado fundamental, comportamento do gap em funcao da temperatura e do
parametro de frustracao - como visto no capitulo anterior - nao existem trabalhos
dedicados ao comportamento dinamico desse sistema. Nosso calculo para a dinamica
desse sistema se encontra publicado na referéncia [63].

O método empregado tem sido bem sucedido no estudo dos modelos classicos e
quanticos de Heisenberg em uma [64] e duas dimensoes [65, 66], mostrando um bom
acordo com os dados experimentais, simulagoes de Dinamica de Spin, e, também,

com outras teorias [67].

43
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Reiter [68] aplicou esta técnica ao estudo dos antiferromagnetos de Heisenberg
quanticos unidimensionais com valores grandes de S, mas seus calculos partiram da
teoria de onda de spin convencional e, por essa razao, a relagao de dispersao nao
apresenta um gap em ¢ = 0, como esperado [2, 3].

Devemos também comentar que uma primeira tentativa para estudar as pro-
priedades dinamicas de (2.1) poderia ser feita, com simplicidade maior, nos moldes
da teoria de onda de spin, calculando quantidades como (S;(¢)S;(0)) e suas trans-
formadas: esse procedimento foi aplicado por muitos autores para obter informagao
sobre o comportamento dinamico de outros sistemas de spin. Apesar de sua simpli-
cidade, este ultimo procedimento - que sera chamado aqui como método da dinamica
de onda de spin usual - tem algumas desvantagens quando comparado ao método
adotado em nosso trabalho. Por exemplo, espalhamento de magnons nao sao in-
cluidos no procedimento mais simples e, portanto, nosso céalculo é, neste sentido,
mais avancado. Uma discussao interessante a respeito das semelhancas e diferencas
entre a dinamica de onda de spin usual e os métodos do operador de projecao, pode
ser encontrada nas Refs. [69] e [70] onde os autores comentam os resultados obtidos
aplicando cada um desses dois métodos para ferromagnetos de Heisenberg 1D e 2D.

O célculo da funcao de correlacao dinamica de spin, de modo geral, exige o
conhecimento das correlagoes estaticas (SpS,) para n variando entre 0 e co. Porém,
no método de Reiter, a funcao de correlacao dinamica é escrita em termos da funcao
memoria que depende apenas de correlagoes entre primeiros e segundos vizinhos.
Dessa forma, o método exige apenas ordem local. Embora o antiferromagneto de
Heisenberg 1D quantico nao exiba ordem de Néel, mesmo em T = 0, ele apresenta
uma ordem local, em uma distancia da ordem do comprimento de correlacao £. Essa
mesma hipdtese, de ordem de curto alcance com carater de Néel, é também usada
quando fazemos um mapeamento para o modelo sigma nao linear.

Para S grande, £ torna-se maior do que o espagamento de rede, e, entao,
uma teoria de onda de spin e uma aproximagao continua sao, de fato, apropriadas.
Porém, o comprimento de correlagao é apreciavel mesmo para S =1 (£ = 7). De
acordo com Reiter [59, 60] e de Raedt [61, 62], podemos calcular as funcoes de
correlacao de operadores combinados em quantidades rotacionalmente invariantes
envolvendo spins localizados dentro de uma distancia menor ou da ordem de um

comprimento de correlacao. Obtemos, assim, o termo principal dentro de uma
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expansao da temperatura exatamente.

Uma das vantagens do método de Reiter é que ele nos permite fazer calculos
para todos os valores do comprimento de onda ¢. Por outro lado, o modelo N Lo
(de sigma nao-linear) s6 pode ser usado no limite de comprimento de onda longo,
isto é, ¢ — 0.

Para usarmos o método de Reiter, necessitamos conhecer a freqiéncia dos
modos de onda de spin. A teoria MSW, apresentada no Capitulo 2, fornece esta
informacao. Assim, neste trabalho, o gap é incluido no calculo da dinamica de uma
forma consistente porque combinamos o método do operador de projecao com a
teoria MSW. Como mostramos, no capitulo anterior, que os procedimentos SWDM
e FD sao equivalentes, passamos, neste capitulo, a utilizar apenas a aproximagao
SWDM para as correlagoes estaticas necessarias para o célculo da fungao de cor-

relacao dinamica no contexto do método do operador de projecao.

3.2 O método do operador de projecao

Em antiferromagnetos, ondas de spin tém dois “ramos”, um associado a magne-
tizagao convencional, Mg = S + T, e outro a magnetizagao “staggered”, Ry =
Sg—1T7, com a = x,y, z. Para baixas temperaturas, a funcao de correlagao associada
a magnetizagao “staggered”, Ry, ¢ a contribuigao principal para o fator de estrutura
na vizinhanga do vetor de onda antiferromagnético [19, 66]. Neste trabalho, estare-
mos envolvidos, entao, com o célculo da fungao de correlagao relacionada a Rg. O
calculo da fungao M pode também ser feito seguindo o mesmo procedimento, mas
nao foi o objetivo deste trabalho.

Enfatizamos que apenas quantidades rotacionalmente invariantes como R, =
s(RY + RY + R;) devem ser calculadas no formalismo adotado. Devido & carac-
teritica isotrépica da hamiltoniana (2.1), cada uma das trés componentes de spin
dé a mesma contribuicao para o comportamento dinamico do modelo. No entanto,
a transformacao de Dyson-Maleev quebra a simetria do espago de spin, atribuindo
um papel privilegiado a componente z. Dessa forma, a simetria do modelo é restau-
rada quando computamos quantidades rotacionalmente invariantes. No que segue,
descrevemos os passos principais que levam ao célculo da funcao de correlagao

dinamica. Uma descricao detalhada do procedimento pode ser encontrada nas Refs.
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[59, 60, 61, 62].
A transformada de Fourier da funcao relaxacao é dada por
L% i (Ra(t), Rq(0))
R =— dte 2 3.1
(00) = 5 [ e e (3.1)

Na expressao acima, (A, B) é o produto interno de Kubo de dois operadores A e B

definido por [71],
(A, B) = 1 /ﬂo(e’\HATe_’\HBM)\, (3.2)
Bo Jo
onde (.. .) designa a média sobre o ensemble candnico com temperatura 7' = 1/kg /3.
Se A denota uma varidvel dinamica hermitiana, como, por exemplo, cada
componente de spin Sg' (o = z,y,z) de ambas subredes para o nosso sistema anti-

ferromagnético, entao, a evolucao no tempo de A é formalmente dada por
A(t) = et Ae™ 1t (3.3)

que leva a equacao de movimento

dA(t -
PO _ Aty = i) = —ilaw). 1) (3.4
onde H é a hamiltoniana do sistema e L = —id/dt é o operador de Liouville.

A fungao de correlacao dinamica é escrita como
Ry(t) = (Rq(t), Re(0)), (3.5)
e sua transformada de Laplace é dada por
R,(3) = —i / h dte™ R, (t); 3= w + i (3.6)
0

Usando a técnica do operador de projecao desenvolvida por Mori [71, 72], escrevemos
a transformada de Laplace da func¢ao correlagdo dinamica (3.6) na forma de uma

fracao continuada

IR IR
%6 =03~ o | 57)
onde L
<w§> — (LR‘P LRQ) — (R‘P RQ) (38)

(R Ry)  (RgyRy)’
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é o segundo momento de freqiiéncia e ¥,(t), a funcdo memdria de segunda ordem
no espago tempo, dada por

A\ (3.9)

sendo

My (t) = (QL2Rq> e_iQLQtQLZRq)-
Na expressao acima, Q=1 — P e P é um operador de projecao que projeta no
subespaco ortogonal a R, e Rq. Reiter [59, 60] mostrou que, em primeira ordem em
temperatura, o operador de projecao ) que aparece no expoente da exponencial na

equacao anterior pode ser desprezado e podemos aproximar .#,(t) escrevendo
My(t) = (QL*R,, e QL*R,). (3.10)
Pode-se mostrar que
QL*R, = L*R, — (W2)Ry = Ry — (W) Ry, (3.11)

onde usamos a equacao de movimento (3.4). O fator de estrutura dinamico R(q,w)
é a parte imaginaria de :,(3) e é dado pela expressao

(wg) g (w)
[w? = (W) + W (W) + [wEf (W)

onde ¥/ (w) e X7 (w) sdo, respectivamente, as partes real e imaginaria de ¥4(3).

R(q,w) =R, (t =0) (3.12)

De agora em diante, precisamos das expressoes que definem S, Sgt, Si' e
Ty, Ty, T, para as duas subredes para determinar cada componente do operador
magnetizacao “staggered”, Ry, e de suas derivadas de primeira, Ry, e segunda, Ry,
ordem em relagao ao tempo.

As transformadas de Fourier dos operadores de spin sao dadas por
1 , 1 1 ) 1
g — ezq(2l+§) « T — 6“](21_5) . (313)
q T § 20+1> q /—§ : 21
VN 5 N5

Em nosso trabalho, estaremos interessados nos termos que contribuem para a fungao
de correlacao dinamica com até quatro operadores. Assim, mantemos apenas os
termos de primeira ordem para os operadores de bosons na transformacao Dyson-
Maleev para os operadores T,/ e S +1- Desta forma, as transformadas de Fourier

das componentes z e y dos spins sao dadas por

S
T = —[aq+aT_q], TY = —iy/ =lag —a

: 5 (3.14)
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I3 5
Si= S st — S0 (3.15)

e a transformada da componente z dos spins é
1 1
T; = S(s%o\/ﬁ - \/—Nzka};aﬁk s qu = —S(Sq’o\/ﬁ + \/—Nzkb};bk_q (316)
A expressao para a hamiltoniana (2.1) no espago dos vetores de onda é

H = {2Jy cos (k)Ty.S_i + Jo cos(2k)[Ti. Ty, + Si.S_y]}, (3.17)
k

onde usamos a transformada de Fourier (3.13).
A primeira e a segunda derivada no tempo sao obtidas diretamente da definicao
do operador de Liouville e da equagao (3.17). As expressoes que obtemos para a

derivada no tempo sao as seguintes:

. 1
§r = ﬁzk{m cos (k) (T2 — TESY_) + 2Jz cos (2k) (SESE_, — SY_ .S},
(3.18)

: 1
o — \/_Nzk{z]l cos (k)(T; Sy — TY_,.SF) 4 2J5 cos (2k)(TYT7, — TV, T¢)},
(3.19)

el
I

1
ﬁzk{2J1 cos (k) (TS5, — TirS;_y) + 2 cos (2k)(SESi_y, — Si_S)
(3.20)

r 1 T z z T zT z T
TV — ﬁzk{zjl cos (k) (T, Sk — T7_1.Sk) + 2y cos (2k)(TETe_ ), — T, T}
(3.21)

. 1
Gz \/_Nzk{lfl cos (k) (T Sy, — T} Sq_1) + 2J5cos (2k)(Sy, S, — Sq_xSi)}

(3.22)
: 1
17 = _Nzk{Q‘]l cos (k)(TY_ Sy — T ,SY) + 2J5 cos (2k)(TETY, — T2 T}
(3.23)

Nas expressoes para a primeira derivada temporal das componentes x e y, subs-

tituimos as componentes z dos spins pelos termos de primeira ordem que aparecem
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na equacao (3.16); os outros termos contribuirao com seis operadores para o produto

interno (R,, R,). Procedendo desse modo, ficamos com as seguintes expressoes:

Sy = —2J18[cos (q)TY + SY] + 2J,S[SY — cos (2¢)SY] (3.24)
Ty = 2J,5[cos (q)SY + TY] + 2455 [cos (2q)TY — TY] (3.25)
S’g = 2J15[cos (q)T; + S7] + 2J25[cos (2¢).S7 — Sy (3.26)
TY = —2.J;S[cos ()ST + T] + 2J5S[TF — cos (29)T7]. (3.27)

As derivadas segundas das componentes em x e y sao dadas por

ST = g(q)Sz, (3.28)

> = g(g)T?, (3.29)

3 = 4(g)SY. (3:30)
e

i = glg)Ty, (331)

sendo g(q) = —4J25%sin?(q)[1 — 45(1 — jsin®*(g))]. Para S e 17, temos

1
8 = [0 RIS+ TES]) + Cola: K)(SESTi + SYS)-1)
+ Ol R (TET 4+ T ) (332

i =

1 x z x X
g ﬁkaq, B)(TF Sk + T2 SE) + Colq, k)T Ty o+ TETY. )

+ Cs(q, k)(S;:—kSIf + 53_;9555)], (3.33)
onde
C1(q, k) = 8J7S cos k[1 — 2jsin® (¢ — k)],
Cy(q, k) = 4J7S[cos? (k) + 252 cos (2k)[sin? (k) — sin® (¢ — k)]],
Cs(q, k) = 4J2S cos kcos (q — k).

Agora, aplicamos a transformagcao de Bogoliubov (2.8) para os operadores de
bosons aq(al), by(b}) nas expressoes (3.14)-(3.16), obtendo,

T; = \/g [uq <aq + ozT_q> — v (B + B;r)} : (3.34)
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S

7y = =iy [ (00— aly) = (5 - 5)] (3:35)

Sy = \/g [uq (Bq+ B — v, (aq + oj_q)] : (3.36)
Sy = —i\/g [uq (Bg — B-q) — g (aq — aT_q>] : (3.37)

1
17 = S8,0VN — ﬁzk {ukuﬁkalaﬁk - ukvq%azﬁ;rk

—Uq kUK Ok Bk + Ukvq%ﬂkﬁ;%} ; (3.38)

1
qu = _S(Sq,o\/ﬁ + \/_Nzk {Ukuk—qﬁl];ﬁk—q - UkUk—qﬁl];O‘ltz—q
—VpUg—q Ok Fp—q + vkvk_qozkozz_q} , (3.39)

onde u; = cosh 6, e v, = sinh 6.
No passo seguinte, escrevemos as expressoes para cada componente da mag-
netizacao “staggered”, R, = S, — T, bem como para suas derivadas com relagao

ao tempo, R, = S, — T, e R, = S, — T,. Fazendo uso das equacdes (3.34)-(3.39),

obtemos:

R, = \/g (ug + vg) [ﬁ,q + 5; — oy — aT_q} , (3.40)

RY = Z\/g (g +vg) [ g + B — ol = 8], (3.41)
R = —255,0VN+ \/Lﬁzk{ukqu(@;%% + 81 1B

HupUi—g (el + BrogBl) — i qur(nBi—q + o B1)

—Uq V(g k Ok + a;ﬂ;—i-k)}? (3.42)

para as trés componentes do operador R,. Para as componentes de Rq, temos
R§ = —2J15[(1 + cos(q)) — j (1 — cos(2q))] [Sg + Té’] , (3.43)

RZ = 2J15[(1 4 cos(q)) — j (1 — cos(2q))] [S + T2 (3.44)
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Ry = T3 tialal A~ aufi i) + Ax(a.Rlof5] . — auh]
+ Bi(q, k)[oner)_, — Br—gBl] + Ba(q. k) (B! 1.8 — fargsn]}, (3.45)
onde
Ai(q, k) = Jy cos k[ugug—k — vkvg—i| + Jo o8 2k[upvy—k — Ug—r vk,
As(q, k) = Jy cos k[ugtgrr — Vkvgtr] + Jo €08 2k[ugpVgsk — UgrkUi),
Bi(q, k) = Jy cos k[ugvg—i, — tug—kVk] + Jo cos 2k [uptig—k — VkVg—k),
Bs(q, k) = Jy cos k[ugvgix — UgirVx] + Jo €08 2k [ugtyir — VkVgrk]-

Finalmente, para as trés componentes do operador R,

Ry =—g(q)Re, (3.46)
R = —gla)R2, (3.47)
¢
R = %kaqa F) [ Bh-q + o8] + 71 (a, —k)lg B + a8l
+72(q, k) [awal_, + Be—oBY] + 72(q, —K)[afogrr + B1, 1 Be]}, (3.48)
sendo

Y1(q, k) = Ci(q, k) [uptq—r + vevg—r] — (Calq, k) + C3(q, k) [urvg—r + ug_rvrl,

Ya(q, k) = (Calq, k) + Cs(q, k) [ugug—r + vrvg—i] — C1(q, k) [urvg—r + tg—rvi].

Calculando explicitamente a expressao (3.11), para cada componente do ope-
rador QL*R,, temos

QLQRE = [Q(Q) + <W§>} \/g (uq + vg) [qu + O‘iq — g — ﬂ(ﬂ ) (3.49)
QUPRY = i [g(a) + )] /5 (g +v) [0l 40 —a— 0], (350)
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QL*R: = 255,90V N(w?) +
1
30, (k) + (ol oy + )

+ (g, —k) + (WA ugervilogrnBe + af Bl ]
+ [2(q, k) — (W) vk—quilloner)_, — Br—gB]
+ [a(g, —k) — (WHugspu][afagen + BB} (3.51)

A evolugdao temporal do operador QL*R,, é dada por

e—iLtQL2Rq — 6—iLt7éq . <u}2>6_iLth.

q

Como mostrado por Reiter [59, 60], podemos, para primeira ordem na temperatura,

substituir a evolucao no tempo e *** pela evolucao harmoénica no tempo, isto é

a(t) = 6‘”“%(0),

afl(t) = eiw‘ltag(()), (3.52)

e expressoes semelhantes para F,(t) e 31(t). Assim os valores esperados em .#,(t) sao
tomados usando a hamiltoniana de onda de spin e obtemos varios produtos de Kubo
de quatro operadores bosonicos que podem ser desacoplados, segundo procedimentos
usuais.
A expressao geral para o segundo momento de freqiiéncia que aparece nas
equagoes (3.49)-(3.51) é
(R R) + (R, Ry + (RE, Ry)

W)= (e ey + (RERE ¢ (R3 Re) (359

Para a fungao memoria de segunda ordem no espago tempo, temos

(QL*RE, e MQLPRE) + (QL*RY, e QL*RY) + (QL*RZ, e M QL*R?)
(Rz,Rz) + (RY, RY) + (Rz, R2)

Eq(t) - -

(3.54)
Em relagao as componentes x e y de QL*R,, R, e Rq, temos os seguintes produtos

internos, necessarios para o calculo de (3.53) e (3.54)

<QL2R;’ e_iLtQL2R§) - %;Z—Z((«wﬂf)[g(q) + <W§>]2[uq + Uq]Q[eﬂqu —1]ng, (3.55)
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S N
(R Ry) = m(uq + Uq)Z[eﬁowq — 1]ng, (3.56)
. G52 )
(5, R5) = D = 0l = 1, (3:57)

com f(q) = 45[Jy cos* (%) — Josin?(q)] e ny 6, como antes, o nimero de ocupagao de
bosons. Além disso,
(RY,RY) = —(Ry, Ry),

(QL*RY, e MQL*RY) = —(QL*RE, e "MQL*RY).

Devido a estes resultados, a soma dos produtos internos que envolvem as
componentes « e y no denominador e numerador das equagoes (3.53) e (3.54), se
cancelam e, desta forma, somente sobra o produto interno envolvendo a componente
z. Assim, para o modelo em questao, o célculo das equagoes (3.53) e (3.54), se reduz
ao calculo de o

(wg) = % (3.58)
para o segundo momento de freqiiéncia, e,

(QL*R:, e MQL*R?)

X,(t) = — — , (3.59)
(R%RY)
para a fun¢ao memoria de segunda ordem no espago tempo.
Ap6s um célculo longo, mas simples, obtemos para (3.59),
2
(1) = + > [A_(q. k) cos(Q_t) + A (q, k) cos(Q)]. (3.60)
k
Na expressao acima, {24 é definido como
Q:t = Wk + Wy—k, (361)
e A e A, sdo dados por
[Ci(g, k)]* (e — ePeur)
A_(q, k) = ——— X NEMNg—k
(g,k) (RZ>RZ) 30 kTq—k
Ly(q, k)]? |
A(gh) = L@hl (e L (3.62)

(Rz, R2) B,
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Nas defini¢oes de AL, usamos

I'i(q,k) = Di(q, k)[urvg—i + ug—rvr] — Da(q, k)[urptg—r + vg—1rvr),
Fg(q, k) = D1 (q, k)[ukuq,k + vq,kvk] — DQ(C], k)[ukvq,k + uq,kvk], (363)

Di(q,k) = 8J75%{cos(k)[1 — 2jsin*(q — k)] + cos(q — k)[1 — 2jsin’*(q — k)]},
Dy(q, k) = 4J7S*{[cos(k) + cos(q — k)]* + 25*[cos(2k)
—cos(2q — 2k)] x [sin®(k) — sin®(q — k)]} + (w).

A expressao para (R;,R;) ¢ também necessaria para o calculo do segundo

momento que, de acordo com (3.58), é dado pela razao das expressoes abaixo:

Rz Ry = SUAS) Z{Ff(q,k)
k

(eﬁwk —_ eﬁwqfk)

N 30
P — 1
+ F3(q, k)(ﬁ—gh)}nknq—k, (3.64)
e
2 eﬂwk — eﬂwq—k
(R;,R;) = N Z { ( 50 )[ukuq_k + vpvg_i)?
- _
P — 1
%[ukvqk + uqfkvk]2 }nknqk-
(3.65)
Em (3.64), usamos
Fi(q,k) = [cos(k)+ cos(q — k)|[urvg—k — Ug—rVk]

+  jlcos(2k) — cos(2q — 2k)]|[urtg—r — VEVg—k];
F2<Q7 k)

[cos(k) + cos(q — k)] [urtg—t — VkVg—k]

+  jlcos(2k) — cos(2q — 2k)|[ukvg—k — Uq—kVk]-

Apéds tomarmos a transformada de Laplace de (3.60), obtemos ¥,(3), que é

dado por

50 = farloran(Fa+ mar) 7 en (e
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E, entao, aplicando a formula de Cauchy

1 1
I _ —ind(w £ Q
S e = Porq MW ),

. "

onde P significa valor principal, obtemos, finalmente, ¥ (w) = E;(w) —i%,(w). As

partes real e imaginaria de ¥,(w) sdo dadas pelas seguintes expressoes

) - 77 {d_<q, B A ak) | Alak) | Al k)}’ (3.66)

272 w+Q w—-Q. w4+ w—-Q
e
4 1
Y, (w) = o dk{%_(q,k)[(S(w—f—Q_)+5(w—Q_)]

+ o (g, k) [0(w + Q) + 6w — Q+)]}. (3.67)

Se a fun¢ao delta tem como argumento uma fungao f(z) da varidvel indepen-

dente x, ela pode ser transformada de acordo com a regra,

1
S(f(x) = ‘dfw 6(z — ),

dx

i

onde f(x) assume apenas zeros simples, localizados em x = x;. Aplicando esta regra,

a parte imaginéria da funcao memdria (3.67) adquire a seguinte forma,

5, (w) = % 8 {%[é(w + Q) +6(w— Q)]
%me) +6(w - Q+)]}7 (3.68)

onde k;, com i = 1,2, corresponde as raizes de w = |Q_(q, k)| e w = |Q4 (g, k2)|. O

somatorio é realizado sobre metade da primeira zona de Brillouin.

3.2.1 Discussao dos resultados numéricos

O método empregado aqui é valido apenas para o regime de temperatura baixa, isto
é, T << J, mas, como discutido por Reiter [59, 60|, ele é exato em primeira or-

dem na temperatura. Em relacao ao vetor de onda, a regiao de validade do método
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Figura 3.1: Q_ e Q, em fungao de k/7 para j = 0.10, ¢ = 7/10 ¢ T = 0.20J,5% A
linha horizontal corresponde a energia de onda de spin wj,.

depende da precisao das expressoes que sao usadas para calcular as quantidades
estdticas exigidas pelo formalismo. Se tivéssemos expressoes exatas para as cor-
relagbes estaticas (Sp.S,) e para o segundo momento, a técnica poderia ser usada
para todos os valores do vetor de onda. Porém, como as correlagoes e o segundo
momento sao calculados no contexto da teoria MSW, ficamos limitados ao mesmo
dominio de validade desta teoria, isto ¢, ¢ > ¢!, onde £ é o comprimento de cor-
relacao. Nos proximos paragrafos, discutimos nossos resultados numéricos para a
funcao de correlacao dinamica calculados das expressoes anteriores. Esses resultados
estao publicados em [63].

Muitos detalhes da funcao de correlagao dinamica podem ser entendidos ao
analisarmos as funcgoes 2, e _, devido a relacao entre essas duas funcoes e as

partes real e imaginaria da fun¢ado memdria, dadas pela equagoes (3.66) e (3.68). As
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fungoes Q4 e Q_ para j = 0.10, ¢ = /10 e T = 0.20J,.5% em fungao do vetor de
onda k sao mostradas na Figura 3.1. A linha horizontal desta figura representa a
energia de onda de spin, w,, para os parametros escolhidos.

Um exame da equagao (3.68) nos leva a esperar divergéncias nos maximos e
minimos de )., ou seja, para os vetores de onda onde a densidade de estados de

dois magnons

dk ’ (3.69)

in(CI7 k)

diverge. Observando a Figura 3.1 esperamos que X tenha divergéncia em trés

ni—‘

valores de freqiiéncia: no valor w = €)1, que corresponde ao valor absoluto dos pontos
de méaximo e de minimo de €2_, e nos valores w = {2y e w = (3 que correspondem
aos pontos de minimo e de maximo de {2,. Nesta figura, o comportamento de (24
em funcao de k/7 para T = 0.20.J; 5% pode ser comparado com aquele obtido para o
caso nao frustrado [19]: a principal diferenca é que, para o caso frustrado (j = 0.1),
o intervalo de freqiiéncia, Aw = Qy — €, é maior (0.26.J;5%) do que o encontrado
no caso nao frustrado (0.20J;5%) [19]. Como discutiremos abaixo, esta diferenga
estd intimamente relacionada ao gap de energia em ¢ = 0 que, como mostrado no
Capitulo 2, aumenta com j.

As curvas para €2, e ()_ nunca se cruzam e, portanto, devido as funcoes
delta de Dirac em (3.68), o amortecimento recebera contribuicoes de Q2_ para w <
|21], ou de 2, na regiao de freqiiencia Q; < w < Q. As contribuigoes de Q_
correspondem a absorc¢ao e reemissao de um magnon - chamado processo de diferenca
- enquanto as contribuicoes de {2, correspondem a criacao de dois magnons - processo
de soma. Concluimos, assim, que, para {2; < w < {25, nenhum desses dois processos
contribui para o amortecimento, isto é, ¥ (¢,w) = 0 nesta faixa de freqiiéncia, e,
consequentemente, R(¢,w) = 0 nesta regido. A energia de onda de spin w, estd
aproximadamente centrada ai. Este fato é uma conseqiiéncia da existéncia de um
gap na relagao de dispersao da onda de spin (Aw o wy—g) € estard sempre presente
dentro de uma teoria que inclua apenas processos de dois magnons.

As partes real e imagindria da fungdo meméria para j = 0.10, ¢ = /10, e
T = 0.20J,5? sdo mostradas na Figura 3.2. R(q,w), para os mesmos parametros,
e também para T = 0.04.J;5%, é mostrada na Figura 3.3. Na Figura 3.2, vemos

que a divergéncia de ¥ em 23 (a freqiiéncia mais alta) nao é tao visivel quanto
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Figura 3.2: ¥, (linha continua) e ¥, (linha pontilhada) em funcéo de w para j = 0.10,
q=m/10e T = 0.20.J; 5.

é em ) e Qy. Obviamente, em um calculo numérico, as divergéncias de (3.68),
somente serao encontradas se apontamos exatamente para o valor preciso do vetor
de onda que satisfaz df)./dk = 0.  Por isso, ndo encontraremos um resultado
realmente divergente para ¥ . Os valores obtidos dependem dos valores (pequenos)
das derivadas (d€)+/dk) na vizinhanca do ponto critico e, também, do numerador,
A, dado pelas equagoes (3.62). As fungdes A4 dependem dos nimeros de ocupagao
que sdo pequenos em temperaturas altas (7' = 0.2J,5?%) e freqiiéncias altas: por esta
razao, em Y (Figura 3.2), o efeito da divergéncia em 3 nao é tao pronunciado
como em €27 e .

Para vetores de onda maiores como, por exemplo, ¢ = 7/4, achamos que €,
tem um valor de méximo absoluto (£23) e um valor de méaximo local para um valor de
freqiiéncia préximo de €2,. Isto significa que esperamos um comportamento pronun-
ciado para ¥’ em uma quarta freqiiéncia; aquela correspondendo ao maximo local de
Q.. O efeito desta quarta freqiiéncia é visto na Figura 3.4, onde mostramos R(q, w)

para ¢ = 7/4, j = 0.10 e duas temperaturas 7'/.J; 5% = 0.04 e 0.12: comparando com



3.2 O método do operador de projecao 59

14 .
12f E

: j=0.10 ]
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Figura 3.3: R(q,w) em fungao de w para j = 0.10, ¢ = 7/10 e T = 0.04J,5%(linha
continua) e T = 0.20./;.5%(linha pontilhada).

o resultado mostrado na Figura 3.2, vemos que a contribuicao devido ao processo de
soma tem uma estrutura mais rica na Figura 3.4. Nos préximos paragrafos, discu-
tiremos nossos resultados para R(g,w) para um vetor de onda pequeno, ¢ = 7/10,
e para um vetor de onda moderadamente grande, ¢ = 7/4.

Para ¢ = 7/10, 7 = 0.10 e temperatura baixa (7/J;5? = 0.04), a fungao
de correlagao dinamica exibe um unico pico, como pode ser visto na Figura 3.3:
este pico corresponde a contribuicao de 2. Quando a temperatura é aumentada
(Figura 3.3 para T/J15% = 0.20), o ntimero de mégnons no sistema aumenta e o
pico relacionado com _ se destaca. A regidao de freqiiéncia, Aw, onde R(q,w) é
nulo torna-se mais ampla com o aumento da temperatura e a distancia entre os dois
picos fica maior: para T'/J;S? = 0.20, os dois picos estao bem definidos e separados.

Um comportamento tipico para R(q,w) na regiao de vetor de onda grande é
esbocada na Figura 3.4, onde apresentamos a funcao de correlacao dinamica para
q=m/4,j=0.10, T/J, 5% = 0.04, 0.12, e 0.20. Note que, na regiao de temperatura

representada, existe basicamente um pico tnico que é devido a contribuicao de 2_,
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Figura 3.4: R(q,w) em func¢ao de w para j = 0.10, ¢ = /4, para trés valores de T.

ou melhor, ao processo de absorcao e reemissao de um magnon. O pico devido
a contribuicao de Q, tem intensidade pequena e é também estreito (tornando-se
mais estreito a medida que T aumenta) para ser experimentalmente observével. A
explicacao para este comportamento é que magnons com vetores de onda grandes
exigem uma quantidade grande de energia para serem criados e, entao, o processo
de diferenca tem possibilidade maior de ocorrer.

Discutimos, agora, o efeito de aumentarmos a frustracao no sistema. O efeito
do parametro de frustracao, em T/J;5% = 0.04 e 0.20, para g = 7/10 e ¢ = 7/4, é
mostrado nas Figuras (3.5)-(3.8) para j = 0.05, 0.10, 0.15 ¢ 0.20. Uma caracteristica
comum nessas figuras é que o aumento de j faz com que o parametro I' fique grande e,
portanto, a energia de onda de spin, equagao (2.22), para um vetor de onda especifico
diminui. Isto explica porque os picos relacionados as contribuicoes das fungoes €2,
e {2_ se movem para freqiiéncias menores quando j aumenta. Da mesma forma,
quando j aumenta, a energia do gap e, portanto, Aw torna-se maior, aumentando a
distancia entre os dois picos em R(q,w).

Para um vetor de onda menor, por exemplo, ¢ = 7/10, para todos os valores



3.2 O método do operador de projecao 61

8
6; g=11/10 7
! T=004S" |
_ T —j=005 |
3t —-j=010| -
SAar — j=015 ]
! .. j=020
n 1
i T
% 15 2

Figura 3.5: R(q,w) em funcao de w para ¢ = m/10, T = 0.04.J;5? para vérios valores
de j.

de j investigados e para as temperaturas mostrados nas Figuras 3.5 e 3.6, nao obser-
vamos outras mudancas significativas devido & variagao de j: para T/J;.S? = 0.04,
existe basicamente um 1nico pico - relacionado com {2, - cuja intensidade nao varia
apreciavelmente. Para temperaturas mais altas, T/.J;5% = 0.20, o pico relacionado
com o processo de diferenca se desenvolve e, quando j aumenta, a intensidade em
frequéncias baixas torna-se mais alta. Porém, de modo qualitativo, podemos dizer
que as areas sobre cada um dos dois picos nao sofrem variagoes bruscas. Concluimos,
entao, que para vetores de onda pequenos temos um tnico pico em temperaturas
baixas e um pico duplo para temperatura mais alta: quando 7" e j aumentam a
distancia entre os dois picos torna-se maior.

Uma investigagao da Figura 3.7, para ¢ = 7/4 e T'/J; 5% = 0.04, mostra que o
pico principal em R(q,w) (o relacionado com €)_) é bem pequeno e diminui apreci-
avelmente quando j aumenta: isto sugere que, para temperaturas baixas, magnons
com vetores de onda tao altos, tém uma chance pequena de serem encontrados no

sistema e a contribuicao devido ao processo de dois magnons para a funcao de cor-
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Figura 3.6: R(q,w) em funcao de w para ¢ = m/10, T = 0.20.J;5? para vérios valores
de j.

relagao dinamica é muito pequena. Como é esperado, para temperatura mais alta,
T/J1.5? = 0.20, até mesmo magnons mais energéticos podem ser criados e o pico em

R(q,w) para ¢ = m/4 torna-se significante.

3.2.2 Conclusoes

Neste capitulo, foram investigadas as propriedades dinamicas da cadeia de Heisen-
berg antiferromagnética de spin 1 frustrada, combinando a teoria MSW com o for-
malismo da funcao memoéria. A teoria MSW foi usada para obtermos quantidades
estaticas como: a energia do estado fundamental, a dependéncia do gap com a tem-
peratura e o parametro de frustragao, a relacao de dispersao de onda de spin e o
comportamento da fungao de correlagao spin-spin.

A funcao de correlacao dinamica foi obtida para varios valores de j, para
temperaturas baixa (7'/J15% = 0.04) e moderadamente alta (0.20): mostramos que
existem dois comportamentos distintos a respeito da dependéncia com o vetor de

onda. Para ¢ pequeno e temperatura baixa, R(q,w) apresenta um pico tinico corres-
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Figura 3.7: R(q,w) em fungao de w para ¢ = /4, T = 0.04.J; 5% para vdrios valores
de 7.

pondendo ao processo de criagao de dois magnons: quando a temperatura aumenta,
um segundo pico, aquele relacionado as contribuigoes de absor¢ao e reemissao de
um magnon se desenvolve. Este segundo pico estd bem separado do primeiro e é
dificil supor que a inclusao de processos de ordem mais alta (como, por exemplo,
espalhamento de trés magnons) no célculo de R(q,w) preencherad a regido que os
separa.

Para vetores de onda maiores, a contribuicao de €2_ é sempre dominante.
Porém, se a temperatura nao é alta o suficiente para viabilizar a presencga de magnons
de energia alta, a contribui¢do desses para R(q,w) pode ser desprezivel. Portanto,
para ¢ grande, esperamos apenas um unico pico para uma temperatura moderada-
mente alta.

O procedimento adotado neste trabalho para calcular a funcao de correlacao
dinamica tem sido bem sucedido na regiao de temperatura baixa. Portanto, como
esta € a primeira tentativa de obter o comportamento dinamico da cadeia de Heisen-

berg antiferromagnética frustrada, esperamos que nossos resultados possam esti-
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mular o desenvolvimento de investigagoes numéricas e experimentais a respeito da
dinamica do modelo. A regiao Aw ao redor da energia de onda de spin, dando um
resultado nulo para a correlagao dinamica nesta regiao, nao é, como poderia ser
pensado, um resultado espirio do método: esta caracteristica serd sempre compar-

tilhada por qualquer teoria incluindo apenas processos de dois magnons.



Capitulo 4

Conclusoes finais

Apresentamos neste trabalho os resultados obtidos para o modelo de Heisenberg
antiferromagnético de spin-1 com interagoes entre primeiros e segundos vizinhos.
Para este modelo, investigamos o comportamento de algumas de suas propriedades
estaticas e também obtivemos o seu comportamento dinamico através do calculo da
funcao de correlagao dinamica, a baixa temperatura.

Na primeira parte do trabalho, usamos a teoria de ondas de spin modificada
para o calculo de algumas propriedades estaticas do modelo. Nossos resultados
mostraram que essa teoria da boas estimativas para a energia do estado fundamental.
Com relacao ao comportamento do gap: nossos resultados mostram, em acordo
com outros trabalhos, que ele aumenta a medida que a temperatura aumenta e a
medida que o parametro de frustracao aumenta até j < j,.... Pela primeira vez,
foram comparadas duas formas diferentes de implementarmos a teoria MSW: os
procedimentos SWDM e FD. Concluimos que apesar das diferencas entre as equagoes
a serem resolvidas dentro de cada procedimento, os resultados dados por ambos sao
equivalentes/semelhantes, exceto pelo valor previsto de e, 0 valor maximo de j
acessivel em cada tratamento.

Na segunda parte do trabalho, relatamos o célculo para a funcao de correlacao
dinamica. Novamente, destacamos que foi realizado, pela primeira vez, um estudo
sob a dinamica do antiferromagneto 1D de Heisenberg de spin-1 com interacoes entre
primeiros e segundos vizinhos.

Empregamos a combinagao de um método de operador de projecao, dentro
da aproximacao originalmente desenvolvida por Reiter, e a teoria de ondas de spin

modificada. Dependendo dos valores do parametro de frustragao j, do vetor de onda
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e da temperatura, uma estrutura de dois picos para a funcao de correlacao dinamica
pode desenvolver-se . A funcao de correlacao dinamica foi obtida para varios valores
de j, para temperaturas baixa e moderadamente alta: mostramos, através dos re-
sultados, que existem dois comportamentos distintos a respeito da dependéncia com
o vetor de onda. Para q pequeno e temperatura baixa, R(q,w) apresenta um pico
unico correspondendo ao processo de criacao de dois magnons: quando a tempera-
tura aumenta, um segundo pico, aquele relacionado as contribuicoes de absorcao e
reemissao de um magnon se desenvolve. Apesar da presente teoria conter apenas
processos de dois magnons, é dificil prever que a inclusao de processos de ordem
mais alta, no célculo de R(q,w), preenchera a regido que separa o primeiro do se-
gundo pico. Devemos enfatizar que a distancia separando esses dois picos é devida
a existéncia de um gap no espectro de onda de spin. Para vetores de onda maiores,
a contribuicao de 2_ é sempre dominante, e neste caso podemos esperar apenas a

presenca de um unico pico para uma temperatura moderadamente alta.
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