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Aos meus pais Vicente e Maria Lúcia
sem palavras...

e para quem, com muito amor,fez da minha vida
uma parte da sua

Mariza



Ando devagar porque já tive pressa
e levo esse sorriso porque já chorei demais...

Hoje me sinto mais forte, mais feliz, quem sabe
Eu só levo a certeza

de que muito pouco eu sei
Eu nada sei

Conhecer as manhas e as manhãs,
o sabor das massas e das maçãs

é preciso paz pra poder sorrir
É preciso chuva para florir

Penso que cumprir a vida seja simplesmente
Compreender a marcha
e ir tocando em frente

Como um velho boiadeiro levando a boiada
Eu vou tocando os dias

pela longa estrada eu vou
Estrada eu sou

Conhecer as manhas e as manhãs,
o sabor das massas e das maçãs

é preciso paz pra poder sorrir
É preciso chuva para florir

Todo mundo ama um dia, todo mundo chora
Um dia a gente chega, no outro vai embora

Cada um de nós compõe a sua história
E cada ser em si carrega o dom de ser capaz

De ser feliz
Conhecer as manhas e as manhãs,

o sabor das massas e das maçãs
é preciso paz pra poder sorrir

É preciso chuva para florir
Ando devagar porque já tive pressa

e levo esse sorriso porque já chorei demais...
Hoje me sinto mais forte, mais feliz, quem sabe

Eu só levo a certeza
de que muito pouco eu sei

Eu nada sei...
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famı́lia... é muita gente!! Vocês fazem o mundo mais lúdico e divertido.
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Resumo

Neste trabalho, propomos uma generalização do procedimento de Re-

gularização Impĺıcita para ordens além da primeira ordem na expansão em

loops, no contexto de teorias de calibre. Nesta extensão do procedimento, as

divergências ultra-violeta são escritas em termos de integrais nos momentos

internos aos loops, enquanto as identidades de Ward-Slavnov-Taylor são con-

troladas pela eliminação dos chamados termos de superf́ıcie, que são obtidos

através de integrais em momentos internos aos diagramas em que o integrando

possui ı́ndices de Lorentz. Como exemplos de ilustração, aplicamos o pro-

cedimento de Regularização Impĺıcita em dusa teorias de calibre abelianas,

não-massivas: a eletrodinâmica escalar e a eletrodinâmica espinorial, tratadas

na ordem de dois loops. Na QED espinorial, calculamos a função β do grupo

de renormalização a dois loops, um cálculo que serve como um teste para o

procedimento de Regularização Impĺıcita, visto que tal parâmetro depende

do contratermo da função de onda do campo eletromagnético.

Como uma segunda contribuição, estabelecemos uma sistematização do

cálculo multiloop de amplitudes de probabilidade para teorias não-massivas,

no contexto da Regularização Impĺıcita. Determinamos uma estrutura geral

para o conteúdo ultra-violeta da teoria e identificamos todos os termos poten-

cialmente violadores da simetria de calibre. Em especial, desenvolvemos uma

técnica para o cálculo da parte finita de integrais multiloop para teorias não-

massivas, já que técnicas usuais (como os polinômios de Gegenbauer) para o

cálculo em ordens superiores para teorias não-massivas não são adequadas na

Regularização Impĺıcita. Usando uma identidade matemática conhecida os

integrandos podem ser colocados numa forma adequada para que possamos

usar a Parametrização de Feynman. Isso torna o processo de cálculo simples

e permite sua sistematização para integrais t́ıpicas de n-loops. A relevân-

cia das chamadas relações de escala é acentuada através do cancelamento

direto dos termos que são dependentes de massas fict́ıcias introduzidas para

proteger a amplitude contra divergências infra-vermelhas.
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Abstract

We extend a constrained version of Implicit Regularization (CIR) beyond

one loop order for gauge field theories. In this framework, the ultraviolet

content of the model is displayed in terms of momentum loop integrals order

by order in perturbation theory for any Feynman diagram, while the Ward-

Slavnov-Taylor identities are controlled by finite surface terms. To illustrate,

we apply CIR to massless abelian Gauge Field Theories (scalar and spinorial

QED) to two loop order and calculate the two-loop beta-function of the

spinorial QED.

As a second contribution, we establish a systematization of the calcula-

tion of multiloop amplitudes of massless models with Implicit Regularization.

We show that the ultraviolet content of such amplitudes have a simple struc-

ture and it permits as a byproduct the identification of all the potential

symmetry violating terms, the surface terms. Moreover, we develop a tech-

nique for the calculation of the finite part of multiloop integrals coming from

amplitudes of massless theories in connection with Implicit Regularization

(IR). The usual techniques for calculation at a superior order in massless

theories are not applicable in the context of IR. We use a well known mathe-

matical identity to express the integrand in an adequate form to use Feynman

parametrization. This renders the process of calculation simple and permits

the systematization of the calculus for a typical n-loop integral, with a direct

cancelation of the fictitious mass introduced by the procedure of IR.
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5.3 Correções de vértice a 2 loops para a QED espinorial . . . . . 61

5.4 O tensor de polarização do vácuo . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.5 Cálculo da função beta do grupo de renormalização a dois loops 74

6 Extensão da Regularização Impĺıcita para ordens arbitrárias
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Escalar e Espinorial 101

B.1 Cálculo de amplitudes de probabilidade a um loop na QED

escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

B.1.1 Tensor de polarização do vácuo na QED escalar, a um
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Caṕıtulo 1

Introdução

“Early attempts at constructing realistic models
for the weak interaction were offset by the
emergence of infinities, hence meaningless, ex-
pressions when one tried to derive the radiative
corrections. When models based on gauge theories
with Higgs mechanism were discovered to be
renormalizable, the bothersome infinities disap-
peared - they cancelled out. If this sucess
seemed to be due to mathematical sorcery, it may
be of interest to explain the physical insights
on which it is actually based.“

1

A Teoria Quântica de Campos (TQC)é considerada uma das teorias de

maior sucesso na F́ısica. A precisão dos resultados na Eletrodinâmica Quân-

tica, como o cálculo do momento magnético anômalo do elétron e do Lamb

shift entre outros, proporcionou grande confiança nas ferramentas e inter-

pretações da Teoria de Campos. Entre outros sucessos da TQC, podemos

citar o Modelo Padrão de interações elementares, que unificou as interações

fracas com o Eletromagnetismo, e com a Cromodinâmica Quântica (QCD),

que descreve o setor das interações fortes.

Apesar desse grande sucesso, ela ainda sofre com alguns problemas no

contexto de cálculos perturbativos: as correções radiativas, cujas amplitudes

de probabilidade são normalmente divergentes no limite de altos valores do

momento das part́ıculas virtuais, ou ainda no caso de teorias não massi-

1Nobel lecture de 1999 - A confrontation with infinity, de Gerard ’tHooft
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vas, as chamadas divergências infravermelhas, peculiares no regime de baixos

valores do momento. Para superar esse problema e extrair resultados f́ısi-

cos confiáveis, os chamados esquemas de regularização e renormalização são

empregados. O primeiro pode ser compreendido, grosso modo, como uma

forma de se redefinir as amplitudes de probabilidade, mudando a estrutura

do integrando (como no esquema de regularização de Pauli-Villars) (55), a

dimensão espaço-temporal (regularização dimensional)(33), (36), (34), (35)

ou ainda usando um cut-off no limite superior das integrais. A regulari-

zação por cut-off é comumente usada no estudo perturbativo de processos

em baixas energias em modelos efetivos, como no modelo de Nambu-Jona

Laśınio, que é um protótipo da QCD em baixas energias. Outro problema no

cálculo perturbativo em teorias quânticas de campo é o surgimento de quan-

tidades finitas, porém arbitrárias, que são fruto do esquema de regularização

adotado para se tratar amplitudes divergentes. Segundo Jackiw (48), am-

biguidades são caracteŕısticas do cálculo perturbativo em Teoria Quântica de

Campos. Elas devem ser fixadas por critérios f́ısicos, seja por alguma relação

de simetria ou seja pelos valores experimentais de algum parâmetro f́ısico.

Atualmente, as atenções da comunidade de F́ısica de Part́ıculas e de

Teoria Quântica de Campos estão voltadas para os experimentos a serem

realizados no LHC (Large Hadron Collider) e nos experimentos envolvendo

colisões em altas energias do tipo e+e−, nos quais espera-se que sejam con-

firmadas a existência do bóson de Higgs e a existência de part́ıculas super-

simétricas. Teorias baseadas na supersimetria são largamente aceitas como

a extensão natural do Modelo Padrão. As teorias supersimétricas prevêem a

existência de um parceiro supersimétrico escalar para cada férmion quiral no

Modelo Padrão, e parceiros supersimétricos fermiônicos para cada bóson de

calibre e para cada escalar de Higgs. Além da detecção direta de part́ıculas

supersimétricas e bósons de Higgs, efeitos supersimétricos poderão ser visu-

alizados por meio de efeitos virtuais de part́ıculas adicionais, os chamados

observáveis de precisão (6), que exigiriam uma grande precisão tanto dos

resultados experimentais quanto das predições teóricas. Os parâmetros de

maior relevância nesse grupo são a massa do bóson W, MW , o ângulo efe-

tivo fraco leptônico , sin2(θeff ), o momento magnético anômalo do múon,

aµ = (g−2)µ

2
, a massa do bóson de Higgs mais leve, mh.

A necessidade de alta precisão em tais predições teóricas no Modelo

Padrão e no Modelo Padrão Minimamente Supersimétrico nos exige então
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o cálculo de correções radiativas de ordens mais elevadas. Como sabemos, o

cálculo de tais correções é contaminado pelo aparecimento de divergências nas

amplitudes de probabilidade para cada processo. Assim, o tratamento con-

sistente de tais amplitudes exige o uso de um procedimento de regularização

que dê sentido para tais expressões originalmente divergentes. A Regulari-

zação Dimensional (33) é um dos mais poderosos métodos de regularização,

mas ela não deve ser usada quando estamos lidando com teorias cujo con-

teúdo de simetria depende da dimensão do espaço-tempo, em especial teorias

com objetos violadores de paridade, tais como a matriz γ5 ou o tensor to-

talmente anti-simétrico εµναβ. Essa situação ocorre, por exemplo, em teorias

supersimétricas (que só são definidas estritamente em dimensões espećıficas),

teorias quirais (nas quais a matriz γ5 está presente nos operadores de projeção

quiral) e teorias topológicas, como o modelo de Chern-Symons com geração

topológica de massa. Em teorias supersimétricas, por exemplo, a extensão

anaĺıtica de quatro para d dimensões conduz a um desajuste entre os graus

de liberdade fermiônicos e bosônicos da teoria, originando uma quebra de

simetria nas relações supersimétricas. Um tratamento mais pragmático para

teorias supersimétricas foi desenvolvido por Siegel no final dos anos 70(1),

(2), que é a Redução Dimensional (RedD) (3), (4), (5), (7), (20), (21), (22),

(23), (24), (25), (26) onde a álgebra de Clifford é implementada na dimen-

são f́ısica da teoria, e as integrais em loops são estendidas analiticamente

para d dimensões. Embora apresente certas inconsistências matemáticas e

não possa ser estendida para ordens arbitrárias da expansão em loops, RedD

tem sido aplicada com sucesso quando usada com o intuito de preservar as

identidades de Slavnov-Taylor supersimétricas. Outra estratégia usualmente

empregada é o uso das chamadas high covariant derivatives (10), juntamente

com algum esquema de regularização, como Pauli-Villars ou mesmo Redução

Dimensional. Embora qualquer procedimento de regularização possa ser uti-

lizado, desde que alguns procedimentos sejam adotados, um esquema de re-

gularização invariante e consistente, amigável do ponto de vista do cálculo

das integrais e que seja capaz de preservar as simetrias de teorias que são

bem definidas somente em dimensões espećıficas ainda não existe. Não há,

por exemplo, um esquema que seja capaz de preservar a supersimetria e a

invariância de calibre simultaneamente. Quando dizemos que qualquer es-

quema de regularização poderia ser empregado, devemos salientar que isso

pode ser feito, desde que tenhamos domı́nio sobre os eventuais termos que

quebram simetrias desejadas da teoria. Tais termos são, então, eliminados
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pela adoção de contratermos restauradores de simetria, que são contratermos

de natureza distinta daqueles utilizados para a remoção de divergências do

cálculo perturbativo. Em teorias supersimétricas, por exemplo, a introdução

de contratermos restauradores de simetria é empregada ordem a ordem na

teoria de perturbação, com o objetivo de que sejam satisfeitas as identidades

de Ward-Slavnov-Taylor, juntamente com o procedimento de renormaliza-

ção algébrica (11), (12), (13), (14), (15). A idéia de se associar termos de

superf́ıcie e variáveis de integração com a preservação das identidades de

Ward-Slavnov-Taylor convencionais e supersimétricas não é nova. De fato,

em um procedimento denominado pré-regularização(8), (9), verificou-se em

alguns exemplos que uma escolha particular do shift nos momentos de in-

tegração em conjunto com a regularização dimensional poderia ser usada a

fim de se preservar a invariância de gauge e a supersimetria. Em um certo

sentido, a Regularização Impĺıcita caminha em direção oposta: a eliminação

dos termos de superf́ıcie, que também conduz à invariância por roteamento,

é condição necessária para preservar a invariância de calibre.

Isso motiva a busca por um esquema de regularização e renormalização

que, além de preservar as simetrias do modelo, seja amigável do ponto de vista

de cálculo das amplitudes de probabilidade. Tal esquema de regularização

deve possuir as seguintes caracteŕısticas:

1. funcionar diretamente na dimensão f́ısica do modelo;

2. preservar todas as simetrias de maneira automática, para teorias sem

conteúdo anômalo;

3. tratar as anomalias de maneira adequada;

4. ser aplicável a teorias não-massivas originalmente livres de divergên-

cias infravermelhas de maneira segura, mantendo a teoria livre de tais

divergências;

5. não exigir a adoção de novas estruturas na lagrangeana da teoria;

6. não ser complicado do ponto de vista do cálculo das integrais de Feyn-

man;

Há algum tempo, um procedimento de regularização no espaço dos mo-

mentos que compartilha algumas das caracteŕısticas da Regularização Diferencial(47)
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(que é executada com as amplitudes escritas como distribuições no espaço das

configurações) foi proposto, tendo sido usado com grande sucesso em muitas

teorias, procedimento este denominado Regularização Impĺıcita(40). Entre

vários testes para a Regularização Impĺıcita, podemos citar diversos traba-

lhos com cálculos a um loop (colocar referências), o cálculo da função beta

a três loops em uma teoria supersimétrica usando o calibre de Wess-Zumino

(44), teorias de calibre abelianas e não-abelianas, o cálculo do momento mag-

nético anômalo do elétron em uma lagrangeana com supergravidade (65). Foi

também usada para tratar uma extensão bosonizada do modelo de Nambu-

Jona Laśınio (56), (64) em que a fixação de ambiguidades resultantes do

esquema de regularização foi ditada pela invocação da satisfação da simetria

quiral, (66) em que obteve-se melhora significativa na precisão dos resulta-

dos fenomenológicos fornecidos pelo modelo, como o raio eletromagnético do

ṕıon. Recentemente, um trabalho que mostra a equivalência entre o procedi-

mento de Regularização Impĺıcita e a Regularização Diferencial a um loop foi

publicado (42). A idéia básica do procedimento de Regularização Impĺıcita é

assumir, antes de manipular os integrandos e de uma forma impĺıcita a pre-

sença de algum esquema ou função de regularização como parte das integrais

originalmente divergentes com o objetivo de separar sua parte dependente

da regularização da parte finita, que deve ser independente da regulariza-

ção empregada. Tal esquema, por exemplo, pode ser um simples cut-off,

como veremos mais tarde. Isso pode ser feito apenas aplicando uma simples

identidade algébrica no integrando e é similar à aplicação de operadores de

Taylor nos integrandos de amplitudes no formalismo de BPHZ (61), (62),

(63) com a vantagem de não modificar a estrutura do integrando. As partes

divergentes são escritas somente em termos do momento interno nos loops

e não precisam ser avaliadas. A independência das integrais divergentes do

momento externo é uma caracteŕıstica altamente desejável, já que somente

precisaremos de contratermos locais na lagrangeana do modelo, a fim de se

eliminar eventuais divergências que surgem no cálculo perturbativo. Além

disso, essas integrais divergentes podem ser escritas como uma função de um

parâmetro de massa arbitrário que toma o papel de escala na equação do

grupo de renormalização.

Após separar esse conteúdo divergente, podemos adotar algum esquema

de subtração, ao estilo subtração mı́nima, para definirmos os contratermos

exigidos para eliminar quantidades divergentes e obtermos a lagrangeana
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f́ısica da teoria.

Uma caracteŕıstica fundamental da Regularização Impĺıcita, que surge

quando separamos as integrais divergentes do restante da amplitude, é o

surgimento de relações entre integrais do mesmo grau superficial de divergên-

cia, envolvendo divergências cujo integrando possui ı́ndices de Lorentz. Em

geral, tais relações podem ser sempre obtidas a partir dos chamados termos

de superf́ıcie, que guardam relação com a rotulação adotada nos Diagramas

de Feynman. Tais relações são sempre números finitos, mas dependentes do

esquema de regularização empregado. No próximo caṕıtulo, mostramos uma

prova diagramática geral para as identidades de Ward em teorias de calibre

abelianas, e observaremos que uma translação (shift) nos momentos de inte-

gração, necessária para a satisfação de tais identidades, não é permitida em

amplitudes que são pelo menos linearmente divergentes. Em tais casos, para

que o shift possa ser realizado, é necessária a compensação pela adição de

um termo de superf́ıcie, que, como veremos, é o responsável pela quebra da

simetria de calibre. Mostra-se que (27), para integrais que são no máximo

logaritmicamente divergentes, tais termos de superf́ıcie não existem, pois ao

realizarmos uma translação nos momentos de integração os termos de su-

perf́ıcie serão sempre nulos. Em integrais que são pelo menos linearmente

divergentes, as ambiguidades serão expressas em função de termos de super-

f́ıcie. Em geral, ao adotarmos um roteamento arbitrário para os momentos

internos no diagrama de Feynman e em seguida separarmos a parte diver-

gente da parte finita da amplitude, ocorre o surgimento de diferenças entre

integrais do mesmo grau de divergência (em prinćıpio, já regularizadas), que

são proporcionais a alguma função polinomial que é função do parâmetro α

que estabelece o roteamento adotado no diagrama. Desta forma o resultado

da amplitude seria dependente do rótulo adotado no diagrama respectivo.

É posśıvel mostrar que na Regularização Dimensional tais diferenças entre

integrais com o mesmo grau de divergência são sempre nulas e assim, os

termos de superf́ıcie também seriam nulos. Assim, shifts nos momentos de

integração podem ser realizados livremente. Entretanto, há uma classe de

teorias que são bem definidas somente na dimensão f́ısica da teoria, como

teorias quirais, teorias topológicas com termo de Chern-Symons e modelos

supersimétricos. Não existe esquema de regularização que, em quatro dimen-

sões, seja capaz de fazer com que os termos de superf́ıcie sejam nulos. Essa

indesejável dependência com o roteamento pode ser eliminada, quando pos-
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śıvel, exigindo que tal diferença de integrais seja nula, ou ainda, através dos

chamados contratermos restauradores de simetria, no caso a simetria a ser

restaurada sendo a simetria por roteamento, e, por consequência, a simetria

de calibre.

Convém ressaltar que a relação entre a invariância por roteamento e a

invariância da representação de Fourier das funções de Green a um loop foi

estudada nas referências (43), (51), onde é mostrado que tal invariância está

relacionada com a liberdade na representação de Fourier adotada para as

funções de Green. Tal possibilidade de se realizar um shift arbitrário nas

integrais de Feynman pode ser interpretada como a possibilidade de se as-

sumir um rótulo arbitrário nos momentos das linhas internas de diagramas

que descrevem correções radiativas,o que é discutido nas referências (29), (32)

e com detalhes no próximo caṕıtulo. De fato, a preservação das identidades

de Ward (que garantem a invariância de calibre e a renormalizabilidade da

teoria) é uma consequência de tal liberdade. Desta forma, termos de super-

f́ıcie assumem um papel essencial na preservação de simetrias nos cálculos

envolvendo diagramas de Feynman. Em modelos fenomenológicos, o papel

assumido por tais termos de superf́ıcie foi estudado em (56), (64). Para uma

revisão sobre a conexão entre termos de superf́ıcie e invariância de calibre,

sugerimos a referência (57). Aplicações da regularização impĺıcita em teo-

rias com conteúdo anômalo, como anomalias quiral, gravitacional e violação

da simetria CPT estão presentes em (58). Nesses trabalhos, a Regularização

Impĺıcita é apresentada como o cenário ideal para tratar de forma consistente

a f́ısica de modelos que têm parâmetros finitos, mas indeterminados, como

discutido por R. Jackiw (48). Os propósitos principais desse trabalho são os

seguintes:

1. Mostrar que os potenciais termos violadores da simetria de calibre são

os chamados termos de superf́ıcie. Criamos então um procedimento

sistemático para identificação e eliminação de termos de superf́ıcie;

2. Generalizar o procedimento de Regularização Impĺıcita para ordens

além de um loop em teorias de calibre, mostrando que é posśıvel apre-

sentar as divergências em termos de integrais básicas caracteŕısticas da

ordem, dependentes de um momento interno, considerando também o

caso de divergências overlapadas;

3. Mostrar que a Regularização Impĺıcita é um procedimento capaz de
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preservar a invariância de calibre, reforçando também o papel assumido

pela invariância por roteamento;

4. Desenvolver um mecanismo sistemático de cálculo para as integrais de

Feynman finitas, em ordens além de um loop.

5. Sistematizar a forma geral dos termos de superf́ıcie e relações de escala,

para o caso de teorias não-massivas;

A fim de discutir esses tópicos, usamos duas teorias de gauge sem massa: a

QED escalar, que é uma teoria de calibre abeliana que descreve os processos

envolvendo part́ıculas de spin zero (mésons π, por exemplo) e fótons, e a

QED espinorial, em que avaliamos as correções radiativas para o tensor de

polarização do vácuo a dois loops, mostrando que a transversalidade fisica-

mente exigida é satisfeita, desde que possamos eliminar eventuais termos de

superf́ıcie. Outra identidade de Ward, que estabelece a relação entre funções

de vértice e propagadores é estudada na QED espinorial a 2 loops. De posse

do contratermo necessário para a renormalização do tensor de polarização do

vácuo, calculamos a função β a dois loops, comparando o valor encontrado

com aquele obtido em outras referências.

A divisão do trabalho é a seguinte: no caṕıtulo 2, apresentamos a verifi-

cação da prova diagramática das identidades de Ward, constatando que para

sua validade, é necessário um procedimento de regularização que admita a

possibilidade de fazermos shifts nos momentos de integração, e quando isso

não é posśıvel devido ao grau de divergência da amplitude, é necessária a in-

trodução de termos de superf́ıcie para compensar eventuais shifts. No caṕı-

tulo 3, apresentamos o esquema geral de funcionamento da Regularização

Impĺıcita. Em especial, apresentamos suas regras e o esboço do cálculo de

uma integral básica, dando destaque sobre como obtemos a parte divergente

e os termos de superf́ıcie. Os caṕıtulos 4 e 5 são destinados à verificação da

transversalidade do tensor de polarização do vácuo na QED escalar (caṕıtulo

4) e na QED espinorial (caṕıtulo 5), a dois loops. Destaque é dado para

a remoção dos termos de superf́ıcie e consequente preservação da simetria

de calibre. Ainda no caṕıtulo 5, trazemos a verificação da identidade de

Ward que relaciona as funções de vértice e as auto-energias fermiônicas, a

dois loops. No caṕıtulo 6, trazemos a generalização do procedimento de cál-

culo de integrais finitas a n-loops, das divergências básicas, relações de escala
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e termos de superf́ıcie a n-loops. O caṕıtulo 7 é devotado às conclusões e

perspectivas de trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Identidades de Ward na QED

“Conhecereis a verdade, e a verdade vos libertará.”

João 8-32 1

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentaremos a tradicional prova diagramática das

identidades de Ward para a QED espinorial (28), (29), (31). Em especial, ve-

remos o papel fundamental desempenhado por ”shifts”nos momentos de inte-

gração na preservação da simetria de calibre e na preservação das Identidades

de Ward. Posteriormente, veremos as condições para que tais translações das

variáveis de integração possam ser realizadas, sua relação com termos de su-

perf́ıcie e a preservação da invariância de calibre.

2.2 Elementos básicos da Eletrodinâmica Quân-

tica

A Eletrodinâmica Quântica é a teoria que rege as interações entre fótons

e elétrons. Sua densidade lagrangeana (nua) é dada por

L = −1

4
F µνFµν + ψ̄[ı∂/−m− eγµA

µ]ψ (2.1)

em que m é a massa (nua) dos campos fermiônicos (ψ e ψ̄), e é a constante

de acoplamento entre o campo eletromagnético Aµ e os campos fermiônicos

1extráıdo do Evangelho de São João, caṕıtulo 8, verśıculo 32
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e Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Esta lagrangeana é invariante perante uma transformação de calibre, do

tipo

Aµ ⇒ Aµ +
1

e
∂µΛ(x) ,

e do ponto de vista do campo fermiônico, temos:

ψ ⇒ eıaΛ(x)ψ .

No espaço dos momentos, a transformação de gauge do campo eletromag-

nético pode ser vista como uma transformação no vetor de polarização do

fóton εµ:

εµ ⇒ εµ + αkµ ,

sendo, portanto, uma translação (shift) no vetor de polarização do fóton,

em que α é uma constante (ou função de x) arbitrária. É interessante neste

momento estabelecermos uma discussão a respeito do papel da simetria de

calibre na QED. Tomando a parte cinética do campo eletromagnético

LEM = −1

4
F µνFµν (2.2)

podemos obter, via prinćıpio variacional, as equações de movimento para o

campo eletromagnético, que nada mais são que as equações de Maxwell, na

ausência de fontes:

∂µF
µν = ∂µ(∂µAν − ∂νAµ) = 0

ou ainda

(gµν2− ∂µ∂ν)A
ν = 0 .

Em termos da ação, que é a integral no espaço tempo da densidade la-

grangeana, podemos realizar uma integração por partes em tal termo, e des-

considerando eventuais integrais de quadridivergências, a lagrangeana livre

do campo eletromagnético pode ser reescrita como

L =
1

2
Aµ[gµν2− ∂µ∂ν ]A

ν ≡ 1

2
AµΘµνA

ν . (2.3)

O propagador do fóton será o inverso do operador na parte cinética da la-
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grangeana. Assim, teremos

(gµν2− ∂µ∂ν)D
νλ(x− y) = δλ

µδ
4(x− y) . (2.4)

Se multiplicarmos a última equação por ∂µ, verificaremos que o operador

Dνλ não tem inversa. Assim, não é posśıvel obter, como de maneira usual, o

propagador do fóton de maneira direta: é necessária a fixação de um gauge, a

fim de obtermos tal propagador. Isso será feito a seguir com o aux́ılio do for-

malismo de integrais de caminho. Primeiramente, consideramos o funcional

gerador

Z =

∫
DAµe

ı
∫

Ldx .

É posśıvel mostrar que, após uma transformação de calibre do tipo

Aµ ⇒ Aµ + ∂µΛ ,

a lagrangeana permanece invariante. Entretanto, no funcional gerador a

integração é realizada sobre todos os campos Aµ, incluindo aqueles que são

relacionados por uma transformação de calibre. Isso dará uma contribuição

infinita para Z, e portanto, para as funções de Green, uma vez que tais

funções são obtidas por meio de derivadas do funcional gerador em relação

às fontes dos campos. Claramente, é necessário obtermos um mecanismo que

evite a integração sobre configurações de campo que são diferentes por uma

transformação de calibre. Isso pode ser atingido por meio da fixação de um

gauge. Podemos, por exemplo, impor uma restrição aos campos Aµ, como a

condição de Lorentz, que nos diz que

∂µA
µ = 0 ,

que nos permitirá escrever a lagrangeana livre do campo eletromagnético

como

L =
1

2
Aµgµν2A

ν ,

com o operador gµν2 sendo inverśıvel. O propagador obtido desta forma,

conhecido como propagador de Feynman, é escrito como

DF (x, y)µν = −gµν∆F (x, y;m = 0) (2.5)
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e a lagrangeana pode ser escrita como

L = −1

4
F µνFµν −

1

2
(∂µA

µ)2 (2.6)

De maneira mais geral, podemos escrever a lagrangeana como

L = −1

4
F µνFµν −

1

2α
(∂µA

µ)2 (2.7)

sendo a segunda parcela conhecida como ”gauge fixing”(ou termo de fixação

de gauge). A escolha de α corresponde à escolha de um calibre. A la-

grangeana 2.7 poderá ser reescrita como

L =
1

2
Aµ

[
gµν2 +

(
1

α
− 1

)
∂µ∂ν

]
Aν . (2.8)

O operador cinético, no espaço dos momentos, será dado por

Θµν = −k2gµν +

(
1− 1

α

)
kµkν .

que possui um inverso, dado por

D(k)µν = − 1

k2

[
gµν + (α− 1)

kµkν

k2

]
. (2.9)

Algumas escolhas usuais de α são:

α = 1 calibre de Feynman e

α = 0 o calibre de Landau ,

sendo que, obviamente, a F́ısica descrita pelo modelo não deverá ser depen-

dente do valor de α, e, portanto, deverá ser independente do valor de α, o

que corresponde à simetria de calibre.

Discutido o papel do termo de fixação de gauge, o formalismo de integrais

de caminho nos permite obter as Regras de Feynman para a Eletrodinâmica

Quântica (54): 1) Propagador fermiônico:
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Figura 2.1: representação do propagador fermiônico

ı

p/−m
= ı

(p/+m)

p2 −m2
;

2) Para cada vértice elétron-fóton, associamos um fator:

Figura 2.2: vértice elétron-fóton

3) Cada propagador fotônico é dado por

Figura 2.3: propagador do fóton

cuja expressão, no calibre de Feynman, é

− ıg
µν

q2
.

4) Para cada loop de férmions, a amplitude recebe um fator −1;

5) Como usual, exigimos conservação do momento em cada vértice e inte-

gramos nos momentos dos loops. Na próxima seção, estudaremos a questão
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da transversalidade de amplitudes de probabilidade, com destaque para a

prova diagramática das identidades de Ward.

2.2.1 Identidades de Ward

Se M(k) = εµM
µ(k) é a amplitude para algum processo na eletrodinâ-

mica quântica envolvendo um fóton externo com momento k, e se efetuarmos

a seguinte transformação no vetor de polarização do campo de calibre

εµ → εµ + αkµ

então a seguinte contribuição é identicamente nula:

kµM
µ(k) = 0 . (2.10)

Como tal transformação é arbitrária, elementos da matriz de espalhamento

não podem ser dependentes de α. Já que os momentos externos não estão

necessariamente na camada de massa (on-shell), algumas das contribuições

do lado esquerdo da última equação podem ser não-nulas, mas elas não con-

tribuem para os elementos da matriz S. Podemos então iniciar por qualquer

diagrama espećıfico que contribua para a amplitude M. Se o fóton de mo-

mento externo k a um dado diagrama ou subdiagrama, γ(k), é removido, nós

obtemos um novo diagrama que contribui para uma amplitude mais simples

Mo. Somando sobre todos os posśıveis pontos de inserção em Mo, obteremos

novamente a última expressão.

Figura 2.4: diagrama de Feynman para a interação t́ıpica entre férmions e fótons
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2.2.2 Primeiro caso

Consideremos, primeiramente, que o fóton externo está conectado a uma

linha de férmions aberta. Antes de fazermos a reinserção de nosso fóton γ(k),

a linha tem o seguinte aspecto

Figura 2.5: linha fermiônica t́ıpica com inserções de fótons

Da figura, verificamos que os propagadores do elétron terão momentos

dados por

p1 = p+ q1 ,p2 = p1 + q2 ,p3 = p2 + q3 ...p′ = pn−1 + qn .

Se então existem n vértices, podemos inserir o fóton em n + 1 diferentes

posições. Suponhamos então que o fóton é inserido após o i-ésimo vértice:

Figura 2.6: inserção de fóton genérica em linha fermiônica

Os propagadores do elétron à esquerda do novo fóton têm então seus mo-

mentos aumentados (”shiftados”) por k, devido à conservação do momento.

A contração de kµ com o novo vértice (visto que no ponto de inserção pas-

samos a ter uma interação do tipo elétron-fóton) é convenientemente escrita
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como

−ıekµγ
µ = −ıe[(p/i + k/−m)− (p/i −m)] , (2.11)

sendo, por definição:

k/ = kµγ
µ .

2 Multipliquemos esse fator de vértice pelos propagadores adjacentes a tal

vértice:

ı

p/i + k/−m
(−ıek/) ı

p/i −m
=

ı

p/i + k/−m
[−ıe[(p/i + k/−m)− (p/i −m)]]

ı

p/i −m

= e

[
ı

p/i −m
− ı

p/i + k/−m

]
. (2.12)

O diagrama com o fóton inserido na posição i tem portanto a seguinte estru-

tura

. . .

(
ı

p/i+1 + k/−m

)
γλi+1

(
ı

p/i −m
− ı

p/i + k/−m

)
γi

(
ı

p/i−1 −m

)
γi−1 . . . .

(2.13)

Similarmente, o diagrama com o fóton inserido na posição i− 1 tem a estru-

tura

. . .

(
ı

p/i+1 + k/−m

)
γλi+1

ı

p/i + k/−m
γi

(
ı

p/i−1 −m
− ı

p/i−1 + k/−m

)
γλi−1 . . . .

(2.14)

Podemos notar que o primeiro termo dessa última expressão cancela exata-

mente o segundo termo da equação anterior. Um cancelamento similar ocorre

entre qualquer outro par de diagramas com inserções adjacentes. Quando so-

mamos sobre todos os posśıveis pontos de inserção ao longo da linha, todos

os objetos se cancelam com exceção dos termos desemparelhados das extre-

midades. No fim, ficamos com a diferença entre dois termos que diferem por

uma translação (shift) no momento dos propagadores:

2Esta identidade também é aplicada na prova das Identidades de Ward-Slavnov-Taylor
na Cromodinâmica Quântica. Entretanto, identidades adicionais para a inserção do qua-
drimomento kµ nos vértices de 3 e 4 glúons são necessárias. Para estender a identidade que
estamos usando para a QCD também precisamos das relações da Álgebra de Lie entre os
acoplamentos entre quark-glúon e glúon-glúon, que são os fatores de grupo (Ti)a

b e −ıCijk.
Os métodos diagramáticos para este caso foram desenvolvidos em (30).
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Figura 2.7: expressão diagramática para uma identidade de Ward

2.2.3 Segundo caso

Para completar a prova da Identidade de Ward-Takahashi, precisamos

considerar o caso em que o fóton é inserido ao longo de um loop fermiônico

interno. Antes da inserção de tal fóton, um loop de férmions t́ıpico tem o

aspecto representado na próxima figura:

Figura 2.8: um t́ıpico loop fermiônico para amplitudes da QED

Os propagadores do elétron dentro do loop têm momentos dados por

p1, p1 + q2 = p2, p2 + q3 = p3 . . .

e assim por diante, até o último momento, dado por pn. Suponha que dese-

jamos inserir um fóton com momento k, γ(k), entre os vértices i e i+ 1:
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Figura 2.9: inserção de fóton em um loop fermiônico

Isso nos dá um momento adicional k que percorre todo o loop a partir

do vértice de inserção. Para calcularmos a soma sobre todas as posśıveis

inserções, aplicamos novamente a identidade

−ıekµγ
µ = −ıe[(p/+ k/−m)− (p/−m)]

para cada ponto de inserção. Para o diagrama em que o fóton é inserido entre

os vértices 1 e 2, designamos a amplitude de probabilidade para o processo

por (I). Temos então como resultado:

(I) = −en+1

∫
d4p1

(2π)4
tr[

(
ı

p/n + k/−m

)
γλn . . .

(
ı

p/2 + k/−m

)
γλ2 ı

p/1 + k/−m

(−ık/) ı

p/1 −m
γλ1 ]

= −e
∫

d4p1

(2π)4
tr[

(
ı

p/n + k/−m

)
γλn . . .

(
ı

p/2 + k/−m

)
γλ2

(
ı

p/1 −m
− ı

p/1 + k/−m

)
γλ1 ] . (2.15)

O primeiro termo será cancelado por um dos termos do diagrama com o fóton

inserido entre os vértices 2 e 3. Para essa inserção, teremos:

(II) = −en+1

∫
d4p1

(2π)4
tr[

(
ı

p/n + k/−m

)
γλn

. . .

(
ı

p/3 + k/−m

)
γλ3

(−ık/)(
ı

p/2 + k/−m

)
γλ2 ı

p/2 −m

ı

p/1 −m
γλ1

] . (2.16)



2.2 Elementos básicos da Eletrodinâmica Quântica 26

Novamente podemos escrever

−ıek/ = −ıe[(p/2 + k/−m)− (p/2 −m)]

e se efetuarmos a substituição de tal termo na equação (2.16), teremos

(II) = −ien+1

∫
d4p1

(2π)4
tr[

ı

p/n + k/−m
γλn . . .

(
ı

p/3 + k/−m

)
γλ3(

ı

p/2 −m
− ı

p/2 + k/−m

) (
ı

p/1 −m

)
γλ1 ] . (2.17)

O primeiro termo da equação (2.15) será cancelado pelo segundo termo da

equação (2.16), proporcional a

ı

p/2 + k/−m
.

De uma forma geral, cancelamentos similares acontecem entre termos origi-

nados de outros pares de inserções adjacentes, por exemplo, nas posições n e

n+ 1. Quando somarmos sobre todos os n pontos de inserção, teremos como

resultado

Σ = −en+1

∫
d4p1

(2π)4
tr[

(
ı

p/n −m

)
γλn

(
ı

p/n−1 −m

)
γλn−1 . . .

(
ı

p/1 −m

)
γλ1

+ en+1

∫
d4p1

(2π)4
tr[

(
ı

p/n + k/−m

)
γλn

(
ı

p/n−1 + k/−m

)
γλn−1 . . .

(
ı

p/1 + k/−m

)
γλ1 ]

(2.18)

Desta forma, o que podemos perceber é que um shift na variável de integração

de p1 para p1 + k no segundo termo faz com que a soma dos dois termos

restantes da soma sobre todas as inserções se anule. Assim, a amplitude em

que um fóton é inserido ao longo de um loop fechado é nula, quando somamos

sobre todas as posśıveis contribuições para tal processo (soma sobre todos os

posśıveis pontos de inserção).

Neste ponto, um comentário sobre a translação no momento de inte-

gração é importante. Normalmente, as integrais em loops em teorias quânti-

cas de campo são divergentes. Se o grau superficial de divergência é ao menos

linear, tal translação (shift) só pode ser realizado se um termo de superf́ıcie

é adicionado como compensação da translação (veja por exemplo (27)). As-
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sim, é condição necessária, para o método de cálculo adotado, eliminar estes

termos de simetria, que, como veremos, são violadores da simetria de gauge.

De fato, no contexto da regularização impĺıcita sabemos que a invariância

por roteamento nas amplitudes de Feynman conduz a um conjunto de relações

conhecidas como condições de consistência, que são relações necessárias para

que uma amplitude de probabilidade tenha seu valor independente do rótulo

adotado para os momentos nas linhas internas do diagrama. Tais relações

sempre podem ser escritas em função de termos de superf́ıcie, como vere-

mos. Qualquer seja o esquema de regularização adotado, podemos remover

termos violadores de simetrias por meio de contratermos restauradores de

simetria. Isso, na prática, é automaticamente implementado se ajustamos to-

dos os termos de superf́ıcie para zero logo no ińıcio do cálculo perturbativo.

É necessário ter cuidado em situações onde quebras de simetria quânticas

ocorrem. Nesse caso, os termos de superf́ıcie devem ser considerados como

parâmetros finitos arbitrários, que serão fixados com base em critérios f́ısicos.

Isso ocorre porque anomalias são normalmente relacionadas à dependência

com a rotulação dos momentos em gráficos de Feynman (59).

A remoção dos termos de superf́ıcie pode ser feita através da introdução

de contratermos restauradores de simetria, introduzidos na lagrangeana para

restaurar alguma simetria quebrada pelo esquema de regularização empre-

gado. Verificaremos, a partir de então, que a eliminação dos termos de

superf́ıcie conduzirá à preservação da simetria de gauge e preservação das

identidades de Ward. O procedimento adotado para o cálculo a dois loops

pode então ser estendido para ordens superiores. Apresentaremos aplicações

desses resultados e da técnica para solução de integrais de Feynman para dois

loops em duas teorias de calibre abelianas, não massivas: a Eletrodinâmica

Quântica Escalar (QED escalar) e a eletrodinâmica quântica espinorial (QED

convencional). Tais resultados também podem ser aplicados em teorias de

calibre não-abelianas. É posśıvel mostrar ainda que, para todas as ordens da

teoria de perturbação, na QED, a invariância de calibre conduz à preservação

da unitariedade, outro requisito de uma teoria para processos fundamentais

(54).
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2.3 Contratermos restauradores de simetria

Vimos que quando a inserção de linhas externas de fóton é realizada

em todos os pontos ao longo de um loop e as contribuições destes novos

diagramas são somadas, ocorrem inúmeros cancelamentos de termos e, no

final, somente dois termos sobrevivem:

T µ1···µn = −i
∫ Λ

p1

tr

[
i

p/n −m
γµn · · · i

p/1 −m
γµ1

− i

p/n + k/−m
γµn · · · i

p/1 + k/−m
γµ1

]
. (2.19)

Como já discutido na seção anterior, estes dois termos diferem por um deslo-

camento na variável de integração de p1 para p1 + k. Se a integral é pelo

menos linearmente divergente, uma regularização tipo cut-off não pode ser

implementada sem a compensação por um termo de superf́ıcie. Após a rea-

lização da translação, ficamos com

T µ1···µn = −iSµ1···µn , (2.20)

sendo Sµ1···µn o termo de superf́ıcie que provoca a violação da Identidade de

Ward-Takahashi. Uma prescrição adequada seria a restauração da simetria

de calibre por meio da adição de contratermos restauradores de simetria. Um

procedimento que permita a identificação dos termos de superf́ıcie, posśıveis

violadores de simetria, é então desejável.

Tendo sido usado um procedimento que restaura a simetria de calibre,

voltamos nossa atenção para a unitariedade. Convém ressaltar que, uma vez

que as identidades de Ward-Takahashi são satisfeitas, as amplitudes podem

ser escritas, após a eliminação dos termos de superf́ıcie, como

Aµ1···µ2 = Lµ1···µ2

(
AΛ + Ā

)
. (2.21)

Nesta equação, o tensor Lµ1···µ2 tem a estrutura necessária para preservar a

invariância de calibre, AΛ é a parte divergente (dependente de um cut-off),

que deve exigir contratermos locais, e Ā é a parte finita. De (2.21) é claro

que os contratermos também têm a estrutura tensorial apropriada para que

a invariância de calibre seja satisfeita. Satisfeitas estas duas condições, a
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unitariedade é preservada.

É interessante um comentário sobre como são eliminados os termos vi-

oladores de simetria. Por exemplo, o tensor de polarização do vácuo deve

possuir a seguinte estrutura tensorial a fim de manter a invariância de calibre:

Πµν = Π(p2)(pµpν − p2gµν) , (2.22)

mas a existência de potenciais termos violadores de simetria, como os termos

de superf́ıcie, faz com que ele seja expresso como

Πµν = Π(p2)(pµpν − p2gµν) + cpµpν , (2.23)

sendo c uma constante arbitrária, que dependente do procedimento de regu-

larização empregado no cálculo de Πµν . Como o tensor de polarização é uma

correção para o propagador do fóton, no espaço de configurações devemos

escrevê-lo como

Πµν(x) = AµΠ(2)(∂µ∂ν − gµν2)Aν + cAµ∂µ∂νA
ν , (2.24)

sendo 2 o operador dalambertiano e a última parcela desempenha o papel

do contratermo necessário a fim de eliminar o termo violador de simetria.

A lagrangeana da teoria, já levando-se em conta os contratermos para

renormalização dos campos, é dada por

L = ıZ2ψ̄γ
µ∂µψ − (m+ A)ψ̄ψ −

− Z1eA
µψ̄γµψ −

Z3

4
(∂µAν − ∂νAµ)2 (2.25)

em que Z1, Z2, Z3 e A são contratermos que absorvem as divergências dos

parâmetros da lagrangeana, como funções de onda (campos), massas e con-

stantes de acoplamento. Obviamente, a forma de cada contratermo depen-

derá do esquema de regularização adotado, e deixaremos para os próximos

caṕıtulos a obtenção expĺıcita de tais expressões, no contexto da Regulariza-

ção Impĺıcita.

Como o tensor de polarização do vácuo é uma correção para o propagador

do fóton, sua contribuição na lagrangeana atua como uma correção para a
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parte cinética do campo eletromagnético, e assim, teremos:

L = ıZ2ψ̄γ
µ∂µψ − (m+ A)ψ̄ψ −

− Z1eA
µψ̄γµψ −

Z3

4
Aµ(gµν2− ∂µ∂ν)A

ν

+ AµΠ(2)(∂µ∂ν − gµν2)Aν + cAµ∂µ∂νA
ν + [−cAµ∂µ∂νA

ν ] (2.26)

3

3Em teorias com conteúdo anômalo, tal tratamento não pode ser empregado. No caso
da anomalia de Adler-Bell-Jackiw, por exemplo, o contratermo introduzido para restaurar
a simetria axial viola a simetria vetorial.



Caṕıtulo 3

O procedimento de

Regularização Impĺıcita

“ No meio do caminho tinha uma pedra
tinha uma pedra no meio do caminho
tinha uma pedra
no meio do caminho tinha uma pedra.
Nunca me esquecerei desse acontecimento
na vida de minhas retinas tão fatigadas.
Nunca me esquecerei que no meio do caminho
tinha uma pedra
tinha uma pedra no meio do caminho
no meio do caminho tinha uma pedra.”

Carlos Drummond de Andrade 1

No caṕıtulo anterior, quando discutimos a simetria de calibre da QED,

identificamos propriedades básicas que um procedimento de regularização

deve incorporar. Entre as propriedades desejáveis, está a de separar os termos

de superf́ıcie da amplitude f́ısica, os potenciais violadores da simetria de

calibre e da unitariedade. Neste caṕıtulo, apresentamos uma discussão geral

sobre o procedimento de Regularização Impĺıcita e as suas regras, construindo

um algoritmo simples para identificar tais termos, ilustrando como é feita a

separação da parte divergente e dos chamados termos de superf́ıcie, potenciais

violadores da simetria de calibre.

1No meio do caminho, extráıdo de Alguma Poesia, de Carlos Drummond de Andrade
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3.1 O procedimento de regularização impĺıcita

A Regularização Implićıta (40), (41), (42), (43), (44), (56), (57), (58),

(64), (65) é um procedimento implementado no espaço dos momentos, criado

com o objetivo de separar a parte divergente das integrais de Feynman, sem

a necessidade de se calcular explicitamente tais divergências, bem como cal-

cular a parte finita das integrais de Feynman. As divergências caracteŕısticas

de cada ordem são escritas em termos de divergências báscias, que poderão

ser absorvidas na renormalização dos campos, massas e acoplamentos da teo-

ria. As principais propriedades da Regularização Impĺıcita são apresentadas

a seguir:

1. Funciona diretamente no espaço dos momentos, sem a necessidade de

se fazer uma continuação anaĺıtica na dimensão espaço-temporal. Pode

portanto ser aplicada em teorias supersimétricas, que só são definidas

na própria dimensão do espaço-tempo;

2. A forma expĺıcita de um regulador não é necessária para justificar os

passos intermediários quando manipulamos os integrandos das integrais

divergentes;

3. Tal regulador não deve modificar a estrutura dos integrandos. Um

procedimento sistemático para o cálculo de integrais divergentes é es-

tabelecido, sendo amigável do ponto de vista operacional. Dessa forma,

uma regularização adequada (no fim dos cálculos) pode até mesmo ser

um cut-off, visto que o procedimento de regularização impĺıcita nos

permite ter o controle de termos que podem quebrar alguma simetria

da teoria.

2

2Há uma proposta sugerida por R. Jackiw (48), em que posśıveis ambiguidades oriundas
da separação da parte finita da parte divergente da amplitude são mantidas intocáveis até
o final dos cálculos. Assim, lança-se mão de algum critério f́ısico ou da obediência a alguma
simetria para se fixar o valor dessas ambiguidades. Tais quantidades, portanto, não são
influenciadas pela técnica de manipulação e cálculo das integrais divergentes. A F́ısica é
que dita qual deve ser o valor para tais ambiguidades; a Regularização Impĺıcita torna-se
então uma ”arena”ideal para o tratamento de teorias cujo cálculo perturbativo pode trazer
quantidades arbitrárias, uma vez que a regularização não é explicita e as ambiguidades
são mantidas intactas, sem que a elas seja estabelecido algum valor, até o final do cálculo,
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A seguir, discutimos os passos básicos para a implementação do pro-

cedimento de regularização impĺıcita a n-loops. O objetivo é identificar as

divergências caracteŕısticas da n-ésima ordem e a parte finita de uma ampli-

tude, uma vez que a renormalização já tenha sido efetuada até a ordem (n -

1):

1. Com o objetivo de fornecer sentido matemático a qualquer manipulação

algébrica realizada no integrando de amplitudes divergentes, nós assu-

mimos, implicitamente, que alguma regularização tenha sido aplicada

na amplitude. Tal regularização pode ser mantida impĺıcita ao longo

dos cálculos, sendo que a única exigência que fazemos é a manutenção

da dimensão espaço-temporal da integral e da estrutura do integrando.

Dentro destes requisitos, uma boa escolha seria um esquema do tipo

cut-off. Como veremos, as posśıveis quebras de simetria serão restau-

radas por construção. Após realizar as operações dos grupos de simetria

(álgebras das matrizes de Dirac, Gell-Mann por exemplo), apresenta-

mos a amplitude como uma combinação de objetos que são as integrais

básicas ;

2. Uma vez que as integrais básicas são obtidas, a parte divergente de

cada parcela é separada em divergências básicas, que são obtidas com

o uso recursivo da identidade algébrica

1

(p− k)2 −m2
=

1

k2 −m2
− p2 − 2k · p

[(k − p)2 −m2](k2 −m2)
(3.1)

no integrando, em todos os propagadores que dependam do momento

externo, até que a parte divergente seja livre da dependência com mo-

mentos externos no denominador. Isso nos assegura que todas as di-

vergências serão removidas com o uso de contratermos locais;

3. Integrais divergentes em que os momentos internos carreguem ı́ndices

de Lorentz são expressas em função de divergências básicas sem ı́ndices

de Lorentz e termos de superf́ıcie (integrais no volume n-dimensional de

uma divergência total). Tais termos de superf́ıcie são dependentes do

quando então lançamos mão de algum critério f́ısico que possa fixá-las. É uma proposta
adotada com frequência no estudo de modelos fenomenológicos, como o modelo de Nambu-
Jona Laśınio. Detalhes nas referências (56), (64).
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esquema de regularização (por exemplo, eles se anulam em regulariza-

ção dimensional) e são relacionados com a invariância por roteamento

nos gráficos de Feynman. São então identificados a partir das divergên-

cias básicas com ı́ndices de Lorentz.

Os termos que caracterizam a dependência com a rotulação dos momen-

tos na avaliação das amplitudes de Feynman são sempre multiplicados

por termos de superf́ıcie, que podem quebrar a simetria de calibre.

4. As integrais básicas divergentes sem ı́ndices de Lorentz, que serão de-

pendentes do esquema de regularização empregado, não precisam ser

avaliadas. Após serem identificadas, elas poderão ser absorvidas nos

contratermos de renormalização de campos e parâmetros da lagrangeana.

Adotaremos a seguinte notação para integrais básicas divergente na n-

ésima ordem:

I
(n)
log (m2) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
Z

(n−1)
0 (k2,m2, λ2) ,

I
(n)
quad(m

2) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

k2 −m2
Z

(n−1)
0 (k2,m2, λ2) em que

para integrais logaritmicamente e quadraticamente divergentes. O subs-

crito Λ indica a presença de algum regulador na amplitude e as funções

Z
(n−1)
0 são termos finitos t́ıpicos da ordem n - 1. Para a primeira ordem

em loops em teorias não massivas, é dada por

ZO = −b
{

ln

(
−k

2

λ2

)
− 2

}
λ é um parâmetro não nulo, com dimensão de massa, que surge quando

nós adotamos um esquema independente da massa f́ısica das part́ıculas

por meio das relações de escala;

5. A subtração das subdivergências é efetuada usando-se o método de

contratermos, onde somos guiados pela Fórmula das Florestas para a

identificação de cada subgráfico divergente. Os operadores de subtração

(operadores de Taylor) usuais do esquema BPHZ são assim mapeados

em contratermos, que, substituem os subgráficos. As divergências bási-

cas são subtráıdas na definição das constantes de renormalização dos

campos. Um esquema independende de massas é definido, substituindo
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m2 por um parâmetro de massa arbitrário, λ2, usando um tipo de re-

lação de escala que é independente do esquema de regularização. A

obtenção das relações de escala a n-loops é apresentada no caṕıtulo 6.

Para uma integral logaritmicamente divergente, da primeira ordem em

loops, tal relação de escala é:

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2) + b ln

(
λ2

m2

)
em que

b =
ı

(4π)2
e

O objeto a ser subtráıdo na definição dos contratermos de renorma-

lização é Ilog(λ
2), em que λ desempenha o papel de escala no grupo

de renormalização. Para modelos sem massa livres de divergências

infra-vermelhas, um cancelamento sistemático de termos do tipo ln(m2)

vindos da relação de escala e das partes finitas ultravioleta tornará a

amplitude finita e bem definita no limite de m2 → 0.

6. As integrais finitas restantes podem ser avaliadas da maneira usual, via

parametrização de Feynman ou por outros métodos no espaço dos mo-

mentos (60). Nesse trabalho, desenvolvemos um mecanismo sistemático

para solução de integrais de Feynman com integrandos não-polinomiais

na n-ésima ordem da teoria de perturbação, estendendo a parametriza-

ção de Feynman usual para tais casos.

3.1.1 Exemplo de aplicação

Consideremos uma integral de Feynman divergente t́ıpica de dois loops

para uma teoria não-massiva, com integrando dependente de ı́ndices de Lorentz,

e que portanto poderá ser escrita em função de termos de superf́ıcie:

I(2)
µ =

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(k − p)2
ln

(
−k

2

λ2

)
, (3.2)

que é linearmente divergente. Supondo a presença de algum regulador nesta

integral (por exemplo, um cut-off), vamos aplicar a identidade 3.1 no inte-

grando de 3.2. Embora a integral original seja live de divergências infraver-

melhas o procedimento de expansão pelo uso da equação 3.2 divide a integral

em duas partes com divergências infravermelhas. Para evitar esse problema,



3.1 O procedimento de regularização impĺıcita 36

utilizamos uma massa ficticia, m, que nos protege contra tais divergências

infravermelhas. No final dos cálculos tal massa desaparecerá ao tomarmos o

limite m→ 0:

I(2)
µ =

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ

k2 −m2

{
1

k2 −m2
+

2k · p− p2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

}
ln

{
−k

2 −m2

λ2

}
=

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ

(k2 −m2)2
ln

{
−k

2 −m2

λ2

}
+

+

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ(2k · p− p2)

(k2 −m2)2[(k − p)2 −m2]
ln

{
−k

2 −m2

λ2

}
(3.3)

Convém fazermos uma observação. A massa fict́ıcia é também inserida nos

termos logaŕıtmicos de cada integrando para que sejamos capazes de calcular

a integral finita usando a Parametrização de Feynman usual, podendo escre-

ver o termo logaŕıtmico como uma potência de k2 −m2, usando a seguinte

identidade.

ln (a) = lim
ε→0

aε−1

ε
. (3.4)

Os detalhes do cálculo das partes finitas a dois loops são deixados para o

apêndice 2. Um exemplo de cálculo de integrais finitas a n-loops é apresen-

tado no caṕıtulo 6.

A primeira parcela é igual a zero, por se tratar de um integrando de

paridade ı́mpar integrado num intervalo de integração simétrico. A segunda

parcela é ainda logaritmicamente divergente, e portanto, aplicamos mais uma

vez a identidade 3.1:

I(2)
µ =

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ(2k · p− p2)

(k2 −m2)2

{
1

k2 −m2
+

2k · p− p2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

}
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
= 2pα

∫
Λ

d4k

(2π)4

kαkµ

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
−

−p2

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
+

+

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ(2k · p− p2)2

(k2 −m2)3[(k − p)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
(3.5)
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O segundo termo é zero, novamente pela paridade do integrando. A última

integral é finita e sua solução não é relevante por enquanto. Já a primeira

integral é logaritmicamente divergente, com integrando dependente de ı́ndices

de Lorentz. Pelo exposto anteriormente na descrição do procedimento da RI,

tais integrais poderão ser escritas em função de integrais básicas divergentes

e termos de superf́ıcie.

Podemos escrever essa integral a partir da seguinte relação:∫
Λ

d4k

(2π)4

∂

∂kµ

{
kα

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)}
=

gµα

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
− 4

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
+

+2gµα

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
=

gµαI
(2)
log (m2) +

1

2

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
− 4

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
(3.6)

que nos permite reescrever a divergência com ı́ndices de Lorentz∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
=

1

4
gµαI

(2)
log (m2) +

1

2

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
−

−1

4

∫
Λ

d4k

(2π)4

∂

∂kµ

{
kα

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)}
(3.7)

A última parcela é uma integral divergente t́ıpica da primeira ordem em

loops. Como seu integrando possui ı́ndices de Lorentz, vamos usar o mesmo

artif́ıcio anterior. De fato, temos:∫
Λ

d4k

(2π)4

∂

∂kα

(
kµ

(k2 −m2)2

)
=

∫
Λ

d4k

(2π)4

gµα

(k2 −m2)2
−

− 4

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
(3.8)

o que nos permite escrever∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
=

1

4

∫
Λ

d4k

(2π)4

gµα

(k2 −m2)2
−

−
∫

Λ

d4k

(2π)4

∂

∂kα

(
kµ

(k2 −m2)2

)
(3.9)
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Como os termos de superf́ıcie podem ser eliminados através de contratermos

restauradores de simetria (ou ajustados a zero desde o ińıcio dos cálculos),

teremos∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkα

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
=

1

4
gµα

{
I

(2)
log (m2) +

1

2
Ilog(m

2)

}
(3.10)

em que adotamos a seguinte notação para divergências básicas logaŕıtmicas

I
(n)
log (m2) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
lnn−1

(
−k

2 −m2

λ2

)
(3.11)

A integral I
(2)
µ é escrita, no final, como

I(2)
µ (m2) =

1

4
gµα2pα

{
I

(2)
log (m2) +

1

2
Ilog(m

2)

}
+

+

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ(2k · p− p2)2

(k2 −m2)3[(k − p)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
(3.12)

Em teorias sem conteúdo anômalo, os termos de superf́ıcie sempre poderão

ser tomados como zero já no prinćıpio da separação da parte divergente das

integrais de Feynman.

O cálculo das partes finitas a dois loops é reservado para o apêndice 2

deste trabalho. Após a solução da parte finita, devemos usar as relações de

escala a dois loops, que são necessárias a fim de se evitar o surgimento de

divergências infra-vermelhas. As relações de escala tornarão a expressão final

independente da massa das part́ıculas (no caso de uma teoria massiva) ou

da massa fict́ıcia, usada para proteger a parte finita e a parte ultra-violeta

divergente de divergências infra-vermelhas. A dois loops, a relação de escala

para integrais logaritmicamente divergentes é dada por

I
(2)
log (m2) = I

(2)
log (λ2)− b

{
1

2
ln2

(
m2

λ2

)
+ ln

(
m2

λ2

)}
(3.13)

O uso dessa relação juntamente com a solução da parte finita nos permitirá
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escrever

I(2)
µ =

pµ

2

{{
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)

}
−

− b

2

[
ln2

(
−p

2

λ2

)
− ln

(
−p

2

λ2

)
− 3

]}
. (3.14)

As relações de escala podem ser introduzidas também em teorias mas-

sivas, se não quisermos usar a massa f́ısica das part́ıculas como ponto de

subtração, com λ tomando o papel de parâmetro arbitrário para a escala

do grupo de renormalização. Em teorias não-massivas, entretanto, elas são

fundamentais, uma vez que m2 → 0. No apêndice 3, além da solução das

partes finitas, apresentamos a separação de divergências básicas e termos

de superf́ıcie para outras integrais a dois loops t́ıpicas do procedimento de

Regularização Impĺıcita.



Caṕıtulo 4

Transversalidade do tensor de

polarização do vácuo na QED

escalar

“I’m gonna live till I die! I’m gonna laugh ’stead of cry... ”

Frank Sinatra 1

Neste caṕıtulo, usamos a Regularização Impĺıcita para calcular o tensor

de polarização do vácuo da Eletrodinâmica Quântica Escalar a dois loops

e mostramos que a transversalidade é obtida através da remoção dos ter-

mos de superf́ıcie. Mostramos como os resultados das correções radiativas a

um loop são utilizadas no cálculo de diagramas com dois loops, técnica que

pode ser estendida para ordens superiores. O método de contratermos (ou,

analogamente, a fórmula das florestas) é empregado para a remoção de sub-

divergências, o que é necessário para a eliminação de divergências não-locais.

4.1 A eletrodinâmica quântica escalar não mas-

siva

A eletrodinâmica quântica escalar não massiva (QED escalar sem massa)

é uma teoria que descreve as interações entre part́ıculas de spin zero elet-

ricamente carregadas, como mésons (não massivos) e os fótons do campo

1I’m gonna live till I die - Frank Sinatra
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eletromagnético. A sua densidade lagrangeana é dada por

L = Lo + L1 (4.1)

em que temos

Lo = −∂µφ†∂µφ− φ†φ− 1

4
F µνFµν

L1 = ıe[φ†∂φµ − (∂µφ†)φ]Aµ − e2φ†φAµAµ −
1

4
λ(φ†φ)2 + Lct , (4.2)

em que e é a carga da part́ıcula escalar. Lct representa a lagrangeana de con-

tratermos utilizados para se eliminar as divergências que surgem no cálculo

de correções radiativas. No espaço de Minkowsky, as regras de Feynman para

a QED escalar podem ser escritas como

1) Interação quártica entre dois fótons e duas part́ıculas escalares: Em

um diagrama, para cada vértice dessa espécie devemos associar o fator

V1 = 2ıe2gµν (4.3)

Figura 4.1: diagrama de Feynman para interações quárticas entre dois escalares
e dois fótons

2) Interação de um escalar com um fóton
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Figura 4.2: diagrama de Feynman para a interação entre um escalar e um fóton
diagrama de Feynman para a interação entre um escalar e um fóton

Um vértice dessa espécie contribui, numa amplitude Feynman, com o

seguinte fator:

V2 = ıe(k + k′)µ . (4.4)

As regras para a implementação da regularização impĺıcita além da ordem

de um loop são enunciadas em consonância com as prescrições da fórmula das

florestas (uma relação de recursão utilizada para a remoção de subdivergên-

cias em gráficos de ordem além de um loop divergentes)(38), (39), que é

análoga ao método convencional da subtração de divergências por meio de

contratermos. Contratermos locais que eliminam subdivergências podem ser

mapeados nos chamados operadores de subtração do método BPHZ.

4.2 Tensor de polarização do vácuo na QED

escalar a dois loops

O tensor de polarização do vácuo é uma correção para o propagador do

campo de calibre, como é o caso do fóton na QED escalar e a QED espinorial

ou o glúon na Cromodinâmica Quântica. A invariância de calibre exige que

tal grandeza tenha a seguinte estrutura tensorial

Πµν = (gµνp
2 − pµpν)Π(p2), (4.5)

em que Π(p2) é uma função quadrática dos momentos. De posse de cada

contribuição diagramática, obtemos a expressão completa para Πµν , verifi-



4.2 Tensor de polarização do vácuo na QED escalar a dois loops 43

cando se sua estrutura é tal que preserva a invariância de calibre em teorias

de calibre abelianas, como a QED escalar. No cálculo de todos os diagramas

para um dado processo numa certa ordem da expansão perturbativa, deve-

mos avaliar também qual o fator de simetria adequado para cada diagrama.

Isso foi feito de acordo com os resultados da referência (46).

4.2.1 Contribuições nulas para Πµν na QED escalar

Há um grande número de diagramas na QED escalar que poderiam con-

tribuir para o tensor de polarização do vácuo da teoria, mas que de fato, não

dão nenhuma contribuição no caso de uma teoria massiva e no contexto da

Regularização Impĺıcita. Tais diagramas são constrúıdos a partir do diagrama

tadpole:

Figura 4.3: correção diagramática do tipo tadpole
.

A contagem superficial de potências nos indica que tal diagrama é quadrati-

camente divergente. A divergência t́ıpica desse diagrama seria dada pela

integral divergente Iquad(m
2), dada por

Iquad(m
2) =

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
. (4.6)

Numa teoria sem massa sempre é posśıvel escolher uma parametrização na

qual podemos eliminar a dependência com divergências quadráticas (58).

Uma análise dimensional na integral 4.6 seguida de uma simples mudança de

variáveis nos mostra que a integral será proporcional a m2, a massa fict́ıcia
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dos campos de calibre. Como tais massas são tomadas como zero no final

dos cálculos, teremos:

Iquad(m
2) = 0 .

De fato, supondo a presença de algum regulador, podemos usar a seguinte

mudança de variáveis

k̄ =
k

m

e manipular o integrando da seguinte maneira:

Iquad(m
2) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

k2 −m2
=

∫
Λ

d4k

(2π)4

m4

k̄2m2 −m2

= m2

∫ Λ d4k̄

(2π)4

1

k̄2 − 1
(4.7)

que nos permite escrever

Iquad(m
2) = αm2 , (4.8)

e assim, todos os diagramas que tiverem o diagrama tadpole como subgráfico

serão assumidos como identicamente nulos. Assim, diagramas do tipo

Figura 4.4: correções perturbativas proporcionais ao diagrama tadpole

serão identicamente nulos e não darão contribuição para o tensor de

polarização do vácuo na QED escalar. A seguir, apresentamos em linhas

gerais a metodologia empregada no tratamento de correções radiativas não

nulas para πµν .
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4.3 Contribuições não-nulas para o tensor de

polarização do vácuo na QED escalar a

dois loops

Os gráficos de Feynman que contribuirão para o tensor de polarização

do vácuo são listados abaixo. Cada gráfico é acompanhado do seu respectivo

contratermo:

Figura 4.5: correções radiativas não nulas para o tensor de polarização a dois loops
e respectivos contratermos na QED escalar

.

Há dois tipos de divergências nos gráficos da figura anterior. As chamadas

divergências aninhadas e as divergências overlapadas. As primeiras são pre-

sentes nos diagramas das figuras (4.5-a, c e d). Nestes gráficos, podemos

substituir o subdiagrama, já calculado em ordens anteriores, pelo resultado

de sua parte finita, o que tornará o gráfico completo livre das subdivergências.

Isso é equivalente ao cálculo do diagrama completo somado com o respectivo

contratermo calculado com linhas ou vértices corrigidos em função da renor-

malização nas ordens anteriores. Já o gráfico da figura (4.5-b) é um diagrama

overlapado, em que percebe-se a presença de uma linha comum aos subdi-

agramas, não sendo posśıvel resolver de maneira separada as integrais nos
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dois momentos internos que caracterizarão o diagrama. Neste caso, cada

subdiagrama precisa ser identificado, e então calcularmos cada contratermo

necessário para a remoção de subdivergências. Não é posśıvel usar direta-

mente o resultado finito de cada subdiagrama.

O primeiro diagrama, figura (4.5-a), possui como subdiagrama uma cor-

reção para o propagador escalar, Σ(p2). que é divergente na primeira ordem

em loops. Há duas formas de se tratar o problema. Podemos aplicar as

regras de Feynman ao diagrama de segunda ordem completo e então, após

aplicar o procedimento de regularização impĺıcita, resolver duas integrais nos

momentos internos, k e l do subdiagrama Substituimos a parte finita da or-

dem anterior (primeira ordem em loops) no lugar do subdiagrama, o que

equivale a calcular o diagrama completo é somar o respectivo contratermo,

que é o segundo diagrama da figura (4.5). Assim, o papel do diagrama de

contratermo é subtrair as subdivergências, evitando a ocorrência de divergên-

cias não-locais, representadas pelo produto de quantidades divergentes por

funções não-polinomiais dos momentos externos (29). Para tais divergências,

não há como adicionarmos contratermos na lagrangeana da teoria capazes

de eliminar tais divergências, visto que a forma dos contratermos não possui

termo correspondente na lagrangeana (que é escrita no espaço de configu-

rações). Podemos também encarar as divergências não locais como escritas

em termos de algum tipo de expansão em série (como uma série de Tay-

lor)com infinitos termos. O caráter não local surge exatamente da existência

de infinitas derivadas, resultantes de tal expansão em série. Isso nos exigiria

infinitos contratermos para eliminarmos cada contribuição divergente ori-

unda de tal expansão em série. O subdiagrama com divergências aninhadas

é representado por abaixo

Figura 4.6: diagrama de Feynman para a auto-energia escalar
.
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Aplicando as regras de Feynman para a QED escalar como vistas no

caṕıtulo anterior e usando o resultado para o subdiagrama a um loop já

renormalizado podemos escrever que:

Πµν1(p
2) = (ıe)3(

1

ı
)2

∫
Λ

d4k

(2π)4

(p+ 2k)µ(p+ 2k)ν

[(p+ k)2](k2)4

[
−2e2k2b ln

(
k2

λ2e2

)]
,

(4.9)

Podemos então escrever

Πµν1(p
2) = 2ıe4b

∫
Λ

d4k

(2π)4

(pµpν + 4kµkν)(p+ 2kν) + kµpν

[(p+ k)2](k2)4

[
ln

(
k2

λ2

)
− 2

]
,

(4.10)

em que a simetria nos ı́ndices de Lorentz, µ e ν, já foi considerada. Outra

simplificação que ocorre é o cancelamento de termos proporcionais a k2, no

numerador e denominador. A amplitude para o diagrama será escrita em

termos de integrais básicas t́ıpicas de um e dois loops, sendo dada por:

Πµν1(p
2) = 2ıe4b[pµpνI

(2)(p2)− 4pνI
(2)
µ (p2) + 4I(2)

µν (p2)

−2pµpνI(p
2)− 8pνIµ(p2)− 8Iµν(p

2)], (4.11)

em que definimos:

I
(2)
1,µ,µν =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1, kµ, kµkν

k2(k − p)2
ln−k

2

λ2
e (4.12)

I1,µ,µν =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1, kµ, kµkν

k2(k − p)2
. (4.13)

Usando ainda que

Iµ(p2) = −pµ

2
I(p2)

finalmente podemos escrever que

Πµν1(p
2) = [pµpνI

(2)(p2)− 4pµI
(2)
µ (p2) + I(2)

µν (p2) +

+ 2pµpνI(p
2)− 8Iµν(p

2)] . (4.14)

O cálculo expĺıcito das diversas parcelas que surgem nesse e nos outros dia-

gramas é apresentado em detalhes nos apêndices 2 (para cálculos a um loop)

e 3 (para cálculos a dois loops). Vamos apresentar o resultado para o terceiro

diagrama, (4.6-c), deixando o diagrama overlapado para o final. Usando as
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regras de Feynman, a amplitude para esse diagrama é dada por

Πµν2(p
2) = −4ıe4

∫
d4k

(2π)4

gµρ

(p+ k)2

∫
d4l

(2π)4

gνσ

l2
gρσ

(l − k)2

= −4ıe4gµν

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

(p− k)2

1

l2
1

(l − k)2

= −4ıe4gµν

∫
d4k

(2π)4

1

(p− k)2

(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b

)
(4.15)

em que usamos o resultado da integral básica t́ıpica de um loop, I. Admitindo

a possibilidade da realização de shifts no momento de integração e no final

eliminando as divergências quadráticas, aplicamos novamente o procedimento

de Regularização Impĺıcita para o momento l, e realizando a integral, obte-

mos:

Πµν2(p
2) = 8ıe4bp2gµν

[
−Ilog(λ

2) + b ln

(
−p

2

λ2

)
− 3b

]
. (4.16)

O próximo diagrama é representado pela figura (4.5-d), acompanhado do seu

respectivo contratermo

Com as regras de Feynman, obtemos a seguinte amplitude:

Πµν3(p
2) = 2ıe4

∫
Λ

d4k

(2π)4

∫
Λ

d4l

(2π)4

(2k − p)µ

(k − p)2

(2k − l)σ

(k − l)2

gνρ

k2

gρσ

l2
. (4.17)

Utilizando as propriedades das matrizes gµν , o numerador da amplitude pode

ser reescrito da seguinte forma:

gνρg
ρσ = δσ

ν ,

o que nos permite escrever

(2k − l)σδ
σ
ν = (2k − l)ν ,

e finalmente

(2k − p)µ(2k − l)ν = 4kµkν − 2pµkν − 2kµlν + pµlν .
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A amplitude Πµν3 será escrita em termos de quatro integrais básicas, que

designamos por I1, I2, I3 e I4:

Πµν3(p
2) = 2ıe4{I1 + I2 + I3 + I4} . (4.18)

Para cada parcela, separamos a parte que deve ser integrada no momento

interno l e o que deve ser integrado no momento interno k :

I1 =

∫
d4k

(2π)4

4kµkν

k2(k − p)2

[∫
d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2

]
. (4.19)

O resultado para a integral em l já nos é familiar de cálculos a um loop, sendo

dado por

Il = Ilog(λ
2)− b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b , (4.20)

Eliminando a parte divergente caracteŕıstica da primeira ordem em loops

(por meio do gráfico de contratermos), temos

Iren
l = −b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b , (4.21)

em que ren”indica que a renormalização a um loop foi efetuada. Podemos

escrever:

I1 = −4b

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2(k − p)2
ln

(
−k

2

λ2

)
+ 8b

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2(k − p)2
. (4.22)

Seguindo a notação e convenção adotadas no apêndice A desse trabalho, a

parcela I1 pode então ser escrita como

I1 = −4bI(2)
µν (p2) + 8bIµν(p

2) . (4.23)

Tratamento similar pode ser dado à segunda parcela, I2, dada por

I2 = 2ıe4

∫
d4k

(2π)4

−2pµkν

k2(k − p)2

∫
d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2
, (4.24)

e, como para a parcela anterior, temos que a integral no momento l é diver-

gente, com divergência caracteŕıstica da primeira ordem em loops dada pela
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equação 4.20. Removendo a subdivergência caracteŕıstica de primeira ordem,

temos

I2 = 2ıe4b

∫
d4k

(2π)4

−2pµkν

k2(k − p)2
ln

(
−k

2

λ2

)
+

∫
d4k

(2π)4

−4pµkν

l2(k − l)2

= 2ıe4b[2pµI
(2)
ν (p2)− 4pµIν(p

2)] (4.25)

e considerando a relação entre Iν(p
2) e I(p2), que é dada por

Iν = pν
I(p2)

2
,

temos

I2 = 2ıe4b[2pµI
(2)
ν (p2)− 2pµpνI(p

2)]. (4.26)

A terceira integral é

I3 = 2ıe4
∫

d4k

(2π)4

−2kµ

k2(k − p)2

[∫
d4l

(2π)4

lν
l2(k − l)2

]
, (4.27)

em que a subintegral em l é destacada. O resultado é dado por

Iν(k
2) =

kν

2
I(k2)

=
kν

2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b

}
. (4.28)

Subtraindo a subdivergência com o uso de um contratermo, substitúımos a

parte finita da integral no momento l em (4.27), obtemos:

I3 = b

∫
d4k

(2π)4

−kµkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
ln

(
−k

2

λ2

)
− 2

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

= b[I(2)
µν (p2)− 2Iµν(p

2)], (4.29)

Após separarmos os dois momentos internos ao diagrama, a última integral

que contribui para o diagrama analisado é dada por

I4 =

∫
d4k

(2π)4

pµ

k2(k − p)2

[∫
d4l

(2π)4

lν
l2(k − l)2

]
. (4.30)

Realizando o mesmo procedimento de absorção de termos subdivergentes,
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podemos escrever

I4 =

∫
d4k

(2π)4

pµ

k2(k − p)2

kν

2

[
−b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b

]
, (4.31)

em que utilizamos a relação entre Iν e I. Em termos de integrais básicas,

essa parcela pode ser escrita como

I4 = b
pµ

2

[
−I(2)

ν (p2) + 2Iν(p
2)

]
= b

pµ

2

[
−I(2)

ν (p2) + +2
pν

2
I(p2)

]
= b

pµ

2

[
−I(2)

ν (p2) + pνI(p
2)

]
. (4.32)

Somando todas as parcelas, a amplitude para o diagrama Πµν1
é dada como

uma soma de integrais básicas:

Πµν1
= 2ıe4b[−4I(2)

µν + 8Iµν + 2bpµI
(2)
ν − 2pµpνI +

+I(2)
µν − 2Iµν −

1

2
pµI

(2)
ν +

1

2
pµpνI] (4.33)

que finalmente nos dá

Πµν1
= 2ıe4b

[
−3I(2)

µν + 6Iµν +
3

2
pµI

(2)
ν − 3

2
pµpνI

]
(4.34)

4.3.1 Cálculo do diagrama overlapado

A eliminação de subdivergências em diagramas overlapados não pode ser

feita simplesmente substituindo-se o resultado finito do subdiagrama no dia-

grama de ordem superior. É necessário calcular explicitamente quais são os

contratermos necessários a fim de se eliminar divergências não-locais origi-

nadas pelas subdivergências. A figura (4.5-b) nos traz a contribuição com

”overlapping”para o tensor de polarização do vácuo na QED escalar com os

respectivos contratermos. Os subdiagramas divergentes são correções para o

vértice trilinear (fóton-escalar-escalar) Aplicando as regras de Feynman da

QED escalar ao diagrama e escrevendo a amplitude em termos de integrais
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básicas, teremos como resultado

πO
µν = −ıe4{−2p2[4IO

µν − pµpνI
O] +

+ [Ilog(λ
2) + 2b][8Iµν(p

2)− 2pµpνI(p
2)]

− 2b[4I(2)
µν − 6pνI

(2)µ(p2) + 2pµpνI
(2)(p2)]} . (4.35)

em que IO é uma integral t́ıpica de diagramas overlapados, dada por

IO =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(k − l)2(p− l)2(p− k)2
. (4.36)

O cálculo completo e detalhado do diagrama com divergências overlapadas

para o tensor de polarização do vácuo na QED escalar é apresentado no

apêndice 5. Na segunda linha da equação (E.44), notamos o produto de

uma divergência t́ıpica de primeira ordem por integrais básicas de primeira

ordem, originando o aparecimento de divergências não locais, que podem

ser eliminadas através do cálculo de contratermos. Aplicando as regras de

Feynman ao diagrama de contratermos, com uma nova regra de Feynman

para o vértice corrigido, teremos

ΠCT
µν = 2ıe4Ilog(λ

2)[4Iµν − 4pµIν + pµpνI]

= 2ıe4Ilog(λ
2)[4Iµν − pµpνI] . (4.37)

Somando as equações (E.44) e (4.37), eliminamos as divergências não locais

o resultado para o diagrama overlapado é

Π̄O
µν = ΠO

µν + 2ΠCT
µν

= −ıe4{−2p2[4IO1
µν − pµpνI

O]

= −2b[4I(2)
µν − 6pνI

(2)µ(p2) + 2pµpνI
(2)(p2)− 8Iµν + 2pµpνI]} ,(4.38)

em que

IO1
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkν

k2l2(k − l)2(p− l)2(p− k)2
(4.39)
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IO(a,b)
µν = gµν

{
b

4
Ilog(λ

2)− b2

4
ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

12
IO +

11

12
b2 − b2

π2

36

}
+

+
pµpν

p2

{
p2

3
IO − 1

6
b2 + b2

π2

36

}
, (4.40)

IO(a,b)
µν = gµν{

1

4
I2
logλ

2 − b

4
I

(2)
log (λ2) +

9

8
bIlog(λ

2)− b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilogλ

2 +

+
b2

8
ln2

(
p2

λ2

)
− 7

8
ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

12
IO +

31

24
b2}+

pµpν

p2

{
p2

3
IO +

b2

12

}
.

(4.41)

As integrais IO e IO1
µν são calculadas no apêndice destinado ao cálculo

detalhado do tensor de polarização do vácuo.

4.3.2 Verificação da transversalidade do tensor de polarização

Para verificarmos a transversalidade do tensor de polarização do vácuo

e consequente satisfação da invariância de calibre da teoria, somamos todas

as contribuições não nulas para Πµν . Desta forma, levando-se em conta os

fatores de simetria, calculados de acordo com a referência (46), e as multipli-

cidades de cada diagrama, teremos:

Πµν = 4Πµν1 + Πµν3 + 2Πµν2 + Π̄µνO
, (4.42)

em que as subdivergências de cada diagrama já foram eliminadas. Conhecidas

as expressões para cada contribuição diagramática em termos de divergências

e integrais finitas básicas e seus resultados, vamos mostrar que cada termo

de Πµν é proporcional a

pµpν − gµνp
2 .
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Somando as contribuições de todos os diagramas escritas em termos de inte-

grais básicas, temos

Πµν = 4 · 2ıe4b{−3I(2)
µν + 6Iµν +

3

2
pµI

(2)ν − 3

2
pµpνI}

− 4ıe4 1

2
gµνb

1

2
{−Ilog(λ

2) + ln

(
−p

2

λ2

)
− 3b}+

− 2 · 2ıe4b{4I(2)
µν + pµpνI

(2) + 2pµpνI − 8Iµν − 4pµI
(2)ν}

− ıe4{−2p2[4IO
µν − pµpνI

O]−
− 2b[4I(2)

µν − 6pνI
(2)
µ + 2pµpνI

(2) − 8Iµν + 2pµpνI]} , (4.43)

em que, na última linha, estão presentes os contratermos que eliminam as

subdivergências no diagrama overlapado, calculados anteriormente. Podemos

escrever:

Πµν = ıe4b{0 · I(2)
µν − 16pµI

(2)ν + 8pµpνI
(2) + 0 · Iµν

− 0pµpνI − 2p2gµν

{
−Ilog(λ

2) + b ln

(
−p

2

λ2

)
− 3b

}
+

+
2p2

b
[4IO

µν − pµpνI
O] . (4.44)

em que as integrais

I(2)
µν , I(2)

µ , I(2), Iµν e I(p2)

têm seus resultados apresentados no apêndice DB desse trabalho.

4.3.2.1 Soma dos termos proporcionais a I
(2)
log (λ2)

Πµν(I
(2)
log (λ2)) = −16

pµpν

2
+ 8pµpν

= 0

(4.45)

Logo, o tensor de polarização do vácuo a 2 loops não deve ser dependente

da divergência caracteŕıstica de dois loops, I
(2)
log (λ2).
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4.3.2.2 Soma dos termos proporcionais a Ilog(λ
2)

Πµν(Ilog(λ
2)) = −16

pµpν

2

1

2
+ 8pµpν · 0 + 2p2gµν +

2p2

b

[
4
gµνb

4

]
= 4(p2gµν − pµpν) , (4.46)

assim, o termo proporcional a Ilog(λ)2 para o tensor de polarização do vácuo

tem a estrutura tensorial apropriada.

4.3.2.3 Soma dos termos proporcionais a ln2
(
− p2

λ2

)

Πµν

(
ln2

(
−p

2

λ2

))
= −16

pµpν

2

−b
2

+ 4pµpν
−b
2

= 4pµpν − 4pµpν

= 0 . (4.47)

4.3.2.4 Soma dos termos proporcionais a
(
− p2

λ2

)

Πµν

(
ln

(
−p

2

λ2

))
= −16

pµpν

2

b

2
+ 8pµpν −−2p2bµνb+

2p2

b

[
−gµνb

2

4
4

]
= 4pµpνb− 4gµνp

2b = 4b(pµpν − p2gµν). (4.48)

4.3.2.5 Soma dos termos constantes, independentes de p2

Πµν(cte.) = −16pµ
pν

2

(
3

2
b

)
+ 8pµpν0− 2p2gµν(−3b) +

+
2p2

b
{4gµν

[
−p

2

12
IO +

11

12
b2 − b2

36

π2

9

]
+

4pµpν

p2

[
p2

3
IO − 1

6
b2 +

π2

36
b2

]
− pµpνI

O}. (4.49)
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Πµν(cte.) = −12pµpνb+ 6bp2gµν +
2p2

b

{
−1

3
IO[gµνp

2 − pµpν ]

}
+

2p2

b

{
−b2

9
π2gµν +

b2

9
π2pµpν

p2

}
+

2p2

b

{
11

3
b2gµν −

2

3

pµpν

p2
b2

}
que finalmente pode ser escrita como

Πµν(cte.) =
2p2

b

{
[gµνp

2 − pµpν ]

(
1

3
IO − b2π2

9

)}
−

− 12pµpνb+ 6bp2gµν +
22

3
bgµνp

2 − 4

3
bpµpν

= (gµνp
2 − pµpν)

2

b

[
−1

3
p2IO − p2 b

2π2

9

]
+ (gµνp

2 − pµpν)
40

3
. (4.50)

Assim, mostramos que Πµν é proporcional a gµνp
2 − pµpν e o procedimento

de regularização impĺıcita, em especial a remoção dos chamados termos de

superf́ıcie, preserva o caráter transversal do tensor de polarização do vácuo,

ou seja

pµΠµν = 0 .

A remoção dos termos de superf́ıcie pode ser interpretada através da intro-

dução de contratermos restauradores de simetria, que tornaram válidas as

condições de consistência a 2 loops. Desta forma, vemos que a exigência

da invariância por roteamento em ordens superiores, que surge com a elim-

inação dos termos de superf́ıcie, nos conduz à invariância de calibre Como

tal v́ınculo é fruto da invariância por roteamento na teoria de campos em

questão, mostramos que há uma ı́ntima relação entre invariância de calibre

e invariância por roteamento para ordens superioes na expansão em loops.

No próximo caṕıtulo, as identidades de Ward para a QED espinorial serão

investigadas.



Caṕıtulo 5

Eletrodinâmica Quântica

Espinorial a 2 loops

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, tratamos a QED espinorial a dois loops. Particular

atenção é dada à verificação da identidade de Ward-Takahashi que relaciona a

auto-energia do elétron e a correção para o vértice elétron-fóton, importante

para a renormalização da QED. Para verificar a satisfação da identidade de

Ward que relaciona as funções de vértice com as auto-energias fermiônicas a

dois loops, vamos determinar todos os diagramas de vértice e de auto-energia

a dois loops. Apresentamos o cálculo do tensor de polarização do vácuo e

verificamos sua transversalidade. Finalmente, de posse do contratermo para

o tensor de polarização do vácuo, calculamos a função beta para a QED a

dois loops.

5.2 Auto-energia do elétron

As correções para auto-energia fermiônica a dois loops são dadas pelos

seguintes diagramas
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Figura 5.1: diagramas de auto-energia a dois loops na QED espinorial

O primeiro diagrama, figura (5.1-a), apresenta uma subdivergência ani-

nhada e seu respectivo contratermo. O subgráfico é a auto-energia fermiônica

a um loop, calculada no apêndice 2, cuja parte finita vale:

−ıΣ(1)(k/) = e2bk/

{
− ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2

}
. (5.1)

Usando as regras de Feynman e o resultado da auto-energia renormalizada

na primeira ordem em loops:

−ıΣ(2)
a (p/) = (−ıe)2

∫
d4k

(2π)4
γα
ı

k/

[
e2bk/

{
− ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2

}]
αβ

−ıgαβ

(p− k)2
. (5.2)

Racionalizando os denominadores dos propagadores fermiônicos e usando a
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identidade (A.10), podemos escrever

−ıΣ(2)
a (p/) = −2ıe4b

∫
d4k

(2π)4

k/

k2(p− k)2
ln

(
−k

2

λ2

)
+

+4ıe4b

∫
d4k

(2π)4

k/

k2(p− k)2

= −2ıe4bγµ
{
I(2)
µ (p2)− 2Iµ(p2)

}
= −2ıe4bγµ

{
I(2)
µ (p2)− pµI(p

2)
}

. (5.3)

O segundo diagrama tem como subgráfico o tensor de polarização do vácuo

em primeira ordem em loops, também calculado no apêndice 2, cuja parte

finita é dada por

Π(1)
µν =

{
−4

3
e2b[kαkβ − k2gαβ]

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]}
(5.4)

Usando as regras de Feynman para o restante do diagrama e a parte finita

para Π
()1
µν , temos

−ıΣ(2)
b (p/) = (−1)(−ıe)4

∫
d4k

(2π)4
{γα

ı

p/− k/
γβ

(−ıgβρ)

k2∫
d4l

(2π)4
Tr

[
γρ

ı

k/− l/
γσ
ı

l/

]
−ıgσα

k2
} . (5.5)

As subdivergências do tensor de polarização do vácuo já foram eliminadas,

considerando o contratermo para primeira ordem em loops.

−ıΣ(2)
b (p/) =

4

3
ıe4b

∫
d4k

(2π)4

k/(p/− k/)k/

k4(p− k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
−

−4

3
ıe4b

∫
d4k

(2π)4

−2(p/− k/)

k2(p− k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
=

4

3
ıe4b

∫
d4k

(2π)4

k/(p/− k/)k/

k4(p− k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+

+
8

3
ıe4bp/I(2)(p2)− 8

3
ıe4bp/I(2)

µ (p2)− 28

9
ıe4bp/I(p2)

. (5.6)

A última contribuição é dada pelo diagrama overlapado, (5.1-c) e seus respec-

tivos contratermos. No diagrama acima, não é posśıvel isolar diretamente os
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subgráficos com suas respectivas partes finitas, devido à ocorrência de di-

vergências overlapadas. Como no caso do diagrama overlapado para o tensor

de polarização do vácuo, a eliminação de divergências não-locais não é di-

reta como no caso de gráficos de Feynman com subráficos aninhados, onde

podemos usar o resultado finito dos subdiagramas. Devemos calcular cada

contratermo, separadamente, de onde obteremos diagramas t́ıpicos de um

loop com o vértice elétron-fóton corrigido, procedimento que precisa ser re-

alizado nos dois vértices. A amplitude para o gráfico é dada por

−ıΣ(2)
c = (−ıe)4

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4
γβ

ı

p/− l/

ı

k/− l/
γρ
ı

k/

−ıgρβ

l2
−ıgασ

(p− k)2

= ıe4

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

γρ(p/− l/)γσ(k/− l/)γρk/γσ

(p− l)2(k − l)2(p− k)2k2l2
. (5.7)

Apresentaremos o resultado final da amplitude, deixando os demais cálculos

e manipulações envolvidos para o apêndice 5. Como resultado, temos

−ıΣ2
2 = 4ıe4γµ

{
−1

2
[Ilog(λ

2) + 2b]pµI(p
2) + bI(2)

µ (p2)

}
. (5.8)

Vamos então analisar a remoção de divergências não-locais. Podemos iden-

tificar cada subdiagrama a um loop como a correção de vértice de primeira

ordem. Como existem dois vértices de tal natureza, o resultado final deve

ser multiplicado por dois. Assim, calculando o diagrama de contratermos,

temos;

−ıΣ(2)ct = 2C(−ıe)(ı)(−ı)
∫

d4k

(2π)4
γρ

1

k/
γα

gαρ

(p− k)2

= −2ıeC

∫
d4k

(2π)4

−2k/

k2(p− k)2

= 4ıCe
p/

2
I(p2)

= 2ıCep/I(p2) , (5.9)

em que usamos a identidade (A.10) e C é o fator de vértice associado ao

subdiagrama de primeira ordem. Como determinado no apêndice 2, C é

dado por

C = e3Ilog(λ
2) e assim escrevemos
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−ıΣ(2)
ct2 = 2ıe4Ilog(λ

2)p/I(p2) . (5.10)

que possui a mesma contribuição não local existente no diagrama de auto-

energia overlapado. Realizando a subtração de subdivergências, obtemos:

¯−ıΣ(2)
c (p/) = −ıΣ(2)

c − 2ıΣ
(2)
ct2

= −4ıe4p/I(p2) + 4ıe4bγµI(2)
µ (p2)

= 4ıe4bγµ[−pµI(p
2) + I(2)

µ (p2)] , (5.11)

e assim, vemos que as divergências não-locais são eliminadas do resultado

final, restando apenas divergências locais, que podem ser removidas pela in-

trodução de contratermos locais na lagrangeana. Com todas as contribuições

não-nulas para a auto-energia fermiônica a dois loops calculadas, podemos

escrever o segundo membro da identidade de Ward, (5.13). Somando as con-

tribuições (5.3), (5.11) e (5.6) e calculando a diferença de tais quantidades

calculadas para p e p
′
, temos:

Σtotal(p)− Σtotal(p
′) =

−4e4bγµ
[
I(2)
µ (p2)− I(2)

µ (p
′2) + p

′

µI
(p

′2)− pµI
(p2)

]
−

−4

3
e4bγµ

∫
d4k

(2π)4

k/(p/− k/)k/

k4(p− k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+

4

3
e4bγµ

∫
d4k

(2π)4

k/(p/
′
− k/)k/

k4(p′ − k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
−

−8

3
e4bγµ

{
pµI

(2)(p2)− p
′

µI
(2)(p

′2)
}

+
8

3
e4bγµ

{
I(2)
µ (p2)− I(2)

µ (p
′2)

}
+

+
28

9
e4bγµ

{
pµI(p

2)− p
′

µI(p
′2)

}
. (5.12)

5.3 Correções de vértice a 2 loops para a QED

espinorial

As identidades de Ward são relações existentes entre funções de Green de

diferentes ordens na constante de acoplamento. Elas refletem a preservação

de alguma simetria (que quer dizer a conservação de alguma quantidade,

genericamente chamada de corrente). A seguir, vamos estudar as relações

existentes entre as funções de vértice e diagramas de auto-energia a dois
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loops. A identidade de Ward decorrente de tais diagramas é de fundamental

importância na prova da renormalizabilidade da Eletrodinâmica Quântica.

Em segunda ordem em loops, tal relação deve ser dada por:

qµΓ(2)
µ = Σ(2)(p)− Σ(2)(p′) , (5.13)

sendo q o momento do fóton emitido pelo elétron, p é o momento inicial de

tal elétron, antes da emissão do fóton, e p′ é o momento do elétron após a

emissão do fóton. As correções diagramáticas não nulas para a função de

vértice a dois loops na QED e seus respectivos contratermos para remoção

de subdivergências são apresentadas na próxima figura:

Figura 5.2: correções radiativas para a função de vértice a dois loops na QED
espinorial

A função de vértice , −ıeΓ(2)
µ , representa uma correção quântica para a

interação elétron-fóton na QED. Em ńıvel árvore, essa interação é represen-

tada pelo seguinte fator

−ıe.

Para a avaliação das funções de vértice, devemos ressaltar o fato de que,
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embora a Regularização Impĺıcita não comuta com a contração da amplitude

com a métrica, processo em que perdeŕıamos controle dos termos de super-

f́ıcie que são os posśıveis termos violadores de simetria, ela comuta com a

contração da amplitude com um momento externo. Por essa razão, com o

propósito de verificarmos as Identidades de Ward, devemos avaliar as cor-

reções de vértice contráıdas com o momento do fóton externo aos diagramas,

q = p− p′

. Começamos tal análise com o primeiro gráfico da figura (5.2). Aplicando

as regras de Feynman temos:

−ıeΓ(2)
µ1

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4
(−ıeγρ)

ı

p/
′ − k/

(−ıeγσ)
ı

p/
′ − l/

(−ıeγµ)
ı

p/− l/

(−ıeγβ)
ı

p/− k/
(−ıeγα)

−ıgαρ

k2

−ıgβσ

(l − k)2
. (5.14)

Nesse diagrama, é posśıvel isolar como subdiagrama a função de vértice a

um loop (parte superior do diagrama). Podemos reescrever a amplitude a

dois loops isolando a amplitude do subdiagrama, o que será justificável no

próximo passo. Dessa forma, temos:

−ıeΓ(2)
µ1

=

∫
d4k

(2π)4
(−ıeγα)

ı

p/
′ − k/

[∫
d4l

(2π)4
(−ıeγβ)

ı

p/
′ − l/

(−ıeγµ)
ı

p/− l/

−ı
(l − k)2

]
ı

p/− k/
(−ıeγα)

−ı
k2

. (5.15)

Entretanto, estamos interessados em verificar a validade da Identidade de

Ward que relaciona a função de vértice com a auto-energia dos férmions, dada

pela relação (5.13). Assim sendo, vamos contrair o quadri-momento do fóton

emitido, qµ, com a correção a um loop para a função de vértice. Sabemos,

entretanto, que essa identidade de Ward é válida na primeira ordem em loops,

ou seja

qµΓ(1)
µ = Σ(1)(p)− Σ(1)(p′) ,
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e então podemos escrever

−ıeqµΓ(2)
µ1

= −ıe2
∫

d4k

(2π)4
γα 1

p/
′ − k/

(−ıe)
[
Σ(1)(p− k)− Σ(1)(p′ − k)

]
1

p/− k/
γα

1

k2
. (5.16)

A parte finita da auto-energia do elétron a um loop é calculada no apêndice

2 e é dada por:

Σ(1)(p) = −ıe2bp/
{

ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2

}
, (5.17)

e, quando substitúıda na última expressão para a função de vértice, após

algumas manipulações, nos fornece:

−ıeqµΓ(2)
µ1

= 2ıe5b

∫
d4k

(2π)4

p/
′
− k/

(p′ − k)2k2

[
ln

(
−(p

′ − k)2

λ2

)
− 2

]
−

− 2ıe5b

∫
d4k

(2π)4

p/− k/

(p− k)2k2

[
ln

(
−(p− k)2

λ2

)
− 2

]
.(5.18)

As duas parcelas são escritas em termos de integrais ainda não calculadas.

Mostraremos, entretanto, que essas duas contribuições são canceladas por

contribuições vindas dos diagramas (5.2-d) e (5.2-e), e assim, seu resultado

não precisa ser conhecido para fins de verificação da identidade de Ward.

Na correção radiativa dada pela figura (5.2-b) o subdiagrama é uma cor-

reção para o propagador do fóton a um loop, já calculado no apêndice 2. A

amplitude de probabilidade do gráfico é dada por

−ıeΓ(2)
µ4

= (−ıe)3

∫
d4k

(2π)4
γρ

ı

p/
′ − k/

γµ
ı

p/− k/
γσ
−ıgασ

k2[
(−ıe)2(−1)

∫
d4l

(2π)4
Tr

{
γα
ı

l/
γβ

ı

l/− k/

}]
−ıgβρ

k2
, (5.19)

em que notamos, no termo entre colchetes, a expressão para a correção para o

propagador do fóton em primeira ordem. Removendo as subdivergências com

o aux́ılio do contratermo correspondente, e usando o resultado do apêndice

2 para o tensor de polarização do vácuo em primeira ordem (para a QED



5.3 Correções de vértice a 2 loops para a QED espinorial 65

espinorial), temos

−ıeΓ(2)
µ4

= ıe3

∫
d4k

(2π)4
γβ 1

p/
′ − k/

γµ
1

p/− k/
γα 1

k2{
−4

3
e2b[kαkβ − k2gαβ]

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]}
1

k2
. (5.20)

Contráımos tal amplitude com o momento do fóton emitido, qµ, e em seguida

aplicamos a identidade

q/ = p/− p/
′
= [p/− k/]− [p/

′
− k/] .

O uso de propriedades operatórias das matrizes γµ e algumas simplificações

nos permitem escrever

−ıeqµΓ(2)
µ4

= −4ıe5
∫

d4k

(2π)4

k/(p/
′
− k/)k/

k4(p′ − k)2

b

3

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+4ıe5

∫
d4k

(2π)4

k/(p/− k/)k/

k4(p− k)2

b

3

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
−4ıe5

∫
d4k

(2π)4

2(p/
′
− k/)

k2(p′ − k)2

b

3

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+4ıe5

∫
d4k

(2π)4

2(p/− k/)

k2(p− k)2

b

3

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
, (5.21)

em que as duas primeiras parcelas são dadas por integrais que não conhecemos

o resultado. Assim como antes, visto que não estamos interessados no valor

da amplitude, mas sim na satisfação da identidade de Ward, o cálculo de tais

integrais não é necessário, pois termos idênticos surgirão nas contribuições

para a auto-energia a dois loops. Escrevendo a última equação em termos de

integrais básicas, podemos finalmente escrever

−ıeqµΓ(2)
µ4

= −4ıe5

∫
d4k

(2π)4

k/(p/
′
− k/)k/

k4(p′ − k)2

b

3

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+4ıe5

∫
d4k

(2π)4

k/(p/− k/)k/

k4(p− k)2

b

3

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+

8

3
ıe5b[p/I(2)(p2)− p/

′
I(2)(p

′2)]− 8

3
ıe5b[I(2)

µ (p2)− I(2)
µ (p

′2)]

−28

9
ıe5b[p/I(p2)− p/

′
I(p

′2)]. (5.22)
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Agora, consideremos os diagramas da figura (5.2-d) e (5.2-e), onde os subdia-

gramas são auto-energias fermiônicas na primeira ordem em loops. A estraté-

gia usada para escrever os dois diagramas em termos de integrais básicas é

similar à anterior. Faremos explicitamente o procedimento para o segundo di-

agrama e então para o terceiro diagrama apenas apresentaremos o resultado.

Eliminamos as subdivergências com o uso dos contratermos correspondentes

e usamos o resultado para a parte finita do subdiagrama obtido no apêndice

2. Para o diagrama (5.2-d), a correção de vértice é dada por

−ıeΓ(2)
µ3

= (−ıe)3(ı)3(−ı)
∫

d4k

(2π)4
γρ

1

p/
′ − k/

γµ

[
−ıΣ(1)(p− k)

]
1

p/− k/
γσ
g(σρ)

k2

= (−ıe3)

∫
d4k

(2π)4
γρ 1

p/
′ − k/

γµ
1

p/− k/[
−e2b(p/− k/)

(
ln

(
−(p− k)2

λ2

)
− 2

)]
1

p/− k/
γρ

1

k2
.(5.23)

Como feito na prova diagramática das Identidades de Ward, algumas simpli-

ficações podem ser efetuadas se contrairmos tal amplitude com o momento

externo do fóton, qµ, e fizermos uso da identidade

q/ = p/− p/
′
= (p/− k/)− (p/

′
− k/) . (5.24)

Teremos então:

−ıeqµΓ(2)µ3 = ıe5b

∫
d4k

(2π)4
γρ

1

p/
′ − k/

[(p/− k/)− (p/
′
− k/)]

1

p/− k/
γρ

1

k2

{
ln

(
−(p− k)2

λ2

)
− 2

}
, (5.25)

e assim, após algumas simplificações e o uso da identidade

γρp/γρ = −2p/,
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sendo p/ um quadri-vetor qualquer, podemos escrever:

−ıeqµΓ(2)
µ3

= ıe5b

∫
d4k

(2π)4

−2(p/
′
− k/)

(p′ − k)2k2

[
ln

(
−(p− k)2

λ2

)
− 2

]
−

− ıe5b

∫
d4k

(2π)4

−2(p/− k/)

(p− k)2k2

[
ln

(
−(p− k)2

λ2

)
− 2

]
.(5.26)

Seguindo os mesmos procedimentos, vamos obter para o outro diagrama

−ıeqµΓ(2)
µ2

= −2ıe5b

∫
d4k

(2π)4

(p/
′
− k/)

(p′ − k)2k2

[
ln

(
−(p

′ − k)2

λ2

)
− 2

]
−

+ 2ıe5b

∫
d4k

(2π)4

(p/− k/)

(p− k)2k2

[
ln

(
−(p

′ − k)2

λ2

)
− 2

]
.(5.27)

Assim, ao somarmos as correções dadas pelos diagramas (5.2-a), (5.2-d) e

(5.2-e), vemos que as parcelas da primeira contribuição são canceladas por

parcelas da segunda e terceira contribuições, e isso justifica o porquê de não

fazermos o cálculo expĺıcito de tais integrais. Consideramos agora o diagrama

da figura (5.2-b). Realizando a álgebra das matrizes γµ com o tensor métrico

gµν , poderemos escrever

−ıeΓ(2)
µ5

= ıe5

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4
γρ 1

p/
′ − l/

γα 1

p/
′ − k/− l/

γµ
1

p/− k/− l/
γρ

1

p/− k/
γα

1

k2

1

l2
. (5.28)

Fazendo a contração com o momento do fóton emitido e usando a identidade

q/ = p/− p/′ = (p/− k/− l/)− (p/
′
− k/− l/) .

Teremos

−ıeqµΓ(2)
µ5

= ıe5

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4
γρ 1

p/
′ − l/

γα 1

p/
′ − k/− l/

[(p/− k/− l/)− (p/
′
− k/− l/)]

γρ
1

p/− k/
γα

1

k2

1

l2

= A+B. (5.29)

Para manipular o integrando da parcela A, racionalizamos os denominadores
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e usamos a identidade

γµa/γµ = −2a/ .

Além disso, a fim de evitarmos termos denominadores que dependam de

três momentos lineares, realizamos o seguinte deslocamento no momento de

integração, l:

l⇒ l + p
′

.

Se realizarmos a contagem superficial de potências para cada momento de

integração, veremos que tal shift é permitido, pois a integral é logaritmica-

mente divergente. Assim, não há preocupação com o aparecimento de termos

de superf́ıcie. Se N é o numerador do integrando, pode ser escrito como

N = −2(k/+ l/)γαl/(p/− k/)γα = −8(k/+ l/)l · (p− k),

e o denominador é dado por

D = (p− l)2(p
′ − k − l)2(p− k)2l2k2 l→ l + p′

= l2(k + l)2(p− k)2(l + p
′
)2k2,

e então poderemos escrever

A = ıe5
∫

d4k

(2π)4

−8(k/+ l/)l · (p− k)

l2(k + l)2(p− k)2(l + p′)2k2
. (5.30)

A parcela designada por B pode ser obtida de forma similar, com o shift no

momento de integração sendo

k ⇒ k + p

. O numerador será dado por

N = γρ(p/
′
− l)γα(k/+ l/)γρk/γα

= −2(k/+ l/)γα(p/
′
− l/)k/γα

= −8(k/+ l/)k · (p′ − l), (5.31)

enquanto o denominador será dado por

D = (p
′ − l)2(k + l)2(p+ k)2l2k2 .



5.3 Correções de vértice a 2 loops para a QED espinorial 69

Desta forma, teremos

−ıeqµΓ(2)
µ5

= ıe5

∫
d4k

(2π)4

−8(k/+ l/)l · (p− k)

l2(k + l)2(p− k)2(l + p′)2k2

+ıe5

∫
d4k

(2π)4

8(k/+ l/)l · (p′ − k)

l2(k + l)2(p+ k)2(p′ − l)2k2
(5.32)

Na primeira parcela, fazemos a mudança de variáveis global l ↔ k e na

segunda parcela, fazemos a troca k ↔ l. Isso nos permite escrever

−ıeqµΓ(2)
µ5

= ıe5
∫

d4k

(2π)4

−8(k/+ l/)k · (p− l)

l2(k + l)2(p− l)2(k + p′)2k2

+ıe5

∫
d4k

(2π)4

8(k/+ l/)k · (p′ − l)

l2(k + l)2(p+ k)2(p′ + l)2k2
. (5.33)

Finalmente, as duas últimas contribuições, dadas pelos diagramas (5.2-f) e

(5.2-g), com seus respectivos contratermos. O tratamento para ambos é com-

pletamente similar. O resultado para a sexta contribuição para a identidade

de Ward é dado por

−ıeqµΓ(2)
µ6

= −8ıe5

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(k/+ l/)l · (p′ − k)

l2(k + l)2(p+ k)2(p′ + l)2k2

+8ıe5
∫

d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(k/+ l/)l · (p− k)

l2(k + l)2(p− k)2(p′ + l)2k2
,

enquanto para o sétimo diagrama, o resultado é dado por

−ıeqµΓ(2)
µ7

= −8ıe5

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(k/+ l/)l · (p′ − k)

l2(k + l)2(p+ l)2(p′ − k)2k2

+8ıe5
∫

d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(k/+ l/)l · (p− k)

l2(k + l)2(p+ l)2(p− k)2k2
.

O que podemos observar é que a segunda parcela da contribuição (−ıeqµµΓ
(2)
µ6 )

e a primeira parcela da contribuição (−ıeqµµΓ
(2)
µ7 ), quando somadas, cancelam

por completo a contribuição −ıeqµµΓ
(2)
µ5 . Somando então as três amplitudes,
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teremos como resultado

−ıeqµ(Γ(2)
µ5

+ Γ(2)
µ6

+ Γ(2)
µ7

) =

−8ıe5

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(k/+ l/)l · (p′ − k)

l2(k + l)2(p′ − k)2(p′ + l)2k2

+8ıe5
∫

d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(k/+ l/)l · (p− k)

l2(k + l)2(p− k)2(p+ l)2k2
.

Podemos então observar que a soma dos três diagramas é função de duas

integrais que são absolutamente iguais, excetuando-se que a primeira é função

de p
′
e a segunda é função de p.

Agora devemos somar todas as contribuições para a função de vértice a

dois loops, contráıda com o momento do fóton emitido pelo férmion. Podemos

escrever que

qµΓµtotal
= qµΓµ1 + qµΓµ2 + qµΓµ3 + qµΓµ4 + +qµΓµ5 + qµΓµ6 + qµΓµ7 .

Assim, temos

qµΓµtotal
(p, p

′
) =

−4e4bγµ
[
I(2)
µ (p2)− I(2)

µ (p
′2) + +p

′

µI
(2)(p

′2)− pµI
(2)(p2)

]
−

−4

3
e4b

∫
d4k

(2π)4

k/(p/− k/)k/

k4(p− k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
+

4

3
e4b

∫
d4k

(2π)4

k/(p/
′
− k/)k/

k4(p′ − k)2

[
ln

(
−k

2

λ2

)
− 7

3

]
−

−8

3

{
pµI

(2)(p2)− p
′

µI
(2)(p

′2)
}

+
8

3

{
I(2)
µ (p2)− I(2)

µ (p
′2)

}
+

+
28

9
e4bγµ

{
pµI(p

2)− p
′

µI(p
′2)

}
, (5.34)

proporcionando portanto o mesmo resultado que a diferença de auto-energias

a dois loops satisfaz a identidade de Ward entre a função de vértice e a

autoenergia. O cálculo que acabamos de apresentar com a contração do

momento do fóton externo com o vértice elétron-fóton segue a tradicional

prova diagramática das Identidades de Ward e da invariância de calibre, como

vimos no caṕıtulo 2, e assim, não é surpreendente que tenhamos atingido o

resultado esperado. Entretanto, é importante destacar uma caracteŕıstica
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da Regularização Impĺıcita: o método foi desenvolvido de forma a conter

todas as caracteŕısticas que são necessárias a fim de preservar a invariância

de calibre e simetrias que são senśıveis à dimensão da teoria. A possibilidade

de fazermos shifts nos momentos de integração é implementada com todo

cuidado em relação ao aparecimento de eventuais termos de superf́ıcie, e sua

posterior eliminação. A manutenção da dimensão espećıfica da teoria e o

fato de que o integrando não é modificado garante a preservação da álgebra

vetorial (álgebra de Clifford). Desta forma, a Regularização Impĺıcita pode

ser implementada até mesmo por meio de um simples cutoff, já que todas as

suas indesejáveis caracteŕısticas estão sob controle.

5.4 O tensor de polarização do vácuo

Seguindo a proposta desenvolvida para a eletrodinâmica quântica es-

calar no caṕıtulo anterior, vamos verificar a transversalidade do tensor de

polarização do vácuo em ordem dois loops. Para uma teoria sem massa, as

contribuições radiativas não nulas são

Figura 5.3: contribuições radiativas para o tensor de polarização do vácuo na
QED espinorial

.

Começamos pelo gráfico aninhado da figura (5.4-a) Após aplicarmos as

regras de Feynman, listadas no caṕıtulo 2, e realizarmos a álgebra das ma-

trizes γ obtemos a seguinte amplitude

(5.35)
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O subgráfico aninhado é a auto-energia do elétron a um loop, cujo resultado

é calculado no apêndice 2 e dado por

Σ(1)(k) = −e2k/
{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b

}
. (5.36)

Aplicadas as Regras de Feynman no primeiro diagrama da figura (5.4-a)

e identificando a divergência aninhada como a autoenergia do férmion a um

loop, temos:

Π(2)
µνa =

∫
d4k

(2π)4

−ıe4tr{k/Σ(k/)k/γµ(k/− p/)γν}
k4(k − p)2

(5.37)

em que

Σ =

∫
d4l

(2π)4

γλl/γλ

l2(l − k)2

= −2γαIα = −k/
(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b

)
. (5.38)

é o resultado para a autoenergia do férmion, a menos de fatores de vértice,

já inclúıdos no diagrama completo. Eliminando as subdivergências do sub-

gráfico, podemos escrever

Π(2)
µνa = ıe4b

∫
d4k

(2π)4

[
− ln

(
k2

λ2

)
+ 2

]
tr{k2k/γµ(k/− p/)γν}︸ ︷︷ ︸

k4(k − p)2
(5.39)

O traço dentro do integrando é avaliado de maneira usual, e seu resultado é

dado por

4k2

[
2kµkν − 2pνkµ −

1

2
(k2 + (p− k)2 − p2)gµν

]
em que o truque usual para eliminação de produtos escalares do tipo k · p
em favor de termos quadráticos nos momentos foi usado. Se substituirmos o

resultado do traço no numerador de 5.39, teremos:

Π(2)
µνa = 4ıe4b

∫
d4k

(2π)4

k2
[
2kµkν − 2pνkµ − 1

2
(k2 + (p− k)2 − p2)gµν

]
k4(k − p)2[

2− ln

(
−k

2

λ2

)]
(5.40)
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e que em termos de integrais básicas, é dada por

Π(2)
µνa = 4ıe4b

{
4Iµν − 4pνIµ + p2gµνI − 2I(2)

µν

+ 2pνI
(2)
µ +

gµν

2

∫
d4k

(2π)4

1

(p− k)2
ln

(
−k

2

λ2
− p2gµν

2
I()2

)}
(5.41)

que nos permite escrever

Π(2)
µνa = 4ıe4b

{
4Iµν − 4pνIµ + p2gµνI − 2I(2)

µν

+ 2pνI
(2)
µ +

gµν

4
p2

(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 3b

)
− p2gµν

2
I(2)

}
(5.42)

Usando os resultados para as integrais básicas de um e dois loops, e já elim-

inados os termos de superf́ıcie caracteŕısticos, teremos: de dois loops, temos

Π(2)
µνa

=
4

3
ıe4b

{
pµpν

[
I

(2)
log (λ2)− 13

6
Ilog(λ

2)− 5

2
b ln2

(
−p

2

λ2

)
+

25

6
b ln

(
−p

2

λ2

)
+

+
17

6
b

]
+ gµνp

2

[
−I(2)

log (λ2) +
8

3
Ilog(λ

2) +
1

2
b ln2

(
−p

2

λ2

)
−

− 10

3
b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 6b

]}
.

(5.43)

A segunda contribuição é dada pelo diagrama da figura (5.4-b) e possui sub-

diagramas overlapados, que são correções a um loop para a função de vértice.

Assim, precisamos calcular separadamente os subdiagramas da figura (5.4-b)

Após aplicarmos as regras de Feynman ao diagrama e a seus contratermos,

usamos o procedimento de regularização impĺıcita para separarmos as di-

vergências t́ıpicas da ordem. Termos de superf́ıcie são eliminados com o

aux́ılio de contratermos restauradores de simetria no ńıvel do lagrangeano.

Após removermos os termos de superf́ıcie, potenciais violadores da simetria
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de calibre, temos

Π(2)
µνb

=
8

3
ıe4{pµpν [−4bI

(2)
log (λ2) +

3

2
I2
log(λ

2) +
22

3
bIlog(λ

2) +
5

2
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
−

17

3
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 4

3
b2 − p2IO]

+ gµνp
2[4bI

(2)
log (λ2)− 3

2
I2
log(λ

2)− 47

6
bIlog(λ

2)− 1

2
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
+

29

6
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 15

2
b2 + p2IO]}, (5.44)

em que IO é uma integral caracteŕıstica de diagramas overlapados, cujo re-

sultado é apresentado no apêndice espećıfico para o cálculo dos diagramas

overlapados. De posse das duas contribuições diagramáticas, somamos os

resultados de (5.43) e (5.44), obtendo:

Π(2)
µν =

8

3
ıe4b(pµpν − gµν)p

2

{
3

2
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)
log (λ2) +

31

6
bIlog(λ

2)−

− 3

2
b ln

(
−p

2

λ2

)
+

3

2
b− p2IO

}
, (5.45)

5.5 Cálculo da função beta do grupo de re-

normalização a dois loops

A função beta do grupo de renormalização mostra como a constante de

acoplamento de uma teoria de campos varia com a escala de energia. Até a

ordem de dois loops, ela é um parâmetro universal, e portanto independente

do esquema de regularização empregado. Desta forma, o cálculo da função

β a dois loops será um bom teste para o procedimento de Regularização

Impĺıcita, sendo um bom teste para a definição de contratermos em termos

de nossas divergências básicas.

Para a eletrodinâmica quântica, a função beta é obtida através do con-

tratermo necessário à renormalização do tensor de polarização do vácuo, que

aqui designaremos por Z3 (54). Z3 é o contratermo para a carga ”nua”do

elétron, a carga que a part́ıcula possúıria se estivesse isolada, no vácuo, sem

interagir com outras part́ıculas. Das identidades de Ward, é posśıvel mostrar
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que tal contratermo será igual ao contratermo para a renormalização do

campo do fóton. O cálculo de correções radiativas para o propagador do

fóton nos fornece correções de ordem superior para o respectivo contratermo.

Inicialmente, vamos apresentar o cálculo do contratermo necessário à renor-

malização do tensor de polarizaçãodo vácuo a um loop, cujo diagrama é

exibido a seguir

Figura 5.4: diagrama de Feynman para o tensor de polarização a um loop
.

Como visto no apêndice 1, tal diagrama possui divergências quadráticas

e logaŕıtmicas. As primeiras são eliminadas por serem proporcionais à massa

das part́ıculas da teoria, conforme discutido no caṕıtulo 4. Desta forma,

divergências quadráticas são automaticamente eliminadas. A divergência do

tensor de polarização do vácuo para a QED espinorial é, então, dada por

−ıΠµνdiv
=

4

3

{
−pµpν + p2gµν

}
Ilog(λ

2) . (5.46)

Desta forma, o contratermo necessário para subtrair a divergência do tensor

de polarização do vácuo, dentro do esquema de subtração mı́nima, é dado

por

Πµνct =
4

3
ıe2Ilog(λ

2) , (5.47)

o que modifica Z3 para

Z3 = 1 +
4

3
ıe2Ilog(λ

2) . (5.48)
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A parcela divergente para o tensor de polarização do vácuo para segunda

ordem em loops é dada por (detalhes no apêndice 5)

8

3
e4

{
3

2
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)

log(λ2) +
31

6
bIlog(λ

2)

}
.

E o contratermo para a carga do férmion é corrigido para

Z3 = 1 +
4

3
ıe2Ilog(λ

2)− 8

3
e4

{
3

2
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)
log (λ2) +

31

6
bIlog(λ

2)

}
.

(5.49)

Tal carga, que seria infinita, se relaciona com a carga f́ısica do elétron por

meio da seguinte relação (54), (29):

eB = eZ
−1
2

3 .

Se elevarmos os dois membros ao quadrado e em seguida dividirmos os dois

lados por 4π, podemos reescrever a última relação como

αB = Z−1
3 α , (5.50)

em que α é a constante de estrutura fina da QED, parâmetro que desempenha

o papel de constante de acoplamento na teoria. Z−1
3 pode agora ser escrito

da seguinte forma

Z−1
3 =

1

1 + x

= 1− 4

3
ıe2Ilog(λ

2)− 16

9
e4I2

log(λ
2) +

8

3
e4

{
3

2
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)

log(λ2) +
31

6
bIlog(λ

2)

}
= 1− 4

3
ıe2Ilog(λ

2) +
8

3

{
5

6
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)
log (λ2) +

9

2
Ilog(λ

2)

}
, (5.51)

em que usamos (e assumimos que seja válida) uma expansão em série ge-

ométrica para a equação que define Z3. Escrevendo a expressão para o con-

tratermo em função da constante de acoplamento, ao invés de escrevê-la em

termos da carga f́ısica, teremos, após multiplicarmos e dividirmos a última
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equação por 4π:

Z−1
3 = 1− 16π

3
ıαIlog(λ

2) +
8

3
(4π)2α2

(
5

6
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)
log (λ2) +

9

2
bIlog(λ

2)

)
= 1− c1α+ c2α

2 . . . . (5.52)

A constante de acoplamento nua, αB, não depende da escala de energia, λ2.

Portanto, derivando a equação (5.50) em relação a λ2, o resultado deve ser

identicamente nulo. Assim:

∂αB

∂λ2
= 0

=
∂α

∂λ2
Z−1

3 + α
∂Z−1

3

∂λ2
. (5.53)

Calculamos agora cada parcela, separadamente

∂Z−1
3

∂λ2
= − ∂α

∂λ2
c1 −

∂c1
∂λ2

α+ +2α
∂α

∂λ2
c2 + α2 ∂c2

∂λ2
(5.54)

Multipliquemos a última expressão por

2λ2α

α
o que nos permite escrever

2λ2α

α

∂Z−1
3

∂λ2
= −α2λ2

α

∂α

∂λ2
c1 +−2λ2α

α

∂c1
∂λ2

α+ 2αc2
2λ2α

α

∂α

∂λ2

+
2λ2α

α
α2 ∂c2
∂λ2

= −αβc1 − 2λ2 ∂c1
∂λ2

+ 2c2α
2β + 2λ2α2 ∂c2

∂λ2

= β(−αc1 + 2c2α
2)− 2λ2α

∂c1
∂λ2

+ 2λ2α2 ∂c2
∂λ2

(5.55)

Juntamente com a equação diferencial (5.54), temos

0 = β[1− 2αc1 + 3c2α
2]− 2λ2α

∂c1
∂λ2

+ 2λ2α2 ∂c2
∂λ2

(5.56)
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e então

β =
1

[1− 2αc1 + 3α2c2]

(
2λ2α

∂c1
∂λ2

− 2λ2α2 ∂c2
∂λ2

)
= 2λ2α

∂c1
∂λ2

− 2λ2α2 ∂c2
∂λ2

+ 4α2λ2c1
∂c1
∂λ2

, (5.57)

em que no último passo utilizamos a aproximação binomial

1

1− x
∼= 1 + x ,

e na sequência desprezamos termos de ordem O(α3), já que nesta ordem

outros diagramas devem ser levados em conta. Podemos então escrever

β = 2λ2α
∂c1
∂λ2

− 2λ2α2

[
∂c2
∂λ2

− 2c1
∂c1
∂λ2

]
. (5.58)

Substituindo a expressão para c1 e derivando em relação a λ2 temos

∂c1
∂λ2

=
∂

∂λ2

[
− 16

3πıIlog(λ2)

]
= −16

3
πı

b

λ2
= −16

3
πı

i

(4π)2λ2

=
1

3πλ2
. (5.59)

Apresentamos em seguida o resultado da segunda parcela da expressão para

a função beta (detalhes se encontram em um dos apêndices)

∂c2
∂λ2

=
8

3
16π2

{
ı

12π2λ2
Ilog(λ

2) +
3

2π4λ2(16)2

}
que nos conduz a

∂c2
∂λ2

− 2c1
∂c1
∂λ2

=
8

3
16π2

{
ı

12π2λ2
Ilog(λ

2) +
3

2π4λ2(16)2

}
− 32ı

9λ2
Ilog(λ

2)

=
1

4πλ2
. (5.60)

A dois loops, já vimos que a função β da eletrodinâmica quântica é dada pela

equação (5.58). Portanto, substituindo os dois últimos resultados em (5.58)
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teremos

β = 2λ2α
1

3πλ2
+

2α2

4π2

=
2

3

α

π
+

1

2

(α
π

)2

, (5.61)

que é o resultado correto para a função β a dois loops, confirmando que a

função β é independente do esquema de regularização empregado até essa

ordem da expansão perturbativa. O primeiro termo representa o valor para

a função β a um loop, escrito em termos de α, que também é compat́ıvel com

o resultado conhecido.



Caṕıtulo 6

Extensão da Regularização

Impĺıcita para ordens

arbitrárias em modelos

não-massivos

“Don’t panic “

1

6.1 Introdução

Neste caṕıtulo, inspirados nos resultados que obtivemos para o cálculo

perturbativo a dois loops, propomos uma extensão do procedimento de Re-

gularização Impĺıcita para ordens arbitrárias na expansão em loops. Em par-

ticular, obtemos a relação de escala a n-loops, assim como exemplificamos

uma solução para integrais básicas com ı́ndices de Lorentz a n-loops.

6.2 Obtenção da relação de escala a n-loops

Uma divergência básica logaŕıtmica a n-loops em teorias sem massa pode

ser escrita, usando um regulador tipo cut-off, como

I
(n+1)
log =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
(6.1)

1Extráıdo de ”O guia do mochileiro das galáxias”(The Hitchhiker’s Guide to the
Galaxy), de Douglas Adam.
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e por meio de uma mudança de variáveis, pode ser reescrita como

I
(n+1)
log = b

∫
d(k2)

k2

k2 +m2
lnn

{
k2 +m2

λ2

}
=

∫ ∞

m2

dx
x−m2

x2
lnn

( x

λ2

)
= b

∫ Λ2

m2

dx

x
lnn

( x

λ2

)
−m2b

∫ Λ2

m2

1

x2
ln(n)

( x

λ2

)
dx . (6.2)

A relação de escala pode ser obtida a partir da seguinte diferença:

I
(n+1)
log (m2)− I

(n+1)
log (λ2) = b

∫ λ2

m2

dx

x
lnn

( x

λ2

)
− bm2

{
1

m2
n!

n∑
i=0

1

i!
lni

(
m2

λ2

)}

+ bλ2

{
1

λ2
n!

n∑
i=0

1

i!
lni

(
λ2

λ2

)}

= b

{
− 1

n+ 1
lnn+1

(
m2

λ2

)
− bn!

n∑
i=0

1

i!
lni

(
m2

λ2

)}

= −b
n+1∑
i=0

n!

i!
lni

(
m2

λ2

)
(6.3)

A um loop (n = 0), por exemplo, teremos:

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2)− b ln

(
m2

λ2

)
(6.4)

E para dois loops (n = 1), temos:

I
(2)
log (m2) = I

(2)
log (λ2)− b

{
1

2
ln2

(
m2

λ2

)
+ ln

(
m2

λ2

)}
. (6.5)

Como já discutido, a relação de escala é essencial para a aplicação do

procedimento de Regularização Impĺıcita em teorias não-massivas. É ela

que introduz um parâmetro que funcionará como escala para o grupo de

renormalização, e, principalmente, permite a eliminação da massa fict́ıcia,

através de um cancelamento entre termos provenientes da parte divergente

com termos da parte finita.
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6.3 Separação dos termos de superf́ıcie a n-

loops e cálculo de uma integral com ı́ndice

de Lorentz

Nesta seção, apresentamos o procedimento utilizado para separação e

identificação dos termos de superf́ıcie de uma integral t́ıpica a n-loops e tam-

bém exibimos uma generalização para o procedimento de solução de integrais

multi-loop para teorias não-massivas. O exemplo apresentado contém os in-

gredientes mais importantes da Regularização Impĺıcita, como a presença de

termos de superf́ıcie e o uso expĺıcito das relações de escala para a eliminação

da massa fict́ıcia, e portanto, é suficiente para uma compreensão geral do

método de cálculo da parte finita de integrais de Feynman no contexto da

RI.

Vimos ao longo dos primeiros caṕıtulos do trabalho que os termos de

superf́ıcie, potenciais violadores da simetria de calibre, são obtidos a partir

de divergências básicas com ı́ndices de Lorentz. Um exemplo é a integral

abaixo:

θ(n+1)
µν =

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)3
lnn

(
k2 −m2

λ2

)
. (6.6)

Para eliminarmos o termo de superf́ıcie a n-loops escrito em termos de di-

vergências básicas, usamos a mesma estratégia empregada no cálculo de um

e dois loops.

∂

∂kν

{
kµ

(k2 −m2)2
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)}
=

gµν

(k2 −m2)2
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
− 4

kµkν

(k2 −m2)3
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
+

kµ

(k2 −m2)2

∂

∂kν

lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
(6.7)

A derivada do termo logaŕıtmico é dada por

∂

∂kν

lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
= n lnn−1

(
−k

2 −m2

λ2

)
−λ2

k2 −m2

2kν

−λ2

=
2n

k2 −m2
lnn−1

(
−k

2 −m2

λ2

)
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Usando os dois últimos resultados na equação C.57∫
d4k

(2π)4

∂

∂kν

{
kµ

(k2 −m2)2
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)}
=

gµν

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
− 4

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)3
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
2n

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)2
lnn−1

(
−k

2 −m2

λ2

)
(6.8)

Eliminando os termos de superf́ıcies de todas as ordens anterioes, temos

θ(n+1)
µν =

1

4

{
gµνI

(n+1)
log (λ2) + 2nθ(n−1)

µν

}
=

1

4

{
gµνI

(n+1)
log (λ2) +

2n

4

[
gµνI

(n)
log (λ2) + n(n− 1)θ(n−1)µν

]}
=

1

4

{
gµνI

(n+1)
log (λ2) +

n

2
gµνI

(n)
log (λ2)+

+
n(n− 1)

4

(
gµνI

(n−1)
log (λ2) + 2(n− 2)θ(n−2)

µν

)}
=

1

4

{
gµνI

(n+1)
log (λ2) +

n

2
gµνI

(n)
log (λ2)

+
n(n− 1)

4
gµνI

(n−1)
log (λ2) +

n(n− 1)(n− 2)

8
gµνI

(n−2)
log (λ2)+

n!

2n
gµνIlog(λ

2)

}
=

gµν

4

{
n∑

k=0

1

2n−k
I

(k+1)
log (m2)

}
(6.9)

Obtemos então:

θ(n+1)
µν =

gµν

4

n∑
k=0

n!

k!

1

2n−k
I

(k+1)
log (m2) (6.10)

As divergências logaŕıtmicas a n-loops podem ser escritas através das relações

de escala:

I
(k+1)
log (m2) = I

(k+1)
log (λ2)− b

k+1∑
i=1

k!

i!
lni

(
m2

λ2

)
(6.11)

Se substitúırmos a relação de escala na equação acima 6.11 em 6.10 e sepa-
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rarmos a parte divergente, podemos escrever:

θ(n+1)
µν = Div − b

4

n∑
k=0

k+1∑
i=1

n!

k!

1

2n−k

k!

i!
lni

(
m2

λ2

)

= Div − b

4

n!

2n

n∑
k=0

2k

k+1∑
i=1

1

i!
lni

(
m2

λ2

)
︸ ︷︷ ︸ (6.12)

onde Div indica contribuições divergentes para o termo de supef́ıcie. Vamos

analisar o termo sublinhado separadamente. Designando-o por δ, temos

δ = 20 ln

(
m2

λ2

)
+ 21

[
ln

(
m2

λ2

)
+

1

2
ln2

(
m2

λ2

)]
+ 22

[
ln

(
m2

λ2

)
+

1

2
ln2

(
m2

λ2

)
+

1

3!
ln3

(
m2

λ2

)]
+ . . .

+ 2n

[
ln

(
m2

λ2

)
+ . . .+

1

n+ 1)!
lnn+1

(
m2

λ2

)]
= ln

(
m2

λ2

)
[20 + 21 + ...+ 2n] +

1

2
ln2

(
m2

λ2

)
[21 + ...+ 2n] + . . .

+ . . .+
1

(n+ 1)!
lnn+1

(
m2

λ2

)
2n (6.13)

O i-ésimo termo da série é caracterizado pela seguinte soma:

2i−1 + 2i + . . .+ 2n = 2i−1[1 + 2 + . . .+ 2n−i+1]

= 2i−1Sn−1+1

= 2i−1[2n−i+12− 1]

= 2n+1 − 2i−1 (6.14)

em que, na segunda linha, notamos a soma dos n termos de um progressão

geométrica, de razão 2, cuja expressão geral é dada por

Sn =
anr − a0

r − 1

em que an é o termo de ordem n da série, a0 é o primeiro termo da série e r
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a razão da progressão geométrica. Assim, podemos escrever

θ(n+1)
µν (λ2) = Div − b

4
gµν

n+1∑
i=1

(2− 2i−n−1)
1

i!
lni

(
m2

λ2

)
. (6.15)

6.3.1 Solução de uma integral com ı́ndices de Lorentz

Com os resultados anteriores, vamos resolver uma integral t́ıpica com

ı́ndice de Lorentz

I(n+1)
α = pα

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(k − p)2
lnn

(
−k

2

λ2

)
(6.16)

e separando a parte divergente e os termos de superf́ıcie da parte finita,

teremos

I(n+1)
α = 2pµθ(n+1)

µα +

∫
d4k

(2π)4

kα(2p · k − p2)2

k6(p− k)2
lnn

(
−k

2

λ2

)
(6.17)

Com a identidade que usamos para tratar o termo logaŕıtmico,

ln a = lim
ε→0

aε − 1

ε
,

a parte finita, que passamos a designar por Ĩ
(n+1)
α poderá ser escrita como

Ĩ(n+1)
α = lim

ε→0

1

εn

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
I(k)
α (6.18)

e fazendo uso da massa fict́ıcia, I
(k)
α é dada por:

I(k)
α =

1

(−λ2)kε

∫
d4k

(2π)4

kα(p2 − 2p · k)2

(k2 −m2)3−kε[(p− k)2 −m2]

=
1

(−λ2)kε
(A+B + C) . (6.19)

A, B e C, após fazermos a parametrização de Feynman e realizarmos algumas
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integrações por partes, para m2 pequeno, podem ser reescritos como:

A =
b

2− kε

(−m2)kε

(kε− 1)
pα

{
1

kε
+

+

∫ 1

0

dx

[
2(1− x)− 2− kε

kε
(1− x) + (2− kε)(1− 2x)

](
−p

2x

m2

)kε
}

,

(6.20)

B =
b

(2− kε)

2(−m2)kε

(1− kε)
pα

∫ 1

0

dx(1− x)

(
−p

2x

m2

)kε

e (6.21)

C =
b

2− kε

−2(−m2)kε

kε(1− kε)
pα {−1+

+ (2− kε)

∫ 1

0

dx(1− x)

(
−p

2x

m2

)kε
}

. (6.22)

Somando A, B e C, temos

A+B + C =
b

2− kε

(−m2)kε

(kε− 1)
pα

{
− 1

kε

+

∫ 1

0

dx

[
(2− kε)

kε
(1− x) + (2− kε)(1− 2x)

](
−p

2x

m2

)kε
}

(6.23)

e então podemos escrever

I(k)
α = −b

(
m2

λ2

)kε

pα

{
− 1

kε(2− kε)
+

∫ 1

0

dx

{
1

kε
(1− x) + (1− 2x)

} (
−p

2x

λ2

)kε
}

= −b
[
− 1

1− kε

]
pα

{
− 1

kε(2− kε)

(
m2

λ2

)kε

+︸ ︷︷ ︸
+

∫ 1

0

dx

[
(1− x)

kε
+ (1− 2x)

](
−p

2x

λ2

)kε
}

(6.24)

Consideremos primeiramente a parcela sublinhada, que passamos a designar
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por ξ. A segunda parcela será designada por ζ e tratada na sequência:

ξ = −b 1

2kε

1

1− kε

1

1− kε
2

(
m2

λ2

)kε

pα (6.25)

Com o limite de ε→ 0, podemos tomar a expansão binomial e reescrever os

termos dependentes de ε. Por exemplo:

1

1− kε
= 1 + kε+ (kε)2 + . . .

1

1− kε
2

= 1 +
kε

2
+

(
kε

2

)2

. . .

E então, identificamos todas as potências posśıveis de kε, multiplicadas pelos

respectivos coeficientes:

− 1

2kε

1

1− kε

1

1− kε
2

= − 1

2kε

∞∑
j=0

∞∑
i=0

(kε)i

(
kε

2

)j

= − 1

2kε

∑
i,j

(kε)i+j

2j
= −

∑
i,j

(kε)i+j−1

2j

= −
{

1

2kε
+

3

2
+

(
1 +

1

2
+

1

4

)
kε+

(
1 +

1

2
+

1

4
+

1

8

)
(kε)2 + . . .

}
= −1

2

∞∑
i=0

[
2−

(
1

2

)i
]

(kε)i−1 (6.26)

Realizamos agora a expansão do termo
(

m2

λ2

)(kε)

, para ε → 0, o que nos

permite escrever:

ξ = −bpα
1

2

∞∑
i=0

[
2−

(
1

2

)i
]

(kε)i−1

[
1 + kε ln

(
m2

λ2

)
+

1

2
(kε)2 ln2

(
m2

λ2

)
+ . . .

]
(6.27)

Para obter uma expressão geral para o coeficiente de (kε)n, destacamos os

seguintes termos:
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i = 0:[
2−

(
1

2

)0
]

(kε)0−1

{
1 + kε ln

(
m2

λ2

)
+

(kε)2

2
ln2

(
m2

λ2

)}
+ . . .

i=1 [
2−

(
1

2

)1
]

(kε)1−1

{
1 + kε ln

(
m2

λ2

)
+

(kε)2

2
ln2

(
m2

λ2

)
+ . . .

}
i = 2:[

2−
(

1

2

)2
]

(kε)2−1

{
1 + kε ln

(
m2

λ2

)
+

(kε)2

2
ln2

(
m2

λ2

)
+ . . .

}
Isso nos permite identificar o coeficiente de kε, que será[

2−
(

1

2

)2
]

+

[
2−

(
1

2

)]
ln

(
m2

λ2

)
+

[
2−

(
1

2

)0
]

ln2

(
m2

λ2

)
Já o coeficiente de (kε)2 é dado por[

2−
(

1

2

)3
]

+

[
2−

(
1

2

)2
]

ln

(
m2

λ2

)
+

[
2−

(
1

2

)1
]

1

2
ln2

(
−m

2

λ2

)
+

+

[
2−

(
1

2

)0
]

1

3
ln3

(
m2

λ2

)
E se estendermos o desenvolvimento acima para outras potências de kε, de-

duzimos que o termo de ordem n (coeficiente de (kε)n) é dado por

−1

2

{[
2−

(
1

2

)n+1
]

+

[
2−

(
1

2

)n]
ln

(
m2

λ2

)

+

[
2−

(
1

2

)n−1
]

1

2
ln2

(
m2

λ2

)
+ . . .+

[
2− 1

2

]
1

n!
lnn

(
m2

λ2

)
+ 2

1

(n+ 1)!
lnn+1

(
m2

λ2

)}
. (6.28)
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Com isso, ξ pode ser escrito como

ξ = −bpα

n+1∑
i=0

[
1−

(
1

2

)n−i+2
]

1

i!
lni

(
m2

λ2

)
(kε)n

= −bpα

n+1∑
i=0

[
1− (2)i−n−2

] 1

i!
lni

(
m2

λ2

)
(kε)n (6.29)

Para ζ, temos

ζ = −bpα

∫ 1

0

dx
1

1− kε

[
1− x

kε
+ (1− 2x)

](
−p

2x

λ2

)kε

(6.30)

que na n-ésima ordem, pode ser escrita como

ζ = −bpα
1

2

n+1∑
i=0

(−1)n−i+1 1

2n−i+1

1

i!
lni

(
−p

2

λ2

)
(kε)n . (6.31)

Lembrando que a integral I
(n+1)
α é escrita como

I(n+1)
α = 2pµθ(n+1)

µα +

∫
d4k

(2π)4

kα(2p · k − p2)2

k6(p− k)2
lnn

(
−k

2

λ2

)
= 2pµθ(n+1)

µα + lim
ε→0

1

εn

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
I(k)
α

(6.32)

com θ
(n+1)
µα dado por

θ(n+1)
µα =

1

4
gµα

n∑
k=0

n!

k!

1

2n−k
I

(k+1)
log (λ2)− b

4
gµαn!

n+1∑
i=1

(2− 2i−n−1)
1

i!
lni

(
m2

λ2

)
e

(6.33)

Convém ressaltar que a parcela dependente da parte fict́ıcia, vinda da relação

de escala a n-loops, desempenhará papel fundamental no cancelamento de

contribuições da integral que dependam da massa fict́ıcia.
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I
(k)
α é uma integral finita, dada por

I(k)
α =

1

(−λ2)kε

∫
d4k

(2π)4

kα(p2 − 2p · k)2

(k2 −m2)3−kε[(p− k)2 −m2]

= −b
[

1

1− kε

]
pα

{
− 1

kε(2− kε)

(
m2

λ2

)kε

+

+

∫ 1

0

dx

[
1− x

kε
+ (1− 2x)

](
−p

2x

λ2

)kε
}

(6.34)

I(n+1)
α =

1

4
gµα

n∑
k=0

n!

k!

1

2n−k
I

(k+1)
log (λ2) +

+ 2pµ b

4
n!gµα

n+1∑
i=1

(2− 2i−n−1)
1

i!
lni

(
m2

λ2

)
−

− bpα lim
ε→0

1

εn

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

) {
n+1∑
i=0

[1− (2)i−n−2]
1

i!
lni

(
m2

λ2

)
(kε)n

+
1

2

n+1∑
i=0

(−1)n−i+1 1

2n−i+1

1

i!
lni

(
−p

2

λ2

)
(kε)n

}

=
1

4
gµα

n∑
k=0

n!

k!

1

2n−k
I

(k+1)
log (λ2) +

+ pα
b

2

n+1∑
i=1

(2− 2i−n−1)
1

i!
lni

(
m2

λ2

)
−

− bpα

n∑
k=0

(−1)n−k n!(k)n

k!(n− k)!

{
n+1∑
i=0

[1− (2)i−n−2]
1

i!
lni

(
m2

λ2

)
−

− b pα
1

2

n+1∑
i=0

(−1)n−i+1 1

2n−i+1

1

i!
lni

(
−p

2

λ2

)}
(6.35)

Note como podemos tomar o limite ε → 0 com segurança, visto que há o

cancelamento de εn no denominador com o correspondente termo no nume-

rador, dentro dos somatórios. Por sua vez, o somatório na variável k pode
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ser eliminado, sabendo que

n∑
k=0

(−1)(n−k) kn

k!(n− k)!
= 1 . (6.36)

Obtemos então

I(n+1)
α =

1

4
gµα
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(6.37)

No último resultado, notamos que as duas primeiras parcelas são iguais, com

exceção do fato de os somatórios começarem em 1 e em 0, respectivamente.

Desta forma, é garantida a eliminação dos termos dependentes da massa fic-

t́ıcia, presentes somente nestas duas parcelas. É importante perceber como

os termos que vêm das relações de escala são important́ıssimos para a elimi-

nação da massa fict́ıcia, e isso realça o papel tomado pelas relações de escala

no procedimento de Regularização Impĺıcita.

Eliminando os termos que dependem da massa fict́ıcia e escrevendo ex-
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plicitamente os termos em que i = 0, obtemos:
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(6.38)

E finalmente, obtemos:
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Perspectivas

“Clara manhã, obrigado. O essencial é viver.“

1

Neste trabalho, propusemos uma generalização do procedimento de Re-

gularização Impĺıcita aplicada a ordens arbitrárias da expansão em loops, com

aplicações em duas teorias de calibre abelianas: a eletrodinâmica quântica

espinorial e a eletrodinâmica quântica escalar, considerando o caso de teorias

não massivas, já que o caso massivo não apresenta novas caracteŕısticas, sendo

apenas o cálculo da parte finita das amplitudes de probabilidade um pouco

mais complicado. Além da generalização do procedimento, propusemos um

novo mecanismo para avaliação de integrais de Feynman finitas, estendendo

a usual parametrização de Feynman para situações onde o integrando não

é constitúıdo por funções racionais, o que é t́ıpico além da ordem 1 loop na

expansão perturbativa. Conclúımos que o que torna o procedimento de Regu-

larização Impĺıcita consistente do ponto de vista da preservação da simetria

de calibre é a eliminação dos chamados termos de superf́ıcie no espaço dos

momentos, seja pela adoção de contratermos restauradores de simetria ou

assumindo-os como sendo nulos a priori. Determinamos um procedimento

geral para a eliminação dos termos de superf́ıcie, sendo uma prescrição para

teorias com conteúdo anômalo discutida na referência (58). A remoção dos

termos de superf́ıcie traz como consequência a possibilidade de se realizar

translações (shifts) nos momentos de integração já em quatro dimensões,

desde que amplitudes que contenham conteúdo anômalo não estejam pre-

sentes (16), (17), (18). Desta forma, uma das principais exigências para a

1Extráıdo de ”Passagem da noite”, de Carlos Drummond de Andrade (A Rosa do Povo)
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satisfação das identidades de Ward, como visto na prova diagramática de

tais identidades, é cumprida, sendo esta a razão pela qual a regularização

dimensional é invariante de calibre.

No caso de anomalias, a eliminação dos termos de superf́ıcie por meio

de contratermos restauradores de simetria não é adequada. A razão é que o

contratermo necessário para restaurar, por exemplo, a identidade de Ward

vetorial causa a violação da identidade de Ward axial e vice versa, não sendo

posśıvel (como sabemos) preservar essas duas simetrias simultaneamente. De

fato, isso ocorre porque, em ńıvel diagramático, tal anomalia é refletida como

uma violação da invariância por roteamento dos momentos nos diagramas

de Feynman, e como já mencionado, a Regularização Impĺıcita possui uma

prescrição adequada para o tratamento de anomalias. Para métodos como

Regularização Dimensional, que automaticamente elimina os termos de su-

perf́ıcie, a ambiguidade é manifesta pela forma como a matriz γ5 é inserida

no cálculo dos traços das amplitudes.

Para o caso não-abeliano, a Regularização Impĺıcita foi aplicada na re-

normalização da Cromodinâmica Quântica na primeira ordem em loops (45).

Nós acreditamos que ela também seja adequada para cálculos em ordens mais

elevadas no contexto de teorias não-abelianas. De fato, as chamadas iden-

tidades de t’Hooft, que são um conjunto de identidades diagramáticas que

se traduzem em relações entre momentos nos diagramas exigem um procedi-

mento de regularização que admita shifts nos momentos de integração. Desta

forma, a Regularização Impĺıcita contém todos os ingredientes necessários

para preservar as identidades de Ward-Slavnov-Taylor e assim esperamos

que ela também seja aplicada com êxito para cálculos de correções radia-

tivas a n loops. De fato, no caso de teorias não abelianas, as principais

diferenças são fatores de grupo, como o grupo de cor e o grupo de sabor no

caso da QCD. Quando tais fatores são avaliados, ficamos com uma amplitude

obtida em termos das mesmas integrais básicas obtidas para o caso de teorias

abelianas.

A principal utilização da Regularização Impĺıcita é seu emprego em teo-

rias de dimensões espećıficas, como teorias supersimétricas. É também im-

portante a sistematização do cálculo de integrais finitas a n-loops para teorias

massivas, tema que não foi abordado neste trabalho, e que pode ser levado

a cabo tanto do ponto de vista computacional quanto do ponto de vista
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algébrico. Também é interessante checar se em teorias supersimétricas os

potenciais termos violares de simetrias são somente os termos de superf́ıcie,

ou se em teorias supersimétricas tratadas dentro do contexto da Regulari-

zação Impĺıcita haverá algum ingrediente novo em termos de violações de

simetria. O fato de que até hoje não existe um esquema de regularização que

preserve a supersimetria e a invariância de calibre simultaneamente é um

forte indicador da necessidade da aplicação da Regularização Impĺıcita em

teorias supersimétricas. De um ponto de vista fenomenológico, espera-se que

o Modelo Padrão Minimamente Supersimétrico (MSSM) possa ser provado

nos experimentos do LHC com grande precisão nas medidas dos chamados

observáveis de precisão. A avaliação teórica de tais observáveis precisa ser

realizada pelo menos até a segunda ordem em loops tanto no caso do Mo-

delo Padrão quanto no MSSM. Desta forma, um esquema de regularização e

renormalização invariante, ou em que tenhamos total controle sobre os po-

tenciais termos violadores de simetria é importante, a fim de eliminarmos

inconsistências e assim reduzir o número de parâmetros ajustáveis no mo-

delo. Assim, como principais perspectivas para os próximos trabalhos, está

a aplicação da Regularização Impĺıcita além da primeira ordem em loops

em teorias de dimensões espećıficas, com ênfase para aplicações em teorias

supersimétricas. Assim, a aplicação da Regularização Impĺıcita no contexto

supersimétrico além da primeira ordem em loops para o cálculo de parâme-

tros como a massa do bóson W, o momento magnético anômado do múon, as

massas dos bósons de Higgs mais leves, mh, a ocorrência ou não de anoamias

em teorias supersimétricas, é plenamente justificável, e os próximos trabalhos

devem lançar luz sobre o tema. Em especial, esperamos estender nosso pro-

cedimento para o tratamento de teorias massivas e assim, a estrutura geral

de divergências, termos de superf́ıcie e o cálculo da parte finita deverá ser

estendida para tais teorias.

Como primeiro fruto dos resultados do nosso trabalho, foi desenvolvido

um procedimento geral para cálculos de parâmetros do grupo de renormalização(67),

como a função β e a dimensão anômala para qualquer teoria. Tal proced-

imento tem sido testado com sucesso em diversas teorias, como o modelo

λ − φ4, o modelo de Yukawa e a Eletrodinâmica Quântica a dois loops e a

Cromodinâmica Quântica, a um loop. Para a aplicação de tal método em

teorias de Yang Mills a dois ou mais loops para o cálculo da função β, é

conveniente o conhecimento do Método de Campo de Fundo (Background



96

Field Method - BFM) (68)e este trabalho está em andamento.



Apêndice A

Apêndice 1: Propriedadas das

matrizes γ de Dirac

Neste apêndice, vamos apresentar algumas propriedades operatórias das

matrizes γ de Dirac, bem como apresentar convenções que foram utilizadas

ao longo do texto principal.

Começamos por definir a métrica do espaço de Minkowsky:

gµν = gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (A.1)

O quadrivetor covariante é dado por

aµ =
[
a0 a1 a2 a3

]
(A.2)

Com o tensor métrico gµν definido por (A.1), podemos obter:

aµ = gµνa
µ.

A convenção para a derivada parcial é a seguinte:

∂µ = (
∂

∂t
,− ∂

∂x
,− ∂

∂y
,− ∂

∂z
) = (∂0,−∇) (A.3)
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As matrizes γ de Dirac seguem a convenção de Bjorken-Drell:

γµ = {γ0, ~γ}, com ~γ =

[
0 ~σ

−~σ 0

]
(A.4)

em que ~σ representa as matrizes σ de Pauli. Estas, por sua vez, são escritas

como:

σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ2 =

[
0 −ı
ı 0

]
e σ3 =

[
1 0

0 −1

]
(A.5)

A matriz γ5 é definida em termos das matrizes γµ. Ela é dada por:

γ5 = ıγ0γ1γ2γ3 =

[
0 I

I 0

]
(A.6)

As matrizes γ obedecem ainda às seguintes relações de comutação:

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν , {γ5, γµ} = 0, {γ0, γ5} = 0 (A.7)

Para as matrizes γ5 ainda se verifica que

γ5γ5 = I .

Para as matrizes de Pauli, as relações de comutação e anti-comutação

são as seguintes:

[σi, σj] = 2ıεijkσk (A.8)

e

{σi, σj} = 2δij (A.9)

em que εijk é o śımbolo de Levi-Civita, totalmente anti-simétrico. Assim

como para as matrizes γ5, para as matrizes σ de Pauli observa-se a igualdade:

~σ~σ = I .

Quando estivermos nos referindo ao spin de uma part́ıcula, as matrizes as-

sociadas serão denotadas por σi. Quando estivermos nos referindo a alguma

simetria interna que tenha a mesma descrição matemática que o spin, es-
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tas matrizes serão denotadas por τi, como por exemplo, para as matrizes de

isospin.

A obtenção das amplitudes de probabilidade é feita tomando-se o traço

nos espaços de cor, sabor e spin. Para tanto, é indispensável o uso das

propriedades do traço das matrizes γ de Dirac, enumeradas a seguir:

1.

trI = 4

2.

trγµ = 0

3.

trγ5 = 0

4.

tr(γµγ
5) = 0

5.

tr(γµγ
ν) = 0

6.

tr(γµγ
νγ5)) = 0

7.

tr(γµγ
νγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

8.

tr(γ5γµγ
νγργσ) = −4ıεµνρσ = 4ıεµνρσ

Outra importante propriedade é que o traço do produto de um número

ı́mpar de matrizes γµ sempre dá zero. Utilizando as propriedades de anti-

comutação das matrizes γµ, podemos ainda escrever que

γµa/γµ = γµa/γ
µ = −2a/ , (A.10)
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e ainda

γµa/1γ
σ(a/2)γµa/3γσ = −2(a/2)γ

σ(a/1)a/3γσ

= −8(a/2)a1 · a3.



Apêndice B

Apêndice 2: Cálculos radiativos

a um loop na Eletrodinâmica

Escalar e Espinorial

Neste apêndice, apresentamos os cálculos a um loop que foram necessários

na obtenção de correções radiativas de ordens mais elevadas.

B.1 Cálculo de amplitudes de probabilidade

a um loop na QED escalar

Começaremos obtendo resultados para a eletrodinâmica quântica escalar,

calculando a auto-energia para um elétron não massivo e o tensor de polari-

zação do vácuo para o fóton. Além de exibirmos a técnica, o procedimento

nos fornecerá as amplitudes dos subdiagramas que serão posteriormente uti-

lizados.

B.1.1 Tensor de polarização do vácuo na QED escalar, a um loop

A correção radiativa a um loop para Πµν na QED escalar é representada

pelo seguinte diagrama:
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vacuum tensor 1loop.jpg

Figura B.1: diagrama de Feynman para o tensor de polarização do vácuo a um
loop na QED escalar

Aplicando as regras de Feynman a cada um desses diagramas e somando

as respectivas contribuições, podemos escrever

ıΠµν(k) = (ıe)2

∫
d4l

(2π)4

(2l + k)µ((2l + k)ν)

[(l + k)2](l2)

+ (2ıe2gµν)

∫
d4l

(2π)4

1

l2
. (B.1)

O tensor de polarização do vácuo é uma quantidade que mostra como a carga

de uma part́ıcula se comporta devido ao efeito das interações de uma carga

com seu próprio campo. A invariância de calibre exige que a forma tensorial

do tensor de polarização do vácuo deve ser a seguinte (54):

Πµν = (p2gµν − pµpν)Π(p2) .

O tensor de polarização do vácuo é uma quantidade transversal, o que remete

ao fato de que ondas eletromagnéticas são ondas transversais:

kµΠµν = 0 (B.2)

Se efetuamos a contagem superficial de potências nas duas parcelas, vemos

que as duas integrais são divergentes: a primeira é logaritmicamente diver-

gente e a segunda é quadraticamente divergente. É necessário então que

lancemos mão de algum esquema de regularização que seja capaz de tornar

as integrais tratáveis do ponto de vista matemático e de algum procedimento

de renormalização que consiga eliminar as indesejáveis divergências resul-
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tantes do cálculo perturbativo. Tal esquema de regularização, entretanto,

deve ser invariante de calibre, e então é necessário encontrar um esquema

que preserve a forma tensorial correta para Πµν .

A fim de ilustrar o papel dos termos de superf́ıcie na preservação de

simetrias of symmetries, escrevemos a expressão do tensor de polarização

do vácuo obtida pelo procedimento de regularização impĺıtica, como obtido

em (40), com momentos das linhas internas arbitrários, k1 e k2, sendo então

escrito como:

Πµν = Π(p2)(pµpν − p2gµν)

+ 4

(
α1gµν −

1

2
(k2

1 + k2
2)α2gµν

+
1

3
(kα

1 k
β
1 + kα

2 k
β
2 + kα

1 k
β
2 )α3g{µνgαβ}

− (k1 + k2)
α(k1 + k2)µα2gνα

− 1

2
(kα

1 k
β
1 + kα

2 k
β
2 )gµνα2gαβ

)
. (B.3)

Na equação acima, p = k1 − k2 é o momento externo ao diagrama e

Π(p2) =
4

3

[
Ilog(λ

2)− b ln
(
− p2

λ2

)
+

5

3
b
]
,

com b = i/(4π)2, e já escrito em termos de divergências básicas (em que nós

já usamos as relações de escala). Os termos dependentes do roteamento no

diagrama e que conduzem à violação da simetria de calibre são proporcionais

aos diversos α’s, dados por

α1gµν ≡
∫ Λ

k

gµν

k2 −m2
− 2

∫ Λ

k

kµkν

(k2 −m2)2
, (B.4)

α2gµν ≡
∫ Λ

k

gµν

(k2 −m2)2
− 4

∫ Λ

k

kµkν

(k2 −m2)3
(B.5)

e

α3g{µνgαβ} ≡ g{µνgαβ}

∫ Λ

k

1

(k2 −m2)2

− 24

∫ Λ

k

kµkνkαkβ

(k2 −m2)4
. (B.6)
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Esses parâmetros são os termos de superf́ıcie. Pode ser mostrado facilmente

que

α2gµν =

∫ Λ

k

∂

∂kµ

(
kν

(k2 −m2)2

)
, (B.7)

α1gµν =

∫ Λ

k

∂

∂kµ

(
kν

(k2 −m2)

)
(B.8)

e ∫ Λ

k

∂

∂kβ

[
4kµkνkα

(k2 −m2)3

]
= g{µνgαβ}(α3 − α2). (B.9)

Estes termos devem então ser removidos pela adoção de contratermos

restauradores de simetria, ou assumidos como nulos desde o ińıcio do cálculo,

a fim de se preservar a invariância de gauge.

B.1.2 Auto-energia escalar na QED escalar, a um loop

O diagrama de Feynman para a auto energia escalar é similar àquele

da QED espinorial, havendo obviamente mudanças nos fatores de vértice do

diagrama. Tal amplitude é dada por

Σs(p
2) = e2

∫
d4k

(2π)4

(p+ k)µ(p+ k)ν

(p− k)2k2

= e2
∫

d4k

(2π)4

(p+ k) · (p+ k)

k2(k − p)2
, (B.10)

em que, após assumirmos a presença (impĺıcita) de um esquema de regulari-

zação, podemos usar a seguinte identidade

(p+ k)2 = (p− k)2 + 4p · k .

Poderemos então escrever

Σs = e2
{∫

Λ

d4k

(2π)4

1

k2
+ 4pα

∫
Λ

d4k

(2π)4

kα

(k2)(p− k)2

}
. (B.11)

Podemos perceber que as amplitudes originais, tanto na QED escalar como na

QED espinorial são apenas divergentes no regime ultra-violeta. Mas após a

separação da parte divergente da amplitude, tanto a parte divergente quanto

a parte finita tornam-se divergentes também no regime infra-vermelho. Dessa
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forma, é necessária a introdução de massa fict́ıcia, tanto para o fóton quanto

para part́ıculas escalares ou fermiônicas. O que importa é que no final dos

cálculos a dependência da amplitude com tal regulador deve desaparecer. As-

sumimos, então, por enquanto a presença de uma massa m nos propagadores

das part́ıculas, e assim escrevemos:

Σs = e2
{∫

Λ

d4k

(2π)4

1

k2 −m2
+ 4pα

∫
Λ

d4k

(2π)4

kα

(k2 −m2)[(p− k)2 −m2]

}
.

(B.12)

A primeira integral é quadraticamente divergente. Se resolvermos tal integral

(usando um esquema como regularização dimensional), ela será proporcional

à massa das part́ıculas escalares, e no nosso caso, será igual a zero. Para a

integral Iα é ĺıcito escrever que

Iα(p2) =
pα

2
I(p2)

=
pα

2

{
Ilog(m

2)− bZ0

}
(B.13)

em que Z0 é dada por

Z0 =

∫ 1

0

dx ln

{
−p

2x(1− x)−m2

m2

}
, (B.14)

e como já discutido anteriormente m2, é uma massa fict́ıcia para a part́ıcula

escalar. Em teorias notoriamente livres de divergências infravermelhas, como

as duas teorias que estamos analisando, o aparecimento de tais divergências

é ocasionado pelo modo como efetuamos a separação da parte divergente da

amplitude. A integral Ilog sem massa é divergente tanto no regime infraver-

melho(IR) quanto no ultra-violeta(UV). A parte finita sem massa, Z0 é di-

vergente no regime IR. Assim sendo, uma massa fict́ıcia também seria exigida

para nos proteger de divergências infravermelhas, e como queremos mostrar a

independência do cálculo com esquemas de regularização, precisamos mostrar

que nada depende disso. Isso pode ser obtido pelo uso das relações de escala

a um loop, e como veremos posteriormente, também a dois ou mais loops.

A relação de escala estabelece um v́ınculo entre a integral divergente depen-

dente da massa e a integral escrita em termos de um parâmetro arbitrário,

λ. Tais relações funcionam de forma a estabelecer um v́ınculo entre a parte

finita e a parte divergente, uma espécie de conspiração matemática entre as

duas partes, visto que as partes finitas também têm comportamento logaŕıt-
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mico. Isso faz com que possamos eliminar a massa reguladora em função de

um parâmetro de escala arbitrário que posteriormente toma o papel de escala

no grupo de renormalização da teoria. Assim, para eliminarmos a dependên-

cia com a massa fict́ıcia m2, utilizamos a relação de escala para integrais

logaritmicamente divergentes a um loop:

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2)− ln

(
λ2

m2

)
.

Z0 =

∫ 1

0

dx ln

{
−p

2x(1− x)−m2

m2

}
, (B.15)

onde m2 é a massa fict́ıcia para as part́ıculas da teoria. No limite quando tal

regulador vai para zero, temos

Z0(p
2, λ2) =

∫ 0

1

dx ln

{
−p

2x(1− x)

λ2

}
= ln

(
−p

2

λ2

)
+

∫ 1

0

dx[ln(x) + ln(1− x)] . (B.16)

Na última integral, lançamos mão do seguinte artif́ıcio

2

∫ 1

0

dx ln(x) = 2[x(ln(x)− 1)]10 = 2(−1) = −2

= −2 ln(e) = ln(e−2) , (B.17)

para finalmente podermos escrever

Z0(p
2, λ2) = ln

(
− p2

λ2e2

)
. (B.18)

Finalmente

Σs(p
2, λ2) = 2e2p2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
− p2

λ2e2

)}
. (B.19)

Dessa forma, mostramos que o resultado é independente do regulador uti-

lizado e as relações de escala a um loop então eliminam a dependência com

a massa fict́ıcia, assim como sua generalização a dois ou mais loops, o que

será visto em caṕıtulos posteriores. Tal cancelamento de divergências infra-

vermelhas acontece para qualquer função de N pontos, tanto na ordem de



B.1 Cálculo de amplitudes de probabilidade a um loop na QED escalar 107

um loop quanto em ordens mais elevadas (44). 1

B.1.3 Diagrama de vértice para a eletrodinâmica quântica escalar

A correção de vértice para a QED escalar é dada pelo seguinte diagrama

Figura B.2: correção de vértice para a QED escalar a um loop

cuja amplitude de probabilidade é dada por

ıΛµ =

∫
d4k

(2π)4

e(p+ p′ − 2k)µe(2p
′ − k)βe(2p− k)α

(p− k)2(p′ − k)2

−ıgαβ

k2
. (B.20)

Assumindo a presença impĺıcita de alguma função reguladora, e usando a

identidade

(2p− k) · (2p′ − k) = 4p′ · p− 2p′ · k − 2p · k + k2

= 4p′ · p− p
′2 − p2 + (p′ − k2) + (p− k)2 − k2(B.21)

1O número ”e”que aparece no argumento do logaritmo natural na equação (B.19) é o
número de Euler. Não confundir com a carga da part́ıcula escalar.
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a função de vértice pode ser escrita em termos de integrais básicas como

ıΛµ = e3{
∫

d4k

(2π)4

(p+ p′ − 2k)µ

(p− k)2k2
+

∫
d4k

(2π)4

(p+ p′ − 2k)µ

(p′ − k)2k2
−

−
∫

d4k

(2π)4

∫
d4k

(2π)4

(p+ p′ − 2k)µ

(p′ − k)2(p− k)2
}+ Λµ1

= e3{(p+ p′)µI(p)− 2Iµ(p) + (p+ p′)µI(p
′)−

−2Iµ(p′)− (p+ p′)µI(p, p
′) + 2Iµ(p, p′)}+ Λµ1 (B.22)

em que Λµ1 é uma integral finita, cujo resultado não é importante para o

momento. Escrevendo explicitamente a parte divergente de cada integral

básica, e de acordo com a tabela de integrais básicas do apêndice C, temos

ıΛµ = e3(p+ p′)Ilog(λ
2) + parcelas finitas (B.23)

A parte divergente foi escrita de forma expĺıcita porque precisaremos dela

posteriormente, ao empregarmos a fórmula das florestas em diagramas a dois

loops para a QED escalar.

B.2 Eletrodinâmica Espinorial a um loop

B.2.1 Tensor de polarização do vácuo na QED espinorial não mas-

siva, a um loop

A correção a um loop para o propagador do fóton, ıΠµν , é dada por

Figura B.3: diagrama de Feynman para o tensor de polarização do vácuo a um
loop na QED
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Aplicando-se as regras de Feynman no diagrama acima, temos

ıΠµν = (−1)(−ıe)2

∫
d4l

(2π)4
Tr

{
γα
ı

l/
γβ

ı

l/− k/

}
. (B.24)

Assim, podemos escrever

ıΠµν = −e2
∫

d4l

(2π)4
Tr

{
γα

l/

l2
γβ

(l/− k/)

(k − l)2

}
. (B.25)

O traço no numerador da amplitude é calculado utilizando-se a anticomu-

tatividade das matrizes γ. O resultado, encontrado em diversos livros texto

(49) é dado por

Tr{γαγηγβγξ} = 4(gαηgβξ − gαβgηξ + gαξgηβ), (B.26)

que nos dá

ıΠ(1)
µν (k) = −e2

∫
Λ

d4l

(2π)4

lη

l2
(l − k)ξ

(k − l)2
4(gαηgβξ − gαβgηξ + gαξgηβ)

= −e2
∫

Λ

d4l

(2π)4

4[lα(l − k)β + lβ(l − k)α − gαβl · (l − k)]

l2(l − k)2

= −e2
∫

Λ

d4l

(2π)4

4[−2kβα + 2lαlβ + gαβl · (k − l)]

l2(k − l)2
(B.27)

Como já supomos que tal amplitude está regularizada, usamos a seguinte

identidade ao manipular o integrando:

l · k =
k2

2
+
l2

2
− 1

2
(k − l)2.

Isso nos conduz ao seguinte resultado:

ıΠ(1)
µν (k) = 8e2kβ

∫
Λ

d4l

(2π)4

lα

l2(k − l)2
− 8e2

∫
d4l

(2π)4

lα

l2(k − l)2

− 2gαβe
2k2

∫
Λ

d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2
− 2gαβe

2k2

∫
Λ

d4l

(2π)4

1

(k − l)2

+ 2gαβe
2

∫
Λ

d4l

(2π)4

1

l2
+ 4gαβe

2k2

∫
Λ

d4l

(2π)4

1

(k − l)2
. (B.28)
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Em termos de integrais básicas a um loop, a amplitude pode ser escrita como:

ıΠ
(1)
αβ = −4e2{2Iαβ(k2)− 2kβIα(k2) +

1

2
gαβk

2I(k2)} , (B.29)

em que os resultados para as integrais I(k2), Iβ(k2), Iαβ(k2) regularizadas são

apresentadas no apêndice C desse trabalho e todos os termos de superf́ıcie já

foram removidos. Cada integral é definida a seguir:

Iαβ =

∫
Λ

d4l

(2π)4

lαlβ
l2(k − l)2

; (B.30)

Iα =

∫
Λ

d4l

(2π)4

lα
l2(k − l)2

=
kα

2
I(k2); (B.31)

e finalmente

I =

∫
Λ

d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2
. (B.32)

Convém ressaltar que se a substituição das integrais básicas a um loop for

efetuada, usando-se os resultados do apêndice C, o tensor de polarização do

vácuo a um loop para a QED espinorial terá a forma geral

Πµν = (gµνk2 − kµkν)Π(k2) ,

tendo portanto a estrutura tensorial desejada, e assim mostrando que a in-

variância de calibre da QED espinorial está sendo preservada. Quanto a

integrais quadraticamente divergentes, adotamos uma parametrização parti-

cular que elimina a dependência com integrais quadraticamente divergentes.

Tais integrais teriam um resultado proporcional à massa do férmion (ou de

bósons escalares no caso da QED escalar), e por estarmos tratando teorias

não massivas (m=0) tais integrais são automaticamente nulas.

B.2.2 Auto-energia do férmion na QED espinorial não massiva, a

um loop

A auto-energia de uma part́ıcula fornece uma correção para o propagador

da teoria. Essa correção se divide em uma parte que corrige a parte cinética

do propagador e outra parte que servirá como correção para a massa da

part́ıcula. O diagrama de auto-energia para um férmion na QED espinorial

é dado por
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Figura B.4: diagrama de Feynman para a auto-energia de um férmion na QED
espinorial a um loop

e aplicando as regras de Feynman, teremos

−ıΣ(p2) = (−ıe)2

∫
Λ

d4k

(2π)4
γν ı

p/− k/
γµgµν

−ı
k2

= (−ıe)2

∫
Λ

d4k

(2π)4
γµ

p/− k/

(p− k)2
γµ 1

k2
. (B.33)

Das identidades do apêndice A, temos

γµp/γ
µ = −2p/ ,

o que nos permite escrever

−ıΣ(p2) = (−ıe)2

∫
Λ

d4k

(2π)4

(−2pµ + 2kµ)γµ

(p− k)2k2

= 2e2p/

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(p− k)2k2
− 2e2γµ

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµ

(p− k)2k2
,(B.34)

que em termos de integrais básicas pode ser escrita como

−ıΣ(p) = 2e2{γµpµI(p
2)− γµIµ(p2)} . (B.35)



Apêndice C

Apêndice 3: Cálculo expĺıcito

de integrais finitas de 2 loops

em teorias não massivas

Neste apêndice, mostraremos em detalhes a técnica que desenvolvemos

para avaliar integrais de Feynman finitas a 2 loops, para teorias não massivas,

o que corresponde a uma generalização da Parametrização de Feynman usual.

Usualmente, integrais análogas às que vamos apresentar o cálculo são calcu-

ladas por meio dos Polinômios de Chebyshev, mas tal técnica, entretanto,

não é adequada para tratar teorias não massivas. Os resultados encontrados

são utilizados nos diversos diagramas estudados nesse trabalho.

A primeira integral caracteŕıstica da segunda ordem em loops que iremos

resolver é dada por

I(2)

∫
d4k

(2π)4

1

[(k + p)2 −m2](k2 −m2)
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
, (C.1)

cuja parte finita é dada por

I
(2)
fin =

∫
d4k

(2π)4

p2 + 2p · k
[(p+ k)2 −m2](k2 −m2)2

ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
, (C.2)

que pode ser escrita como

I
(2)
fin =

∫
d4k

(2π)4

p2 + 2p · k
[(p+ k)2 −m2](k2 −m2)2

(
ln(k2 −m2)− b ln(λ2)Z0

)
,

(C.3)
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em que, para teorias não massivas, Z0 é dada por

Z0 = −b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b (C.4)

e o que percebemos é que o integrando não é uma função racional dos mo-

mentos, como usualmente é encontrado em diagramas de Feynman, devido à

contribuição que surge de diagramas de primeira ordem em loops, dada por

ln

(
−k

2

λ2

)
.

O problema pode então ser contornado da seguinte maneira: seja a uma

variável qualquer e ε algum parâmetro real. No limite em que ε tende a zero,

é correto escrever a seguinte expansão:

lim
ε→0

aε = 1 + ε ln a+
1

2
ε2(ln a)2 + . . . (C.5)

Da equação (C.5), podemos então isolar a contribuição dependente do loga-

ritmo natural, obtendo:

ln a = lim
ε→0

aε − 1−O(ε ≥ 2)

ε
. (C.6)

Pode-se observar que quando tomamos o limite de ε tendendo a zero, não

temos como resultado uma aproximação, mas sim uma identidade, porque

o termo aε contém todas as contribuições em ε. Ao tomarmos tal limite,

constatamos que o resultado é dado por

ln a = lim
ε→0

aε − 1

ε
, (C.7)

já que termos de ordem igual ou superior a ε2 se anulam quando o limite ε→ 0

é tomado. Outro comentário é digno de nota: num primeiro momento, somos

levados a crer que o resultado da última equação pode ser divergente, quando

consideramos o termo 1
ε
. Na verdade, o que se observa é que tal contribuição

sempre é cancelada pela contribuição de ordem zero em ε ao expandirmos o

termo aε. Com o uso de tal identidade, podemos então resolver as integrais

no momento k usando a parametrização de Feynman usual. Já as integrais

no parâmetro de Feynman x devem ser tratadas de uma forma diferente da
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usual.

Como primeiro passo, vamos substituir a identidade (C.7) no integrando

da equação (C.2) e com isso podemos escrever

I
(2)
fin = lim

ε→0

∫
d4k

(2π)4

p2 + 2p · k
[(p+ k)2 −m2](k2 −m2)2

(k2 −m2)ε − 1

ε
, (C.8)

que pode então ser reescrita como

I
(2)
fin =

1

ε
(I1 − I2) em que (C.9)

I1 =

∫
d4k

(2π)4

p2 + 2p · k
(k2 −m2)2−ε[(k − p)2 −m2]

. (C.10)

Convém ressaltar que o limite no parâmetro ε está subentendido, e será

tomado no final dos cálculos. A integral I2 é caracteŕıstica de cálculos a

um loop, sendo dada por

I2 =

∫
d4k

(2π)4

p2 + 2p · k
(k2 −m2)2[(k − p)2 −m2]

= bZ0 . (C.11)

Passemos então à solução da integral no momento interno k. Usando a

parametrização de Feynman usual, temos

1

abα
= α

∫ 1

0

(1− x)α−1

[(a− b)x+ b]α+1
.

Podemos então identificar

α = 2− ε , α− 1 = 1− ε e α+ 1 = 3− ε ,

em que a e b são designados por

a = (k + p)2 −m2 e b = k2 −m2 .

A subtração de a e b nos dá

a− b = (k − p)2 −m2 − (k2 −m2

= −2k · p+ p2 (C.12)
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(a− b)x+ b = −2k · px+ p2x+ k2 −m2

= −2k · px+ p2x+ k2 −m2 + p2x2 − p2x2

= (k − px)2 + p2x(1− x) (C.13)

em que, por se tratar de uma integral finita, o seguinte shift no momento

interno pode ser realizado

k → k + px .

A integral pode então ser reescrita como

I1 = (2− ε)

∫ 1

0

(1− x)(1−ε)p2(1− 2x)

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 +H2)3−ε
, (C.14)

sendo que o shift mencionado foi realizado no numerador do integrando ori-

ginal. Por sua vez, H2 é dado por

H2 = p2x(1− x)−m2 . (C.15)

O resultado da integral em k é tabelado em diversas referências, como por

exemplo em (53). Designando a integral em k por I1k, temos

I1k =
ı

(4π)2

Γ(1− ε)

Γ(3− ε)

1

(H2)(1−ε)
,

e então a integral restante é escrita como

I1 = (2− ε)b
Γ(1− ε)

Γ(3− ε)

∫ 1

0

dx
(1− x)1−ε

(p2x(1− x)−m2)1−ε
p2(1− 2x).

A integral em x pode ser resolvida por meio de integração por partes. De

fato, multiplicando e dividindo a equação C.15 por (m2)ε−1 podemos escrever

que

(H2)ε−1p2(1− 2x) = (−m2)ε

(
p2x(1− x)−m2

(−m2)

)ε−1
p2(1− 2x)

(−m2)
,

e por outro lado, podemos escrever a seguinte relação

d

dx

(
p2x(1− x)−m2

(−m2)

)ε

= ε

(
p2x(1− x)−m2

(−m2)

)ε−1
p2(1− 2x)

(−m)2
, (C.16)
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ou seja

(H2)ε−1p2(1− 2x) =
(−m2)ε

ε

d

dx

(
p2x(1− x)−m2

(−m2)

)ε

. (C.17)

A equação (C.5) pode então ser substitúıda na integral em x original, e então

uma integração por partes é efetuada. Então, I1 poderá ser escrita como

I1 = (2− ε)b
Γ(1− ε)

Γ(3− ε)

(−m2)ε

ε

∫ 1

0

(1− x)1−ε d

dx

(
H2

(−m2)

)ε

dx

= (2− ε)b
Γ(1− ε)

Γ(3− ε)
I ′ (C.18)

cujo resultado é

I ′ =
(−m2)ε

ε


[
(1− x)1−ε

(
H2

(−m2)

)ε]1

0

+ (1− ε)

∫ 1

0

dx

(
H2

(−m2)(1− x)

)ε

︸ ︷︷ ︸
 .

(C.19)

Agora, chamamos atenção para a segunda parcela, ainda integrada. O termo

H2 é dado por

p2x(1− x)−m2 .

Um artif́ıcio que nos permite algumas simplificações e reduz o número de in-

tegrações por partes a ser realizado é o seguinte: eliminamos a dependência

de H2 com o termo m2, lembrando que tal termo será eliminado no fim do

cálculo, por se tratar de uma massa introduzida de forma artificial, mera-

mente como uma massa fict́ıcia o propagador de cada part́ıcula. Com tal

simplificação, podemos escrever a integral sublinhada, agora designada por

A, como

A =

∫ 1

0

dx

(
−p

2x

m2

)ε

(C.20)

Para resolver essa integral, devemos, antes de tomar o limite m2 → 0, realizar

uma expansão em torno de ε tendendo a zero. Após resolvermos as integrais

em x, usaremos as relações de escala e poderemos tomar o limite m2 → 0

com segurança. Assim, realizando a expansão para ε → 0, e na sequência
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realizando as integrações em x, temos:

A =

∫ 1

0

dx

{
1 + ε ln

(
−p

2x

m2

)
+

1

2
ε2 ln2

(
−p

2x

m2

)
. . .

}
= 1 + ε

(
ln

(
− p2

m2

)
− 1

)
+

1

2
ε2

(
ln2

(
− p2

m2

)
− 2 ln

(
− p2

m2

)
+ 2

)
+ . . .

(C.21)

O resultado para I ′ fica então dado por

I ′ =
(−m2)ε

ε

{
−1 + 1− ε+ ε

[
ln

(
− p2

m2

)
− 1

]
− ε2

[
ln

(
− p2

m2

)
− 1

]
+

+
1

2
ε2

[
ln

(
− p2

m2

)2

− 2 ln

(
− p2

m2

)
+ 2

]}

=
(−m2)ε

ε

{
−2ε+ ε ln

(
− p2

m2

)
− 2ε2ln

(
− p2

m2

)2

− 2ε2 ln

(
− p2

m2

)
+

+ 2ε2 +
1

2
ε2ln

(
− p2

m2

)2
}

(C.22)

No limite em que m2 tende a zero, podemos tomar a seguinte expansão

(−m2)ε =

finalmente podemos escrever

I ′ =
1

ε

{
−2ε+ ε ln

(
− p2

m2

)
+ ε2

[
2− 2 ln

(
− p2

m2

)
+

1

2
ln

(
− p2

m2

)2
]
−

− 2ε2 ln(−m2) + ε2 ln(−m2) ln

(
− p2

m2

)}
, (C.23)

que nos permite finalmente escrever

I1 =
2− ε

2
bI ′ +

3

4
ε(2− ε)bI ′

= b

{
Z0 + ε

[
2− 2 ln

(
− p2

m2

)
+

1

2
ln

(
− p2

m2

)2

+ ln(−m2)Z0

]
− ε

2
Z0 +

3

2
εZ0

}
(C.24)
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Vale lembrar que essa é somente a primeira parcela da integral finita a dois

loops para a qual desejamos o resultado:

I(2) =
I1 − I2
ε

=
b

ε

{
Z0 − Z0 + ε

[
2− 2 ln

(
− p2

m2

)
+

1

2
ln

(
− p2

m2

)2

+ ln(−m2)Z0 + Z0

]}

= b

[
ZO(ln(−m2)− 1) +

1

2
ln

(
− p2

m2

)2

− 2

]
. (C.25)

Então, teremos:

I(2) = I(2) − b ln(−λ2)Z0

= b

{
ZO

[
ln

(
m2

λ2

)
− 1

]
+

1

2
ln

(
− p2

m2

)2

− 2

}
. (C.26)

Após eliminarmos a dependência de I(2) com a massa fict́ıcia m2 pelo uso

das relações de escala a dois loops, podemos finalmente escrever integral

completa, levando-se em conta também a parte divergente

I
(2)
tot = I

(2)
log (λ2) + b

{
−1

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ ln

(
−p

2

λ2

)}
. (C.27)

Passemos agora à obtenção da segunda integral finita, caracteŕıstica de dois

loops

I(2)
µfin

=

∫
d4k

(2π)4

(p2 + 2p · k)2kµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
, (C.28)

que pode ser escrita como

I(2)
µfin

=

∫
d4k

(2π)4

(p2 + 2p · k)2kµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

(
ln

(k2 −m2)

−
ln(−λ2)

)
.

(C.29)

Na primeira integral, aplicamos novamente a identidade (C.7), e então pode-

mos escrever

I(2)
µfin

=
1

ε
{Iµ1 − Iµ2} , (C.30)
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sendo

Iµ1 =

∫
d4k

(2π)4

(p2 + 2p · k)2kµ

(k2 −m2)3−ε[(k + p)2 −m2]
.

Nesta integral, podemos utilizar a parametrização de Feynman usual

1

abα
= α

∫ 1

0

dx
(1− x)α−1

[(a− b)x+ b]α+1
,

em que podemos identificar

α = 3− ε , α− 1 = 2− ε e α+ 1 = 4− ε ,

em que a e b são designados por

a = (k + p)2 −m2 e b = k2 −m2 .

Manipulando o integrando e realizando o deslocamento na variável de inte-

gração

k ⇒ k − px teremos

Iµ1 = (3− ε)

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4
(1− x)2−ε [p

2(1− 2x) + 2p · k]2(kµ − pµx)

(k2 +H2)4−ε

= (3− ε)

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4
(1− x)2−ε{4p2(1− 2x)pνkµkν − (p2(1− 2x))2pµx−

−4pαpβpµxkαβ} , (C.31)

em que vamos calcular separadamente três parcelas, a primeira delas dada

por

Iµ1∗ = 4(3− ε)

∫ 1

0

dx(1− x)2−ε4p2(1− 2x)pν

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 +H2)4−ε
. (C.32)

O resultado para a integração em k é encontrado em diversos textos (((53)),

((29))) e é dado por

Ik1 =
ı

4π2

Γ(1− ε)

Γ(4− ε)

gµν

2

1

(H2)1−ε
. (C.33)
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Designemos temporariamente os termos constantes por α. Assim

α =
ı

4π2

Γ(1− ε)

Γ(4− ε)
,

e então poderemos escrever

Iµ1∗ = αpµ

∫ 1

0

dx(1− x)2−εp2(1− 2x)(H2)ε−1. (C.34)

Podemos utilizar a seguinte manipulação

p2(1− 2x)(H2)ε−1 =
p2(1− 2x)

(−m2)

(
H2

(−m2)

)ε−1

(−m2)ε,

seguida de
d

dx

(
H2

(−m2)

)ε

= ε

(
H2

−m2

)ε−1
p2(1− 2x)

(−m2)
,

que nos permite escrever

p2(1− 2x)(H2)ε−1 =
(−m2)ε

ε

d

dx

(
H2

(−m2)

)ε

.

Assim, temos

Iµ1∗ = αpµ
(−m2)ε

ε

∫ 1

0

dx(1− x)2−ε d

dx

(
H2

(−m2)

)ε

= αpµ
(−m2)ε

ε

{[
(1− x)2−ε

(
H2

(−m2)

)ε]1

0

+ (2− ε)

∫ 1

0

dx(1− x)1−ε

(
H2

(−m2)

)ε
}

= αpµ
(−m2)ε

ε
{−1 + (2− ε)A} , (C.35)
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em que temos

A =

∫ 1

0

(1− x)1−ε

(
H2

(−m2)

)ε

=

∫ 1

0

(1− x)1−ε

(
p2x(1− x)−m2

(−m2)

)ε

=

∫ 1

0

(1− x)

(
p2x

(−m2)

)ε

=

∫ 1

0

(1− x)

{
1 + ε ln

(
−p

2x

m2

)
+

1

2
ε2 ln2

(
−p

2x

m2

)
. . .

}
(C.36)

Resolvendo as integrações e agrupando termos com mesma potência em ε,

teremos

A =
1

2
+ ε

[
1

2
ln

(
− p2

m2

)
− 3

4

]
+

1

2
ε2

[
1

2
ln2

(
− p2

m2

)
− 3

2
+

7

4

]
. . . (C.37)

o que nos permite escrever

Iµ1∗ = α
(−m2)ε

ε
{− ε

2
+ ε[−3

2
]− ε2

[
1

2
− 3

4

]
+ε2

[
1

2
ln2

(
− p2

m2

)
− 3

2

(
− p2

m2

)
+

7

4

]
}

=

{
Z0 + ε

[
1

2
ln2

(
− p2

m2

)
− 2Z0 −

3

2
+ ln(−m2)Z0

]}
,(C.38)

em que

Z0(p
2,m2) = −b

(
ln

(
− p2

m2

)
− 2

)
.

Passemos ao cálculo da segunda parcela, dada por

Iµ2∗ = −(3− ε)pµ

∫ 1

0

dx(1− x)2−ε[p2(1− 2x)]2x

∫
d4k

(2π)4

1

[k2 +H2]4−ε
.

(C.39)

A integral no momento interno terá como resultado (53)

Ik =
ı

(4π)2

Γ(2− ε)

Γ(4− ε)

1

(H2)2−ε
.
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O coeficiente dependente de ε pode ser expandido e escrito como

(3− ε)
Γ(2− ε)

Γ(4− ε)
=

Γ(2− ε)

Γ(3− ε)

=
1

(2− ε)
=

1

2

1

1− 1
2

=
1

2

(
1 +

1

2
ε

)
(C.40)

e assim, temos

Iµ2∗ = − b
2

(
1 +

1

2
ε

)
pµ

∫ 1

0

dx(1− x)2−ε[p2(1− 2x)]2x
1

(H2)2−ε
. (C.41)

Podemos escrever uma parcela do integrando da seguinte forma

(H2)ε−2p2(1− 2x) = (−m2)ε−1

(
H2

(−m2)

)ε−2
p2(1− 2x)

(−m2)
,

o que nos permite escrever a seguinte relação

d

dx

(
H2

(−m2)

)ε−1

= (ε− 1)

(
H2

(−m2)

)ε−2
p2(1− 2x)

(−m2)

e dáı temos

(H2)ε−2p2(1− 2x) = (−m2)ε−1(1 + ε)
d

dx

(
H2

(−m2)

)ε−1

,

sendo que novamente uma expansão binomial do tipo

1

1− x
= 1 + x foi utilizada.

Assim, após substituirmos o último resultado, realizamos uma integração por
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partes que nos permite escrever:

Iµ2∗ =
b

2

(
1 +

1

2
ε

)
pµ(1 + ε)(−m2)ε−1

∫ 1

0

dxx(1− x)2−εp2(1− 2x)
d

dx

(
H2

(−m2)

)ε−1

=
b

2

(
1 +

1

2
ε

)
pµ(1 + ε)(−m2)ε−1

[
x(1− x)2−εp2(1− 2x)

(
H2

(−m2)

)ε−1
]1

0

−
∫ 1

0

(
H2

(−m2)

)ε−1

du

 , (C.42)

em que

du = [(1−2x)2−εp2(1−2x)−(2−ε)x(1−x)1−εp2(1−2x)−2p2x(1−x)2−ε]dx .

A primeira parcela da integral Iµ2∗ é igual a zero, e o termo restante nos

fornece mais três parcelas, que devem ser integradas por partes mais duas

vezes cada. Omitimos os detalhes do cálculo e apresentamos somente o re-

sultado final para Iµ2∗ , que é dado por

Iµ2∗ = b
pµ

2

{
1− Z0 + ε

[
−1

2
ln2

(
− p2

m2

)
+

3

2
Z0 + (1− Z0) ln(−m2)

]}
.

(C.43)

A última parcela de I
(2)
µ é dada por

Iµ3∗ = −4(3− ε)pµ

∫ 1

0

dx(1− x)2−εxpαpβ

∫
d4k

(2π)4

kαkβ

[k2 +H2]4−ε
. (C.44)

A integral em k dá como resultado

Ik =
ı

(4π2)

Γ(1− ε)

Γ(4− ε)

gαβ

2

1

(H2)1−ε
.

Utilizando a expansão binomial para o coeficiente dependente de ε podemos

escrever

Iµ3∗ = −b
(

1 +
3

2
ε

)
pµ

∫ 1

0

dxp2x(1− x)2−ε 1

H2

1−ε

. (C.45)
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O integrando pode ser manipulado da seguinte forma

p2x(1− x)2−ε

(
1

H2

)1−ε

=
p2x(1− x)

(−m2)
(1− x)1−ε

(
H2

−m2

)ε−1

(−m2)ε

= (−m2)(1− x)

(
p2x

−m2

)ε

= (−m2)(1− x)

[
1 + ε ln

(
−p

2x

m2

)]
, (C.46)

em que, após desprezarmos a contribuição de m2 em H2 (o que nos poupa

uma integração por partes), utilizamos novamente a expansão binomial para

ε tendendo a zero. Resolvendo as integrações no parâmetro de Feynman x,

teremos:

Iµ3∗ = −bpµ

{
1

2
+ ε

[
1

2
+

1

2
ln(−m2)

]}
. (C.47)

Quando somamos as três parcelas que compõem o primeiro termo de I
(2)
µfin ,

temos

Iµ1∗+Iµ2∗+Iµ3∗ = bpµ

{
Z0

2
+ ε

[
1

4
ln2

(
− p2

m2

)
− 1

4
Z0 +

Z0

2
ln(−m2)− 1

4

]}
.

(C.48)

Devemos ainda nos lembrar que a integral completa é dada por

I(2)
µfin

= lim
ε→0

(
I1
µ − I2

µ

ε

)
= bpµ

[
1

4
ln2

(
− p2

m2

)
+

1

2
ln

(
m2

λ2

)
Z0 −

1

4
Z0 −

1

4

]
. (C.49)

já que temos

I2
µ = bpµ

Z0

2
,

e então podemos tomar o limite ε → 0 com segurança. A dependência com

a massa fict́ıcia m2 introduzida artificialmente é eliminada quando usamos

as relações de escala a dois loops. Considerando-se a parte divergente da
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integral, temos

I(2)
µtotal

= −pµ

2

[
I

(2)
log (m2) +

1

2
Ilog(m

2)

]
+ I(2)

µfin

= −pµ

2

[
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)

]
+ b

pµ

4
ln2

(
m2

λ2

)
+ b

pµ

2
ln

(
m2

λ2

)
+

+b
pµ

4
ln

(
m2

λ2

)
+ I(2)

µfin
. (C.50)

Com algumas manipulações envolvendo os termos dependentes de λ2 e m2

(na parte finita), finalmente temos

I(2)
µtotal

=
pµ

2

{
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)− b

2

[
ln2

(
−p

2

λ2

)
− ln

(
−p

2

λ2

)
− 3

]}
.

(C.51)

Tomemos agora a última integral básica de dois loops:

I(2)
µν =

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2)[(k − p)2]
ln

(
−k

2

λ̃2

)
, (C.52)

A contagem superficial de potências nos revela que tal integral é quadrati-

camente divergente. Dessa forma, uma translação na variável de integração

causará o aparecimento dos chamados termos de superf́ıcie. O procedimento

de Regularização Impĺıcita nos permite aplicar a identidade (3.1) no inte-

grando, para então escrevermos:

I(2)
µν =∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)

{
1

k2 −m2
+

2k · p− p2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

}
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
=

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ̃2

)
+

+

∫
Λ

d4k

(2π)4

(2k · p− p2)kµkν

(k2 −m2)2[(k − p)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
(C.53)

em que, para efetuar a separação, adotamos uma massa fict́ıcia m para cada

parcela. Podemos notar que a segunda parcela é ainda linearmente diver-

gente. Devemos ainda aplicar a identidade (3.1) duas vezes nas partes diver-
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gentes, e então, finalmente obtemos

I(2)
µν =

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)
ln

(
−k

2 −m2

λ2

) {
1

k2 −m2
− p2 + 2p · k

(k2 −m2)2
+

+
(p2 + 2p · k)2

(k2 −m2)3
− (p2 + 2p · k)3

(k2 −m2)3[(p− k)2 −m2]

}
. (C.54)

O segundo termo da segunda parcela é nulo, por se tratar de um integrando

ı́mpar integrado em um domı́nio de integração simétrico, assim como o se-

gundo termo na terceira parcela. Temos

I(2)
µν =

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
−

− p2

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
−

∫
Λ

d4k

(2π)4

(p2 + 2p · k)3kµkν

(k2 −m2)4[(p− k)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
+

+ 4pαpβ

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkνkαkβ

(k2 −m2)4
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
(C.55)

que escrevemos como

I(2)
µν = Θ(2,2)

µν − p2Θ(0,2)
µν + 4pαpβΘ

(0,2)
µναβ + p4

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)4
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
−

∫
Λ

d4k

(2π)4

(p2 + 2p · k)3kµkν

(k2 −m2)4[(p− k)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
, (C.56)

em que nas integrais Θ(i,j) o primeiro ı́ndice designa o grau de divergência

e o segundo ı́ndice representa uma divergência t́ıpica da segunda ordem da

expansão em loops. O momento é oportuno para que comentemos a respeito

dos termos de superf́ıcie e o estabelecimento das condições de consistência,

que são relações entre integrais com o mesmo grau de divergência. Seja Sµν
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o seguinte termo de superf́ıcie

Sµν =

∫
d4k

(2π)4

∂

∂kν

{
kµ

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)}
= gµνI

2
log(λ

2)− 4

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
+

+ 2

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)3
,

(C.57)

em que

I
(2)
log (λ2) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
.

Desta forma, podemos escrever

Θ(0,2)
µν =

1

4

{
S + gµνI

2
log(λ

2) + 2

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)3

}
. (C.58)

De forma geral, como mencionado na introdução, os termos de superf́ı-

cie estão relacionados com eventuais shifts realizados nas variáveis de in-

tegração, que aparecem em integrais que são pelo menos linearmente diver-

gentes. Trazem consigo, então, a influência com o roteamento adotado nas

amplitudes de Feynman. Para que tais amplitudes sejam independentes do

roteamento adotado, (visto que um dado roteamento pode ser visto como

um shift na variável de integração) contratermos finitos e restauradores de

simetria podem ser introduzidos na lagrangeana, eliminando a dependência

com o termo de superf́ıcie Sµν . Isso então nos permite escrever

Θ(0,2)
µν =

1

4

{
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)

}
, (C.59)

em que contratermos restauradores de simetria são utilizados para remover

o termo de superf́ıcie t́ıpico de um loop, originado da integral de um loop

com ı́ndices de Lorentz divergente. A satisfação das relações de consistência

garante a invariância por roteamento para as amplitudes de Feynman da teo-

ria em questão. A eliminação dos termos de superf́ıcie será então condição

suficiente para a satisfação das identidades de Ward para teorias de calibre

abelianas, preservando, por consequência, a simetria de calibre. Considere-
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mos agora o seguinte termo de superf́ıcie:

S1 =

∫
d4k

(2π)4

∂

∂kα

{
kµkνkβ

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)}
(C.60)

do qual podemos obter

S1 =

∫
Λ

d4k

(2π)4

gµαkνkβ + gναkµkβ + gαβkµkν

(k2 −m2)3
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
−

−
∫

Λ

d4k

(2π)4

6kµkνkαkβ

(k2 −m2)4
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
+

∫
Λ

d4k

(2π)4

2kµkνkαkβ

(k2 −m2)4

= gµαΘ
(0,2)
νβ + gναΘ

(0,2)
µβ + gαβΘ(0,2)

µν − 6Θ
(0,2)
µναβ + 2Θµναβ , (C.61)

em que definimos

Θ
(0,2)
µναβ =

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkνkαkβ

(k2 −m2)4
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
e (C.62)

Θµναβ =

∫
Λ

d4k

(2π)4

kµkνkαkβ

(k2 −m2)4
, (C.63)

cuja solução é ((29))

Θµναβ =
1

24

∫
Λ

d4k

(2π)4

gµναβ

(k2 −m2)2
. (C.64)

Utilizando a primeira condição de consistência a dois loops (C.59) e a último

resultado de (C.61), podemos escrever

Θ
(0,2)
µναβ =

gµναβ

24

{
I

(2)
log (λ2) +

5

6
Ilog(λ

2) + S1

}
. (C.65)

A introdução de um contratermo restaurador de simetria elimina a dependên-

cia com S1 e assim podemos escrever:

Θ
(0,2)
µναβ =

gµναβ

24

{
I

(2)
log (λ2) +

5

6
Ilog(λ

2)

}
, (C.66)

em que as relações de escala a um e dois loops serão utilizadas, no final dos

cálculos, para a eliminação da massa fict́ıcia, m. Essa então é a outra condição

de consistência a dois loops, necessária para que seja preservada a invariância
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por roteamento das amplitudes de Feynman. O uso simultâneo das duas

condições de consistência, (C.59) e (C.66), faz com que o procedimento de

regularização impĺıcita preserve a simetria por roteamento em gráficos de

Feynman e por consequência, a invariância de calibre.

Apresentamos a solução da integral finita, usando o procedimento de

Regularização Impĺıcita. Ela é dada por

I(2)
µν =

∫
d4k

(2π)4

kµkν(p
2 + 2p · k)3

(k2 −m2)4−ε[(p+ k)2 −m2]
, (C.67)

que após a parametrização de Feynman pode ser reescrita como

I(2)
µν = (4−ε)

∫ 0

1

∫
d4k

(2π)4

(1− x)3−ε(k − px)µ(k − px)ν [p
2(1− 2x) + 2p · k]3

(k2 +H2)5−ε
dx .

Expandindo o segundo termo no numerador, temos

[p2(1−2x)+2p·k]3 = [p2(1−2x)]3+6[p2(1−2x)]2p·k+12p2(1−2x)(p·k)2+8(p·k)3 ,

enquanto o primeiro termo nos dá o seguinte resultado:

(k − px)µ(k − px)ν = kµkν − (kµpν + kνpµ)x+ pµpνx
2

= kµkν − 2xpµkν + pµpνx
2 (C.68)

que é obtido após explorarmos a simetria nos ı́ndices de Lorentz. Se chamamos

o numerador do integrando de I
(2)
µν por Nµν , podemos então escrever

Nµν = −12[p2(1− 2x)]2xpµ(p · k)kν − 16x(p · k)3pµkν + [p2(1− 2x)]3kµkν +

+ 12p2(1− 2x)(p · k)kµkν + [p2(1− 2x)]3pµpνx
2 +

+ 12p2(1− 2x)(p · k)2pµpνx
2 . (C.69)
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e isso nos permite escrever

I(2)
µν = (4− ε)

∫ 1

0

(1− x)3−ε[p2(1− 2x)]3
∫

d4k

(2π)4

kµkν

(k2 +H2)5−ε
dx+

+ (4− ε)

∫ 1

0

(1− x)3−ε[p2(1− 2x)]3x2

∫
d4k

(2π)4

pµpν

(k2 +H2)5−ε
dx−

− (4− ε)

∫ 1

0

(1− x)3−ε6[p2(1− 2x)]2x2pαpµ

∫
d4k

(2π)4

kαkµ

[k2 +H2]5−ε
dx+

+ (4− ε)

∫ 1

0

(1− x)3−ε3p2(1− 2x)4pαpβ

∫
d4k

(2π)4

kαkβkµkν

[k2 +H2]5−ε
dx

+ (4− ε)

∫ 1

0

(1− x)3−ε12pαpβp2(1− 2x)x2pµpν

∫
d4k

(2π)4

kαkβ

[k2 +H2]5−ε
dx

− (4− ε)

∫ 1

0

(1− x)3−ε16xpαpβpγpν

∫
d4k

(2π)4

kαkβkγkν

[k2 +H2]5−ε
dx . (C.70)

Ao realizarmos a integração na variável k, podemos efetuar a seguinte sim-

plificação nos coeficientes proporcionais a ε:

(4− ε)Γ(2− ε)

Γ(5− ε)
=

(4− ε)Γ(2− ε)

(4− ε)(3− ε)(2− ε)Γ(2− ε)
=

1

(3− ε)(2− ε)

e após expandirmos o último resultado numa expansão binomial, retendo no

máximo termos de ordem ε2 teremos:

(4− ε)Γ(2− ε)

Γ(5− ε)
=

1

6

(
1 +

5

6
ε+

19

36
ε2

)
.

O próximo passo é a resolução de cada uma das parcelas obtidas em D.1.

Tomemos a primeira parcela, após resolver a integral em k. A menos do

coeficiente envolvendo potências de ε, podemos escrever:

I ′ =

∫ 1

0

(1− x)3−ε[p2(1− 2x)]3
(

1

H2

)2−ε

, (C.71)

que, ao ser multiplicada por

−m2

−m2

(−m2)ε−2

(−m2)ε−2
nos dá
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I ′ = (−m2)

∫ 1

0

dx(1− x)3−ε−[p2(1− 2x)]3

m2

(
H2

−m2

)ε−2

. (C.72)

Por outro lado, podemos usar a seguinte identidade

d

dx

(
H2

−m2

)ε−1

= (ε− 1)

(
H2

−m2

)ε−2
p2(1− 2x)

−m2
,

que nos permite obter

I ′ =
(−m2)ε−1

ε− 1

∫ 1

0

dx(1− x)3−ε[p2(1− 2x)]2
d

dx

(
H2

−m2

)ε−1

(C.73)

Realizando uma primeira integração por partes, obtemos:

I ′ =
(−m2)ε−1

ε− 1

{
(1− x)3−ε[p2(1− 2x)]2

(
H2

−m2

)ε−1

|10 −
∫ 1

0

(
H2

−m2

)ε−1

du

}

=
(−m2)ε−1

ε− 1

−p4 −
∫ 1

0

(
H2

m2

)ε−1

du︸ ︷︷ ︸


=
(−m2)ε−1

ε− 1

{
−p4 − I

′′
}

(C.74)

em que

du = {(ε− 3)(1− x)2−ε[p2(1− 2x)]2 − 4(1− x)3−εp2[p2(1− 2x)]}dx .

Passemos então à solução de cada parcela de I ′′, designadas por I
′′
A e I

′′
B:

I
′′

A = (ε− 3)

∫ 1

0

(1− x)2−ε[p2(1− 2x)]2
(
H2

−m2

)ε−1 −m2

−m2

= (ε− 3)(−m2)

∫ 1

0

(1− x)2−εp2(1− 2x)

(
H2

−m2

)ε−1
dH2

dx
dx

(C.75)

Usando que
d

dx

(
H2

−m2

)ε

= ε

(
H2

−m2

)ε−1
dH2

dx
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podemos escrever

I
′′

A =
ε− 3

ε
(−m2)

∫ 1

0

(1− x)2−εp2(1− 2x)
d

dx

(
H2

−m2

)ε

=
ε− 3

ε
(−m2)

{
(1− x)2−εp2(1− 2x)

(
H2

(−m2)

)ε

|10 −
∫ 1

0

(
H2

−m2

)ε}
du

=
ε− 3

ε
(−m2)

{
−p2 −

∫ 1

0

(
H2

−m2

)ε

du

}
(C.76)

sendo

du = [(ε− 2)(1− x)1−εp2(1− 2x)− 2p2(1− x)2−ε]dx

que pode novamente ser resolvida via integração por partes, e assim obtemos

I
′′

A =
ε− 3

ε
(−m2)p2

{
−1 +

∫ 1

0

[(2− ε)(1− x)(1− 2x) + 2(1− x)2]

(
−p

2x

m2

)ε

dx

}
(C.77)

Passemos à solução da segunda parcela de I
′′
:

I
′′

B = −4p2

∫ 1

0

(1− x)3−εp
2(1− 2x)

−m2
()ε−1 (−m2)dx

= −4p2(−m2)

ε

∫ 1

0

(1− x)3−ε d

dx

(
H2

−m2

)ε

dx (C.78)

Após realizarmos uma primeira integração por partes, temos:

I
′′

B = −4p2(−m2)

ε

{
(1− x)3−ε

(
H2

m2

)ε

+ (3− ε)

∫ 1

0

(1− x)2−ε

(
H2

−m2

)ε

dx

}
= −4p2(−m2)

ε

{
−1 + (3− ε)

∫ 1

0

(1− x)2

(
−p

2x

m2

)ε

dx

}
(C.79)

Somando I
′′
A e I

′′
B, temos

I
′′

=
(−m2)p2

ε

{
7− ε− (3− ε)

∫ 1

0

dx{6(1− x)2 + (2− ε)(1− x)(1− 2x)}
(
−p

2x

m2

)ε}
(C.80)
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E assim, poderemos escrever

I
′

=
(−m2)ε−1

ε− 1
{−p4 +

(−m2)p2

ε
[ε− 7 + (3− ε)

∫ 1

0

dx{6(1− x)2 +

+ (2− ε)(1− x)(1− 2x)}
(
−p

2x

m2

)ε

]}

=
(−m2)ε

ε− 1

{
− p4

m2
+
p2

ε
[ε− 7+

+ (3− ε)

∫ 1

0

dx{6(1− x)2 + (2− ε)(1− x)(1− 2x)}
(
−p

2x

m2

)ε

]

}
(C.81)

C.0.3 Cálculo de uma integral overlapada

Uma integral overlapada t́ıpica do procedimento de Regularização Im-

pĺıcita, caracteŕıstica de diagramas como o tensor de polarização do vácuo, é

dada por

I(O)
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k2l2(k − l)2(p− l)2

{
1

k2
−

− p2 − 2p · k
k2(k − p)2

}
=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k4l2(k − l)2(p− l)2

−

−
∫

d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν(p
2 − 2p · k)

k4l2(k − l)2(k − p)2(p− l)2
. (C.82)

Passamos a designar as duas parcelas por α e β, respectivamente. Assim,

temos

α =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k4(k − l)2l2(p− l)2

=

∫
d4l

(2π)4

lν
l2(p− l)2

∫
d4k

(2π)4

kµ

k4(k − l)2︸ ︷︷ ︸ (C.83)
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Em todos os cálculos apresentados neste apêndice, omitimos, por comodi-

dade, a presença de uma massa fict́ıcia em cada propagador em quase todas

as passagens. Esta integral pode ser resolvida pelas técnicas usuais em-

pregadas para qualquer integral de Feynman, visto que podemos resolver a

integral em cada momento interno separadamente. O resultado da integral

em k, sublinhada, é

b
lµ
l2

,

o que nos permite escrever a parcela α como

α = b

∫
d4l

(2π)4

lµlν
l4(p− l)2

= b

∫
d4l

(2π)4

lµlν
l4

{
1

l2
− p2 − 2p · l
l2(p− l)2

}
= b

∫
d4l

(2π)4

lµlν
(l2 −m2)3

− b

∫
d4l

(2π)4

lµlν
l6

p2 − 2p · l
(p− l)2

= b
gµν

4
Ilog(m

2)− b

∫
d4l

(2π)4

lµlν
(l2 −m2)3

p2 − 2p · l
[(p− l)2 −m2]

(C.84)

E agora, na segunda parcela designada por β, podemos usar a parametrização

de Feynman usual e resolver a contribuição finita. O resultado é dado por

α = b

{
gµν

4

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
+
b

2

pµpν

p2

}
(C.85)

A segunda parcela de C.82 merece maior atenção, visto que não é posśıvel

realizar a integração em cada momento separadamente:

β =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν(p
2 − 2p · k)

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2
(C.86)

De acordo com a estrutura tensorial de β, podemos escrever

β = Apµpν +Bp2gµν , (C.87)

Multiplicando β por pµpν , temos:

pµpνβ = Apµpνp
µpν +Bp2gµνp

µpν

= (A+B)p4 (C.88)
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e então deveremos determinar os valores de A e B.

pµpνβ =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

pµkµp
νlν(p

2 − 2p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

(C.89)

e no integrando, podemos utilizar o seguinte artif́ıcio

pνlν = p · l = −1

2

[
(p− l)2 − p2 − l2

]
o que nos permite efetuar algumas simplificações de termos no numerador e

no denominador. Temos então:

pµpνβ = −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)p · k[(p− l)2 − p2 − l2]

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2

+

+
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4(k − l)2(p− k)2(p− l)2

+

+
1

2
p2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

, (C.90)

em que cada parcela será designada por C, D e E, respectivamente. Come-

cemos pela parcela E, onde, no numerador, somamos e subtráımos o termo

k2:

E =
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k + k2 − k2)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

((p− k)2 − k2)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

−

− p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k2l2(k − l)2(k − p)2(p− l)2

=
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k2l2(k − l)2(p− l)2

− p2

2
pαIO

α (C.91)

em que

IO
α =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kα

k2l2(k − l)2(p− l)2(k − p)2
,
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sendo uma integral onde não é posśıvel separar as integrações nos momentos

k e l. Por outro lado, na primeira parcela de E podemos ser separada em

duas integrais finitas t́ıpicas de um loop:

E =
p2

2
pα

∫
d4l

(2π)4

1

l2(p− l)2

∫
d4k

(2π)4
kαk

4(k − l)2 − p2

2
pαIO

α

=
p2

2
pα

∫
d4l

(2π)4

blα
l2

1

l2(p− l)2
− p2

2
pαIO

α

=
b

2
p2pαpα

b

p2
− p2

2
pαIO

α

(C.92)

usando que

IO
α =

pα

2
IO

temos

E = b2
p2

2
− p4

4
IO . (C.93)

Na sequência, calculamos C:

C = −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)(p2 − 2p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2

= −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)[p2 − 2p · k + k2 − k2]

k4l2(k − l)2(p− k)2

= −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

p · k
k4l2(k − l)2

+

+
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k2l2(k − l)2(p− k)2

=
p2

2
pα

∫
d4k

(2π)4

kα

k4

∫
d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2
+

+
1

2

∫
d4l

(2π)4

∫
d4k

(2π)4

(p · k)
k2l2(k − l)2(p− k)2

(C.94)

em que a primeira parcela é nula, pela paridade do integrando em k. Já a

segunda contribuição pode ser reescrita, separando-se as integrais em k e em

l:

C =
1

2
pα

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(p− k)2

∫
d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2︸ ︷︷ ︸ (C.95)
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A integral sublinhada, no momento l, é uma integral t́ıpica do cálculo de um

loop, cujo resultado é

I = Ilog(λ
2)− 2b+ b ln

(
−k

2

λ2

)
.

C =
1

2
pα

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(p− k)2
[Ilog + 2b] +

+
1

2
pα

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(p− k)2

[
−b ln

(
−k

2

λ2

)]
=

1

2
pα[Ilog + 2b]

pα

2
I − b

2
pαI(2)

α

=
p2

4
[Ilog + 2b]I − b

2
pαI(2)

α (C.96)

em que I e I(2) são integrais caracteŕısticas do cálculo de um e dois loops,

respectivamente, cujas expressões foram obtidas no texto principal. Final-

mente, calculamos D:

D =
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)(p2 − 2p · k + k2 − k2)

k4(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4(k − l)2(p− l)2

−

− 1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

p · k
k2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
1

2
pα

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

(p− l)2

∫
d4k

(2π)4

kα

k4(k − l)2
−

− 1

2
pα

∫
d4l

(2π)4

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
1

2
pα

∫
d4l

(2π)4

1

(p− l)2
b
lα
l2
−

− 1

2
pα

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(p− k)2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(p− k)2

λ2

)
+ 2b

}
=

1

2
pαbIα −

1

2
pα[Ilogλ

2 + 2b]Iα +

+
1

2
p2b

∫
d4k

(2π)4

kα

k2(k − p)2
ln

(
−(p− k)2

λ2

)
(C.97)
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Na terceira contribuição, é necessário fazer um shift no momento de inte-

gração:

k → k + p ,

e, em seguida, eliminarmos os termos de superf́ıcie resultantes, por se tratar

de uma integral linearmente divergente. Se assim procedermos, D será ree-

scrito como;

D =
1

2
pαb

pα

2
I − 1

2
[Ilog(λ

2) + 2b]pαpα

2
I +

+
1

2
pαb

∫
d4k

(2π)4

kα

(k + p)2k2
ln

(
−k

2

λ2

)
+

+
1

2
pαbpα

∫
d4k

(2π)4

1

(k + p)2k2
ln

(
−k

2

λ2

)
=

b

4
p2I − p2

4
[Ilog + 2b]I +

b

2
p2I(2) − b

2
pαI(2)

α (C.98)

em que usamos a seguinte propriedade:∫
d4k

(2π)4

1

(k + p)2k2
ln

(
−k

2

λ2

)
= −

∫
d4k

(2π)4

1

(k − p)2k2
ln

(
−k

2

λ2

)
Devemos notar que as contribuições não locais em IO

µν , dadas por

p2

4
[Ilog(λ

2) + 2b]I

presentes em C e D se anula quando somamos C e D. Substituindo os resul-

tados para as integrais básicas, e somando C e D, temos que

C +D = −b2p
2

4
.

Agora, contráımos β com gµν , usando novamente que β pode ser escrito como

β = Apµpν + bp2gµν .
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Assim:

gµνβ = Apµpνg
µν +Bp2gµνg

µν

= Apµp
µ +Bp24

= (A+ 4B)p2 , (C.99)

E então, montaremos um sistema de duas equações e duas incógnitas, A e B,

que nos permitirá obter o resultado completo de IO
µν .

gµνβ =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

gµνkµlν(p
2 − 2p · k)

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

k · l(p2 − 2p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

[(k − l)2 − k2 − l2(p2 − 2p · k)]
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

p2 − 2p · k
k4l2(p− k)2(p− l)2

+

+
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

p2 − 2p · k
k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

+

+
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

p2 − 2p · k
k4(k − l)2(p− k)2(p− l)2

, (C.100)

em que cada contribuição será designada por F, G e H, respectivamente. A

estratégia para a solução de F e G é similar às soluções de C e D, expostas

anteriormente. Deixamos ao leitor interessado a obtenção dos resultados para

F e G. Quando somamos os resultados de F e G, teremos

F +G =
b2

2

[
π2

6
− 2

]
.

Assim, temos

gµνβ = (A+ 4B)p2 = F +G

=
b2

2

[
pi2

6
− 2

]
(C.101)



140

Por outro lado, obtivemos anteriormente que

pµpνβ = (A+B)p4 =
b2

2
p2 − p4

4
IO − b2

4
p2

A+B =
b2

2p2
− 1

4
IO − b2

4p2

=
b2

4p2
− 1

4
IO (C.102)

Montamos então um sistema formado pelas duas equações

A+B =
b2

4p2
− 1

4
IO e

A+ 4B =
b2

2p2
−

[
π2

6
− 2

]
e

e resolvendo este sistema obtemos

B =
b2π2

36p2
+

1

12
IO − 5

12

b2

p2
e para A, temos

A = − b2

36p2
π2 − 1

3
IO +

2

3

b2

p2
.

Desta forma, como escrevemos β como

β = Apµpν +B2gµν ,

podemos escrever

β =

[
− b2

36p2
π2 − 1

3
IO +

2

3

b2

p2

]
pµpν +

+

[
− 5

12

b2

p2
+
b2π2

36p2
+

1

12
IO

]
p2gµν . (C.103)

Desta forma, a integral overlapada IO
µν , que é dada por IO

µν = α− β em que

α = b

{
gµν

4

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
+
b

2

pµpν

p2

}
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pode ser escrita como

IO
µν = gµν

{
b

4
Ilog(λ

2)− b2

4
ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

12
IO+

=
11b2

12
− b2

36
π2

}
+
pµpν

p2

{
−1

6
b2 +

1

3
p2IO +

b2

36
π2

}
(C.104)

em que IO é uma integral finita t́ıpica de diagramas overlapados, dada por

IO =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2
. (C.105)

Procedimento similar pode ser aplicado na solução de outra integral de

diagramas overlapados a dois loops:

IO1
µν =

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2l2(k − l)2(p− l)2(p− k)2
, (C.106)

que aparece no diagrama overlapado para o tensor de polarização do vácuo na

QED escalar, que tem grau superficial de divergência logaŕıtmico. Aplicando

a identidade algébrica que faz a separação da parte divergente no procedi-

mento de Regularização Impĺıcita, dada por

1

(p− k)2
=

1

k2
− p2 − 2p · k
k2(k − p)2

podemos escrever

IO1
µν =

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k4l2(k − l)2(p− l)2
−

−
∫

d4k

(2π)4

kµkν(p
2 − 2p · k)

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2
. (C.107)

em que omitimos a presença de uma massa fict́ıcia em cada termo do inte-

grando. Vamos designar a primeira parcela por α e a segunda por β. Assim,

separando as integrações em k e em l, teremos:

α =

∫
d4l

(2π)4

1

l2(l − p)2

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k4(k − l)2
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Se resolvermos a integral no momento k, teremos

α =

∫
d4l

(2π)4

1

l2(l − p)2

{
gµν

4

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
+
b

2

lµlν
l2

}
=

gµν

4
Ilog(λ

2)

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

}
− b

gµν

4
I(2) +

+
b

8
gµν

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
+
b2

4

pµpν

p2
. (C.108)

A segunda parcela é finita, e pela sua estrutura tensorial, pode ser escrita

como

β =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)kµkν

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2
= Apµpν +Bp2gµν

(C.109)

e se pudermos determinar quem são A e B, teremos o resultado da integral.

Contraindo pµpν com β, teremos:

pµpνβ =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)2

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2
(C.110)

e como usual, o produto escalar é eliminado por através da seguinte identi-

dade

p · k = −1

2

[
(p− k)2 − k2 − p2

]
,

que nos permite escrever

pµpνβ = −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)[(p− k)2 − k2 − p2]

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

+

+
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2

+

+
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

(C.111)

Passamos então a designar cada parcela por F, E e C, respectivamente.

Comecemos pela parcela E, em que, no numerador, podemos somar e
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subtrair k2, de forma que

E =
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2

=
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k + k2 − k2)(p · k)
k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2

=
1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k2l2(k − l)2(p− l)2

−

− 1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
(p− k)2l2(k − l)2(p− l)2

=
1

2
{B1 −B2} (C.112)

em que temos

B1 = pα

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kα

k2l2(k − l)2(p− l)2

= pα

∫
d4l

(2π)4

1

l2(l − p)2

{
lα
2

[
Ilog(λ

2)− ln

(
− l2

λ̃2

)]}
=

p2

4
Ilog(λ

2)

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
− l2

λ̃2

)]
− pα

2
I(2)
α (C.113)

em que

ln

(
− l2

˜lambda
2

)
= ln

(
− l2

eλ2

)
= ln

(
− l2

λ2

)
− 2 .

Por sua vez

B2 = pα

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kα

l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= pα

∫
d4l

(2π)4

1

l2(l − p)2

{
(l + p)α

2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(p− l)2

λ̃2

)]}
Resolvendo a integração no momento l e usando que

Iα =
pα

2
I
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, teremos

B2 =
3

4
p2Ilog(λ

2)

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ̃2

)]
+

+ b
p2

2
I(2)
α − bp2I(2) (C.114)

E portanto, podemos escrever

E = −p
2

4

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
− b

2
pαI(2)

α +
b

2
p2I(2) .(C.115)

Na parcela C, temos

C =
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k + k2 − k2)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

−

− p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2

=
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

− p2

2
pαIO

α (C.116)

em que

IO
α =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kα

k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2
=
pα

2
IO .

E com isso, teremos:

C =
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

− p4

4
IO (C.117)



145

Se somarmos a parcela C com a parcela F, podemos obter

F + C = −1

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

+

+
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

− p4

4
IO

= −p
2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

+

− −2pαpβ

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kαkβ

k4l2(k − l)2(p− l)2

+
p2

2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p · k)
k4l2(k − l)2(p− l)2

− p4

4
IO

= −p
4

4
IO + pαpβ

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kαkβ

k4l2(k − l)2(p− l)2

= −p
4

4
IO +

p2

4
Ilog(λ

2)− bp2

4
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)− b
p2

4
I(2) +

+
b

8
p2Ilog(λ

2)− b2

8
p2 ln

(
−p

2

λ2

)
+
b2

4
p2 (C.118)

Somando E, F e C, teremos:

E + F + C = −fracp44IO +
b

4
p2I(2) − b

2
pαI(2)α +

5

8
bp2Ilog(λ

2)−

− −5

8
b2p2 ln

(
−p

2

λ̃2

)
+
b2

4
p2 (C.119)

E substituindo os resultados de cada integral, temos:

E + F + C = (A+B)p4 = −p
4

4
IO +

3

8
b2p2

A+B = −1

4
IO +

3

8

b2

p2
. (C.120)
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Agora,contraimos β com gµν , e teremos:

gµνβ = gµν

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)kµkν

k4l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(p2 − 2p · k)
k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= p2IO − 2pαIO
α (C.121)

E como

IO
α =

pα

2
IO ,

teremos

gµνβ = 0 (C.122)

Por outro lado, tendo em vista a estrutura tensorial de β, também podemos

escrever

gµνβ = gµνpµpνA+ gµνgµνp
2B = p2(A+ 4B)

A+ 4B = 0 (C.123)

Assim, temos um sistema formado por duas equações, C.120 e C.123, cuja

solução é dada por

B =
1

12
IO − 1

8

b2

p2
e (C.124)

A = −1

3
IO +

1

2

b2

p2
. (C.125)

Portanto, temos

β =

(
−1

3
IO +

1

2

b2

p2

)
pµpν +

(
1

12
IO − 1

8

b2

p2

)
p2gµν . (C.126)
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Substituindo os resultados de α e β na equação C.107, teremos:

IO1
µν = gµν

{
1

4
I2
log(λ

2)− b

4
ln

(
− p2

λ2e2

)
− b

4
I

(2)
log (λ̃2)+

+
b2

8
ln2

(
− p2

λ2e2

)
− b2

4
ln

(
− p2

λ2e2

)
+
b

8
Ilog(λ

2)−

− b2

8
ln

(
− p2

λ2e2

)
− p2

12
IO +

b2

8

}
+

+
pµpν

p2

{
b2

4
+
p2

3
IO − b2

2

}
(C.127)

em que e é o número de Euler. Finalmente, podemos escrever

IO1
µν = gµν

{
1

4
I2
log(λ

2)− b

4
I

(2)
log (λ2) +

9

8
Ilog(λ

2)−

− b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) +
b2

8
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 7

8
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

8
b2 −

− p2

12
IO

}
+
pµpν

p2

{
−b

2

4
+
p2

3
IO

}
, (C.128)

C.1 Solução de uma integral básica a n loops

Como complemento do apêndice, vamos resolver mais uma integral básica

t́ıpica de n-loops. Consideremos uma integral básica t́ıpica do procedimento

de Regularização Impĺıcita:

I(n+1) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

k2(k − p)2
lnn

(
−k

2

λ2

)
(C.129)
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que após aplicarmos a identidade de separação das divergências básicas, ??,

será escrita como

I(n+1) =

∫
Λ

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
−

−
∫

d4k

(2π)4

p2 − 2p · k
(k2 −m2)2[(k − p)2 −m2]

lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
= I

(n+1)
log (m2)−

∫
d4k

(2π)4

p2 − 2p · k
(k2 −m2)2[(k − p)2 −m2]

lnn

(
−k

2 −m2

λ2

)
(C.130)

Usando a identidade

ln a = lim
ε→0

aε − 1

ε
(C.131)

teremos (o limite com ε→ 0 é subentendido):

I
(n+1)
fin =

∫
d4k

(2π)4

p2 − 2p · k
(k2 −m2)2−nε[(p− k)2 −m2]

(C.132)

e agora temos condições de usar a parametrização de Feynman usual

1

abα
= α

∫ 1

0

(1− x)α−1

[(a− b)x+ b]α+1
(C.133)

Teremos então:

I =

∫ 1

0

dxp2(1− 2x)(1− x)1−nε

∫
d4k

(2π)4

1

[k2 +H2]3−nε
(2− nε)

=

∫ 1

0

dxp2(1− 2x)(1− x)1−nεb
Γ(1− nε)

3− nε

1

(H2)1−nε

=
(2− nε)b(−m2)nε−1

(2− nε)(1− nε)

∫ 1

0

p2(1− 2x)(1− x)1−nε

(H2)1−nε
(−m2)1−nε(C.134)

Agora, usamos o seguinte artif́ıcio:

d

dx

(
H2

−m2

)nε

= nε

(
H2

−m2

)nε−1
p2(1− 2x)

−m2
(C.135)
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que nos permite escrever a parte finita como

I
(n+1)
fin =

b(−m2)nε

nε(1− nε)

∫ 1

0

dx(1− x)1−nε d

dx

(
H2

−m2

)nε

=
b(−m2)nε

nε(1− nε)

{
−1 +

∫ 1

0

dx(1− nε)(1− x)−nε

(
H2

−m2

)nε}
=

b(−m2)nε

nε(1− nε)

{
−1 + (1− nε)

∫ 1

0

dx

(
−p

2x

m2

)nε}
(C.136)

A segunda parte da integral finita é dada por

Ĩ = lim
ε→0

1

εn

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
1

(−λ2)k−ε

∫
d4k

(2π)4

p2 − 2p · k
(k2 −m2)2−kε[(p− k)2 −m2]

.

(C.137)

Fazendo n− k = l e resolvendo a integral em k (designada por Il), temos

Il =
b

lε(1− lε)

(
m2

λ2

)lε
{
−1 + (1− lε)

∫ 1

0

dx

(
−p

2x

λ2

)lε
}

(C.138)

e se expandirmos as potências de lε, teremos:

Il =
b

lε(1− lε)

(
m2

λ2

)lε
{

∞∑
i=0

(lε)i

i!
lni

(
m2

λ2

)
+ (1− lε)

∫ 1

0

dx
∞∑
i=0

(lε)i

i!
lni

(
−p

2x

λ2

)lε
}

(C.139)

Para i = 0, temos:

i = 0 → b

lε(1− lε)

(
m2

λ2

)lε {
−1 + (1− lε)

∫ 1

0

dx

}

i = 0 → b

lε(1− lε)

(
m2

λ2

)lε

{−lε} .

E assim, podemos escrever:

Il =
b

(1− lε)

{
−1−

∞∑
i=1

(lε)i−1

i!
lni

(
m2

λ2

)
+ (1− lε)

∞∑
i=1

(lε)i−1

i!

∫ 1

0

dx lni

(
−p

2x

λ2

)}
(C.140)
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Escreveremos Ik como

Ik = b(A+B + C) ,

sendo

A =
1

1− kε
= −

∞∑
i=0

(kε)i

Neste somatório, apenas o termo para o qual i = n contribuirá. Aqueles

para os quais i > n serão todos nulos, e quando i < n todos são cancelados.

Assim, teremos

Ã = −knεn .

B é dado por

B = −
∞∑

m=0

(kε)m

∞∑
i=0

(kε)i−1

i!
lni

(
m2

λ2

)
Na ordem n, o termo que sobrevive é m + i − 1 = n. E assim, o termo que

sobrevive é dado por

B̃ = −knεn
n+1∑
i=1

1

i!
lni

(
m2

λ2

)
.

E finalmente

C =
∞∑
i=1

(kε)i−1

i!

∫ 1

0

dx lni

(
−p

2x

λ2

)
e para a ordem n da expansão em loops, ficaremos com

C̃ =
knεn

(n+ 1)!

∫ 1

0

dx lnn+1

(
−p

2x

λ2

)
ou ainda

C̃ = knεn
n+1∑
i=0

(−1)n+1−i 1

i!
lni

(
−p

2

λ2

)
.

Finalmente, somando Ã, B̃ e C̃, temos:

Ĩ =
n∑

k=0

(−1)n−k n!

k!(n− k)!
In
k

= b

{
−n!−

n+1∑
i=1

n!

i!
lni

(
m2

λ2

)
+

n+1∑
i=0

(−1)n−i+1n!

i!
lni

(
−p

2

λ2

)}
(C.141)
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E a integral completa será escrita como

I(n+1) = I
(n+1)
log (λ2) + b

{
n!−

n+1∑
i=0

(−1)n−i+1n!

i!
lni

(
−p

2

λ2

)}
(C.142)



Apêndice D

Apêndice 3: Tabela de integrais

básicas para teorias não

massivas a um e dois loops

Neste apêndice, apresentamos expressões para integrais básicas a um e

dois loops que foram utilizadas ao longo desse trabalho. Todas as expressões

já estão escritas em função do parâmetro de escala λ, regularizando os resul-

tados no regime ultra-violeta e indicando que as relações de escala a um e

dois loops já foram aplicadas, para que a dependência com a massa fict́ıcia

que nos protege de divergências infravermelhas seja eliminada.

D.1 Integrais caracteŕısticas de diagramas a

dois loops

I(2)
µν =

∫
d4k

(2π)4

(p2 − 2p · k)3kµkν

(k2 −m2)4[(p− k)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
=

1

3
pµpν

{
I

(2)
log (λ2) +

5

6
Ilog(λ

2)− b

[
1

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 1

3
ln

(
−p

2

λ2

)
− 9

4

]}
+

p2gµν

12

{
−I(2)

log (λ2) +
1

6
Ilog(λ

2) + [
1

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 11

6
ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

6
]

}
(D.1)
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I(2)
µ =

∫
d4k

(2π)4

(p2 − 2p · k)2kµ

(k2 −m2)3[(p− k)2 −m2]
ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
=

pν

2

{
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)− b

2

[
ln2

(
−p

2

λ2

)
− ln

(
−p

2

λ2

)
− 3

]}
.(D.2)

I(2) =

∫
d4k

(2π)4

p2 − 2p · k
(k2 −m2)2[(p− k)2 −m2]

ln

(
−k

2 −m2

λ2

)
= I

(2)
log (λ2) + b

{
−1

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ ln2

(
−p

2

λ2

)}
(D.3)

D.1.1 Integrais caracteŕısticas de diagramas com divergências over-

lapadas

Como vimos ao longo do texto principal, os diagramas com divergências

overlapadas têm amplitudes que são escritas em termos de integrais cujos

integrandos possuem numeradores proporcionais a kµlν (que ocorre na QED

escalar) ou kµkν (que ocorre na QED spinorial). Vamos designar a inte-

gral para a primeira teoria como I
O(a,b)
µν e para o segundo caso escreveremos

I
O(a,a)
µν . As expressões para tais integrais encontram-se no texto principal. Os

resultados são então os seguintes:

IO =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2
(D.4)

IO
µ =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµ

k2l2(p− k)2(k − l)2(p− l)2
(D.5)

em que temos a seguinte propriedade

IO
µ =

pµ

2
IO ,
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e

IO(a,a)
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= gµν

{
b

4
Ilog(λ

2)− b2

4
ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

12
IO +

11

12
b2 − b2

π2

36

}
+

+
pµpν

p2

{
p2

3
IO − 1

6
b2 + b2

π2

36

}
, (D.6)

em que IO é apresentada acima.

IO(a,a)
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkν

k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= gµν{
1

4
I2
logλ

2 − b

4
I

(2)
log (λ2) +

9

8
bIlog(λ

2)− b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilogλ

2 +

+
b2

8
ln2

(
p2

λ2

)
− 7

8
ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

12
IO +

31

24
b2}+

pµpν

p2

{
p2

3
IO +

b2

12

}
.

(D.7)

D.2 Integrais caracteŕısticas de cálculos em

um loop

I =

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

= Ilog(λ
2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b; (D.8)

Iµ =

∫
d4k

(2π)4

kµ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

=
pµ

2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

}
; (D.9)
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Iµν =

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

=
1

3
pµpν

[
Ilog(λ

2)− b

(
ln

(
−p

2

λ2

)
− 2

)
− 1

6
b

]
−

− 1

6
p2gµν

{
1

2
Ilog(λ

2)− 1

2
b

[
ln

(
−p

2

λ2

)
− 2

]
− b

3

}
. (D.10)



Apêndice E

Apêndice 5: Cálculo expĺıcito

dos diagramas overlapados para

a QED escalar e a QED

espinorial

Neste apêndice, apresentamos o cálculo expĺıcito das contribuições ad-

vindas de diagramas overlapados para o tensor de polarização do vácuo

(Πµν(p
2)), tanto na QED escalar quanto na QED espinorial. Começamos

com o diagrama para a eletrodinâmica espinorial, cujo diagrama é dado por

Aplicando as regras de Feynman, a amplitude para esse diagrama é escrita

como

ıΠO
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4
Tr{ ı

l/−m
(−ıeγα)

ı

k/−m
(−ıeγµ)

ı

k/− p/−m
(−ıeγβ)

ı

l/− p/−m
(−ıeγν)

−ı
(l − k)2 −m2

} . (E.1)

Usando os truques de Casimir para manipulação das matrizes γ, o numerador

(Nµν) e o denominador (D) do integrando serão escritos como

D = k2(k − p)2l2(l − p)2(l − k)2 e

Nµν = ıe4tr{(l/− p/)γνl/γ
λk/γµ(k/− p/)γλ} .
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Aplicando novamente os truques de Casimir no numerador e usando as pro-

priedades de anti-comutação das matrizes γ, temos

Nµν = −ıe4tr{γαγνγβγ
λγργµγσγλ}(l − p)αlβkρ(k − p)σ ,

que nos permite escrever

γλγργµγσγλ = −γλγργµγλγσγσγργµ

= −γλγργλγµγσ − 2γµγργσ + 2γσγργµ

= −2γργµγσ + 2γµγργσ + 2γσγργµ

= −4gµνγσ + 2γσγργµ

= −2γσγµγρ e assim (E.2)

Nµν = 2ıe4tr{γαγνγβγσγµγρ}(l − p)αlβkρ(k − p)σ

= 32ıe4{gαν(gβσgµρ − gβµgρσ + gβρgµσ)−
− gαβ(gνσgµρ − gνµgρσ + gνρgσµ) + gασ(gνβgµρ − gνµgβρ + gνρgβµ)−
− gαµ(gνβgσρ − gνσgβρ + gνρgβσ) + gαρ(gνβgσµ − gνσgβµ + gνµgβσ)}

(l − p)αlβkρ(k − p)σ

= 32ıe4{(l − p)ν [kµl · (k − p)− lµk · (k − p) + (k − p)µl · k]
−l · (l − p)[kµ(k − p)ν + (k − p)µkν − k · (k − p)gµν ]

+(l − p) · (k − p)[lµkν + lνkµ − l · kgµν ]

−(l − p)µ[lνk · (k − p)− (k − p)νl · k + kνl · (k − p)]

+(l − p) · k[lν(k − p)µ − (k − p)νlµ + gµνl · (k − p)]}

Nµν = 32ıe4{kµlν [l · (k − p) + 2l · k + 2(l − p) · (k − p)−
− k · (l − p) + k · (l − p)− l · (k − p)]

+ kµkν [−2l · (l − p)− 2l · (l − p)] +

+ pµlν [−k · (l − p) + k · (k − p)− 2l · k + 2k · (k − p)−
− 2l · k + k · (k − p) + k · (l − p)]

+ pµpν2l · k +

+ gµν [l · (l − p)k · (k − p)− (l · k)(l − p) · (k − p) + [l · (k − p)][k · (l − p)]]}
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Se manipularmos todos as parcelas, veremos que boa parte dos termos na

última expressão se cancelam, e os produtos escalares entre quadri-vetores

podem ser reescritos usando as seguintes identidades:

l · (l − p) = l2 − l · p = l2 +
1

2
[(l − p)2 − l2 − p2]

=
1

2
[l2 + (l − p)2 − p2]

(l − p) · (k − p) = l · k − p · k − p · l + p2

= −1

2
[(l − k)2 − l2 − k2] +

1

2
[(p− k)2 − k2 − p2] +

+
1

2
[(p− l)2 − l2 − p2] + p2

=
1

2
[(p− l)2 + (p− k)2 − (l − k)2]

l · (k − p) = l · k − l · p− 1

2
[(l − k)2 − k2 − l2] +

1

2
[(p− l)2 − p2 − l2]

=
1

2
[(p− l)2 − (l − k)2 + k2 − p2] .

Os últimos resultados podem então ser substitúıdos em E.3, em que obtemos

cada parcela de Nµν . Assim, temos:

Nµν1 = 32ıe4
2

2
kµlν [(p− l)2 + (p− k)2 − (l − k)2 + l2 + k2]

= 32ıe42kµlν [(p− l)2 − (l − k)2 + l2]

em que a última simplificação ocorre perante a simetria na integração em

l ou k nos quatro últimos termos, já que se fizermos a troca de l por k, o

integrando resultante dessa parcela permanece inalterado.

Nµν2 = −32ıe42kµkν [l
2 + (l − p)2 − p2]

Nµν3 = 32ıe4pµlν [2k
2 + 2(k − p)2 − 2p2 + 2(l − k)2 − 2l2 − 2k2]

= 32ıe4pµlν2[(p− k)2 + (l − k)2 − l2 − p2]
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Nµν4 = 32ıe4pµpν [2l
2 − (l − k)2]

Nµν5 = 32ıe42gµν{
1

4
[l2 + (l − p)2 − p2][k2 + (k − p)2 − p2] +

+
1

4
[(l − k)2 + l2 − k2][(p− l)2 + (p− k)2 − (l − k)2] +

+
1

4
[(p− l)2 − (l − k)2 + k2 − p2][(p− k)2 + (l − k)2 + l2 − p2]}

= 32ıe4
gµν

4
{2l2k2 − 4p2k2 − 4p2(p− k)2 + 2(p− k)2(p− l)2 + 2p4 +

2p2(l − k)2}
= 32ıe4

gµν

2
{p4 + p2(l − k)2 + (p− k)2(p− l)2 + l2k2 − 2p2k2 −

− 2p2(p− k)2}
(E.3)

e o denominador do integrando é dado por

D = k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2 . (E.4)

Passamos agora à resolução de cada uma das integrais obtidas a partir das

parcelas anteriores. Assim, temos:

Nµν1 = 32ıe42kµlν [(p− l)2 − (l − k)2 + l2] (E.5)

em que podemos calcular três parcelas

A =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν(p− l)2

k2(p− k)2l2(k − l)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(p− k)2

∫
d4l

(2π)4

lν
l2(k − l)2

Podemos resolver a integral t́ıpica de um loop, no momento l, obtendo:

A =

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(k − p)2

kν

2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−k

2

λ2

)
+ 2b

}
=

1

2

{
Ilog(λ

2) + 2b
}
Iµν −

b

2
I(2)
µν (E.6)
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em que Iµν e I
(2)
µν são integrais t́ıpicas de um e dois loops, tabeladas no

apêndice D. Da mesma forma, podemos escrever

B =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν(l − k)2

k2(p− k)2(l − k)2l2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k2(p− k)2l2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(p− k)2

∫
d4l

(2π)4

lν
l2(p− l)2

= IµIν =
pµ

2
I
pν

2
I

=
pµpν

4
I2 , (E.7)

em que I é uma integral t́ıpica de um loop, também já tabelada anteriormente.

Finalmente

C =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlνl
2

k2(p− k)2(l − k)2(p− l)2l2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k2(p− k)2(l − k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(k − p)2

∫
d4l

(2π)4

lν
(l − k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(k − p)2

(k + p)µ

2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(k − p)2

λ2

)
+ 2b

}
=

1

2

{
Ilog(λ

2) + 2b
}
Iµν +

pµpν

4
(Ilog(λ

2) + 2b)I

− b

2
I(2)
µν +

3b

2
pµI

(2) − bpµpνI
(2) (E.8)

Somando as três parcelas, A, B e C, finalmente obtemos

α = A−B + C

= 32ıe42

{
[Ilog(λ

2) + 2b]Iµν +
pµpν

4
b ln

(
−k

2

λ2

)
I − bI(2)

µν +
3

2
bpµI

(2)
ν − bpµpνI

(2)

}
−pµpν

4

{
I2
log(λ

2)− 2b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) + 4bIlog(λ
2) + b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
−4b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+ 4b2

}
(E.9)
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A seguir, temos

Nµν2 = −32ıe42kµkν [l
2 + (l − p)2 − p2] (E.10)

que também nos proporciona três parcelas:

D =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkνl
2

k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkν

k2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2(p− k)2

∫
d4l

(2π)4

1

(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2(k − p)2
[(Ilog(λ

2) + 2b− b ln

(
−(p− k)2

λ2

)
]

= (Ilog(λ
2) + 2b)Iµν − b[I(2)

µν − 2pµI
(2)
( ν) + pµpνI

(2)] (E.11)

A seguir, temos

E =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkν(l − p)2

k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

=

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkν

k2l2(k − l)2(p− k)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2(p− k)2

∫
d4l

(2π)4

1

l2(k − l)2

=

∫
d4k

(2π)4

kµkν

k2(p− k)2
[(Ilog(λ

2) + 2b− b ln

(
−k

2

λ2

)
]

= (Ilog(λ
2) + 2b)Iµν − bI(2)

µν (E.12)

Finalmente, para a última parcela, temos

F = −p2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµkν

k2l2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

= −p2IO1
µν (E.13)

que é uma integral overlapada finita, t́ıpica do cálculo a dois loops no pro-

cedimento de regularização impĺıcita. Agora, somamos as três parcelas, D, E
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e F:

β = −32ıe42[2(Ilog(λ
2)+2b)Iµν−2bI(2)

µν +2bpµI
(2)
ν −bpµpνI

(2)
µν −p2IO1

µν ] (E.14)

Terceira parcela:

ΠO
µν3 = 2ıe4pµ

{∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

lν
k2l2(k − l)2(p− l)2

+

+

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

lν
k2(k − l)2(p− k)2(p− l)2

+

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

lν
k2l2(p− k)2(p− l)2

− p2IO
ν

}
Isolando as integrais em k ou em l e resolvendo-as, temos

ΠO
µν3 = 2ıe4

{
lν

l2(p− l)2
[Ilog(λ

2)− b ln

(
− l2

λ2

)
+ 2b]−

−
∫

d4l

(2π)4

1

k2(p− k)2

(p+ k)ν

2
[Ilog(λ

2)− b ln

(
− l2

λ2

)
+ 2b] +

+
pν

2

[
I2
log(λ

2)− 2b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) + 4bIlog(λ
2)

+ b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 4b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+ 4b2 − p2

2
pνI

O

}
(E.15)

que poderemos escrever como

ΠO
µν3 = 2ıe4pµ

{
−pν

4
(Ilog(λ

2) + 2b)I + b

(
pνI

2 − 3

2
I(2)
ν

)
+

+
pν

2

[
I2
log(λ

2)− 2bln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) + 4bIlog(λ
2)

+ b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 4b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+ 4b2

]
− p2

2
pνI

O

}
(E.16)
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A próxima contribuição é dada por

ΠO
µν4 = ıe4pµ

{
2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2(k − l)2(p− l)2(p− k)2
−

−
∫

d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(p− k)2(p− l)2

}
= ıe4pµpν

{
2

∫
d4k

(2π)4

1

k2(k − p)2
[Ilog(λ

2) + 2b− b ln

(
−(p− k)2

λ2

)
]− I2

}
= ıe4pµpν

{
(Ilog(λ

2) + 2b)I − 2bI(2) + b ln

(
−p

2

λ2

)
I

}
= ıe4pµpν

{
(Ilog(λ

2) + 2b+ b ln

(
−p

2

λ2

)
)I − 2bI(2)

}
.

(E.17)

E finalmente, a última parcela, que podemos escrever como

ΠO
µν5 =

ıe4gµν

2

{
p4IO + p2I2 + 2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(k − l)2
−

− 2p2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

(k − l)2l2(p− k)2(p− l)2

− 2p2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(k − l)2(p− l)2

}
(E.18)

A primeira integral é identicamente nula. Na segunda integral, se resolvermos

a integração em k, podemos obter∫
d4l

(2π)4

1

l2(p− l)2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(p− l)2

λ2

)
+ 2b

]
=

(Ilog(λ
2) + 2b)I − bI(2)

E a terceira integral, após resolvermos a integração em k, temos∫
d4l

(2π)4

1

l2(l − p)2

{
Ilog(λ

2) + 2b− b ln

(
− l2

λ2

)}
(E.19)
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que é exatamente igual à segunda integral. Finalmente, podemos escrever

ΠO
µν5 =

ıe4gµν

2

{
p4IO + p2[−3Ilog(λ

2)− 6b− b ln

(
−p

2

λ2

)
]I + 4bp2I(2)

}
(E.20)

Com cada contribuição calculada individualmente, no final podemos escrever

a expressão final para a contribuição diagramática com overlapping do tensor

de polarização do vácuo. Substituindo as integrais básicas em cada parcela,

temos

ΠO
µν1 = 2ıe4

{
1

2
(Ilog(λ

2) + 2b)

[
2

3
pµpν

(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

6
b

)
+

+
2

3
gµνp

2

(
−1

4
Ilog(λ

2) +
b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
− b

3

)
+

+
pµpν

2

(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

)]
−

− b
pµpν

3

[
I

(2)
log (λ2) +

5

6
Ilog(λ

2) +
b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
− b

3
ln

(
−p

2

λ2

)
− 9

4
b

]
− b

p2gµν

12

[
−I(2)

log (λ2) +
1

6
Ilog(λ

2) +
b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 11

6
ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

6
b

]
+

3

4
pµpν

[
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+
b

2
ln

(
−p

2

λ2

)
+ b

]
− bpµpν

[
I

(2)
log (λ2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ b ln

(
−p

2

λ2

)]
− pµpν

4

[
I2
log(λ

2)− 2b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) + 4bIlog(λ
2)

+ +b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 4b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+ 4b2

]}
(E.21)
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Reagrupando todos os termos, temos:

ΠO
µν1 = 2ıe4

{
pµpν

[
1

3
I2
log(λ

2)− 7

12
bI

(2)
log (λ2) +

11

8
bIlog(λ

2)−

− b

12
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)− 7

24
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 49

72
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+

49

18
b2

]
+ gµνp

2

[
− 1

12
I2
log(λ

2) +
1

12
bI

(2)
log (λ2)− 7

24
bIlog(λ

2)

+
b

12
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)− b2

24
ln2

(
−p

2

λ2

)
+

23

7
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 3

8
b2

]}
(E.22)

Finalmente, obtemos:

ΠO
µν1 = −2ıe4

{
2(Ilog(λ

2) + 2b)

[
pµpν

3

(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

6
b

)
+

gµν

3
p2

(
−1

4
Ilog(λ

2) +
b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
− b

3

)]}
(E.23)
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Passemos então para a segunda parcela

ΠO
µν2 = −2ıe4

{
2(Ilog(λ

2) + 2b)

[
pµpν

3

(
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

6
b

)]
+

gµνp2

3

(
−1

4
Ilog(λ

2) +
b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
− b

3

)]
− 2

3
bpµpν

[
I

(2)
log (λ2) +

5

6
Ilog(λ

2) +
b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
− b

3
ln

(
−p

2

λ2

)
− 9

4
b

]
− gµνp

2

6

[
−I(2)

log (λ2) +
1

6
Ilog(λ

2) +
b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 11

6
b ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

6
b

]
+ bpµpν

[
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+
b

2
ln

(
−p

2

λ2

)
+ b

]
− bpµpν

[
I

(2)
log (λ2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ b ln

(
−p

2

λ2

)]
− p2gµν

[
1

4
I2
log(λ

2)− b

4
I

(2)
log (λ2) +

9

8
bIlog(λ

2)− b

4
ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)

+
b2

8
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 7

8
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

8
b2 − p2

12
IO

]
−

− pµpν

[
p2

3
IO − b2

4

]}
(E.24)

E reagrupando os termos, obtemos:

ΠO
µν2 = −2ıe4

{
pµpν

[
2

3
I2
log(λ

2)− 2

3
bI

(2)
log (λ2) +

5

2
Ilog(λ

2)− 2

3
b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)

− b2

3
ln2

(
−p

2

λ2

)
− 29

18
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

3
IO +

187

36
b2

]
+ gµνp2

[
− 5

12
I2
log(λ

2) +
5

12
I

(2)
log (λ2)− 41

24
bIlog(λ

2) +
5

12
b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)−

−
24
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
+

109

72
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+
p2

12
IO − 17

8
b2

]}
. (E.25)
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Para a terceira parcela, temos

ΠO
µν3 = 2ıe4pµpν

[
−1

4
(Ilog(λ

2) + 2b)[Ilog(λ
2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b]

+ b

(
I

(2)
log (λ2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ b ln

(
−p

2

λ2

))
−

− 3

4
b

(
I

(2)
log (λ2) +

1

2
Ilog(λ

2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+
b

2
ln

(
−p

2

λ2

)
+ b

)
+

1

2
I2
log(λ

2) + 2bIlog(λ
2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) +
b2

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
−

− 2b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b2 − p2

2
IO (E.26)

E reagrupando os termos, teremos

ΠO
µν3 = 2ıe4pµpν

[
1

4
I2
log(λ

2) +
b

4
I

(2)
log (λ2) +

5

8
Ilog(λ

2)−

− 3

4
b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) +
3

8
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 7

8
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− p2

2
IO +

1

4
b2

(E.27)

Para a quarta parcela, temos

ΠO
µν4 = ıe4pµpν

[
I2
log(λ

2) + 4bIlog(λ
2) + 4b2 − b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 2b

(
I

(2)
log (λ2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ b ln

(
−p

2

λ2

))]
= ıe4pµpν

[
I2
log(λ

2)− 2bI
(2)
log (λ2) + 4bIlog(λ

2)

− 2b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+ 4b2

]
. (E.28)
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Finalmente, temos a última parcela para o diagrama overlapado:

ΠO
µν5 = ıe4gµνp

2

[
1

2

(
−3Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
− 6b

) [
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
−

− 12b] +
p2

2
IO + 2b

(
I

(2)
log (λ2)− b

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ b ln

(
−p

2

λ2

))]
= ıe4gµνp

2

[
−3

2
I2
log(λ

2) + 2bI
(2)
log (λ2)− 6bIlog(λ

2)

+ b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)− b2

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+ 4b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+
p2

2
IO − 6b2

]
(E.29)

Se somarmos todas as parcelas teremos:

ΠO
µν =

8

3
ıe4

{
pµpν

[
5

2
I2
log(λ

2)− 4bI
(2)
log (λ2) + 9bIlog(λ

2)−

− b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2) +
5

2
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 17

3
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 4

3
b2 − p2IO

]
+

+ gµνp
2

[
−5

2
I2
log(λ

2) + 4bI
(2)
log (λ2)− 19

2
bIlog(λ

2) + b ln

(
−p

2

λ2

)
Ilog(λ

2)−

− 1

2
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
+

29

6
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 15

2
b2 + p2IO

}
(E.30)

em que notamos a ocorrência de divergências não locais. Entretanto, pre-

cisamos somar o resultado do diagrama com o respectivo gráfico de con-

tratermo, que é uma correção para o tensor de polarização do vácuo a um

loop, com o vértice elétron fóton corrigido. Com este procedimento elimi-

namos as divergências não locais e mantém somente as divergências t́ıpicas
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da ordem. Assim, teremos:

ΠO
µν + ΠCT

µν =
8

3
ıe4

{
pµpν

[
−3

2
I2
log(λ

2)− 4bI
(2)
log (λ2) +

22

3
bIlog(λ

2)

+
5

2
b2 ln2

(
−p

2

λ2

)
− 17

3
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 4

3
b2 − p2IO

]
+ gµνp

2

[
−3

2
I2
log(λ

2) + 4bI
(2)
log (λ2)− 47

6
bIlog(λ

2)−

− 1

2
ln2

(
−p

2

λ2

)
+

29

6
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 15b2

2
+ p2IO

]}
(E.31)

Se somarmos este resultado com o resultado do diagrama a dois loops com

divergências aninhadas, teremos

Π(2)
µν =

8

3
ıe4b(pµpν − p2gµν)

{
3

2
I2
log(λ

2)− 3bI
(2)
log (λ2)

+
31

6
bIlog(λ

2)− 3

2
ln

(
−p

2

λ2

)
+

3

2
− p2IO

}
, (E.32)

que possui a estrutura transversal desejada. Como vimos, ao longo do texto

principal, a partir do contratermo que escrevemos no contexto da Regulari-

zação Impĺıcita para o tensor do polarização do vácuo a dois loops, podemos

obter o resultado correto para a função β do grupo de renormalização da

QED, sendo este um bom teste para nossa metodologia.

E.1 Diagrama overlapado para o tensor de

polarização do vácuo na QED escalar

Aplicando as regras de Feynman no diagrama overlapado para o tensor

de polarização do vácuo na QED escalar, obtemos a seguinte amplitude

ΠO
µν = −ıe4

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(2k − p)µ(2l − p)ν(k + l) · (k + l − 2p)

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2
,

(E.33)

O produto escalar pode ser dividido em duas parcelas, que podemos escrever

como

(k + l) · (k − p) = k2 − k · p+ l · k − l · pe
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(k + l) · (l − p) = l2 − l · p+ l · k − k · p

e se somamos e subtráımos termos como k2 e l2, podemos somar as duas

últimas parcelas e obter

(k − p)2 − p2 + (l − p)2 − p2 + l2 + k2 − (l − k)2 .

A outra parte do denominador nos dá

(2k − p)µ(2l − p)ν = 4kµlν − 2pµlν − 2pνkµ + pµpν .

E então, podemos reescrever ΠO
µν como

ΠO
µν = −ıe4

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(4kµlν − 2pµlν − 2pνkµ + pµpν)

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

((k − p)2 − 2p2 + (l − p)2 + l2 + k2 − (l − k)2) . (E.34)

e podemos constatar, por simetria nas variáveis de integração que fatores

como 2pµlν e 2pνkµ darão a mesma contribuição para a amplitude. O mesmo

fato ocorre com os termos l2 e k2 e (k− p)2 e (l− p)2. Desta forma, podemos

somar estas contribuições e reescrever o numerador do integrando como

Nµν = (4kµlν − 2pµkν + pµpν)(−2p2 + 2k2 + 2(p− k)2 − (k − l)2) .

E assim, obtemos

ΠO
µν = −ıe4

{
−2p2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(4kµlν − 2pµkν + pµpν)

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

+ 2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(4kµlν − 2pµkν + pµpν)k
2

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

+ 2

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(4kµlν − 2pµkν + pµpν(p− k)2

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

−
∫

d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

(4kµlν − 2pµkν + pµpν(k − l)2)

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

}
= −ıe4

{
−2p2IA

µν + 2IB
µν + 2IC

µν − ID
µν

}
(E.35)
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em que cada parcela é definida como

IA
µν = 4

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kµlν
k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

−

− 4pµ

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

kν

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2
+

+ pµpν

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

1

k2l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

= 4IO
µν − 4pµI

O
ν + 4pµpνI

O

= 4IO
µν − pµpνI

O (E.36)

e usando a seguinte propriedade

IO
ν =

pν

2
IO .

Usando o resultado para IO
µν , calculado no apêndice 3, chegamos ao seguinte

resultado:

IA
µν = gµν

{
Ilog(λ

2)− 11

3
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
+

11

3
b2 +

π2

9

2

− p2

3
IO

}

+
pµpν

p2

{
8

3
b2 ln

(
−p

2

λ2

)
− 2

3
b2 − π2

9
b2 +

p2

3
IO

}
. (E.37)

A parcela IB
µν será dada por

IB
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

4kµlν − 4pµlν − pµpν

l2(k − p)2(l − k)2(l − p)2

=

∫
d4l

(2π)4

4lν − 2pν

l2(l − p)2

∫
d4k

(2π)4

kµ

(p− k)2(p− l)2
+

+

∫
d4l

(2π)4

−2pµlν + pµpν

l2(l − p)2

∫
d4k

(2π)4

1

p− k)2(p− l)2

Resolvendo as integrais no momento k, teremos:

IB
µν =

∫
d4l

(2π)4

4lν − 2pν

l2(l − p)2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(p− l)2

λ2

)}
(l + p)µ

2
+

+

∫
d4l

(2π)4

−2pµlν + pµpν

l2(l − p)2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(p− l)2

λ2

)}
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que podemos reesecrever como

IB
µν =

∫
d4l

(2π)4

2lµlν − pµlν
l2(l − p)2

{
Ilog(λ

2)− b ln

(
−(p− l)2

λ2

)}
(E.38)

Para empregar o método que implementamos para o cálculo de integrais além

da ordem de um loop, é conveniente que façamos um shift no momento de

integração para o termo que carrega a dependência logaŕıtmica, de forma que

l→ l + p

2lµlν − pµlν → 2(l + p)µ(l + p)ν − pµ(l + p)ν = 2lµlν + 3pµpν + pµlν

que nos permite escrever IB
µν como

IB
µν = Ilog(λ

2)[2Iµν − pµIν ]−
− b{2I(2)

µν − 3pνI
(2)
µ + pµνI

(2)} , (E.39)

sendo Iµν , Iν , I
(2)
µν , I

(2)
µ e I(2), integrais t́ıpicas do cálculo a um e dois loops,

já definidas anteriormente. Usamos ainda a seguinte identidade:∫
d4l

(2π)4

lµ
l2(l − p)2

= −
∫

d4k

(2π)4

lµ
l2(l + p)2

,

que ocorre no momento em que fazemos o shift no momento de integração

l→ l + p .

Passemos à parcela IC
µν , dada por

IC
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

4kµlν − 2pµlν − 2pνkµ + pµpν

(l2(l − p)2k2(k − l)2)

=

∫
d4l

(2π)4

4lν − 2pν

l2(l − p)2

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(k − l)2
+

+

∫
d4l

(2π)4

pµpν − 2pµlν
l2(l − p)2

∫
d4k

(2π)4

1

k2(k − l)2

(E.40)
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Resolvendo as integrais em k, caracteŕısticas da ordem 1 loop, obtemos

IC
µν =

∫
d4l

(2π)4

4lν − 2pν

l2(l − p)2

lµ
2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
=

∫
d4l

(2π)4

pµpν − 2pµlν
l2(l − p)2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
(E.41)

que podemos agora escrever em termos de integrais básicas como

IC
µν = Ilog(λ

2)[2Iµν − pνIµ]− 2bI(2)
µν + bpνI

(2)
µ

= pµpνIlog(λ
2)I − bpµpνI

(2) − 2pµI
(2)
log (λ2)Iν + 2bpµI

(2)
ν (E.42)

Finalmente, vamos escrever ID
µν em termos de integrais básicas:

ID
µν =

∫
d4k

(2π)4

∫
d4l

(2π)4

4kµkν − 4pµlν + pµpν

l2(l − p)2k2(k − p)2

= 4

∫
d4k

(2π)4

kµ

k2(k − p)2

∫
d4l

(2π)4

lν
l2(l − p)2

−

− 4pµ

∫
d4k

(2π)4

1

k2(k − p)2

∫
d4l

(2π)4

lν
l2(l − p)2

+

+ pµpµ

∫
d4k

(2π)4

1

k2(k − p)2

∫
d4l

(2π)4

1

l2(l − p)2

= 4
pµ

2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
4
pν

2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
−

− 4pµ

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
pν

2

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
+ pµ

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
pν

[
Ilog(λ

2)− b ln

(
−p

2

λ2

)
+ 2b

]
= 0 . (E.43)

Se somarmos todas as parcelas, iremos obter

ΠO
µν = −ıe4{−2p2[4IO

µν − pµpνI
O] +

+ [Ilog(λ
2) + 2b][8Iµν(p

2)− 2pµpνI(p
2)]

− 2b[4I(2)
µν − 6pνI

(2)µ(p2) + 2pµpνI
(2)(p2)]} , (E.44)

sendo que a remoção de divergências não locais foi apresentada no caṕıtulo

4, no texto principal.
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Phys. B 537 561(1999) .

[25] Mas, J., Perez-Victoria, M., Seijas, C., JHEP 0203 49(2002).

[26] Seijas, C., Two loop divergences studied with one loop Constrained Dif-

ferential Renormalization, Annals Phys. 322 (2007) 1972.

[27] Jauch, J. M, Rohrlich, F, The Theory of photons and electrons, Addison-

Wesley Publishing Company, Cambridge(1955).
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M., Nemes, M. C., trabalho em andamento.

[68] Abbott, L. F., Nucl. Phys. B185, 189(1981).



——————-


