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Resumo

Estudamos numericamente as propriedades de escala de alguns sistemas
dinamicos. Na transicao do regime integravel para o nao-integravel das ver-
soes completa e simplificada do modelo de Fermi-Ulam, investigamos a regiao
de energia mais baixa (mar de caos). Calculamos quantidades médias como
fungoes (a) do nimero de iteracao n ou do tempo ¢, (b) da velocidade ini-
cial e (c) do parametro de controle. Investigamos também as propriedades
de escala do modelo bouncer simplificado mapeando-o no modelo padrao.
O comportamento de escala aparece (i) na transicao do regime integravel
para o nao-integravel (nao-linearidade fraca), (ii) na transicao do regime
de crescimento limitado de energia para o regime onde existe aceleracao de
Fermi (crescimento ilimitado da energia) e (iii) no regime de nao-linearidade
forte. Estudamos também o modelo bouncer com colisoes inelasticas da par-
ticula contra a fronteira. Obtemos a descricao de escala da transicao do
regime de crescimento ilimitado para o de crescimento limitado de energia
ao introduzir a dissipacao. Descrevemos algumas propriedades do espago de
fase do bilhar circular pulsante simplificado e obtemos a descricao de escala
de trajetorias pertencentes ao mar de caos na transicao de integravel para
nao-integravel. Finalmente consideramos uma versao hibrida envolvendo os
modelos de Fermi-Ulam e bouncer. Considerando colisoes inelasticas des-
crevemos algumas propriedades do espaco de fase, como eventos de crise e
cascatas de duplicacao de periodo do sistema.
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Abstract

We study numerically the scaling properties of some dynamical systems.
Near the transition from the integrable to the non-integrable regime of com-
plete e simplified versions of Fermi-Ulam model, we investigate the region of
low energy (chaotic sea). We evaluate average quantities as functions (a) of
the iteration number n or the time ¢, (b) of the initial velocity and (c) of
the control parameter. We also investigate the scaling properties of the sim-
plified bouncer model by mapping it in the standard model. We obtain the
scaling properties (i) of the integrable to non-integrable transition (weakly
non-linear regime), (ii) of the transition from the regime of limited energy
growth to the regime of Fermi acceleration (unlimited energy growth) and
(iii) for the regime of big values of the non-linearity parameter. We also
study the properties of the bouncer model with inelastic collisions between
the particle and the wall. We obtain the scaling description of the transition
from the unlimited to the limited energy growth when the dissipation is in-
troduced. We describe some properties of the phase space of the pulsating
circular billiard and we obtain the scaling description of the chaotic sea near
the integrable to the non-integrable transition. Finally we study a hybrid
version of the of Fermi-Ulam and bouncer models. Regarding inelastic colli-
sions we present some properties of the phase space, as occurrence of crisis
and cascades of period doubling.
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CapriTuLO 1

Introducao

As propriedades dos sistemas fisicos normalmente sao descritas por equa-
¢oes diferenciais, muitas das vezes, nao-lineares. Embora tais equagoes sejam
dificeis de serem resolvidas, a teoria dos sistemas dinamicos [1, 2] fornece di-
versas ferramentas para extrair resultados analiticos e numéricos que caracte-
rizam o comportamento temporal destes sistemas. A classe de problemas dos
bilhares constitui um dos tipos mais simples de sistemas dinamicos [3]. Eles
consistem de uma particula confinada numa regiao do espago delimitada por
uma fronteira. As colisoes da particula com a fronteira podem ser eldsticas ou
inelasticas. A fronteira atua como uma forca externa e sua posi¢ao no espaco
pode ser estatica ou dependente do tempo. Dependendo da geometria das
fronteiras, os bilhares podem apresentar dinamica integravel, nao-integravel
ou cadtica, mesmo para os casos em que a fronteira é estatica. Quando a
posicao da fronteira do bilhar é dependente do tempo [3], a energia cinética
da particula pode (i) apresentar crescimento ilimitado, fenomeno conhecido
como aceleracao de Fermi, ou (ii) permanecer limitada. Embora os bilha-
res possam ser descritos através da formulacao Hamiltoniana, é mais facil
descreve-los por meio de mapas discretos. Como o movimento da particula
entre uma colisao e outra é trivial, estes mapas descrevem a dinamica dos bi-
lhares no instante de cada colisdo apenas. Apesar de simples, estes sistemas
apresentam dinamica bastante rica, o que motiva a investigacao numeérica e
analitica de suas propriedades.

Neste trabalho dedicamo-nos ao estudo das propriedades do espaco de
fase de alguns bilhares uni e bidimensionais. Estudamos as propriedades de
escala [4, b, 6] associadas a transi¢oes que estes bilhares apresentam, como a
transicao do regime integravel para o nao-integravel e a transicao do regime



de crescimento limitado de energia para o regime em que a energia cresce
sem limites. A andlise de escala é uma ferramenta importante pois fornece
uma descricao unificadora no sentido de termos o mesmo comportamento
das propriedades do sistema para valores diferentes dos parametros de con-
trole quando tais parametros e as variaveis do sistema sao renormalizadas
adequadamente. Além disso, sistemas diferentes que apresentam os mesmos
expoentes de escala podem ser colocados na mesma classe de universalidade
[4, 5]. Esta abordagem foi aplicada com sucesso nos mapeamentos dissipati-
vos unidimensionais, x,.1 = f(x,). Feigenbaum [7, 8] descreveu a rota para
o caos via bifurcacao de periodos por funcoes de escala caracterizadas por
dois expoentes. Utilizando a técnica de renormalizagao, Feigenbaum calculou
os valores desses expoentes. A classe de universalidade é definida pelo termo
nao-linear de menor ordem da funcao f(x,). Todos os sistemas dissipati-
vos unidimensionais com o termo nao-linear 2, por exemplo, sdo descritos
pelo mesmo conjunto de expoentes. A abordagem de escala foi também apli-
cada ao decaimento, na variavel iteracao n, na vizinhanca de bifurcacoes do
mapeamento logistico [9].

O modelo de Fermi-Ulam [10, 11], o modelo bouncer simplificado [12] e o
mapa padrao [13] sao bilhares unidimensionais, descritos por mapeamentos
bidimensionais. Estes sistemas pertencem a duas classes de universalidade
distintas: (i) a de Fermi-Ulam e (ii) a do modelo bouncer e mapa padrao.
Estudamos também as propriedades de escala do bilhar circular simplificado
[14]. O bilhar circular é um sistema bidimensional. Mostraremos que para pe-
quenos valores da componente tangencial da velocidade a descricao de escala
¢ a mesma do modelo de Fermi-Ulam. Estudamos também as propriedades
de escala quando dissipacao é introduzida no modelo bouncer por meio de
colisdes inelasticas. Apresentamos, por fim, as propriedades do espaco de
fase de uma versao hibrida envolvendo o modelo de Fermi-Ulam e o modelo
bouncer [15, 16] considerando colisdes ineldsticas.

O trabalho é organizado da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos
uma descricao elementar de alguns conceitos utilizados no estudo de siste-
mas dinamicos e algumas propriedades de tais sistemas. Nos capitulos 3 e 4
introduzimos, respectivamente, os modelos de Fermi-Ulam e bouncer. Apre-
sentamos algumas propriedades ja conhecidas destes modelos e obtemos a
descricao de escala destes sistemas. No capitulo 5 estudamos as proprieda-
des de escala da versao dissipativa do modelo bouncer. No capitulo 6 estuda-



mos algumas propriedades do espago de fase do bilhar circular e obtemos a
descricao de escala deste sistema. No capitulo 7 estudamos as propriedades
dinamicas da versao hibrida Fermi-Ulam-bouncer com colisoes inelasticas.
Finalmente, apresentamos as conclusoes no capitulo 8.



CAPITULO 2

Nocoes basicas de sistemas
dinamicos e leis de escala

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos uma descricao breve de algumas proprie-
dades e ferramentas utilizadas no estudo de sistemas dinamicos. Uma re-
visao detalhada sobre estes sistemas pode ser encontrada nas referéncias
[1, 11, 17, 18]. Apresentaremos aqui apenas os conceitos que serao tteis
nos capitulos seguintes. Um leitor que ja estd familiarizado com o assunto
pode, caso prefira, iniciar a leitura a partir do proximo capitulo.

2.2 Sistemas conservativos, dissipativos e o
volume no espaco de fase

Sistemas Hamiltonianos é o nome dado a classe de sistemas descrita por
variaveis que obedecem as equagoes dinamicas de Hamilton. Em geral, es-
tes tém a propriedade de manter constante o valor de algumas quantidades
como, por exemplo, a energia mecanica total ou o momento angular. Por
esta razao estes sistemas também sao conhecidos como conservativos. Neste
trabalho denominamos como conservativos todos os sistemas que preservam
o volume no espago de fase, embora esta nomenclatura nao seja a mais ade-
quada. Outra classe importante é a dos sistemas dissipativos. Nesta classe
de sistemas, o volume de uma regiao do espaco de fase se contrai para um
objeto geométrico de dimensao inferior ao do espaco de fase original. Nesta
segao discutimos brevemente estas duas classes de sistemas (conservativos e
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dissipativos) sob o ponto de vista da evolugao das trajetérias de condigoes
iniciais que ocupam um determinado volume no espaco de fase.

Consideremos inicialmente o caso em que o espaco de fase do sistema
¢ bidimensional. Notaremos que o resultado ¢é facilmente generalizado para
dimensoes superiores. A figura 2.1 ilustra um conjunto de condigoes iniciais
delimitado no espago de fase pelas coordenadas (qq,pa) € (g, Pp), €m que g
e p representam a coordenada e o momento generalizados. A drea ocupada

Pyt

g, q %

Figura 2.1: A figura ilustra um conjunto de condi¢oes iniciais delimitado por uma
drea V.

por este conjunto de condicoes iniciais ¢ dada por

V= (@ — 4a)(Pv — Pa). (2.1)
Assim, definindo
fala,p) = % :
o = 2. 22
temos que
av

% = (qb_qa)(fp(Q(zapb) _fp(qaapa))+(pb_pa)(fq(qbvpa) _fq(qavpa)) (23)

Expandindo f,(gp, pa) € fp(qa, pp) em série de Taylor para g, ~ ¢, € pp = Da



2.2 Sistemas conservativos, dissipativos e o volume no espago de fase 6

temos, até primeira ordem, que

% = (% — ) ((pb - pa)%—%) + (P — Pa) ((qb - qa)%—?) - (2.4)

Note que as derivadas sao avaliadas no ponto (q,, p,). Da expressao acima e
de (2.1) temos, portanto,

Ldv.—0f,  0fp

var = o o (2.5)

A generalizacao para dimensoes arbitrarias do espaco de fase é direta,

1dV <~ (0fs | Ofs
VE—Z(% + 3pi)' (2.6)

=1

sendo dada por

Na formulacao de Hamilton a evolugao temporal de um sistema é des-
crita em termos de um conjunto de equacoes dinamicas que fornecem as
coordenadas e os momentos generalizados. No caso de um sistema com N
graus de liberdade ! tem-se que ¢ = (q1, ¢o, - - ., @) € 0 conjunto de coordena-
das generalizadas e p = (p1,p2, ..., pn) 0 conjunto de momentos conjugados.
Na situacao mais geral a funcao Hamiltoniana é uma funcao das coordenadas
generalizadas, dos momentos conjugados e do tempo, ou seja, H = H(q, p, t).

Quando 0H /0t = 0 tem-se que H é uma constante do movimento. Além
disso, o valor da funcao H coincide com a energia do sistema quando satisfei-
tas as duas condigoes [18]: (i) as equacoes de transformacao que relacionam
as coordenadas de posicao e velocidade 7 e ¢ com as coordenadas generali-
zadas ¢ e p nao dependem do tempo e (ii) quando as forgas sao obtidas de
potenciais conservativos.

Consideremos o caso em que H ¢ a energia de um sistema e que esta seja
uma constante do movimento. Neste caso uma trajetéria nao pode visitar
qualquer regiao do espago de fase. A drbita estd vinculada a visitar regices
do espaco de fase com valor de energia dado pela configuracao inicial.

Na formulacao Hamiltoniana a dependéncia temporal de ¢ e p é deter-

LGrau de liberdade é o nome dado a cada direcdo independente de movimento transla-
cional ou rotacional de um corpo.
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minada pelas solucoes das equacoes de Hamilton:

dg; _ 9H(q,p)

dt op;
= 77 =12, ..., N. 2.7
dt og ! Y (2.7)

Das equagbes acima e da definigao de f, e f,, equacdo (2.2), temos que

=0 oy for = o on (2.8)

fa

Desta forma a soma do lado direito da equacao (2.6) pode ser reescrita como
N

N
Ofgi  Ofpi 0 (0H o ( oH
i1 9g; i i Z 9g; \ Op; i Ip; 9g;

i=1

~ O°H  0°H
— 0q;0p;  Op;0q;
— 0. (2.9)

Para sistemas Hamiltonianos tem-se, portanto,

1dv
S —) 2.1
var Y (2.10)

Isto significa que o volume do espaco de fase é constante para sistemas con-
servativos.

Vamos agora discutir o caso dissipativo. Definindo um volume que en-
globe um conjunto de condigoes iniciais no espaco de fase, similarmente ao
que foi feito na equagao (2.1), observa-se que as trajetérias de um sistema
dissipativo convergem para um objeto conhecido como atrator. A dimensao
do atrator é menor que a dimensao do volume delimitado pelas condicoes ini-
ciais. Neste caso o somatério da expressao (2.6) fornece um valor negativo.
Para o caso bidimensional, por exemplo, o atrator pode ser unidimensional
(uma linha) ou um ponto. O colapso do volume no espaco de fase é uma
caracteristica de sistemas dissipativos e, como conseqiiéncia, dV/dt < 0.
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2.3 Pontos fixos e estabilidade

Consideremos a situacao em que um sistema com um grau de liberdade
seja descrito em termos de um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias
autonomas? de primeira ordem da seguinte forma

qg = fq(Q7p)7
p = fpla,p) (2.11)

Os pontos fixos deste sistema, definidos por ¢ = 0 e p = 0, sao obtidos
resolvendo as equagoes

fod",p") = fuld",p") = 0. (2.12)

Aqui (¢*, p*) sao as coordenadas do ponto fixo. Quando trajetérias de condi-
¢oes iniciais vizinhas se aproximam assintoticamente do ponto fixo tem-se um
ponto fixo estavel. No caso de um ponto fixo instavel as trajetérias vizinhas
se afastam do ponto fixo. Assim a andlise linear das funcoes f,(¢,p) e f,(q, p)
para (q,p) =~ (¢*, p*) determina a estabilidade do ponto fixo. A expansao em
série de Taylor de f,(q,p) e f,(q,p) em torno de (¢*, p*) fornece, até primeira
ordem,

B B
fala,p) = fq(q*,p*)+(q—q*)a—J;q * *+(p—p*)a—‘§j R
af,| P
fola,p) = fp(Q*,p*)Jr(q—q*)a—‘g’ * *+(p—p*)a—];’ o (2.13)

Definindo An; = g—q* e Any = p—p*, e utilizando as equagoes (2.11)-(2.12),
obtemos

A = folp,q) = fold",p") = 4,

Ay = fop,q) = [uldp") =D (2.14)

2Auténoma é o nome dado a classe de equacoes diferenciais que néo apresentam de-
pendéncia explicita do tempo
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Desta forma escrevemos (2.13) como

i ofy Of
A -4 =2 A
(M) =(2 & ) (). (215)
A'f}g 8—(1 B_p A'f}g
A matriz do lado direito da expressao acima sera representada pelo simbolo
J. Assim a expressao acima pode ser escrita como

A = J A7 (2.16)

A equacao de autovalores

Jij = A, (2.17)

onde A é o autovalor, permite discutir a estabilidade do sistema. O valor de
A é obtido resolvendo a expressao

(J = A)ij =0, (2.18)

em que [ é a matriz identidade 2 x 2. Supondo que a solugao da expressao
acima nao seja trivial, ou seja, 1 # 0, temos que

det(J — AI) = 0. (2.19)

Como no caso presente as matrizes sao 2 x 2, a expressao acima fornece duas
solucoes, dadas por

1
Az = [TrJ + /(TrJ)? — 4det ] (2.20)
De forma geral a solugdo da expressao (2.16) é escrita como
Af(t) = Cret + Chet?t, (2.21)

em que () e (5 sao constantes de integragao.

Se A1 < 0e Ay <0, a distancia entre a trajetoria e o ponto fixo diminui
no tempo. Neste caso o ponto fixo é estavel. Quando A; > 0 e Ay > 0,
as trajetorias vizinhas afastam-se do ponto fixo que, neste caso, é instavel.
A situagao em que Ay > 0 e Ay < 0, ou vice-versa, corresponde ao caso
em que as trajetérias vizinhas se aproximam do ponto fixo em uma dire¢ao
enquanto se afastam na outra direcao. Neste caso o ponto fixo é chamado
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de ponto de sela. Existe ainda a possibilidade de A; e Ay serem complexos
(um conjugado do outro). Esta situacao ocorre quando o argumento da raiz
quadrada na expressao (2.20) se torna negativo. Neste caso o critério de
estabilidade é dado pela parte real de A; e Ay. Para Re(A) < 0 o ponto fixo é
estdavel, pois trajetérias vizinhas se aproximam do ponto fixo. Por outro lado,
quando Re(A) > 0 entao o ponto fixo é instavel. Para ImA # 0 as drbitas
circulam enquanto se aproximam ou se afastam do ponto fixo que, neste caso,
é classificado como ponto fixo espiral. Para o caso em que a parte real dos
autovalores é nula, o ponto fixo é classificado como ponto fixo eliptico (ou
centro estavel).

A figura 2.2 ilustra o comportamento de algumas trajetorias nas pro-
ximidades de pontos fixos, marcados com o simbolo *, com estabilidades
diferentes. A figura 2.2(a) ilustra o caso em que as trajetérias convergem
para o ponto fixo. Neste caso o ponto fixo é estdvel. A figura 2.2(b) mostra
o caso em que o ponto fixo é instavel. Neste caso as trajetérias se afastam
do ponto fixo. A figura 2.2(c) ilustra um ponto de sela. As duas trajetérias
que convergem para o ponto fixo sao chamadas de variedades estaveis. As
duas trajetorias que se afastam do ponto fixo sao as variedades instaveis.
Neste caso observa-se que as variedades estaveis e instaveis separam o espago
de fase em quatro partes. Por esta razao as variedades estaveis e instaveis
sao também conhecidas como separatrizes. Os pontos de sela sao também
chamados de pontos hiperbdlicos.

As figuras 2.2(d) e (e) ilustram casos em que A é complexo. O ponto fixo
da figura 2.2(d) corresponde a um ponto fixo espiral estdavel enquanto o ponto
fixo da figura 2.2(e) corresponde a um ponto fixo espiral instdvel. A figura
2.2(f) ilustra a situagao em que os valores caracteristicos sao complexos com
Re(A) = 0. Neste caso o ponto fixo é chamado de ponto fixo eliptico.

Em sistemas que contraem volume no espaco de fase os pontos fixos das
figuras 2.2(a) e (d) correspondem a atratores. As propriedades do atrator
determinam, assim, o comportamento do sistema para tempos longos. De
forma geral um sistema pode apresentar mais que um atrator. A bacia de
atragdo de um determinado atrator é definida pelo conjunto de pontos do
espaco de fase que evolui para este atrator em particular. Em espacos de fase
com mais de um atrator as diferentes bacias de atragao sao separadas por
variedades estaveis e instdveis (separatrizes) de pontos de sela.
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Figura 2.2: A figura ilustra a estabilidade de pontos fizos. Em (a) temos um ponto
estdvel. Em (b) temos um ponto fizo instdvel. O grdfico (c) ilustra
um ponto de sela. Os pontos espirais (d) e (e) correspondem, res-
pectivamente, a um ponto estdvel e um instdvel. A figura (f) ilustra
trajetorias em torno de um ponto fizo eliptico.

Finalizando esta se¢ao, é importante mencionar que a estabilidade dos
pontos fixos normalmente muda ao variar algum parametro de controle do
sistema. O procedimento que acabamos de apresentar pode ser generalizado
para sistemas com nuimero maior de graus de liberdade. Em um espago
tridimensional, por exemplo, as variedades estaveis e instaveis de um ciclo
de sela sao superficies em que trajetorias se aproximam ou se afastam deste
ciclo. O ciclo de sela, neste caso, é uma trajetoria fechada definida pela
interseccao da superficie estavel com a superficie instavel.

2.4 Caos

Nao existe definicao tnica para o termo caos. Na definicao dada por
Hilborn [1], caos é um tipo de comportamento que satisfaz as seguintes con-
dicoes:

e Trajetorias distintas nao se interceptam,
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e O espaco de fase é fechado e

e Orbitas proximas divergem exponencialmente.

As trés condigoes acima nao sao satisfeitas simultaneamente para siste-
mas uni e bidimensionais. O teorema da nao-intersecgao de trajetérias [1, 19]
declara que duas trajetorias distintas do espaco de fase nunca se cruzam, nem
mesmo uma tunica trajetéria se intercepta em algum instante de tempo. Este
teorema é uma conseqiiéncia dos principios de solugoes deterministicas e tini-
cas das trajetérias. Em duas dimensoes as érbitas possiveis sao trajetorias
que convergem assintoticamente para ciclos limites e pontos fixos. Em tres
ou mais dimensoes, no entanto, as trajetérias podem se curvar e entrelacar
formando emaranhados. Assim as trajetorias passam de um lado para outro
do espaco de fase sem que se cruzem.

A segunda restricdo indica apenas que as érbitas estao numa regiao li-
mitada do espaco de fase. A divergéncia de trajetorias proximas, terceira
condicao, é descrita pelo expoente de Lyapunov. Consideremos as trajeté-
rias de duas condicoes iniciais proximas no espaco cartesiano tridimensional.
Sendo Az a separagao inicial entre as trajetorias na coordenada z, a sepa-
ragao entre as duas trajetorias no instante ¢t é dada por

Ax(t) = Azge’, (2.22)

em que A\, é o expoente de Lyapunov associado a dire¢ao do eixo z. O
mesmo raciocinio é aplicado para as componentes y e z da érbita. Quando
pelo menos um dos valores de A\ é positivo as trajetorias sao classificadas
como cadticas.

Em sistemas que contraem volume no espaco de fase pelo menos um
expoente de Lyapunov é negativo, indicando a convergéncia das trajetorias
para um atrator. Neste caso o volume definido por um conjunto de condigoes
iniciais contrai a medida que o sistema evolui (dV/dt < 0). Se o comporta-
mento das érbitas no atrator é caético (um dos valores de A é negativo e um
outro é positivo) tem-se entdo um atrator caético, também conhecido como
atrator estranho. Quando todos os expoentes de Lyapunov sao negativos en-
tao as trajetorias evoluem para um ponto fixo ou para um atrator estranho
nao cadtico, como demonstrado por Grebogi et al. [20]. No caso em todos os
expoentes de Lyapunov sao positivos entao nao existem atratores no espaco
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de fase. Em sistemas conservativos a soma dos expoentes de Lyapunov é zero
devido a preservacao do volume no espaco de fase.

2.5 Integrabilidade, nao-integrabilidade e o
teorema KAM

Por questao de simplicidade vamos considerar a situacao em que a energia
é uma constante do movimento. O espaco de fase de um sistema com N graus
de liberdade possui 2N dimensoes. Mas como a energia é conservada entao
as trajetorias evoluem numa superficie com 2N — 1 dimensoes, caracterizada
pelo valor constante da energia.

Alguns sistemas Hamiltonianos admitem que outras quantidades sejam
constantes. O caso mais direto corresponde a situagao na qual uma das com-
ponentes de p satisfaz a relagdo p; = —0H/dg; = 0. Neste caso o momento
conjugado p; ¢ uma constante do movimento e H nao depende da coordenada
generalizada ¢;. Assim as trajetérias sao confinadas nao apenas a regioes do
espaco de fase associadas a um valor particular de energia mas também que
preservem o valor de p;. Sendo assim as trajetdrias estao confinadas numa
superficie de 2N — 2 dimensoes. Cada constante do movimento simplifica a
geometria do espaco de fase reduzindo uma dimensao. Portanto, as trajeté-
rias de um sistema com k constantes do movimento limita-se a uma superficie
com 2N — k dimensoes.

Existe uma classe especial e limitada de sistemas cujo nimero de quan-
tidades conservadas (constantes do movimento) é igual ao nimero de graus
de liberdade. Os sistemas que pertencem a esta classe sao conhecidos como
integréveis [1]. Desta forma, as érbitas estao confinadas a uma superficie de
N dimensoes. De forma geral é dito que as trajetérias de um sistema integra-
vel com N graus de liberdade estao vinculadas a superficie de um toro de N
dimensoes. Estes toros residem no espaco de fase original de 2N dimensoes
e sao chamados de toros invariantes.

Consideremos o caso de um sistema integravel com dois graus de liber-
dade. Logo as varidveis do espaco de fase sao ¢ = (q1,q2) e p = (p1,p2)-
Suponha que, além da energia, a quantidade p, também seja preservada. Te-
mos, assim, duas constantes do movimento. Desta forma as trajetérias deste
sistema estao confinadas a superficie bidimensional de um toro que se encon-
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tra no espaco de fase original de quatro dimensoes. Além disso, diferentes
valores das constantes de movimento originam toros diferentes. Como a su-
perficie do toro é bidimensional e as trajetérias nesta superficie nao podem
se interceptar, as érbitas possiveis sao periddicas ou quase-periddicas. Neste
case, portanto, trajetorias cadticas nao existem.

Os sistemas nao-integraveis podem apresentar uma dinamica mais com-
plexa, ja que possuem mais variaveis que constantes de movimento. O menor
numero de vinculos permite que trajetérias visitem regioes do espaco de fase
nao necessariamente limitadas a superficie de toros. Assim movimento cad-
tico torna-se possivel.

A transicao do regime integravel para o nao-integravel é descrita pelo teo-
rema de Kolmogorov-Arnold-Moser, também conhecido como teorema KAM
[21]. Considere o Hamiltoniano

H = HQ + €H1. (223)

O primeiro termo da direita corresponde a parte integravel do sistema e o
segundo termo corresponde a contribuicao dada pela parte nao-integravel. A
intensidade da nao-integrabilidade é controlada pelo parametro . Para e =0
o sistema ¢é integravel e as trajetorias sao periddicas ou quase-periodicas.
Aumentando lentamente o valor de £ observa-se que os toros associados a
orbitas periddicas sao os primeiros a serem destruidos. Aumentando ainda
mais a nao-integrabilidade do sistema as trajetérias quase-peridédicas come-
cam a desaparecer. Primeiro sao destruidas as orbitas quase-peridédicas com
freqiiéncias irracionais cujos valores sao proximos aos de razoes entre inteiros
positivos m/n. O ultimo toro a desaparecer corresponde a érbita quase-
periédica com freqiiéncia irracional dada pelo niimero de ouro ((v/5 —1)/2).
Para valores de € ainda maiores observa-se apenas orbitas cadticas.

2.6 Secoes de Poincaré e mapas

O método de segao de Poincaré [1] consiste em obter os pontos de inter-
seccao de trajetorias com uma superficie de 2N — 1 dimensoes, em que 2N
¢ a dimensao do espaco de fase. Desta forma a secao de Poincaré simpli-
fica a geometria do espaco de fase reduzindo uma dimensao. A superficie de
interseccao é chamada de superficie de Poincaré.
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A figura 2.3 ilustra o comportamento de uma trajetéria no espago de
fase de um sistema descrito por trés variaveis. Nesta figura, a superficie de
Poincaré é definida pelo plano x1 —z5. A secao de Poincaré é gerada pelas su-
cessivas interseccoes de trajetérias com este plano sempre que x3 passa de po-
sitivo para negativo. Dada uma condicao inicial, consideremos que a primeira
intersecgao ocorra no ponto (xy,x2) = (ug,vg). Posteriormente a trajetéria
intercepta a superficie de Poincaré nos pontos (uy,v1), (us, ve), (us, v3), .. .,
como ilustra a figura 2.3. Vamos definir, portanto, que 7" seja uma trans-
formagao que permita obter o ponto (,+1,v,+1) a partir do ponto anterior
pela aplicacao T'(un, vn) = (Upy1,Uns1). Este processo nos leva ao conceito
de mapas.

ORI i L
:tifﬂ—”/;

—d
%3

Figura 2.3: A figura ilustra uma trajetoria de um sistema descrito pelas varidveis
x1, o e x3. A secdo de Poincaré consiste na interseccao da trajetoria
com a superficie de Poincaré que no caso € o plano x1 — xo.

Um mapa, ou mapeamento, consiste de um conjunto de equagoes que
descrevem a dinamica de um sistema via processo iterativo. Os mapas nor-
malmente sao obtidos ao descrever as interseccoes de trajetorias no espaco
de fase com superficies de Poincaré. Em alguns casos, no entanto, os mapas
podem modelar sistemas fisicos mesmo quando as equacoes diferenciais que
descrevem estes sistemas nao sdo conhecidas [1].

A classe mais simples de mapas é aquela em que um sistema é descrito
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por uma fun¢ao de uma unica variavel da seguinte forma

Tn1 = [(xn). (2.24)

Um mapa unidimensional pode ser interpretado como a secao de Poincaré
de um sistema cujo espaco de fase original é de dimensao maior ou igual a 2.

Para um sistema cujo espaco de fase é tridimensional, como o da figura
2.3, tem-se, neste caso, que a secao de Poincaré é bidimensional®. Sendo
as solugoes das equagoes diferenciais que descrevem a dinamica do sistema
unicas e deterministicas entao existe um mapeamento que leva um ponto da
secao de Poincaré ao proximo. Supondo que uma interseccao da trajetéria
com a superficie de Poincaré seja dada pelo ponto (u,,v,) entdo o préximo
ponto da se¢ao de Poincaré, (u,.1,v,11), ¢ dado pelo mapa bidimensional

T { tn1=Jultin; ). (2.25)

Up+1 :fv (Un, Un)~

Assim, conhecendo o valor inicial (ug,vg) e as fungoes f, e f, do mapa
temos essencialmente toda informacao necessaria para caracterizar o estado
do sistema em tempos futuros. A generalizacdo do método para espacos de
fase com dimensao superior a trés é direta.

2.7 Orbitas periddicas e estabilidade

Considerando ainda o mapa dado pela equacao (2.25), tem-se que a 6rbita
do ponto (u*,v*) é periddica com periodo p quando satisfeita a relagao

Up+p = Up,
Upntp = Up, (2.26)

sendo p o menor inteiro que satisfaz as igualdades acima.

A estabilidade das drbitas periddicas é dada pelo comportamento de

3Em alguns casos, no entanto, existe a possibilidade de reduzir a dimensao da secdo
de Poincaré através de transformagoes apropriadas de varidveis. Em situagoes como esta
um sistema com trés ou mais variaveis poderia, por exemplo, ser descrito por um mapa
unidimensional, como aquele dado por (2.24).
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trajetorias proximas a estas orbitas. De maneira qualitativa uma orbita pe-
riédica é estavel quando a evolucao de uma condicao inicial vizinha a érbita
periédica é atraida para ela. Por outro lado, quando a evolugao de uma con-
dicao inicial vizinha afasta-se da orbita periddica entao esta érbita periddica
é instdvel. E possivel ainda a situacao em que uma trajetoria se aproxime
da érbita periddica em determinadas direcoes enquanto se afasta em outras
direcoes. Neste caso a dérbita periddica é um ciclo de sela.

O tipo de orbita periédica mais simples ocorre quando p = 1. Neste caso
esta orbita periddica é conhecida como ponto fixo. Uma oérbita de periodo
2, p = 2, pode ser considerada como um ponto fixo da segunda aplicacao
do mapa. Definindo 7™ como a m-ésima aplicacio do mapa, o mesmo
raciocinio é sucessivamente aplicado para orbitas com periodo m e reduzindo-
as a pontos fixos de 7™ . Sendo assim faremos toda a anélise de estabilidade
considerando pontos fixos.

A estabilidade do ponto fixo é determinada através da andlise linear da
trajetéria de uma condicao inicial (ug,vg) em torno do ponto fixo. Assim,
expandindo f, (u,, v,) e fu(un, v,) (equacdo (2.25)) em série de Taylor temos,
até primeira ordem,

Ofy o Ofy
fu(u07 UO) - fu(U*a v*) + (U/O B u*) aj; u*,v* + (,UO 7 ) 8{} u*,v* '
. * * % afv X afv

Definindo

5:(5), (2.28)

e a separacao entre a trajetéria e o ponto fixo como

AC = ( w ) , (2.29)

v — v*
a expressao (2.27) pode ser reescrita na forma matricial

AG = J A, (2.30)
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em que J é a matriz

Ofu  Ofu
u v
J = . (2.31)
ofv  Of
ou v
Apoés n iteragoes temos que
AG, = J" A, (2.32)

As derivadas na expressao (2.31) devem ser avaliadas no ponto fixo
(u*,v*). Como discutido na segdo 2.3, os valores caracteristicos sao obti-
dos resolvendo a equagao (2.19) cujas solugoes sao dadas por (2.20). Para o
caso bidimensional tem-se portanto dois valores caracteristicos, A; e A;. Nas
proximidades do ponto fixo, temos, portanto,

Al = DiAY + DaA, (2.33)

em que Dy e Dy sao constantes cujos valores sao determinados a partir das
condicoes iniciais.

Da expressao acima observa-se, portanto, que a condicao de estabilidade
para mapas é ligeiramente diferente daquela utilizada para equacoes diferen-
ciais (se¢ao 2.3). Quando |[A{| < 1 e |Ay| < 1, vemos da equagao (2.33) que
o ponto fixo é estavel, pois a distancia entre a trajetéria e o ponto fixo di-
minui com o nimero de iteragoes. Quando |A;| > 1 e |As] > 1, o ponto fixo
¢ classificado como instével (ou né instavel). Na situacdo em que |[A;| < 1
e |Ag| > 1, ou vice-versa, a trajetéria se aproxima do ponto fixo em uma
diregao enquanto se afasta na outra direcao. Neste caso tem-se um ponto
fixo de sela, ou simplesmente ponto de sela.

Existe ainda a possibilidade de A ser complexo. Nesta situacao A; e Ay
formam um par conjugado complexo e os pontos da érbita que interceptam
a superficie de Poincaré giram em torno do ponto fixo. O critério de estabi-
lidade ¢ idéntico ao apresentado acima para A real. Para |[A;| < 1e |Ay] <1
as trajetorias vizinhas giram enquanto se aproximam do ponto fixo estavel.
Por outro lado, quando |[A;| > 1 e |Ag| > 1, as trajetérias giram enquanto se
afastam do ponto fixo que, neste caso, é instavel.

Para sistemas que contraem o volume no espaco de fase tem-se que
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A1As < 1, e para os que conservam o volume A;Ay; = 1. Note que o proce-
dimento utilizado aqui pode ser estendido para mapas com dimensao maior
que dois. O numero de valores caracteristicos fornecidos pela equacao (2.19)
é igual ao nimero de dimensoes do mapa que descreve o sistema.

2.8 Orbitas homoclinicas e heteroclinicas

Para entendermos o que sao orbitas homoclinicas precisamos primeira-
mente discutir algumas propriedades dos pontos de sela. Vamos considerar
o caso particular de um sistema cujo espago de fase é tridimensional, mas o
raciocinio pode ser generalizado para dimensoes superiores. Desta forma a
secao de Poincaré é representada em duas dimensoes. Além disso, definimos
T como o mapa que leva o ponto (u,,v,) da segdo de Poincaré ao préximo

ponto, T(una Un) = (un+17 UnJrl)-

No espaco de fase original uma érbita ciclica é uma linha que forma uma
trajetoria fechada. Assim um ciclo de sela é uma linha que corresponde a
interseccao de duas superficies. Uma destas superficies é uma variedade es-
tavel e a outra é instavel. A secao de Poincaré deste ciclo de sela corresponde
a um ponto de sela. A secao de Poincaré das superficies estaveis e instaveis
do ciclo de sela geram as variedades estaveis e instaveis mostradas na figura
2.4.

1 \
|3 | i
05 2 -
3 ,
o é IO
. “E > i
> 0 0 1 EZE*

Figura 2.4: O ponto de sela ilustra a secao de Poincaré de um ciclo de sela origi-
nalmente em um espaco tridimensional.

No espaco de fase original as trajetérias evoluem suavemente. Na secao
de Poincaré, contudo, tem-se uma seqiiéncia discreta de pontos que corres-
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pondem as intersecgoes da trajetéria com a superficie de Poincaré. Con-
sideremos primeiramente uma condigao inicial Iy = (ug, vg) sobre uma das
variedades instaveis (figura 2.4). A aplicacdo do mapa de Poincaré T ao
ponto [ resulta no ponto ;. Sucessivamente obtém-se uma série de pontos
T() =1Is,...,T(I,) = I,+1 que divergem do ponto de sela. Por outro lado,
a aplicagao sucessiva do mapa T em uma condigao inicial Fy = (ug, vp) que
esteja sobre uma das variedades estaveis gera uma seqiiéncia de pontos que
converge assintoticamente para o ponto de sela, como ilustra a figura 2.4.
As curvas desta figura, portanto, nao representam trajetorias suaves mas a
totalidade de érbitas de véarios pontos iniciais proximos.

Ao variar o parametro de controle do sistema é possivel que as variedades
estaveis e instaveis do ponto se aproximem e, eventualmente, se interceptem,
como ilustrado na figura 2.5(a). Quando isto ocorre diz-se que ocorreu uma
interseccao homoclinica. Os pontos de interseccao sao chamados de pontos
homoclinicos e o processo iterativo de T" em qualquer um destes pontos gera
uma seqiiéncia de pontos de interseccao conectando o ponto de sela a ele
mesmo. Por isso, esta seqiiéncia de pontos é conhecida como 6rbita homocli-
nica. A medida que a aplicagao do mapa T" de Poincaré prossegue observa-se
que a Orbita homoclinica se aproxima assintoticamente do ponto de sela,
gerando infinitos pontos homoclinicos.

Nas interseccoes homoclinicas, ao aproximar do ponto de sela a amplitude
da variedade instavel tende a crescer devido a influéncia repulsiva do ponto
de sela. Desta forma o processo iterativo da variedade instavel, dado pelo
mapa de Poincaré, gera dérbitas que se afastam e aproximam do ponto de
sela formando no regime assintético uma estrutura complexa chamada de
emaranhado homoclinico.

E importante notar que o fato de as curvas suaves da figura 2.5 nao
serem trajetorias individuais garante que o teorema da nao-intersec¢ao nao
seja violado.

O mesmo tipo de comportamento pode ocorrer em sistemas que possuem
mais de um ponto de sela. A figura 2.5(b) ilustra uma situacdo em que
ocorre interseccao entre uma variedade instavel de um ponto de sela com
uma variedade estavel do outro ponto de sela. De forma similar ao caso
anterior os pontos de interseccao sao chamados de pontos heteroclinicos e
formam uma Orbita heteroclinica que converge para um dos pontos de sela
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(figura 2.5(b)). Também sao possiveis situagoes em que drbitas heteroclinicas
conectam trés ou mais pontos de sela.

0.8F 1 o8t %/ ]
3y

0.2r b 0.2

Figura 2.5: (a) A figura ilustra a intersecgao de uma variedade instavel com uma
estavel de um mesmo ponto de sela formando uma orbita homoclinica.
(b) A figura mostra a intersecgao entre uma variedade instdvel e uma
estavel de pontos de sela distintos formando uma orbita heteroclinica.

2.9 Nocoes de teoria de escala

Introduzimos os conceitos de teoria de escala utilizando a linguagem das
transigoes de fase de segunda ordem [4, 5, 6]. Seja m(k, h,t) a magnetizagao
de um sistema ferromagnético que evolui no tempo ¢ devido a uma dinamica
estocastica. A varidvel k = (T, — T))/T. é o desvio relativo da temperatura
critica T, e h é o campo magnético externo. Em ¢ = 0 o sistema se encontra
fora do equilibrio, mas estd em equilibrio termodinamico quando t — oo.
Considere que estejamos no equilibrio. Perto do ponto critico (k =0, h =0,
t — 00), o sistema é descrito experimentalmente (ou numericamente) por leis
de poténcia. Assim temos que a magnetizacao espontanea (magnetizagao a
campo nulo) se comporta como

m(k,0,00) o k7, (2.34)

onde ( é um expoente critico determinado por meio de um ajuste via o
método dos minimos quadrados no grafico log-log de m versus k. Ja o com-
portamento da magnetizacao em cima da temperatura critica (k = 0) como
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funcao do campo é dado por
m(0, h,00) o< h?, (2.35)

onde § é outro expoente critico determinado de forma experimental ou nu-

mérica.

Podemos agora considerar a relaxacao do sistema para o equilibrio quando
o campo externo é nulo (h = 0). Neste caso, o sistema é descrito por
m(k,0,t). Quando o tempo é muito menor que o tempo de relaxacao do
sistema, 7, o sistema esta fora do equilibrio. Por outro lado, se t > 7 o
sistema se encontra no equilibrio. O tempo de relaxacao depende da tempe-
ratura, ou seja, depende de k. A medida que a temperatura se aproxima da
temperatura critica, 7 cresce rapidamente como

Tox k™3, (2.36)

onde z é o expoente dinamico, em geral determinado experimental ou nume-
ricamente. A varidvel T controla o crossover, isto é, a passagem do regime
de nao equilibrio para o regime de equilibrio.

Estes comportamentos em lei de poténcia obtidos de forma experimen-
tal ou numérica podem ser explicados, em principio, através da andlise de
escala. Suponha que a magnetizacao m(k, h,t) seja uma funcdo homogénea
generalizada [4, 5, 6], isto é, que m satisfaga a relagao

m(k, h,t) = Im(1°k, I°h, ), (2.37)

para qualquer valor do fator de escala [ e para determinados valores dos
expoentes de escala a, b e ¢. Para obter o comportamento da equagao (2.34)
e determinar como ¢é que o expoente 3 estd relacionado com os expoentes de
escala, basta escolhermos [ = k~1/%. Assim a relacdo acima se torna

m(k, h,t) = k~Ym(1, k=%, k=¢/%). (2.38)
Como h =0 et — 0o, obtemos
m(k,0,00) = k~%m(1,0,00). (2.39)

Comparando esta equagao com a (2.34), obtemos que a = —1/3 se con-



2.9 Nogoes de teoria de escala 23

siderarmos que m(1,0,00) é uma constante finita. O comportamento da
magnetizacao de equilibrio (t — oo) em k = 0, dada pela equagao (2.35), é
obtido colocando-se I = h~/* na equacio (2.37):

m(0, h,00) = h™*m(0,1, 00). (2.40)

Supondo que m(0, 1, 00) é constante, obtemos da equacao (2.35) que a relagao
entre o expoente experimental J e os expoentes de escala é b = —1/6.

A relagao entre o expoente dinamico z e os expoentes de escala surge se
considerarmos que [ = k=%, h =0 e que t é finito. Dessa forma, a equacio
(2.38) pode ser escrita como

. t

m(k,0,t) =k /“g(m), (2.41)
onde g(x) = m(1,0,x) com = = t/k“*. A funcdo g(z) pode ter um compor-
tamento quando x < 1 e outro comportamento no caso de x > 1. Sabemos
que quando ¢ — o0, ou seja quando x > 1, a magnetizacao espontanea so
depende de k, o que implica que g(co) é constante. Por outro lado, se t = 0
a magnetizacao deve ter o valor inicial independentemente do valor de k. A
dependéncia em k da magnetizacao pode desaparecer somente se

1
~o y [/ —

o)~ (2.42)

quando x < 1 e y assumir um valor particular (y = —1/c¢). Antes de prosse-

guirmos, gostarfamos de enfatizar que esta forma de g(x) (ou de m(1,0,x)) é
a forma mais geral compativel com a teoria de escala, pois se y = 0, obtemos
que g =~ constante. Em outras palavras, g(x) admite um crossover controlado
por k%% e, portanto, da equacdo (2.41) temos que o tempo 7 de relaxacio do
sistema, deve ser proporcional a k%®. Assim, considerando x ~ 1 para t ~ T
obtemos da equagao (2.36) que z = —c/a.

Note que os expoentes de escala sao determinados a partir dos expoentes
medidos: a = —=1/3,b = —1/§ e ¢ = z/. O conhecimento dos expoentes
de escala permite também o colapso de curvas numa curva unica, a chamada
curva universal. Por exemplo, suponha que tenhamos obtido experimental-
mente, ou numericamente, graficos de m versus t para valores diferentes de
k, todos com h = 0. Vemos da equagao (2.41) que se colocarmos no eixo y a
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varidvel renormalizada y = m(k, 0, t)k'/? e no eixo x a variavel renormalizada
x = t/k%?, todas as curvas representardo a mesma funcao g(x). As novas
variaveis x e y sao chamadas de variaveis de escala, ou renormalizadas, e a
curva g(z) é a curva universal. Observe que a descri¢ao de escala é obtida do
comportamento da grandeza de interesse, no caso a magnetizacao m, como
funcao de suas variaveis [4, 5, 6].

2.10 Quantidades médias

Nesta secao apresentamos o procedimento utilizado para o calculo das
quantidades médias que serao utilizadas nos proximos capitulos. Exemplos
de quantidades médias que estudaremos sao a energia média e o desvio qua-
dratico médio da velocidade de uma particula em um bilhar.

Nas secoes anteriores discutimos algumas propriedades de sistemas dina-
micos e o comportamento de trajetérias no espaco de fase. Como vimos, a
dinamica do sistema pode, de forma geral, ser descrita de duas formas: (i)
Utilizando o espaco de fase original com 2N dimensoes, onde ¢ e p variam
continuamente no tempo ou (ii) utilizando a secao de Poincaré, em que as
variaveis do sistema sao avaliadas de forma discreta no tempo por meio de
mapas. Portanto o calculo de quantidades médias pode ser feito considerando
estas duas possibilidades.

Consideremos o caso de uma trajetéria no espaco de fase original. O
valor de uma grandeza f do sistema varia de forma continua no tempo.
Desta forma o valor médio de f(t), obtido ao longo da trajetéria, é definido
por

_ 1 [t
0
em que ¢ representa uma trajetéria particular.

Considerando um conjunto de M trajetorias, caracterizadas por condi-
¢oes iniciais diferentes, definimos a quantidade média

M

(o) = 32 STl (2.41)

i=1

A grandeza definida acima corresponde ao valor médio de f obtido desde
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o instante t = 0 até o instante ¢ para trajetérias de M condigoes iniciais.
Alternativamente definimos (f)(t) como a quantidade média dada por

(D0 = 323" ) (2.45)

A quantidade média acima é, portanto, obtida no instante ¢ para M condicoes
iniciais.

Definimos ainda o desvio quadratico médio de f como a quantidade dada

por [22]
@0 =37 SV PO - T ) (2.46)

A grandeza f varia de forma discreta em cada interseccao da trajetoria
com a superficie de Poincaré. Desta forma, versoes andlogas das expres-
soes acima sao utilizadas para definir quantidades médias para a seqiiéncia
discreta de pontos fornecida pelo método de Poincaré. Assim, definimos o
valor médio de f calculado ao longo da orbita, entre a primeira e a n-ésima
interseccao, como

_ ] —
film) = 2> i (247)
7j=1
O subscrito 7 corresponde a uma trajetéria particular e o subscrito j corres-
ponde as interseccoes de Poincaré.

Considerando um conjunto de M trajetérias de Poincaré, caracterizadas
por condicoes iniciais diferentes, definimos a quantidade média

() = 37 > Fitw). (2:43)

De forma similar a equacao (2.44), a expressao acima representa o valor médio
de f desde a primeira até a interseccao n de Poincaré para um conjunto de
M orbitas.

Definimos também o valor médio de f obtido para M trajetérias no
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n-ésimo ponto de interseccao de Poincaré como
| M
(£)) = 35 D (2.49)

Antes de finalizarmos a discussaao é interessante mencionar que de acordo
com o teorema ergddigo [6] temos, nos casos limites ¢ — oo (ou n — ) e
M — oo, que f = (f).



CAPITULO 3

O modelo de Fermi-Ulam

3.1 Introducao

O acelerador de Fermi é um sistema dinamico proposto por Enrico Fermi
[23] com o objetivo de compreender o processo pelo qual os raios césmicos
adquirem altas energias. O modelo consiste basicamente de uma particula
carregada que interage com campos magnéticos dependentes do tempo. Pos-
teriormente, varios autores propuseram versoes do modelo original adaptadas
para diferentes aplicagoes. Uma destas versoes é o modelo bouncer [12], que
apresentaremos no préximo capitulo. Estes sistemas foram também investi-
gados experimentalmente e os dados foram comparados aos resultados teé-
ricos [24, 25]. Além disso, versoes quanticas destes modelos também foram
implementadas e investigadas [26, 27]. O estudo destes sistemas é de grande
importancia pois encontra aplicacao em diversas areas da fisica como 6ptica
[28, 29], fisica atomica [30, 31, 32], fisica de plasmas [33] e astrofisica [34, 35].

Neste capitulo discutimos uma destas versoes, o modelo de Fermi-Ulam
[10, 36]. Neste modelo uma particula é confinada entre uma parede rigida
fixa e outra que se move periodicamente no tempo. O modelo desconsidera a
presenca de campo gravitacional no espaco localizado entre as duas paredes.
Desta forma, a particula move-se com velocidade constante entre duas coli-
soes. A particula interage unicamente com as paredes via colisoes elasticas,
nas quais ocorre transferéencia de momento e energia.

Na figura 3.1 temos uma ilustracao do modelo de Fermi-Ulam. A parede
fixa encontra-se na posi¢ao x = 0 e atua invertendo o sentido do momento da
particula, caracterizando, assim, o mecanismo pelo qual a particula retorna
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para a parede mével. A parede movel oscila em torno da posicao x = [ de
acordo com a relacao z(t') = | + ecos(wt’ + ¢p), em que € é a amplitude
de oscilacao, t' é o tempo, ¢, é a fase inicial e w é a freqiiéncia de oscila-
¢ao. Contudo é apropriado descrevermos o sistema em termos de variaveis
adimensionais. Definimos, portanto, X = x/l como a posi¢cao da parede
oscilante e t = wt’ como a nova variavel de tempo. Definimos, também, a
variavel ¢(t) = (t + ¢o) e descrevemos a posi¢ao da parede oscilante como
X(t) = 1+ecos¢(t), em que € = ¢/l é a amplitude de oscilacao adimensional.
Em termos destas novas variaveis a velocidade da parede varia no tempo de
acordo com a relacio X (t) = —esin¢(t). Definindo V = v/lw, a energia

média adimensional da particula é dada por £ = V? = 2Energia/mw?I%.

2¢

z=20

Figura 3.1: O modelo de Fermi-Ulam é constituido por wm par de paredes paralelas
entre as quais uma particula move-se com velocidade constante.

A zona de colisao do modelo de Fermi-Ulam é a regiao do espaco definida
por X € [1 —¢,1+¢|. Para e =0 a velocidade da parede é nula e as colisdes
apenas invertem o sinal da velocidade da particula. Neste caso, a energia
da particula é constante e o sistema é integravel. Para € # 0, no entanto,
o sistema se torna nao-integravel e a energia da particula pode diminuir ou
aumentar ao colidir com a parede moével, dependendo dos valores da fase
da parede e da velocidade da particula antes da colisao com a parede movel.
Para € # 0 o sistema apresenta comportamento caético e, como demonstrado
na referéncia [37], o mar de caos do modelo de Fermi-Ulam é caracterizado
pelo expoente de Lyapunov A ~ (.78 para quaisquer valores de €, desde que

e #0.

Préximo da transicao do regime integravel para o regime nao-integravel
as propriedades do modelo de Fermi-Ulam podem ser descritas por relacoes
de escala, de forma similar ao caso do sistema magnético apresentado na
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secao 2.9. A transicao de integravel para nao-integravel foi investigada pri-
meiramente por Leonel, McClintock e da Silva [38] no modelo de Fermi-Ulam
simplificado, onde a andlise foi feita tomando o niimero de iteragoes como va-
ridvel independente. Anadlises similares foram realizadas posteriormente neste
modelo [39, 40], em modelos de pogos de potencial [41, 42| e uma versao de
um guia de onda [43]. A versao estocéstica do modelo de Fermi-Ulam con-
sidera deslocamentos aleatérios da parede mével. Como demonstrado por
Hammersley [44], nesta versao a particula apresenta crescimento ilimitado
de energia. Introduzindo colisoes inelasticas da particula contra as fronteiras
Leonel [45] demonstrou que a energia nao cresce ilimitadamente, e obteve
a descricao de escala caracterizando a transicao do regime de crescimento
limitado de energia para o regime de crescimento sem limites.

Neste capitulo apresentamos algumas propriedades do modelo de Fermi-
Ulam dando énfase ao estudo das propriedades de escala que descrevem a
transicao do regime integravel para o regime nao-integravel deste sistema

39, 40].
3.2 O modelo simplificado

Na préxima se¢ao mostraremos que no modelo de Fermi-Ulam o tempo
entre colisoes é obtido resolvendo numericamente uma equagao transcenden-
tal. Existe, contudo, uma simplificacdo do modelo em que se despreza o
deslocamento da parede mével, considerando o tempo entre dois choques
com a parede mével dado por At = 2/V, em que V é a velocidade da parti-
cula [11, 46]. A transferéncia de momento entre a parede mével e a particula,
no entanto, continua a ocorrer como descrito na versao completa. Esta apro-
ximagao permite que as simulacoes sejam realizadas mais rapidamente, uma
vez que o tempo entre colisoes, At, nao é obtido de uma equacao transcenden-
tal. Nesta simplificacao as colisoes sucessivas nao existem e, em decorréncia
disto, a dinamica da versao simplificada nao ¢ idéntica a dinamica do modelo
completo. Apesar de nao descreverem exatamente as versoes originais, o es-
tudo de versoes simplificadas é 1til pois permite que sejam obtidos resultados
analiticos importantes, aplicaveis também as versoes completas. Nesta secao
consideramos o modelo simplificado de Fermi-Ulam. Determinamos nume-
ricamente as curvas de energia média e do nimero médio de colisoes como
funcoes do tempo e obtemos a descricao de escala destas quantidades.
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3.2.1 O mapa

Consideremos que imediatamente apds a colisao n a fase da parede moé-
vel seja ¢, = ¢(t,) = t, + ¢ e que a particula adquira velocidade V= Vil
V, < 0, movimentando-se para a esquerda. O trajeto percorrido pela parti-
cula até alcancar a parede fixa e depois de volta a parede oscilante é feito com
valor constante do modulo da velocidade. No instante da proxima colisao a
fase da parede é dada por ¢, 11 = ¢, + At,1, em que At,, 1 é o intervalo de
tempo entre as colisoes n e n+ 1. Dada a simplificacao do modelo temos que

Atn+1 = —2/Vn

A anadlise das colisoes necessita da descricao do movimento da particula
nos referenciais da parede fixa, S, e da parede mével, S’. A figura 3.2 ilustra
os vetores posicao envolvidos no calculo de mudanca entre referenciais em um
espaco bidimensional. No referencial S, a particula move-se com velocidade
V = R e a origem do referencial S’ (parede mével) com velocidade V,, = R,,.

Como no referencial S” a velocidade da particula é V' = R/, a relagao entre

\4

Figura 3.2: Os referenciais S e S' e as velocidades ‘7, Vi e V'.

as velocidades é

V=V 1V, (3.1)
onde V,, = Xi = —esin¢(t) i. Imediatamente antes da colisdo (n + 1), a

velocidade da particula em S é V' = V,i. Se mudarmos para o referencial S,
temos que V/ = (=V,, + esin¢,,41)i. Como a colisao é eléstica, a velocidade
da particula nesse referencial apés a colisao é Vi = =V = (V, —esin ¢, 41)i.

Voltando ao referencial da parede fixa (expressao (3.1)) temos, imediatamente
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apos a colisao (n+ 1), que Vnﬂ = (V, —2esin ¢n+1)i. Escrevemos, portanto,
o mapa bidimensional do modelo simplificado de Fermi-Ulam como

Oni1 = Op — V% mod 2,

3.2
Vo1 = — |V, — 2esin ¢y 41 (3:2)

As barras de valor absoluto sao introduzidas na expressao da velocidade para
impedir que a particula abandone a regiao entre as paredes. Esta simplifica-
¢ao aproxima do modelo completo quando a velocidade da particula é maior
que a velocidade maxima da parede e a amplitude de oscliacao da parede
movel € muito menor que a distancia média entre as paredes.

As figuras 3.3(a,b) ilustram, respectivamente, o espago de fase dos mo-
delos simplificado e completo com £ = 1072, O espaco de fase do sistema
foi construido utilizando diversas condigoes iniciais escolhidas aleatoriamente
no espago ¢ x V com ¢y € (0,27] e V5 € (0,0.08]. A varidvel V nas figuras
3.3(a,b) representa o valor absoluto da velocidade da particula. Observa-se
que o espaco de fase da versao simplificada é essencialmente o mesmo da ver-
sao completa. Nas 3.3(a) e (b) indicamos com uma seta a posicao da curva
invariante de energia mais baixa. Abaixo desta curva invariante o espago de
fase é caracterizada por regioes de movimento regular envolvidas por uma
regiao de movimento cadtico chamada mar de caos. A curva invariante de
energia mais baixa separa o mar de caos da regiao de energia alta, impedindo
que a particula apresente aceleracao de Fermi [47]. Acima da primeira curva
invariante existem outras regides de movimento regular e caético. A andlise
de escala que apresentaremos mais adiante é feita na regiao de movimento
caodtico abaixo da curva invariante de energia mais baixa. Antes, contudo,
vamos discutir mais algumas propriedades do espaco de fase.

3.2.2 Estabilidade dos pontos fixos

Observando o espaco de fase do modelo de Fermi-Ulam, figura 3.3, nota-
mos que o tamanho das regides de movimento regular diminui quando o valor
de V decresce. Desta forma é natural questionarmos se estas regioes estaveis
existem com tamanho muito pequeno no limite V' — 0 ou se a estabilidade
dos pontos fixos depende do valor de V' e, assim, as ilhas nao existem para
valores de V' suficientemente pequenos. Para tal verificagao vamos utilizar os
conceitos apresentados na secao 2.7 para estudar a estabilidade dos pontos
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Figura 3.3: As figuras (a) e (b) ilustram, respectivamente, o espaco de fase das ver-
soes simplificada e completa do modelo de Fermi-Ulam para € = 1073,
Observa-se que o espago de fases de ambas as versoes sao muito se-
melhantes. As setas indicam a posicao da curva invariante de energia
mais baiza.

fixos do modelo de Fermi-Ulam.

Os pontos fixos do modelo simplificado de Fermi-Ulam sao obtidos resol-
vendo ¢, 11 = ¢ e Vi1 =V, nas expressoes do mapa (3.2). As expressoes
da fase e velocidade fornecem, respectivamente, as coordenadas (¢*,V*) do

ponto fixo
1
Ve = —— m=1,2,...
mm
o* = 0,7. (3.3)

Para cada valor de V* temos, portanto, dois pontos fixos associados
aos dois valores possiveis de ¢*. A figura 3.4 ilustra o espaco de fase do
modelo simplificado de Fermi-Ulam para e = 102 onde os pontos fixos estao
indicados por circulos. Os pontos fixos em ¢ = 27 correspondem aos mesmos
pontos fixos em ¢ = 0. Na figura ilustramos apenas os pontos fixos com
4<m<9 Param=1, m=2, e m =3 temos que V* > 0.1.

Para determinar a estabilidade dos pontos fixos devemos obter os auto-

valores da matriz
Vi1 OVair

OVn Obn
J= | (3.4)
Opnt1  OPnt1
OVn Odn
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= 112
«—V=¢€

Figura 3.4: Pontos fixos no espago de fase do modelo simplificado de Fermi-Ulam
come=10"2ed<m<9.

Para o caso do modelo simplificado de Fermi-Ulam (mapa 3.2)) os ele-
mentos da matriz J sao dados por

62/7‘721 = 1—2ecos qbnﬂa(;bi‘?,

%:: = —2€Cos¢n+1%, (3.5)
aan-i-l _ 2

v, v

% - 1

0oy, '

Como discutido na secao 2.7, a estabilidade dos pontos fixos é determi-
nada pelos autovalores de J, obtidos resolvendo a equacao

det(J — AI) =0, (3.6)
em que I é a matriz identidade 2 x 2. As solugoes da expressao acima sao
dadas por

Ao 2e Lo £\’ ) €
RS COS Ppy1 V2 COS® Q1 — 2 COS Ppy1- (3-7)

Substituindo ¢,,11 e V,, na expressao (3.7) pelos valores de ¢* e V* dados
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pela equagao (3.3) temos, para os pontos fixos, os autovalores abaixo

Ao = 1—2em?n? +2\/em2n2(em2n2 — 1)

Ar = 14 2em’n% £ 2¢/em?r2(em2n2 + 1). (3.8)

Na expressao acima o subscrito 0 esta associado ao ponto fixo com ¢* =0 e
o subscrito 7 ao ponto fixo com ¢* = 7.

Como m > 1 entdo 2/em2n2(em2n2 + 1) > 2em?r? e, portanto, A,y >
leA,_ <1 ¥V m. Desta forma, os pontos fixos com ¢* = m sao pontos de
sela.

Os pontos fixos com ¢* = 0, no entanto, podem ser pontos de sela ou
pontos elipticos, dependendo dos valores de € e de m. Quando o argumento
da raiz quadrada na expressao de Ay é negativo temos dois valores caracte-
risticos complexos, com Ag_ e Agy formando um par complexo conjugado.
Da equacao (3.8) temos que o ponto fixo com ¢* = 0 sera eliptico quando
satisfeita a relacao

em*n® —1<0. (3.9)

Esta expressao fornece

! (3.10)
m< —-=. .
/e
Como ¢ é um parametro que varia continuamente e m ¢é inteiro devemos

desprezar a parte fracionaria do lado direito da relacao acima. Utilizando
(3.3) e a expressao acima temos que

__ 1 (3.11)
= Ve omy/e )

Portanto 6rbitas em torno de pontos elipticos sao observadas para
V< —y/e. (3.12)

A figura 3.4 confirma este resultado para o caso particular em que € = 1073,

Para m > 1/m\/e os pontos fixos com ¢* = 0 sao classificados como
pontos de sela.

Vamos exemplificar considerando ¢ = 1073, A figura 3.5 ilustra os valores
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caracteristicos, dados pela expressao (3.8), como fungoes de m. Na figura
3.5(a) temos o comportamento de A, e A,_. A linha horizontal indica o
valor A = 1. Verificamos assim que os pontos fixos em ¢* = 7 sdo pontos
de sela. A figura 3.5(b) mostra a parte real e imaginaria de Ay para o caso
em que o argumento da raiz quadrada é negativo. Para m < 10 a parte
imaginaria de A é diferente de zero indicando que os pontos fixos em ¢* = 0
sao elipticos. Para m > 10 tem-se que |[Ag_| > 1 e que |Apy| < 1, como
ilustra a figura 3.5(c). Portanto, para m > 10 os pontos fixos com ¢* = 0 se
tornam pontos de sela.

Temos, portanto, que para ¢ = 1073 o ponto fixo estavel de mais baixa
energia é dado por V* = —1/mm com m = 10, ou seja, V* &~ —3.18 x 1072
O ponto fixo de sela com ¢* = 0 de mais alta energia corresponde a m = 11
com velocidade V* &~ —2.89 x 1072

Os pontos fixos que analisamos nesta se¢ao sao conhecidos como pontos
fixos primarios pois eles existem mesmo no limite € — 0.

O estudo de estabilidade pode ser estendido a 6rbitas periddicas com
periodo superiores. Lichtenberg e Lieberman [11] demonstraram que as 6r-
bitas estaveis com periodo 2 se tornam instaveis para valores de velocidade
com valor absoluto superior ao menor valor de |V*| fornecido pela expressao
(3.12).

A analise para periodos 3,4, 5, ... se torna progressivamente mais difi-
cil. Contudo Lieberman e Lichtenberg [48] utilizaram um procedimento que
permite obter a estabilidade de pontos fixos de periodo grande para o mo-
delo de Fermi-Ulam. Desta forma eles observaram que nenhuma regiao de
movimento estavel primaria existe abaixo do ultimo ponto fixo estavel que
discutimos acima. Lichtenberg relata também a existéncia de érbitas periodi-
cas para intervalos estreitos do parametro . Estas trajetérias sao chamadas
de ilhas secundarias e estao associadas ao processo de bifurcacao dos pontos
fixos primarios instaveis. As ilhas secundarias ocorrem para valores de velo-
cidade abaixo do 1iltimo ponto fixo estavel primario. No entanto estas regioes
de movimento regular parecem nao existir, ou sao extremamente pequenas,
para valores de velocidade suficientemente pequenos.

Até aqui descrevemos brevemente algumas propriedades das érbitas es-
taveis primarias e secundarias. Como discutido, as érbitas primarias estao
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situadas todas acima do ultimo ponto fixo primario estavel. Vamos, agora,
descrever a primeira curva invariante que limita os valores de energia do mar
de caos.

3.2.3 Expansao em série de Taylor para a primeira curva invari-
ante

Reproduzimos nesta segao os resultados apresentados nas referéncias [37]
e [3]. O procedimento apresentado nesta se¢ao serd 1til para determinarmos
a descricao de escala do modelo de Fermi-Ulam mais adiante. A expressao
de ¢ dada pelo mapa (3.2) pode ser reescrita como

2

A(anrl = ¢n+1 - ¢n = _V (313>

Para valores de V' préximos da primeira curva invariante as barras de
valor absoluto na expressao da velocidade (mapa (3.2)) sdo desnecessarias.

Portanto
Vg1 =V, —2esin¢,y1. (3.14)

Definindo V* como um valor caracteristico da velocidade na primeira
curva invariante, escrevemos

Vi, =V"+AV,. (3.15)

Expandindo a expressao de A¢,,; em série de Taylor para V,, ~ V*
temos, até primeira ordem,

2 2
A¢n+1 = _W + (Vn -V >V*2
2 2AV,
= —— 4+ —F. 3.16

Em termos da expressao (3.15) escrevemos (3.14) como

AVn+1 = AVn — 2¢esin ¢n+1. (317)
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Multiplicando ambos os lados da expressao acima por 2/V*? tem-se

2AVn+1 2AVn 4e
V*Q - V*Q B V*Q

Sin ¢y 4 1. (3.18)

Somando a quantidade —2/V* em ambos os lados da expressao acima
obtemos

2 2AV, 4 2 2AV,  4de
_W_'_W:_W—i_ V*2 _Wsnl(anrl- (319>

Definindo a nova variavel I,, = A¢, 1 temos, das equagoes (3.16) e (3.19),

4e |
Ingo=1,— ez S0 D1 (3.20)

Definindo 6,, = ¢,,.1 — ™ escrevemos o mapa

I, = I,+ Kgsind,

0n+1 = Qn + _[n+1, (321)
em que
4e
Kegt = = (3.22)

Desta forma, o modelo de Fermi-Ulam é localmente equivalente ao mapa
padrao de Chirikov [13]. No préximo capitulo discutiremos em mais detalhes
as propriedades do mapa padrao. O parametro K. dado pela expressao
acima fornece essencialmente o mesmo valor para € € [107°,107%] com valor
médio Ke.g = 0.88 £ 0.07 [37]. Este resultado é préximo do valor K ~
0.9716 que caracteriza a transicao de comportamento localmente cadtico para
globalmente cadtico do mapa padrao.

3.2.4 Precisao numérica

O estudo das propriedades de sistemas cadticos é freqiientemente rea-
lizado de forma numérica. Portanto, é importante conhecer as vantagens
e limitacoes dos métodos numéricos disponiveis. Normalmente, ao estudar
sistemas nao-lineares devemos escolher qual a melhor maneira de resolver o
problema. Contudo, mesmo utilizando a técnica mais apropriada, a solugao
numérica obtida nao é um resultado exato. Os computadores trabalham com
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um numero finito de algarismos significativos. Devido a esta limitacao, o
procedimento numérico gera erros de tal forma que, apés um determinado
tempo, a solucao nao corresponde ao estado inicial do sistema, mas corres-
ponde, por exemplo, ao estado de uma configuracao inicial vizinha a que foi
utilizada. Assim, devemos interpretar os resultados e julgar até que ponto o
resultado é confiavel.

Neste trabalho estudamos as propriedades de escala de quantidades mé-
dias de alguns sistemas. A figura 3.6 mostra duas curvas de energia média
calculadas conforme definido pelas equagoes (2.47) e (2.48) para o modelo
simplificado de Fermi-Ulam. Nesta figura empregamos M = 2 x 10% condi-
¢oes iniciais diferentes que pertencem ao mar de caos de energia mais baixa.
Os célculos foram realizados em FORTRAN, utilizando precisao dupla e qua-
drupla. Observamos que a diferenca entre as curvas, obtidas utilizando pre-
cisoes diferentes, é pequena. Portanto, nos calculos que apresentamos neste
trabalho, empregamos precisao dupla. O valor de M empregado na figura
3.6 ¢ suficiente para que o desvio padrao da quantidade média (E)(n) seja
menor que o tamanho dos simbolos utilizados nas curvas.

3.2.5 Analise de escala

O estudo das propriedades de escala do modelo simplificado de Fermi-
Ulam utilizando quantidades médias calculadas como funcoes do nimero de
iteragoes foi feito por Leonel et al. [38]. Assim, é legitimo obter a descri¢ao de
escala deste modelo calculando as quantidades médias considerando o tempo
como variavel independente. E importante mencionar que nao encontramos
a descricao de escala das regioes de caos acima da primeira curva invariante.
A analise de escala que apresentaremos foi obtida para o mar de caos do
modelo simplificado de Fermi-Ulam.

As condicoes iniciais de uma amostra 'sao caracterizadas por um valor
de velocidade da particula, V;, e fase da parede oscilante, ¢q. Definimos, as-
sim, um conjunto de amostras caracterizadas pelo mesmo valor de velocidade
inicial e valores diferentes de ¢y. Desta forma, o instante da primeira colisao
é o mesmo para todas as amostras. Antes da primeira colisao as trajetorias

! Amostra é um termo usado em estatistica para classificar um experimento caracteri-
zado por estado inicial conhecido. No nosso caso, o termo amostra é interpretado como a
trajetéria de uma particula.
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sao idénticas e, portanto, iniciamos a contagem do tempo no instante da pri-
meira colisao. Para simplificar a nomenclatura consideramos —Vg, V5 > 0,
como a velocidade inicial da particula e ¢ como o tempo adimensional. Desta
forma, a primeira colisdo ocorre no instante 7} = 2/V;, e definimos a nova
variavel de tempo t = t' — 2/V4. Em termos desta nova varidvel calcula-
mos as quantidades médias e obtemos a descricao de escala do modelo de
Fermi-Ulam.

Definimos V;(t) e N;(t) como a velocidade da particula i no instante ¢
e o nimero de colisoes que esta amostra sofre com a parede oscilante até
este mesmo instante. Assim o calculo da energia média (E)(t) e do nimero
médio de colisoes (V) () é feito seguindo a definicao dada pela equagao (2.45).
Para o calculo das quantidades médias utilizamos M = 2 x 10* amostras
pertencentes ao mar de caos. Este valor de M é suficiente para que o desvio
padrao de (E)(t) e (N)(t) seja menor que o tamanho dos simbolos empregados
nas figuras.

Para valores de velocidade inicial suficientemente pequenos nao existem
regides primarias de movimento estavel. Assim, a fase ¢y é escolhida alea-
toriamente no intervalo [0,27). Para valores grandes de velocidade inicial,
no entanto, existem regioes de movimento regular. Neste caso, devemos nos
certificar de escolher apenas os valores de ¢y que pertencem ao mar de caos.

A figura 3.7(a) mostra, para quatro valores de €, as curvas de energia
média (E)(t) para o caso em que Vp = 1079 < e. Na figura 3.7(b) sdo
utilizados os mesmos valores de € mostrados em (a) mas, agora, para o caso
em que Vg > €.

Como podemos observar, as curvas de energia média sao caracterizadas
inicialmente por um regime de valor constante, entao crescem e, para tempos
longos, as curvas de energia decaem lentamente. Os valores de t que caracte-
rizam a mudanca de comportamento das quantidades médias sao chamados
de tempos de crossover. Caracterizando a mudanca do regime de energia
constante para o regime crescimento existe um valor de tempo ¢;. Similar-
mente definimos t, como o tempo de crossover que caracteriza a transicao
do regime de crescimento para o regime de decaimento lento.

Em principio deveriamos ter uma funcao de escala que descrevesse todos
os regimes. No entanto, nao conseguimos avaliar o expoente de crescimento
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na regiao entre t; e to. Além disso, o decaimento assintotico da energia tam-
bém nao ¢é esperado. E um problema relacionado a aproximacao do modelo
simplificado. Alternativamente, conseguimos descrever o comportamento do
modelo simplificado de Fermi-Ulam utilizando duas funcgoes de escala: uma
para o regime de tempos pequenos e outra para tempos longos.

Antes de apresentarmos os resultados numéricos, vamos fazer uma es-
timativa analitica para a energia média quando t < t;. Apds a primeira
colisdo, a qual ocorre no instante ¢ = 77 = 2/V;, a velocidade da parti-
cula é dada por V; = —|Vy — 2esin(T} + ¢p)|. Considerando um conjunto
de amostras caracterizadas por valores de ¢g escolhidos aleatoriamente entre
0 e 27 calculamos o valor médio de V;? utilizando a expressao (2.45). Se o
ntimero de amostras ¢ grande suficiente o valor médio de sin?(T; + ¢g) é 1/2
enquanto o valor médio de sin(73 + ¢g) é zero. Obtemos assim o valor médio
(V2Y(T1) = 2e*+ V. Portanto, para t < t;, temos que

(E)(t) ~ 2 + V. (3.23)

Estimando o valor médio (V1)(T1) =~ +/(V3?)(T1) temos, entdao, que
o instante médio da segunda colisao é ' = 2/Vy + 2/(V4)(T1). Definindo
ty =t —2/Vy obtemos t; ~ 2/(V})(11), ou seja,

2
o~ (3.24)

V2e2+ V@

O instante médio da segunda colisao dado pela expressao acima fornece
o intervalo de tempo em que as curvas de energia média da figura 3.7 apre-
sentam valor constante, dado pela equacao (3.23). Depois disto, as novas
colisoes implicam no crescimento inicial das curvas de energia.

Supomos que, préximo da transicao do regime integravel para o regime
nao-integravel, a energia média (E)(t) obedece a uma equagao homogénea
generalizada similar aquela dada pela expressao (2.37) (secao 2.9). A des-
cricao de escala para valores pequenos de tempo é obtida com o auxilio das
equagoes (3.23) e (3.24) acima. Para t < t5 temos que

(E)(t,e, Vo) = L(E) (1, 1" ¢, 1V}), (3.25)
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em que [ é o fator de escala e a1, by e ¢; sao os expoentes que descrevem as
propriedades de escala para t < t,. Escolhendo | = e~ /" a equacdo acima
é reescrita como

(E)(t,e,Vp) = e Vhig(emarlbig e=ar/biyyp)), (3.26)

em que g = (E)(e™/"¢t,1,e7/"1V;). No limite de valores pequenos de
velocidade inicial (V) < €) temos, das equagoes (3.23) e (3.24), que

(E)(t) o< (3.27)

tpoce (3.28)

Para t < t; e valores pequenos de Vj a energia depende apenas de €. Neste
limite temos que e /"1y ~ 0 e que e~ /"¢t ~ 0. Assim, a funcao g é
constante e a equacao (3.26) é reescrita como

(E)(t,e, Vi) ox e~ /b1 (3.29)

Comparando as equagoes (3.27) e (3.29) temos que —1/b; =2 ou by = —1/2.
Da equagao (3.26) temos que o tempo de crossover t; é dado por

t o /o, (3.30)

Da equagao acima e da equagao (3.28) temos a;/b; = —1. Portanto
a; = 1/2. O expoente ¢; é obtido de forma semelhante. Para valores de V}
suficientemente grandes a equagao (3.23) é reescrita como

(E) o< V§. (3.31)

Escolhendo | = VJU “ a equagao (3.25) fornece, para V, > ¢,

(E)(te, Vo) = Vg VBNV ™/'t,0,1). (3.32)

Para t < t; e Vj grande suficiente a energia nao depende de . Neste
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. . —a1/c ~ .
limite temos que V, V% 0 e a equagao acima nos fornece

(E)(t,e, Vo) ox Vy /. (3.33)

Das equagoes (3.31) e (3.33) temos que ¢; = —1/2. De posse destes
expoentes, definimos as transformacoes de escala (F)(t) — (E)(t)/l et —
tl*r. Obtemos, desta forma, o colapso das curvas de energia mostradas na
figura 3.7 para tempos curtos, como exibido na figura 3.8.

Obtemos, assim, os expoentes que descrevem as relagoes de escala para
tempos curtos. Ressaltamos, no entanto, que o regime inicial é um transiente
que normalmente é desprezado. A andlise de escala é realmente importante
para valores de tempo apos este transiente. Vamos, portanto, obter a descri-
¢ao de escala para tempos longos.

No limite ¢ > ¢, a energia média (E)(t) depende apenas de t e . Neste
limite escrevemos (FE)(t) como

(E)(t,e, Vo) o g(e)t
gle) oc & (3.34)

O valor do expoente de decaimento a é obtido numericamente através de
ajustes nao-lineares no limite de ¢ grande. Este procedimento foi realizado
para sete valores diferentes de € no intervalo de 5x 107 até 5x 1072 e obtemos,
assim, o valor médio @ = —0.055 4+ 0.005. A partir do valor assintético das
curvas de (E)(t)/t* versus t obtemos o valor de g(¢), definido na equagao
(3.34), para valores diferentes de . O melhor ajuste dos dados de g(e)
versus ¢ fornece = 1.07 & 0.03, como mostra a figura 3.9(a).

Além disso o tempo de crossover ty é descrito pela relacao
ty ox 7. (3.35)

O melhor ajuste dos dados do grafico de ¢, versus € fornece z = —1.49+0.02,
como ilustra a figura 3.9(b).

No limite ¢ > t; supomos que, na transicao do regime integravel para
o nao-integrével (¢ ~ 0), a energia média (F)(t) seja descrita pela equagao
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homogénea
(E)(t,e,Vy) = LB (12,1722, 12V}), (3.36)

em que [ é um fator de escala e as, by € ¢y 820 0s expoentes de escala para
tempos longos. Escolhendo [ = e~'/"2 a equacdo acima é reescrita na forma

y &y V0) — s B y Ly 0)- .
(E)(t,e,Vp) = e VP2(E) (e72/b2t 1, e=2/P2V)) (3.37)

Para t > t5 a energia média nao depende de V. Neste regime temos, por-
tanto, que e /%21 =~ 0 e a expressio acima se reduz a

(E(t,e, Vi) = e Vb2 fea2/b2y), (3.38)

No limite ¢ > t, a equacao acima depende de t e de . Como discutido
na se¢ao 2.9, a forma mais geral da expressao acima é dada por

(E)(t,e, Vo) o 8_1/b2(5—a2/b2t)y

o)y (3.39)

Comparando as expressoes (3.34) e (3.39) concluimos que § = —(1 +
asy) /by e que o = y. Além disso, temos da equacao (3.38) que o tempo de
crossover ty é dado por

ty A /b2, (3.40)

Comparando as equagoes (3.35) e (3.40) obtemos que z = ay/by. Como os
valores de «, (3 e z sao conhecidos numericamente e sabemos como eles se
relacionam com expoentes de escala ay e by, temos, portanto, as = 1.304+0.05
e by = —0.87 £ 0.02. O expoente ¢y é obtido por meio da conexao existente
entre o modelo de Fermi-Ulam e o mapa padrao apresentada na segao 3.2.3.
Portanto, a expressao de K¢, equacao (3.22), pode ser reescrita em termos
das varidveis reescaladas ¢’ = [ e V* = [2V* como

4¢’
V*/2
4lb2—2e2¢
4e

V*Z :

Keﬁ -

Tem-se, assim, que by — 2c5 = 0, ou ¢3 = by/2 = —0.44 £+ 0.01. Observamos
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que esta relacao entre os expoentes by e ¢o também é obtida da equagao (3.12),
em que o ponto fixo instavel de energia mais alta, para ¢* = 0, obedece a
relagdo [2V* = —[%2/2, /¢,

Os expoentes a, b e ¢ podem ser obtidos de outra forma. Para valores
grandes de tempo as curvas de energia média dependem de ¢ e ¢t. Conside-
remos o caso de uma curva de (E)(t) caracterizada pelo parametro ¢ = ;.
Desta forma, o comportamento de (F)(t) para tempos longos, dado pela
expressao (3.34), é

(E)(t,e1,Vy) = cons. ] t°. (3.42)

Similarmente uma curva de (FE)(t) caracterizada pelo valor de parametro
€ = g9 ¢ dada por
(E)(t, &5, Vy) = cons. €5 . (3.43)

A expressao acima pode ser reescrita como

(E)(t, s, Vi) = cons. e e77 ¥ 12, (3.44)
ou seja,
€9 p
(E)(t,e9,Vp) = = (E)(t,e1, Vo). (3.45)
1

Portanto temos que

<E> (t’ €2, %)
(e2/e1)?

Desta forma, obtemos empiricamente o valor de 3 que satisfaz a relacao

= (E)(t,e1, Vo). (3.46)

acima. Realizamos este procedimento considerando sete valores diferentes de
e no intervalo [5 x 107°,5 x 1073] e obtemos o valor médio 3 = 1.00 # 0.02.

Uma analise similar foi utilizada para determinarmos o expoente z. Con-
siderando a curva de energia média caracterizada pelo parametro ¢ = £
temos, da expressao (3.35), que o tempo de crossover é dado por

to(g1) = cons. &5. (3.47)
Uma curva de energia média caracterizada por € = €5 pode ser escrita como

to(gg) = coms. g5 €5 e . (3.48)
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Portanto
—_— = tQ(El). (349)

Assim, tomando t(e1) como valor de referéncia, determinamos o valor de z
que satisfaz a relagao acima. Realizando o procedimento descrito para valores
de € no intervalo [5 x 107°,5 x 107] obtemos o valor médio z = 1.50 & 0.04.

Como = —(1 4 asa) /by, z = ay/by e co = by/2 temos, portanto,
as = 1.38 £0.02, b, = —0.92 +0.01 e ¢ = —0.46 + 0.01. Este procedimento
que utilizamos para determinar os expoentes = 1.00+£0.02 e z = 1.50£0.04,
via equagoes (3.46) e (3.49), consiste, assim, em obter de forma empirica
o colapso das curvas de energia média para tempos longos. A figura 3.10
ilustra o resultado. Os expoentes [ e z foram obtidos de duas maneiras
independentes: (i) por ajuste dos dados numéricos, como ilustrado na figura
3.9 e (ii) de forma empirica como definido pelas equagoes (3.46) e (3.49).
Considerando as incertezas, observamos que os expoentes as, by € ¢y sao
os mesmos em ambas as situacoes. Utilizamos, assim, os valores médios
as = 1.35+£0.05, by = —0.90 £ 0.03 e o = —0.45 £ 0.01.

Vamos agora obter a descricao de escala do nimero médio de colisoes
(N)(t). A figura 3.11 mostra curvas de (N)(f) como fungées do tempo para
diferentes valores de €. Observamos que (IV)(t) é constante até um certo valor
de tempo t1, dado pela equagao (3.24), e entao cresce. Observamos também
que o regime de crescimento de (N)(¢) é inicialmente caracterizado por um
crescimento mais acentuado e, para tempos longos, a taxa de crescimento
diminui e assume um valor constante. Definimos assim t5 como o tempo
de crossover que caracteriza a mudanga na taxa de crescimento do nimero
médio de colisoes.

No limite t > t5, em que a taxa de crescimento do niimero de choques é
constante, o comportamento de (N)(t) é dado por

(N)(t,e,Vp) o< €7, (3.50)

Seguindo um procedimento andlogo ao que foi feito na obtencao dos
expoentes « e [ da energia média (E)(t), obtemos 6 = 0.52 + 0.01 e v =
0.943 + 0.001. Para Vj ~ 0 as propriedades de escala da quantidade (IV)(t)
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sao descritas pela relacao

(N)(t,e,0) = L{N)(1%,1°,0). (3.51)
Escolhendo [ = ¢~ /¢ temos que

(N)(t,e,0) = e Yeg(e=¥et). (3.52)

No limite ¢ > t5 o0 nimero médio de choques depende de t e . Desta forma
a expressao acima é reescrita como

(N)(t,e,0) ox e~ IFdv)/eqy, (3.53)

Desta expressao e de (3.50) temos que y = v e que —(1 + dy)/e = §. Da
equacao (3.52) temos que o tempo de crossover t obedece a relagao

ty mee?e, (3.54)

E natural buscar uma relacao entre o comportamento das curvas de ener-
gia e numero médio de colisoes, pois mudancas nos valores de velocidade
afetam a taxa de colisdes. De fato o regime inicial de crescimento de (INV)(t)
estd relacionado ao crescimento das curvas de energia média para valores de
tempo entre t; e f5. Similarmente, o regime de crescimento de (N)(¢) para
t > ty corresponde ao regime de tempos longos das curvas de energia média.
Portanto assumimos que d/e = as/by. Empregando o valor médio de as /by
obtemos d = —1.74+0.1 e e = 1.12+£ 0.05. A figura 3.11(b) mostra o colapso
das curvas de (IV)(t) originalmente apresentadas na figura 3.11(a).

Um resultado que, a principio, foi intrigante é o decaimento das curvas
de energia média observado no limite de tempos longos. Na proxima se-
¢ao estudaremos as propriedades de escala da versao completa do modelo de
Fermi-Ulam e mostraremos que a energia média satura para tempos longos.
Portanto é importante discutirmos a origem do decaimento da energia ob-
servado no modelo simplificado. Isto sera feito de forma mais detalhada na
secao 3.4.

Eventualmente a particula perde praticamente toda sua energia apds
colidir com a parede moével. Em situagoes como esta a particula permanecera
com velocidade baixa por um tempo grande, At = 2/V | até que ocorra a
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proxima colisao com a parede movel. Existe, assim, um estado de energia
baixa em que as particulas permanecem por intervalos de tempo grandes,
resultando no decaimento das curvas de energia média. No modelo completo
uma colisao sucessiva normalmente ocorre nos casos em que a particula esta
com velocidade baixa. Como o intervalo de tempo necessario para que ocorra
uma colisao sucessiva é menor que 27 nao observamos decaimento na energia
média para a versao completa do modelo de Fermi-Ulam.

Quando a analise é feita na variavel n, o intervalo entre duas colisoes
consecutivas é sempre An = 1, independentemente da velocidade da parti-
cula. Assim, as energias médias das versoes simplificada e completa, quando
avaliadas como funcoes de n, nao apresentam decaimento.

3.3 O modelo completo
3.3.1 O mapa

A versao completa do modelo de Fermi-Ulam possui uma caracteristica
diferente da versao simplificada. Imagine a situagao em que a particula adqui-
ra velocidade muito baixa apds uma colisao ou até mesmo que sua velocidade
seja nula. Como o movimento da parede movel é peridédico entao verifica-se
que em um intervalo de tempo menor que 17" = 27 a parede se encontrard
com a particula antes que esta abandone a zona de colisao, delimitada pela
regiao no intervalo X € [1 —e,1+ ¢|. Esta colisao é chamada de direta (ou
sucessiva). Colisdes diretas nao ocorrem na versao simplificada do modelo
onde o movimento da parede nao é considerado no cédlculo do tempo entre
colisoes. Quando, apds uma colisao, a particula se movimenta para a esquerda
com velocidade alta suficiente para escapar da zona de colisao, ela alcanga a
parede fixa, inverte sua velocidade e volta para a parede moével contra a qual
colide novamente. Neste caso a colisao é chamada indireta.

Suponha que apos a colisao n a fase da parede seja ¢,, e que a velocidade
da particula seja Vn = Vi, V,>0 (movimento para a esquerda). Se V,, for
grande suficiente a particula abandona a zona de colisao e o proximo choque
serd indireto. O tempo gasto pela particula em sua trajetoria até a parede
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fixa e depois de volta até a parede mével é dado por

0—(1+ecosey) N (14+ecosppi1) —0

Aty = 3.55
1 = 7 (3.55)
Ou seja,
ViAt, 1 — (1 +ecosoy,) = +(1 + € cosdpyr). (3.56)
A velocidade da parede mével ¢ dada por V,, = —esing(t)i. Como a

velocidade da particula inverteu o sinal ao colidir contra a parede fixa, entao
imediatamente antes do choque n 4+ 1 com a parede moével sua velocidade é
V = Vpi. A colisdo é eldstica. Portanto, no referencial da parede oscilante o
valor da velocidade da particula imediatamente antes e imediatamente apds
a colisao é igual em valor absoluto. Seguindo o mesmo raciocinio apresentado
na subsecao 3.2.1, obtemos

Vn+1 = +Vn + 2¢esin ¢n+1. (357)

No caso de uma colisao direta a velocidade da particula nao inverte de
sinal antes de colidir contra a parede mével. Considerando que a velocidade
da particula seja Vn — —V,1, V, > 0 entdo, neste caso, o intervalo entre as
duas colisoes é dado por

(1 4+eccosdpi1) — (14 ccosopy)

Aty = =7 . (3.58)

Ou seja,
VoAt — (1 +ecosg,) = —(1+ecospnir). (3.59)
Imediatamente antes da colisao a velocidade da particula é V = —Vyi.

Assim, seguindo o procedimento de mudanca de referencial apresentado na
subsecao 3.2.1 obtemos, para colisoes sucessivas,

Vg1 = =V, + 2esin ¢4 1. (3.60)

De forma geral podemos reunir as expressoes (3.56) e (3.59) escrevendo

f(Atpy1) = £[1 4+ ecos(Atpir + ¢n)] — VilAtyr + (1 +ecosgy,).  (3.61)
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Nesta expressao o sinal positivo que acompanha o primeiro termo do lado
direito corresponde aos choques indiretos e o sinal negativo aos choques di-
retos. Para colisoes indiretas, o tempo que a particula gasta em seu trajeto
de ida até a parede fixa e depois de volta até a entrada da zona de colisao
é (1+ecosg,+1—2¢)/V, = [2+ e(cos ¢, — 1)]/V,. Definindo 7 como o
tempo que a particula viaja dentro da zona de colisao, 7 € [0, 27), temos que
Atpy1 = [2+ e(cos ¢, — 1)]/V,, + 7. Para colisoes diretas At, 41 = 7, com
7 € (0,27]. O valor de 7 é obtido numericamente resolvendo f(At, ;) = 0.

Reunindo as expressoes (3.57) e (3.60) o modelo completo de Fermi-Ulam
é descrito pelo mapa bidimensional

Oni1 = Gn + Aty mod 21

3.62
Vg1 = £V, +2esing, 1 (3.62)

em que a amplitude renormalizada de oscilacao da parede mével, €, é o para-
metro de controle do sistema. O sinal positivo que acompanha V;, corresponde
aos choques indiretos e o sinal negativo aos choques diretos.

O espaco de fase do modelo de Fermi-Ulam ¢ construido via processo
iterativo do mapa definido na equagao (3.62). Uma ilustracao do espago
de fase da versao completa foi apresentada na figura 3.3, onde utilizamos
e=1073.

3.3.2 Anadlise de escala

Definimos um conjunto de M amostras caracterizadas por condicoes ini-
ciais que pertencem ao mar de caos. Para valores suficientemente pequenos
da velocidade inicial, V}, a fase inicial, ¢, é escolhida aleatoriamente no in-
tervalo [0,27). Além disso, seguindo um raciocinio andlogo ao apresentado
no inicio da subsecao 3.2.5, desconsideramos o intervalo de tempo inicial que
corresponde a primeira vez em que a particula penetra na zona de colisao.

Determinamos, assim, o valor médio da energia adimensional (E)(t) =
(V2)(t) como definido pela expressao (2.45). Obtemos também o valor médio

V2(t) ao longo da drbita e entao a energia média (E)(¢) como definido pelas

equagoes (2.43) e (2.44), respectivamente. O quadrado da velocidade da
particula é constante durante o intervalo de tempo entre colisoes com a parede
movel. Desta forma a integral na equagao (2.43) é calculada sem dificuldades.
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Calculamos também a energia média (£)(n) em funcao do nimero de colisdes
como definido pela equacao (2.48). As curvas de energia apresentadas neste
estudo correspondem a valores médios obtidos a partir de M = 2 x 103
amostras. Este valor de M é suficiente para que o desvio padrao da energia
seja menor que o tamanho dos simbolos utilizados nas curvas.

A figura 3.12(a) mostra as curvas de energia média (E)(t) para valores
diferentes do parametro ¢ para o caso em que o valor inicial da velocidade
das particulas é Vo = 107%. As curvas de energia mostradas na figura 3.12(b)
correspondem aos mesmos valores de € mostrados na figura 3.12(a), porém
com Vy > g, como indicado.

Observe que as curvas de energia sao constantes até um dado valor de
tempo t;. Assim como apresentado na subsecao 3.2.5, o instante ¢t = t;
corresponde ao valor de tempo no qual o niimero médio de colisoes com parede
movel é 2. Apds t = t; novas colisoes ocorrem e observamos o crescimento
das curvas de energia.

Diferentemente do modelo simplificado observamos, para tempos longos,
que a energia média da versao completa alcanca um valor estacionéario cujo
valor depende apenas do parametro €. Portanto, para t > t,, escrevemos

(E)(t,e, Vo) ox €. (3.63)

A mudanca do regime de crescimento para o regime de saturacao é mar-
cada pelo valor de tempo t5(¢), dado por

tz x &°. (364)

O valor do expoente 3 na equagao (3.63) foi determinado utilizando um
procedimento similar ao apresentado na subsecao 3.2.5. Tomando o limite de
tempo longo de uma curva de energia caracterizada pelo parametro ¢ = ¢;
temos, da equacgao (3.63),

(E)(t,e1,Vy) = cons. e, (3.65)
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Seguindo os mesmos passos que nos levaram a equagao (3.46), obtemos que

<E> (tvg?v%)
(e2/e1)?
Desta forma, para ¢ = €5 buscamos o valor de § que faz a quantidade

(E)(t,e9,Vy)/(g2/21)" coincidir com (E)(t,&1, Vo). O valor médio, obtido a
partir de simulagoes realizadas parae € [1x107°,1x107%], é 3 = 1.0140.01.

= (E)(t,e1, V). (3.66)

O valor de z, equagao (3.64), é obtido via ajuste em lei de poténcia no
grafico de ty versus e, como ilustrado na figura 3.13. Este procedimento
fornece o valor z = —1.50 4+ 0.03.

Entre t; e t5 temos uma regiao onde ocorre sobreposicao das mudancas
de regime de cada tempo de crossover dificultando a descricao do regime
de crescimento da energia. Podemos desconsiderar o transiente inicial (que
corresponde, aproximadamente, aos 10 primeiros choques) escrevendo, para
t > t1, a relacao de escala

(E)(t,e, V) = L{E) (1, 1°¢, I°V}). (3.67)

Nesta expressao [ é o fator de escala e a, b e ¢ sao os expoentes de escala.

~1/b

Para o caso V < ¢, escolhemos [ = ¢ € reescrevemnos a expressao acima

como
(E)(t,e,Vy) = e V(B (et 1,e7/")

= e b f(ema/%) (3.68)
oc e~ (gmalbt)y,

Para t > t, a energia nao depende do tempo. Assim, temos que y = 0,
e a expressao acima ¢ reescrita como

(E)(t, e, Vp) oc e 1/0, (3.69)

Comparando as expressoes (3.63) e (3.69) obtemos, portanto, que 5 =
—1/b. Utilizando o valor obtido numericamente 5 = 1.01 & 0.01 temos que
b= —0.99+0.01. Da equagao (3.68) observa-se que o tempo de crossover to
obedece a relagao

t, ~ /b, (3.70)

Desta equagao e da equagao (3.64) obtemos que z = a/b. Como z = —1.50 £
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0.03 temos, assim, que a = 1.49 £+ 0.04. Utilizando os expoentes obtidos, as
transformagoes de escala (E)(t) — (E)(t)/l e t — tI* fazem com que, para
tempos longos, as curvas de energia mostradas na figura 3.12(a) colapsem
em uma Unica curva universal, como mostrado na figura 3.14(a). Obtemos
das simulacoes que as propriedades de escala sao validas apenas préximo da
transicao do regime integravel para o nao-integravel, ou seja, para valores de €
suficientemente pequenos. O expoente ¢ é obtido através da conexao existente
entre o modelo de Fermi-Ulam e o mapa padrao de Chirikov (equagao (3.41)).
Temos, assim, que ¢ = b/2 = —0.495+0.005. Na figura 3.14(b) apresentamos
o colapso das curvas de energia originalmente mostradas na figura 3.12(b).

Dependendo dos valores da fase e velocidade, a particula pode, apds
colidir com a parede mével, adquirir uma velocidade pequena suficiente de
tal forma que uma colisdo sucessiva ocorra. Este tipo de situacao é mais
freqiiente para pequenos valores de Vj e ¢, e nao nos permite obter satisfa-
toriamente uma descricao de escala para o transiente inicial das curvas de
energia para Vy < e. Além dito, este transiente afeta as curvas de energia
entre t; e to, intervalo de tempo em que uma descricao para o regime de
crescimento da energia nao é obtida de forma direta.

A energia média (E)(t,e,V;), definida pela equacio (2.44), é descrita
por uma relacao de escala similar aquela dada pela equagao (3.67), na qual

substituimos (F)(t, e, V) por (E)(t,e, V). A figura 3.15(a) mostra as curvas
de energia (E)(t) para o limite de pequenos valores de velocidade inicial (V; <
e) e, na figura 3.15(b), sdo mostradas as curvas de energia para a situagao
na qual Vj > . Os valores de ¢ empregados nas figuras 3.15(a) e (b) séo os
mesmos que foram empregados na figura 3.12. Seguindo o mesmo raciocinio
empregado na andlise de escala da energia média (E)(t,e,V;) obtemos os
expoentes a = 1.50 + 0.04, b = —0.995 + 0.003 e ¢ = —0.498 + 0.001. As
figuras 3.16(a) e (b) mostram a energia reescalada (E)(t)/l como fungao de
tl*. A figura 3.16(a) corresponde ao caso em que Vy < € e a figura 3.16(b)
corresponde ao caso em que Vy > £. Apds um transiente inicial as curvas de
energia (F)(t) colapsam em uma tnica curva universal. Se considerarmos as
margens de erro, os valores destes novos expoentes sao os mesmos daqueles
que foram obtidos na anélise de (F)(t), ou seja, as energias médias (E)(t)
e (E)(t) sdo descritas pelo mesmo conjunto de expoentes a = 1.50 & 0.04,

b= —0.993 £0.007 e ¢ = —0.497 £ 0.003.
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A figura 3.17(a) mostra, para diferentes valores do parametro de controle
g, as curvas de energia média (E)(n), definida pela equacio (2.48), como
funcao do ntimero de colisoes n. Nesta figura estao incluidos ambos os casos
Vo < € e Vj > e para diferentes valores de . Para V) < ¢ as curvas de
energia média (E)(n) apresentam um regime inicial de crescimento em lei
de poténcia. Para valores grandes de n a energia média (E)(n) atinge um
regime de saturacao. Esta transicao do regime de crescimento para o regime
de saturacao é caracterizada pelo nimero de iteragao de crossover n = n,.
As curvas com V > £, no entanto, sao caracterizadas por um regime inicial
no qual a energia média (E)(n) é essencialmente constante (= V;2). Depois
as curvas apresentam um regime de crescimento e, finalmente, acompanham
as curvas obtidas com V < . Apds o regime de crescimento, as curvas de
energia média atingem, para grandes valores de n, o regime de saturacao.
Como podemos observar, o valor da energia de saturacao depende apenas do
parametro £. Considerando ainda as curvas de energia com Vj > ¢ definimos
n’. como o nimero de iteracio para o qual (E)(n) passa do regime de valor
constante para o regime de crescimento. Similarmente definimos n! > n!
como o valor de n para o qual (E)(n) passa do regime de crescimento para o
regime de saturagao. Observa-se que n), ~ n, e que n’ ~ 0 no limite V{ < ¢.

Utilizando um novo conjunto de expoentes universais a*, b* e c¢* escreve-

mos a relagao de escala para (E)(n,e, V) como
(E)(n,e,Vy) = {E)(1%n, "e, V). (3.71)
Considerando o caso em que Vj < €, o crossover, n,, € descrito por

Ny X €7, (3.72)

em que z = —1.01£0.02. Como o regime assintético de (E)(n, e, V) depende
apenas de €, escrevemos, para n > n,,

(E)(n,e,Vo) = g(e) x €, (3.73)

com 3 = 1.02 + 0.02. Escolhendo [ = ¢~/ a equacdo (3.71) é reescrita
como

(EN(n,e,Vp) = e YV f(e= /T n, e/ V), (3.74)

em que f = (E)(e*/*"n,1,e7¢/""V,) é assumida constante para n < n,.
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Tabela 3.1: Valores dos expoentes de escala do modelo completo de Fermi-Ulam.
Os expoentes a, b e ¢ descrevem as propriedades de escala da energia
média como fungdo det. As relagoes de escala da energia média como
funcdo do numero de choques, n, sao descritas pelos expoentes a*, b*

e c*.
t n
a,a* 1.50 +0.04 0.99 +£0.04
b,b* | —0.993 £0.007 | —0.98 £ 0.02
c,c® | —0.497 £0.003 | —0.49 +£0.01
Desta forma temos a relacao § = —1/b* e, portanto, b* = —0.98 4+ 0.02.

Temos ainda que n, relaciona-se com ¢ através da relacao
* *
ng ~ e/ (3.75)

Desta forma temos, das equacoes (3.72) e (3.75), que z = a*/b*. Segue-se
que a* = 0.99 £+ 0.04.

O valor do expoente c*, associado a Vj na relacao de escala, é obtido
como anteriormente pela equagao (3.41). O procedimento fornece ¢* = b*/2,
ou seja, ¢* = —0.49 + 0.01. Definindo o fator de escala | = ¢~'/*" obtemos,

[**, o colapso das

por meio das transformacoes (E)(n) — (E)(n)/len — n
curvas de energia, como mostra a figura 3.17(b). Na tabela 3.1 resumimos
os resultados obtidos no estudo das propriedades de escala do modelo de
Fermi-Ulam. Os resultados apresentados correspondem aos dois conjuntos de
expoentes, obtidos da andlise de médias na energia como fungoes de (t,e, Vo)
e (n,e,Vp). Considerando as incertezas, observa-se que b ~ b* e que ¢ ~ c*.
Observa-se também que a ~ 3/2 enquanto que a* ~ 1. Apesar de diferentes,

mostramos na proxima subsecao que a e a* estao relacionados.

3.3.3 Relacao entre os expoentes a e a*

Nesta secao apresentamos um argumento simples que relaciona os ex-
poentes a e a*, os quais sao associados as variaveis t e n, respectivamente.
O célculo consiste em estabelecer uma conexao entre o tempo e o nimero
de choques. Assim, considere o regime de tempos longos, em que as curvas
de energia sao caracterizadas por um valor constante. Definimos a veloci-
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dade média (V) = y/(E) e At como um certo intervalo de tempo. Sendo

L a distancia média percorrida pela particula entre duas colisoes, podemos
escrever

L= = An, (3.76)

em que An é o numero de colisdes que ocorrem no intervalo de tempo At.
Como a relacao acima é sempre vélida no regime de saturacao da energia
média, entdo, em termos das varidveis reescaladas (V') = (¢(V), At' = [*At,
An' =1"Anel =T~ 2, temos que

L
IRUBIEAN
% = 1*An. (3.77)

Comparando as duas ultimas equacoes tem-se que ¢ + a — a* = 0, ou seja,
a* = a+ ¢, uma relacao corroborada pelos resultados obtidos nas simulacoes.

3.4 Diferencas entre as versoes completa e
simplificada

Nas se¢oes anteriores estudamos as propriedades de escala das versoes
completa e simplificada do modelo de Fermi-Ulam. As andlises consideraram
grandezas como energias médias e numero médio de colisoes. Na versao
completa a energia média como funcao do tempo satura para valores grandes
de t. Por outro lado, uma analise similar revelou que na versao simplificada
a energia média decai para tempos longos.

Nesta secao discutimos com mais detalhes as diferencas entre estas duas
versoes. Em particular estudamos numericamente as propriedades do mo-
delo de Fermi-Ulam na regiao cadtica de energia mais baixa. Como resultado
apontamos que no modelo completo a possibilidade de uma particula per-
manecer com velocidade muito baixa por um tempo muito grande (> 10° no
exemplo considerado, com € = 1073 e 10® iteragoes) ocorre apenas quando
¢ ~ m. Para a versao simplificada o tempo entre colisoes pode ser grande
(> 10%, para e = 1072 e 10® iteragoes) para colisdes com ¢ € (7, 27].
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3.4.1 Tempo maximo entre duas colisoes

A ¢érbita de uma condicao inicial situada no mar cadtico do modelo com-
pleto de Fermi-Ulam eventualmente visita a regiao de energia mais baixa do
espaco de fase. Quando a velocidade da particula se torna muito pequena
normalmente ocorre uma colisdo direta (situagao em que a particula colide
sucessivamente com a parede mével antes de abandonar a zona de colisao) e
a velocidade da particula sofre um aumento que depende da velocidade da
parede (da fase ¢) no instante da colisao. Em situagdes como esta, a particula
permanece por um tempo menor que 7' = 27 com velocidade baixa até que
ocorra a colisao direta. Aqui T" é o periodo de oscilacao da parede mével.

Os maiores valores de velocidade da regiao de movimento cadtico sao
aqueles que estao proximos da primeira curva invariante. Proximo a primeira
invariante o valor da velocidade é grande suficiente para que a particula te-
nha uma colisdo indireta (situagdo em que a particula colide com a parede
fixa antes de uma nova colisao com a parede mével). Portanto o intervalo de
tempo entre colisoes indiretas assume os menores valores possiveis para va-
lores de velocidade da particula préximos a primeira curva invariante. Como
exemplo tomemos € = 1073, em que o valor maior de velocidade da regiao
de movimento caético ¢ V* ~ 7 x 1072 (figura 3.3(a)). Este valor de velo-
cidade é grande suficiente para garantir que uma colisao indireta ocorra em
um intervalo de tempo At ~ 29 (ou 2/(7 x 1072?)). Valores menores de &
originam valores ainda menores da velocidade da primeira curva invariante
e, conseqilientemente, valores de tempo maiores para colisoes indiretas. Inde-
pendentemente do valor de €, 0o menor tempo possivel de uma colisao indireta
¢ maior que o tempo de uma colisao sucessiva.

A versao simplificada nao considera colisoes sucessivas. Como conseqiién-
cia o tempo entre duas colisdes é sempre 2/V. Em decorréncia deste fato,
quando a particula visita a regiao mais baixa do mar de caos sua energia
permanecera baixa por um tempo longo.

Na versao completa, no entanto, existe uma circunstancia em que a par-
ticula é capaz de escapar da zona de colisao com velocidade baixa e con-
seqiilentemente permanecer nesta situacao de energia baixa por um tempo
longo. O inicio da zona de colisao esta na posicao x = 1 — € e corresponde
a fase ¢ = m da parede oscilante. Quando imediatamente apds a n-ésima
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colisao a fase é ¢, =~ 7 entao a velocidade da parede é V,, =~ 0. Se apos esta
colisao a particula possui velocidade baixa entao ela escapara da zona de co-
lisao com velocidade baixa e a proxima colisao sera indireta. O tempo gasto
pela particula para abandonar a zona de colisao pode assumir qualquer valor
no intervalo (0,27). O tempo que a particula gasta em seu trajeto desde
a salda da zona de colisao até a parede fixa e desta de volta até a entrada
da zona de colisao ¢é 2(1 — ¢)/V,,. Apds entrar na zona de colisdo, o tempo
gasto pela particula até se encontrar com a parede moével pode assumir qual-
quer valor no intervalo [0, 27). Portanto o intervalo de tempo até a préxima
colisao (indireta) serd maior que 2(1 — €)/V,, e menor que 2(1 — ¢)/V,, + 4.

Como o tempo das colisoes sucessivas é sempre menor que 27, concen-
tremo-nos no estudo da distribuicao de velocidades da particula e do tempo
maximo até a proxima colisao em situacoes em que a particula escapa da
zona de colisao com velocidade baixa.

Utilizado diferentes valores de ¢, e V,, determinamos as combinacoes
destas variaveis que resultam em choque direto e quais resultam em choque
indireto. A regidao em cor cinza na figura 3.18(a) corresponde as combinacoes
de V,, e ¢, para as quais a particula escapa da zona de colisao. Nesta figura
empregamos € = 1073, Observamos para V,, < —¢ que, independente do valor
da fase, a particula escapa da zona de colisao. Este resultado ja era esperado
uma vez que em tal situacao a particula se move para a esquerda com maédulo
da velocidade maior que a velocidade maxima da parede. Também ja era
esperado que a regiao cinza nao se estendesse para valores positivos de V,.
Sendo V,, > 0 a particula se move para a direita e uma colisao sucessiva
fatalmente ocorrera. Para ¢,, = m observamos que qualquer valor de V,,, por
menor que seja seu valor absoluto, escapara da zona de colisao, um resultado
esperado uma vez que este corresponde ao caso em que a particula estd na
fronteira da zona de colisao e a parede se encontra com velocidade nula.

A figura 3.18(a) foi gerada empregando 500 por 500 combinagoes dife-
rentes das variaveis V,, e ¢,. Os valores minimo e maximo de V,, foram,
respectivamente, V,, min = —1.26 e V}, ax = 1.2¢. O valor minimo de ¢,, foi
0 e o valor maximo foi 27. As combinacoes de V,, e ¢, sem realidade fisica
foram descartadas, por exemplo, as que correspondem a situacao em que,
imediatamente apds a colisao n, o movimento da particula é para a direita,
V, > 0, enquanto o movimento da parede é para a esquerda, V,, < 0. Entao
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empregamos a equagao (3.61) e determinamos para cada ponto (V,, ¢,) a
solugdo At, 1 e que tipo de colisdo (direta ou indireta) ocorreu.

A linha negra na figura 3.18(a) é a curva de menor |V,,|. Esta curva
corresponde, portanto, as combinacoes de V,, e ¢,, para as quais a particula
escapa da zona de colisao e ocasionam os eventos de maior tempo até a pro-
xima colis@o. Assim, mostramos na figura 3.18(b) o gréfico do tempo maximo
de colisoes indiretas como funcao de ¢,. Nesta figura At,., corresponde a
linha negra da figura 3.18(a). Observamos que At possui um pico em
¢n =~ m, correspondendo a |V,| &~ 0 na figura 3.18(a).

Na figura 3.19 mostramos as distribuicoes de velocidade e do tempo para
colisoes indiretas como funcoes de ¢,. As distribuicoes foram obtidas de
uma 6rbita da regido cadtica. A condicao inicial foi iterada 108 vezes. Toda
vez que a particula satisfez a condicao de sofrer uma colisao indireta com
|V,,| < 1.2¢ as informagoes do sistema, V,,, ¢, e o intervalo de tempo para a
préxima colisao, foram armazenadas. Das 108 iteracoes, 40080 satisfizeram
a condicao. Os dados obtidos nesta andlise estao sobrepostos aos resultados
da analise anterior (figura 3.18). A figura 3.19(b) mostra que os valores de
tempo para a préxima colisao estao predominantemente na faixa 1.7 x 10® até
2 x 10%. Valores de At,; menores que 1.7 x 10 correspondem a velocidades
superiores a 1.2e. Observamos ainda que sao raras as situagoes em que o
intervalo de tempo entre colisoes supera 10° e estes casos correspondem a
0.045% das ocorréncias. O tempo médio entre colisdes é 3.3 x 103.

Como o numero de ocasides nas quais a particula permanece por um
tempo demasiadamente grande com velocidades baixas é relativamente pe-
queno, o comportamento assintotico da energia média satura para tempos
longos para a versao completa.

Na versao simplificada do modelo de Fermi-Ulam as colisoes sucessivas
nao existem. Assim toda vez que a particula adquire baixa velocidade o
tempo para a préxima colisao é grande. Com o objetivo de estabelecer uma
comparacao entre as versoes completa e simplificada do modelo de Fermi-
Ulam, realizamos uma analise similar a apresentada para modelo completo.
Utilizando o mapa do modelo simplificado calculamos a érbita de uma con-
digao inicial pertencente a regiao de movimento caético. Os dados da érbita
foram armazenados todas as vezes em que a particula visitou a regiao de
baixa energia com |V,| < 1.2¢ onde utilizamos ¢ = 1073, como na analise
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anterior. O procedimento foi realizado para 108 colisoes e a particula visitou
a regiao do espago de fase com |V,,| < 1.2¢ um total de 2050870 vezes, quan-
tidade aproximadamente 51 vezes maior que a obtida na versao completa.
A figura 3.20 mostra os tempos da préxima colisao, At, 1, correspondentes
aos dados da orbita para |V,,| < 1.2e. O valor médio de At, 1 neste caso
foi 2.49 x 10*. Este valor é aproximadamente uma ordem de grandeza maior
que aquele obtido para a versao completa do modelo (3.3 x 10%). O nimero
de vezes em que o tempo para a préxima colisao superou o valor 10° corres-
ponde a 1.67% das ocorréncias, percentual maior em relacao ao obtido para o
modelo completo (0.045%). Algumas vezes o intervalo entre colisdes superou
o valor 10°.

Comparando as figuras 3.19(b) e 3.20 notamos que no modelo completo
a possibilidade de divergéncia de At, 1 ocorre apenas em ¢ = 7. No modelo
simplificado a possibilidade de divergencias em At,,; ocorre em todo o in-
tervalo ¢ € (m,2n|. Esta diferenca é suficiente para gerar o decaimento na
energia média observado na versao simplificada para tempos longos.

3.5 Conclusoes

Estudamos as propriedades de escala da transicao do regime integravel
para o regime nao-integravel das versoes completa e simplificada do modelo
de Fermi-Ulam. O estudo foi realizado no mar de caos localizado abaixo da
curva invariante de mais baixa energia.

Para o regime de tempos longos, a descricao de escala da energia mé-
dia da versao completa de Fermi-Ulam é caracterizada pelos expoentes a =
1.50 £ 0.04 =~ 3/2, b = —0.993 £ 0.007 =~ —1 e ¢ = —0.497 £ 0.003 =~ —1/2,
correspondentes as variaveis t, € e Vj, respectivamente. Na versao simpli-
ficada a descricao da energia média como funcao do tempo é caracterizada
pelos expoentes as = 1.35 + 0.05, b, = —0.90 + 0.03 e ¢ = —0.45 £ 0.01.
Comparando os resultados das versoes completa e simplificada notamos que
os valores dos expoentes nao sao 0s Mesmos.

Obtemos também a descricao de escala do niimero médio de colisdes como
funcao do tempo para o modelo simplificado de Fermi-Ulam. Os expoentes
de escala associados as variaveis t e € sao, respectivamente, d = —1.7+ 0.1 e
e =1.124+0.05.
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Considerando a versao completa, observamos que os expoentes associados
ao parametro € e a velocidade inicial Vj sao basicamente os mesmos para as
médias no tempo e no nimero de choques, ou seja, b = b* e ¢ = ¢*. Mostramos
também que apesar de os expoentes a e a* (associados, respectivamente, as
varidveis ¢t e n) serem diferentes, eles estao relacionados com o expoente ¢
através da equacao a* = a + c.

No regime de valores grandes de tempo, as curvas de energia média da
versao completa atingem um valor de saturagao. Para a versao simplificada,
no entanto, as curvas de energia média decaem de acordo com a relacao
(E)(t) o< t* com o« = —0.055 £ 0.005. A origem desta diferenca se deve
ao fato de a versao simplificada nao incorporar colisoes diretas. Mostramos
numericamente para a versao simplificada que os eventos de tempo grande
entre colisdes se d4 para valores de fase no intervalo ¢ € (m,27]. A medida
que o tempo passa, o nimero de amostras que eventualmente adquirem um
estado de energia baixa cresce lentamente, gerando o decaimento nas curvas
de energia média no limite de tempos longos. Ja na versao completa, os
eventos em que o tempo entre colisoes é grande s6 ocorrem quando coincide
de a particula estar com velocidade baixa e a colisao ocorrer quando a fase da
parede é ¢ =~ m. Estes eventos sao raros o suficiente para serem detectados
na forma de decaimento nas curvas de energia média.

O resultado da analise de escala da energia média calculada como fungao
do ntimero de iteragoes fornece o conjunto de expoentes a* = 0.99+£0.04 = 1,
b* = —0.98+0.02 ~ —1ec* = —0.494+0.01 ~ —1/2, 0 mesmo para as versoes
completa e simplificada. As energias médias quando calculadas como funcoes
de n nao apresentam regime de decaimento, resultado valido para as versoes
completa e simplificada. Este resultado é uma conseqiiéncia do fato de que
a variavel n é discretizada em intervalos de tamanho An = 1, independente
da velocidade e do tempo entre colisoes. Os resultados das propriedades
de escala que apresentamos neste capitulo foram parcialmente publicados
nas revistas Physical Review E [40] e Brazilian Journal of Physics [39]. A
andlise de escala da energia média calculada como fun¢ao do tempo para a
versao completa estd em processo de submissao.



3.5 Conclusoes 61
a b
20 T ( ) 1 e P T ( )
ool X gl R
15- 5o An+/,m 1~ 0.5 o - ) 6-0 Re(/\o)\\\’
B/ | % s ‘*@\ E”Elm(/\o) i
<100 7 1= 0 kN -
» 2
,/ | U Q\\
5 " 1 o5 N
,EI// Q\\
_B"‘/Er \\\
0 VU0 0-0-aa-at & - | . | | | N
0 5 10 15 % N 2 4 6 8 10
c
0 [ e B L R F ( ?1
O N
5 - e, o9 /\0—
) N . B-8 /\0+
o G\\
< \@\
-10- :
o
-
K= ! ‘ \ ! ! ‘
Bo 12 12 16 18 20

Figura 3.5: A figura ilustra os wvalores caracteristicos dos pontos fizos para € =
1073, (a) Os pontos fixos com ¢* = 7 sdo pontos de sela. Os pontos
fizos com ¢* = 0 sao pontos elipticos para m < 10, figura (b), e se
tornam pontos de sela para m > 10, como ilustrado em (c). As linhas
horizontais correspondem a |A| = 1.
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Figura 3.6: Grdfico log-log de energias médias como funcoes de n calculadas utili-
zando precisdo dupla e quddrupla.
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Figura 3.7: As figuras ilustram curvas de energia do modelo simplificado de Fermyi-
Ulam em escalas log-log. As curvas em (a) correspondem ao caso em
que Vo < e. Em (b) sao mostradas as curvas de energia média para o
caso Vy > €. Os mesmos valores de € foram empregados em (a) e em

(b).
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Figura 3.8: Por meio de transformacgoes apropriadas de escala obtemos o colapso

das curvas de energia média para t < to. Em (a) temos as curvas para

0 caso Vo < e, com I =~ ¢ em (b) para Vo > £, com 1 =V /.
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Figura 3.9: As figuras ilustram, em escalas log-log, ajustes dos dados numéricos

via 0 método dos minimos quadrados. O procedimento fornece em (a)

o expoente 3 e em (b) o expoente z. As barras de erro sao menores
que o tamanho dos simbolos.
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Figura 3.10: As figuras ilustram o colapso das curvas de energia média parat > to.
Em (a) temos as curvas para o caso em que Vo < £ e em (b) para
o caso Vy > €. Os valores dos expoentes sdo as = 1.38 & 0.02, by =
—0.92£0.01 e cg = —0.46 £ 0.01, e o fator de escala que escolhemos

él =g 1/b2,
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Figura 3.11: A figura (a) ilustra o comportamento das curvas do nimero de cho-
ques em fungao do tempo. Em (b) obtemos, por transformagées apro-
priadas de escala, o colapso para tempos longos das curvas apresen-

tadas em (a).
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Figura 3.12: Curvas de energia média como fungoes da varidvel t para o modelo
de Fermi-Ulam completo. O caso em que Vo = 1075, ou Vj < ¢, €
mostrado em (a). Em (b) sdo mostradas as curvas de energia para
Vo > e. Foram utilizadas M = 2 x 103 amostras caracterizadas por
fases iniciais escolhidas aleatoriamente.
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Figura 3.13: A figura ilustra, em escalas logaritmicas, o grdfico do tempo de cros-
sover ta como funcdo de €.
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Figura 3.14: A figura ilustra o colapso das curvas de energia da figura 3.12 para

tempos longos. Em (a) mostramos o colapso para Vo < € e em (b)
para Vo > €.
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Figura 3.15: Grdficos log-log da energia média (E)(t) obtida como fungdo de t
para os mesmos valores de € mostrados na figura 3.12(a). A figura
da esquerda, (a), corresponde ao caso em que Vy < ¢ e em (b) sao
mostradas as curvas para a situacao na qual Vo > €.
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colapso das curvas de energia originalmente apresentadas nas figuras
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Figura 3.17: (a) A figura ilustra a energia média (E)(n), como fun¢do do mimero
de choques n, para diferentes valores do parametro de controle e velo-
cidade inicial. Em (b) apresentamos o colapso das curvas mostradas

em (a).
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Figura 3.18: (a) A regido de cor cinza corresponde a possiveis combinacoes de
velocidade e fase na regido de energia baira que resultam em colisdo
indireta no modelo completo de Fermi-Ulam. A figura (b) mostra,
como funcao de ¢y, o valor mdximo de tempo para que ocorra uma
colisdo. Nas figuras (a) e (b) foi utilizado € = 1073,
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Figura 3.19: As figuras ilustram os dados de uma drbita cadtica do modelo com-
pleto que visitou a regidgo de energia baira. Em (a) temos os valores
de velocidade e fase que correspondem a colisoes indiretas. Em (b) te-
mos o intervalo de tempo necessdrio para que estas colisées ocorram.
Assim como na figura 3.18, utilizamos € = 1073,
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Figura 3.20: Intervalo de tempo necessdrio para que ocorra uma colisGo na versao
simplificada do modelo de Fermi-Ulam. Os dados sdo de uma orbita

cadtica que visitou a regido de energia baira. Esta figura foi gerada
com ¢ = 1073,



CapriTULO 4

O modelo bouncer simplificado
e 0 mapeamento padrao

4.1 Introducao

O modelo bouncer, originalmente proposto por Pustylnikov [12], é uma
das modificacoes do modelo de Fermi. Ele consiste de uma particula classica
que, sob influéncia da aceleracao gravitacional, colide contra uma platafor-
ma oscilante, cujo movimento vertical é caracterizado por uma amplitude
e e freqiiéncia w, como ilustra a figura 4.1. Versoes quanticas do modelo
bouncer sao encontradas nas referéncias [49, 50]. Wijn et al. estudaram uma
versao do modelo bouncer em que a plataforma oscilante possui forma de
dente de serra [51]. Os autores demonstraram que a particula apresenta ou
nao movimento difusivo na direcao horizontal dependendo do movimento da
plataforma oscilante. A comparacao de dados experimentais com resultados
numéricos obtidos para o modelo bouncer também foi feita na literatura [52].

A palavra bouncer é de origem inglesa. No entanto é comum as pessoas
se referirem a este modelo utilizando o termo em inglés. Por esta razao nos
referimos ao modelo de Pustylnikov como bouncer.

No modelo bouncer a particula apresenta, para certas combinagoes de
valores de parametros de controle e condigoes iniciais, a propriedade de cres-
cimento ilimitado de energia, fendmeno conhecido como aceleracao de Fermi
[12, 53]. A origem desta propriedade foi explicada por Lichtenberg [3], quem
demonstrou a equivaléncia entre o modelo bouncer simplificado e o mapa
padrao de Chirikov [13].
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O mapa padrao descreve a dinamica da variavel acao, I, e da variavel an-
gulo, 0, através de um mapa bidimensional caracterizado por um parametro
K, cujo valor determina a intensidade da nao-linearidade do sistema. Para
K = 0 o mapa padrao ¢ integravel e a variavel acao I é constante. Quando
K # 0 o sistema se torna nao-linear e o mapa apresenta dinamica cadtica. O
mapa padrao apresenta também uma transicao em K = K.~ 0.9716. Para
K < K. as orbitas sao confinadas no espago de fase por curvas invariantes.
Para K > K, estas invariantes sao todas destruidas e, na média, o valor
absoluto de I cresce sem limites.

Neste capitulo apresentamos algumas propriedades do mapa padrao dando
énfase a descrigao de escala deste sistema. O estudo ¢ realizado considerando
valores médios do quadrado de I como fungoes do numero de iteragoes do
mapa. Investigamos as propriedades de escala do mapa padrao em trés regi-
mes de nao-linearidade: K ~0, K ~ K. e K > K..

lg*

2¢

Figura 4.1: O modelo bouncer € constituido de uma particula em queda livre que
colide elasticamente contra uma plataforma oscilante.

4.2 O modelo bouncer e sua equivaléncia com
o mapa padrao

O modelo bouncer consiste de uma particula que, submetida a uma
aceleracio gravitacional constante § = —gj, ¢ > 0, colide elasticamente
contra uma plataforma oscilante cuja posicao vertical é descrita por y =
e cos(wt' + ¢p), em que € é a amplitude, w é a freqiiéncia de oscilagao, e ¢q é
a fase inicial da plataforma. A versao simplificada do modelo bouncer é uma
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aproximacao na qual se despreza o deslocamento da parede oscilante. Ao
colidir, no entanto, a transferéncia de momento entre a parede e a particula
ocorre considerando-se o movimento da parede.

Sendo v, e t, a velocidade da particula e o instante de tempo imedia-
tamente apds a n-ésima colisao, definimos as variaveis adimensionais V,, =
W, /g, t, = wtl e ¢ = t, + ¢o. A velocidade de um corpo em queda livre
¢ dada por v = vy — gAt’, em que vy é a velocidade do corpo no instante .
Portanto, em termos das variaveis adimensionais esta expressao ¢ reescrita

como V =V — At.

A velocidade da parede é dada por Vw = —esin¢(t) j Considere que ime-
diatamente apds a colisao n a velocidade da particula seja V= an, V>0
(movimento para cima). Devido a simplificagao, imediatamente antes da co-
lisao n + 1 a velocidade da particula é V=— 7. Assim o intervalo entre
colisoes é At = 2V, e a fase da parede oscilante no instante da colisao n+1 é
dada por ¢, 11 = ¢, +At = ¢, +2V,,. Considerando que a colisao seja elastica
entao, no referencial da parede oscilante, o valor absoluto da velocidade da
particula é igual imediatamente antes e imediatamente apos a colisao. O cal-
culo da velocidade apds a colisao é feito seguindo o procedimento apresentado
na se¢ao 3.2.1. Desta forma o modelo bouncer é descrito pelo mapa

T - { Vn+1:|Vn — 2esin ¢n+1|7 (41>

¢n+1:¢n + 2V, mod 27T7

em que € = ew?/g é o parametro adimensional efetivo do sistema. O parame-
tro € é interpretado fisicamente como a razao entre a aceleragao maxima da
parede e a aceleracao gravitacional. O fato de valores negativos de velocidade
serem proibidos na versao simplificada do modelo bouncer explica o uso das
barras de valor absoluto na equacao acima.

Seguindo Lichtenberg [3], vamos fazer as transformagoes apropriadas de
variaveis que tornam o modelo bouncer simplificado no mapa padrao de Chi-
rikov [13]. Multiplicando por 2 ambos os lados da expressao da velocidade
no mapa (4.1) define-se a nova variavel I,, = 2V,,. Desta forma, a expressao
da velocidade é reescrita como I, = |I, — 4esin ¢, 1|. Definimos ainda
K =4eceb, = ¢ppi1+m. Assim sin ¢, 1 = —sinb, e o mapa (4.1) é reescrito
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CcOo1mo

T { I, 1=I,+ Ksin6,, (4.2)

0ni1=06, + 1 mod 2.

Desta forma Lichtenberg demonstrou que o modelo bouncer simplificado é
equivalente ao mapa padrao. Embora o mapa padrao nao seja definido com
barras de valor absoluto na expressao de I, as propriedades do espaco de
fase de ambos os modelos sao basicamente as mesmas. Dada a equivaléncia
entre os dois modelos a quantidade I? é proporcional & energia da particula
no modelo bouncer.

4.3 Propriedades do espaco de fase

A figura 4.2 mostra o espaco de fase do mapa padrao para diferentes
valores do parametro K. O espago de fase da figura 4.2(a) foi construido
com K = 1073, valor que corresponde ao caso K ~ 0. Para este valor de pa-
rametro, a regiao de movimento cadtico é muito pequena para ser observada.
Praticamente todas as drbitas sao regulares. A figura 4.2(a) ilustra apenas a
porcao do espaco de fase para valores pequenos de I, onde observa-se a ilha
de movimento periédico correspondente ao ponto fixo (este ponto fixo tam-
bém é conhecido como centro, uma vez que trajetérias em sua vizinhaca nao
se afastam nem se aproximam dele). A drbita de periodo 2 ocorre em [ =7
e nao é mostrada para simplificar a visualizacao. Consistente com o teorema
KAM, ao aumentar o valor da nao-linearidade curvas invariantes sao gradati-
vamente destruidas, resultando no aumento da regiao de movimento cadtico.
Na figura 4.2(b) utilizamos K = 0.7. Existe um valor critico, K. ~ 0.9716,
tal que para K < K. as drbitas periddicas de periodos 1 e 2 estao separadas
por curvas invariantes. Para K = K. a tultima curva invariante que separa
estas duas orbitas periddicas é destruida. Para valores de K acima de K. as
curvas invariantes nao existem mais e, na média, o valor absoluto da variavel
I no mar de caos cresce sem limites, como ilustra a figura 4.2(c).

A expressao de I do mapa padrao (equagao (4.2)) normalmente é escrita
como
I,.1=1,+ Ksinf, mod 2. (4.3)

Como demonstrado por Chirikov [13], os pontos fixos obtidos considerando a
expressao acima dao origem a uma peculiaridade ao mapa padrao. Fazendo
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Figura 4.2: Em (a) € ilustrado o espaco de fase do mapa padrdao para K = 1073,

em (b) para K =0.7 e em (¢) para K = 1.5.

I,,w=1,=1"e0,.1 =0, =0 obtemos, da expressao de I,

Ksinf* =2mm, m=20,1,2,...
e da expressao de # obtemos
I"=2xl, 1=0,1,2,....
Os pontos fixos sao, portanto, dados por

o . [ 2mm
= arcsin
K

" = 27l

A matriz Jacobiana do mapa padrao é definida por

aln+ 1 aIn+1
OIn 90n

80n+ 1 a9'r7,+1
oI, 00n

(4.4)

(4.5)

(4.7)
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e seus elementos sao

1.
%21: .
8;511 = Kcosl,,
8?}:1 _ aé?zl 1 (4.8)
839:;1 - 8;521 =1+ Kcosb,.

Como discutido na secao 2.7, a estabilidade dos pontos fixos é determi-
nada resolvendo a equacao

det(J — AI) = 0. (4.9)

As solugoes da expressao acima sao

1
A= 5(2+KCOSH*:1:\/(2+KCOSH*)2—4). (4.10)

Desta forma os pontos fixos serao estaveis quando satisfeita a condicao
(2+ Kcos#*)* —4 < 0. (4.11)
Neste caso os pontos fixos sao elipticos. A expressao acima fornece
+(2+ Kcosf*) —2 < 0. (4.12)
Na expressao acima a escolha pelo sinal negativo permite-nos escrever
—4 < K cos 0", (4.13)

e o sinal positivo fornece
K cos0* < 0. (4.14)

Temos, portanto, que
—4 < Kcosf* <0. (4.15)
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Tomando o quadrado em cada termo obtemos
0 < K?cos® 0" < 16. (4.16)

Utilizando a expressdo (4.4) somamos K?2sin?6* = (2rm)? em cada termo
da expressao acima para escrevermos a relacao

(2mm)? < K? <16 + (2mrm)? ou 2mm < K < /16 + (2rm)2.  (4.17)

Este resultado fornece intervalos de K em que érbitas estaveis sao obser-
vadas para valores arbitrariamente grandes do parametro. O primeiro inter-
valo, obtido fazendo m = 0 na expressao acima, fornece que para 0 < K < 4
os pontos fixos sao estaveis. Para K > 4 os pontos fixos se tornam instaveis.
Fazendo m = 1, obtemos que em K = 27 inicia um novo intervalo em que
os pontos fixos sao estdaveis. Para K > /16 4 472 os pontos fixos se tornam
instaveis. E assim prosseguimos sucessivamente.

O critério de estabilidade apresentado foi obtido considerando a varidvel
I dada pela expressao (4.3). Vamos agora considerar a expressao de I sem
a fun¢do mod 27, como definida no mapa (4.2). Analisaremos o comporta-
mento de trajetérias com valores de 6 e I fornecidos pela expressao (4.6).

Fazendo m = 0 na expressao (4.6) de pontos fixos e substituindo no mapa
(4.2) obtemos que I = 2wl =constante. Contudo, para m # 0 os valores de
e I dados por (4.6) resultam numa trajetéria dada por

I, = 2mmn + Iy, Iy = 2nl. (4.18)

Este resultado indica que o valor da variavel I cresce monotonamente
com o numero de iteracoes n. As trajetérias vizinhas aquelas fornecidas
pela expressao acima também resultam em crescimento ilimitado de 1. As
trajetorias geradas pela expressao (4.18) e as dérbitas vizinhas sao chamadas
de modos aceleradores [11, 13].

A figura 4.3(a) ilustra modos aceleradores com K = 7. Os valores iniciais
de 6 e I sao aqueles dados pela expressao (4.6) com m =1el = 1. A érbita
com 6 constante corresponde ao modo acelerador dado pela equagao (4.18).
As outras drbitas sdo trajetdrias vizinhas aquela dada por (4.18). A figura
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4.3(b) mostra 6rbitas com os mesmos valores iniciais utilizados na figura
4.3(a) mas considerando I mod 27, como definido pela expressao (4.3). As
orbitas sao elipticas em concordancia com a condicao de estabilidade dada
pela equacao (4.17).

Na realidade, as trajetérias de movimento regular em torno do ponto
fixo eliptico da figura 4.3(b) ocorrem nas proximidades de [ = 0 e I = 27.
Como o tamanho desta regiao de movimento regular é pequeno, a parte
desta regiao que ocorre em I ~ 27 foi trazida para para junto da parte em
I =~ 0 subtraindo 27. Este procedimento foi adotado apenas para facilitar
a visualizacao do comportamento das trajetorias em torno do ponto fixo

eliptico.
(a) (b
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Figura 4.3: Em (a) sdo ilustrados os modos aceleradores para K =7, m =1 e
Il =1. Em (b) o processo iterativo foi realizado utilizando as mes-
mas condigoes iniciais empregadas em (a), mas agora foi considerado
I mod 2.

Os modos aceleradores que correspondem a outras orbitas periddicas na
expressao (4.3) podem ser determinados de forma andloga a que foi apresen-
tada acima e sdo encontrados nas referéncias [11, 13].

Temos, portanto, dois mecanismos diferentes de aceleracao de Fermi
[53, 13, 54]. Os modos aceleradores discutidos acima sao responsdveis pelo
crescimento regular da variavel I, originando o fenomeno de aceleracao de
Fermi como discutido por Pustylnikov [12]. O processo difusivo de cres-
cimento ilimitado de |I| observado na regiao de movimento caético para
K > K, figura 4.2(c), gera a aceleragao de Fermi na versao de Ulam [10, 11].
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Para K < K, estudamos as relagoes de escala das regioes de movimento
cadtico e regular. Para K > K, estudamos as propriedades de escala da
regiao de movimento cadtico, onde é observada aceleragao de Fermi no sentido

de Ulam.
4.4 Analise de escala

Definimos I_f(n) como o valor médio de I? calculado ao longo da érbita de
uma condi¢ao inicial, como definido na equagao (2.47). Determinamos assim
o valor médio (I2)(n) para M condicdes iniciais diferentes como definido
pela equagao (2.48). Obtemos ainda o valor médio (I?)(n) para M amostras
utilizando a definicio dada pela equagao (2.49). Neste estudo utilizamos
M = 10%. Este valor é suficiente para que o desvio padrao de (I2)(n) e de
(I*)(n) seja desprezivel.

Baseados no valor de K, estudamos as propriedades de escala das quanti-
dades médias (I2)(n) e (I?)(n) em trés regimes de nao-linearidade, definidos
como: i) transicao do regime integravel para o nao-integravel, em K ~ 0 ou
K < K., ii) transi¢ao de valores limitados para crescimento ilimitado das
quantidades médias (I2)(n) e (I?)(n), para K =~ K., e iii) o regime de no-
linearidade grande, para K > K.. Além disso descrevemos analiticamente
as relacoes de escala de uma versao estocastica do mapa padrao, a qual apre-
senta, mesmo para pequenos valores de K, crescimento ilimitado do valor
médio de 1.

4.5 Transicao de integravel para nao-integravel

Para K ~ (0 o mapa padrao esta préximo da transicao de integravel para
nao-integravel (equacdo (4.2)). Neste regime, as dérbitas de periodo 1 e pe-
riodo 2 estao separadas no espaco de fase por curvas invariantes. O espaco
de fase do sistema apresenta em torno de I = 0 uma ilha de movimento
regular envolvida por uma estreita regiao de caos. Desta forma estudamos as
propriedades de escala da transi¢ao de integravel para nao-integravel conside-
rando separadamente a regiao de movimento regular e a regiao de movimento
caotico.
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4.5.1 Propriedades de escala da regiao de movimento regular

Calculando (12)(n) para diferentes valores de K e Iy obtemos as curvas
da figura 4.4.

L MR BT MEEETT ER R L umu:
1x1d 1x1d 0 1x1d 1x1@

Figura 4.4: Grdfico log-log do valor médio (I2)(n), calculado para diferentes valores
de K e Iy, como fungdo de n. Estas curvas correspondem ao limite de
valores pequenos da nao-linearidade do mapeamento padrao.

Para I < K observamos que as curvas de (I12)(n) apresentam um regime
de crescimento para n pequeno. Para n suficientemente grande observamos
que (I2)(n) aproxima de um valor constante. Assim definimos n, como o
valor de n para o qual as curvas de (I2)(n), com Iy < K, mudam do regime
de crescimento para o regime de saturacgao.

As curvas com Iy > K sao caracterizadas por um regime inicial de valor
constante onde (I2)(n) ~ I2. Definimos n/, como o valor de n no o qual
as curvas de (12)(n) mudam do regime de valor constante para o regime de
crescimento. Definimos ainda n!, como o valor de n que caracteriza a transigao
do regime de crescimento para o regime de saturacao das curvas com [y > K.
A figura 4.4 mostra também que o regime assintético nao depende do valor
de Iy. Além disso n!l ~ n,.

Considerando as curvas com Iy < K descrevemos o crescimento inicial
de (I%)(n) como
(I?)(n, K, Ip) o< n* K", (4.19)

em que « é o expoente de crescimento e 3 é o expoente que define a depen-

déncia de (I?)(n) em K. O valor de « foi obtido para cada curva via ajuste
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no regime de crescimento. Utilizando valores de K no intervalo [107¢,1072]
obtemos o valor médio a = 1.91 + 0.01. O expoente (3 foi obtido do melhor
ajuste em um grafico de (I2)(n)/n® versus K para n < n,. Este procedi-
mento fornece § = 2.012 £ 0.005, como ilustrado na figura 4.5.

110° [0 2 n)/n “0OK | o )f
- f=2.012+0.005 7 —Rumerical datay

S 1xa0’t ; est fi 1
E\ 3 E =
o 1x10°F 1x1dh .
O - =oNumerical data; i ,

1x1g it — Best fit " n 0K

—13? P I T R (\ay Olzz_OSOSi ‘9‘??6‘ T B
1101,10° 1x10° 1><%<0'4 1x10° 1x10° P10,,06° 1x10° 1><|%0‘4 1x10° 1x10°

Figura 4.5: Em (a) temos o grdfico log-log de (I2)(n)/n® versus K para n < n,.
Em (b) temos o grdfico log-log da iterag¢ao de crossover n, como fung¢dao
de K. Os ajustes foram feitos via o método dos minimos quadrados.

Além disso descrevemos n, como
n, o< K7, (4.20)

em que z ¢ o expoente dinamico. O valor de z é obtido pelo melhor ajuste no
grafico de n, versus K, como ilustra a figura 4.5(b). O procedimento fornece
z = —0.505 £ 0.006.

Para n >> n, o regime de saturacio de (12)(n) é descrito por
()uue(n) o K7, (421)

em que vy é o expoente de saturagao.

Assumindo que (I?)(n) seja uma fungao das varidveis n, K, e [ entao
a transicao do regime integravel para o nao-integravel do mapa padrao é
descrita pela equagao homogénea

(I?)(n, K, I) = {I2)(1°n, I" K, II,), (4.22)

em que [ é um fator de escala e a, b e ¢ sao os expoentes de escala. Escolhendo



4.5 Transicao de integravel para nao-integravel 81

| = K~'/% a equacdo acima é reescrita como
(I%)(n, K, Iy) = K~V f(K=%'n, K=°1,). (4.23)

em que f = (I2)(K~%"n, 1, K~°/*I,) é constante para n > n,. Comparando
as equagoes (4.21) e (4.23) temos v = —1/b.

Da equacao acima temos também que a iteracao de crossover n, é dada
por
ng ~ K°. (4.24)

Desta expressao e da equacao (4.20) obtemos que z = a/b.

1/a

Escolhendo [ = n="* a equacao (4.22) se torna

(ﬁ)(n,K,[o) = nil/“g(n*b/aK,n*c/alo)
n~ /e gup (n=elagy). (4.25)

em que g = (I2)(1,n YK, n=¢I,). Para I, < K a funcdo h é constante.
Considerando o regime inicial de crescimento das curvas de (I2)(n), n < ng,
temos das equagoes (4.19) e (4.25) que a« = —(1 + by)/a e B =y.

Para I, > K observamos que o regime inicial das curvas de (I2)(n)
obedece a relacdo I2/K = constante. Definindo K’ = I°K e I}, = I°I; temos
que I2/K = I}?/K’. Desta forma obtemos ¢ = b/2. Temos assim o conjunto
de expoentes de escala

1
a = —ﬁfaz :0.48i0.02%§,
= - =—0.95+£0.05 ~ —1, (4.26)
b 1
c= 5 :—0.48i0.03%—§.
Além disso, como v = —1/b temos, portanto, que o expoente da satura-

¢ao é v = 1.06 £ 0.06.

A figura 4.6 mostra o colapso das curvas de (12)(n) da figura 4.4 apés as

transformacoes de escala n — ni® e (I2)(n) — (I2)(n)/l, com | = K~'/°.

Para Iy e K suficientemente pequenos podemos considerar para n < n,
que nK < 1. Considerando ainda # ~ 0 a funcdo seno na equacao (4.2)
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Figura 4.6: Por meio de transformagoes apropriadas de escala oblemos o colapso
das curvas de (I?)(n) da figura 4.4 em uma curva universal. O fator
de escala que utilizamos é 1 = K—1/°.

pode ser expandida até primeira ordem. O procedimento fornece I,, =~ nK6,,
ou seja, I? o« n?K?2. Este caso particular concorda bem com a descri¢ao do
crescimento inicial de (I2)(n) dado pela equacao (4.19).

Para valores de K no intervalo [0.1, K.) o mapa padrao estd longe da
transicao de integravel para nao-integravel. Apesar disto a descricao de escala
é feita pelos mesmos expoentes a e b obtidos para K ~ 0. Para I, > K, com
K € [0.1, K.) as drbitas se encontram acima de curvas invariantes. Assim
o caso Iy > K corresponde a regices do espaco de fase separadas da regiao
com [y < K. Como as trajetérias com Iy < K e com [y > K nao existem
numa regiao comum do espaco de fase, o valor do expoente ¢ nao pode ser
determinado.

4.5.2 Analise de escala da regiao de movimento cadtico

Uma dificuldade de estudar as propriedades de escala da transicao de
integravel para nao-integravel da regiao de movimento cadtico é o tamanho
pequeno desta regiao para K = 0. Desta forma obtemos a descricao de
escala da regiao cadtica no intervalo [0.1, K..). A figura 4.7 mostra as curvas

de (12)(n) para érbitas cadticas com Iy < K.

Seguindo um procedimento analogo ao realizado para a regiao de movi-
mento regular obtemos o expoente dinamico z. O melhor ajuste dos dados
de n, versus K fornece z = —1.43 £ 0.08, como ilustra a figura 4.8(a). Simi-

larmente o ajuste via minimos quadrados aos dados de (/2)g.(n) versus K
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Figura 4.7: A figura ilustra curvas de (I2)(n) calculadas como fungdes de n consi-

fornece v = 1.72 £ 0.04, como
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mostra a figura 4.8(b).

0.83 £ 0.06,
—0.58 £0.01.

derando orbitas pertencentes a regiao de movimento caotico.

Obtemos, assim, os

(4.27)
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Figura 4.8: Em (a) temos o grifico log-log de n, como fun¢ao de K e em (b) temos
0 valor de saturagio, (I?)sa(n), como fung¢io de K. O melhor ajuste
aos dados fornece, respectivamente, z = —1.43+0.08 ey = 1.724+0.04.
Os dados correspondem a condigdes iniciais pertencentes a regido de
movimento cadtico para K < K..

Para [y > K as 6rbitas se encontram acima de curvas invariantes, sepa-
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radas do mar de caos que existe em torno de I = 0. Assim, trajetérias com
Iy < K e com [y > K pertencem a regioes distintas do espago de fase. Desta
forma o expoente ¢ nao pode ser obtido. A figura 4.9 mostra o colapso das
curvas de (I2)(n) em uma curva universal para o caso em que Iy < K. Valo-
res pequenos de K nao fornecem bom colapso devido ao tamanho reduzido
da regiao caotica.

—37”””\ vl il ol il el
1x10
Pkl 1ad %X104 1x10

nl

Figura 4.9: Por meio das transformacées de escala (I2)(n) — (I2)(n)/l e n — nl®,
)

2
com | = K~Y%, obtemos o colapso das curvas de (I2)(n) correspon-
dentes a orbitas cadticas para K < K. (figura 4.7).

Observamos para K < K. que a descricao de escala do mapa padrao
fornece expoentes diferentes quando comparamos os resultados obtidos para
érbitas regulares com os obtidos para oOrbitas cadticas, equacoes (4.26) e

(4.27).
4.6 Regime K > K,

Nesta secao apresentaremos a descricao de escala da regiao de movimento
cadtico para K 2 K,.. Este regime de nao-linearidade caracteriza a transigao
de valores limitados de I para o regime de aceleragao de Fermi (no sentido
de Ulam). Definindo K, = K — K., estudamos as propriedades de escala do
mapa padrao para K, 2 0.

A figura 4.10 mostra as curvas de (12)(n) para diferentes valores de K,.
Observamos para valores pequenos de n que (I2)(n) cresce lentamente. Para
valores de n suficientemente grandes as curvas de (I2)(n) apresentam incli-
nacao maior.
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Figura 4.10: Curvas do valor médio de I? caracterizando a transigao de cresci-
mento limitado para crescimento ilimitado de (I?)(n) (K, = K —
K. 2 0) do mapa padrao.

Definimos n, como o valor de n que caracteriza a mudanga do regime
inicial de crescimento lento para o regime de crescimento mais acentuado.
Observamos que n, cresce a medida que K, diminui de acordo com a relagao

n, o< K2, (4.28)

em que z = —2.99£0.09, como ilustra a figura 4.11(a). Como z < 0 observa-
mos que n, diverge no limite K, — 0. Isto significa que K, = 0 caracteriza
a transicao de crescimento limitado para crescimento ilimitado de (12)(n).
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Figura 4.11: A figura (a) ilustra, em escalas log-log, o grdfico de n, como fungdo
de K.. Em (b) temos o grifico de (I?)(n)/n versus K,. O ajuste

via minimos quadrados fornece, respectivamente, z = —2.99 + 0.09 e

8 = 3.06 £ 0.05.
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O crescimento das curvas de (12)(n) observado para n > n, é descrito
por
(I?)(n) < n°KP. (4.29)

O valor de a é obtido diretamente via ajuste nas curvas de (I2)(n) para n
grande. Para 11 valores de K no intervalo [8.4 x 1073, 1.284 x 10~!] obtemos
o valor médio a = 0.99 + 0.03. O valor do expoente ( é obtido do grafico de
(I2)(n)/n versus K,. O procedimento é ilustrado na figura 4.11(b) e fornece
G = 3.06+0.05. Como a ~ 1 e [~ 3 entao o regime de crescimento de

(I?)(n) para n > n, é bem descrito por (I2)(n) o< nK?.

Para K > K. descrevemos (I2)(n) pela relacio de escala

(I?)((n, K,.) = I{I?)(In, I"K,.). (4.30)

—1/b ~ .
Escolhendo [ = K, /" a equacao acima se torna

(I?)(n, K,) = KV f(K-%'n). (4.31)

Da equacao acima temos que o crossover n, € dado por
ng o< K°. (4.32)

Comparando esta expressao com a equagao (4.28) temos que z = a/b. Pros-
seguindo, reescrevemos a equagao (4.31) como

(I%)(n, K,) oc K7V (K-9/0)®, (4.33)

Considerando o limite n > n,, comparamos as equagoes (4.29) e (4.33)
para obter t = e —1/b = za + f3.

Escolhendo | = n~'/% a equacdo (4.30) se torna

(I>)(n,K,) = n_l/“g(n_b/“Kr)
o« nTVenTAR,)Y. (4.34)

Comparando esta expressao com a equacao (4.29) obtemos para n grande
quey = fe—1/a=a+F/z. Comoa=x1,z~ —3e [~ 3, temos que
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—1/a =~ 0e —1/b~ 0. Os valores de a e b portanto divergem. Contudo a
razao entre eles é finita pois z = a/b ~ —3. Escolhendo | = KV temos,
portanto, que [ ~ 1 e nl® = nK_*. Desprezando um pequeno transiente
inicial, obtemos o colapso das curvas de (I2)(n) mostradas na figura 4.10 em
uma curva universal, como mostra a figura 4.12.
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Figura 4.12: Colapso das curvas de (I2)(n) originalmente mostradas na figura 4.10
em uma curva universal.

A figura 4.13(a) mostra o valor médio (I?)(n) como fungao de n. Com
excecao de um curto estagio inicial onde as curvas sao irregulares, o compor-
tamento de (I?)(n) é essencialmente o mesmo de (12)(n). Além disso, ambas
as médias (I?)(n) e (I2)(n) sdo descritas pelo mesmo conjunto de expoen-
tes. A figura 4.13(b) mostra o colapso das curvas de (I?)(n) em uma curva
universal.

4.7 Regime de nao-linearidades fortes (K >
K,)

Como discutido na secao 4.3, o mapa padrao apresenta dois mecanismos
pelos quais o fenomeno de aceleracao de Fermi é obtido. Um deles se deve
ao crescimento regular da variavel I dado pela expressao (4.18) e as érbitas
vizinhas a esta trajetéria (figura 4.3(a)). O outro mecanismo de aceleracao
se deve as oOrbitas cadticas que, na média, apresentam crescimento ilimitado
da varidvel I2. Na secao anterior estudamos as propriedades de escala para
K 2z K.. Agora vamos obter a descri¢ao de escala no limite K > K., longe
da transicao de crescimento limitado para crescimento ilimitado do valor
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Figura 4.13: A figura (a) ilustra, em escalas logaritmicas, curvas de 12 em funcio
de n para diferentes valores de K. (b) Colapso das curvas mostradas
em (a) em wma curva universal. As grandezas médias 12 e I? sio
descritas pelos mesmos expoentes de escala.

médio de I°.

Empregando 103 condicoes iniciais caracterizadas por valores aleatérios
de 6, e diferentes valores de Iy na regiao de movimento cadtico calculamos
a grandeza média (I2)(n) definida pela equacio (2.48). Apresentamos na
figura 4.14 as curvas de (I2)(n) para dois valores de K. Empregamos valores

diferentes de I, satisfazendo ambos os casos Iy < K e I > K.
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Figura 4.14: A figura ilustra o crescimento ilimitado das curvas de <ﬁ>(n) no re-
gime de nao-linearidade grande (K > K.) para diferentes valores de
K e IQ.

Observamos para Iy < K que as curvas de (I%)(n) sdo caracterizadas por
um regime tnico de crescimento. Para os casos em que [y > K, as curvas de
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(I2)(n) apresentam um regime inicial constante em que (I12)(n) ~ I2. Depois
a quantidade média (I2)(n) cresce e converge para as curvas com mesmo
valor de K. Para valores grandes de n observamos que (I2)(n) nao depende

de ]0.

Considerando as curvas para as quais [y < K, descrevemos o crescimento
de (I?)(n) como

(I?)(n) oc n“K”, (4.35)
em que « € o expoente de crescimento e 5 é o expoente que relaciona a
dependéncia de (I2)(n) com o parametro K. O expoente o é obtido via
ajuste em lei de poténcia. Utilizando valores diferentes de K no intervalo
[10%,10°] obtemos o valor médio o = 0.999 + 0.001(= 1). O melhor ajuste
no grafico de (I2)(n)/n versus K, como ilustrado na figura 4.15(a), fornece
£ =2.02+0.02.

Definimos n, como o valor de n que caracteriza a mudanca do regime
de valor constante para o regime de crescimento das curvas de (I2)(n) com
Iy > K. Observamos na figura 4.14 que n, depende de K e I;. Portanto
escrevemos n, como

ng o< 15V K™, (4.36)

onde z; e 2z, sdo os expoentes dinamicos. Fixando K em 10% e utilizando
diferentes valores de Iy, maiores que K, obtemos n, como funcao de I,. O
melhor ajuste a estes dados fornece z; = 1.98 4+ 0.02, como ilustrado na
figura 4.15(b). Similarmente utilizamos valores diferentes de K e utilizando
Iy = 105(> K) obtemos n, como funcao de K. O procedimento é apresentado
na figura 4.15(c) e fornece z, = —1.984+0.02. Observamos, assim, que n, — 0
quando Iy — 0. Semelhantemente n, diminui com o aumento de K.

Considerando (I2)(n) como uma funcio das varidveis nK?® e I, descre-
vemos o regime K > K, pela relacao

(I2)(nK*, Iy) = I{I2) (I'n K" [°I). (4.37)

Como sera demonstrado, o valor do expoente = é relacionado aos expoentes
criticos av e 3 e obtemos seu valor através das propriedades de escala do mapa
padrao para K > K..



4.7 Regime de nao-linearidades fortes (K > K,) 90

1x109%’ 0%gnyn OK”? * 7 n 01" ;
- f=2.02 +0.02 1 pad: 2=1.98+0.02
c : i
/\é‘lxldsé 3 < E 3
~ E 4 c
N L _ ] 1x10' _ .
- : =eNumerical dataj =oNumerical data;
110 3 — Best fit 3 B — Best fit §
" | | . (aF 1x10°E N (o)
LA g 1><K1€ 1x1d 1x10 1x10 11105 vad
0
O
1adt =Numerical data.

— Best fit

c [
1x10' E
nOK®
- 2,=-1.98+0.02 i
vade, o
1x10 1xK10“ 1x10

Figura 4.15: Em escalas log-log temos: em (a) o grdfico de (I2)(n)/n versus K, em
(b) o grifico de n, como fungao de Iy e em (c) a dependéncia de ny no
parametro K. O melhor ajuste dos dados fornece, respectivamente,
6 =2.02+0.02, 21 =1.98 +0.02 € zo = —1.98 £ 0.02.

Definindo [ = (nK?®)~"/¢ a expressdo acima é reescrita como
(I2)(nK", Io) = (nK™) Y f(nK")"“/"Iy), (4.38)

em que f = (I2)(1, (nK*)~¢/I;). Da equacio acima escrevemos
(I?)(nK*®, Iy) oc (nK®)"YI(nK®)~¢/ )Y, (4.39)
Para n >> n,, observamos que as curvas de (12)(n) nao dependem de Ij.
Portanto neste limite y = 0. Assim, comparando as equagoes (4.35) e (4.39),
obtemos —1/d = a e —x/d = . Temos portanto z = /a. Para n < n,

temos duas possibilidades: (i) Para Iy < K tem-se y = 0 na equagao (4.39);
(ii) Para Iy > K temos y = 2. No ultimo caso (figura 4.14) (I?)(n) nao
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depende de n nem de K. Portanto —1/d — ey/d = —z/d — exy/d = 0. Ou
sejae = —1/y = —1/2. Além disso, como a = 0.9994+0.001 e 5 = 2.02+0.02,
temos r = /a=2.024+0.02ed=—1/a = —1.001 £ 0.001.

Escolhendo [ = [, e a equagio (4.37) se torna

(Y (nK*, Ip) = I, g(I; "“nK®). (4.40)

Desta relacao temos que o crossover n, é dado por

18
Nng; X —— ou
KJ:
[2 1/a
Ny o <?0ﬁ) : (4.41)

Aqui temos que 2/a = 2.002 £ 0.002 e §/a = 2.02 + 0.02. Comparando
a expressao acima com a equagao (4.36) observa-se boa concordancia com os
expoentes z; = 1.98 £0.02 e 2o = —1.98 & 0.02, respectivamente.

Finalmente, utilizando [ = I, Ve I2 e as transformagoes de coordena-
das n — [7YenKP/® ¢ (I2)(n) — (I2)(n)/l, obtemos o colapso das curvas de

(I?)(n). A figura 4.16 ilustra o procedimento.

F ooK=10", 1 =10

£ 0
N - ook=10", 1,210
= F vvK=10", 1 =10
T 1x10: P
= - oek=10",1=10
o~ 3 3. .4
| - . ooK=10", 1 =10

1x10 .
1x10° 1x102 1x1d 1x10 1x10°
Bla, -2/a

K~

Figura 4.16: Colapso das curvas de (I2)(n) originalmente mostradas na figura 4.14
em uma curva universal para o limite K > K.

Na figura 4.17(a) mostramos curvas de (I?)(n) para o caso em que
K > K.. Utilizando o mesmo conjunto de expoentes e aplicando as mesmas
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transformacoes de escala descritas acima obtemos o colapso das curvas de
(I*)(n) em uma curva universal, como ilustra a figura 4.17(b).

o~
__1x10% <> 10
e £ = 3 3
= = ) ;
NI:I ~ . coKk=10, 110"
== K=10", 1,=16° 7 (b)’i
E 1X101:me vl il il Sl

B SR @) ix1¢ 1x1d  1x1d 1x1d  1x1d°

ix1d  1x1d nlxlo“ 1x16 nk 7| 0_2/0'

Figura 4.17: Em escalas logaritmicas, temos na figura (a) a quantidade média
(I?)(n) como funcio de n para K > K.. (b) Transformagées apro-
priadas das escalas colapsam as curvas de (I?)(n) em uma curva
universal.

4.8 Versao estocastica do mapa padrao

O estudo de versoes estocasticas iniciaram-se com Hammersley no estudo
do modelo de Fermi-Ulam com deslocamentos aleatérios da parede movel
[44]. Como demonstrado por Hammersley, neste sistema a particula apre-
senta crescimento ilimitado de energia. Uma outra versao do modelo de
Fermi-Ulam onde ambas as paredes apresentam movimento estocéastico foi
apresentada recentemente por Karlis et al. [55]. O estudo destas versoes
estocdsticas simulam o processo complexo de interacao de uma particula em
contato com um reservatério térmico.

Neste trabalho introduzimos estocasticidade no mapa padrao atribuindo,
em cada iteragao, valores aleatdrios no intervalo [0,27) a varidvel 6,. No
entanto, continuamos a calcular a variavel I de acordo com a equagao (4.2).
Assim, apds n iteragoes, a variavel I, ; que caracteriza o valor da agao de
uma condicao inicial 7 é dada por

n—1
Li=1Io;+ Y _sinby. (4.42)
k=0
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Tomando a média do quadrado da expressao acima ao longo da trajetoria,
como definido na equacao (2.47), temos

n—1 n—1 k 2
1
I}(n) = - — |+ DI +2K15» (n—k)sinf + K> <Z sin@k,>

k=0 k=0 \k'=0

(4.43)

Considerando agora M orbitas diferentes calculamos a grandeza média
(I?)(n) definida na equagio (2.48). Como os valores de 6 para cada condigao
inicial e para cada iteracao sao obtidos de forma independente entao para M
suficientemente grande o valor médio de sin #; é aproximadamente zero en-
quanto o valor médio de sin? ), é aproximadamente 1/2. Assim, considerando
o mesmo valor de [y para todas as M trajetorias obtemos

2

(I?)(n) = I2 + an. (4.44)

A expressio acima revela que a quantidade média (12)(n) cresce sem
limites, desde que K # 0. Em termos das varidveis do modelo bouncer
isto significa que a particula apresenta crescimento ilimitado de energia. Na
figura 4.18(a) mostramos as curvas de (I12)(n) dadas pela equacao (4.44) para
diferentes valores de K e Iy. Para I, < K as curvas de (12)(n) ndo dependem
de Iy. Para I, > K, no entanto, observa-se que (I2)(n) é essencialmente
constante, (12)(n) ~ I2, para valores pequenos de n. Os resultados obtidos
numericamente concordam bem com aquele fornecido pela equagao (4.44),

como mostra a figura 4.18(b).

Para Iy > K e n < n, temos da equacdo (4.44) que (I?)(n) ~ I2. Por
outro lado, para n > n, a equacdo (4.44) fornece (I2)(n) ~ K>n/4. Portanto
o crossover n, € dado por

I 2 (4.45)
Ny ~ — ) . )
K

Descrevendo (I2)(n) em termos das varidveis nK? e Iy temos

(I2)(nK?, 1) = {I?)(I"n K2, I°Iy). (4.46)
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Figura 4.18: Em (a) mostramos o crescimento ilimitado das curvas de (I2)(n)
para a versao estocdstica do mapa padrao. Em (b) comparamos os
resultados tedricos com os dados numéricos. A figura (c) ilustra o
colapso das curvas de (I2)(n), originalmente mostradas em (a), em
uma curva universal.

Escolhendo | = (nK?)~!/? reescrevemos a expressio acima como

(T (nk?, 1) = (nK?) " f(nk?)~1,). (4.47)

Para n > n, as curvas de (12)(n) nao dependem de I e, portanto, temos
que f = (I2)(1, (nK?)~¢/Iy) é constante. Assim, para n > n, temos das
equagoes (4.44) e (4.47) que —1/d = 1.

Escolhendo | = Io_l/e temos, da equacgao (4.46),

(P)(nK? Io) = Iy "g(I; /*nK?). (4.48)



4.9 Conclusoes 95

Desta relacao temos que a iteracao de crossover n, é dada por

ng ~ IY° K2, (4.49)

Comparando as equacoes (4.45) e (4.49) temos que d/e = 2. Temos,
portanto, os expoentes d = —1 e e = —1/2.

A figura 4.18(c) mostra que transformacoes apropriadas de escala, n —
nl?K? e (I?)(n) — (I2)(n)/l, com | = ]0—1/e = [2, colapsam as curvas de

(I?)(n) em uma curva universal.
4.9 Conclusoes

Neste capitulo estudamos as propriedades de escala do mapa padrao de
Chirikov. Os resultados obtidos também sao validos para o modelo bouncer
de Pustylnikov devido a equivaléncia entre estes sistemas. Tendo como re-
feréncia o valor critico K. investigamos as propriedades de escala do mapa
padrao em trés regimes de nao-linearidade.

e (i) Estudamos a transicao do regime integrével para o nao-integravel,
K =~ 0, para orbitas de movimento regular. Além disso verificamos
que a descricao de escala da regiao de movimento regular é a mesma
no intervalo [107%, K.). O regime de crescimento das curvas de (12)(n)
com K = 0 ocorre para n < n,, sendo descrito por (I2)(n) oc n?K?.

As propriedades de escala que caracterizam a transicao de integravel
para nao-integravel da regiao de movimento cadtico sao dificeis de se-
rem obtidas devido ao tamanho pequeno desta regiao. Desta forma
estudamos as propriedades de escala da regiao de movimento cadtico
para valores de K no intervalo [0.1, K.). No entanto, esperamos que
a descricao de escala para a regiao de movimento cadtico possa ser
estendida até K ~ 0, como é o caso para érbitas regulares.

Para K € [0.1, K.) o regime de crescimento apresenta poucos pontos e
nao permite que os expoentes a e 3 sejam obtidos. Uma outra dificul-
dade com relagao ao intervalo K € [0.1, K.) é a obtengao do expoente
c. As curvas de (I2)(n) para I > K se encontram acima do valor de
saturacao, em outras regioes do espaco de fase. Desta forma o expoente
¢ nao pode ser obtido.
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e (ii) Para K 2 K. estudamos as propriedades de escala da regiao de
movimento cadtico. Em K = K. os valores médios de I? mudam do
regime de valores limitados para crescimento sem limites. O regime
de crescimento é observado para n > n, e descrito por (I2)(n) o
anf’, em que K, = K — K.. No limite K, — 0 observamos que n,
diverge confirmando que em K, = 0 ocorre a transicao para o regime
de aceleracao de Fermi.

e (iii) Para K > K. o regime de crescimento é descrito por (/2)(n) o
nK? e ocorre para n > n,.

No estudo da versao estocastica observamos que a quantidade média
(I?)(n) cresce, sem limites e independente do valor de K, de acordo com a

relagao (I2)(n) oc nK?.

A tabela 4.1 resume a descri¢ao de escala do mapa padrao. Para K 2 K,
e K > K. observamos que a quantidade média (I2)(n), obtida na regido
de movimento cadtico, cresce sem limites de forma proporcional a n. Por
outro lado, o crescimento regular da varidavel I dado pela expressao (4.18)
fornece que I? = (2rm + Iy/n)*n?. Desta forma, no regime assintético (n —
o0) temos para os modos aceleradores que I2 cresce de forma proporcional
a n?. Percebemos, portanto, que estes modos aceleradores nao afetam de
forma significativa a regiao de movimento cadtico que os envolve. Para a
versao estocastica do mapa padrao, temos que o crescimento ilimitado do

valor médio de I? é descrito por (I12)(n) o n.

No capitulo 3 apresentamos a andlise de escala para a transicao do re-
gime integravel para o nao-integravel do modelo de Fermi-Ulam. A andlise
foi feita para orbitas cadticas na regiao de energias baixas. Vamos, portanto,
comparar os expoentes do modelo de Fermi-Ulam com os expoentes obtidos
para Orbitas cadticas na transicao de integravel para nao-integravel do mapa
padrao. O célculo da energia média como fungao da variavel n para o modelo
de Fermi-Ulam fornece os expoentes a =~ 1 e b ~ —1 (expoentes relacionados
as varidveis n e g, respectivamente). Os expoentes obtidos para o mapa pa-
drao relacionados as variaveis n e K sao, respectivamente, a = 0.83 £ 0.06 e
b= —0.58 0.01. Portanto, a transicao de integravel para nao-integravel do
modelo de Fermi-Ulam e do mapa padrao é descrita por expoentes diferen-
tes. Apesar de serem unidimensionais, estes sistemas, portanto, pertencem a
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4.9 Conclusoes
Variaveis | Expoentes Regime de
Regime de escala | de escala crescimento
(I?)(n) < n® K19
K e€[1075,09] | n a=0.48(2) ~ 1/2 n < ng
érbitas regulares | K b=—-0.9505)~ —1 a=191(1)~ 2
Iy c=—-0483)~ —1/2 | # =2.012(5) =~ 2
K €10.1,09] |n a = 0.83(6) n < ny
érbitas cadticas | K b= —0.58(1)
n a — +o0o n > n,
K> K, K, b — Foo a=0.993) ~ 1
a/b=-29909)~ -3 | f=3.06(5)~3
nK P/ d = —1.001(1) n>n,
K> K, Iy e=-1/2 a=10.999(1) = 1
B =2.02(2) ~2
Versao nk? d=— n > n,
estocastica Iy e=-—1/2 a=1
g=2

Tabela 4.1: Andlise de escala do mapa padrao. Para K > K, tem-se que KT = K, ..
Para os outros casos KT = K.

classes de universalidade distintas. Este resultado é um reflexo das diferentes

propriedades destes sistemas. O espacgo de fase do modelo de Fermi-Ulam é

caracterizado, na transicao, por um mar de caos global na regiao de energia

baixa. O mapa padrao, por sua vez, apresenta a mesma transi¢ao com orbitas

regulares predominando na maior parte do espacgo de fase.

Os resultados que apresentamos aqui foram publicados na revista Journal
of Physics A: Mathematical and Theoretical [56].



CAPITULO 5

O modelo bouncer dissipativo
simplificado

5.1 Introducao

Neste capitulo fazemos a descricao de escala de uma versao do modelo
bouncer que contrai area no espaco de fase. Introduzimos colisoes inelasticas
da particula com a plataforma oscilante através de um coeficiente de resti-
tuicao pu. Para g = 1 as colisoes sao elasticas e, como descrito na capitulo
anterior, o sistema apresenta aceleracao de Fermi para determinados valo-
res de parametro e condicoes iniciais. Para pu < 1, no entanto, o sistema
é dissipativo e a energia média sempre cresce para tempos curtos e satura
para tempos longos. Em outras palavras, as colisoes inelasticas suprimem a
aceleracao de Fermi. Temos, assim, um outro tipo de transicao ao variar o
parametro f.

Aplicagoes envolvendo o fenomeno de aceleragao de Fermi tem desper-
tado interesse em vdrias areas da fisica como Optica [28, 29], astrofisica
[34, 35|, fisica de plasmas [33], fisica atomica [30] e também a classe de
problemas dos bilhares [57].

Neste capitulo caracterizamos a transicao de crescimento ilimitado para
crescimento limitado de energia. O estudo consiste em obter a descrigao
de escala do desvio quadratico médio da velocidade calculado em funcao do
tempo. A andlise considerando o valor médio do desvio quadratico como
funcao do nimero de choques é encontrada na referéncia [58].
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5.2 O modelo

O modelo bouncer, como ja discutido no capitulo 4, consiste de uma par-
ticula que, sob aceleracao da gravidade, cai e colide contra uma plataforma
oscilante. No presente trabalho as colisoes inelasticas sao introduzidas defi-
nindo um coeficiente de restituigao p € [0,1). Ao colidir temos, no referencial
da parede oscilante, que os valores de velocidade da particula imediatamente
antes e imediatamente apds o choque! se relacionam por Vjﬁj = — ,LLVZ-’j'. Desta
forma a quantidade 1—p define a fracao da velocidade que, em valor absoluto,
é perdida devido ao choque inelastico.

Consideramos aqui a versao simplificada do modelo bouncer. A simplifi-
cagao consiste em preservar a transferéncia de energia entre a plataforma e a
particula assumindo uma posicao fixa para a plataforma. Esta simplificacao
preserva a nao-linearidade do problema e torna as simulacoes mais rapidas
com relagao a versao completa [15], uma vez que nao é necessario resolver
equagoes transcendentais. Definindo as variaveis adimensionais V,, = v,w/g,
t, = wt!, e = ew?/g e ¢, = t, + ¢, como na segao 4.2, o modelo bouncer
dissipativo é descrito pelo mapa

Vit = |pVo — (1 + plesingnal,
Oni1 = On+ 2V, mod 27. (5.1)

As barras de valor absoluto sao necessarias para evitar que a particula seja
encontrada abaixo da parede, regiao proibida na versao simplificada. Este
sistema contrai area no espaco de fase. O determinante da matriz Jacobiana
é dado por det J = p sign[uV, — (14 p) sin ¢,,41] [58], em que sign(z) = —1
para z < 0 e sign(x) = +1 para z > 0. Observamos pelo mapa dado
acima que a dinamica do modelo bouncer dissipativo é governada por dois
parametros de controle: p e €.

Para ;1 = 1 o mapa dado pela equagao (5.1) recupera o modelo bouncer
em que as colisoes sao eldsticas, dado pela expressao (4.1). Neste caso, como
discutido no capitulo 4, as érbitas cadticas apresentam crescimento ilimitado
de energia para ¢ > K./4 ~ 0.2428 [11, 13]. O foco do presente trabalho é
estudar as propriedades de escala do modelo bouncer dissipativo para & >

1O célculo de mudanca de referenciais é encontrado na secdo 3.2.1 onde foi obtido o
mapa para o modelo de Fermi-Ulam
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0.2428 no limite p ~ 1, onde ocorre a transicao de crescimento sem limites
para o crescimento limitado da energia do sistema.

5.3 Analise de escala

Considerando a ¢érbita de uma condicao inicial determinamos o valor
médio VZ(t) como definido pela expressio (2.43) e, considerando um con-
junto com M condigoes iniciais diferentes, determinamos a quantidade média
(V2)(t), como definida pela equacao (2.44).

A figura 5.1 mostra a quantidade (V2)(t) para u = 0.999 e ¢ = 60. Além
disso consideramos M = 10? condicoes iniciais diferentes. Este valor de M
é suficiente para que o desvio padrao de (V2)(t) seja menor que os simbolos
empregados na curva. Observamos que (V2)(t) apresenta um regime inicial
de crescimento. Para tempos longos (V2)(t) atinge um regime de saturacao.
A saturacao de (V2)(t) para tempos longos confirma que a energia nao cresce

sem limites.
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Figura 5.1: A figura ilustra uma curva tipica da média do quadrado da velocidade
para a versao simplificada do modelo bouncer dissipativo.

No capitulo 3 vimos que o modelo simplificado de Fermi-Ulam apresenta
decaimento da energia média no regime de tempos longos, equacao (3.34).
Como a versao simplificada nao leva em consideracao colisoes diretas entao
o tempo entre colisoes é grande toda vez que a velocidade da particula se
torna pequena (secao 3.4). No modelo bouncer, contudo, o intervalo entre
colisoes, 2V,,, é pequeno quando a velocidade da particula se torna pequena
(equagao (5.1)). Esta caracteristica, contraria a do modelo de Fermi-Ulam,
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explica porque ao invés de decair a energia satura em tempos longos para a
versao simplificada do modelo bouncer.

Em vez de estudarmos as propriedades de escala de (V2)(t) considera-
mos a média do desvio da velocidade [22], também chamada de rugosidade,
definida pela equacao (2.46).

Como a transicao que estamos interessados em investigar ocorre em p = 1
é apropriado definir um novo parametro p, = (1 — p). Em termos deste pa-
rametro estudamos as propriedades de escala do modelo bouncer dissipativo
quando o sistema estd préximo da transigao, ou seja, quando u, = (1—p) =~ 0.

A figura 5.2(a) mostra as curvas de rugosidade em funcao do tempo para
valores diferentes de p, e €. Observamos que todas as curvas apresentam
o mesmo comportamento no sentido de que a rugosidade cresce no regime
de valores pequenos de tempo e, para tempos longos, a rugosidade atinge
um valor estaciondrio no qual (W)(t) nado depende do tempo. Além disso
definimos t, como o valor do tempo para o qual as curvas de rugosidade
mudam do regime de crescimento para o regime de saturacao.

Substituindo a varidvel ¢ pela nova varidvel te? a descricao de escala
torna-se mais direta. A figura 5.2(b) mostra as curvas de rugosidade em fun-
cao de te?. Em termos desta nova varidvel as curvas de rugosidade colapsam
no regime inicial de crescimento. Assim, para valores pequenos de tempo as
curvas de rugosidade sao descritas pela relacao

(@)(1) o (te*), (5.2)

em que [ é o expoente de crescimento. O valor médio obtido para 55 combi-
nacoes diferentes de p, e € é = 0.334 4+ 0.008.

Da figura 5.2(b) observamos também que o valor de saturagao depende
dos parametros p, e €. Portanto, em termos destes parametros, descrevemos
a saturacao das curvas de rugosidade pela relacao

(@) gar(t) o Ml (5.3)

Os expoentes 71 e 2 sao os expoentes de rugosidade. Fixando o valor de p,
e utilizando valores diferentes de € obtemos, do grafico de (W) (t) versus e,
o valor do expoente ;. A figura 5.3(a) ilustra o procedimento, que fornece
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Figura 5.2: Em (a) temos curvas de rugosidade como funcgées do tempo para va-
lores diferentes de p, e e. Em (b) temos as curvas de rugosidade
apresentadas em (a) como funcées da nova varidvel te2.

v1 = 0.99 4+ 0.01. Similarmente fixamos o valor de ¢ e, utilizando valores
diferentes de ., obtemos 7, = —0.510 + 0.001, como ilustra a figura 5.3(b).
Como 7, € negativo entdo o valor de saturacdo (W)sat(t) diverge no limite
i — 0, como esperado.

Ainda da figura 5.2(b) observamos que a varidvel de crossover t,e? tam-
bém depende de ambos os parametros p,. e €. Escrevemos, portanto,

t.e? oc et (5.4)

em que z; € z sao os expoentes dinamicos. Os valores dos expoentes z; e
29 sao obtidos via ajustes dos dados de t, como funcao de € e pu,, respec-
tivamente. Assim fixamos o valor de p e variamos o valor de € para obter
21 = 2.98£0.02, como ilustra a figura 5.3(c). Por outro lado, fixando o valor
de € e empregando valores diferentes de p,. obtemos 2o = —1.49 +0.01, como
ilustrado na figura 5.3(d). No limite u, — 0 t.&? diverge, como esperado.

Agora que conhecemos os expoentes dinamicos (3, v, Ve, 21 € 2o estamos
prontos para iniciar a descricao de escala do modelo bouncer dissipativo.
Para p, ~ 0 descrevemos a rugosidade em termos das varidveis te?, u, e €
pela relacao

(@) (e, pr, te?) = @) (1%, 1"y, It?), (5.5)

em que a, b e ¢ sao expoentes de escala e [ é um fator de escala. Escolhendo
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Figura 5.3: As figuras ilustram, em escalas log-log, os ajustes via minimos qua-
drados dos dados numéricos. Em (a) e (b) temos, respectivamente, o0s
valores de saturagcao da rugosidade como funcgoes de € e de p,. De
forma similar, as figuras (c) e (d) ilustram os valores de t,e* como
funcoes de € e de .

| = (te?)~1/¢ a expressdo acima se torna
(@) (e, pr te?) = (1) 7on((t7) "/ e, (1%) " my ), (5.6)

em que h = (w)((te?)~%°¢, (te?)~%u,, 1). Para valores pequenos do tempo a
fungao h é constante. Assim, comparando as equagoes (5.2) e (5.6) obtemos
a relagdo f = —1/c. Os argumentos da fungao h fornecem os expoentes do
tempo de crossover. Do primeiro argumento temos que

t.e? oc e, (5.7)

Comparando esta expressao com a equagao (5.4) obtemos z; = ¢/a. O se-
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gundo argumento da func¢ao h na equagao (5.6) fornece

t.e? oc pcl®. (5.8)

T

Comparando as expressoes (5.4) e (5.8) obtemos z; = ¢/b.

Escolhendo | = £71/% a expressdo (5.5) é reescrita como

(@) (e, o te?) = e~V fle Vg, eclate?)

5.9
o Efl/a(gfb/aur)mg(gfc/at(gQ). ( )

Para tempos longos a funcao g é constante. Comparando a expressao
acima com (5.3) temos que —1/a — bx/a = v, e que © = 9. Temos, desta
forma, a relacao

1+ay +by, =0. (5.10)

Utilizando as relagoes entre os expoentes de crossover com os expoentes de
escala obtemos b = a(z1/z2). Empregando este resultado na relacao (5.10)

encontramos
Z9

@ = —— 2 = _0.498 + 0.005, (5.11)
Y1%2 + Y221

b= —— L 1004001 (5.12)
Y122 + V221

¢ o= —— 122 148+0.03. (5.13)
Y1%2 + Y221

A figura 5.4 mostra o colapso das curvas de rugosidade originalmente
mostradas na figura 5.2(b) em uma curva universal.
5.4 Relacao entre as variaveis tempo e nu-
mero de choques
A andlise de escala da rugosidade como funcao do nimero de choques,
obtida na referéncia [58|, revela que o regime de crescimento é descrito por

(@)(t) o< n'/2. Nés confirmamos este resultado ao relacionar o nimero médio
de choques com tempo.

Acompanhando a 6rbita de uma condicao inicial no tempo obtemos o nu-



5.4 Relacao entre as varidveis tempo e ntimero de choques 105

&

x 4 1

L 1x16% eou=1x10 ', &=1x10" |

= _ 3 02

= oo =1x10 7, &=5x1

I3 o0 =1x10°", £=1x10°
o =1x10°7, e=1x10"

20 vl ol ol il sl ol

1x10° =2 -

1x10°  1x10°  1x100  1xad
a

2, —cla —clb
(te) e 1

Figura 5.4: A figura ilustra o colapso das curvas de rugosidade originalmente apre-
sentadas na figura 5.2(b) em uma curva universal.

mero de colisbes N;(t) que a particula sofre até o instante t. O procedimento
é realizado para M condigoes iniciais diferentes. Assim obtemos o ntimero
médio de choques (N)(t) como definido pela expressao (2.45).

A figura 5.5 mostra o comportamento tipico de (N)(¢) como fungao de
te? obtido na analise. Nesta figura utilizamos p, = 1072 e ¢ = 10. A figura
5.5 revela que (N)(t) apresenta dois regimes de crescimento. A mudanga
entre os dois regimes caracteriza o valor de crossover t,e2. De forma geral
descrevemos o nimero médio de choques, (N)(t), pela relacao

(NY(¢) o (te2)". (5.14)

Desta forma o regime inicial de crescimento é caracterizado por um expoente
w = w; e para t > t, o expoente de crescimento é w = wy.

Realizando ajustes em curvas de (N)(¢) para u, € [107%,9 x 1072] e
e € [2, 2 x 10%] obtemos os valores médios w; = 0.69 £ 0.02 e wy = 0.9999 +
0.0002 ~ 1. O primeiro regime de crescimento corresponde ao crescimento
inicial de (w)(t) para t < t,. O segundo regime de crescimento do nimero
de colisoes corresponde ao regime de saturacao da rugosidade para tempos
longos. Considerando o regime de crescimento inicial, a relagao (5.14) é
reescrita como

te? oc ((N)(t))YwL, (5.15)

Utilizando este resultado na equacao (5.2) temos que as curvas de rugo-
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Figura 5.5: O niimero médio de choques como funcdo de te® apresenta dois regimes
caracterizados por expoentes de crescimento diferentes.

sidade para te? < t,e? sao descritas por

(@) (1) oc ((N) (X)) (5.16)
Como f~ 1/3 e wy ~ 2/3 temos da expressao acima o resultado

@) (1) oc (N ()2, (5.17)

Este resultado confirma o crescimento da rugosidade obtido como fungao de
n na referéncia [58].

5.5 Conclusoes

No presente capitulo introduzimos colisoes inelasticas no modelo bouncer
simplificado. Como conseqiiéncia a energia média obtida considerando 6rbi-
tas cadticas para ¢ > 0.2428 nao apresenta crescimento ilimitado. O valor
de saturacao do desvio da velocidade no modelo bouncer dissipativo depende
dos parametros 1 e € que representam, respectivamente, o coeficiente de resti-
tuicao e a amplitude reescalada de oscilagao da plataforma. No limite yu — 1
o mapa dado pela equagao (5.1) recupera o modelo bouncer apresentado no
capitulo anterior. Neste limite o tempo de crossover e o valor de saturacao
da rugosidade divergem, recuperando o regime de aceleracao de Fermi.

O regime de valores pequenos de dissipagao, p, = (1 — p) =~ 0, corres-
ponde a transicao do regime onde é observado o fenomeno de aceleracao de
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Fermi para o regime de crescimento limitado de energia. A descricao de es-
cala desta transigao fornece o conjunto de expoentes a = —zo /(7129 + Y221),
b= —z1/(M20+7221) e c = —2129/(7122+7221), em que z; = 2.98+0.02 ~ 3 e
29 = —1.4940.01 &~ —3/2 sao os expoentes dinamicos, 73 = 0.99+0.01l =~ 1 e
o = —0.510+0.001 &~ —1/2 sao os expoentes da saturagao. Temos, portanto,
a=—0.498+0.006~ —1/2,b=1.00£0.0l ® 1ec=—-1.48+0.03 =~ —3/2.
Como a rugosidade é proporcional a velocidade da particula entao ambas sao
descritas pelos mesmos expoentes a, b e c.

As curvas do nimero médio de choques no tempo apresentam dois regi-
mes de crescimento. O regime de crescimento inicial é descrito pela relacao
(N)(t) o< (te?)"!, com w; = 0.69 £+ 0.02. Para tempos longos o nimero
médio de colisdes cresce de acordo com a relacio (N)(t) oc (te?)*?, com
wy = 0.9999 £+ 0.0002 ~ 1. O regime de crescimento inicial de (N)(t) corres-
ponde ao crescimento das curvas de rugosidade para te? < t.e2. Neste limite
a rugosidade é descrita por (wW)(t) oc (te?)?, com B = 0.334 4 0.008. Como
wy &~ 2/3 e [~ 1/3, utilizamos a relacao entre (N)(¢) e te* para escrever o
crescimento inicial da rugosidade como (@) (t) oc ((N)(t))!/2, confirmando o
resultado encontrado na literatura.



CAPITULO 6

O bilhar circular pulsante
simplificado

6.1 Introducao

Os bilhares bidimensionais tem despertado interesse em estudos que en-
volvem o fenomeno de aceleracao de Fermi. De acordo com a conjectura
de Loskutov, Ryabov e Akhinshin [59] a existéncia ou nao da aceleracao de
Fermi em tais sistemas esta associada as propriedades do espaco de fase da
versao estatica. A conjectura declara que condigoes iniciais pertencentes a re-
giao caodtica da versao estatica apresentarao crescimento ilimitado de energia
quando é introduzida uma perturbacao dependente do tempo na fronteira.
Por outro lado, a aceleracao de Fermi nao sera observada se as condicoes
iniciais apresentarem dinamica regular na versao estatica. A conjectura tem
sido confirmada em versoes simplificadas de bilhares com fronteiras circula-
res [60, 61] e em bilhares dispersivos do tipo de Lorentz [62]. Kamphorst et
al. [63] mostraram, para uma classe de bilhares com fronteiras cuja forma
depende de um parametro, que a conjectura ¢ valida para as versoes sim-
plificadas. Quando a andlise considera as versoes completas o fenomeno de
aceleracao de Fermi pode ou nao ocorrer. Eles mostraram ainda que as
perturbacgoes da fronteira que preservam a simetria do bilhar resultam na
ausencia do fenomeno.

O caso de um bilhar com fronteiras circulares dependentes do tempo
foi investigado por de Carvalho et al. [60, 61]. Neste sistema as fronteiras
formam uma estrutura em forma de anel. Os autores mostraram que os resul-
tados do modelo de Fermi-Ulam sao recuperados quando a posicao do centro



6.2 A versao simplificada do bilhar circular 109

dos circulos é a mesma (caso concéntrico) e o momento angular é zero. Neste
caso a energia média da particula nao cresce sem limites. Quando os circu-
los ndo apresentam um centro comum (caso excéntrico), o sistema apresenta
o fenomeno de aceleracao de Fermi. Experimentos e simulacoes envolvendo
um sistema baseado no bilhar de Sinai foram analisados por Schmick et al.
[64], em que o controle do caos foi feito variando os valores de coeficientes de
restituicao.

O bilhar circular pulsante [14] consiste de uma particula confinada na
regiao de um circulo cujo raio depende do tempo. A versao estatica deste
modelo corresponde a situacao em que o raio do circulo é constante. Assim,
apos cada colisao elastica, as componentes radial e tangencial da velocidade
da particula s@o constantes e o sistema é integravel. Ao introduzir a pertur-
bacao na fronteira, no entanto, o sistema se torna nao-integravel e o espaco
de fase apresenta estrutura mista composta por regioes de movimento regular
e regioes caoticas.

Apresentamos neste capitulo os resultados da descricao de escala que
caracteriza a transicao do regime integravel para o regime nao-integravel da
versao simplificada do bilhar circular pulsante. Apresentamos também um
calculo analitico que demonstra, em dois regimes da componente tangencial
da velocidade, a equivaléncia local do bilhar circular com o mapa padrao.

6.2 A versao simplificada do bilhar circular

Provavelmente o bilhar circular é a generalizagao mais direta em duas di-
mensoes do modelo de Fermi-Ulam. O estudo do bilhar circular é importante
pois permite compararmos os expoentes que caracterizam as propriedades de
escala deste sistema bidimensional com os que foram obtidos para o modelo
de Fermi-Ulam.

O modelo sob andlise consiste de uma particula cléssica presa na regiao
definida por um circulo cujo raio varia no tempo com amplitude € de acordo
com a relacao r(t') = ry + ecos(wt’ + &), em que ¢ ¢ o valor de equilibrio,
w ¢é a freqiiéncia de oscilacao, dy é a fase inicial da fronteira e ¢’ é o tempo.
Contudo é apropriado descrever o sistema em termos de varidveis adimen-
sionais. Definimos assim ¢t = wt’, 6(t) = t + dp e € = €/1p. Desta forma
descrevemos a posi¢ao da fronteira pela expressao R(t) = 1+ eccosd(t). A
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figura 6.1 ilustra o bilhar circular e algumas das variaveis que sao utilizadas
na descricao do modelo. A posicao angular da particula apés a n-ésima coli-
sao é dada pela variavel 0,,. A variavel «,, é definida como o angulo entre o
vetor velocidade da particula e uma linha que tangencia o circulo no instante
da n-ésima colisao.

Figura 6.1: A figura ilustra o bilhar circular e algumas de suas varidveis.

A versao simplificada despreza o deslocamento da fronteira do bilhar.
No entanto, a transferéncia de energia e momento entre a parede e a par-
ticula ocorre considerando a dependéncia temporal da posicao da fronteira.
Esta simplificagao preserva a nao-linearidade do sistema e é empregada para
agilizar as simulagoes e, principalmente, para fornecer resultados analiticos.

No bilhar circular a fronteira atua como uma forca externa que atua na
direcao radial. Como conseqiiéncia, o bilhar circular pulsante apresenta a
propriedade de conservagao do momento angular [14]. Assim, a componente
polar da velocidade, Vj, é constante na versao simplificada do modelo.

Devido a simetria do modelo, para um dado valor inicial g todos os
valores possiveis de #y sao equivalentes. Além disso, a dinamica do sistema
nao ¢é afetada se a particula se move no sentido anti-horario, Vj > 0, ou no
sentido hordario, Vp < 0, desde que |Vp| seja 0 mesmo em ambos os casos.

Em coordenadas cartesianas a velocidade da particula imediatamente
apos a colisao n é dada por
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em que V,, = /V2 + V;fn ¢ o valor absoluto da velocidade. Como a compo-

nente tangencial da velocidade é constante, temos que Vp,, = Vj.

A linha horizontal, o vetor é(tn) e a tangente ao circulo no instante da
n-ésima colisao formam um triangulo (figura 6.1). O vetor ]%(tn) ¢é perpen-
dicular a linha tangente ao circulo. Assim, a soma dos angulos internos do
triangulo fornece

On-+ 2+ (m—dn) =7, ou seja, Gy = Ot . (6.2)

Desta forma temos, da expressao (6.1),

V,=-V, sin(ay, + 0,)i + V;, cos(ay, + 6,,). (6.3)

A colisao (n + 1) ocorre em 6 = 6,,,1. Entre as colistes n e (n + 1) o
movimento da particula é retilineo. Assim, a trajetoria da particula é descrita

pela relagao
y=axr +b, (6.4)

em que a = tan(a, + ¢,) = —cot(ay, + 0,) e b é uma constante. Como
estamos considerando a versao simplificada entao as componentes do vetor
R(t) nos instantes das colisoes n e (n + 1) sdo dadas por

z,, = cosb, Tpi1 = €080,

Yp =sinb,  ypi1 =sinb, 1, (6.5)

lembrando que, em variaveis adimensionais, o circulo tem raio unitario. Te-
mos, portanto,

Yn+1 — Yn = CL(anrl - xn), (66)

ou seja,
sin 6,41 — sin6,, = — cot(a,, + 6,,)(cos O,1 — cosb,). (6.7)

Assim obtemos o valor de 6, resolvendo a equagao f(6,.1) = 0, onde a
fungao f(6,,1) é dada por

f(bpy1) =sinb,1 —sinb, + cot(ay, + 0,,)(cos b1 — cosb,). (6.8)
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Em coordenadas cartesianas os vetores unitarios 7 e ¢ sao dados por

cosf i +sinf j
—sinf i+ cosf . (6.9)

>
Il

>
I

Imediatamente antes da colisao (n + 1) as componentes polares do vetor
velocidade, equacao (6.3), sao dadas por

—

Vr(n) = V, o1
Vo= sin(ay, + 6,,) cos 0,11 + cos(ay, + 6,,) sin6,,,1]
= —Vpsin(a, + 60, — 0,41),
v = V0 (6.10)
Valsin(ay, + 6,,) sin 6,1 + cos(ay, + 0,,) cos 0,,11]
= Vycos(a, + 60, — 0,41).

A velocidade da fronteira ¢ dada por V,, = —esind(t) 7 e a velocidade
da particula imediatamente antes da colisao é V = v op oy Vg(n) 0. O

procedimento de mudanca de referencial é semelhante aquele apresentado na
secao 3.2.1. No referencial da fronteira, a componente radial da velocidade
da particula inverte de sinal ao colidir, e a componente tangencial preserva o
sinal. Desta forma, imediatamente apds a colisao, a velocidade da particula
é dada por

Vn+1 = [Vusin(a, + 6, — Opy1) — 268in6,44] 7
+ V,cos(an, + 6, —0,11) 0. (6.11)

Utilizando (6.10) a expressao acima se torna
Vi1 = (=V™ — 2esinb,.1) 7 + Vg(n) 0. (6.12)

A componente tangencial da velocidade é igual antes e depois da colisao.
Além disso, para evitar que a particula abandone a regiao delimitada pela
fronteira do circulo, escrevemos a expressao acima como

Vg1 = —| = V™ — 2esin 6, 44| 7 + Vj 0. (6.13)
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De (6.5) temos que a distancia percorrida pela particula entre uma colisao
e outra é dada por

Rn+1 = \/(ynJrl - yn)2 + (anrl - xn>2
= V/2[1 = c08(0ns1 — 0)]- (6.14)

Assim, o intervalo de tempo entre as colisdes n e (n+ 1) é dado por

AS,.y = R&“. (6.15)

Das expressoes (6.13) e (6.15) temos, portanto, que o bilhar circular
pulsante é descrito pelo mapa

—

VnJrl = _| - ‘/T(n) — 2 sin5n+1|'f’ + %é,
5n+1 = 5n —+ A5n+1 mod 27'(', (616)

lembrando que V™ ¢a componente radial da velocidade imediatamente antes
da colisao (n + 1), dada por (6.10). Das componentes 7 e 6 da velocidade
obtemos o valor de «,, da expressao

Vin

tan o, = Y (6.17)

Para ¢ = 0 as quantidades (6,41 —0,,) e V,.,, sdo constantes e o bilhar cir-
cular é integravel. Para € # 0 o sistema se torna nao-integravel. Apresenta-
remos a descricao de escala desta transicao de integravel para nao-integravel
na secao 6.5. Antes disso, vamos apresentar algumas propriedades do espago
de fase do bilhar circular.

6.3 Propriedades do espaco de fase

Para valores de Vj suficientemente pequenos, o espaco de fase do bilhar
circular é similar ao do modelo de Fermi-Ulam. A figura 6.2(a) mostra a
regiao de movimento cadtico de energia mais baixa do bilhar circular para
Vo = 1073 e ¢ = 107, Esta figura foi gerada a partir de apenas uma condicao
inicial que foi iterada 107 vezes. A regido de energia baixa é caracterizada
por ilhas de movimento regular envolvidas por um mar de caos. A regiao de
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caos € limitada na parte superior por uma curva invariante. Acima da pri-
meira invariante existem outras regioes de caos, outras regioes de movimento
regular e outras curvas invariantes. Restringimo-nos, contudo, a analise das
propriedades da regiao de caos abaixo da primeira curva invariante do bilhar
circular.

Figura 6.2: As figuras mostram a estrutura do espago de fase do bilhar circular
para ¢ = 107* e valores diferentes de Vy. Em (a) temos Vo = 1073,
em (b) temos Vg =5 x 1073 e (c) temos Vg = 1.7 x 1072,

A figura 6.2(b) mostra o espago de fase do bilhar circular para ¢ = 10~
e Vy = 5 x 1073, Cada regidao de movimento cadtico que apresentamos na
figura 6.2(b) foi gerada com uma condicao inicial que foi iterada 107 vezes.
Como conseqiiéncia do aumento de Vj, curvas invariantes surgem para valores
menores de —V,.. Este resultado mostra que o tamanho da primeira regiao
cadtica depende do valor de Vj. A figura 6.2(c) mostra a estrutura do mar
de caos e a primeira curva invariante para e = 107 e V5 = 1.7 x 1072. O
mar de caos desta figura também foi obtido a partir de uma condicao inicial
que foi iterada 107 vezes.

Para obter uma estimativa do tamanho da primeira regiao de caos como
funcao de Vj iteramos o mapa (6.16) 10° vezes utilizando uma condicao inicial
na regiao cadtica com componente radial da velocidade V.o = 107, Assim,
para um dado valor de £ variamos Vj e obtemos o valor absoluto maximo
da componente radial da velocidade da particula, V. .y, a0 longo da érbita.
Temos, assim, uma estimativa do valor maximo de V, para a primeira regiao
de caos. A figura 6.3(a) mostra o procedimento para dois valores de e.
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Figura 6.3: Em (a) temos o valor absoluto mdzimo de V, para wma orbita cadtica
pertencente ao mar de caos para dois valores de e. Em (b) temos a
dependéncia de V,. ax no parametro €.

Para valores pequenos de Vj observamos que V, .« € basicamente cons-
tante. Para cada valor de e existe um valor Vj. tal que para Vy < V. a
quantidade V. nax ndo depende de Vp. Para Vp & Vj,. as regides de caos (veja
a figura 6.2(b)) sdo muito préximas. Neste caso os erros numéricos eventual-
mente fundem as regioes de caos resultando no comportamento irregular de
V. max Observado na figura 6.3(a) para Vp 2 V.. Aumentando ainda mais o
valor de Vj observamos que V, .., apresenta valores menores que aquele ob-
servado para Vy < Vj,., indicando que a primeira regiao de movimento cadtico
foi reduzida.

Realizando o procedimento descrito acima obtemos Vj. para diferentes
valores de €. A figura 6.3(b) mostra o resultado em um gréfico de Vjp, versus
e. O melhor ajuste dos dados fornece que Vp. o< €, com n = 0.64 + 0.01.

O valor de Vj, contudo, nao pode ser arbitrariamente grande. Para va-
lores muito grandes de Vj tem-se que V, . < Vy. Neste caso o processo
iterativo dado pelo mapa (6.16) nao é eficiente pois varias colisdes sao ne-
cessarias para fornecer um deslocamento pequeno na variavel 6. Assim, para
Vo > V. nao conseguimos obter a descricao numérica do bilhar circular.
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6.4 Expansao em série de Taylor para a pri-

meira curva invariante

Nesta secao faremos expansao em série de Taylor da variavel Ad, .1,
equacao (6.15), para valores de V,.,, proximos da primeira curva invariante.
O célculo é feito de forma similar aos que foram feitos para o modelo de
Fermi-Ulam na segdo 3.2.3 e nas referéncias [37, 3]. Para o bilhar circular,
contudo, devemos considerar a dependéncia da primeira invariante em ambos
os parametros € e Vy. Os resultados que apresentamos nesta secao serao uteis
adiante, quando estudarmos as propriedades de escala do bilhar.

Definimos V,* como o valor médio caracteristico da componente radial da
velocidade na primeira curva invariante. Assim, expandindo Ad, ;1 em série
de Taylor para V,.,, &~ V¥ temos, até primeira ordem,

A
A1 (Vo = V) = Fn 1 980 (Vom — V), (6.18)

T T
Vn Vr,n:V»,«* a‘/;‘,n Vr,n:‘/r*

em que
OAG,1 ORn oV -1

v Ry

W " OV, v

(6.19)

Da equagao (6.14) obtemos a primeira derivada do lado direito da equa-
¢ao acima, ou seja,

ORy 1 sin(Bnyy — 60,) 0,11

2
I Ror Vi (6.20)

Para obter 00,,.1/0V,,, empregamos a equagao (6.8) e calculamos 0f/0V,.,, =
0. Desta forma temos

%:nl = — [sin v, esc(ay, + 0, — Opy1) — 1] aa‘(;inn (6.21)
Da equagao (6.17) obtemos Oda,, /OV,.,,
Oan _ _ Vi (6.22)

Wy V2
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Assim, definindo

Sin<9n+1 — en)

Rt [sin v, csc(ay, + 0, — Opiq) — 1], (6.23)

@n—i—l -

utilizamos as equagoes (6.21) e (6.22) para reescrevermos (6.20) como

8Rn+1 ‘/0
oV, Oy

(6.24)

A segunda derivada da equagao (6.19) é obtida de forma mais direta,

fornecendo -1 v
2= 6.25
WV 029
Utilizando as equagoes (6.24) e (6.25) na equagao (6.19) obtemos
Abp1(Von = V) = V—“ g (Ot Vo = R V), (6.26)

em que V* = \/Vi24+VE R: | = Ry(Vin = V) e AV, = Vi — V5

T

Para orbitas na primeira curva invariante, observamos numericamente
das equagdes (6.14) e (6.23) que R,, e ©,, sdo essencialmente constantes. Na
primeira invariante definimos, portanto, R* = R} e ©* = O;.

Devido a simetria do bilhar circular, temos que os valores da componente
radial da velocidade da particula imediatamente apds a colisao n, V,,, e
imediatamente antes da colisao (n + 1), Vr("), estao relacionados por Vr(") =
—V,n. Além disso a componente radial da velocidade V, ,, é naturalmente
negativa para a primeira invariante. Portanto, reescrevemos a componente
radial da velocidade, dada pelo mapa (6.16), como

‘/;-’n_’_l = ‘/;"n — 2esin 5n+1 (627)

Como V,.,, = V¥ + AV, ,, a expressao acima é reescrita como

AV, i1 = AV, — 2e8in 0y 1. (6.28)

Multiplicando ambos os lados da expressao acima por (0*Vy—R*V.*) /V*3
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e entao somando R*/V* temos

R AV R AV,
v =Yrntl @*V o *V* - )
V* + V*3 ( 0 R 7") V* + V*3

2
—Vfg (0*Vy — R*V) sin 6,,,1.(6.29)

(©Vy = R'V)

Comparando as equagoes (6.26) e (6.29) definimos I,, = A, 41 e reescre-
Vemos a expressao acima como

Ly = I, — Kosin 6,4, (6.30)
em que
K. = K,+ Ky, com
K, = —5‘;}%*1/: e Ky= 5‘;@%. (6.31)

Os valores de R* e ©* e também os valores de K,, Ky e K, foram calcu-
lados numericamente considerando ambos os casos Vy < Vp. e Vy > Vj,.

A figura 6.4 mostra como K,, Ky, K., R* e ©" dependem de . Nesta
figura empregamos V, = 10~%. No intervalo de € utilizado temos que R* ~ 2 e
que ©* < R*. Conseqiientemente Ky < K,. Além disso, K, é essencialmente
constante, com valor médio K. = 0.934 + 0.008.

A figura 6.5 mostra a analise para Vy > Vj.. Nesta figura empregamos
e = 1075, Aumentando Vj observamos que R* diminui enquanto ©* cresce
em valor absoluto. Conseqiientemente K, diminui e aproxima-se de zero
enquanto Ky cresce. Para Vj suficientemente grande temos que |Kp| > K,.
A quantidade K., contudo, é basicamente constante com valor médio K. =
—0.92 £ 0.02.

Para Vy < Vj. temos que K. > 0. Para V, > Vj. temos que K. < 0.
Portanto, proximo a primeira curva invariante, descrevemos o bilhar circular
pulsante como

I,y =1,+ K. sin¢,,
¢n+1 = ¢n + [nJrl-

O sinal positivo que acompanha o parametro K corresponde ao caso Vy < Vj,.

(6.32)
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Figura 6.4: A figura ilustra, em escalas linear-log, grdficos de K., R* e ©* como
fungoes de . Os dados correspondem a valores numéricos obtidos na
primeira curva invariante. Utilizamos Vg = 107, walor menor que

Vae-
e o negativo ao Vy > Vp.. Além disso

(bn _ { 5n+1 —m , Dpara ‘/9 < ‘/090 (633)

5n+1 , para ‘/9 > ‘/090

Este resultado mostra que o bilhar circular pulsante é localmente equi-
valente ao mapa padrao de Chirikov [13], apresentado no capitulo 4. As
figuras 6.2(a) e (c) ilustram o espago de fase do bilhar circular para Vy < Vp,.
e Vyp > Vj., respectivamente. E importante lembrar que o valor de Vj nao
pode ser arbitrariamente grande. Para valores grandes de Vj temos que
Vi max < Vp e, assim, ocorre um numero muito grande de colisoes em um
intervalo pequeno de tempo. Nesta situacao é necessario um numero muito
grande de itera¢oes do mapa (6.16) para que o deslocamento da particula
na variavel # seja pequeno e nao podemos obter uma descricao numérica do
sistema.
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Figura 6.5: A figura ilustra, em escalas lineares, grdficos de K., R* e ©* como
funcées de Vy para Vy > Vy. e € = 107°.

6.5 Analise de escala

Considerando primeiramente o valor da componente radial da veloci-

dade de uma drbita calculamos a quantidade média V;2(n), como definida
pela equacdo (2.47). Assim, determinamos o valor médio (V2)(n) para um
conjunto de M amostras, como definido pela equagao (2.48). As M amostras
sao caracterizadas por valores diferentes de dy. Além disso empregamos va-
lores aleatorios de 6y mas, devido a simetria do bilhar circular, os diferentes

valores de 6 sao equivalentes.

A figura 6.6(a) mostra curvas de (V2)(n) para e = 10~ e valores diferen-
tes de V,. Note que em todos os casos Vy < 1072, pois para ¢ = 1073 tem-se
que V. =~ 1072 (figura 6.3(a)). O fato das trés curvas de (V2)(n) da figura
6.6(a) serem essencialmente as mesmas confirma que a posicao da primeira
curva invariante é a mesma para os trés valores de Vj, como discutido na
secao 6.3. As analises que apresentaremos a seguir sao feitas com Vj = 1074,
garantido assim Vj < Vj. para os valores de ¢ utilizados. Além disso, como
o sinal de Vj nao é importante, utilizamos apenas valores positivos deste
parametro. O caso Vy > Vj. é discutido no final desta secao.
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Figura 6.6: Em (a) temos (V2)(n) como funcdo de n para valores diferentes de Vjp,
em que Vo < Vie. A figura (b) ilustra curvas de (V,2)(n) para valores
diferentes de € e V.o, com Vy = 1074,

Na figura 6.6(b) temos as curvas de (V2)(n) para valores diferentes de ¢.
Nesta figura incluimos ambas as situagoes Vo < e e V.o > €. As curvas com
V.o < € apresentam um regime inicial de crescimento. Assintoticamente a
quantidade média (V2)(n) converge para um valor de saturacdo. A mudanca
do regime de crescimento para o regime de saturacao define n = n,.

Para os casos em que V,o > ¢ as curvas de (V2)(n) apresentam um
regime inicial constante. Depois (V2)(n) cresce e acompanha as curvas com
mesmo € no limite de n suficientemente grande. O valor da variavel n que
marca a mudanca do regime inicial de (V2)(n) constante para o regime de
crescimento é n/. A mudanga do regime de crescimento para o regime de
saturacao define n/.

Observamos na figura 6.6(b) que n)] ~ n,. Além disso temos que o valor
assintotico de (V2)(n) ndo depende de V..

Para V.o < € e valores pequenos de n descrevemos (V,2)(n) como

(V2)(n, e, Vi0) ox n®e”, (6.34)

em que o é o expoente de crescimento e v é o expoente que relaciona (V2)(n)
com o parametro € no regime de crescimento inicial. O valor de « é obtido
diretamente por meio de ajustes para n < n,. O valor médio obtido para
oito valores de ¢ entre 107° e 2 x 1072 é a = 0.995 + 0.008. Para n < n,
o grafico de (V2)(n)/n® como funcio de ¢ fornece v = 2.01 % 0.01, como
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ilustrado na figura 6.7(a).
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Figura 6.7: As figuras ilustram, em escalas log-log, ajustes dos dados numéricos
via método dos minimos quadrados. Em (a) temos (V2)(n)/n® versus
e. Em (b) temos a dependéncia do valor de satura¢do no parametro .
Em (c) temos o crossover, n,, como fun¢ao de ¢.

Como a saturacio das curvas de (V2)(n) depende apenas de ¢ escrevemos
(V2)sat(n) o €7, (6.35)

em que 3 é o expoente da saturacdo. O valor de saturacio (V2)e(n) foi
obtido pela extrapolacdo das curvas de (V2)(n) para n grande. O melhor

ajuste dos dados de um grafico (V,2)q.t(n) versus ¢ fornece = 1.013£0.004 ~
1, como ilustra a figura 6.7(b).

O numero de iteragoes de crossover, n,, comporta-se como

z

Ny o7, (6.36)
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em que z é o expoente dinamico. A figura 6.7(c) mostra o melhor ajuste dos
dados de n, versus €. O procedimento fornece z = 0.958 + 0.008.

Com as equagoes (6.34)-(6.36) e conhecendo os expoentes criticos «, (3, v
e z estamos prontos para iniciar a descrigao de escala de (V,2)(n). Escrevendo
(V.2)(n) como uma funcéo de n, € e V; o temos a relacao

(V2 (n,, Vi) = UV (10, 1%, 1V, o). (6.37)
em que [ é um fator de escala e a, b e ¢ sao os expoentes de escala. Escolhendo
| =n~'* temos

(V2)(n,e, Vyg) = n~(V2) (1,07, n="V,y). (6.38)

Da expressao acima temos

(V2)(n,e, Vo) oc n= He0/eg f(n=cloy o), (6.39)

Para o caso V;.y < € a fungao f(nfc/“VrO) ¢ uma constante. Comparando
a expressao acima com a equagao (6.34) temos, para n < ng, que T = 7y e
—(1+xzb)/a = a.

Escolhendo | = ~'/% temos, da equacdo (6.37),

<V_7"2> (n7 g, ‘/T'O) = 8_1/b<v_7?> (5_a/bn7 1’ g—c/b‘/no)

6.40
o efl/bg(gfa/bn’ gfc/b‘/no). ( )

No regime assintético as curvas de (V.2)(n) nao dependem de n nem de
V0. Neste caso, a fun¢ao g é uma constante. Comparando as equagoes (6.35)
e (6.40) temos para n > n, que —1/b = .

Da equacao (6.40) temos que n, é dado por
ng oc P, (6.41)

Comparando esta expressao com (6.36) encontramos z = —a/b.

A figura 6.4(b) mostra para Vy < Vp. que R* ~ 2 e que K, é basicamente
constante. Além disso Ky é desprezivel. Assumindo V, . &= V7, figura 6.3,
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temos que |V*| > Vp. Assim, utilizando a equacao (6.31) temos

4e 4¢’ Albe
V2 w2 ey (6.42)

T

Portanto, obtemos b — 2¢ = 0, ou seja, ¢ = b/2. Assim, para Vjy < Vj,, temos

a= Z- =091£003=1,
b= —5 =-0987+0.004~ 1, (6.43)
c= 2  =-0494+0.002~ —1/2.

Da figura 6.6(b) temos, no limite n < n/, e para Vo > ¢, que

(V2 (n) = V7. (6.44)

Utilizando a relacao de escala dada pela equagao (6.40) temos
(V2) (1., Vro) oc ™MV o h(e™/m). (6.45)

Para V,y > ¢ e n < n/, as curvas de (V2)(n) nao dependem de n nem de
. Neste caso a funcao h na expressao acima é uma constante. Comparando
(6.44) e (6.45) temos —(1 4+ cy)/b = 0 e y = 2, ou seja, ¢ = —1/2. Este
resultado concorda bem com o valor fornecido pela relagao ¢ = b/2 (equagao

(6.43)).

Como z = —a/b temos, alternativamente, que a = z/3. Comparando
com a expressao de a em (6.43) temos que § = v — az. Assim o expoente b
possui uma relagao extra dada por b = 1/(az — 7). Resumindo temos

= 0.95 £ 0.01,
b= = —1.06 £ 0.03,

(6.46)

= v—az =1.06=+£0.03.

Os valores de a, be c em (6.43) e (6.46) foram obtidos de formas diferentes
e concordam relativamente bem. Além disso, os valores de (3 fornecidos
pelo ajuste dos dados de (V). (n) versus ¢, figura 6.7(b), e pela relacao

B =~ — az, expressao (6.46), concordam bem.
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A figura 6.8(a) mostra o colapso das curvas de (V2)(n) da figura 6.6(b)
em uma curva universal, em que [ = ¢~ /%
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Figura 6.8: Em (a) temos o colapso das curvas de (V2)(n) em wma curva univer-
sal para Vo < Vge. Em (b) temos uma ilustragio do comportamento
irregular das curvas de (V,2)(n) para Vo > V..

Para o modelo unidimensional de Fermi-Ulam os valores dos expoentes
sao a = 0.99+0.03, b = —0.9774+0.006 e ¢ = —0.489 +0.003 [38, 39]. Consi-
derando as incertezas observa-se que, para Vy < Vj,, o bilhar circular pulsante
e o modelo de Fermi-Ulam sao descritos pelo mesmo conjunto de expoentes.
Isto ja era esperado pois quando a componente 0 da velocidade é pequena
entao o movimento da particula é essencialmente em diregoes ao longo do
diametro do circulo, passando proximo do centro. Assim, o movimento se
aproxima daquele que ocorre no modelo de Fermi-Ulam [37].

Obtemos também curvas de (V,2)(n) para Vy > Vj.. A figura 6.8(b) mos-
tra as curvas de (V2)(n) para valores diferentes de € e Vy, em que Vy > Vje.
Observa-se que (V2)(n) apresenta um regime inicial de crescimento. No re-
gime de valores grandes de n, no entanto, (V2)(n) apresenta comportamento
irregular, como observemos na figura 6.8(b). Desta forma o expoente da
saturacao e o expoente dinamico nao podem ser obtidos. A origem deste
comportamento irregular se deve a orbitas que ficam limitadas por varias
colisdes em uma regiao do espaco de fase.
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6.6 Conclusoes

Estudamos as propriedades de escala do bilhar circular pulsante. Existe
um valor V. tal que para Vy < Vjy. o tamanho da primeira regiao de movi-
mento cadtico nao depende de Vy. Para Vy > V). curvas invariantes surgem
para valores menores de —V,. gerando regioes de movimento cadtico de ta-
manho menor. Para Vjy 2 Vj. estas regioes de movimento cadtico sao muito
proximas e mesmo erros numéricos eventualmente as fundem.

Expandimos Ad, 1 em série de Taylor para valores de V, proximos da
primeira curva invariante. Assim, por meio de transformacoes apropriadas
de variaveis mostramos, para Vy < Vy. e Vy > Vj., que o bilhar circular é
localmente equivalente ao mapa padrao de Chirikov [13].

Para Vy < Vj. mostramos que o bilhar circular é descrito pelo mesmo
conjunto de expoentes do modelo de Fermi-Ulam. Para Vj > Vj. a irregu-
laridade das curvas de (V2)(n) impede que a descricio de escala do bilhar
circular seja obtida. A origem deste comportamento irregular esta associ-
ada a dérbitas que permanecem presas em uma regiao do espago de fase por
varias colisoes. Uma outra dificuldade ocorre ao estudar o bilhar circular
utilizando valores grandes de Vj. Neste caso o mapa nao é eficiente pois
um numero grande de colisoes é necessario para que a particula descreva um
deslocamento pequeno na variavel 6.



CApPiTULO 7

Propriedades dinamicas do
modelo hibrido
Fermi-Ulam-bouncer sob
influéncia de dissipacao

7.1 Introducao

Uma versao hibrida envolvendo os modelos de Fermi-Ulam e bouncer
foi estudada por Leonel et. al. [15]. O modelo consiste, basicamente, na
introdugao de um campo gravitacional no modelo de Fermi-Ulam. Assim o
modelo hibrido apresenta propriedades de ambos os sistemas. Para valores
pequenos do campo gravitacional o sistema se comporta como o modelo de
Fermi-Ulam. Para campo intenso o sistema apresenta curvas invariantes no
regime de baixas energias e os autores estabeleceram os valores de parametro
em que sao observadas estas curvas.

Neste capitulo descrevemos as propriedades deste modelo hibrido ao in-
troduzir colisoes ineldsticas entre a particula e as paredes [16]. Normalmente
as versoes que consideram colisoes elasticas sao caracterizadas por espacos
de fase com estruturas mistas, onde sao observadas curvas invariantes e ilhas
KAM envolvidas por regioes de movimento cadtico. Contudo, as versoes dis-
sipativas apresentam estruturas diferentes, como pontos fixos atratores, ciclos
limite e atratores cadticos.

Estudamos a versao completa do modelo hibrido pois, dependendo da
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intensidade da dissipacao, a particula pode estar sujeita a sofrer um ntimero
significativamente maior de colisoes diretas que indiretas. Portanto nenhuma
simplificacao ou modificacao foi introduzida.

Mostraremos que, ao variar a intensidade da dissipacao, o modelo hi-
brido apresenta eventos de crise. Crises sao eventos que ocorrem ao variar
os valores dos parametros de controle do sistema resultando na interseccao
uma variedade instavel e outra estavel de um ponto de sela. Estes eventos
resultam em subita destruicao do atrator caotico.

No limite de dissipagao intensa demonstramos que, ao variar os valores
dos parametros, o sistema apresenta cascatas de duplicacao de periodo nas
variaveis velocidade e fase. Mostramos também que, para determinados valo-
res de parametros e condigoes iniciais, o sistema se comporta como o modelo
bouncer.

7.2 O modelo

O modelo hibrido Fermi-Ulam-bouncer dissipativo consiste de uma parti-
cula classica confinada entre duas plataformas, ou paredes, horizontais, com
as quais colide inelasticamente. Uma das paredes é fixa na posi¢ao y = [
enquanto a outra apresenta movimento oscilatério de acordo com a equacao
y = ecos(wt’ + ¢p), em que €, w e ¢y sdo, respectivamente, a amplitude, a
freqiiéncia de oscilacao e a fase inicial da parede. Existe também um campo
gravitacional de tal forma que a particula é submetida a uma aceleracao
constante vertical § = —¢'7.

Assim como no capitulo 5, as colisoes ineldsticas entre a particula e as
paredes sao introduzidas por meio de coeficientes de restituicao. Desta forma,
a parede inferior é caracterizada por um coeficiente de restituicao u enquanto
o coeficiente de restituicao da parede superior é v. Para yy = v = 1 as colisoes
sao eldsticas e os resultados obtidos na referéncia [15] sao recuperados. O
limite de colisoes perfeitamente inelasticas corresponde aos casos em que
p = 0e/our =0, cada um com conseqiiéncias diferentes. O caso em que
v = 0 significa que, apos colidir com a parede superior, a particula perde toda
sua energia cinética e, sob influéncia da gravidade, retorna para a parede
movel. Para p = 0 o movimento da particula pode, dependendo dos valores
dos parametros de controle, mover-se juntamente com a parede mével ou ser
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relancada com velocidade igual a velocidade maxima da parede.

A construcao do mapa do modelo hibrido deve considerar os trés casos
possiveis: (i) a particula sofre sucessivos impactos com a parede mével antes
de abandonar a zona de colisao, a qual é definida como a regiao no inter-
valo [—e,e], onde ocorre o movimento da parede oscilante, (i) a particula
abandona a zona de colisao, porém sua energia cinética nao é suficiente para
alcancar a parede superior e, sob influéncia da gravidade, retorna para a pa-
rede mével e (iii) a particula abandona a zona de colisdo com energia cinética
suficiente, colide com a parede superior e retorna para a parede mével devido
a contribuicao da acao da gravidade e da reflexao com a parede fixa.

O procedimento para obtencao do mapa é semelhante aos que foram
apresentados nas secoes 3.3.1 e 4.2. Ao colidir, a velocidade da particula,
no referencial da parede, inverte o sinal e sofre uma perda fracional em seu
valor, como descrito na segao 5.2. Antes de apresentarmos o mapa, definimos
as variaveis adimensionais

e =¢/l , g =4/ (W),
t =t (7.1)

Vnzvn/(WZ)7 ¢n:t + ¢O-

Multiplicando a equacao de queda livre v = vy — ¢'t’ por 1/wl obtemos a
equacao adimensional V' = Vj — gt. Em termos destas variaveis descrevemos
o modelo hibrido pelo mapa

VnJrl:,u(V: + g‘bc) - (1 + M)GSiIl((anrl)’

2
bnsr=n + AT, mod 2r, 7-2)

em que V* e AT, sao expressoes cuja forma depende de qual tipo de colisao
ocorre. Para o caso (i) temos que

V= Vo,

N (7.3)

O valor de ¢, é obtido numericamente resolvendo a equagao transcendental
G(¢.) = 0, sendo G(¢.) dada por

go?
-

G(dc) = €cos(dn + ¢c) — €cos(dn) — Vage + (7.4)
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Noés obtemos a equacao acima relacionando o intervalo de tempo com a dis-
tancia percorrida por uma particula em queda livre, utilizando um procedi-
mento andlogo ao adotado na subsecao 3.3.1 e na secao 4.2.

O caso (ii) é caracterizado pela situagao na qual a particula abandona a
zona de colisao, mas nao alcanca a parede superior. Este caso ocorre quando
a velocidade da particula satisfaz a relacao

< /=

2z, = €cos(oy,) — 1.

Para o caso (ii) temos que

Vi = Vi + 2gefcos(dn) — 1],

em que ¢, e ¢4 correspondem, respectivamente, aos valores de tempo que a
particula gasta em sua trajetoria de subida e descida, e sao dados por

¢u=Va/9g,
ba = /2¢€[cos(¢n) — 1]/g + V2] g% (7.7)

Assim como para o caso (i), utilizamos o procedimento adotado na sub-
secao 3.3.1 e na secao 4.2 e obtemos a equacao

92

5
Assim, de forma similar ao caso (i), o valor de ¢, é obtido resolvendo nume-
ricamente F'(¢.) = 0.

F(¢) = €cos(¢n + du + g+ ¢c) — €+ Viide +

(7.8)

O caso (iii) ocorre quando a velocidade da particula, apds colidir contra
a parede mdvel, satisfaz a seguinte condicao

Vi >\ —292,. (7.9)

Agora, as equagoes de V* e AT, para o caso (iii), sao dadas por

V= /12(V2 +2gz,) +29(1 —¢),
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e as expressoes de ¢, e ¢4 sao

bu=Valg— V2|9 +22:/9,
ba = /12(V2/9* +22,/9) + 2(1 — €) /g — v\/V.2 /g% + 22,/ 9.

(7.11)

O valor de ¢, para o caso (iii) é obtido resolvendo F(¢.) = 0, sendo
F(¢.) a funcao dada pela equagao (7.8). Nesta equagao devemos utilizar os
valores de V¥, ¢, e ¢q4 obtidos para o caso (iii), fornecidos pelas expressoes

(7.10) e (7.11).
A matriz Jacobiana J do sistema é dada por

Wnr1  OWVir

OVn On
J = . (7.12)
8(b'n,«b»l 8¢n+ 1
oV Odn

Os elementos da matriz Jacobiana s@o, para os casos (i) e (ii),

Tt = (O 1) - T ecos g
%;:1 = g (68%’;:1 - 1) - (1 +M)a§;:16008¢n+1,
(7.13)
% _ ¢n+1 - ¢n
OV, V= g(dns1 — bp) +€sin gyt
a(anrl o Vn - g(¢n+1 - ¢n) + €sin (bn
a‘bn B Vn - g<¢n+1 - (bn) +€ sin ¢n+1.

Apés ‘um pouco’ de dlgebra obtemos, para os casos (i) e (ii), o determi-

nante de J
V, + €sin ¢,

det J = 1i°
¢ a Vi1 + €sin ¢ 11

(7.14)
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Para o caso (iii) os elementos da Jacobiana sao dados por
8Vn+1 _ vl1— a(bu + 8¢n+1 . a(bu
v, a Tov,) "I\ oV, o,
O
< >L b
avn—f—l _ 8¢u agbn—f—l N agbu 1
96, M1700, T\ 06, 0,
O
~a+n ¢jecos b,
(7.15)
agbn—f—l o ﬂ
o, — d’
I i1 _ N2
o0,  d’
em que
_ <Z5u <25u
I
-V (1 - g8€n> <¢n+1 - (bn - ¢u)
Dy 0%
_ 3% by 0py
I I :
i = Yo tesingnn (7.18)
1
Sendo ¢, e suas derivadas com relacao a V,, e ¢,, dadas por
bu = [V VVE 290 ccosan)) . (7.19)
g
2 _94(1 — —
00, _ VI =29(1—ccosé,) ~ Vi 720)
oV, 9\/V;2 —2g9(1 — ecos ¢,,)
Odn esin ¢y, . (7.21)
olom VV2—2g(1—ecosg,)
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Calculando o determinante da Jacobiana (equacao 7.12) obtemos, para
o caso (iii),
V, + esin ¢,

det J = 1?1 :
a Voi1 +€sin ¢,

(7.22)

Antes de prosseguirmos com os resultados numéricos, vamos discutir as
conseqiiéncias das colisoes ineldsticas interpretando os resultados fornecidos
pelas equagoes (7.14) e (7.22). Definindo A = ¢ V como uma determinada
area no espaco de fase tem-se que, apds a colisao n, a area é dada por A, =
¢n Vp. Desta forma o valor de drea apés a colisao (n + 1) se relaciona
com A, pela relacao A, 1 = (det J)A,. Assim, escrevendo d¢, 1 dV, 1 =
(det J)¢,, dv, temos, para os casos (i) e (ii) (expressao (7.14)), que (V41 +
€Sin ¢y, 11)dPp1 AV = p?(Vy, + esin ¢,,)de,, dV,. Da mesma forma temos,
para o caso (iii) (expressao (7.22)), que (Vi1 + €sin¢pi1)doniq dVip =
w2 (Vi + esin ¢,)de,, dV,. Portanto a quantidade (V + esing)do dV é
preservada apenas no limite de colisoes elasticas, quando y = v = 1. Para
it < 1ouwv <1, contudo, o sistema contrai o valor da adrea no espaco de fase.
Para o caso (iii) a contragao do volume é proporcional a p?v? e para os casos
(i) e (ii) a contracao é proporcional a .

7.3 Resultados numéricos

Nesta secao apresentaremos as propriedades dinamicas do modelo hi-
brido para regimes diferentes caracterizados pelos valores dos parametros de
restituicao p e v. Como veremos, no regime de dissipacao fraca e moderada
o espaco de fase do sistema ¢é caracterizado pela presenca de um atrator cao-
tico e pontos fixos atratores. A bacia de atracao de cada atrator é delimitada
pelas variedades estaveis e instaveis que emanam de pontos fixos de sela.
Variando os valores dos parametros de restituicao determinamos os valores
criticos de p e v para os quais as variedades estaveis e instaveis de um ponto
de sela se tocam dando origem a uma Orbita homoclinica, como discutido
na secao 2.8. Mostramos que o cruzamento das variedades instavel e esta-
vel resulta na destruicao do atrator caético, fenomeno conhecido como crise.
Na seqiiéncia apresentamos o regime de dissipagao forte, em que a particula
colide perdendo, no referencial da parede movel, mais de 50% de sua veloci-
dade. Neste limite obtemos cascatas de duplicacao de periodo nas variaveis
velocidade e fase ao variar os parametros € e g. Finalmente, relatamos um
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evento de aniquilagao de pontos fixos ao variar os parametros u e v.

7.3.1 Regime de dissipacgao fraca e moderada

Uma conseqiiéncia importante da dissipacao é a destruicao da estrutura
mista do espaco de fase. Como o volume no espaco de fase nao é mais
preservado (equagoes (7.14) e (7.22)), o espago de fase apresenta atratores
que podem ser cadticos ou simplesmente pontos fixos atrativos. No caso do
modelo hibrido, as érbitas periddicas de periodo ¢ sao obtidas exigindo-se que
as variaveis V' e ¢, dadas pelo mapa (7.2), satisfagam a condigao

Vn+i:Vn7

7.23

Os pontos fixos sao obtidos para ¢ = 1, as érbitas de periodo 2 para i = 2 e
assim sucessivamente. O modelo hibrido possui pontos fixos para as situacoes
(ii) e (iii). No limite de dissipagoes fracas e moderadas, contudo, pontos fixos
estdveis sdo observados apenas para a situacao (iii). Pontos fixos estaveis
para o caso (ii), no qual a particula abandona a zona de colisio mas nao
alcanca a parede superior, sao observados apenas no regime de dissipacao
intensa. Na proxima secao estudaremos as propriedades do modelo hibrido
para este regime de dissipagao. Fazendo i = 1 na equacao (7.23) obtemos,
para o caso (iii), que a velocidade do ponto fixo é dada por

l4n
v

Vv

esin(¢) — %\/ﬂ(l + p)2e2sin®(¢) + 2vg(1 — v2)z, (7.24)

em que v = p?v? — 1 e z = ecos(¢) — 1, sendo ¢ o valor de fase do ponto
fixo, obtido numericamente da expressao

h(p) =V — (1 + )/ V2 + 292 — 2mmg + /12(V2 + 2g2) — 29z,  (7.25)

comm = 1,2,3,.... Para um dado valor de m, a equacao acima fornece duas
solugoes, as quais correspondem a dois pontos fixos. A figura 7.1(a) mostra
as variedades estaveis e instaveis do ponto de sela do modelo hibrido para
e=4x1072 g=10"%e p = v = 0.96625. Os pontos fixos para m = 1 estio
indicados pelo simbolo .

Na secao 2.7 descrevemos o procedimento que permite determinarmos a
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estabilidade de pontos fixos. Nas secoes 3.2.2 e 4.3 aplicamos este procedi-
mento no estudo da estabilidade de pontos fixos dos modelos de Fermi-Ulam
e bouncer. De forma andloga, obtemos os autovalores da matriz Jacobiana e
obtemos a estabilidade dos pontos fixos do modelo hibrido. Para o ponto fixo
de sela apresentado na figura 7.1(a) determinamos os autovetores da matriz
Jacobiana. As direcoes destes autovetores definem os valores de condicoes
iniciais que geram as variedades estaveis e instaveis do ponto de sela que
apresentamos na figura 7.1(a).
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3 : T T T ——T g T g (xe) T T T T T T g T v x(f)
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0-21? ‘ e S ] 022 //* ]
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Figura 7.1: As figuras ilustram as variedades estdaveis e instdveis do ponto fixo de
sela do modelo hibrido para m =1, e = 4 x 1072 e g = 107%. Em
(a) foi empregado pn = v = 0.96625 e em (b) p = v = 0.968125.
As figuras (c), (e) e (g) sao ampliagoes das regides indicadas na figura
(a). De forma semelhante, as figuras (d), (f) e (h) mostram os detalhes
indicados na figura (b) envolvendo a intersecgao das variedades estdvel
e instavel do ponto de sela.

As variedades instaveis sao obtidas de forma direta via o processo itera-
tivo do mapa (7.2). Observamos que a variedade instével superior converge
para o atrator espiral, localizado no centro da figura, enquanto a variedade
instavel inferior evolui para o atrator cadtico. O processo de obtencao das
variedades estaveis é menos direto, uma vez que o processo iterativo dado
pelo mapa (7.2) faz com que as condigoes iniciais evoluam para o ponto fixo
de sela. Portanto torna-se necessaria a construcao do mapeamento inverso,
o qual nos fornece os valores ¢,, e V,, a partir de ¢, 11 e V,,;1. Assim, para o
caso no qual a particula vem de uma colisao com parede superior, temos que
a velocidade V,, é dada por

1 /1
Vo = ;\/E Vs + (1 + p)esin(dn1)]” + 292041 — 20292,

zn = €cos(d,) — 1. (7.26)

O valor de ¢,, é obtido numericamente resolvendo-se k(¢,) = 0, sendo k(¢;,)
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dado pela expressao abaixo

+ /29201 +12(V2+ 2gzn)} . (7.27)

Para o caso no qual a particula vem de uma colisao sem atingir a parede
superior a expressao de V,, é dada por

Vo = Vi, + 2gefeos(@an) — cos(6)] (7.28)

em que V,j 41 € a expressao auxiliar dada por

Vi = = Waa+ (14 pesin(6,)]. (7.29)

Neste caso, o valor de ¢, é solugao de j(¢,) = 0, sendo a expressao de
j(6) dada por

§(0n) = =ni1 + dn + Vo + SV, (7.30)

em que a expressao de V,, é dada pela equagao (7.28).

O processo iterativo do mapeamento inverso gera, assim, as variedades
estaveis do ponto fixo de sela que apresentamos na figura 7.1(a). Observamos
que estas variedades correspondem a valores de velocidade suficientemente
altos e, assim, a particula nao visita a regiao de energias baixas. Desta
forma, nao é necessario o desenvolvimento das expressoes do mapeamento
inverso para a situagao (i), na qual a particula sofre colisoes sucessivas com
a parede oscilante.

Na figura 7.1(b) utilizamos os mesmos valores de € e g, porém pu =
v = 0.968125, valores ligeiramente maiores que aqueles empregados na figura
7.1(a). Para estes novos valores de parametros ocorre cruzamento das varie-
dades estavel e instavel dando origem a uma érbita homoclinica. Desta forma
as trajetdrias no atrator caético originalmente existente na figura 7.1(a) sao
substituidas por um transiente cadtico. Apds este transiente as trajetorias
convergem assintoticamente para o ponto fixo espiral atrator. As figuras
7.1(c), (e) e (g) sao ampliagoes das regioes delineadas na figura 7.1(a) e mos-
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tram que as variedades estavel e instavel nao se tocam para os valores de p
e v utilizados. As figuras 7.1(d), (f) e (h) mostram os detalhes envolvendo o
cruzamento das variedades estavel e instavel do ponto de sela.

Observamos também que eventos de crise ocorrem para pontos fixos ca-
racterizados por valores diferentes de m. Na figura 7.2(a), por exemplo,
mostramos as variedades estaveis e instaveis do ponto de sela para m = 2,
e =2x10"2e g = 107 A variedade instdvel superior converge assinto-
ticamente para o ponto espiral atrator e a variedade instavel inferior evolui
para o atrator cadtico. Similarmente ao caso m = 1, as variedades estaveis
e instaveis para m = 2 sao geradas a partir dos autovetores do ponto de
sela. Como mostra a figura 7.2(b), uma pequena mudanga nos parametros
de restituicao faz com que as variedades instavel e estavel do ponto de sela
se interceptem criando, assim, uma érbita homoclinica e o atrator cadtico é
destruido.

0.6%3;

>

3 4
O(rad)

Figura 7.2: As figuras ilustram as variedades estdveis e instdveis do ponto de sela
correspondente am =2, e =2x1072 eg = 10"%. Em (a) empregamos
v=09ep=1eem (b)) yr=0905 e pu=1.

Na figura 7.2(a) existem, a principio, trés atratores, um deles cadtico
e dois pontos fixos espirais que correspondem a m = 1 e m = 2. Com
o objetivo de obter as bacias de atragao de cada atrator da figura 7.2(a)
empregamos 200 x 200 valores de velocidade e fase iniciais caracterizadas por
Vo € [0,0.6] e ¢y € [0,27), e iteramos o0 mapa (7.2) até 10° vezes. Analisando
o comportamento assintotico das trajetorias determinamos a qual bacia de
atragao cada condicao inicial pertence. O resultado é ilustrado na figura
7.3, em que cada cor corresponde a uma bacia de atracao diferente. A cor
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preta indica os valores de velocidade e fase iniciais que evoluem para o atrator
caotico. As cores cinza e marrom indicam as condicoes iniciais que convergem
para os atratores espirais com m = 1 e m = 2, respectivamente.

3 4
O(rad)

Figura 7.3: A figura ilustra as bacias de atracdao dos atratores da figura 7.2(a)
(e=2x1072, g=10"% v =09 e pu = 1). As regides de cor cinza
e marrom correspondem, respectivamente, as bacias de atracdo dos
atratores espirais para m =1 e m = 2, e a cor preta indica a bacia de
atracdo do atrator cadtico.

Como empregamos coeficientes de dissipacao distintos p e v para as pare-
des superior e inferior, podemos, entao, determinar os valores efetivos destes
parametros para os quais ocorre a crise. Eventos de crise, como aqueles que
apresentamos nas figuras 7.1 e 7.2, ocorrem para outras combinacoes dos va-
lores dos coeficientes de restituicao, por exemplo, aumentando p e diminuindo

v (ou vice-versa).

Dividimos entao o espago 1 —v em 500 valores de p e 500 valores de v. As
condicgoes iniciais, definidas pela variedade instavel inferior, foram iteradas
até 10° colisdes com a parede oscilante. Quando a trajetéria permanece no
atrator caodtico até o final do processo iterativo, entao assumimos que a inter-
seccao das variedades instavel e estavel nao ocorreu. Por outro lado, quando,
para um determinado par de valores v e u, a 6rbita converge para o ponto
fixo atrator, entao o atrator cadtico foi destruido, indicando que o evento de
crise ocorreu. Neste caso o processo iterativo, para esta condigao inicial, é
interrompido. Utilizando, sucessivamente, novas combinacoes de valores dos
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parametros p e v, determinamos os valores criticos destes parametros que
caracterizam a transicao do regime em que sao observados atratores cadticos
para o regime no qual estes atratores sao destruidos. A figura 7.4(a) ilustra
o resultado da analise correspondente aos eventos de crise envolvendo as va-
riedades do ponto fixo de sela com m = 1 para e = 4 x 1072 e g = 107%.
De forma semelhante, a figura 7.4(b) ilustra o resultado correspondente ao
ponto de sela com m = 2 para e = 2 x 1072 e g = 10~*. Um ajuste linear
p = A+ Br dos dados numéricos da figura 7.4(a) fornece A = 1.92534+0.0008
e B = —0.988840.0008, enquanto o ajuste dos dados da figura 7.4(b) fornece
A=1.8894+0.001 e B=—0.988 4+ 0.001.

Para valores de i e v que se encontram localizadas abaixo das curvas
i = A+ Br os eventos de crise nao sao observados. Por outro lado, os
valores de v e i acima das curvas correspondem ao caso no qual as variedades
estaveis e instaveis se cruzam e o atrator cadtico nao existe.

1!’ T T T P T T y T '(a—)\ 1!’ T T T T P T . T T (b—)\
~—<Numerical Data | ~—<Numerical Data
— Linear Fit — Linear Fit
0.99- B
0.98- b
0.98- b
0.97- 1 0.96 b
3 13
0.9¢- 1 o094 8
pu=A+Bv pu=A+Bv
0.9 A=1.9253+ 0.0008 ] A=1.889+0.001
0.94. B=0.9888%0.0008 ] 092 B=-0.988:0.001 ]
0. 0 " 1 " 1 " 1 " 1

%93 0.94 0.95 ofgs\‘)ofg?‘ 0.98 0.99 9 002 004 096 098 1

Figura 7.4: A figura mostra os valores efetivos dos coeficientes de restituicao que
caracterizam a familia de eventos de crise. Para todos os valores de
v e i acima das curvas sao observados eventos de crise e, como con-
seqiiéncia, os atratores cadticos nao existem e as orbitas convergem
para o atrator espiral. Abaixo das curvas estao os valores de v e |

para o0s quais ndo ocorre crise. Em ambas as figuras g = 107% e, em
(a) m=1ee=4x10"2cem (b)) m=2ce=2x 1072

7.4 Limite de dissipacao forte

O limite de dissipacao forte é definido como a situagao na qual, ao co-
lidir, a particula perde, no referencial da parede médvel, mais de 50% da
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velocidade que possuia imediatamente antes da colisao. Citamos aqui dois
trabalhos encontrados na literatura que abrangem o regime de dissipagao in-
tensa. Everson [65] e Luna-Acosta [66] estudaram uma versao do modelo
bouncer na qual a velocidade da parede é descrita por V,, = ¢(1 +sin(t)), em
que ¢ é uma constante. Everson considerou colisoes inelasticas da particula
com a parede oscilante e Luna-Acosta introduziu dissipagao na forma de ar-
rasto viscoso. Uma conseqiiéncia importante, relatada em ambos os casos,
é a ocorréncia de cascatas de duplicacao de periodo na fase da parede, no
limite de dissipacao alta.

Com o objetivo de estudar os efeitos de dissipacoes intensas no modelo
hibrido adotamos, na parede superior, um coeficiente de restituicao v =
0.99 e na parede inferior 4 = 0.4. Desta forma, a velocidade da particula
imediatamente apods colidir com a parede mével é, no referencial desta parede,
60% menor que o valor imediatamente antes da colisao. Desta forma os
valores de i e v se encontram bem abaixo das curvas mostradas na figura
7.4. Utilizando um valor fixo € = 4 x 1072 e variando o valor de g obtemos

cascatas de duplicacao de periodo nas variaveis ¢ e V', como mostram as
figuras 7.5(a) e (b).

0.8 b

002 0021 go‘.ozz 00230024

02 00a1 é),dzz 02 004

Figura 7.5:  Variando o parametro g observamos ocorréncia de cascatas de du-
plicagao de periodo nas varidveis fase (a) e velocidade (b). Em (c)
mostramos o expoente de Lyapunov para as cascatas exibidas em (a)
e (b). Os wvalores de pardametros que utilizamos sdo ¢ = 4 x 1072,
v=099 e =04

Utilizando o método da triangularizacao implicita [67], definimos o ex-
poentes de Lyapunov como

1
Aj = lim —In|Ay|, j=1,2, (7.31)

n—oo M,
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em que A; sdo os autovalores da matriz M = [[I_, Ji(Vi, ¢;) e J; é a matriz
Jacobiana calculada ao longo da 6rbita (V;, ¢;). Se pelo menos um dos \;
é positivo entao a orbita é classificada como cadtica. Portanto definimos A
como o maior valor de )\;. Assim, determinando os expoentes de Lyapu-
nov associados as cascatas das figuras 7.5(a) e (b) obtemos a figura 7.5(c).
Como podemos observar, as orbitas periddicas sao caracterizadas por valores
negativos de A. Observamos, também, que o expoente de Lyapunov vai a
zero para os valores do parametro g nos quais ocorrem as bifurcacoes. Além
disso, temos que A\ assume valores positivos apds um valor critico de g e as
correspondentes orbitas sao classificadas como cadticas. Notamos também
que o expoente de Lyapunov associado as orbitas periddicas assume valores
constantes para determinados intervalos de ¢g. Este resultado, como mos-
trado por Everson [65], se deve ao fato de que os autovalores das drbitas
periddicas atratoras, para estes intervalos de g, assumem valores complexos,
o que significa que estas orbitas sao atratores espirais. Para os valores dos
parametros de controle utilizados na figura 7.5, ou seja, v = 0.99, u = 0.4
e e =4 x 1072 as cascatas de duplicacao de periodo sao observadas apenas
no intervalo g € [0.019,0.0287]. Para valores de g que nao pertencem a este
intervalo, observamos que a particula e a parede movem-se juntas, fenomeno
conhecido como locking, ou travamento [68, 69]. Os atratores da figura 7.5,
bem como os expoentes Lyapunov associados, foram obtidos a partir das
condigoes iniciais ¢g = 5.5 e Vo = 0.07. Além disso o transiente das figuras
7.5(a) e (b) foi descartado eliminando as 10° colisoes iniciais.

Para a situacao na qual a particula abandona a zona de colisao com
velocidade V,, < \/—2¢z,, 2, = ecos(¢,) — 1, (caso (ii)) as expressoes de fase
e velocidade do ponto fixo sao dadas por

AV =1
¢ = arcsin |— | —— ||,
e \pu+1
V. = mmg, (7.32)

com m = 1,2,3,.... A janela de periodo 1 que observamos nas figuras
7.5(a) e (b) corresponde a este ponto fixo com m = 1. Este resultado é
uma evidencia de que, para determinados valores dos parametros de controle
e condicoes iniciais, o modelo hibrido comporta-se como o modelo bouncer.
Como o valor absoluto do argumento do arcoseno nao pode exceder a unidade
entao, para a combinacao de parametros de controle empregados na figura
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7.5, nao observa-se pontos fixos para m > 1.

De forma anéloga, fixamos o valor de g e variamos o valor de e. Adotando
v=20099, u=04eg=10"* obtemos os diagramas de bifurcacao de perfodo
para ¢ e V', como ilustrado nas figuras 7.6(a) e (b). Utilizamos as condigoes
iniciais ¢ = 5.5 e Vy = 2.54 x 10~ e, além disso, descartamos as 10° colisdes
iniciais com o objetivo de eliminar o transiente. Os valores do expoente de
Lyapunov, A, associados as cascatas de duplicacao de periodo sao exibidos na
figura 7.6(c). Observamos que as Orbitas periddicas sdo caracterizadas por
valores negativos de \. Observamos também que o expoente de Lyapunov se
anula para os valores de € nos quais as bifurcagoes ocorrem e que A assume
valores positivos para valores de ¢ acima de um valor critico.

As cascatas de duplicacao de periodo das figuras 7.6(a) e (b) sdo obser-
vadas para valores de € no intervalo [1.36 x 107%,2.06 x 1074]. Para outros
valores de € observamos, devido ao campo gravitacional e as conseqiiéncias
da dissipagao alta, ocorréncia do fenomeno de travamento (locking) [68, 69]
dos movimentos da particula e da parede.
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Figura 7.6: As figuras (a) e (b) ilustram as cascatas de duplica¢ao de periodo da
fase e da velocidade ao variar o parametro €. Os demais parametros
assumiram valores fizxos dados por g = 1074, v =0.99 e = 0.4. As
orbitas de periodo 1 correspondem aos pontos fixos dados pela equa-
¢ao (7.32). Em (c) mostramos o expoente de Lyapunov associado aos
diagramas de bifurcag¢io apresentados nas figuras (a) e (b).

As érbitas de periodo 1 da figura 7.6 correspondem aos pontos fixos dados
pela equagao (7.32) para m = 1. Este resultado corresponde a situagao em
que a particula abandona a zona de colisao mas nao alcanca a parede superior
(caso (ii)). Em concordancia com a equagao (7.32) o valor de V' das érbitas
de periodo 1 na figura 7.6(b) nao dependem de e.
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O fato dos pontos fixos da figura 7.6 corresponderem ao caso (ii) evidencia
mais uma vez que o modelo hibrido se comporta, para determinados valores
dos parametros e condicoes iniciais, como o modelo bouncer.

7.5 Aniquilacao de pontos fixos

No limite de dissipagoes fracas e moderadas, secao 7.3.1, vimos que as
equagoes (7.24) e (7.25) fornecem, para cada valor de m, duas solugdes ou
pontos fixos. Um exemplo é dado na figura 7.1, em que estas solugoes corres-
pondem ao ponto espiral atrator e o ponto fixo de sela. Relatamos, aqui, uma
outra conseqiiéncia introduzida pela dissipacao: o fenomeno de aniquilacao,
por pares, de pontos fixos.

Fixando os valores dos parametros € e g observamos que, a medida que o
grau de dissipacao aumenta, os valores de fase e velocidade que caracterizam
os pontos fixos aproximam-se e, apds tornarem um unico ponto fixo, eles
desaparecem. Na figura 7.7 mostramos, para ¢ = 4 x 1072, g = 1071 e
para a situagao em que y = v, como ocorre este fenomeno de aniquilagao.
A figura 7.7(a) corresponde aos valores de fase dos pontos fixos e a figura
7.7(b) aos valores da velocidade. As curvas sélidas correspondem aos pontos
fixos para m = 1 e as tracejadas para m = 2. Para cada valor de 4 = v e um
dado m temos dois pontos fixos. A medida que os coeficientes de restituicao
diminuem (ou seja, a dissipacao aumenta) os valores de fase e velocidade
destes pontos fixos mudam de tal forma que a distancia entre eles diminui.
Para valores criticos de p = v estes pontos fixos se tocam e, para valores
ainda menores de y = v, os pontos fixos nao existem. Observamos também
que o valor de 1 = v para o qual a aniquilagao ocorre depende da ordem m
do ponto fixo. Quanto maior o valor de m maior é o valor critico de u = v
para o qual observamos este fenomeno de aniquilacao.

7.6 Conclusoes

Neste trabalho descrevemos as conseqiiéncias dinamicas da dissipacao,
introduzida via colisoes inelasticas, no modelo hibrido Fermi-Ulam-bouncer.
Para determinados valores dos parametros de controle as colisdes sucessivas
podem ser importantes e, portanto, nao introduzimos nenhuma simplificacao
ou modificacao ao modelo.
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Figura 7.7: A figura ilustra o processo de destruicao de pontos fixos para € = 4 x
1072 e g = 107%. Os grdficos mostram como os valores de fase (a)
e de velocidade (b) dos pontos fizos do caso (iii) (equagoes (7.24) e
(7.25)) variam em fun¢ao de = v. As curvas sdlidas correspondem
aos pontos fizos para m = 1 e as tracejadas aos pontos fixos de ordem
m = 2. O processo de aniquilagao do par ocorre quando, para valores
criticos de = v, 0s dois pontos fixos se tocam.

No regime de dissipacao fraca e moderada relatamos a ocorréncia dos
eventos de crise e determinamos familias de crises para diferentes pontos
de sela. Estas familias de crises foram obtidas considerando combinagoes
diferentes dos parametros p e v. Uma analise deste tipo é importante em
experimentos onde a dissipacao nao pode ser completamente ignorada.

No limite de dissipacao forte o sistema apresenta, nas variaveis fase e
velocidade, cascatas de duplicacao de periodo ao variar os parametros g e e.
Mostramos também, para determinados valores dos parametros e condicoes
iniciais, que o modelo hibrido se comporta como o modelo bouncer.

Diminuindo os valores dos coeficientes de restituicao p e v, ou seja, au-
mentado a intensidade da dissipacao, observamos, ainda, eventos de aniquila-
¢ao por pares de pontos fixos. Os resultados que apresentamos neste capitulo
foram publicados na revista Chaos [16].



CAPITULO 8

Conclusoes e perspectivas

Estudamos as propriedades de escala de quantidades médias, calculadas
como fungoes das variaveis n e t, em transicoes dos modelos unidimensionais
de Fermi-Ulam e bouncer, e do bilhar circular pulsante.

Obtivemos a descrigao de escala da transicao do regime integravel para
o nao-integravel do modelo de Fermi-Ulam e do modelo bouncer simplificado
(mapa padrao). Para a regido cadtica de energia mais baixa, mostramos
que quando a andlise é feita em termos da variavel nimero de iteragoes,
a transicao de integravel para nao-integravel destes sistemas é descrita por
expoentes de escala diferentes. Em outras palavras, estes sistemas pertencem
a classes de universalidade distintas. Tal resultado pode ser atribuido as
diferentes propriedades dinamicas envolvendo as trajetorias no espaco de fase.

Investigamos também as propriedades dinamicas do bilhar circular pul-
sante. A expansao da componente radial da velocidade proximo da primeira
curva invariante mostra que o bilhar circular pulsante é localmente equiva-
lente ao mapa padrao. Para valores pequenos da componente tangencial da
velocidade, a andlise de escala deste sistema, considerando a variavel nu-
mero de iteracoes, fornece o mesmo conjunto de expoentes que descreve as
propriedades de escala do modelo de Fermi-Ulam.

Obtivemos a descricao de escala do mapa padrao para K ~ K., quando
a ultima curva invariante é destruida e a energia muda do regime de valor
limitado para o regime de crescimento ilimitado. Estudamos ainda as pro-
priedades de escala do modelo bouncer no regime de nao-linearidade forte. A
aceleracao de Fermi fornecida pelos modos aceleradores de Pustylnikov é des-
crita por I? o< n?, enquanto na regiao de movimento cadtico, para K > K.,
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e na versao estocastica do mapa padrao o crescimento ilimitado da energia é
descrito por I? o< n. Portanto, os modos aceleradores nao afetam de forma
significativa a regiao de movimento cadtico que os envolve. O modelo bouncer
dissipativo suprime a aceleracao de Fermi observada na versao em que as co-
lisoes sao elasticas. Obtemos, assim, as propriedades de escala que descrevem
a transi¢ao do regime de aceleragao de Fermi para o regime de crescimento
limitado da energia, no limite de dissipacao pequena.

No modelo simplificado de Fermi-Ulam o decaimento da energia que ob-
servamos para tempos longos ¢ um comportamento atipico que surge como
conseqiiéncia da aproximacao utilizada. Ao desconsiderar o movimento da
parede oscilante o tempo entre colises é dado por At = 2/V. Na versao
completa do modelo de Fermi-Ulam sao raros os eventos em que o tempo
entre colisdes é grande. Quando a velocidade da particula é pequena uma
colisao direta ocorre em um intervalo de tempo At < 27, um valor finito.
Desta forma, a energia média, calculada como fun¢ao do tempo, satura para
o modelo completo de Fermi-Ulam. Ja para o modelo bouncer simplificado o
tempo entre colisoes é At = 2V. Caso a velocidade da particula seja pequena,
uma colisao ocorre imediatamente. Assim, a energia média para o modelo
bouncer simplificado nao decai para tempos longos. Quando as médias sao
calculadas como fungoes do nimero de choques, a diferenca entre as versoes
completa e simplificada é irrelevante, pois a variavel n é discreta e entre uma
colisao e outra An = 1 para ambos os casos, independente da velocidade da
particula.

Por fim estudamos as conseqiiéncias dinamicas da dissipagao na versao
hibrida dos modelos de Fermi-Ulam e bouncer. No limite de dissipacao fraca
e moderada mostramos que o sistema apresenta eventos de crise. No regime
de dissipacao intensa o modelo hibrido apresenta cascatas de duplicacao de
periodo. Mostramos também que este modelo apresenta o fenomeno de ani-
quilagao de pontos fixos ao variar os coeficientes de restituicao do sistema.

O estudo das propriedades de escala dos sistemas dinamicos ainda nao
estd fechado. Temos o objetivo de utilizar as técnicas de renormalizacao e
calcular as classes de universalidade dos diferentes sistemas. Esta tarefa,
contudo, nao sera simples.

Os resultados obtidos bem como as ferramentas que utilizamos neste
estudo encontram aplicagoes em sistemas que apresentam transicao do re-
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gime integravel para o nao-integravel e em sistemas em que a intensidade
da dissipacao nao seja alta. Processos envolvendo aceleragao de Fermi sao
de grande interesse em sistemas onde particulas devem ser aceleradas até
atingirem velocidades altas, como as que devem ser obtidas no Large Hadron
Collider (LHC), ou em sistemas onde a velocidade de nicleos atomicos deve
atingir um valor minimo para iniciar a fusao nuclear, processo a ser desem-
penhado pelos tokamaks, uma fonte de energia limpa que nao oferece riscos
de acidentes envolvendo radiacao.
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