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Resumo

O método de Monte Carlo faz parte de um conjunto de métodos denominados estocasticos que
se caracterizam pelo emprego de uma seqii€ncia aleatéria de eventos para calcular integrais. O
conjunto de técnicas que aplicam o método de Monte Carlo para calcular propriedades quanticas
de sistemas atdmicos e moleculares é genericamente conhecido como Monte Carlo Quantico.
Nesse trabalho realizamos simulacdes de Monte Carlo quantico aplicando duas técnicas: O
método variacional e a integral de caminho. Baseado no Principio Variacional da Mecénica
Quantica, o método variacional permite-nos obter estimativas da energia e da funcio de onda
do estado fundamental de um sistema. O método da Integral de caminho de Monte Carlo € fun-
damentado no formalismo de Integrais de Caminho de Feynman. Com essa técnica, € possivel
fazer estimativas de propriedades termodindmicas do sistema a uma temperatura nao nula. Al-
guns dos sistemas que estudamos com essas técnicas foram o oscilador harmonico, o d&tomo de
hidrogénio e a molécula de hidrogénio ionizada. Além disso, obtivemos as curvas de energia vi-
bracional versus temperatura de duas moléculas diatdomicas, H, e O,, modeladas pelo potencial
de Lennard-Jones.



Abstract

The Monte Carlo method is one of a series called stochastic methods which are characterized
by employment of a random sequence of events for evaluating integrals numerically. The set of
techniques that apply Monte Carlo method to calculate quantum properties of atomic and mole-
cular systems is generally known as Quantum Monte Carlo In this work we performed quantum
Monte Carlo simulations by applying two techniques: The variational method and the path inte-
gral approach. Based on the variational principle of quantum mechanics, the variational method
allows us to obtain good estimates of energy and wave function of the ground state of a system.
The path integral Monte Carlo method is based on the formalism of Feynman path integrals.
With this technique, it is possible to make estimates of thermodynamic properties of the system
at non-zero temperatures. Some of the systems that we studied using these techniques were
the harmonic oscillator, the hydrogen atom and the hydrogen molecule ion. In addition, we
obtained the curves of vibrational energy versus temperature of two diatomic molecules, H; e
0>, modeled by the Lennard-Jones potential.
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Introducdo

Meétodos estocdsticos tém sido freqiientemente utilizados para a solu¢do dos mais diversos pro-
blemas de natureza microscOpica ou macroscopica da matéria, dentre os quais o método de
Monte Carlo é usualmente lembrado. Esses métodos promovem as simula¢des de dtomos,
moléculas, aglomerados etc. empregando nimeros aleatorios e tém sido freqiientemente uti-

lizados no estudo de liquidos, solugdes, sistemas amorfos, dentre outros [1].

Uma importante contribui¢dao no uso do método de Monte Carlo ocorreu aproximadamente
no inicio da década de 80 do século passado, quando essa metodologia passou a ser empregada
no estudo de propriedades eletronicas e vibracionais de 4tomos e moléculas [2]. Esta aplicacdo
especifica, que passou a ser denominada de Monte Carlo Quantico, cresceu significativamente
nos ultimos anos [3, 4, 5, 6], sendo destacada atualmente como um dos métodos mais promis-
sores em termos de precisdo. Embora a descri¢dao dos procedimentos gerais para sua utilizagao
seja freqlientemente mencionada na literatura [7, 8], verificam-se problemas de natureza formal
e de estabilidade computacional que necessitam de uma avaliacdo mais profunda. A simplici-
dade de seus algoritmos e a precisdo possivel de ser alcancada sugere que um investimento nesta
direcdo possibilitara um dominio importante no célculo de propriedades atdmicas e moleculares

e fard parte dos métodos de uso convencional.

O principal objetivo desse trabalho é dar ao leitor uma base tedrica basica para realizar
simulacdes de Monte Carlo quantico. Com essa finalidade, realizamos as simula¢des usando
duas técnicas: Monte Carlo quantico variacional e integral de caminho de Monte Carlo. A pri-
meira técnica permite-nos encontrar, de maneira rapida e eficiente, propriedades de sistemas
quanticos a temperatura zero. Usando essa técnica, estudamos os seguintes sistemas: poco de
potencial quadrado infinito, particula num oscilador harmonico simples, &tomo de hidrogénio,
molécula de hidrogénio ionizada (H2+ ) € molécula de hidrogénio (H,). O método da integral
de caminho de Monte Carlo é um pouco mais complicado, no sentido tedrico e computacio-
nal, do que o método variacional. Em compensacgdo, ele nos permite encontrar propriedades
do sistema a temperaturas nao-nulas. Sistemas que foram analisados usando esse método in-
cluem o oscilador harmodnico unidimensional e tridimensional, o &tomo de hidrogénio e, além
disso, fizemos um estudo de moléculas diatdmicas modeladas por um potencial de interacdo

interatdmico conhecido como potencial Lennard-Jones.



1 O Meéetodo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo ¢ um método estatistico utilizado em simulacdes estocasticas com
diversas aplicacdes em dreas como a fisica, matematica e biologia. Este método tipicamente en-
volve a geracdo de observacdes de alguma distribui¢ao de probabilidades e o uso da amostra ob-
tida para estimar uma propriedade de interesse. As aplicacdes mais comuns sd3o em computagao
numérica para avaliar integrais. Nesse capitulo apresentaremos o método de Monte Carlo usado
no cédlculo de integrais. Além disso, faremos uma discussao de técnicas que devem ser le-
vadas em considera¢do durante as simulagdes, como controle da taxa de aceitacdo de novas

configuracdes e célculo de barras de erros de sistemas correlacionados.

1.1 A Idéia do Método de Monte Carlo

Da Mecinica Estatistica, sabe-se que dada uma distribui¢do de probabilidade P(s), definida
para os estados microscOpicos possiveis s, as propriedades de um sistema em equilibrio termo-

dindmico podem ser obtidas. Considerando f uma propriedade desse sistema, a média (f) é

dada por
Uw:;fwa, (1.1)
onde
P(s) = Jexp{~BH(s)} (12
e Z é a funcdo de particdo dada por
Z:;exp{—BH@}- (1.3)

Se temos um conjunto de M estados gerados de acordo com a probabilidade P(s), uma

estimativa para a média de f sera
1 M
(f)=2- ) flsi), (1.4)
M i=1

onde sy, ..., sy sdo os estados gerados. Quanto maior for o tamanho desse conjunto, melhor sera
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a estimativa da média.

O problema consiste entdo em gerar estados de acordo com a probabilidade P(s). A solugido
para isso estd na construcido de um processo markoviano com probabilidade estacionaria dada
por P(s). Uma matriz estocéstica, cujo elemento 7T (s,s’) representa a taxa de transi¢io do estado

s' para o estado s, deve ser construida de tal maneira que

Y T(s,s")P(s") = P(s). (1.5)

Existem duas condi¢Oes para que a equacdo (1.5) seja satisfeita e que nos possibilitam

contruir a matriz estocéstica. A primeira delas € a condicao de balanceamento detalhado

T(s,s")P(s') =T(s',s)P(s). (1.6)

A segunda segue da condigdo de normaliza¢do da matriz estocéstica T'(s', s)

Y T(s's)=1. (1.7)

1.2 O Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis € um dos algoritmos mais utilizados para construir a matriz es-
tocdstica. Para cada estado s definimos um conjunto V (s) de estados vizinhos a s e adotamos
T(s',s) =0 para os casos em que s’ ndo pertenga a essa vizinhanga. Isso significa que a transi¢ao
de s para estados fora de sua vizinhanca é proibida. E importante escolher as vizinhancas dos
diversos estados de modo que se um dado estado s’ ndo pertence a vizinhanga de um outro
estado s entdo s ndo pertence A vizinhanga de s’. Por simplicidade, todas as vizinhangas sdo

escolhidas com o mesmo numero de estados que denotamos por N.

Para um estado s’ que pertenca a vizinhanca de s, a matiz estocdstica € definida por

/ Lexp{—B[H(s) —H(s)]} seH(s) > H(s)
T(s',s)= (1.8)
se H(s') < H(s)

=~

desde que s # 5. Nessa equagdo, H(s) é o hamiltoniano do estado s. O elemento diagonal é

dado por

T(s,s)=1-Y T(s.s). (1.9)
s/ (#9)

Para mostrar que a condi¢do de balango detalhado (1.6) esta satisfeita, considere os estados
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s1 e sy tais que H(s1) > H(s2). Nesse caso, de acordo com as equac¢des em (1.8), temos:

T(s1,s2) = ]lvexp{—B [H(s1)—H(s2)]} e T(s2,51) = ]l\f (1.10)
Por outro lado,
Pls) = Jep{-BH()} e Plo)= e {-BH(x)}.  (LID

Esses resultados satisfazem a condi¢do de balanco detalhado, o que pode ser verificado

substituindo-os em (1.6).

Se as vizinhangas forem escolhidas de forma que qualquer estado possa ser alcancado a
partir de qualquer outro, garantimos que a matriz estocdtisca serd regular e, portanto, para /¢

suficientemente grande, o estado sy serd escolhido com a probabilidade de equilibrio P(sy).

Computacionalmente, comecamos por um estado qualquer so. A partir dele, geramos uma
seqiiéncia de estados s, 57, 53 ... da seguinte forma. Suponha que no ¢-ésimo instante o estado
seja s¢. No instante seguinte escolhemos aleatoriamente um estado sy da vizinhanga de s;. Esse
novo estado ¢é escolhido da seguinte maneira: 5= sy +A(2r — 1), onde A é um pardmetro que
podemos controlar e » € um ndmero aleatério uniformemente distribuido no intervalo [0,1].

Calculamos entdo a diferenca AH = H(s}) — H(sy).
a) Se AH <0, entdo o novo estado sera de fato s’f, ou seja, Sy = Sy

b) Se AH > 0, calculamos p = exp{—B AH} e geramos um niimero aleatério & uniforme-

mente distribuido no intervalo [0,1]. Se & < p entdo s/;1 = sy, caso contrario sp4 = .

No inicio desse processo, o sistema ainda estd caminhando para o estado estaciondrio.
Nesse estagio, os valores de quantidades de interesse que caracterizam o sistema nao flutuam
em torno de um valor médio. Por essa razdo, nao faz sentido tirar médias dessas quantidades
antes que o sistema entre no estado estaciondrio. Se apds D iteracdes o sistema chega nesse
estado, devemos descartar os primeiros D estados, e usar os M estados seguintes para estimar a

média (f) de qualquer funcéo de estado por

1

M f(se4p)- (1.12)

R aghS

=1

1.3 O Parametro Delta (A)

O parametro A que aparece no algoritmo de Metropolis serve para que possamos ter controle da

taxa de aceitacao de novas configuracoes geradas durante as simula¢des de Monte Carlo.
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Imagine que o sistema em consideracdo tenha sua configuracdo dada por s. Segundo o
algoritmo de Metropolis, a nova configuragio serd gerada fazendo s’ = s +A(2r — 1), como dis-
cutido na secdo anterior. Se A € muito grande, a nova configuracao terd um valor muito diferente
do valor atual, e € muito pouco provavel que a sequéncia de novas configuracdes escolhidas as-
sim leve a um estado de equilibrio. Essas configuracdes serdo freqiientemente rejeitadas, e
nao € interessante realizar simulagdes onde as propriedades demorem a convergir devido a uma
baixa taxa de aceitacdo. Algo semelhante ocorre quando A € muito pequeno. Assim, as novas
configuracdes serdo muito semelhantes a configuracdo atual. Elas serdo freqiientemente acei-
tas, mas cada estado serd altamente correlacionado com o estado anterior e, se quisermos boas
estimativas de propriedades de interesse, devemos gerar muitos estados, o que demanda mais
tempo. O ideal € escolher um valor de A que deixe a taxa de aceitagdo em torno de 50%. Por
essa razao, em nossas simulagdes aumentamos A sempre que a taxa de aceitacao exceder 50%,

e diminuimos caso contario.

1.4 Determinacao de Barras de Erros em Simulacoes

Durante uma simulagdo de Monte Carlo, € possivel monitorar varias quantidades fisicas e deter-
minar o valor esperado das mesmas como a média sobre as configuracdes geradas na simulagdo.
Chamaremos tais médias de médias temporais embora a palavra tempo nao designe tempo real,
e sim tempo de Monte Carlo. Para uma quantidade fisica A, a média é dada por

| M

A= i Ay (1.13)

n=1

Se o tamanho do sistema e o tempo de simulagdo forem grandes o suficiente, essas médias es-
tardo bem proximas das médias de um sistema macroscopico real. Normalmente, o tamanho do
sistema e o tempo de simulag@o sdo limitados e € importante encontrar uma estimativa das bar-
ras de erro associadas as médias. Para medidas descorrelacionadas, os estimadores da varidncia

¢ e da barra de erro € sdo dados por

1 ¥ .
o = MZ(A,,—A)z (1.14)
n=1

g4 — :/5—]‘*‘_4 (1.15)

No entanto, as medidas durante uma simulacdo de Monte Carlo podem estar fortemente correla-

ciondas. Isso pode ocorrer devido a varios fatores, como a ma qualidade do gerador de ndimeros

aleatdrios e a possibilidade de estarmos fazendo as medidas préximo a uma transicao de fase.
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Além disso, o método de Monte Carlo gera correlacdes por natureza, uma vez que 0S novos €s-
tados sdo gerados a partir de estados antigos dando a estes pequenos deslocamentos. Uma das
maneiras de evitar que facamos medidas de estados correlacionados € observar a quantidade de
interesse A a cada intervalo de muitos passos de Monte Carlo. Mas isso € um desperdicio de
informagdo. Neste trabalho, utilizaremos o que chamamos de médias por blocos. Os valores da
quantidade fisica A a cada passo de Monte Carlo sdo guardados. Entdo essa seqiiéncia de dados
¢ dividida em um determinado nimero de blocos de mesmo tamanho. Observe a Figura 1.1
para melhor visualizagdo. Para blocos de tamanho m, a j-ésima média de bloco € dada por

AJ-:% Z Ay. (1.16)
=jm+1
As médias da quantidade fisica em blocos diferentes sdo descorrelacionadas e o desvio padrao

pode ser determinado como o desvio padrao das médias dos blocos.

-0,6

081 1 1 | 1 1

1] s | | "

Energia

-1,2 " Blocol Bloco2  Bloco3  Bloco4 |

14 |

- \ \ \ \
1’60 10000 20000 30000 40000 50000

Passo de Monte Carlo

Figura 1.1: Esquema da construcdo de blocos sobre os valores de energia durante uma
simulacdo de Monte Carlo. Nessa figura, cada bloco tem 10000 passos de Monte Carlo, e
os 10000 passos iniciais foram descartados para que o sistema entrasse no estado estaciondrio.



2 O Método de Monte Carlo Qudntico
Variacional

Sistemas quanticos sao governados pela equacdo de Schroedinger. Em particular, as solucdes
da forma estaciondria dessa equagdo determinam muitas propriedades fisicas do sistema em
consideracdo. A equacdo de Schroedinger independente do tempo pode ser resolvida analiti-
camente para um pequeno nimero de casos. Podemos citar como exemplos a particula livre,
o oscilador harmoénico e o d&tomo de hidrogénio. Na maioria dos casos devemos recorrer a
simulacdo computacional para determinar as solu¢des dessa equagdao. O método variacional
permite resolver a equacao de Schroedinger de maneira rapida e eficiente. Nesse capitulo, apre-
sentaremos a teoria necessdria para uma simulac¢do usando o método variacional com base no
método de Monte Carlo. Mas antes de apresentarmos esse método, dedicaremos as proximas
trés secdes para introduzir o tipo de problema que serd analisado, um sistema de unidades que

simplifica a notagdo e a aproximacdo de Born-Oppenheimer.

2.1 Descricao do Problema

Como veremos, o método de Monte Carlo quantico variacional permite propriedades do estado
fundamental de um sistema quantico em nivel atdmico. Estamos falando em resolver a Equagao

de Schroedinger independente do tempo ndo relativistica
H|¥Y)=E|Y), (2.1)

onde H € o operador Hamiltoniano para um sistema constituido de varios nucleos e vérios

elétrons descritos pelos vetores posi¢do R4 e 7; respectivamente. Escrevendo o hamiltoniano
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explicitamente temos:

N 2 M 2 N M 2
P Py 1 Z,
Ho= =Yoo Yo ames o y A
1 N N 62 1 M M ZAZB€2
b LA _LAZBE 2.2)
4“80igijz'>iyri_”j| 4TCSOAEIB§4| A —Rp |

Nessa equacao m, e My sdo as massas dos elétrons e dos nucleos respectivamente, Z4 € o
nimero atomico dos nucleos, f’, = —ih%i e ﬁA = —ih%A. A distancia entre o i-ésimo elétron
e 0 A-ésimo nicleo é riy =| Fip |=| Ry—T7 |, a distdncia entre o i-ésimo e o j-ésimo elétron
é rjj =| 7j —7; |, e a distancia entre o A-ésimo e o B-ésimo niicleo é Ryp =| Rp— Ry |. Um

sistema de coordenadas moleculares é mostrado na Figura 2.1. Assim sendo, podemos escrever

i,j = elétrons

A,B = nucleos

Figura 2.1: Um sistema de coordenadas moleculares, onde i, j representam elétrons e A, B re-
presentam nticleos.

o operador Hamiltoniano nessa notacao como:
h2V2 M h2V2 N M 7 2
2m, - 2M A 4758 ; ;

-
ZAZBe

47580 ZZ_ 47E80 Z Z 2.3)

i=1j>i Tij Ac1Boa Ras

O primeiro termo na equagao (2.3) € o operador para a energia cinética dos elétrons; o segundo
termo € o operador para a energia cinética dos nucleos; o terceiro termo representa a atragao
coulombiana entre elétrons e niicleos; o quarto e o quinto termos representam a repulsiao cou-

lombiana entre elétrons e entre nucleos respectivamente.
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2.2 Unidades Atomicas

As unidades usadas nessa dissertacao sao conhecidas como unidades atomicas. Elas s@o bas-
tante uteis pois simplificam a notacao, evitando que trabalhemos com nimeros muito grandes ou
muito pequenos. Discutiremos abaixo como essas unidades aparecem naturalmente da equagao

de Schroedinger.
Vamos reescrever o operador Hamiltoniano da equacgao (2.3) de outra maneira:

N thZ M hzvi

)

2 N M N M M
e ZA 1 ZaZp
2 S (2.4)
4mey i—1A=1 liA izzi;rij A; ;

Fazendo uma mudanga de varidvel da forma x,y,z — Ax/,Ay’, A7 obtemos:

N h2 VZZ M hZV:42

N _gzmem_/;zMAkﬁ
o2 N Moy NN MM
= ALVY o+ . 2.5)
4megoh z:ZlAgl Fia z;;’”:j AZIB§4 R)p ]

Da equag@o de autovalor, temos que H® = E® = H'®' = EP’. Com isso obtemos:

! &/ A hzvz /
H® = |- o
Loz |t
N $2v'2 N M N N M M
h Vl. 2 ZA 1 ZAZp /
— -+ —+ o}
i; 2’”67‘2 4meoh ( z:ZlAgl Fia I;JZN”:{]' Az—:lBgA Ryp
= EJP. (2.6)
Podemos fazer ,
AL R = 2.7)
mA\2  dmegh " 2 2 ’
¢ 0 A €y = "
e de posse destas relagdes obtemos:
M 292 N N M N N M M
vy 1 _n Za 1 ZaZp | .,
M e MR W I ED W I M A L
S2MaAe, S22 ST i=1j>i rij ASii=a Rip
E
=_&' =E'd. (2.8)

€p
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E finalmente escrevemos o operador Hamiltoniano em unidades atdbmicas como:

MVX N1,2NMZA N N M M 7 7
H=-Y d Yl y Yy Ay y ey YA o
A=1“Ma =1 i—1A=1"ia  i=1;517ij A=1B>A 4B
onde
E M
E== , M;==2 (2.10)
€n ne

A tabela 2.1 descreve os fatores de conversdo Y entre unidades atomicas (#.a.) e unidades

SI, sendo que o valor SI de quaisquer quantidades Q é dada em valores de Q' por:

0=rQ. Q2.11)

Quantidade Fisica Fator de Conversao Y Valor de Y (SI)
Comprimento ao 5,2918 x 10~ 1'm

Massa M, 9,1095 x 10731 Kg

Carga e 1,6022 x 10719C

Energia &) 4,3598 x 107187
Momento Angular h 1,0546 x 10734 Js
Constante de Forca Eletrostatica ﬁ 8,9877 x 10°C2Nm?
Temperatura €,/Kp 3,1577 x 10°K

Tabela 2.1: Conversao de unidades atdmicas para unidades SI.

A partir de agora, usaremos unidades atdmicas e o indice () serd omitido por simplicidade

de notagao.

2.3 Aproximacao de Born-Oppenheimer

Importantes aproximacdes devem ser feitas no operador Hamiltoniano (2.9) a fim de transformé-
lo em um modelo operacional. O primeiro passo consiste em separar os graus de liberdade dos
nucleos daqueles dos elétrons. Essa aproximacdo € conhecida como aproximacdo de Born-

Oppenheimer [9]. Abaixo faremos uma discussdo dessa aproximacao.

Sabemos que os nucleos dos atomos sdo muito mais pesados que os elétrons (a massa de um

préton ou néutron € cerca de 1836,15 vezes maior que a massa do elétron), logo, dentro de uma
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estrutura esses se movem mais lentamente que os elétrons. Portanto, € uma boa aproximacgdo
considerar os elétrons se movendo no campo dos nucleos fixos. Com essa aproximacgao, a
energia cinética dos nucleos na equagao (2.9) pode ser omitida e o termo de repulsdo entre os

nucleos pode ser considerado constante.

O Hamiltoniano resultante (Hamiltoniano eletronico) descreve o movimento de N elétrons

no campo de M cargas pontuais:

, MMz NN
Hee = Z V ZZ_+ZZ_ (2.12)
i—1A=1 1A 2155 T
A solugdo para a equacao de Schroedinger envolvendo o Hamiltoniano eletronico,
He1e®Pete = Ee1ePele, (2.13)
¢ a func¢do de onda
D, = q)ele({?i}; {R_)A})v (2.14)

que descreve o movimento dos elétrons e depende explicitamente das coordenadas eletronicas

e parametricamente das coordenadas nucleares. Assim, a energia eletronica é

Eee = ele({ﬁA})- (215)

Pela dependéncia paramétrica, vemos que para diferentes posi¢cdes dos nicleos ®,;, serd
uma diferente funcdo dessas coordenadas. As coordenadas nucleares nao aparecem explicita-

mente em P,;,.

Para completar o problema, temos que incluir na energia total um termo de repulsdo nuclear,

ZAZB
ETot ele +
Z1 B§4 Rag

(2.16)

As equagdes (2.12) a (2.16) constituem uma aproximag¢do para o Hamiltoniano completo

da equacao (2.9).

2.4 O Principio Variacional

O Principio Variacional € a base tedrica do método de Monte Carlo quantico variacional. Ele
pode ser descrito como segue. Suponha que queiramos calcular a energia do estado fundamental
E, para um sistema descrito pelo Hamiltoniano H, e que somos incapazes de resolver a equagao

de Schroedinger independente do tempo, mesmo na forma simplificada da equacdo (2.16). Se
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escolhermos uma fun¢do de onda normalizada y qualquer, podemos escrever o teorema:

Teorema:

Eg <(y|H|y) = (H). (2.17)

Ou seja, o valor esperado de H no estado y € maior que a energia do estado fundamental, exceto

se y for o estado fundamental exato.

Prova: Uma vez que as autofunc¢des (desconhecidas) de H formam um conjunto

completo, nds podemos expressar Y como uma combinagdo linear delas:
V=Y ca¥n, comHY, = E,,. (2.18)
n

Como vy € normalizada,

1= (y|y) = <Zcm\|fm}2cnwn>:ZZc;cn(wm!wn>:Z\cnyz (2.19)

onde assumimos que as autofungdes sdo ortonormais: (Y, |W,) = &,,. Além disso,

— <Zcmwm\Hch\pn> =YY chEncn(Wnlwa) = Y Enlcal*. (2.20)

m n

Mas a energia do estado fundamental €, por defini¢do, o menor autovalor, entdo Eg < E,,. Isso

significa que
Y Eulcal> > Eg Y |l (2.21)
Logo,

(H) > E,. (2.22)

Existe um coroldrio do Principio Variacional que diz que se (y|y,) =0, entdo ( H ) > E,,
onde E, € a energia do primeiro estado excitado. Ou seja, se nés pudermos encontrar uma
func¢do de onda tentativa que € ortogonal ao estado fundamental exato, a energia estimada nesse
estado certamente serd maior que a energia do primeiro estado excitado. Em geral, € dificil ter
certeza de que € ortogonal a g, uma vez que ndao conhecemos esta ultima. No entanto, se
o potencial € uma funcdo par das coordenadas, entdo o estado fundamental € par, e por isso

qualquer func¢do tentativa impar automaticamente ira satisfazer a condi¢ao do coroldrio.
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Prova: Como na prova do Principio Variacional, sabemos que

W)=Y calwn),  comH|y,) = Ey|n), (2.23)
n=1

onde |y ) € o estado fundamental. Se tomarmos o produto interno com (y; | em ambos os lados
da equacdo, ficamos com

(o)

(Wilw) =Y cnlwilWn), (2.24)

n=1

mas os autoestados do Hamiltoniano sdo ortonormais, o que significa que (y;|y,) = 8; ,. Le-

vando isso na equagao acima e efetuando a soma, temos

(Wily) =ci. (2.25)

Uma vez que (y;|y) = 0, concluimos que ¢; = 0. Entdo
(H)y=Y Eneal* 2 E2 Y |ca|* = (H) > Ea, (2.26)
n=2 n=2

pois E, > E; para todo n, exceto n = 1.

2.5 Descricao do Método

A seguir, mostramos como € possivel implementar o método variacional numericamente através

do método de Monte Carlo.

O primeiro passo é construir uma fun¢do de onda tentativa %0? (X), que depende das coor-
denadas X e é parametrizada por um conjunto de parAmetros variacionais .. Ao construirmos
W? (X), é importante que ela incorpore da melhor maneira possivel os conhecimentos que te-
mos do sistema. Mais detalhes sobre ql;'f (X) serdo discutidos na aplicagdo do método em cada

problema nessa dissertagao.

Multiplicando w;& (X) em ambos os lados da equagdo de Schroedinger independente do

tempo, ficamos com
Y} () = EfvE ) = [t @y @di= [t @E @

Entdo a energia variacional do sistema pode ser escrita na representacao das coordenadas como

< <0 (¥) Hy 8 (X)dx
Y [ Pdx
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E interessante notar que a funcdo de onda tentativa ndo precisa estar normalizada, pois essa

constante de normalizacdo é cancelada algebricamente em (2.27).

Vamos reescrever a integral em (2.27) de outra forma,

v P (450 ax

- Vit (2.28)
Jwf@pPax

de modo que possamos definir duas quantidades, a densidade de probabilidade p(X) e a energia

local Eg‘ (X):

<Q

E

. O (2|2 - H a2
p = DL g = YD) 229
J vz (%)]dx vr (%)
Entao podemos escrever
E} = / p(X)EX(R)dx. (2.30)

O método variacional com Monte Carlo consiste em amostar a densidade de probabilidade

p(X) de modo a calcular numericamente a equag@o (2.30) da seguinte forma:
M —

_ o

R
l

Para amostrar as M configura¢des do problema a partir da densidade de probabilidade p(X)

(7). 2.31)

<Q

E

usamos o algoritmo de Metropolis.

A energia local tem a propriedade de ser constante se a mesma for um autoestado exato do
Hamiltoniano. Para uma fun¢do de onda tentativa geral, a energia local ndo € constante, e a
variancia da mesma ¢ uma medida de quao bem a fun¢do de onda tentativa se aproxima de um

autoestado.

2.6 O Algoritmo

A seguir, apresentamos o algoritmo de Metropolis usado nas simula¢des de Monte Carlo
Quantico Variacional. Nesse ponto, ja devemos ter em maos a funcdo tentativa e, apartir dela,
as quantidades p(X) e EE‘ (X), que estao definidas na equagdo (2.29).

1. Defina um conjunto de posi¢des iniciais aleatdrias para os elétrons;

2. Escolha novas posi¢des x’ fazendo x' = x+ A(2{ — 1) para todas as coordenadas de todos



2.6 O Algoritmo 15

os elétrons;

3. Calcule w(x,X;0.) = p(X')/p(X);

=/

4. Se w(X,X';d.) > &, aceite a nova configuragio;
5. Caso contrdrio, rejeite a nova configuragdo;
6. Retorne ao passo 2;

7. Termine quando forem dados passos de Monte Carlo suficientes.

No algoritmo acima, { e & representam nuimeros aleatérios independentes distribuidos
uniformemente no intervalo [0,1]. Ao concluirmos que uma nova configuracdo serd aceita,
devemos atualizar o sistema para essa nova configuracdo e calcular a energia local na nova
configuracdo. No caso em que a nova configuracdo € rejeitada, o sistema continua na
configuracdo antiga e a energia local € calculada na configuracao antiga. O parametro A de-
termina a amplitude do deslocamento da particula e pode ser ajustado durante as simulacdes
de modo a garantir uma taxa de aceitagdo em torno de 50%. Veja mais detalhes sobre esse
pardmetro na Sec¢do 1.3. A quantidade w(X,x’;0) é a razdo das probabilidades e define o peso
a ser usado nas simula¢des de Monte Carlo quantico variacional. Mais uma vez, note que o

fator de normalizacdo da funcdo tentativa ndo precisa ser determinado, ja que na razdo das

probabilidades ele é cancelado.

Dada uma fungio tentativa, obtemos w(X,X’';0) e Ef*(X). A idéia do Monte Carlo quantico
variacional é usar esse algoritmo para diversos valores de G e encontrar o conjunto de

parametros variacionais que minimize a energia variacional Ey .

E bom lembrar que deve-se esperar o sistema termalizar antes que as medidas de proprie-
dades de interesse, como a energia, sejam realizadas. Por termalizar entende-se que ap6s um
certo numero de passos de Monte Carlo o sistema tenha suas propriedades convergindo para um

valor.
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3 O Método da Integral de Caminho de
Monte Carlo

O método da Integral de Caminho de Monte Carlo é baseado na formulacdo de integrais de
caminho de Richard Feynman [10]. Esse método permite que propriedades termodinamicas
de sistemas quanticos a temperaturas nao nulas sejam calculadas. Nesse capitulo faremos uma
revisdo ripida das integrais de caminho de Feynman e veremos que hd uma relacio entre a
matriz densidade e essa formulacdo da Mecanica Quantica. O restante do capitulo é destinado
a tépicos importantes necessarios numa simulacao que aplique esse método num determinado

problema quantico.

3.1 Fundamentos

Nessa secdo, nds apresentaremos as idéias necessdrias para o entendimento de integrais de

caminho de Feynman.

3.1.1 Integrais de Trajetoria

Paralelo a formulag@o de Schroedinger da Mecénica Quantica, existe um outro formalismo que
parte do Principio da Minima A¢do [11] e chega as mesma conclusdes, mas de um ponto de vista
diferente. Tal formula¢do foi inicialmente introduzida por Feynman [10] com o nome de “path
integral”, ou integral de caminho, ou integral de trajetdria. Por simplicidade, desenvolveremos a

teoria em apenas uma dimensdo. Contudo, a extensdo a trés dimensdes pode ser feita facilmente.

3.1.2 Acao Classica

Vamos estudar uma particula viajando num espaco unidimensional. Ela parte de um ponto x|

no tempo #; € chega no ponto x, no tempo . O caminho que a particula descreve de fato ,
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dentre todas as possibilidades, € obtido minimizando uma quantidade S dada por
n
S= [ dtL(x(t),x(t);t) 3.1)
|

S éaacdoclassicae L € a Lagrangiana do sistema. Para uma particula de massa m num potencial

V(x), a Lagrangiana é
L= —x(t)? =V (x(t):1). (3.2)

Em Mecéanica Cléssica, apenas o caminho que minimiza a acao contribui para a amplitude da

probabilidade de encontrar a particula numa dada posigao.

3.1.3 A Integral de Caminho

Em Mecanica Quantica, ndo apenas o caminho que minimiza a a¢ao contribui para a amplitude
da probabilidade, mas todos os caminhos possiveis. Todos eles contribuem para a amplitude

total, cada caminho sendo pesado por uma diferente fase, dada pela agao.

As afirmagdes acima podem ser resumidas da seguinte maneira: A probabilidade P(2,1) de

uma particula ir do ponto x; no tempo #; ao ponto x; no tempo t, é |K(2,1) 2, onde a amplitude

K(2,1) =Y 0[x(1)] (3.3)

é dada em termos da contribuicdo ¢ [x(7)] de cada caminho, sendo

1 .
ola(t] = 5 exp { 1501} G4
onde A € uma constante de normalizagdo e S € a acdo correspondente ao sistema cldssico.

A equagdo (3.3) € uma integral de Riemann no limite continuo. Por isso, substituiremos
o somatorio em (3.3) por uma integral sobre todas as trajetdrias possiveis. Cada trajetoria €
feita no espacgo e tempo continuos. Baseados nisso, vamos fatiar cada trajetéria em M partes,
onde cada parte de cada trajet6ria ocorre num pequeno intervalo de tempo T = (¢j+1 —¢;)/M.
Quanto mais intervalos tivermos, mais proxima sera a aproximacao do valor exato da integral
que aparece na exponencial, a acdo S. Tomando o limite T — 0 na equagdo (3.3), obtemos

K(2,1) :1imH0/---/exp (%5(2, 1)) % . %, (3.5)

onde M € o numero de fatias de comprimento T e A =

(i) 172 ho caso da Lagrangiana dada

na equacao (3.2). A equacdo (3.5) € a definicdo da soma sobre todos os caminhos. Poderiamos
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expressa-la da seguinte forma

K(2,1) = (2nni1h'c)1/2 /Izexp (%S(L 1)> Dx(t), (3.6)

que ¢ de fato a férmula da integral de caminho de Feynman. Dx(¢) é o produto das M + 1

diferenciais. N6s ndo pretendemos fazer uma formulacgao rigorosa do formalismo da integral de

caminho. Apenas queremos dar uma idéia intuitiva dessa formula¢do da Mecanica Quantica.

Ja que nosso objetivo € fazer um algoritmo numérico, nds estamos interessados em tranfor-
mar a férmula da integral de caminho do espago continuo para o espaco discreto. E possivel

discretizar a equacao (3.1) tomando M fatias de tamanho T, levando ao seguinte somatorio:

=1 Z ( <¢)2—v(xj)> . (3.7)

Essa equacdo € a acdo discreta que usaremos na maioria dos nossos cddigos de integral de tra-
jetéria de Monte Carlo. Na Secao 3.3.1 veremos como chegar nessa expressao de uma maneira

formal.

3.1.4 Da Integral de Trajetoria a Equacao de Schroedinger

Como dissemos, a teoria de integral de caminho € uma formulagcdao da Mecanica Quantica para-
lela a formulacdo de Schroedinger. Ento, € possivel partir de integrais de caminho e recuperar
a equacao de Schroedinger. E o que vamos fazer. Além disso, vamos encontrar a constante de

normalizacdo que aparece na equacao (3.5).

Usando o propagador [12],
Y (x2,12) :/ K (xp,t25x1,00)W (1,11 )dxy, (3.8)

nés obtemos a fungio de onda Y no tempo 1,. E possivel calcular o tempo 7> como um pequeno

incremento T a t;. Se assim fizermos, nds obtemos

W (x;,t+7T) / —exp <’c —L (% , x,—)) W (x;—1,1)dx;_1, (3.9)

onde A é a constante de normalizagio a ser determinada, e L = mx? /2 — V (x,t). Note que % foi
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discretizado usando o pequeno incremento T. A substitui¢do da Lagrangiana na integral nos da

oo . 2
y(xi,t+1T) = /_m%{exp [%—m(x, Z:Z_l) }} X
X {exp {—%TV(xi,t)] }\V(xl-_l,t)dxi_l. (3.10)

N6s queremos calcular essa integral para pequenas variagdes em (x; —x;_1)2. Para isso, subs-
tituimos x;_; = x; + 1 na equacgdo (3.10) tomando 1 pequeno o suficiente a fim de preparar para

uma expansao em séries:

Y(xj,t+71) = e [":; } exp [—%V(x,-,t)} VY (x;+m,1)dn. (3.11)

Agora podemos expandir a equacao (3.11) em série de poténcias até a primeira ordem em T

) < 1 imm? it
visn) +v5wtann = [ e |0 1= v
X ('f)—f—i('l‘)—f—l zﬁ('t)d (3.12)
WYX, naxi\lf i 211 axizw i n. .

Se na equacio (3.12) n6s compararmos os dois membros em mesma ordem de T, nds encontra-

mos as seguintes relagdes: em ordem zero

| imm?
- dn =1 3.13
que nos dé a constante de normalizacao
1
21 2
A= ( TClhT) ' (3.14)
m
E em primeira ordem temos
oy it ht 02y
— =y —-——Vy————=—. 3.15
VT ot v h v 2im 0x? 15
Isso € verdade se y satisfizer
1o n* 92
———W————W—FV(x,t)w, (3.16)

i 0t  2m ox2

que € a equacgdo de Schroedinger.
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3.2 Matriz Densidade

Os codigos do método de Integral de Caminho de Monte Carlo serdao desenvolidos para sistemas
no ensemble candnico. Por isso, toda a teoria de Mecanica Quantica Estatistica sera desenvol-
vida com base nesse ensemble. No ensemble candnico, um estado € definido pelas seguintes
quantidades fixas: o nimero de particulas N, o volume V e a temperatura 7. A energia E € a

quantidade que pode variar.

A probabilidade de que um sistema tenha energia E; é dada pela estatistica de Boltzmann
exp(—BE;), onde B = 1/kgT, onde kg é a constante de Boltzmann. Essa estatistica € correta
para sistemas de particulas distinguiveis, que é o tipo de sistema que vamos explorar nesse

trabalho.

Nosso ensemble é caracterizado pelo operador Hamiltoniano H, cujas autofuncdes sdo y;
e os autovalores sdo E;. Representada no espago das posi¢cdes, a matriz densidade € definida

como
p(R,R';B) = (Rle PH|R) Z\p, Wi(R)e BB, (3.17)

onde R =7y,...,7y. A probabilidade de ocupagdo de um certo estado i é ¢~ Ei/ (ksT)

O valor esperado de um operador O no espago discreto é
(0) =2 Y (wi [Olwie PE, (3.18)
i
sendo
z=Y e Ph (3.19)
i

a funcao particao.

No espaco continuo, os somatorios nas equacoes (3.18) e (3.19) se tornam integrais:

(0y=z"" /deR’p(R,R’,B)<R|0|R'>, (3.20)

Z:/a’Rp(R,R;B). (3.21)
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3.2.1 Convolucao de Matrizes Densidade

A propriedade de convolucdo de matrizes densidade que apresentaremos nessa secdo € a base
do método da Integral de Caminho de Monte Carlo. Segundo essa propriedade, a convolucdo

de duas matrizes densidade € uma matriz densidade a temperatura mais baixa.

Vamos partir da definicdo de matriz densidade,
p(R1,R3:B) = (Rile PH|Rs). (3.22)
Assumindo que B = B; + B2,
P(R1,R3:B1+B2) = (Rife P e PH|Ry). (3.23)
Podemos usar o operador identidade no lado direito dessa equagdo da seguinte maneira
P(R1,R3;B1+B2) = /dRz (Rile P |Ry) (Roe P2 |Rs), (3.24)

e usar a definicdo de matriz densidade para escrever

P(R1,R3:B1+PB2) = /dRzp (R1,R2;B1)p (R2,R3;B2), (3.25)

que € a propriedade da convolucdo de matrizes densidade.

Veremos na Secdo 3.2.3 que existe uma relagdo entre matrizes densidade e a formulagdo
da integral de caminho. Nesse sentido, desejamos desde ja seguir um raciocinio similar aquele
desenvolvido na apresentacdo da integral de caminho. Para tanto, aplicaremos a propriedade
de convolucao de matrizes densidade iterativamente muitas vezes. Além disso, definiremos a

quantidade passo de tempo T como
_ —BH _ (,—tH\M
T=B/M=e = (™). (3.26)
Agora podemos tomar o produto M vezes,

p(Ro,Ru:B) = /"'/dedRz...dRMl X
p(RQ,Rl;’C)p(Rl,Rz;‘C)...p(RMfl,RM;T). (3.27)

Uma vez que P = 1/T, as matrizes densidade no lado direito da equagdo
(3.27) estdo numa temperatura mais alta (MT) do que p(Ro,Ru;P). Por isso,
p(Ro,R1;7),p(Ro,R15T),...,p (Ry—1,Rm;T) estdo numa temperatura suficientemente alta que

elas podem ser consideradas como matrizes densidade cldssicas. Em virtude disso, existe um
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paralelismo com a formulacio de integral de caminho da Mecanica Quantica, onde resultados

quanticos sdo obtidos via um produto de a¢des cléssicas.

3.2.2 A Formula de Suzuki-Trotter

Vamos assumir que estamos lidando com um Hamiltoniano da forma

2
H(x,p) = T(x,p) +V(x) = -+ V(x), (3.28)

com V (x) suficientemente suave e com limite inferior. O operador evolucdo temporal é dado
por [12]

o TH/M _ ,—t(T+V)/h (3.29)

com H, T e V sendo operadores. De acordo com a formula de Baker-Campbell-Hausdorft [13],

a equacao (3.29) pode ser fatorizada como

oS THV)/h _ 3T [h =tV [h ,~T2C /R (3.30)
onde o operador C é
c=iwn-*(Lvwrm-tiv.nn)+ (3.31)
f— 2 ) h 6 9 ) 3 Y ? et ’

Entdo, até primeira ordem em T

o t(THV)/h _ 1T /h =tV /h (3.32)

De acordo com a equacao (3.32), é tentador aproximar a matriz densidade exata em H
para o produto de matrizes densidade em 7 e V. Entretanto, ndo se pode garantir, a priori,
que aplicacoes sucessivas desse processo ndo leve a um resultado tendencioso devido a erros
cumulativos. Com o intuito de termos certeza da exatidao de nossos resultados, nds usamos a

formula de Suzuki-Trotter [14]:

—B(T+V)

e — Timy oo [T ™ ] (3.33)

7z

A derivacdo da férmula de Suzuki-Trotter é muito técnica e estd fora dos objetivos dessa
dissertagdo. Existem varias condi¢cdes que as funcdes envolvidas nessa férmula devem satisfa-
zer. Embora estejamos usando a formula de Suzuki-Trotter para os operadores T e V, ela pode
ser usada para qualquer par de operadores, desde que estes tenham um limite inferior. Esse

detalhe € importante porque ele serd considerado nas simulagdes do dtomo de hidrogénio. A
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formula de Suzuki-Trotter também requer que os operadores 7', V e T + V sejam autoadjuntos,

0 que serd sempre o caso dos sistemas a serem estudados em nosso trabalho.

3.2.3 A Relacao Entre Integrais de Caminho e a Matriz Densidade
Nessa se¢ao mostraremos a relacdo que existe entre temperatura e tempo quando se fala em
integral de caminho.

Considere uma particula em uma dimensao cujo Hamiltoniano no espaco das posicoes €

escrito como

n* 92
H=——— . 34
2m 0 x2 V) (3-34)
Derivando a equacdo (3.17), obtemos
813 (x,x;B) = ZE Vi (x e BB (3.35)
a qual leva a equacdo de Bloch
) , h? 92 ,
ﬁp(x,x; )=— (_%W+V(X)) p(x,x";B). (3.36)
Por outro lado, temos a equagdo de Schroedinger dependente do tempo para uma funcgado de
onda y (x,1):
0 n* 92
ih— H=|(——==+V t). 3.37

Também € conhecido que a evolug@o temporal da fungdo de onda y(x,#) é obtida usando o

propagador, ou seja
y(x,t) = /dx/K(x,x’;t)\p(x',O). (3.38)
O propagador satisfaz a equagao de Schroedinger

ihiK(x Kit) = _ﬁa_Z +V(x) | K(x,x';1) (3.39)
ot 7\ 2mox? R '
com a condicao inicial

K(x,x';0) =8 (x—x). (3.40)

Se fizermos t = —iB 7, entdo a equivaléncia entre as equagdes (3.36) e (3.37) fica clara. Em
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outras palavras, a matriz densidade € o propagador para a evolu¢@o no tempo imaginario. De

fato
p(x,x;B) = K(x,x'; —iBh). (3.41)

A equacdo (3.41) € muito util para observar a conexdo entre Mecanica Quéntica e Mecanica

Quantica Estatistica.

3.3 Acao

Existem trés ingredientes principais em qualquer c6digo para se construir um algoritmo
numérico para o calculo de integrais de caminho de Monte Carlo: a¢ao, amostragem e célculo

de propriedades. Nesta secdo nos estudaremos a acgao.

3.3.1 Acao Primitiva

Nos vimos na Secdo 3.2.1 como um nimero grande de fatias no tempo M implica em um
caminho feito de matrizes densidade a alta temperatura. Levando isso em conta na equacdo
(3.21), a funcdo particdo de um sistema constituido de uma particula movendo-se no espaco

unidimensional é
Z= /dxodxl---dxM1<x0|e_TH|x1)(x1|e_TH|xz>---<xM1|e_TH|xo). (3.42)

Cada termo na expressdo acima pode ser calculado. Inserindo uma expressdo geral para o

Hamiltoniano, temos que

52

-1 P—m—i—V)
(x|e ™ H¥) = (x]e (2 /). (3.43)
Mas sabemos da férmula de Suzuki-Trotter que para M suficientemente grande
-1 (Zﬁ—erV) 2
e \" ) = Tme ™, (3.44)
Entao podemos escrever

s2
(xle ™ XY = (x|e P e ™ |¥). (3.45)
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A energia potencial comuta com o operador posi¢do e pode ser aplicada diretamente na ex-

pressao acima fornecendo
/ 52
(xle ™) = eV ) (x|e" I |x). (3.46)

O passo seguinte € aplicar duas relacdes de fechamento do momento na dltima relagao:

_ vl B2
(xle” ™|y = 7TV / dp / dp'(x|p)(ple " |p")(p"|x'). (3.47)
Usando
() = ¥ (3.48)
pr= V2%h '
c
plp’)=rpp) (3.49)
temos
i —‘CV 2 _ip'y
ey =2 [ap [ e 55— e (3.50)

onde também usamos (p|p’) =& (p—p’). Integrando em p’, rearranjando termos e completando

quadrados, chegamos a seguinte expressao:

f‘CV

2nh

(xle™™ ) =

/ dp e 3alp— 8] a3 (3.51)

o integrando € uma gaussiana multiplicada por um termo constante em p. Apds integrarmos a

gaussiana, obtemos

N2
<x|e—1:H|x/> _ - m e 21212 )

.52
h\ 2nt (3.52)

A funcdo particdo de um sistema de uma particula no espaco unidimensional é obtida levando
o resultado da equacdo (3.52) na equacdo (3.42). Devemos nos lembrar de que esse resultado
depende do nimero de fatias M, uma vez que a formula de Suzuki Trotter foi usada no desen-

volvimento. Em unidades atomicas, onde i /m = 1, podemos escrever

Z, (B)—;/dxdx---dx ex ABZ {xf“ 2+V(x-)1 (3.53)
M = 2nAB M2 04X M—1€Xp J IACE

onde usamos T = A = /M.
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Podemos generalizar o resultado acima para d dimensoes e N particulas:

ZnB) = (ZEAB—‘WM/Z/de 0dR11 - dRy M1
e [(Rijr1 —Rij)?
expd —AB Y ) { AB)7 +V(Rij)| ¢ (3.54)
i=1 j=0

Nessa expressdo, R; y = R;o. O simbolo R; ; denota o conjunto de coordenadas do n6 j da

particula i no espaco d-dimensional.
A aproximacdo para a fun¢do particdo na equagdo (3.54) € exata no caso de um numero
infinito de nés M !, ou seja,

Z = lim Zy. (3.55)

—00

3.3.2 Isomorfismo Classico

O isomorfismo cldssico que vamos apresentar nessa se¢ao € muito ttil na visualizagdo das
trajetérias. Com base nesse isomorfismo € possivel tratar o sistema quantico em consideragao
sob um ponto de vista cldssico. Isso ajuda a entender o problema e torna mais facil elaborar

codigos que se baseiam na técnica de integral de caminho de Monte Carlo.

Na equagdo (3.54), podemos reconhecer cada parcela do somatdério no expoente como a
Lagrangiana (no tempo discreto imaginario T = AP ) de um sistema classico de muitas particulas
cujas coordenadas sao R; j. O somatdrio representa a a¢do. A integral € uma soma sobre todos
os valores possiveis do conjunto de coordenadas Ry , ..., Ry y—1. Esse conjunto de coordenadas
representa as trajetérias das N particulas no espaco de configuracdes. O sistema quantico que
estamos descrevendo contém N particulas, interagindo umas com as outras € com um potencial
externo através de V. NOs temos M cOpias desse sistema de muitas particulas ao longo da
direcdo do tempo imagindrio, tal que o sistema cldssico consiste de NM particulas. O primeiro
termo na soma da equacdo (3.54) veio da parte de energia cinética do Hamiltoniano quantico,
mas no sistema cldssico ele denota um acoplamento harmonico entre particulas correspondentes
em copias adjacentes: elas sdo conectadas por molas. Esse termo de potencial de interagcdo
mais um termo de mola tem grande semelhanga com modelos usados para polimeros [15]. A
Figura 3.1 € uma representacgdo cldssica (na forma de polimero) de um sistema quantico de uma

particula num potencial arbitrario V(R).

A funcgdo de particdo quantica de um sistema de N particulas no espagco d-dimensional €

' Além disso, as condicdes usadas na derivacio da férmula de Suzuki Trotter j4 devem ter sido safisfeitas. Essas
condigdes sdo citadas na Secdo 3.2.2
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Figura 3.1: Representacdo cldssica de um sistema quantico de uma particula num potencial
arbitrdrio V(R). O termo de energia cinética quéntico € interpretado como a interagéo harménica
entre as M copias adjacentes desse sistema. As linhas pontilhadas representam o potencial
externo a que a particula e todas as suas M cépias estdo submetidas. Nesse caso, M = 7.

dada pela equacao (3.54) no limite em que M — . O lado direito dessa equagdo pode ser
interpretado como a func¢ao parti¢do classica de NM particulas em d dimensoes, pois ela € uma
integral sobre todas as configura¢des das coordenadas R; ; com o fator de Boltzmann apropriado.
Note que a integral de caminho mapeia a funcdo particao de um sistema dN-dimensional num
sistema (dN + 1)-dimensional, onde a dimens@o extra pode ser interpretada de duas maneiras:
como um eixo de tempo imagindrio ou como um eixo de inverso da temperatura. Esse eixo
corresponde ao sub-indice j da coordenada R; ;. A Figura 3.2 representa a idéia de integral de

caminho.

-

E importante ressaltar o papel da temperatura na representagdo classica. Como vimos,
cada particula é representada por M cdpias interagindo entre si por meio de um acoplamento
harmonico. Olhando para a equacao (3.54), vemos que a constante de mola desse acoplamento €
proporcional ao quadrado da temperatura, desde que M seja mantido fixo. Dessa forma, quando
o0 sistema estd a uma temperatura baixa, os nés do polimero tendem a se afastar uns dos outros,
pois o acoplamento € fraco. Por outro lado, quando a temperatura do sistema € alta, os nds se
juntam. Poderiamos cometer o engano de dizer que o que deveria acontecer era o contrdrio.
Mas devemos tomar cuidado, pois o conceito de temperatura do sistema quantico é diferente
do conceito de temperatura do polimero. O polimero € apenas uma representacao cldssica do
problema. Nessa representacao, quanto maior a temperatura menos desordenado € o polimero.

A Figura 3.3 mostra um esquema dessa discussao.
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Figura 3.2: A representa¢do da integral de caminho para um sistema unidimensional. As linhas
verticais sdo o eixo x em diferentes tempos (imagindrios). Nessa figura sdo representados trés
caminhos. A linha mais grossa é o caminho estaciondrio da acao, que € a solucdo das equagoes
classicas de movimento. As linhas finas representam os caminhos vizinhos. Para estes cami-
nhos, a acdo nao € estaciondria, mas eles sdao levados em conta no formalismo de integrais de
caminho.

Baixa > Alta
Temperatura Temperatura

O @ii@% o

Figura 3.3: Comportamento do polimero (representacdo cldssica) com a temperatura.
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3.3.3 Aproximacao Cumulante

Em casos onde o potencial V ndo é limitado inferiormente, ndo podemos usar a férmula de
Suzuki-Trotter. Esse € o caso do potencial coulombiano, que descreve a interacao existente entre
o elétron e o nicleo no dtomo de hidrogénio. E necessdrio, portanto, encontrar um potencial
que possa substituir o coulombiano e que nao seja ilimitado. Nessa secdo, vamos apresentar o

potencial cumulante, que satisfaz os requerimentos acima.

Se usdssemos o potencial coulombiano para simular o &tomo de hidrogénio, isso nos levaria
a divergéncias porque a funcdo particdo expressa pela equacdo (3.54) tem nela a forma desse
potencial. Essa forma da funcdo particdo é chamada aproximagdo primitiva. A solugdo para
o problema que mencionamos esta no fato de que o operador evolucdo temporal exato sobre
uma fatia de tempo T = AP nao diverge em r = 0. O efeito de fazer a média sobre a trajetéria
continua de R; j a R; j1 no célculo do operador evolugdo temporal exato € que as divergéncias
em R; j,R; j11 = 0 sdo arredondadas. Entdo, se pudermos encontrar uma aproximag¢ao melhor
para o operador evolu¢do temporal do que a forma primitiva, ndo teremos mais problemas
com divergéncias. Algumas aproximacdes desse tipo t€ém sido desenvolvidas [16, 17]. Elas
sdo baseadas ou na soluc@o exata do potencial coulombiano ou na expansao cumulante. No6s

utilizaremos esta ultima, cujo potencial é expresso por [7, 14]

| peerf|n()/y/200)|
D=2k — o

Nl

Veun(F,

= dt, (3.56)
T

onde

A =F+-(F-7) e o(t)=—=. (3.57)

a| ~
A

A Figura (3.4) mostra a geometria do problema que estamos trabalhando. Nao podemos nos

esquecer de que 7 e 1’ sdo as coordenadas de dois nés consecutivos do “polimero”.

d

Figura 3.4: Geometria de dois nos consecutivos na integral de caminho.
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Com base nessa geometria, € facil escrever uma expressao para r;, que aparece em (3.56)

rp=\/r2+d?—2rdcosa, (3.58)
onde
2 2 n
t J—
d=r;p— e coso = Mgt = (3.59)
T 2)’7‘12
com
r%z =2+ % —2r cosO. (3.60)

A integracdo da equacgdo (3.56) pode ser feita através de um algoritmo de integracdo

numérica, usando a regra de Simpson [18], por exemplo.

A aproximagdo cumulante para V pode ser calculada e salva numa tabela no inicio do
programa. Depois podemos obter o potencial por interpolagdo linear. De fato, para T fixo, Vi,
depende das normas dos vetores r, ¥’ e do angulo entre eles. Por isso a tabela é tridimensional.
N6s discretisamos r em 50 partes entre 0 e um limite superior 7y, 0 qual fizemos igual a 4,
e similarmente para /. Para valores maiores que r,,,qy, NOS Usamos a aproximagao primitiva, a
qual € suficientemente acurada nesse caso. Para o angulo 0 entre 7 e ¥, nés guardamos cos 0,
discretisado em 20 partes entre -1 e +1. Durante a simulacdo, para os valores correntes de r,
r' e cos0, nés obtemos o valor do potencial interpolando linearmente da tabela [18]. A Figura
3.5 mostra o potencial cumulante para r = ¥/, 8 = 0 e alguns valores de T = AP, e também o
potencial coulombiano. Note que o potencial cumulante ndo diverge em r = 0 e que quanto

menor o valor de T, mais o potencial cumulante se aproxima do coulombiano.

Vgl

o AB=01
| o AB=05 )
-8 o Ap= 08 . H
— Potencial Coulombiano (-1/r)
| | |
0 1 2 3 4

r[a]

Figura 3.5: Potencial cumulante para o 4tomo de hidrogénio para alguns valores de AP e a curva
exata do potencial coulombiano.
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3.4 O Algoritmo

O algoritmo utilizado no método da Integral de Caminho de Monte Carlo consiste em apli-
car simulacdes de Monte Carlo padrdo ao sistema classico que descrevemos na Secdo 3.3.2.
Basicamente, o algoritmo € o seguinte:

1. Coloque as NM particulas em posi¢des aleatdrias;

2. Parai=1até N faca

3. Para j=0até M — 1 faca

4. Selecione uma particula n;

5. Selecione um né m dessa particula;

6. Gere uma nova configuracio para esse no;

7. Calcule r = exp|—f (S/d —Sa);

8. Aceite a nova configuracao com probabilidade min(1,r);

9. Retorne ao passo 3

10. Retorne ao passo 2

11. Termine quando forem realizados passos de Monte Carlo suficientes.

Nesse algoritmo,

Sqa=T+U, (3.61)
onde
-t ZM_l (Ri j1 —1§i,j)
M= = 2(4B)
1 N M—1
U=+ Y ) V(Ri). (3.62)
i=1 j=0

~ Ve . / . ~ .
A agdo classica S, deve ser avaliada na nova configuragdo e S/, na antiga.

A maneira como as novas configuragdes sdo geradas é a mesma daquela apresentada na

Secdo 2.6. Aqui também controlamos a taxa de aceitacao ajustando o parametro A.
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O algoritmo acima mostra-se ineficiente, uma vez que apenas um no € amostrado de cada
vez. Existem outros métodos de amostragem, como o método da biseccdo e voo de Levy [7].
Nessa dissertacdo usaremos uma amostragem sugerida por Militzer [19], chamada translacao
classica. Optamos por essa técnica devido a sua simplicidade e por se mostrar eficiente nos
problemas que estudamos. Tal técnica de amostragem consiste em propor um movimento rigido
de todo o polimero apds o passo 8 no algoritmo. Esse movimento muda apenas a energia
potencial do sistema, uma vez que as distancias entre os nds nao foram alterados. Por esse
motivo, 0 movimento de todo o polimero serd aceito ou rejeitado com probabilidade min(1,g),

onde g = exp[—B (U —U)]. A Figura 3.6 ilustra esse procedimento.

Figura 3.6: Ilustracdo do procedimento de amostragem no método da integral de caminho de
Monte Carlo. A esquerda, uma nova posicdo € proposta a um dos nés. No centro, essa nova
posicao foi aceita. A direita, um movimento rigido de todo o polimero € proposto.

3.5 Calculo de Propriedades

As informacdes que podem ser obtidas usando o método de integral de caminho de Monte Carlo

serdo apresentadas e discutidas nessa sec¢ao.

3.5.1 Energia

A energia é uma das principais propriedades que podem ser obtidas de uma simulagdo. Existem

varias maneiras de estimar a energia, e a decisdo sobre qual dos estimadores € o melhor ainda é
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objeto de estudo [7, 8]. Nessa dissertagdo trabalhamos com dois estimadores: termodindmico e

virial.
O Estimador Termodinamico

O estimador termodinamico da energia é obtido por diferenciacdo direta da fungdo parti¢ao:

EY'(B) = —% (%) : (3.63)

onde Zy; € dada pela equacao (3.54). Novamente, faremos o desenvolvimento para um sistema

de uma particula em uma dimensdo, em seguida generalizaremos o resultado.

Lembrando que AR = B /M e efetuando a derivada em (3.63) ficamos com

—|—/dxo~--dxM_1 [T—U]exp(—BScl)} (3.64)

Levando esse resultado na equacgdo (3.63), chegamos a expressdo para o estimador termo-

dindmico da energia
—(T)+ (), (3.65)

com T e U dados por (3.62), mas no espaco unidimensional e com uma particula. A ex-
pressdo para o estimador termodindmico da energia de um sistema de N particulas no espago

d-dimensional é

2 -1
EY'(B) = dNM < ZZ ”“ )>+<Ai/[iMZ’V(Ri,j)>a (3.66)

i=1 j=0 i=1 j=0

onde (---) sdo médias realizadas usando o método de Monte Carlo com o peso apropriado.

Nesse caso o peso € dado pela exponencial que aparece na funcdo partigao.

Estimador Virial

Outro estimador possivel para a energia é aquele proposto por Herman et al. [20], chamado

estimador virial. A fim de derivarmos esse estimador, vamos considerar a seguinte quantidade:

lex‘@ B fdxoa’xl---dxM_l):j 0 x]%i‘lexp( BSe)
19 N [ dxodxy -+ - dxp—1exp(—BSer)

(3.67)
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Uma vez que

98t (-ps,) _ L 9eH
Xj axj e = —ija—xj, (368)

uma integracdo por partes nos fornece

MU 9asa\ M
< Z X; o, > =3 (3.69)

ou seja,

<E)ﬁ£> + <A&IXf£> = % (3.70)
= p

Lembrando que 7 é uma fung¢do de {xo,xp,...,xp—1} de grau 2, podemos aplicar o teorema de

Euler [21] para obter

M-1
Y xja—T =2T. (3.71)
j=0 dx;

Entdo a equagdo (3.70) pode ser escrita como

M 1/ 1Mt Qv

Levando esse resultado na equagdo (3.65), obtemos uma expressao para o estimador virial

1 M1 1 9V(x))
Ef =(—= Y |Vx)+55—="1 ). 3.73
(o b2 o
A generalizagdo para d dimensdes e N particulas é
Iy 1 N M-1 1
E/B)=( 2 L {V(Ri,j)+ERZ-,J--VR,AJV(R@,-)] . (3.74)
i=1 j=0

3.5.2 Densidade de Probabilidade

Outro tipo de informagao que podemos extrair durante as simulagdes de Integral de Caminho
de Monte Carlo € a fun¢ao densidade de probabilidade do sistema. Um histograma das posi¢oes

acessadas pelos n6s do polimero nos fornece essa propriedade.

A funcdo densidade de probabilidade do estado fundamental pode ser obtida com boa
aproximacao se o sistema estiver a uma temperatura muito baixa. Para temperaturas elevadas o

que obtemos € a densidade de probabilidade de estados quanticos misturados.
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4 Aplicacdo do Método de Monte Carlo
Qudntico Variacional

Nesse capitulo, aplicamos o Método de Monte Carlo Quantico Variacional a alguns problemas.

4.1 Particula num Poco Quadrado Infinito Unidimensional

Suponha que

0, se0<x<1
Vix)= 4.1)
oo, caso contrario.
Nesse caso, a particula esta presa no poco de potencial. Fora do pogo, y = 0 (a probabili-
dade de encontrar a particula nessa regido ¢ nula). Dentro do poco, onde V = 0, a equagao de
Schroedinger independente do tempo é

1 d*ya(x)
2 dx?

— i (x). 4.2)

As autofuncdes e autoenergias dessa equacao sdo bem conhecidas:

Vn(x) = V2 sen(nmx) e E,= ) com n=1,273,.. 4.3)

lembrando que as unidades usadas aqui sdo as unidades atomicas.

Nesse caso, o resultado é conhecido analiticamente. Mas suponhamos que isso nao fosse
verdade, e que estivéssemos interessados em encontrar a solu¢ao do estado fundamental desse
problema. Levando em consideracdo que a particula ndo pode ultrapassar os limites no pogo,

podemos propor a seguinte funcdo de onda tentativa para a regido dentro do pogo, por exemplo

y7 (x) =x*(1—x). “4)

Entdo podemos usar o método de Monte Carlo quantico variacional para descobrir qual o
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parametro 0. que minimiza a energia. A fim de implementarmos o algoritmo, precisamos co-
nhecer a energia local Ef*(x) e o peso w(x,x";a). Usando as equagdes em (2.29) e lembrando
que o peso w € a razdo entre a densidade de probabilidade p da nova configuracdo pela antiga

configuracdo, temos

_ld_zzxoﬂl_x VO] — )P
Ef(x) = 2[?0‘([1—()() ) e w(x,x';oc):[[ﬂg—_x))]z. 4.5)

Efetuando a derivada que aparece na expressao para a energia local, ficamos com

12— 1
E,‘j‘(x):%{(a 1) x_iocjtl) }

Com essas expressoes em maos podemos usar o algoritmo apresentado na Sec¢do 2.6. Os

(4.6)

resultados obtidos em nossas simulacdes sao mostrados na Figura 4.1. Dessa figura, con-
cluimos que a energia variacional Ey é minima para o = 1,05 £ 0,03 e o seu valor €
Enin = (4,9901 £0,0001)[e,]. Como se V&, a energia que estimamos € superior & energia
exata do estado fundamental (E, g = T2 /2 ~ 4,9348]¢;]) e a barra de erro ndo é nula, pois a
funcao tentativa que propusemos nao foi um auto-estado do hamiltoniano do pogo infinito. O
erro relativo percentual da energia foi de 1,12%. A Figura 4.2 mostra a func¢ao de onda tentativa
da equacdo (4.4) com o0 = 1,05 junto a solucdo analitica do estado fundamental dada por (4.3),

com n = 1. A funcdo de onda tentativa foi normalizada.

Figura 4.1: Energia variacional Ey em func¢io do parametro variacional o, obtida para o pogo
quadrado infinito com fungdo tentativa W% (x) = x*(1 —x). Foram realizados 1,001 x 10%
passos de Monte Carlo, sendo que desse total 10° passos iniciais foram descartados.
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Figura 4.2: Funcao onda exata para o estado fundamental do poco quadrado infinito e a fungao
estimada para esse estado usando simulacdes de Monte Carlo quantico variacional.

4.2 Particula num Oscilador Harmonico Unidimensional

4.2.1 O Estado Fundamental

O oscilador harmonico é um potencial de grande importancia na fisica, sendo uma boa
aproximacdo para diversos potenciais a baixa temperatura [22]. Nessa se¢do vamos ilustrar

a aplicacao da teoria variacional a esse potencial simples.

O operador Hamiltoniano desse sistema, em unidades atdomicas, é dado por:

H=—~—5+-x 4.7)

1d*> 1
{——T + —xz} Wy (x) = Epyy,(x). (4.8)

A solugdo dessa equacdo € conhecida exatamente e pode ser obtida por um método analitico,
propondo uma expansao em séries para a mesma, ou por um método algébrico, usando opera-
dores levantamento e abaixamento [22]. As autofuncdes sdo dadas por:

11
X)=m 4
Y () o

onde H, € o polindmio de Hermite de ordem n. O autovalor de energia E, correspondente ao

H,(x)e ™/ (4.9)
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autoestado y,, é dado por:

1
En:n+§. (4.10)

Assim sendo, a solucdo para o estado fundamental (n = 0), pode ser escrita como

Wo(x) =m de /2 (4.11)
com energia
1
Ey= 5 (4.12)

Iniciamos agora uma discussio sobre a resolucdo do estado fundamental desse problema
usando o método de Monte Carlo variacional. Como j4 dissemos na Se¢do (2.5), o primeiro
passo € a construcao de uma funcdo de onda tentativa que incorpore da melhor maneira possivel
os conhecimentos que temos do sistema. Como exemplo, vamos escolher a seguinte funcao de

onda tentativa:
\|17°~‘ = &, (4.13)

Comparando a equagdo acima com a solu¢do exata do estado fundamental, esperamos encontrar

em nossos resultados um valor de o igual a 1/2 [a,, 2] que minimize a energia variacional, e que

o valor da energia para esse parimetro seja 1/2 [g;].

Como vimos, precisamos de duas quantidades nas simulacdes de Monte Carlo: a energia
local EX(x) e o peso w(x,x’;a), que é a razdo entre a densidade de probabilidade da nova
configuragdo e a da antiga configuragdo. De posse da funcdo tentativa y§* e do hamiltoniano
do oscilador harmonico, expresso na equacao (4.7), vamos calcular a energia local, dada pela

equacao (2.29). Fazendo

Ef(x) = (4.14)
L W%
obtemos para a energia local
1
E¥(x) = a4 x° <§—2062>. (4.15)

O peso w(x,x’;0) também é calculado usando a equagdo (2.29). Se o simbolo (") denota a nova

configuragdo, entdo

w(x,x;0) = 20 ), (4.16)
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Com as equacdes (4.15) e (4.16), realizamos a simulacdo de Monte Carlo, descrita pelo

algoritmo na Secdo (2.6), usando vdrios valores do parametro .

A Figura 4.3 mostra a energia variacional Ey em funcdo do parametro variacional o, obtida

nas simulacoes.

0,55

0,54

0,531

€[5

0,52~

0,51+

0,5~
0,3

afa,’]

Figura 4.3: Energia variacional Ey em fun¢do do parametro variacional o, obtida para o os-
cilador harmdnico undimensional com fungdo tentativa Y (x) = e~ As barras de erro sio
menores que os simbolos. Foram realizados 1,001 x 10% passos de Monte Carlo, sendo que
desse total 107 passos iniciais foram descartados.

O parametro variacional que minimiza a energia ¢ igual a 1/2[a, 2] € a energia correspon-

dente é 1/2]gy], exatamente, como poderiamos esperar.

4.2.2 O Primeiro Estado Excitado

Como discutido na Se¢ao 2.4, existe um coroldrio do principio variacional que nos permite
estimar a energia do primeiro estado excitado de um problema. Baseados nesse corolario, vamos

mudar a paridade da funcdo de onda do estado fundamental multiplicando-a por x:

2
Y7 (x) =xe” ", (4.17)
com essa funcdo de onda tentativa pretendemos encontrar o primeiro estado excitado do oscila-
dor harmdnico. A energia local E; e o peso w necessdrios na implementagcao do algoritmo de

Monte Carlo quantico variacional sdo dados por

1 "\ :
E¥(x) =304 x° (5 - 2()(2) e wix,x;0) = (i) 20 =), (4.18)
x
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Os resultados obtidos sdo mostrados na Figura 4.4. O parametro variacional que minimiza a

energia é o = 1/2[a, ] e a energia ¢ 1,50[¢;] exatamente, como era de se esperar.

1,6

1,581

0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
-2
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Figura 4.4: Energia variacional Ey em funcdo do parametro variacional o, obtida para o osci-
lador harménico undimensional com fungdo tentativa Y (x) = xe~ % Essa fungdo tentativa
leva ao primeiro estado excitado. As barras de erro sdao menores que os simbolos. Foram re-
alizados 1,001 x 108 passos de Monte Carlo, sendo que desse total 10° passos iniciais foram
descartados.

4.3 O Atomo de Hidrogénio

Vamos considerar agora o d&tomo de hidrogénio.

O atomo de hidrogénio consiste de um préton de carga +1 e de um elétron de carga —1
que estd ao seu redor. Nossas simulacdes serdo realizadas dentro da aproximacdo de Born-
Oppenheimer, ou seja, consideraremos que o proton estd parado. Por conveniéncia, a posi¢ao

do préton serd sobre a origem. Veja a Figura 4.5. Da Lei de Coulomb, a energia potencial é
V(ir)=—-. (4.19)
Entdo o Hamiltoniano pode ser escrito como

H= —Evz - (4.20)

e a equacdo de Schroedinger é

<—%V2 — 1) Y, (r) = Egyp(r). 4.21)

r



4.3 0 Atomo de Hidrogénio 41

-1
eletron

Figura 4.5: Esquema representativo do dtomo de hidrogénio.

O autoestado de menor energia desse problema €
- (4.22)

com energia E = —1/2.

A funcdo tentativa que vamos propor para realizar as simulagdes de Monte Carlo € seme-

lhante a solugdo exata:
o —or
yr(r)=e . (4.23)
Com isso, esperamos encontrar em nossos resultados que a energia minima em relacdo ao
parametro variacional seja 1/2 [e;] e que a0 = 1 [a;'].

Como de costume, precisamos da energia local Ef*(r) e do peso w. Vamos calcular a pri-

meira quantidade:

. 2 1\ ,—or
EL“(r):( Ve_a;)e . (4.24)

N —

Aqui lembramos que a fun¢do tentativa depende apenas da coordenada radial r, e podemos usar

o operador laplaciano como

V2—1d<2d>, (4.25)

=2ar\"dr

assim temos o resultado para a energia local:

I 1 2
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O peso w € simplesmente
w(rr') = e 20, (4.27)
Através das simulacdes, obtivemos como resultado a Figura 4.6. Como era de se esperar,

a energia minima é igual a —1/2 [g;] exatamente, e o parAmetro variacional que minimiza a

energia é 1 [a,'].

-0,46
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Figura 4.6: Energia variacional Ey em fun¢do do parametro variacional o, obtida para o 4tomo
de hidrogénio com fungdo tentativa Y7 (x) = e~ **. As barras de erro sdo menores que 0s
simbolos. Foram realizados 1,001 x 108 passos de Monte Carlo, sendo que desse total 10°
passos iniciais foram descartados.

4.4 A Molécula de Hidrogénio Ionizada

A molécula de hidrogénio ionizada H2+ consiste de um elétron na presenca de um potencial
devido a dois préotons. Como o movimento do elétron € muito rapido em comparagdo com 0s
movimentos nucleares, o tratamento consiste em supor que os nucleos estdo parados a uma
distancia D um do outro, com o elétron movendo-se no campo coulombiano produzido por
eles e, entdo, determinar a energia do elétron. Consideramos depois D como uma varidvel e
explicitamos tanto a energia do elétron como a energia de repulsao coulombiana em fungdo da
separagdo internuclear. A energia total do sistema serd a soma dessas duas energias e o sistema
serd ligado se a energia total exibir um minimo para um valor determinado da distribui¢dao

internuclear.
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O Hamiltoniano para o problema da molécula de hidrogénio ionizada é

1 11
H=—-V?—— —— (4.28)
2 ry &)

onde r| e r;p sdo as distancias do elétron aos prétons 1 e 2, respectivamente.

Para construir a funcdo de onda tentativa, imagine que a molécula de hidrogénio ionizada
¢ formada tomando um atomo de hidrogénio no seu estado fundamental, cuja funcdo de onda

tentativa foi vista na sec¢do anterior e é
Y, (r)=e % (4.29)

e entdo trazendo um préton e posicionando-o a uma distancia D. Se D é consideravelmente
maior que o raio de Bohr (ou seja, se D € bem maior que 1 ag), a fun¢do de onda do elétron
provavelmente nao mudard muito. Mas queremos tratar os dois prétons no mesmo pé de igual-
dade, entdo o elétron tem a mesma probabilidade de estar associado a um préton e a outro. Isso

sugere que podemos considerar uma fungio tentativa da forma

Y =AY (r1) + A1y, (r2)]. (4.30)

Essa € a técnica LCAOQO, da terminologia em inglés Linear Combination of Atomic Orbitals, e as-
sim é chamada porque estamos expressando a funcao de onda molecular como uma combinagao
linear de orbitais atdmicos. O parametro A| determina a simetria da fungdo de onda: se A| = +1
a funcdo de onda € par e caso A; = —1 a fun¢do de onda € impar. O fator A € apenas uma cons-

tante de normalizac¢do, e nao € importante no método de Monte Carlo variacional.

A Figura 4.7(a) mostra a energia potencial Up na qual se move o elétron através de um
gréfico feito ao longo de um eixo z que passa pelos dois nucleos, no caso de uma separacdo
internuclear de 2 [ag]. A energia potencial é simétrica em relacdo a um plano perpendicular
ao segmento de reta que liga os dois nicleos e que passa pelo seu meio, pois o potencial € a
simples soma de um potencial coulombiano centrado numa extremidade desse segmento de reta
com um potencial coulombiano idéntico centrado na outra extremidade. Como o movimento do
elétron num estado ligado desse potencial terd a mesma simetria, a densidade de probabilidade
y*y do estado eletronico ligado terd mesmo valor em dois pontos situados de um lado e do
outro do plano e eqiiidistantes dele. Isso exige que cada autofunc¢do Y tenha exatamente o
mesmo valor nesses dois pontos ou ainda que tenha num dos pontos um valor igual mas de sinal
contrério ao do outro ponto. Isto €, as autofungdes deverdo ser pares ou impares em relacdo a
uma reflexdo no plano. Essa situacdo aparece esquematizada na Figura 4.7(b) através do gréfico

de autofun¢des normalizadas, par e impar, ao longo da reta que une os dois nicleos. A idéia
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importante é que a autofuncio impar deve necessariamente ter um valor nulo no centro desse
segmento de reta, pois ela obedece a equagdo Y (—z) = Y(z). A fungdo par, no entanto, ndo
tem essa imposicao e pode ter um valor aprecidvel em z = 0. Essas duas possibilidades para as

autofungdes serdo tratadas.

0 [ T

— Funcdo Par
0,5 — Fungé&o Impal

v @I,

- - 0
202 2(a)
(a) (b)

Figura 4.7: Em (a): Energia potencial Up(z) a qual o elétron na molécula H2+ estd sujeito,

tracada ao longo de um eixo z que passa pelos dois nicleos, com um préton em z = —1,0[ap] e
o outro em z = 1,0[ap]. Em (b): Autofun¢des normalizadas par e impar, para o. = 1, com um
préton em z = —1,0[ag] e o outro em z = 1,0[ag).

O sistema de coordenadas que iremos adotar aqui € tal que o préton 1 estd sobre a origem
e o préton 2 a uma distancia D e sobre o eixo z, como ilustrado na Figura 4.8. Dessa forma

podemos expressar | € r, em termos das coordenadas cartesianas

ra = \/X2+y2+Z2

ry=+/x>+y?+ (z— D). (31)

Assim podemos calcular a energia local dada pela equagdo (2.29) usando coordenadas car-
tesianas. O resultado dos calculos é
—2a [e“”l (oc — %) +Aje o (oc — %)} 11

o _
Ep(rr) = e %1 + Aje % non (4-32)

e o peso w € simplesmente

wg<ra)+A1wg<r§>>2. 433)

w(ry,r, 1, rh;o :(
2200 = 6 Ay ()

A seguir, apresentamos os resultados da aplicacdo do método para os casos A} = +1 (fungao

par) e A = —1 (fun¢do impar).
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Figura 4.8: Sistema de coordenadas adotado para o problema da molécula de hidrogénio ioni-
zada.

4.4.1 Funcao de onda tentativa par

Tendo em maos os resultados anteriores, estudamos o caso em que a fungdo tentativa para a
molécula de hidrogénio ionizada € par. Inicialmente, fixamos a distancia entre os prétons e cal-
culamos a energia variacional em fun¢do do parametro o.. Depois repetimos esse procedimento

para vdrios outros valores de D. Observe o resultado na Figura 4.9.

4 T T
" [~ D=002[a
3 |— D=050[a]
i D=1,00[a) i

— D=150[a]

2 | D=200[g) 5
- |— D=250[a] .
E 1 |— D=300[a] |
uwo| 1
ok i
- = = _
-2 \ \ \ \ \ \ =

afa, ]

Figura 4.9: Energia variacional em funcdo do parametro variacional para algumas distancias
internucleares do H,", caso A; = +1. As simulagdes foram realizadas usando 1,1 x 10° passos
de Monte Carlo, sendo que desse total 10° passos iniciais foram descartados.

A partir de resultados como os mostrados na Figura 4.9, a energia variacional minima para

cada D foi encontrada. Com isso, temos a energia eletronica E,;, estimada para cada distancia
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internuclear. A Figura 4.10 mostra E,;, em fun¢do de D. A soma da energia eletronica com a
energia de repulsdo entre os protons E,,, = +1/D nos dd a energia total E7 do sistema, que estd
ilustrada na Figura 4.11(a). Veja nessa figura que nossos resultados ratificam que a molécula
H2+ se encontra em seu estado ligante para uma funcao de onda par. Por ela, concluimos que
hd uma distincia de equilibrio para a separac@o internuclear e é igual a 2,040, 1[ag]. O nosso
resultado para a distancia internuclear estd de acordo com resultados experimentais, que dao
2,04 [ap] [23]. Através dessa figura, estimamos também a energia de dissocia¢do da molécula de
hidrogénio ionizada. Esse valor pode ser obtido subtraindo-se do valor da energia onde ocorre
a dissocia¢do (—0,5[e;]) o valor da energia minima, na distancia de eguilibrio (—0,5869 +
0,0006[¢;)), 0 que fornece E;5s = (0,0869 4 0,00006)[€;]. Experimentos mostram que a energia

de dissociagdo é 0,099[g,] [23]. Ha um erro relativo percentual de 12% nos nossos resultados.

Figura 4.10: Energia eletronica E,;, em funcdo da distincia internuclear D do H; , caso A| =
+1.

Podemos conferir os resultados obtidos nas simulacdes com o resultado analitico para esse
caso. Nos calcularemos o valor esperado da energia desse sistema quando ele estd no estado

descrito por

W = Al (r1) +A1yg(r2)], (4.34)
onde
()= —=¢ " ()= =" @39)
Wgrl—ﬁe e Wgrz—ﬁe . .

Esse estado é a combinagdo linear de orbitais atdmicos do estado fundamental do dtomo de

hidrogénio. Note que esse € o caso da funcdo de onda tentativa usada em nossas simulacoes,
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04 0,4 w ‘ ‘ \ ‘ \
__ E" calculada por ]
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_0’45, -0,458- — F_ruzl(D) exata _
W
= 051 -0,5-
uf
0,551 -0,55-
| . | . | . | . . | . | . | . |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 10
D [ao] D [ao]

(a) (b)

Figura 4.11: Em (a):Energia total E7 em funcao da distancia de separagao internuclear D, para
0 H2+ , com fun¢do de onda tentativa par. Esse resultado foi obtido usando simulacdes de Monte
Carlo quantico variacional. Em (b): Energia total exata EX~!(D) e a energia total E¥~! obtida
através de simulag¢des de Monte Carlo, para o H,, com fungiio de onda tentativa par.

mas com 0, = 1. O parametro variacional aqui foi fixo apenas para simplificar os cédlculos. Ao
final, faremos as comparagdes com nossos resultados usando o método de Monte Carlo, mas

com o parametro variacional fixo em o0 = 1.

O préximo passo € normalizar a fungcdo de onda Y par para a molécula de hidrogénio

ionizada, que € dada pela equagdo (4.34)com A} = +1. Fagamos

1= [IwBa@r=laP | [ 1wt Pérs [ 1) Pére2 [wtnwelmd'e]
(4.36)
As duas primeiras integrais sdo 1 (uma vez que Y, € normalizada). A terceira € mais compli-

cada. Seja
1
1= (Y (r1) [ Wg(r2)) = — / e )P, (4.37)

Usando um sistema de coordenadas tal que o proton 1 esteja na origem e o proton 2 esteja no

eixo z no ponto D, como na Figura 4.8, temos

r=r e r=\r2+D?— 2rDcos0, (4.38)
entao
1 —r —\/P1D>-2rDcos®
= / ¢ VIHDI2rD s 12 (o0 0 do. (4.39)

A integral em ¢ € igual a 27. Para resolver a integral em 0, fazemos

y=r2+D?—2rD cos9, talque  d(y*) =2ydy=2rDsendb.
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Entao

T r+D
—Vr2¥D?2rDcos® 1 _
/ N r24+D?—2rD cos© sen0dd = — e yydy
0 rD Jir—p|
1

rD

[e_(r+D)(r+D+1)—e_|r_D|(|r—D|+1) .

A integral em r fica simples

2 = D
I = = {—eD/ (r+D+ l)ezrrdr+eD/ (D—r+1)rdr
D 0 0
+eD/ (r—D+ l)e_zrrdr] :
D
Calculando todas as integrais, encontramos
D2
I=¢P {1+D+?} (4.40)

I é chamada integral de sobreposigdo; ela mede a quantidade de W, (r1) que sobrepde W, (r2)
(note que ela vai para 1 se D — 0 e vai para 0 se D — o). Em termos de I, o fator de

normalizagdo €

1
2_
|A | REIEY) (4.41)

O proximo passo € calcular o valor esperado do Hamiltoniano H no estado . Observe que

1 1
(<57 vl = Euwitn), @42)
r
onde E| = — % [€5] € a energia do estado fundamental do dtomo de hidrogénio. Fazendo o mesmo
para rp, temos
1 _, 1 1
Hy = A _EV ==+ = )| We(r1) +We(r2)]
r..n

= B A )+ ).
Entao
) =E1=2 [ AF | (welr0) | 1wetr0) )+ (w0 |- )| @)

A seguinte integral

v= (vl | () @4
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¢ chamada integral direta. E a integral a seguir é chamada integral de troca

- 1
== <\|Ig(r1) | o | \|Ig(r2)>. (4.45)
Os valores dessas quantidades sdao
1 1
Y=——(1+—=]e?? 4.4
D ( + D) e (4.46)
e
E=(1+D)e P, (4.47)

Agrupando todos esses resultados, concluimos que

(H) = {1 +2(£LE))} E;. (4.48)

Essa é somente a energia do elétron, ainda devemos levar em conta a energia potencial associada

a repulsdo préton-préton:

1
E,,=+—. 4.49
w="Tp (4.49)
Lembrando que E; = —% [€x], concluimos que a energia total E7 do sistema para o caso em que

o parametro variacional vale 1, é

11 (1—(2/3)Dz)e_D+(1+D)€_2D} (4.50)

Er(D) = _§+B{ 1+ (14+D+(1/3)D2%eD

A Figura 4.11(b) mostra a energia total teérica Er(D) explicitada na equagdo (4.50) e a

energia total E7 calculada através das simulagdes de Monte Carlo com o0 = 1.

4.4.2 Funcao de onda tentativa impar

Nessa sec¢do estudaremos o caso em que a fungdo de onda tentativa em (4.30) € impar, fazendo
A = —1. Como foi feito anteriormente, a distancia D de separacdo entre os nicleos foi fixada,
e obtivemos a energia variacional Ey em funcdo do parametro oo. Em seguida, variamos D. Os

resultados obtidos para alguns valores de D estdo na Figura 4.12.

Em seguida, usando resultados como alguns dos mostrados na Figura 4.12, estimamos a
energia eletrOnica para cada distincia nuclear D. A energia total E7 do sistema em funcdo de D
¢ mostrada na Figura 4.13(a). Note que a funcdo de onda tentativa impar ndo leva a um estado

ligante para o H, .

Um resultado analitico, como o da equacgdo (4.50), pode ser obtido fazendo duas pequenas
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Figura 4.12: Energia variacional Ey em fungcdo do parametro variacional o para algumas
distancias internucleares, para o H, ', no caso em que A; = —1. As simula¢des foram reali-
zadas usando 1,1 x 10 passos de Monte Carlo, sendo que desse total 103 passos iniciais foram
descartados.

modificagdes no desenvolvimento dessa equacdo. Em primeiro lugar, deve-se mudar o sinal
na equacao (4.37) o que acarreta uma mudanga no sinal de / em (4.40). Em segundo lugar, o
ultimo termo da equagdo (4.43)deve ter seu sinal trocado, o que leva a mudanga de sinal de .

Assim, a equacao (4.48) se torna
(r-%)

(H) = [1 Hﬁ} E| 4.51)

Finalmente, temos a equagio para E7 (D), para o caso em que o pardmetro variacional é igual a
1, quando a funcao de onda tentativa € impar.

11 { ((2/3)D*—1)e P +(1 +D)e2D}

ErD)=—5+35 1—(1+D+(1/3)D%e P

(4.52)

A Figura 4.13(b) mostra a energia total exata E7 (D) explicitada na equagdo (4.52) e a energia

total E7 calculada através das simulacdes de Monte Carlo com o0 = 1.

Através dos resultados das nossas simulagdes, vimos que a funcdo de onda tentativa par

. . + ~ . z
permite um estado ligante ao H,", enquanto que usando uma fun¢do de onda tentativa impar
nao observamos nenhuma distincia internuclear de equilibrio, ou seja, para esse ultimo caso,
o sistema € anti-ligante. Isso é o que se esperava e a discussdo qualitativa para esse fato €
a seguinte: Como um elétron com densidade de probabilidade y*y, representado por uma
fungdo impar, deve evitar o centro da molécula, ele evitard a regiao central. A integral de y*y

em todo o espaco sendo igual a 1 e essa grandeza sendo relativamente pequena na regido entre os
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Figura 4.13: Em (a): Energia total E7 em fun¢do da distancia de separa¢do internuclear D, para
o H;, com funcdo de onda tentativa impar. Esse resultado foi obtido usando simulacdes de
Monte Carlo quantico variacional. Em (b): Energia total exata E*~!(D) € a energia total E~!
obtida através de simulagdes de Monte Carlo, para o H,", com fungio de onda tentativa impar.

nucleos, ela serd aprecidvel na regido externa aos nucleos. Essa regido externa € onde um elétron
estard relativamente pouco ligado. A funcdo impar poderia estar mais fortemente concentrada
na regido préxima aos nucleos, sendo ainda zero no centro, mas somente se sua curvatura fosse
maior. Como maior curvatura exige maior energia cinética, isso nao diminuiria a energia total
do elétron. Um elétron cujo comportamento € descrito pela densidade de probabilidade de uma
funcdo par tem uma probabilidade relativamente alta de se encontar na regido compreendida

entre os dois nuicleos. Esse elétron estara fortemente ligado.

4.5 A Molécula de Hidrogénio

Se acrescentarmos um segundo elétron a molécula de hidrogénio ionizada (H2+ ), teremos a
molécula de hidrogénio (H;). Nessa secdo, apresentamos os resultados que obtivemos para esse

sistema, o qual aparece esquematizado na Figura 4.14.

Considerando que o comportamento de cada elétron da molécula H, é descrito por uma
das func¢des de onda que obtivemos para o H;r na se¢do anterior, existem quatro maneiras de

acomodar os dois elétrons desse problema:

g(Dg2);  g(Mu2);  u(1)g2);  u(l)u(2), (4.53)
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z eletron 2

eletron 1

Figura 4.14: Esquema representativo da molécula de hidrogénio.

onde definimos

g(1) = 0a(1)+05(1)
g2) = 04(2)+05(2)
u(l) = ¢a(1)—0p(1)
u(2) = 0a(2)—05(2), (4.54)
com
Pa(l) = e
Pa(2) = e %™
0p(l) = e %8
0p(2) = e . (4.55)

Sabemos que a descricdo correta do segundo e do terceiro estados que aparecem na equacao
(4.53), a qual garante a indistinguibilidade dos elétrons, sdo as combinagdes lineares g(1)u(2)+
u(1)g(2). As trés fungdes de onda a seguir sao simétricas sob permutagio dos elétrons, e por

isso a fun¢do de spin € representada por um singleto,

g(M)g(2),  u(Mu@) e g(u(2)+u(1)g(2) (4.56)

g(u(2) —u(1)g(2) (4.57)

¢ antissimétrica, e sua funcao de spin deve ser um tripleto.
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Como fizemos na molécula H2+ , novamente consideramos os nucleos fixos para resolver o
problema eletronico usando o método variacional. Em seguida, variamos a distancia internu-
clear D para encontrar as curvas de energia eletronica e somamos a essas a energia de repulsdao
dos prétons, obtendo, assim, as curvas de energia total em cada caso de func¢do tentativa. O

hamiltoniano do problema eletronico € escrito como

1 1 1 1 1 1 1
H=—-VI— -V} —  — 4 (4.58)
2 2 A B A B T2
onde os indices V| e V; operam sobre os elétrons 1 e 2, respectivamente. Usaremos a notagcao
T\ = —%V% e = —%V% para nos referirmos aos operadores energia cinética que atuam sobre

os elétrons e, assim, podermos escrever o hamiltoniano da seguinte forma

1 1 1 1 1
. — 4o (459
riA B A 2B r2

A seguir, apresentamos os resultados dos célculos da energia local de dois grupos de

funcdes de onda separadamente.

As fungoes de onda g(1)g(2) e u(1)u(2) podem ser escritas usando a notagdo

0(1)9(2), (4.60)

onde
0(1) =0a(1)+A205(1) e §(2)=0a(2) +A205(2). (4.61)
Caso Ay = +1, remetemo-nos a g(1)g(2); caso Ay = —1, remetemo-nos a u(1)u(2). A atuagio

de 77 e T; sobre a fun¢do em (4.60) pode ser obtida facilmente usando coordenadas cartesianas.

z

O resultado que obtemos para a energia local usando a funcéo tentativa ¢ (1) (2) é

o«  TNo(l) To(2) 1 1 1 1 1

&_MU Ma‘a‘g—a—a+a, (4.62)
onde

o0 = Safuofe-Jomole- 2}

no@ = o {¢A<2> [O‘ - é} +A4205(2) [a - é} } . (4.63)

Os outros dois casos de fungdo tentativa podem ser expressos por

g(Du(2)+Asu(1)g(2). (4.64)
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Se Az = +1, temos a combinacao simétrica; se A3 = —1, temos a combinacdo antissimétrica.

A energia local calculada para essa funcao tentativa é

u(2)Tig(1) +A3g(2)Tiu(l) | g(1)Thu(2) +Asu(1)Trg(2)
g(u(2) +Aszu(1)g(2) g(u(2) +Aszu(1)g(2)

_______ — (4.65)

onde Tig(1), Thu(1), Tou(2) e Trg(2) podem ser obtidos das expressdes para T1d (1) e Tr0(2)

em (4.63), fazendo A, = +1 onde T atua sobre g e A, = —1 onde T atua sobre u.

A energia total do sistema versus a distancia internuclear D para cada uma das quatro
fun¢des de onda tentativa € mostrada na Figura 4.15. Para entendermos melhor essa figura, va-
mos reescrever as fungdes de onda g(1)u(2) +u(1)g(2) e g(1)u(2) —u(1)g(2) de outra forma,
de modo que possamos ver a que nicleo estd relacionado cada elétron, assim como g(1)g(2) e
u(1)u(2) estdo expressas em (4.61). Se levarmos na equagao (4.64) as defini¢oes em (4.54) e

juntarmos a isso a equagao (4.61), podemos escrever as quatro funcgdes tentativa como

8(1)g(2) = 0a(1)94(2) + ¢5(1)95(2) + ¢a(1)95(2) + ¢5(1)9a(2)
u(1)u(2) = 0a(1)9a(2) +05(1)08(2) — (9a(1)95(2) +¢5(1)04(2))
g(Du(2) +u(1)g(2) = ¢a(1)94(2) — 95(1)95(2)

g(Du(2) —u(1)g(2) = —0a(1)95(2) + 95(1)04(2). (4.66)

Observe que as fungdes g(1)g(2) e u(1)u(2) apresentam um estado ligante e anti-ligante,
respectivamente, como ocorreu usando g € u no caso da molécula de hidrogénio ionizada. Além
disso, g(1)g(2) e u(1)u(2) tém termos relacionados a ligacao ionica (¢4(1)d4(2) e dp(1)d5(2))
e termos relacionados a ligacdo covalente (4 (1)0p(2) e 0p(1)d4(2)). Por esse motivo, o sis-
tema que estudamos ndo dissocia corretamente como dois dtomos de hidrogénio, e sim como
uma mistura de dtomos de hidrogénio, fons H" e fons H~. Veja na Figura 4.15 que a energia
que obtivemos a grandes distancias internucleares para essas duas fungdes tentativas nio vai

para —1,0[g;], que é a energia de dois dtomos de hidrogénio no estado fundamental.

A func@o tentativa g(1)u(2) +u(1)g(2) apresenta apenas um termo idnico. Sabemos que a
ligacdo entre dtomos de hidrogénio para formar a molécula H, é covalente. Com base nisso, o
minimo de energia que aparece na Figura 4.15 para essa funcdo ndo deveria ocorrer. Acredita-
se que assumir que cada elétron na molécula H, tenha comportamento descrito pela funcdo de
onda do elétron no atomo de hidrogé€nio, ou seja, assumir que as equagdes em (4.55) sejam

corretas para o Hj, tenha nos levado a esse equivoco.
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Figura 4.15: Energia total E7 do H, em fun¢do da distancia internuclear D para quatro funcdes
de onda tentativa. As simulacdes foram realizadas usando 1,1 x 107 passos de Monte Carlo,
sendo que desse total 10® passos iniciais foram descartados.

A func@o tentativa g(1)u(2) —u(1)g(2) é composta apenas por um termo covalente. Essa
func¢do € antissimétrica sob uma permutacdo dos elétrons, o que significa que, pelo principio
de exclusdo de Pauli, a funcdo eletronica de spin deve ser simétrica, um tripleto. Em ligacdes
covalentes, elétrons em estado tripleto ndo formam a ligacdo, por isso a curva na Figura 4.15
para essa fung¢do ndo apresenta um minimo. A fim de observarmos esse minimo, mudamos
a simetria da funcdo —¢4(1)dp(2) + dp(1)04(2), fazendo-a ser +¢4(1)0p(2) + 0p(1)0a(2).
Esta ultima € espacialmente simétrica, o que implica em funcdo de spin singleto, que formam a
ligacdo covalente. Uma distancia de equilibrio € observada para este caso em nossas simulacoes.
Veja na Figura 4.16 os resultados obtidos usando a fun¢do +¢4(1)0p(2) + 0p(1)d4(2), junto ao
resultado ja mostrado para —¢4(1)0p(2) +dp(1)da(2).

Da Figura 4.16, obtivemos uma energia de dissocia¢do E ;s = (0, 1506 £ 0,0006)[g;], que
difere em 14% do valor experimental (0, 1744[ge;] [23]). A distincia internuclear que obtivemos

foi de (1,45+0,01]ag]), a qual difere do valor experimental (1,4213[ap] [23]) em 2%.
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Figura 4.16: Curvas da energia total E7 do H, em funcdo da distancia internuclear D obtidas
usando as fungdes de onda tentativa puramente covalentes, para os casos simétrico e antis-
simétrico espacialmente. As simulacdes foram realizadas usando 1,1 x 107 passos de Monte
Carlo, sendo que desse total 10° passos iniciais foram descartados.
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5 Aplicacdo do Método da Integral de
Caminho de Monte Carlo

Nesse capitulo, apresentamos os resultados da aplicacdo do Método da Integral de Caminho de

Monte Carlo a alguns sistemas quanticos.

5.1 Particula num Oscilador Harmonico Unidimensional

O oscilador harmonico € o exemplo de aplicagdao mais simples do método da integral de ca-
minho. Nessa se¢do, vamos aplicar esse método ao problema de uma particula no potencial
do oscilador harmonico unidimensional. Na linguagem do isomorfismo classico, o que vamos
estudar, na verdade, sdo vdrias particulas (copias) que se movem no espaco unidimensional su-

jeitas ao potencial externo do oscilador harmonico, sendo que as cOpias adjacentes interagem

}. (5.1)

Com essa expressao em maos podemos seguir o algoritmo da Secdo 3.4 e calcular as proprie-

entre si por um acoplamento harmonico.

A funcdo particao desse sistema é

2(B) = oy [ dxodu +-d apy [ () L
= (275AB)M/2 XodX1 Xp—1€XP = 5 AB 2)Cj

dades de interesse.

O primeiro passo em simulagdes de integral de caminho € descobrir qual o niimero de cépias
M que deve ser usado. Para isso, fizemos um estudo de como a energia do sistema se comporta
quando variamos M. A Figura (5.1(a)) mostra os resultados para a temperatura de 0, 1[e;, /kp] e

a Figura (5.1(b)) foi obtida para T = 2.0[g;, /kp].

Espera-se que quanto maior a temperatura, o que significa 3 menor, menor sera o nimero
de cépias necessdrias, pois a quantidade importante aqui € Af. Vemos que para a temperatura
mais baixa (T =0, 1[g;,/kp]) M=100 cpias sdo suficientes para realizarmos as simulagdes, visto

que o valor da energia converge para um valor aproximadamente constante. Esse valor de M
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Figura 5.1: Em (a): Energia do oscilador unidimensional em fungido de M para T =0, 1 [}, /kp].
Em (b): Energia do oscilador unidimensional em fun¢io de M para T = 2,0]g;,/kp]. Os pontos
pretos foram obtidas usando o estimador termodindmico e os vermelhos usando o estimador
virial. Foram realizados 1,11 x 107 passos de Monte Carlo, sendo que os 1,1 x 10° passos
iniciais foram descartados.

serd usado durante todas as simulagdes do oscilador harmdnico unidimensional.

Note que o estimador virial fornece resultados melhores que o termodinamico. Isso se deve
ao fato de o primeiro depender apenas do potencial externo a que a particula estd sujeita. O

termo de energia cinética do estimador termodindmico leva a muitas flutuacgoes.

E possivel obter a curva de energia como fungdo da temperatura para esse problema. A

Figura (5.2) mostra os resultados obtidos usando os estimadores termodinamico e virial.

11

0 0,2 0,4 0,6 08 1
T g, /Kyl

Figura 5.2: Energia em fun¢do da temperatura de uma particula no oscilador harmonico uni-
dimensional. Em preto a energia foi obtida usando o estimador termodinamico, em vermelho
usando o estimador virial. De azul est4 o resultado analitico. Foram realizados 1,01 x 10’
passos de Monte Carlo, sendo que os 1,0 x 10> passos iniciais foram descartados.
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Nessa mesma figura, também estd a curva exata. Para obté-la, considere a funcdo parti¢ao

do oscilador harmonico:

ZB)=Y e Pr=y e Plra), (5.2)
n=0 n=0
que pode ser reescrita como
>° n
ZB)=ePRY (eF)". (5.3)
n=0
Observando que o somatério acima € uma série geométrica,
1 1
Z(B)=eP/? 5 = : (5.4)
I—e 2senh <%)
Sabendo que
0
(E(B)) =5 nZ(B), 55)
B
efetuamos a derivada para obter a expressao exata da energia em funcdo da temperatura:
(E(T) =3+ 7 5.6
2 elT '

A densidade de probabilidade desse sistema para alguns valores de temperatura também

foram obtidos. Os resultados estdo na Figura (5.3). A curva exata da densidade de probabilidade

densidade de probabilidade ||
05 do estado fundamental

) — T=01[g/K]
r — T=10[¢g/Kgl
04k T=20[g/K]

| — T=30[g/K] |
T=50[g/K,]

0,3~ =l

0,2+ n

Figura 5.3: Densidade de probabilidade para o oscilador harmonico unidimensional para alguns
valores de temperatura e a curva exata para o estado fundamental. Foram realizados 1,01 x 10’
passos de Monte Carlo, sendo que os 1,0 x 10> passos iniciais foram descartados.

do estado fundamental também é mostrada nessa figura. Note que ela estd sobre a curva para

T = 0,1[e;,/kp], como era de se esperar, pois vimos na Figura (5.2) que para este valor de
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temperatura o sistema tem a energia convergindo para o estado fundamental. Veja também
que, a medida que a temperatura se eleva, a curva da densidade de probabilidade se torna mais

espalhada, indicando a combinacdo de estados excitados.

5.2 Particula num Oscilador Harmonico Tridimensional

Nessa secao apresentaremos os resultados de uma particula presa no potencial do oscilador

harmonico, livre para se movimentar em trés dimensoes.
A funcdo parti¢do é dada por

Z(B)—;/deR dR —ABMZ1 LR =R) | Lo
~ (map)z ) O EMEER IO S 12\ A 2"

} . (8.7

Novamente, precisamos saber qual o valor do nimero de cépias M a ser usado nas
simulacdes. As Figuras (5.4(a)) e (5.4(b)) mostram como a energia se comporta com M para

dois valores de temperatura. Vemos que M=100 ¢ um ndmero suficiente de copias.

16— ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 65
1551 ] 6.4
| 6,3
15/ I
f 62
1451 s |
I Yoe1
14/ I
| 6
135/ 50 |
13 L 5gl v L1
0 20 40 60 8 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
M M
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Figura 5.4: Em (a): Energia do oscilador tridimensional em fung¢do de M para T = 0, 1[g;, /kp].
Em (b): Energia do oscilador tridimensional em fungido de M para T = 2.0[gj,/kp]. Os pontos
pretos foram obtidos usando o estimador termodinamico e os vermelhos usando o estimador
virial. Foram realizados 1,11 x 107 passos de Monte Carlo, sendo que os 1,1 x 10° passos
iniciais foram descartados.

A energia como fun¢do da temperatura € mostrada na Figura (5.5). A curva exata que
estd nessa figura foi obtida de maneira semelhante ao procedimento da sec¢do anterior. Dessa
vez, devemos nos lembrar de que o n-ésimo estado do oscilador harmonico tridimensional tem

degenerescéncia g, = (n+1)(n+2)/2. Levando isso em conta, a fungio parti¢do é dada por
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Figura 5.5: Energia em funcdo da temperatura de uma particula no oscilador harmonico tri-
dimensional. A curva preta foi obtida usando o estimador termodinamico, a curva vermelha
usando o estimador virial e em azul est a curva exata. Foram realizados 1,01 x 107 passos de
Monte Carlo, sendo que os 1,0 x 10’ passos iniciais foram descartados.

Z(B) = i(n—f— D)(n+2)eP(rt3), (5.8)
n=0

| =

O somatdrio pode ser separado em séries geométricas e derivadas de séries geométricas. Apds

algumas manipulagdes, obtemos

Z(p)=——

= m. (5.9)

Usando esse resultado na equacdo (5.5), obtemos a expressao da energia como funcao da tem-

peratura para o oscilador harmodnico tridimensional:

(E(T)) = %coth (%) | (5.10)

Na Figura (5.6) estdo as densidades de probabilidade obtidas para alguns valores de tempe-
ratura. Nela também estd a curva exata da densidade de probabilidade do estado fundamental,

sobreposta a curva obtida em nossas simulagoes para T = 0, 1[g;, /kp|.
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Figura 5.6: Densidade de probabilidade do oscilador harmonico tridimensional para alguns
valores de temperatura e a curva exata do estado fundamental. Foram realizados 1,01 x 10’
passos de Monte Carlo, sendo que os 1,0 x 10> passos iniciais foram descartados.

5.3 Vibracoes de Moléculas Diatomicas Modeladas por um
Potencial Lennard-Jones

As aplicagdes do potencial de Lennard-Jones (L-J) sdo bastante variadas, mas a mais conhecida

€ a que envolve o tratamento de moléculas diatdmicas, como oxigénio e hidrogénio.

Uma molécula simples pode ser formada pelo acoplamento de dois dtomos, ionizados ou
ndo, se houver uma resultante de forcas que impeca a separagao (dissociagdo). Vamos consi-
derar a interacdo entre dois &tomos neutros que estdo separados por uma distancia muito maior
que o raio de qualquer um deles. Apesar de neutros, esses atomos podem apresentar um mo-
mento dipolar local ndo nulo devido ao movimento dos elétrons ao redor do nucleos, € isso se
traduz por uma interagdo atrativa, conhecida como forca de Van der Waals. A medida que a
distancia entre os atomos vai diminuindo, outra interacao comeca a ser importante: a proximi-
dade de cargas de mesmo sinal origina uma forca repulsiva eletrostatica. O resultado final da

competicdo entre essas duas forcas € a formacao e coesao de uma molécula.

Um potencial V(r) que retém as caracteristicas de repulsdo e atracao discutidas acima foi

proposto por Lennard-Jones, e é escrito como:

v -a[(8)"- 2)]

onde Vj € a profundidade do pogo de potencial e a € a distancia em que o potencial se torna
nulo. A Figura (5.7) mostra como € a forma desse potencial. O ponto r = ry,;, corresponde

a posicdo de equilibrio estdvel, e as energias negativas (V(r) < 0) correspondem aos atomos
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ligados formando moléculas (energias discretas), enquanto que as energias positivas (V(r) > 0)

formam um continuo e correspondem a molécula dissociada.

6

vE)
=
|

Figura 5.7: Forma do potencial de Lennard-Jones. Nesse caso, a =2 e Vy = 8.

Como uma boa aproximacao para o hamiltoniano que descreve uma molécula, podemos

tomar a forma aditiva abaixo:
H:H[ +He+Hr+H\;, (5.12)

onde H; é o hamiltoniano que descreve o movimento translacional, H, € o hamiltoniano relaci-
onado com o movimento dos elétrons, H, descreve o movimento da molécula em torno de seu
centro de massa e H, esta relacionado com o movimento vibracional dos niicleos dos dtomos,
um em relacdo ao outro. Nesta forma aditiva, os movimentos relacionados a cada um dos ter-
mos estdo separados e as energias correspondentes podem ser calculadas independentemente.
A componente vibracional descreve os estados ligados, que sdo o objeto de interesse desse tra-
balho. Porque pretendemos estudar apenas as energias vibracionais, nossas simulacdes foram
realizadas em apenas uma dimensdo. Além disso, tratamos o problema de duas particulas de

massas m; e my interagindo pelo potencial Lennard-Jones como uma particula de massa re-

mjnp
my+my

estamos trabalhando com um potencial central [24].

duzida p = no potencial externo L-J. Esse € um tratamento conveniente, uma vez que

Antes de prosseguirmos, escreveremos o potencial de Lennard-Jones em unidades reduzi-
das. Esse tratamento segue diretamente da equacdo de Schroedinger:

1 d>

i V)~ E) i) =0 (5.13)
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Definindo as seguintes quantidades
X =x/a, v=V/Vy e €, =E,/V,

podemos reescrever a equagao de Schroedinger como

[_%dd—; (x) — en)} Y =0,
s ()%)12_(%)6

¥ = (2uaVp)'/2.

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

O parametro y define a natureza do sistema. Para cada molécula diatomica, essa quantidade

pode ser determinada conhecendo-se a e V por meios experimentais. A Tabela 5.1 mostra o

valores de 7y, = 21/ a, Vo e K de algumas moléculas diatdmicas [23]. Verifica-se, usando a

equacgdo (5.17), que y = 22,7 para a molécula de hidrogénio e y = 153,1 para a molécula de

oxigénio. Esses sdo os dois casos que estudamos nesse trabalho.

Molécula Volen] Fmin|ao] W [me]

H, 0,1744 1,4213 918,6966
B> 0,1101 3,0471 8213,9957
N; 0,3585 2,1081 12766,1615
0)) 0,1882 2,3189 14582,3730
F 0,0575 2,7597 17315,7620

Tabela 5.1: Caracteristicas de algumas moléculas diatdmicas.

Por causa das modificacdes feitas acima, a forma da funcdo particdo se torna um pouco

diferente da equacdo (3.53). Usando nessa equagdo as definicdes em (5.14) e, além disso,

b:V()B € l‘*:T/V()

(5.18)
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obtemos

M)2

Z(b) = (%)M (L /a’XO---dXMl

TAb
2 2
V(X=X
4( v +v(X)| p. (5.19)

M—1
expq —Ab Z
j=0
Pela mesma razao, o estimador termodinamico é modificado. Ele € dado por

er (b) = o — (1) + (u), (5.20)

onde

u = v(X). (5.21)

O estimador virial € escrito na forma

M—1 v .
e (b) = <% Y {v(xj)+lx-a (XJ)D. (5.22)

J
& 279X,

Nas proximas duas se¢des, todos os resultados das simulagdes de Monte Carlo foram obti-

dos realizando-se 1,1 x 107 passos, sendo que os 1,0 x 10° passos iniciais foram descartados.

5.3.1 A Molécula de Hidrogénio

Como dissemos, o valor da quantidade 7y igual a 22,7 caracteriza um sistema de uma molécula

de hidrogénio cujos dtomos interagem entre si via o potencial de Lennard-Jones.

Como de costume, devemos encontrar o valor do nimero de copias M que deve ser usado
nas simulagdes de integral de caminho de Monte Carlo. As Figuras 5.8(a) e 5.8(b) mostram o
comportamento da energia em fun¢do de M para T = 0,05[Vy /kp] e T = 0,07[Vy/kp], respecti-

vamente. Nelas se vé que M = 100 € um bom numero de cdpias a ser usado nas simulagdes.

A Figura 5.9 mostra a energia como fun¢do da temperatura usando os estimadores termo-
dindmico e virial. Repare na semelhanca com a curva de energia do oscilador harmdnico no
intervalo de temperaturas mais baixas. Isso era de se esperar, uma vez que em baixa tempe-
ratura o sistema se encontra perto do minimo do potencial L-J, que é aproximadamente um

oscilador harmonico.
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Figura 5.8: Em (a): Energia vibracional do H, em func¢ao de M para T = 0,05[Vy/kp]. Em
(b): Energia vibracional do H, em fungdo de M para T = 0,07[Vy/kg]. Os pontos pretos foram
obtidos usando o estimador termodinamico e os vermelhos usando o estimador virial.

Somente o intervalo de temperaturas da Figura 5.9 foi estudado porque nele € possivel
observar o comportamento do sistema préximo ao estado fundamental (achatamento da curva
para temperaturas mais baixas) e, além disso, para temperaturas mais altas que as estudadas a

molécula se dissocia.

-0,75[ .

-0,755-

-0,76 -

E[V,]

-0,765-
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077 \
0.775 0,05 0,06 0,07 0,08

TV, /K]
Figura 5.9: Energia vibracional do H, em fun¢do da temperatura.

Definimos a densidade de probabilidade desse sistema como o histograma da distancia entre
os nucleos da molécula, que € mostrado na Figura 5.10 para alguns valores de temperatura.
Note que as funcdes densidade de probabilidade do sistema a temperatura mais baixa e mais

alta pouco diferem entre si, pois o intervalo de temperaturas estudado € muito restrito.
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Figura 5.10: Densidade de probabilidade da molécula H; para algumas temperaturas.

5.3.2 A Molécula de Oxigénio

Nessa secdo, apresentaremos rapidamente os resultados obtidos nas simula¢des da molécula de

oxigénio, que € caracterizada pelo parametro 'y = 153, 1.

Pelas Figuras 5.11(a) e 5.11(b) podemos concluir que, mais uma vez, o ndmero de copias

que podemos usar em nossas simulagdes € M = 100.

-0,96 -0934
-0,962; ] -0,936; ]
-0,964; ] -0,938; ]
Eé -0,966 i s Eé -094 B = — j
W 0968 - W o942l i
-0,97; - -0,944; -
-0,972; i 0946, |
0974 I \ \ \ \ \ \ \ ] I \ \ \ \ Lo 1y
0 20 4 60 Mao 100 120 140 0 20 40 60 Mao 100 120 140

(a) (b)

Figura 5.11: Em (a): Energia vibracional do O, em funcdo de M para T = 0,005[V,/kp]. Em
(b): Energia vibracional do O, em fun¢io de M para T = 0,05[Vy/kg|. Os pontos pretos foram
obtidos usando o estimador termodinamico e os vermelhos usando o estimador virial.

A Figura 5.12 mostra a energia em func¢ao da temperatura obtida em nossas simulagdes.
Observe que no caso da molécula de oxigénio foi possivel explorar um intervalo maior de

temperaturas. Isso ocorre porque essa molécula possui um maior nimero de estados ligados do
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Figura 5.12: Energia vibracional do O, em fun¢do da temperatura. A curva preta foi obtida
usando o estimador termodindmico e a curva vermelha usando o estimador virial.

que a molécula de hidrogénio [25]. Assim, haverda mais combinagdes possiveis entre os estados
ligados do O, antes que a molécula se dissocie. Observe também que a molécula O, requer
uma temperatura menor que o Hp para chegar ao estado fundamental. Isso era de se esperar,
uma vez que a diferenca de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado do
0, é menor que essa mesma diferenca no H;. Dessa forma, uma temperatura menor é requerida

para excitar a molécula de oxigénio do que para excitar a molécula de hidrogénio.

A densidade de probabilidade da molécula de O;, em seus modos vibracionais, € mostrada

na Figura 5.13 para alguns valores de temperatura.
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Figura 5.13: Densidade de probabilidade da molécula O, para algumas temperaturas.
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5.4 Atomo de Hidrogénio a Baixa Temperatura

Como vimos na Secdo 3.3.3, € necessdrio trabalhar com o potencial cumulante expresso por
(3.56) para realizarmos as simulacdes de integral de caminho de Monte Carlo aplicadas ao

atomo de hidrogénio.

Por ser um potencial de longo alcance, uma particula presa nesse potencial facilmente
se dissocia. Uma maneira de contornar esse problema é usar condi¢des de contorno
periddicas [26], mas ndo € o que fizemos. NOs simulamos o 4tomo de hidrogénio no espago
livre apenas a uma temperatura suficientemente baixa (T = 0,05[¢;, /kp]) para que ndo ocor-
resse a “ionizacdo”. Para essa temperatura, estudamos como a energia se comporta com o
ndmero de copias M. Isso € mostrado na Figura 5.14. Nessa figura, vemos que M = 150 é um
numero suficiente de copias. Nao mostramos a energia para M menores porque para tais valores
o elétron foge do potencial. Pensando no isomorfismo cldssico, quando diminuimos M estamos
diminuindo a constante de mola do “polimero”, o que permite um maior estiramento, levando a

uma maior energia cinética e, por conseqiiéncia, ocorre a ionizagao.

T T T T T T T T
-0,461- — Estimador Termodinémiﬁo*
| — Estimador Virial |
-0,48- T
—= -0,5- T, \
w5 AL
L - 1
-0,521 [ A
-0,54 -
- | 1 | 1 | 1 | 1
0,56 150 200 250 300 350
M

Figura 5.14: Energia versus nimero de copias M para o dtomo de hidrogénio a temperatura
T =0,05[e,/kg].

Um detalhe que vale ressaltar aqui é que durante os cdlculos do estimador virial da ener-
gia ndo derivamos o potencial cumulante, e sim o potencial coulombiano. Acreditamos que
1Sso seja uma boa aproximacao, assim como V,,, € uma boa aproximacao para V,,,. Para
M =150e T = 0,05[¢;/kp|, as energias que obtivemos foram Er = (—0,51140,004)][g]
e Ey = (—0,501£0,005)[ey], as quais concordam bem com o valor da energia do estado

fundamental do 4tomo de hidrogénio, a saber Ef,,g = —0, 5[€).
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A Figura 5.15 mostra a densidade de probabilidade do dtomo de hidrogénio a temperatura
T = 0,05]¢y,/kp] obtida em nossas simulagdes e a curva exata da densidade de probabilidade do
estado fundamental do 4&tomo do hidrogénio. Vé-se que nossos resultados estao em bom acordo

com a previsao tedrica.
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Figura 5.15: Densidade de probabilidade do atomo de hidrogénio a temperatura
T = 0,05[¢;/kp] obtida por simulagdes (em preto) e a curva exata da densidade de proba-
bilidade do estado fundamental do 4&tomo do hidrogénio (em vermelho).
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6 Conclusoes

O principal mérito deste trabalho € termos desenvolvido cddigos para realizar simulacdes
de Monte Carlo quantico em sistemas relativamente simples. As técnicas utilizadas foram o

método variacional e a integral de caminho.

O método variacional se mostrou eficiente nos problemas que tratamos. Como este método
depende inicialmente da escolha de uma funcao tentativa que descreva bem o comportamento do
sistema, devemos ter cuidado ao escolhé-la. O poco quadrado infinito, o oscilador harmonico,
o 4tomo de hidrogénio, a molécula de hidrogénio ionizada e a molécula de hidrogénio foram
estudados usando essa técnica. Os resultados para a energia do estado fundamental dos trés pri-
meiros problemas e a energia de dissociagdo dos dois tltimos foram muitos bons, concordando
com o0s experimentais. Para a molécula de hidrogé€nio propusemos vdrias fungdes tentativa. As
fungdes tentativa que levavam a ligacao idnica entre 4tomos de hidrogénio nao levou a um resul-
tado satisfatorio, pois estes indicavam a existéncia de ligagdo idnica. Acreditamos que isso se
deve ao fato de a fungao tentativa para esse caso nao ter sido escolhida corretamente. As fung¢des
de onda que levavam a ligacdo covalente deram resultados para as curvas de energia em fun¢do

da distancia internuclear muito semelhantes as curvas obtidas por resultados experimentais.

Aplicamos o método da integral de caminho de Monte Carlo aos seguintes sistemas: os-
cilador harmdnico unidimensional e tridimensional, 4&tomo de hidrogénio e moléculas H, e O,
modeladas pelo potencial interatobmico de Lennard-Jones. Obtivemos a energia e a densidade
de probabilidade a vérias temperaturas para todos este problemas, exceto para o dtomo de hi-
drogénio. Nesse caso, obtivemos essas propriedades a uma temperatura baixa, cujo valor esta
proximo da energia do estado fundamental esperado do dtomo de hidrogénio. Nossos resul-
tados usando, essa técnica, também se mostram em bom acordo com as previsdes tedricas e

experimentais.

Em um trabalho futuro, pretendemos estudar sistemas de muitas particulas usando as

técnicas desenvolvidas aqui.
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