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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de Ising ferromagnético, puro e diluido,
em vérias redes hipercibicas, utilizando a teoria de campo efetivo (EFT)
baseada na técnica do operador diferencial. Consideramos interagoes entre
primeiros e segundos vizinhos em sistemas diluidos por sitios enquanto que
para sistemas diluidos por ligagoes somente consideramos interacoes entre
primeiros vizinhos. Foram utilizados aglomerados de um e dois spins e obti-
dos os comportamentos da magnetizacao em fungao da temperatura reduzida,
bem como o comportamento da temperatura critica reduzida em funcao da
concentracao. FEsses resultados foram comparados com os exatos, quando
disponiveis, e com os obtidos através da aproximacao tipo campo médio u-
sando a desigualdade de Bogoliubov. Aplicamos esse modelo na descrigao
das propriedades termodinamicas de ligas Fe-Al. O diagrama de fases ex-
perimental foi ajustado com os parametros tedricos. Ajustes razodveis foram
obtidos, entretanto nao muito diferentes dos obtidos anteriormente através

de outras técnicas aproximadas.
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Abstract

In this work we study the ferromagnetic Ising model, in its pure and diluted
versions, on several hypercubic lattices. We use the effective field theory
(EFT) based on the differential operator technique. We consider exchange
and superexchange interactions on the site diluted systems, while we only
consider exchange interaction on the bond diluted systems. We used one and
two site cluster approximations and we obtained the magnetization behavior
as a function of the reduced temperature as well critical reduced temperature
behavior as a function of the dilution concentration. The results were com-
pared with the exacts ones, when available, and with the results obtained
from the Bogoliubov inequality. We applied this model in the description
of the thermodynamics properties of Fe-Al alloys. The experimental phase
diagram were adjusted with the theoretical parameters. Reasonable fittings
have been obtained, however not so different from those previously obtained

from other approximate techniques.
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Capitulo 1
Introducao

Materiais magnéticos em geral sempre despertaram um grande interesse,
tanto sob o ponto de vista experimental quanto sob o ponto de vista tedrico
[1, 2]. Esse interesse se deve nao somente as transi¢oes de fases que eles apre-
sentam, que podem ser de primeira ordem, de segunda ordem e a existéncia
de pontos multicriticos, como também pela sua enorme aplicabilidade tec-
nolégica.

Em 1857 foi observado por Lord Kelvin que a resisténcia elétrica de ma-
teriais condutores se altera na presenca de um campo magnético externo.
Esse efeito é chamado de magneto-resisténcia (MR) e é observado em metais
nao-magnéticos comuns, tais como Au e Cu. Essa variacao da resisténcia
¢ entretanto muito pequena nesses casos. Em 1988, porém, foi observado
pelo grupo do Professor Albert Fert na Franca [3] e pelo grupo do Profes-
sor Peter Griinberg na Alemanha [4], separadamente, que este efeito aparece
de forma muito mais intensa em estruturas de filmes finos compostos por
camadas alternadas de metal ferromagnético e nao magnético. Este efeito
recebeu o nome de magneto-resisténcia gigante, sendo atualmente aplicado
em memorias de computadores o que proporcionou, a ambos, o prémio nobel
de fisica de 2007.

Dentre os materiais magnéticos, as ligas compostas por Fe sao muito

estudadas pois podem apresentar diversos comportamentos criticos depen-



dendo dos elementos que constituem o composto. Em particular, as ligas
Fe-Al apresentam o comportamento onde os atomos de Al agem como di-
luidores por nao possuirem momento magnético, reduzindo assim os efeitos
ferromagnéticos do composto. Esse é um caso tipico onde impurezas devem
ser relevantes na descrigao das propriedades fisicas de materiais magnéticos,
uma vez que a pureza completa dos elementos constituintes do cristal nem
sempre € a desejada.

Aliado aos resultados obtidos experimentalmente [5, 6] para essas ligas
existem propostas de modelos tedricos simples onde se tenta descrever as
propriedades termodindmicas desses materiais [7, 8]. Os sistemas tedricos
propostos sao baseados, principalmente, em modelos de spins discretos, como
o de Ising, e modelos de spins continuos, como o de Heisenberg, tanto classico
como quantico. Na maioria dos casos, solugoes aproximadas sao obtidas e as-
sim os resultados analiticos sao ajustados através de seus parametros tedricos
com os dados experimentais. Embora uma descrigao geral satisfatéria qua-
litativa seja obtida desses modelos, alguns comportamentos experimentais
nao sao reproduzidos como, por exemplo, a curva da temperatura critica
em funcao da concentracao de atomos de Al para pequenas concentragoes
[9]. Portanto, além do limite de aplicabilidade do modelo em si, deve-se
também analisar se essas discrepancias podem estar ligadas ao método de
aproximacao empregado.

O propdsito desta dissertacao é estudar o comportamento critico de sis-
temas magnéticos que possuam desordem através de uma técnica simples, a
saber, o método do Operador Diferencial, desenvolvido no inicio da década
de 80 por Honmura e Kaneyoshi [10]. Utilizaremos como prot6tipo o mode-
lo de Ising de spin-1/2; como feito em trabalhos anteriores usando métodos
aproximativos baseados na desigualdade de Bogoliubov [9] e o Grupo de
Renormaligdo Fenomenoldgico de Campo Médio [11]. Uma comparacao das
propriedades termodinamicas obtidas com o emprego do Operador Diferen-
cial e da desigualdade de Bogoliubov sera feita. O mesmo modelo sera entao

empregado, através do uso do Operador Diferencial, para descrever os resul-



tados experimentais do diagrama de fases da liga Fe-Al e comparado com
a desigualdade de Bogoliubov. Teremos entao uma visao mais clara se as
discrepancias obtidas se devem ao modelo em si ou ao método aproximativo
empregado.

Inicialmente faremos entao uma breve discussao qualitativa do que acon-
tece proximo a um ponto critico, bem como suas implicagoes numa transi¢ao
de fases continua. Isso sera abordado no Capitulo 2 dentro do tratamento
geral de fluidos e magnetos. No Capitulo 3 descrevemos de forma sucinta
a técnica do Operador Diferencial. Uma comparagao entre essa técnica e
o método variacional de Bogoliubov serd feita no Capitulo 4 para o caso
particular do modelo de Ising em uma, duas e trés dimensoes. Ajustes do
diagrama de fases experimental com as duas técnicas acima citadas serao a-
presentados no Capitulo 5. Finalmente, no Capitulo 6 formularemos algumas

conclusoes, e perspectiva futura.



Capitulo 2
Fenomenos Criticos

Transicoes de fases sao fenomenos comuns na natureza e vém desper-
tando o interesse de cientistas ha varios séculos. Diversos exemplos po-
dem ser observados em nosso cotidiano, como a fervura da agua em um
fogao, o seu congelamento num congelador, etc. Apesar de muitos sistemas
fisicos apresentarem os chamados fendmenos criticos, como fluidos, materiais
magnéticos, cristais liquidos, supercondutores e superfluidos, ferroelétricos,
entre outros, iremos discutir, primeiramente, um fluido e, posteriormente,
sistemas magnéticos descritos por spins discretos na rede através de Hamil-
tonianos simples, o que é de interesse para este trabalho (ver, por exemplo,
referéncias [12, 13]). Alguns aspectos de desordem em sistemas cristalinos

serao tratados na tultima secao.

2.1 Fluidos simples

Para estudar sistemas fluidos iremos focar nossa atencao na equacao de
estado, um funcional na forma f(p,p,T) = 0, que relaciona a pressao (p),
densidade (p) e temperatura (7). Este funcional determina uma superficie
tridimensional no espago relacionado as coordenadas p, p e T', sendo que cada
ponto na mesma corresponde a um estado de equilibrio. Vamos estudar as

projecoes desta superficie, chamada ppT', nos planos pT', pp e pT.
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Figura 2.1: Projecao da superficie ppT no plano (a) pT. Projecio da
superficie HMT no plano (b) HT. Figura retirada de [12].

A projecao do funcional em pT', que pode ser visto na Fig. 2.1(a), produz
as regides das trés fases da matéria (sélido, liquido e gasoso). Cada ponto
na superficie (nesse caso curvas) representa duas ou mais fases coexistindo
no equilibrio. O ponto triplo, no encontro de trés curvas de coexisténcia, é
aquele em que as trés fases coexistem.

A curva de coexisténcia entre a fase liquida e gasosa nao se estende in-
finitamente, parando em um ponto. Este é chamado de ponto critico, que
possui coordenadas bem definidas dadas por (p, pe, T). A partir deste ponto
a fase liquida pode ser convertida em gasosa continuamente, nao existindo
diferenga fundamental entre elas. Acredita-se que nao exista um segundo
ponto critico, entre a fase sélida e liquida.

Quando consideramos a projecao da superficie ppT" nos planos pp e pT',
Fig. 2.2 (a) e (b), podemos observar que existe uma grande diferenga entre
a densidade da fase liquida e da gasosa, p; e pg, para T < T,, sendo que
esta descontinuidade vai a zero a medida que T tende a T,.. A diferenca
pr — pe € o chamado parametro de ordem para o liquido-gas. Devido a essa
descontinuidade na densidade, que é a derivada primeira do potencial ter-
modinamico, essa transicao de fase é chamada de primeira ordem.

Outra caracteristica interessante é que as isotermas, que podem ser vista

na Fig. 2.2(a), se aproximam de retas a temperaturas muito altas obedecendo
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Figura 2.2: Projecio da superficie ppT nos planos (a) pp e (b) pT', onde
o comportamento de gas ideal é observado para T >> T.. Proje¢ao da su-
perficie HMT nos planos (¢) HM e (d) MT. Figura retirada de [12].

a equacao de gas ideal. Desta forma podemos concluir que a deformacao
da curva, a medida que T diminui, é consequéncia da interagao entre as
moléculas.

Para entender melhor o que acontece a medida que se aproxima do ponto
critico faremos uma analogia com sistemas ferromagnéticos. Este tipo de
analogia é conhecida como gas de rede. Neste modelo considera-se que o vo-
lume macroscépico, V', contendo o fluido é dividido em células de volume v,
que possuem, rigorosamente, o tamanho das moléculas do fluido. A analogia

com sistemas magnéticos aparece quando consideramos que cada célula é um



sitio possuindo um momento magnético, que pode apontar em duas direcoes.
O momento magnético apontando para cima corresponde a uma célula ocu-
pada por uma molécula, caso contrario o momento aponta para baixo. A
temperaturas muito maiores do que a critica o movimento das moléculas no
sistema fluido é analogo a alteracao aleatoria da orientacao dos momentos
magnéticos (para cima e para baixo). Porém, a medida que a temperatura
¢ abaixada em direcao a critica, pequenos aglomerados de moléculas correla-
cionadas aparecem, e, quanto mais préoximo de T,, maiores vao ficando os
aglomerados, ou seja, a medida que T'— T.F, o comprimento de correlagao
¢ aumenta. A Fig. 2.3 mostra um esquema do gas de rede em diferentes
temperaturas em duas dimenssoes.

Apesar da impressao que se tem de que o sistema fica completamente

T>T TzTe
[ ]

Figura 2.3: Modelo de gas de rede para um sistema flurdo, a medida que a

temperatura se aproxima da temperatura critica. Figura retirada de [12].

ordenado em T' = T, quando se olha a Fig. 2.3, nao é isso que acontece. O
sistema s0 fica completamente ordenado em 7" = 0. Entao esta Figura deve

ser interpretada como uma pequena porcao de um grande sistema, onde o



comprimento desta pequena porc¢ao, L, é da ordem do comprimento de cor-
relagdo, L = £, portanto se tem a impressao que todos os spins (ou sitios do
gas de rede) estao na mesma diregao (estdo ocupados ou desocupados).

O comprimento de correlacao & deve ser pensado como a distancia em
que flutuacoes de uma regiao do sistema afeta outra regiao, portanto se dois
pontos do sistema estao separados a uma distancia maior que £ dizemos que
estes dois pontos estao descorrelacioados. Como para T° > T, temos £ ~ 0
é facil entender porque os parametros de ordem sao nulos, pois, no caso da
magnetizagao, os spins se orientam aleatoriamente para cima e para baixo, de
forma descorrelacionada, fazendo com que a magnetizacao média seja nula.

Andrews, em 1869, publicou seus estudos sobre o didxido de carbono
[14], onde pela primeira vez ficou evidenciado esta caracteristica peculiar
do ponto critico, produzindo um fenéomeno chamado opalescéncia critica.
O mesmo ocorre quando a formacao de aglomerados no fluido possuem di-
mensoes comparaveis ao comprimento de onda da luz, que acontece a tem-
peraturas proximas a T,. Desta forma, quando incidimos luz monocromatica
no fluido um forte espalhamento é observado. Nesta transicao, T = T, o
volume e a entropia sao continuos, porém observa-se que a compressibilidade
e, em alguns casos, o calor especifico sao divergentes. Como estas quan-
tidades que divergem sao derivadas segundas do correspondente potencial
termodinamico, essa transicao é chamada de transicao de segunda ordem, ou

continua.

2.2 Sistemas Magnéticos

Desde a antiguidade é conhecido que alguns materias possuem proprieda-
des magnéticas. Porém, somente a partir do inicio do século XX que o
magnetismo foi interpretado, por Pierre Wies [15], do ponto de vista quali-
tativo. Em 1907 Wiess desenvolveu uma teoria fenomenoldgica capaz de ex-
plicar qualitativamente materiais ferromagnéticos. Estes materiais possuem

uma magnetizacao espontanea abaixo da temperatura de Curie (temperatura



critica - T,), sendo que a mesma se anula para 7' > T, tornando-se assim
um material paramagnético.

Quando antingimos a temperatura critica dos materiais (por exemplo
T.(Fe) =T770°C, T.(Ni) = 358°C) dizemos que o sistema sofre uma transicao
de fases magnética. Assim como para sistemas fluidos, em 7" < T, temos uma
fase ordenada com menos simetria (ferromagnética) e com 7' > T temos uma
fase desordenada com mais simetria (paramagnética) - dizemos entdo que o
sistema sofre uma quebra espontanea de simetria.

Existem, porém, outros materiais, como, por exemplo a hematita (Fe;O3)
e os 6xidos CoO e CryOg3, que na auséncia de campo externo apresentam mag-
netizacao total zero e nao sao propriamente paramagnéticos. Estes materiais
sao denominados antiferromagnéticos (AF) abaixo de uma dada tempera-
tura, conhecida como temperatura de Néel (7). No estado AF os dipolos
na rede cristalina interagem de tal forma a se orientarem antiparalelamente.
Para temperaturas maiores que 7T os dipolos magnéticos se orientam de
forma aleatéria quebrando assim a ordem AF e se tornam paramagnéticos.
A estrutura cristalina desses materiais é constituida por uma rede magnética
que se divide, em sua forma mais simples, em duas sub-redes equivalentes
(A e B). E, na auséncia de campos externos temos my = —mp (m4 e mp
sao as magnetizacoes das sub-redes A-para cima e B-para baixo, respectiva-
mente). Porém, existem outros antiferromagnéticos que possuem estruturas
mais complexas.

A analogia entre transicoes de fase magnéticas e fluidos é facil de ser ob-
servada. Se aplicarmos uma pressao p num fluido a densidade do sistema
aumenta, assim como a magnetizagao aumenta quando um campo H é apli-
cado num sistema ferromagnético. Desta forma, o par (H, M) é o anédlogo
magnético ao par (p,p) para um fluido simples. A projecao da superficie
HMT nos planos HT', HM, e MT possuem regioes em que a andlise discu-
tida para os fluidos é totalmente aplicavel. Basta olhar para as Figs. 2.1(b),
2.2(c) e (d) e perceber a semelhanga entre os diagramas para os fluidos e

para os magnetos. Neste caso, o parametro de ordem ¢é a magnetizagao, ou



seja, a partir do ponto critico a magnetizagao se torna nula (o parametro de
ordem é definido de tal forma que ele é zero acima da temperatura critica e

diferente de zero abaixo da temperatura critica).

2.3 Modelagem teodrica do magnetismo

Apesar da teoria de Wiess ser capaz de descrever qualitativamente algu-
mas propriedades de sistemas magnéticos, a mesma apresenta inconsisténcias
do ponto de vista quantitativo. Por exemplo, em sua teoria Wiess considera
que o que gera a ordem nesses sistemas, do ponto de vista microscopico, se-
ria a energia de interagao dipolo-dipolo entre os dtomos. Suponhamos que o
ordenamento dos momentos magnéticos fossem causados por essa energia de
interagao, que é da ordem AE,; ~ p?/a® (u é o momento magnético do fon e a
é o parametro de rede), e a mesma seja maior que a energia térmica kg1 (kp
é a constante de Boltzmann), isto é, AE,; > kgT'. Portanto, a medida que a
temperatura aumenta, a magnetizacao espontanea deve diminuir, e quando
atingimos T, a ordem deve ser destruida por causa, fundamentalmente, da
energia térmica ser da mesma magnitude de AFE,;. Para tanto, sendo pu ~ upg
(magnéton de Bohr), a ~ 14 e kp = 1.380658(12) x 10"23JK ! terfamos
T. ~ 107! K muito inferior aos resultados experimentais 7, ~ 103K! Con-
cluimos assim que o acoplamento entre os ions nos materiais magnéticos nao
deve-se a interagao magnética entre eles.

Para explicar o forte magnetismo do ponto de vista microscépico, Heisen-
berg propoés que o alinhamento dos spins decorria de seus vizinhos mais
proximos [16]. Consideremos, por exemplo, um sistema com dois elétrons
nao interagentes. O principio de exclusao de Pauli exige que as autofungoes
de onda totais sejam anti-simétricas. Considerando entao que um elétron de
um atomo esteja no estado fundamental e o outro no estado excitado (nml),

a parte espacial da auto-funcao sera

O(Z1,72) = %[%oo(fl)i/inml(@) + Y100(Z2) Vnmi (Z1)]

10



onde ¥, (T) é a auto-fungao espacial do elétron e o sinal positivo (negativo)
é para a funcdo de onda simétrica (anti-simétrica). Introduzindo a corres-
pondente autofuncao de estado de spin e usando a teoria de perturbacao
(E = Eio0 + Em + AE), obtem-se as auto-energias, que escrevemos como
(para maiores detalhes veja as referéncias [17, 18])
o2
AE:<—>:Ij:J, (2.1)
T'12
com ri3 = |¥] — T, note que se a auto-funcdo espacial é simétrica (anti-
simétrica) a auto-fun¢ao de spin devera ser anti-simétrica (simétrica). I e J
sao conhecidos, respectivamente, como integral direta e integral (ou energia)

de troca, e sao dadas por
2

- 5 e
[:/d3.’1§'1d3.§62|’l/)100<l‘1)‘2‘1pnlm<$2)|2r— (22)

12

2
J = /d3x1d3x27/’ikoo(fl)¢;lm<f2)%wloo(fl)wnlm@ﬁ . (2.3)
No estado de singleto (spins antiparalelos) a fungao de onda espacial é simé-
trica e os elétrons tem a tendéncia de se aproximarem mais uns dos outros.
Desta forma, os efeitos de repulsao eletrostatica sao mais intensos resultando
em maiores energias. Ja no estado de tripleto (spins paralelos) a fungao de
onda espacial é anti-simétrica e os elétrons tendem a se afastar mais. Note
que, como a energia de interagao resulta de um produto das fungoes de onda
de cada elétron, J dependerd do entrelagamento (overlap) das fungdes de
onda decrescendo exponencialmente, no caso de elétrons ligados em ntcleos
diferentes, o que faz com que o mesmo seja uma energia de curto alcance. O
que difere da energia eletrostatica, que é de longo alcance.
Usando relacoes dos operadores de spin S? e 5’3 (i=1, 2), onde S =
S+ 52, e com base nas auto-fungoes correspondentes as auto-energias dadas

pela eq. (2.1), Dirac [19] propos o seguinte Hamiltoniano efetivo de spins
J L
iz =1 - 22 (1 1485, 52> , (2.4)

pois teremos

H12|¢i> = Ei|¢i> ’

11



com Ey = Eig0+ Eum £ AFE e |¢p+) sendo os estados de spin. Generalizando
para uma rede cristalina de N spins localizados, o Hamiltoniano efetivo entre

spin-spin é descrito, de forma geral, por

H==Y JyS -5, (2.5)
(4,5)

onde a soma é realizada sobre todos os pares de primeiros vizinhos S, =
(S7,S7,57). A eq. (2.5) é conhecida na literatura como modelo de Dirac-
Heisenberg. Para J;; > 0 (J;; < 0) dizemos ser o Hamiltoniano de Heisenberg
ferromagnético (antiferromagnético).

Nesse modelo, os momentos magnéticos sao capazes de se orientar nas trés
direcoes possiveis sendo relacionados ao operador spin da mecanica quantica.
A interagao de troca é de natureza isotrdpica pois o Hamiltoniano (2.5)
possui as trés componetes do spin com mesma energia de interacao, J;;.
Quando consideramos a presenca da interecao spin-orbita nos ions de um
cristal uma direcao privilegiada no espaco é induzida, tornando o Hamilto-
niano anisotropico. Utilizando teoria perturbativa de segunda ordem para a

interacao spin-érbita é possivel mostrar um Hamiltoniano efetivo dado por
H==> J;Si- 5= Y APses?, (2.6)
(i.5) i ap

onde A?B é o parametro de anisotropia de fon-unico, caracteristico de cada
material, e o, = x,y, 2. Portanto, podemos, de forma efetiva, reescrever o

Hamiltoniano (2.6) como

H=—Y (JESrSy + J4SYSY + J;5757) (2.7)
onde Ji‘; é a componente 4 da interacao efetiva entre os pares de spins vizi-
nhos. Este é dito, entao, como o Hamiltoniano de Heisenberg anisotropico.

A eq. (2.7) possui dois limites particulares:
i. quando Jj; < J7¥, a equagao resulta em

ij

Moy =— > _(J5SIST + JLSLSY) (2.8)

i~ 174
(i,9)
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e é conhecida como modelo zy (ou planar), e

ii. quando Jj > J;;¥ teremos
MHy=—> J;S8:5; (2.9)
(6,3)

e é conhecida como modelo de Ising.

O modelo de Ising é analogo ao gas de rede, em que os momentos mag-
néticos sao tratados como classicos e capazes de apenas duas orientacoes e
neste trabalho iremos uséa-lo.

A solugao unidimensional do mesmo, que foi encontrada por Ising [20], e
pode ser vista, por exemplo, em [13, 2|, ndo possui transigao de fases, ou seja,
nao existe magnetizacao espontanea para temperaturas diferentes de zero. A
solugao analitica exata encontrada por Onsager [2] para o Modelo de Ising na
rede quadrada na ausencia de campo externo, H = 0, possui uma transicao
de fases de segunda ordem, porém o conjunto de expoentes criticos obtidos
discordavam dos que sao obtidos através do modelo de Van der Walls e a
teoria de Campo Médio de Weiss [15].

2.4 Expoentes criticos

O estudo de fenomenos criticos tem sido focados, cada vez mais, em
um conjunto de indices conhecidos como expoentes criticos [12, 21]. Estes
expoentes servem para descrever o comportamento singular que certas gran-
dezas termodinamicas possuem ao redor do ponto critico, ver, por exemplo,
Fig. 2.4 que mostra o comportamento critico para o calor especifico a volume
constante. Outros exemplos disso sao a compressibilidade e a capacidade
térmica molar, que crescem sem limites e divergem no ponto critico. Essas
singularidades sao bem representads quando escritas como funcao dos cor-
respondentes desvios do ponto critico como, por exemplo, (T'—1T.) e (p—p.).

Desta forma, os parametros de ordem mencionados nas duas primeiras secoes
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Figura 2.4: A curva sélida mostra o calor especifico do modelo de Ising bi-
dimensional, obtido pela solugao exata de Onsager, a curva pontilhada obtido
pela aproximacgao de Bethe e a curva tracejada obtido pela aprorimacao de

Krammers-Wannier e Kikuchi. Figura retirada de [12].

deste capitulo podem ser escritos como

pr — pa ~ (=€)’ e M~ (=¢)”, (2.10)

onde e = (T'—1T,)/T. e B é o correspondente expoente critico do parametro
de ordem, note que o sinal de menos se deve ao fato de p;, — pg e M serem
diferentes de zero somente para T' < 7.

A notagao a(z) ~ b(z) é utilizada para caracterizar o comportamento
critico, em que ambos a e b divergem ou ambos anulam quando x — 0.

Se o comportamento critico é, de fato, descrito por uma lei de poténcia,
entao o expoente critico sera definido pela propria lei de poténcia. E interes-
sante, porém, definir o expoente critico de forma mais geral, afim de descre-

ver grandezas que nao sejam leis de poténcias estritas. Portanto, definimos
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o expoente critico associado a grandeza f(g) por

o Inf(e)
A=l

(2.11)

Vemos que nao é necessario uma estrita proporcionalidade entre o parametro
de ordem e e para sermos capazes de definir o expoente critico. De fato, a
simples relacdo M = B(g)?, onde B é uma constante, é valida, mas na prética
existem, frequentemente, termos de correcao, de forma que pode-se ter uma

expressao mais geral

pL(T) = p6(T)/2p. = B(L = T/T)P[1 + B(—e)" +..] = Ap ~ (—¢)’?

M(T)/My(0) = B(1 = T/T.)°[1+ B(—e)* +..] = M ~ (—¢)” ,

com x > 0. Note que os termos de corregao vao a zero quando o limite é
tirado. As constantes de normalizagao p. e My(0) sao incluidas de forma que
o coeficiente B varie muito pouco de um sistema para outro (geralmente B é
da ordem de uma unidade).

Outra grandeza importante na caracterizacao da criticalidade em flui-
dos é a compressibilidade isotérmica (K7 = p~'(0p/0p)r) e em magnetos
a susceptibilidade isotérmica (yr = (OM/OH )r) sendo que ambas divergem
no ponto critico, ou seja, uma pequena varia¢ao na pressao (campo externo)
gera uma variagao infinita na densidade (magnetizagao). Admitimos que ao

longo da isocérica (p = p.) e para T > T, elas se comportem com

C(—e) " (1+...) [T<T., p=p(T) ou p=pa(T)]

Kr/Kjp = {
Ce7(1+...) [T>T., p=pT)]

para fluidos e

C(—e)™"(1+..) [T<T.,, H=0]

0 __
XT/XT {C&-_'Y<1_’_) [T>Tc7 HZO]?

para magnetos e que 7/ e < nao sao necessariamente iguais. Aqui K% =
m/kT.p. é a compressibilidade de um gés ideal no ponto critico e, similar-

mente, X% é a susceptilidade de um sistema de momentos magnéticos nao
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interagentes desenvolvido no ponto critico.

Os expoentes para o calor especifico, o’ e a, sao definidos pela relacao

= { .A/<—8)_a/<1 4+ .. ) [T < Tc , p= pL(T) ou p= pG<T>]
A (1+...) T >T., p=p(T)]

para fluidos e

O — A=) 1+..)) [T <T.,, H=0]
7] Aee(iy ) T>T,, H=0],

para magnetos e, assim como anteriormente, o’ e o nao sao necessariamente
iguais.
Existem ainda os expoentes criticos do comprimento de correlagao e da

funcao correlacao, a saber,

g:{ (=) (1+...) [T<T., H=0 | (21
fev(4..)  [T>T., H=0)
O) = —y.  T=T, (2.13)

onde £ é o chamado comprimento de correlacao e C(r) é a fungao de cor-
relagdo de dois pontos distantes r (por exemplo, no caso magnético pode
ser o valor médio do produto de dois spins estando separados pela distancia
r ou, no caso de fluidos, o valor médio do produto das densidades em dois
locais diferentes separados por r). d é a dimensao da rede e v e 7 sdo os
correspondentes expoentes criticos.

Um outro exponete ¢ relaciona a variacao de p—p. = Ap (e H, para mag-
netos) com p — p. (M) ao longo da isoterma critica, ou seja, Ap ~ |p/p. —1|°
(H ~ M°%), com T = T..

Houve uma época em que muitos pesquisadores acreditavam que todos
os materiais possuiriam o mesmo conjunto de expoentes, mas, assim como as
temperaturas criticas variam de material para material, o mesmo ocorre com
os expoentes. As teorias de van der Waals, campo molecular e Landau, em

sua forma original, nos dam os mesmos valores para cada expoente critico
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e sao conhecidas como teorias classicas. Estas teorias falharam na predicao
dos expoentes.

Podemos notar que nem todos os expoentes criticos sao independentes. E-
xistem desigualdades que relacionam certos expoentes. Uma destas disigual-
dades pode ser obtida analisando o calor especifico para sistemas magnéticos.

Os calores especificos a campo magnético constante, C'y, e magnetizacao

constante, s, sao dados por

as oS
wer(), o o),

sendo que podem se relacionar como se segue

2 2
ot f (M

Como (' deve ser sempre positivo a equacao acima se torna uma desigual-
dade

cy>1d (21 2/ 42844 >2 (2.14)
H — 8TH XT o T Z 4, .

onde a tltima relacao foi obtida considerando Cy ~ (—¢)~®, xp ~ (—&)™"
e (OM/OT)y ~ (—¢)P~!. Esta é conhecida como a desigualdade de Rush-

brooke.

2.4.1 Relacoes de escala

Em muitos trabalhos, tedricos e experimentais, estas desigualdades sao
satisfeitas como igualdades. Nao existem provas rigorosas que qualquer uma
dessas desigualdades sejam igualdades, mas existe uma técnica bem sucedida
neste sentido, que introduziremos agora, chamada teoria de escala. Essa teo-
ria, que foi escrita de forma mais geral por Widom [22], consiste em fazer
uma simples consideracao dos potenciais termodinamicos, para isso intro-
duziremos func¢oes homogeéneas.

Uma fungao f(z) é dita homogénea quando
fx) =g(N)f(z) (2.15)
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para todos os valores A, onde g(A) é uma fungao indefinida, mas nao ar-

bitraria. A eq. (2.15) implica em

fAAMpz)} = g\ fpx) = gNg() f(x) e H{Ow)x} =g(Awi(x),

portanto g(A)g(p) = g(Au). Derivando com relagao a p temos

0
5,9 = Ad' () = g(N)g'(u)
1
fazendo agora u = 1 e considerando ¢'(u = 1) = p obteremos

= - aw=ov.

mas como ¢'(1) = p, substituindo na eq. acima, teremos ¢ = 1, logo fungoes

homogéneas sao do tipo
fQz) = X f(x)
onde p é o grau de homogeneidade. Generalizando para fungoes de mais de
uma variavel teremos
FX2, X'y) = Mf(x,y) (2.16)

onde a e b sdo constantes arbitrarias e f(z,y) é uma fungdo homogeénea ge-
neralizada.

Considerando, ad hoc, que o potencial de Gibbs é uma fun¢ao homogeénea

generalizada, assim como os outros potenciais termodinamicos, podemos re-
escrevé-lo como G(T,H) — G(e, H), onde € = (T —T.)/T,, e teremos

G\, X" H) = \G(e, H) . (2.17)

Veremos agora como os expoentes criticos podem ser escritos em funcao de
a. e ag. Note que a teoria de escala nao ird determinar os valores de a.
e ay, mas o fato de todos os expoentes criticos poderem ser escritos em
funcao desses prametros significa que se determinarmos dois expoentes todos

0s outros ficam definidos.

Sendo M = —(0G/0H)r, temos

LOG{ =g X HY o i vam
a0y o) X M(N%e, AN H) = AM (e, H) .

)\a
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Existem dois expoentes criticos associados ao comportamento da magne-
tizagao perto da criticalidade, mas estamos interessados somente em (3, por-

tanto, fazendo H = 0 e ¢ — 0, teremos
M(g,0) = A1 M(\%¢,0) ,
como esta equacdo é valida para qualquer A podemos escolher A = (—1/¢)/e
M(e,0) = (—e)tmem/eM(=1,0) ~ (=€),

resultando em
. 1-— ag

3= . (2.18)

Qe

Sendo x7 = (OM/0H)r
N2y (N e N ) = \xr(e, H) .

de forma andloga ao que foi feito para a magnetizacao, H = 0 e A =
(—1/e)Ya= | teremos

/

xr(e,0) = (=) 72/ ~ (=)™

logo
2 — 1 1
V=T oy (2.19)

£ a€

Se diferenciarmos o potencial de Gibbs com relacao a temperatura, man-
tendo H constante, teremos o calor especifico, pois Cy = (OE/0T)y =
—T(0*G/0T?)y, logo

A2 Cy (A%, A H) = \Cyy(e, H) |

denovo, fazendo H = 0 e A = (—1/¢)"/%, e lembrando que Cy ~ (—&)*,

teremos

1
'=2——. 2.2
of =2 (2:20)

Utilizando a equagao acima juntamente com as egs. (2.18) e (2.19) obteremos
o +28++" =2, (2.21)

que idéntica a eq. (2.14), mas nesse caso temos uma igualdade.
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2.5 Métodos aproximativos aplicado ao mo-

delo de Ising

Em geral, o estudo tedérico do comportamento critico de sistemas requer
algumas aproximagoes, até mesmo para resolver modelos mais simples, como
o de Ising. Nesta secao iremos discutir alguns métodos aplicados a este

modelo, pois é o modelo de interesse neste trabalho.

2.5.1 Teoria de campo médio

A idéia deste modelo é focar a atencao a um tunico spin da rede e su-
por que a interacao entre este spin e seus vizinhos seja dada através de um
campo molecular proporcional a magnetizagao média [23]. Note que como
este método sé considera as flutuagoes deste tinico spin, pois esta considera-
¢ao negligencia as flutuagoes dos vizinhos, o sistema que, a principio, era de
muitos corpos passa a ser de um so6. Note também que, como desprezamos
essas flutuacoes e, consequentemente, a correlacao entre spins, este método
nao produz resultados exatos, ainda mais perto da criticalidade que possui
efeitos de correlagao mais intensos.

O Hamiltoniano de Ising para uma rede de N spins, como ja discutido

anteriormente, pode ser escrito como

N
H:—JZUZ'O'J'—HZO'Z‘, (222)
(i) i=1

onde a primeira soma ¢ feita entre primeiros vizinhos. Olhando agora somente

para o spin ¢ teremos
Hi == (—JZU]‘ — H)O'Z = _Higi s (223)
j=1

onde a soma é feita em todos os z vizinhos do spin em questao e podemos,
~ 4
entao, pensar em H; = H+J ZFl oj como o campo resultante que atua no

spin 7. Como todos os spins flutuam em torno de seu valor médio, o mesmo
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ocorrerd com H;

(H) = H+J) o
j=1
= H+Jx0,) (2.24)
pois estamos considerando que (o;) = (0;) = m para todo ¢ e j. A aproxi-

macao consiste em dizer que H; ~ (H;) = H + AH, onde AH = Jzm. se

pensarmos em ‘H = H;, a funcao de particao definidar por
Z=Y e, (2.25)
{o}

onde § = kBLT,

microscopicos possiveis do sistema e a soma se estende sobre todos esses

sendo k, a constante de Boltzmann, {o} representa os estados

estados. Sendo assim teremos

7 ~ Zeﬁzi<Hz’)0i _ ﬁ Z eBHi)oi

(o} i=1 {0}
= 2cosh[f(H + AH)]| .
oe BH
Logo, como (0;) = Z{"}%, teremos
m =~ tanh[B(H + AH)| = tanh[B(H + Jzm)] , (2.26)

que é uma equagao transcendental. Os valores de m para os diversos valores
de BJz podem ser dados graficamente pela intersecao das duas curvas da
equacao acima, mas como estamos interessados em transicoes de fase, que s6

ocorrem com H = (0, podemos escrever

1 14+m
= | .
& 2szn(1—m)

Lembrando que m ~ 0 quando T" — T, e que tanhz ~ x quando z < 1,

podemos reescrever a eq. (2.26), com H = 0, como m ~ (3.Jzm que resulta
em
B.Jz =1 — T.=—.



Note que este modelo prediz uma temperatura de transicao para sistemas
unidimensionais, mas a solucao exata do modelo de Ising unidimensional
resulta em T, = 0, portanto, esta teoria é infinitamente errada em uma
dimensao.

Solugoes mais sofisticadas podem ser obtidas considerando, ao invés de
um tunico spin, mais spins. Mas os resultados sempre serao incorretos, pois

as flutuacoes sao negligenciadas.

2.5.2 Desigualdade de Bogoliubov

O grande problema dos modelos estatisticos é obter a funcao particao,
sendo o termo de cooperatividade do Hamiltoniano o que dificulta, no caso
do modelo de Ising este termo ¢ dado por —Jo;0;. Nesta secao desenvolve-
remos um método baseado em um principio variacional para a energia livre.

Seja 'H o Hamiltoniano de um sistema para o qual nao conhecemos solucao.
Definiremos V' = 'H—"H, e escolheremos H,, o Hamiltoniano tentativa soluvel
analiticamente, semelhante ao original, H, e em funcao de um parametro
variacional, ou seja, Ho = Ho(7).

A fungao de partigao de Hy sera dada pela eq. (2.25), Zy = Z{J} e Mo,

e a média de uma grandeza A qualquer com relacao a Hy serd

1
(A), Z {E} Ae .

Sendo assim, podemos escrever

~ 1 o 1 -
(e 6V>0:726 Ve 5%02726 AR
O (o} 0 (o}

ou
Z = Zy(e V). (2.27)

A equacao acima é exata. Se, entretanto, expandirmos a funcao e* em série

de Taylor, temos
2

X
em:1+x+?+...,
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0 que nos permite escrever e® > 1 4 x. Utilizando a expansao acima, temos

e VIV > 1~ BV 4 B(V)o

Se calcularmos a média térmica com relacao a Hy, em ambos os lados, en-

contramos
(e YoV > 1,

ou

(ePV)g > e BVio (2.28)

Substituindo a eq.(2.28) na eq.(2.27) obtemos

Z > Zye PV (2.29)
Tomando agora o logaritmo dos dois lados da eq.(2.29) obteremos

Vo

InZ>Inz,— S

T
Sendo a energia livre de Helmholtz dada por F' = —k,T'InZ, chegamos final-

mente a seguinte desigualdade
F<Fy+(V)o=Fo+ (H—Ho)o =2(7) . (2.30)

Portanto a energia livre de Helmholtz obedece a desigualdade acima, deno-
minada desigualdade de Bogoliubov. Quando parametrizada por v, pode-se
minimizar ®(y) com relacdo a esse parametro variacional e assim a eq.(2.30)
podera ser aproximada como F' = min ®(v). Este procedimento tem sido
aplicado a varios sistemas Hamiltonianos e, no geral, bons resultados sao

obtidos quanto a descricao qualitativa critica dos mesmos.

2.5.3 Grupo de renormalizacao (GR)

Kenneth Wilson desenvolveu a teoria do grupo de renormalizagao (GR)
em 1971 e por isso, em 1982, recebeu o prémio nobel de Fisica. Esta teoria

é um método capaz de descrever flutuacoes de longa distancia, é bem geral
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e tem grande aplicabilidade em transicoes de fases. Podemos vé-la como
uma extencao e implementagao de uma idéia fenomenoldgica desenvolvida
na década de 60 por Kadanoff.

Apesar de o modelo de Ising unidimensional nao exibir transigao de fases
a temperaturas nao nulas usaremos o mesmo para demonstrar a teoria GR.

Neste caso, a funcao de particao sera dada por

Z(K, N) = Z eK(01a2+0203+0304+04a5+...)
{o:}

9

onde K = kB%T é a constante de acoplamento. Na teoria de campo médio
ignoramos as flutuagoes, porém aqui a ideia é remover graus de liberdade em
escalas finitas somando sobre uma fragao de spins. Para isto reescreveremos

a funcao particao, como se segue,

Z(K,N) = Z eK(o10240203) [K(0304t0405)
{oi}
e somaremos sobre todos os spins pares, resultanto em
Z(K,.N)= Y {eKlonton) g Kloton)yfomRlontos) 4 oKlostos)y
{o1,03,05,...}
Note, porém, que a forma da funcao particao mudou, portanto, faremos agora

com que ela volte a sua foram inicial com uma constante K’ diferente
_ / / [
e K(O’+0’)_'_6K(0'+0') — f(K)eK oo’
Quando essa mudanca de escala é possivel a funcao particao resultante sera

Z(K.N) = > f(K)eN 7 f(K)ef s
{01,03,05,...}

= [f)?Z(K' N/2), (2.31)

que é uma relagao recursiva. Este tipo de transfomacoes sao conhecidas como
transformacoes de Kadanoff.
Para o modelo de Ising temos 0 = £1, entao
_ !
{ e 2K + e = f(K)el para o =0

/

2= f(K)e & para o # o',
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resultando em

{ K = %ln cosh(2K) (a) (2.32)

f(K) =2cosh?(2K) (b) .
A menos de uma constante temos que InZ = Ng(K) é a energia livre de
Gibbs, sendo assim g(K') deve ser intensivo. Juntando as egs. (2.31) e (2.32)
teremos

Ng(K) = gln[Z cosh(2K)] + gg(K/) :

g(K") = 2¢g(K) — In[24/cosh(2K)] . (2.33)

As egs. (2.32)(a) e (2.33) sao conecidas como equagoes do grupo de renor-
malizacao. Se a funcao particao é conhecida para um valor qualquer de K’
podemos obter InZ = Ng(K) para outros valores através deste processo
recursivo. Perceba que os valores de K’ obtidos por esta equacao serao, ne-
cessariamente, menores que os valores iniciais de K.

Uma outra forma para estas euqagoes seria

{ K = Lcosh™!(e2K) (a)

, (2.34)
g(K)=1g(K") +im2+ £ (b),

sendo que para obter esta outra forma das eqs. GR basta lembrar que f(K) =
2¢K’. Neste caso, os valores obtidos para K serdo maiores que os valores
iniciais de K.

Para exemplificar como as eqgs. (2.34) funcionam iremos considerar um
valor inicial pequeno para a constante de acoplamento, K’ = 0,01. Como
consequéncia, podemos considerar despreziveis as interacoes entre spins e
teremos

Z(0,01,N) ~ Z(0,N) = 2V

e, portanto
9(0,01) ~1In2,

substituindo nas egs. (2.34)(a) e (b) obteremos

K =0,100334 ,
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g(K) = 0,698147 .

Repetindo o processo recursivo veremos que K tendera a infinito. Se, ao
invés de usarmos estas equagoes, usarmos (2.32) e (2.33) K tendera a zero,
portanto K = 0 e K = oo serao os pontos fixos do sistema, ou seja, o pro-
cesso recursivo nao mudara o valor de K.

As sucessivas aplicagoes das eqs. GR podem ser representadas por um
diagrama de fluxo. O fato do fluxo do sistema ser ininterrupto entre K = 0
e K = oo indica que nao existe a possibilidade de transicao de fases em
um sistema unidimensional a temperaturas finitas. Em sistemas que exibem
transicao de fases, como o modelo de Ising bidimensional, encontraremos

pontos fixos nao triviais [23], que ocorrem para K finito.

2.6 Sistemas magnéticos diluidos

Para estudarmos a liga Fe-Al é necessario entendermos o conceito de de-
sordem. Os sélidos encontrados na natureza, ou até mesmo produzidos em la-
boratdrio, nao possuem uma rede cristalina perfeita por apresentarem algum
grau de impureza. Estas imperfeicoes recebem o nome de desordem, sendo
que trés tipos podem ser caracterizadas [1], porém neste trabalho estamos

preocupados apenas com a desordem substitucional.

Desordem substitucional

Neste tipo de desordem, os atomos do elemento tipo A num cristal perfeito
sao substituidos por outros do tipo B, na hipdtese de nao haver nenhum
disturbio na rede cristalina, formando uma liga do tipo A,B;_, (onde p é a
concentragao de dtomo A). Este fenomeno é de grande importancia em alguns
campos da ciéncia dos materiais. A mais simples suposicao que se pode fazer
quanto a distribuicao dos atomos do tipo B é que ela seja aleatoria nos sitios
da rede cristalina. No entanto, tal suposi¢ao nao é realistica, pois a energia

livre do sistema depende da distribuicao dos atomos do tipo B em relacao aos
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atomos do tipo A e vice-versa. A impureza substitucional pode também ser
um ponto de defeito da rede, tal como uma vacancia. Embora fisicamente nao
é possivel colocar uma alta concentracao de vacancias ao acaso num sélido

cristalino, tem-se usado isto como um modelo rudimentar de uma fase fluida.

2.6.1 Desordem nos modelos

Neste trabalho concentraremos nossa atencao a sistemas magnéticos dilu-
idos, com desordem substitucional do A,B;_,, de tal forma que elementos do
tipo B, nao magnéticos, sao substituidos na rede formada por elementos tipo

A, magnéticos. Dependendo da concentracao de B, dada por 1 — p, a liga

(a) (b)

Figura 2.5: Desordem com remocao de ligagao (a), sitio (b).

pode atingir um limite em que a desordem prevalece de forma que a ordem
magnética do sistema é destruida.

A distribuicao atomica na rede pode ser dada de duas forma, tempera-
da (do inglés quenched), na qual os dtomos magnéticos e ndo magnéticos se
orientam de forma aleatoria, ou seja, a distribuicao de probabilidade de se
encontrar um atomo magnético em um sitio, independe da do outro, e reco-
zida (annealed), na qual a distribuigdo em sitio é governada pela mecanica
estatistica e depende da temperatura. Além disto existem dois tipos de de-
sordem, por ligacao (bond), onde se quebra algumas ligagoes magnéticas que
conectam sitios vizinhos de algum atomo diamagnético que neutraliza o over-

lap das autofungoes, e desordem por sitio (site), onde um dtomo magnético
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é substituido por outro nao magnético. Os dois tipos de desordem podem ser
vizualizados na Fig. 2.5. Claramente notamos que os dois tipos de desordem
produzem efeitos diferentes: enquanto que ao retirar uma ligacao somente
uma interacao entre pares é quebrada, ao se retirar um sitio magnético qua-
tro ligagoes sao quebradas.

Nessa dissertacao estudaremos o modelo de Ising em d-dimensoes (para
d =1, 2, 3) utilizando a técnica do operador diferencial baseado na iden-
tidade de Callen, que sera discutido no capitulo 3. Utilizaremos os aglome-
rados finitos mais simples, a saber de um e dois spins, e as temperaturas
criticas e magnetizacoes assim obtidas serao comparadas entre si e com re-
sultados exatos, quando disponiveis, bem como com resultados obtidos por
outros métodos aproximativos. Esta técnica sera usada para descrever sis-
temas magnéticos diluidos, onde serd considerada que a desordem é do tipo
temperada e levaremos em conta interacao entre segundos vizinhos. Obtere-
mos a temperatura critica em funcao da concentracao de desordem, no nosso
caso o elemento Al. A curva obtida para a temperatura critica serd também
utilizada para uma comparagao com resultados experimentais obtidos para

a liga bindaria Fe-Al.
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Capitulo 3
Teoria de campo efetivo

Neste capitulo descreveremos, de uma maneira sucinta, a técnica do o-
perador diferencial. Embora essa técnica possa ser empregada em qualquer
sistema Hamiltoniano, desceveremos sua utilizagao geral no caso de modelos
de spins discretos, como o modelo de Ising que serda descrito no préximo
capitulo (veja, por exemplo, Referéncia [24]). Sua generalizagdo para outros

tipos de modelos é imediata.

3.1 Identidade de Callen-Suzuki

Primeiramente obteremos uma identidade que sera muito 1til para se
desenvolver os calculos aproximados, a chamada identidade de Callen-Suzuki
[25, 26]. Considere inicialmente que o Hamiltoniano H do sistema possa ser
dividido em duas parte, H, e H' como ilustrado na Fig. 3.1. Temos entao
uma parte que inclue todas as contribuicoes dos spins dos sitios de uma regiao
Q. (Ha) e outra parte H' que nao depende dos spins dos sitios da regiao €,

mas dependem dos spins de sua fronteira, de modo que
H="H,+H.

Por exemplo, para o modelo de Ising, cujo Hamiltoniano seré apresentado

e discutido no capitulo seguinte, a regiao mais simples é dada por um tnico
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Figura 3.1: Esquema bidimensional do sistema total, com N sitios, com a
regiao 2, em cinza. Todos os spins internos a essa regiao sao levados em

conta no Hamiltoniano H,. Note que no limite termodinamico N — oo.

spin, e podemos escrever

Ho = —Jo; ZO'H_g— Ho, = —0,F; (3.1)
5

onde a soma ¢ feita sobre os vizinhos do sitio i e E; pode ser pensado como
o campo local no sitio i. Como E; e ‘H' nao dependem de o; e sabendo que

(04, 0;] = 0, teremos
(Ha H'| = [Ha, H] — [Ha, Ha] =0

[Ha,H] =0 .

Se, ao invés de considerarmos o modelo de Ising, considerassemos o de Heisen-
berg, por exemplo, teriamos [H,, H'] # 0, pois neste tltimo modelo os spins
sao tratados como variaveis quanticas e [5;, 5;] # 0, portanto [H, Ha] # 0.

Em geral, um operador A que dependa apenas dos spins da regiao €2,

tera sua média térmica dada por

Tr(Ae M)
(A0) = 7, (32)
onde Z = Tr(e ") e B = kB%T sendo kp a constante de Boltzmann.
Definindo trg,) = Z, a soma de todos os estados possiveis do spin k,
{ox}
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teremos N
Tr = Ht?“(k) = [ H tT(k)} |: H tT(i)] = Tr'tr(a) .
k=1 k¢ i€Q0
Com isso, a média térmica do operador A dada pela eq. (3.2) pode ser

reescrita como

TT(Ae*B(HaJ“H')) B Tr'e*ﬁH/tr(a)(Ae*ﬁ(H“))

(AQ)) = ~ 2
= % [Tr’e_m{/ %:EZ;E:Z:;”(O‘)(Ae_ﬁHa)}
- et
de modo que temos P
tr)Ae Plte
(AR = (5 )

Se for considerado um aglomerado de um spin (2, = {0;}), com o Hamilto-
niano descrito pela eq. (3.1), e generalizarmos o operador A de forma que
A = {g}o; ndo dependa apenas dos spins do aglomerado, ou seja, {g} nao

seja dependente dos spins do aglomerado,

t’r(oz) {g}aieiﬁHO‘
t?‘(a)efﬁﬂa

(A(9)) = { ) =({gttanh(9E)) . (3.3)

A equacao acima é conhecida como a identidade de Callen-Suzuki. Ela diz
que a média de um operador A, produto de um operador dependente somente
dos spins fora da regiao €2, vezes a variavel dinamica do spin dentro da regiao,
com relacao ao ensemble definido pelo Hamiltoniano H, ¢é idéntica a média
em relacao a ‘H do valor médio de A tomado em relacao ao sub-ensemble des-
crito por H,. Note que a eq. (3.3) é exata e é a partir dela que aproximagoes

serao feitas para se obter propriedades termodinamicas do sistema.
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3.2 Operador diferencial

Quando o valor médio do operador A é tomado através do trago parcial
com relagao ao ensemble definido pelo Hamiltoniano H,, na eq. (3.3), isto é

t’l“(a)AefﬁHo‘

K =
f< ’Uk) t'r’(a)e—ﬁHa

(3.4)

obtem-se uma fungao f(K,ox) que, além de conter os parametros do Hamil-
toniano K, contém ainda os spins o, pertencentes aos sitios de H' que se

encontram na fronteira da regiao €2,. Temos entao

(A(2)) = (f(K, 01)) - (3.5)

Uma forma mais conveniente de se tomar o valor médio de f(K,oy) na
equacao acima pode ser obtida através da introducao do chamado operador
diferencial [24].

Considere o operador diferencial dado por

0
D=—, 3.6
5 (3.6)
onde estamos mantendo a notacao de derivadas parciais pois o método pode
ser facilmente generalizado para fungoes em duas ou mais varaveis. Desta

forma o operador e*” poderé ser escrito em série de poténcias como

o0

aD __ a_n o
© = nz:zo n! Oz
Por outro lado, se expandirmos uma fungao g(x + «) em torno de a@ = 0,
teremos -
an
_ = (n) __aD
gz + ) —ZO 9" (z) = e*g(x) |

onde g™ significa a n-ésima derivada de g com relacdo a . Teremos, portanto

(3.7)

Assim, a eq. (3.5) pode ser escrita na seguinte forma

(f (K, yow)) = < H Ik f (K, )

;
=0
k€ fronteira Qq Tk >
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onde Dy = 0/0xy, k designa todos os sitios que estao na fronteira externa de
Q. € 7 € um parametro que pode aparecer devido ao Hamiltoniano. Como
f(K, zx) ndo depende de nenhum estado de spin, o mesmo pode ser tirado
da média resultando em

(3.8)

L=

(f(K,vor)) = < 11 6VkakD'“> J(K, )

k€ fronteira Qq

Utilizando o fato de que, para spin-1/2, os operadores de spin possuem a

propriedade 0? =0l = ... =0 =1leo; =0} = ... = 07" = 0;, teremos,
para qualquer A
2 )\3 )\4
Ao; ) 2 3 4
e = 1+Aal+2!ai+3!oi+4!ai+...
A2 AN
= (1+§‘|‘E+...)+Oi(>\+§+a+...),
ou
e = cosh A + o;sinh \ | (3.9)

que é a chamada identidade de Waerden, ver [27]. Note que nesse pro-
cedimento sao levados em conta exatamente as auto-fungoes de correlacao
(02) = 1.

Temos entao, de forma geral

zE=0
(3.10)

A equagdo acima continua exata, onde a funcao f(K,xy) depende da regiao

(f(K,ok)) = < II  lcosh(wDy) + o Sinh(%Dk)]> J(K, zy)

k€ fronteira Qq

), escolhida e deve possuir infinitas derivadas com relacao a x; para que a
eq. (3.7) exista. As maiores dificuldades em seu céalculo decorrem do fato
de nao ser possivel tratar de maneira adequada as correlagoes de spins que
aparecem devido ao produtério dentro da média térmica. Como sera visto
no capitulo seguinte para o modelo de Ising, aproximacoes sao entao imple-
mentadas no tratamento das multi-correlagoes de spins. Espera-se também
que os resultados sejam tanto melhores quanto maiores forem os tamanhos

das regioes 1,,.
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Capitulo 4

Modelo de Ising descrito pela

técnica do operador diferencial

Neste capitulo descreveremos a técnica do operador diferencial aplicado
ao modelo de Ising diluido. Para uma aplicacao didatica no caso puro unidi-
mensional veja referéncia [24].

No caso puro o Hamiltoniano de Ising pode ser escrito como [28§]

N
H:—JZO'Z‘O']'—HZO'Z',
1

<i,j> i=
onde J é a interacao entre spins vizinhos mais préximos, H é o campo externo
e 0; é a variavel de spin do sitio ¢ de uma rede cristalina. A primeira soma
se estende sobre todos pares de sitios de primeiros vizinhos em uma rede de
N spins. A inclusao de spins mais afastados pode ser facilmente implemen-
tada através de somas extras no Hamiltoniano acima. No caso de spin-1/2
a varidvel o; = %1, onde o sinal positivo (negativo) pode corresponder a
dire¢do para cima (baixo). A campo nulo, quando todos os spins, ou a sua
maioria, estao para cima, ou para baixo, dizemos que o sistema se encontra
no estado ordenado ou de menor simetria. Se um campo nao nulo é aplicado
h& uma quebra de simetria, pois o mesmo favorece o alinhamento dos spins
em uma certa direcao.

A magnetizacao, identificada como parametro de ordem de longo alcance
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para sistemas magnéticos, é dada por m = (o;), onde (...) significa uma
média térmica do spin ¢; no sitio ¢ num sistema com simetria translacional
(no caso de sistemas diluidos, como os estudados nesse trabalho, uma média
adicional na desordem deve ser feita para se obter o parametro de ordem m).
Na fase ordenada temos m # 0, enquanto que na fase desordenada m = 0.
A diluicdo no modelo, tanto por ligacao como por sitio, pode ser intro-
duzida da seguinte forma (estamos interessados somente no comportamento

do sistema a campo nulo)

H=- Z Jij0i0; (4.1)
<iyj>
onde a varidvel aleatéria J;; depende do tipo de diluigao do sistema.
No caso em que o sistema ¢ puro teremos J;; = J. Para sistemas diluidos
com remocao de ligacao podemos ter J;; = J, com probabilidade p, ou J;; =
0, com probabilidade ¢ = 1 — p. Esta varidvel obedece a distribuicao de

probabilidade a seguir

onde p é a concentracao de ligacoes magnéticas e ¢ € a concentragao de
ligacoes quebradas. Note que esta distribuicao de probabilidade ¢ a mesma
para todos os sitios da rede e suas ligacoes, ou seja, a distribuicao de toda a
rede serd dada pelo produto P({J;;}) = [, {pd(Ji; — J) + qd(Ji;)}.

Para sistemas diluidos com remocao de sitio teremos J;; = ¢j¢;J, onde
g; = 1, com probabilidade p, ou ¢; = 0, com probabilidade q. Com a dis-

tribuicao de probabilidade
P(ei) = polei —1) +qd(ei) , (4.3)

onde p é a concentracao de sitios ocupados e ¢ é a concentracao de sitios
vazios.

O modelo descrito por (4.1) possui alguns poucos resultados exatos. Em
uma dimensao nao ha transicao de fases para qualquer que seja a diluicao
(13, 24].
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Em duas dimensoes, o sistema puro tem uma transicao na temperatura

reduzida t. = kgT./J = 1+2\/§ = 2.269... [13] e essa temperatura decresce
a medida que a concentracao ¢ de impurezas aumenta [13, 1]. No caso de
diluigado por ligacoes, a derivada da temperatura de transicao em funcgao

da concentracao de elemento magnético quando p — 1, ou seja, no limite

1 dTe

de sistema puro, é dada por '

= 1,329 e existe uma concentracao

critica ¢. = p. = 1/2 a partir da qual nao se observa mais a criticalidade [1].
Nesse caso, a temperatura de transicao vai a zero em ¢.. Para diluicao por
sitios em duas dimensoes nao se conhece ainda o valor exato de p., sendo
o resultado de simulacoes numéricas o mais preciso até o momento, a saber
pe = 0,59274621(13), onde o erro estd nos dois tltimos algarismos [29]. A
1 dT.

declividade para p — 1 nesse caso ¢ 7- 0

ainda nao se tem resultados exatos em nenhum limite do modelo.

p=1 = 1,565. Em trés dimensoes

A nao disponibilidade de solugoes exatas em trés dimensoes leva ao de-
senvolvimento de métodos aproximativos. Assim, a técnica do operador di-
ferencial discutido no capitulo anterior mostra-se adequado no estudo desse
modelo, principalmente no que se refere a uma possivel aplicagao em ajustes
de dados experimentais. A primeira dificuldade de se utilizar este método
estd na regiao que se escolhe para €1, e o tipo de interagao que os spins na
mesma obedecem. Embora quanto maior a quantidade de spins interagentes
na regiao escolhida melhores sao os resultados, maior também sera a difi-
culdade algébrica. Portanto, consideraremos, neste capitulo, aglomerado de
um (2, = {0;}) e dois spins (Q, = {0;,0,}), com interacdo entre primeiros
vizinhos. No préximo capitulo consideraremos aglomerados de somente um
spin, €, = {0;}, com interagdo entre segundos vizinhos, pois veremos que
nao ha uma melhora significativa quando se aumenta o aglomerado de um

spin para dois, e aplicaremos esta técnica a liga Fe-Al.

36



4.1 Aglomerado de um spin

De forma geral, a magnetizacao para o modelo descrito pela eq. (4.1) é

dada por
m = ({oi))c ,

onde (...) denota a média térmica canodnica e (...). a média configuracional
sobre a distribuicao aleatéria de impurezas. Se usarmos um aglomerado
contendo apenas um spin (digamos o;) o Hamiltoniano que dependa apenas
do mesmo e possua interacao somente entre primeiros vizinhos podera ser

descrito por
z
Hi = — E :Ji,z‘+§‘7i‘7i+57
5=1

onde a soma é feita sobre todos os vizinhos do spin ¢;. Fica claro que o
nimero de vizinhos depende do tipo e da dimensao da rede. Por exemplo,
para uma rede hipercibica teremos z = 2d vizinhos mais préximos, sendo d
a dimensao da rede. A média térmica candnica dessa variavel de spin serd

entao

1
z
E O-ieﬁ‘” 251 ii45%45

(03) = <UI
Z 65%2?:1 Ji,¢+§‘7¢+§

o;=—1

= (tanh(B_J,, 50.,5)) = (" =51 7+57145P) tanh(z)
5=1

z=0

= 87459450\ tanh 4.4
I )tanh(x) . (4.4
—1

onde tanh(z) pode ser tirado da média pois nao possui nenhuma dependéncia

do operador spin. Langando mao da eq. (3.9)

M = cosh A + o; sinh \ |
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e usando a aproximagao que os spins sdo descorrelacionados, (0,0, ...0,) =

(0:)(0;) ... {(0,), teremos

(0;) = H [cosh(ﬁJi7i+5»D) + (0,15 sinh(ﬁJLHgD)} tanh(x)

6=1

=0 )

E exatamente na relacao acima que se encontra a aproximacao introduzida
no método, quando se troca a média do produto pelo produto das médias.
Ressaltamos, entretanto, que para a autocorrelagdo de spin (o;0;) = 1 o
seu valor exato foi levado em conta no operador diferencial. Portanto, a

magnetizacao, incluindo a média configuracional, m = ((0;)). serd
m x [ |(cosh(8J;,5D))e + misinh(8J,; zD)).| (tanh(x)).

5=1

_ [(cosh(ﬁJi,HgD))c + m(sinh(ﬁJi,HgD))c} " (tanh(z)),

=0

, (4.5)

=0

onde a tltima igualdade foi obtida desprezando correlacao configuracional
entre dois sitios, ou seja, (AB). = (A).(B)..

Como a equacao de estado a campo nulo H = 0 sempre é invariante
quando trocamos m — —m a eq. (4.5) serd impar e resultard em algo do
tipo

m = f(m) = Aym + Agm® + Azm® + ... . (4.6)
No limite em que T" — T, teremos m — 0 e a equagao acima se reduzira a
m ~ Aym, obtendo

A =1, (4.7)

sendo este resultado geral e capaz de nos fornecer uma aproximacao para
a temperatura critica do sistema. Varios casos podem ser agora analisados

dentro dessa aproximacao de um sitio.

Sistema puro

No caso de sistemas puros, como ja dissemos, J;; = J. Desta forma a eq.
(4.5) se reduz a

m = [cosh(8JD) + msinh(5.JD)|” tanh(z) . (4.8)

=0
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Lembrando que

aD —aD
cosh(aD) = e re

6cuD _ efaD
9 )

aplicamos a eq. (3.7) na eq. (4.8) utilizando o programa maple [30] para

sinh(aD) =

diversas redes hipercuibicas diferentes, ou seja, variando o valor z, e obtivemos
as expressoes para os coeficientes da eq. (4.6), Al, A2, etc., em cada caso.

Alguns destes valores estao listadas abaixo para diferentes redes

o 7 =2:
2
Ay = tanh (;) ,
A2 — A3 — A4 — 0
o 7z=14
4 2
A; = 0.5tanh (;) + tanh <¥> ,
4 2
Ag = 0.5 tanh <¥> — tanh (;) ,
Ag - A4 - 0
e 7z =0:

4 2
A; = 0.1875 tanh (g) + 0.75 tanh (;) + 0.9375 tanh (;) ,

6 2
Ay = 0.625 tanh (?) — 1.875 tanh (?) ,

4 2
Az = 0.1875 tanh (g) — 0.75tanh (;) + 0.9375 tanh <¥> ,

Ay =0.
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e 7 —8&:

A; = 0.0625 tanh +0.375 tanh +0.875 tanh +0.875 tanh

Ay = 0.4375 tanh +0.875 tanh —0.875 tanh —2.625 tanh

As = 0.4375tanh —0.875 tanh —0.875 tanh +2.625 tanh

—0.375 tanh +0.875 tanh —0.875 tanh

~+| 00 |00 |00 |00

N N N S

+| O *+ O O O
S~ N N
DN N N DN

N— — ~— ~—

Ay = 0.0625 tanh

7N N 7N N

G
€
€
€

/N 7N 7N 7N
N—— N N~
A/ N 7 N 7 N 7N

onde t = kgT/J.

Para se obter a temperatura critica resolvemos a equagcao transcendental
A; = 1 aplicando o método de Newton-Raphson [31] na linguagem fortran.
O comportamento da magnetizacao por spin em funcao da temperatura re-
duzida, t, e do nimero de coordenagao da rede, z, foi obtido de modo seme-

lhante resolvendo numericamente a eq. (4.6) e pode ser visto na Fig. 4.1.

0,8

0,6

0.4t

Figura 4.1: Magnetizacaio em funcao da temperatura reduzida com , =
{o:}, para as redes quadrada z = 4), cubica simples (z = 6) e ciubica de corpo
centrado (z = 8). Para cadeia linear (z = 2) a magnetiza¢ao € nula qualquer

que seja t.
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Para redes em duas ou mais dimensoes, d > 2, a magnetizagao por spin
vai rapidamente a zero quando t — t. (temperatura critica). Note que a
derivada da magnetizacao se torna infinita quando m — 0 o que dificulta a
aplicacao do método de Newton-Raphson para valores proximos a tempera-
tura de transicao.

A aproximacao de um spin é a mais simples possivel e nos da o compor-
tamento qualitativo da magnetizagao em funcao da temperatura de forma
razoavel. Regioes maiores devem entretanto melhorar os resultados. Note
que a medida que z cresce, a temperatura cresce monotonicamente, uma vez

que os spins ficam mais correlacionados.

Sistema diluido por ligagao

Para descrever sistemas diluidos por ligacao utilizaremos a energia de
interagdo entre spins vizinhos que obedece a eq. (4.2). Neste caso, para
encontrarmos a magnetizacao, dada pela eq. (4.5), é necessario calcular as

médias configuracionais, ou seja,

(cosh(BJ;;,5D))e = /cosh(ﬁ]ijD) [p(Jij — J) + qd(Ji5)] dJs;
= pcosh(BJD)+1—-p, (4.9)
e, de forma analoga
(sinh(3J;;,5D))c = psinh(BJD) . (4.10)

Note que (tanh(x)). = tanh(z) pois ndo depende de J;;, neste caso. Com
esses resultados em maos teremos

m & [pcosh(8JD)+ 1 — p+ mpsinh(FJD)]” tanh(z) o (4.11)

Para sistemas diluidos, tém-se um grande interesse no comportamento do
diagrama de fases em funcao da diluicao, ou seja, como a temperatura critica
se comporta a medida que aumentamos a concentracao do elemento diluidor,

q. Para se obter a temperatura de transicao basta usarmos A; = 1 o que
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resulta, de forma geral, em
zpsinh(BJD) [pcosh(3.JD) 4+ 1 — p|*~" tanh(z) =1,
=0
sendo que o coeficiente A; ¢ facilmente obtido fazendo (0f(m)/0m)|m=o €
f(m) foi definida na eq. (4.6).
Alguns destes coeficientes para diferentes valores de z foram listados no

apéndice A.

Figura 4.2: Temperatura critica reduzida em funcdao da concentracao q para
sistema diluido com remogao de ligagcao e Q, = {0;}, para as redes quadrada
(z =4), cubica simples (z = 6) e cubica de corpo centrado (z = 8). Para a

cadeia linear (z = 2) t. = 0 para qualquer concentragao.

Utilizando a relacao acima obtivemos a temperatura reduzida em funcao

da concentragao de impurezas (¢ = 1 — p) que pode ser vista na Fig. 4.2.

Note que o resultado obtido esta em perfeito acordo com o esperado, ou seja,

a medida que a concentracao do elemento diluidor, ¢, aumenta, ou a concen-

tracao do elemento magnético, p, diminui, a temperatura critica do sistema

diminui até uma concentracao critica, em que a ordem do sistema desaparece.
8tC(Q)

Note ainda que, para todas as redes, a derivada da curva —*

—
oq ‘q"QC OO’

uma caracteristica marcante da simetria Ising do sistema.
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Sistema diluido por sitio

Utilizando a eq. (4.3) encontraremos
(cosh(Beig, 5J D)) = /cosh(ﬁsiajJD) [pé(ei — 1) 4+ qd(e;)] P(ej)de;de;

_ /[pcosh(ﬁejJD) +1—p][pdle; — 1) + ¢b(c;)] de;

= p?cosh(BJD) +1—p?, (4.12)
e

(sinh(8J;;,5D))c = p*sinh(BJD) , (4.13)
onde (tanh(x)). = tanh(z) pelo mesmo motivo discutido anteriormente.

Desta forma a magnetizacao se reduzird a

m [pZ cosh(6JD) + 1 — p? + mp? sinh(ﬁJD)]z tanh(z)

=0

Figura 4.3: Temperatura critica reduzida em fun¢ao da concentragao de
impurezas, q, para sistema diluido com remocao de sitio e Q, = {0;}, para

redes quadrada (z = 4), cubica simples (z = 6) e cubica de corpo centrado

(z=28).
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e a eq. (4.7) resultard em

zp* sinh(B8.JD) [p* cosh(B3JD) + 1 — pﬂzfl tanh(x)

z=0

e de forma analoga a anterior pode-se encontrar os coeficientes A; para al-

guns valores de z no apéndice A.

. — Ligagao
3 ... Sjtio

— Ligacao
-+ Sitio

-4

T

B )]
— Ligagao |
-+-+ Sitio

Figura 4.4: Comparacao do diagrama de fases para sistema diluido com
remocdo de ligagao e sitio com Q, = {o;} para redes quadrada (a), cibica

simples (b) e cibica de corpo centrado (c).

As dependéncias da temperatura critica reduzida com a concentracao de
elemento diluidor ¢, obtidas pelos coeficientes A; para alguns valores de z,

podem ser visualizadas na Fig. 4.3. Vemos nesse caso que o comportamento
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qualitativo do diagrama de fases é bem parecido. Entretanto, as concen-
tragoes criticas sao diferentes para ambos os casos. Uma comparacao entre
os resultados obtidos para sistemas diluidos por ligagao e por sitio pode ser
visto na Fig. 4.4. Perceba que ¢é necessario uma maior concentracao de ma-
terial magnético para que haja “ordem” em sistemas diluidos por sitio, o que
estd de acordo com o esperado, pois uma menor concentracao de diluicao
(maior p) causa maior desordem ao sistema diluido por sitio, sendo que isso
pode ser facilmente observado na Fig. 2.5. Os valores obtidos para as con-

centracoes criticas se encontram na Tab. 4.2.

4.2 Aglomerado de dois spins

Se usarmos um aglomerado contendo dois spins vizinhos (digamos o; € ;)
o Hamiltoniano que dependa apenas dos mesmos e possua interacao somente

entre primeiros vizinhos podera ser descrito por

Ho = =Jijoi05 — E 345,010, E: 3,+8;939 545,

Si=1 5=1

onde a primeira soma é feita sobre todos os vizinhos do spin ¢;, excluindo
0j, e a segunda ¢é feita sobre todos os vizinhos de o;, excluindo o;. A média

térmica da variavel de spin sera

1
Z Z B(J”Umﬂ_Z*, i,i46; 71745 +Zf5 175 §+8;7375+5; )

o;=—1 0]—71

E E ﬁ(‘]”olUJJrZS =1 z i+5; 71945, + 6v—1 JJ J+6 jaj+3j)

oi=—1o;=—

< sinh[B(a; + a;)] + e 2775 sinh[B(a; — a;)] >
cosh[B(a; + a;j)] + e=20%4 cosh[B(a; — a;)] )

onde a; = ) 5 J, ;. 50,5 € a; = 25 1.i+6,0 45, AAnalogamente teremos

. sinh[B(a; + a;)] — e~ sinh[B(a; — a;)]
(oj) = <cosh[ﬁ(ai + a;)] + e~ 287 cosh[f(a; — aj)]>
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Note que, para este caso, a magnetizacao por sitio pode ser definida como

m = ((Z2))., portanto, temos interesse em

<Oi ; - > - <C05h[5 (a; + aiiﬁliﬁe(gﬁifagglh [B(a; — a;)] >

<€B(Z& Ji,i+5i(’i+3i Dﬁ'zij Jj,j+5j Tj+3; Dy)>

g(x,y)

onde
sinh(z + y)

cosh(z + y) + e=2A%ii cosh(x — y)
que nao possui nenhuma variavel de spin, podendo entao ser tirada da média

9(z,y) = : (4.15)

térmica na equagao anterior. Utilizando novamente a eq. (3.9), a magne-

tizacao resultante serd

m & 1:[1 ([cosh(BJ, ,,5Dz) + (0,,5) sinh(BJ, ;5 Do)])e
51
H (cosh(5J, .5, Dy) + (07,5 sih 0.5 DDelotes b
" (4.16)
ou
m = [(cosh(BJ,; 5 Dx))e +m(sinh(BJ,, 5 Do))e)*
(eomh(3,,5, D) + mlsinb(3,,.5, D) ate |

Notamos aqui que, contrario ao que ocorre no aglomerado de um spin, a
funcao g(z,y) nao pode ser tirada da média configuracional pois a mesma
possui uma dependencia da variavel aleatéria J;;, a qual é uma contribuicao
devido a interagao entre os dois spins do aglomerado considerado, e deve

portanto contribuir para a média configuracional da desordem.

Sistema Puro

Utilizando J;; = J, teremos

m =~ (cosh(3JD,)+msinh(8JD,))"""
(cosh(B.JD,) + msinh(8JD,))* " g(z,y) : (4.17)

z,y=0
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Fazendo uso, novamente, da eq. (3.7) e lembrando que a funcdo g(x,y) é

dada pela eq. (4.15), com J;; = J, desenvolvemos a eq. (4.17) e listamos

abaixo alguns dos coeficientes obtidos

e 7 =2:
pyo S
cosh (;) +e 1
A2 == Ag = A4 = 0
e 7 =4
4 - 0.1875sinh () 0.75sinh (3) 0.375sinh (%)
cosh (%) + e~%  cosh (%) + e~ % cosh (%) cosh (%) + e~ % cosh (%)
N 0.5625 sinh (2)
cosh (%) tet
4, _ 0625sinh (%) 0.75sinh (2) 1.125 sinh (2)
2 cosh (%) 1+ et cosh (%) 1 e~ % cosh (%) cosh (%) tet
4 = 0.1875sinh () 0.75sinh (%) 0.375sinh ()
cosh (%) + e~%  cosh (%) + e~ % cosh (%) cosh (%) + e~ % cosh (%)
L 05625 sinh (2)
cosh (%) tet

Ay=0.

Para z = 6 e z = 8 esses coeficientes sao muito grandes e nao serao explici-

tados aqui.

Uma comparacao entre os resultados obtidos para o comportamento da

magnetizacao em funcao da temperatura reduzida para redes diferentes neste

caso (2, = {0y,0,}) e para o anterior (2, = {0;}) pode ser vizualisado na
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Fig. 4.5. Note que nao ha uma melhora muito grande nos resultados que
se aproximam, minimamente, dos valores exatos da temperatura critica re-

duzida, sendo que os mesmos podem ser vistos na Tab. 4.1.

T T T T
— Aglomerado de 1 spin
... Aglomerado de 2 spin$
0.8 4
0.6 4
S
0.4 B
0.2+ 4
0 | L
0 8 10

Figura 4.5: Comparagao entre a magnetiza¢ao obtida em func¢ao da tempe-
ratura reduzida com Q, = {0;} e Qo = {0y, 0;}, para redes quadrada (z = 4),

cubica simples (z = 6) e cibica de corpo centrado (z = 8).

Sistema diluido por Ligacao

Como mudamos somente o tamanho do aglomerado considerado para cal-
cular a igualdade de Callen-Suzuki e nao a energia de interagao entre spins
vizinhos, as egs. (4.9) e (4.10) continuam sendo validas porém, agora, é

necessario calcular a média configuracional de g(z,y) dada por

sinh(x
bo(e.y))e = / lcosh(x +y)+ 6(2;;5230811(35 —9) P(Ji)d Ty
psinh(z + y) (1 — p)sinh(z + y)

cosh(z 4+ y) + e=27 cosh(x —y) =~ cosh(xz + y) + cosh(z —y) ’
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resultando em

[pcosh(8JD,) + 1 — p+ mpsinh(3JD,)]*

[pcosh(BJD,) + 1 — p+ mpsinh(3J D)

psinh(z + y) (1 — p)sinh(z + y)
cosh(z + y) + e 2%/ cosh(x —y)  cosh(z + y) + cosh(x — y)

z,y=0 ’
(4.18)

com a equacao anterior obtivemos o coeficiente A; para diversos valores de
z (sendo que alguns deles podem ser vistos no apéndice B) e, através do
mesmo, o diagrama de fases que se encontra na Fig. 4.6. Temos nessa mesma
Figura os respectivos resultados obtidos do aglomerado de um spin para
comparacao. Podemos notar que apesar de menores temperaturas criticas,
como esperado, os resultados sao, praticamente, os mesmos encontrados ao

se utilizar aglomerado de dois spins.

— Aglomerado de 1 spin
--- Aglomerado de 2 spins

Figura 4.6: Comparagao entre o comportamento obtido para a temperatura
critica reduzida, de um sistema com diluicao por ligagao, em func¢ao de g
com Qo = {0;} e Qo ={04,0;}, para redes quadrada (z = 4), cibica simples

(2 =6) e cubica de corpo centrado (z = 8).
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Sistema diluido por Sitio

Analogamente ao que foi obtido para aglomerado de 1 spin, é facil perce-

ber que a média configuracional de g(z,y) serd dada por

(o)) = p?sinh(x + y) (1 — p?)sinh(z + y)
&Y fe = cosh(z +y) + e 207 cosh(x —y) = cosh(x + y) + cosh(z —y)

Utilizando as egs. (4.12) e (4.13), o parametro A, foi obtido e, em seguida,

o diagrama de fases, que pode ser observado na Fig. 4.7.

— Aglomerado de 1 spin |
---- Aglomerado de 2 spins

Figura 4.7: Comparacao entre o comportamento obtido para a temperatura
critica reduzida, de um sistema com dilui¢dao por sitio em funcdo de q com
Q, = {0} e Qy = {0i,0;}, para redes quadrada (2 = 4), cubica simples

(2 =6) e cubica de corpo centrado (z = 8).

A temperatura critica reduzida para sistemas sem dilui¢do (puros) pode
ser facilmente obtida pelos calculos realizados para sistemas diluidos, para
isto basta fazer p = 1 (ou ¢ = 0). Isto foi feito, tanto para sistema diluido por
sitio quanto por ligagao, através do maple, e na Tab. (4.1) pode-se observar
uma comparagao entre os resultados aqui obtidos (que foram iguais nos dois

casos, como esperado) com os que foram encontrados através da aplicagao
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do método variacional da desigualdade de Bogoliubov, para sistemas puros,

32].

Tabela 4.1: Temperatura critica reduzida obtida, para diversas redes, pela
técnica do operador diferencial com aglomerados de um (EFT1) e dois spins
(EFT2) e da desigualdade de Bogoliubov com Hamiltonianos tentativa de
spins ndo interagentes (Um), interagentes em par (Par), quatro (Quatro) e
cadeia (Cadeia).

N° Correlagao | EFT1 | EFT2 | Um([32] | Par[32] | Quatro[32] | Cadeia[32] Exato
7 =2 0 0 2 1.564 — 0 0 [12, 13]
z =4 3.0898 | 3.0250 4 3.776 3.500 3.526 2.269 [2, 13]
z=20 5.0733 | 5.0392 6 5.847 5.678 5.686 4.512 [33]
7z =8 7.0606 | 7.0394 | 8 — — — 6.353 [1]

Os valores encontrados para a concentracao critica de material magnético
(p.), abaixo da qual o sistema deixa a fase ordenada, pode ser observado na
Tab. 4.2 para sistemas diluidos por ligacao e por sitio. Perceba que os valores
encontrados estao de acordo com os calculos desenvolvidos no sentido que a
alteracao que se faz quando passamos de sistemas com remogao de ligagao

para sitio é, simplesmente, p' = (p°*)%.

Mas os valores de percolacao nao
obedecem a isto.

E visto para este modelo que, comparado com a aproximacao de aglo-
merado de um spin, a aproximagao de 2 spins tende a melhorar os resultados
para a concentragao critica para algumas redes, mas nao para todas (o que
pode ser observado na Tab. 4.2 para p® com z = 4). Mas isto pode ser
explicado. Nos os dois casos, para obtermos A;, utilizamos a aproximacao
(0;0j...0n) = (0:)(0j) ... (0n). Porém perceba, nas eqs. (4.5) e (4.16), que
os produtos em questao sao feitos sobre os vizinhos do aglomerado, portanto
estamos desprezando as correlagoes entre esses vizinhos. No caso em que
Q, = {o:}, de fato, os vizinhos nao interagem, para as redes consideradas
aqui, pois o Hamiltoniano de Ising considera apenas interagoes entre pri-

meiros vizinhos. J& para Q, = {0;,0;} héd interacoes que sdo desprezadas.
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Tabela 4.2: Concentragoes criticas pl, e p? para sistemas diluidos por ligacdo

e sitio, respectivamente, para varias redes.

EFT1 EFT2 Percolagaol[1]
N° Correlagdo | pl P Pl P vl P
7 =2 1 1 1 1 1 1
7z =4 0.4284 | 0.6545 | 0.4294 | 0.6552 | 0.5000 | 0.5927
7 =6 0.2929 | 0.5412 | 0.2902 | 0.5387 | 0.247 | 0.3117
7 =8 0.2225 | 0.4717 | 0.2200 | 0.4690 | 0.178 | 0.2460

Portanto, com respeito ao desacoplamento desses spins, a teoria aproximativa

de 2 spins é menos refinada do que a aproximacao de 1 spin.
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Capitulo 5

Aplicacao da técnica do
operador diferencial a liga
Fe-Al

Nesse Capitulo vamos descrever, através do modelo de Ising, as pro-
priedades magnéticas das ligas Fe-Al e utilizar os resultados tedricos apro-
ximados do Capitulo anterior numa tentativa de reproduzir o diagrama de
fases experimental desses compostos. Uma comparacao com resultados obti-
dos por outra técnica aproximada (baseada na desigualdade de Bogoliubov)

serd apresentada.

5.1 Ligas Fe-Al

As ligas de Fe-Al (bem como ligas Fe-Mn e outras ligas ternérias) tém sido
exaustivamente estudadas nao sé por apresentarem propriedades magnéticas
muito interessantes, mas também por poderem ser descritas por diversos
modelos estatisticos, como o de Ising e Heisenberg. Estas ligas podem pos-
suir diferentes fases magnéticas e estruturais, sendo que as fases estruturais
dependem do tratamento térmico a que sdo submetidas (ver, por exemplo, a

tese de doutorado de Perez Alcazar [34]).
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No caso particular da liga Fe-Al, sua estrutura cristalina é cibica de
corpo centrado. Na faixa de 0 < ¢ < 0,18, sendo ¢ a concentracao de Al
(ou seja, para concentragoes de Al menores que 18%), estas ligas sao ferro-
magnéticas e desordenadas estruturalmente, significando que cada sitio da
rede pode estar, indistintamente, ocupado por atomos de Al ou Fe, indepen-
dente do tratamento térmico. Quando temperadas desde 7" > 800°C (ou
seja, resfriadas rapidamente) ou trabalhadas a frio (sem tratamento térmico)
elas também sao totalmente desordenadas e ferromagnéticas na faixa de
0 < ¢ < 0,5 (esta concentragao ja foi estendida para 0,65). Por outro
lado, dependendo das concentracoes de Fe e Al e do tratamento térmico para
T ~ 750°C, estas ligas sao ordenadas estruturalmente, ou seja, se considerar-
mos que a rede cibica de corpo centrado pode ser dividida em duas sub-redes
cubicas simples, enquanto uma sub-rede sempre tem atomos de Fe a outra
sempre terd seus sitios ocupados por atomos de Fe ou Al. A Fig. 5.1 mostra,
esquematicamente, as estruturas ordenadas e desordenadas dessas ligas.

Proximo de ¢ = 0,3, as ligas na fase ordenada sao ferromagnéticas e

(@ (b)

O Fe
® FeouAl

® FeouAl

Figura 5.1: Distribuicao de dtomos Fe e Al nas ligas de Fe-Al com rede
cubica de corpo centrado, vista como duas sub-redes cibicas simples. Em (a)
a distribuicao na estrutura ordenada onde os dtomos de Al podem ocupar
sitios de apenas uma das sub-redes, com concentracao mdzima de 50%; em
(b) a distribuicdo na estrutura desordenada onde todos os sitios podem ser

ocupados por atomos de Al, concentra¢cao mdzxima de 100%.
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apresentam uma queda brusca na magnetizacao até ¢ = 0,4, para depois
cair lentamente até 0 em ¢ = 0,5, [5], um comportamento muito estranho
se pensarmos que o agente diluidor Al se trata de um elemento que nao
possui momento magnético. Em uma tentativa de explicar este comporta-
mento andémalo Sato e Arrot [5, 7] propuseram um modelo onde considera-
ram a presencga de uma interacao de troca (ezchange) ferromagnética entre
primeiros vizinhos Fe-Fe, e uma interagao de supertroca (superezchange) an-
tiferromagética entre dtomos de Fe separados por atomos de Al (Fe-Al-Fe).
Este modelo, entretanto, prediz que a baixas temperaturas deve haver uma
transicao de fase ferro-antiferromagnética, o que nao é observado experimen-
talmete. Por outro lado, Shiga [35] propos a existéncia de uma fase vidro
de spin (spin glass) como estado perto da regiao andémala, que foi testada
teoricamente, [36, 37] e obteve resultados que concordavam com os experi-
mentais.

Contrario as ligas na fase ordenada, as ligas nao apresentam este compor-
tamento anomalo na fase desordenada. Porém, a temperatura de transicao
em funcao da concentracao ¢, para pequenas proporcoes de Al, é praticamente
constante e s6 decai a partir de ¢ > 0.1. Essa constancia na temperatura de
transigao (ou pelo menos um decaimento muito suave), é também nao espera-
do se levarmos em conta o agente diluidor Al. Tal comportamento também é
dito anomalo (porém diferente daquele das ligas ordenadas estruturalmente)
e carece de uma explicagao tedrica.

O primeiro modelo proposto para descrever as propriedades magnéticas
dessas ligas na fase desordenada [9] foi baseado no modelo de Ising diluido,
utilizando a aproximacao variacional baseada na desigualdade de Bogoliubov,
em que se considerou que a interacao de troca deveria ser dependente da con-
centracao de Al uma vez que o parametro de rede desses compostos aumen-
tam a medida que que a concentracao de Al aumenta, Fig. 5.2. Embora qua-
litativamente o diagrama de fases e a magnetizacao em funcao da tempera-
tura e concentracao, obtidas aproximadamente, estivessem em acordo com os

dados experimentais, a maior discrepancia reside justamente na declividade
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1L 1 1 1
0 10 20 30 40 50
Concentracdo de Al (%)

Figura 5.2: Variag¢ao do parametro de rede em fung¢ao da concentragao de
Al. Figura retirada de [5).

da linha de transicao de fases ferromagnética-paramagnética do diagrama de
fases para baixas concentracoes de Al. Na verdade, modelos tedricos diluidos
mostram uma declividade muito bem definida, e diferente de zero, a medida
que ¢ — 0 [1]. Num trabalho feito por Plascak, Zamora e Alcazar [39], os
autores acrescentram ao modelo uma interagoes de supertroca entre segun-
dos vizinhos induzida pela diluicao Al, sendo que a mesma também dependia
de g. Utilizaram novamente a aproximacao variacional baseada na desigual-
dade de Bogoliubov e obtiveram um diagrama de fases mais compativel com
o experimental. Neste trabalho faremos as mesmas consideragoes, porém
utilizaremos a técnica de operador diferencial a fim de verificar se melhores
ajustes podem ser obtidos nesse sistema diluido através de uma outra técnica

aproximativa.

5.2 Modelo

O Hamiltoniano tipo Ising proposto neste caso, em que hé interagoes entre

segundos vizinhos, pode ser descrito por

H = —Jl Z €i€j0i0j — J2 Z €i€j0i0; , (51)

<NN> <NNN>
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onde a primeira soma é feita entre todos os pares de primeiros vizinhos (NN),
sendo J; a interacao de troca entre eles, a segunda é feita entre os pares de
segundos vizinhos (NNN), com J, a interacao de supertroca, o; = £1 é a
variavel de spin e ¢; = 0 se o sitio estiver ocupado por um atomo de Al e
g; = 1 se estiver ocupado por um atomo de Fe. Como cada sitio pode estar
independentemente ocupado por um atomo de Al ou de Fe a distribuicao de

probabilidade para ¢; serd dada por
P(e;) =pd(e; — 1) + qo(&;)

onde p é a concetracao de Fe e ¢ é a concentracao de Al, como ja discu-
tido no capitulo 4. Observe que nesta distribuicao de probabilidade um sitio
pode estar ocupado, ou nao, independente do outro, portanto estamos con-
siderando que a desordem na liga é temperada, ou seja, uma rede cibica de
corpo centrado aplicavel as ligas na fase estrutural desordenada.

No capitulo anterior pode-se perceber que nao ha uma melhora signi-
ficativa dos resultados obtidos para aglomerados de 2 spins com relacao ao
aglomerado de 1 spin. Portanto, consideraremos aqui somente €2, = o; a fim
de simplificar os calculos aproximativos.

O Hamiltoniano correspondente a todas as contribuicoes de um aglome-
rado de 1 spin sera descrito por

z 2
Hi = —Jigi0; ZEHSUHS — Jagioi Z €i+50it5 >
5=1 §=1
sendo z = 8 a quantidade de primeiros vizinhos e 2/ = 6 a quantidade de
segundos vizinhos por se tratar de uma rede cibica de corpo centrado. A

magnetiza¢ao, m = ((0;))., sera

! O'ieiﬁHi
m = <<EE — >> = ((tanh (1)),

com b = g;0; <J1 D51 EiiTis T2 5 5z‘+5"7i+3’> e 8 = 1/kgT, por-

tanto, utilizando a técnica do operador diferencial, a magnetizacao resultara
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€1

m = <<eﬁbD>>ctanhx

§=1 c

~ [p?cosh(BJ,D) + 1 — p? + mp*sinh(B.J, D)]*
[p? cosh(B.J,D) + 1 — p* + mp? sinh(8J,D)]* tanh z

=0

No limite de J; — J e J, — 0 voltamos ao caso estudado no capitulo
anterior. Porém, como ja discutido anteriormente, essas energias de interacao
dependem ainda da concentracao de Al

No caso da energia de interagao de troca entre primeiros vizinhos podemos
supor

Ji=J(1 - Lq), (5.3)

onde J e L sao parametros do sistema. Note que J; decai linearmente, em
acordo com os dados da Fig. 5.2 onde se observa um aumento do parametro
de rede a medida que a concentracao de Al aumenta. Este aumento no
espacamento pode causar uma diminuicao na interagao de troca. Para ¢ = 0
temos a interacao de troca do Fe puro. Ja o parametro L serd ajustado com
os dados experimentais.

Por outro lado a energia de interacao de supertroca sera
Jo = J(A—Bq)(C —q), (5.4)

e, de forma andloga, os parametros A, B e C' também serao ajustados. A
forma apresentada na equagao acima também fui usada na Ref. [39].

Como se pode perceber dos apéndices A e B, as expressoes para o coefi-
ciente A; sao muito longas e, por motivos de espaco, nao serao reproduzidas
aqui. Fazendo entao uso da relacao A; = 1 obtivemos o diagrama de fases
tedrico para esta liga, sendo que a mesma foi ajustada, por um programa
escrito por nés em Fortran, ao diagrama obtido através de valores experi-
mentais. O melhor ajuste visual pode ser observado na Fig. 5.3.

A temperatura critica reduzida obtida com ¢ = 0, ou seja, sistema puro,

o8

z 2!
= H €€i€¢+50i+5ﬁ‘]1 H e€¢€i+§’oi+§’6‘]2 tanh =
x=0 -
0=1

z=0

(5.2)
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q (Al)

Figura 5.3: Temperatura critica em fun¢ao da concentracao Al, onde os
pontos () sao os dados experimentais [39], a curva pontilhada (-+) é o ajuste
obtido teoricamente pela técnica da desigualdade de Bogoliubov com interagao
apenas entre primeiros vizinhos [9], a curva tracejada (——) incluindo in-
teragdo entre sequndos vizinhos [39] e a curva cheia (—) ajuste obtido pela
técnica do operador diferencial com interacdo entre primeiros e sequndos vi-

zinhos.

foi t. = kgT,./J = 7,0606. Levando em consideragao que T, = 1040K, para
o Fe puro e kg = 8,617 x 107°¢V/K encontramos J = 0,013eV. Este valor ¢
praticamente o mesmo obtido em ajuste anteriores com o emprego da técnica
da desigualdade de Bogoluibov. No ajuste apresentado na Fig. 5.3 foi usado
L =092, A=0,01, B=—-4,0e C =0,9. Podemos notar que o resul-
tado obtido aqui melhorou muito com relacao a [9], onde se considerou a
desigualdade de Bogoliubov apenas interagoes entre primeiros vizinhos, mas
nao melhorou com relagao aos resultados encontrados com a desigualdade de
Bogoliubov quando se considerou interagoes entre segundos vizinhos [39].

O comportamento das interagoes J; e Jy em funcao da concentracao de Al
na faixa de 0 < ¢ < 1 podem ser vistos na Fig. 5.4. Note que a medida que a
concentracao de Al aumenta a interagao entre segundos vizinhos supera a de
primeiros. Nesta mesma Figuras podemos comparar as interacoes ajustadas

neste trabalho com as obtidas em [39].
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Figura 5.4: Razao J,/J e Jo/J em fungdo da concentracao de Al obtidas

através do operador diferencial (a) e através da desigualdade de Bogoliubov

(b).

O valor ajustado para J; nos dois casos foi praticamente o mesmo, pois

foi ajustado L = 0,95 em [39]. J& o comportamento obtido nestes trabalhos

para Jo foram totalmente diferentes, note que os mesmos possuem concavi-

dades opostas, o que nao era esperado.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho, utilizamos a teoria de campo efetivo, baseada na técnica
do operador diferencial, no estudo do modelo de Ising diluido em redes
hipercubicas, considerando, a principio, apenas interacao entre primeiros vi-
zinhos. A medida que aumentamos o algomerado utilizado na aproximagao,
observamos uma melhora nas temperaturas e concentragoes criticas reduzi-
das, Tab. 4.1, porém nao houve sempre melhora nas concentragoes criticas
de todas as redes, Tab. 4.2. Assim como ja foi discutido, essa caracteristica
é consequencia de termos desprezado maior quantidade de correlacao entre
spins vizinhos quando consideramos aglomerados maiores. Por esse motivo,
passamos a considerar aglomerados menores a partir de entao.

Aplicamos esse modelo para explicar o comportamento critico da liga
Fe-Al, porém consideramos nao somente interacoes de troca, entre todos os
pares de primeiros vizinhos Fe-Fe, mas também interacoes de supertroca, in-
teracoes entre atomos de Fe separados por atomos de Al, Fe-Al-Fe, sendo que
essas interagoes possuem dependéncia com a concentracao de Al. A aproxi-
macao aqui utilizada, empregando o modelo de Ising diluido, nos forneceu
dados capazes de ajustar uma curva experimental para o diagrama de fases,
temperatura reduzida em fungao da concentracao de Al (¢), e obtivemos re-
sultados muito bons, melhores aos obtidos em [9] considerando a desigualdade

de Bogoliubov com interagao somente entre primeiros vizinhos, porém nao
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melhores aos obtidos em [39] considerando a desigualdade de Bogoliubov com
interacao entre primeiros e segundos vizinhos. Desta forma podemos concluir
que os resultados s6 serao melhores se considerarmos modelos mais sofistica-
dos e nao apenas melhorando as técnicas utilizadas.

Extensoes a este trabalho podem ser realizados, tais como utilizando o
modelo de Heisenberg diluido com interagoes entre primeiros e segundos vi-

zinhos
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Apeéendice A

Coeficientes obtidos com

aglomerado de 1 spin

Coeficientes obtidos para sistemas diluidos através do modelo de Ising
utilizando a técnica do operador diferencial com €2, = {0;}, eq. (4.6), com

diluicao por ligagao e por sitio para algumas redes hiperciibicas.

A.1 Sistema diluido por ligacao

)-seun()
)

o7z =2

A = p tanh<

~ = ]

2p tanh (

3 2 1
A; = 0.5p"tanh < ) — 3p*tanh (;) + 7p* tanh <¥> — 7p*tanh <;>
3 3 3 3 1
+ 3p°tanh i 12p° tanh + 15p° tanh n

2
+ 6p?tanh (?) — 12p? tanh )

1
+ 4ptanh (;) .

S =S S I N}
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+

20.625p° tanh n
5
t

6 5 4
0.1875p° tanh <¥) — 1.875p% tanh <¥) + 8.25p% tanh <¥)
3 6 2 p 1
+ 30.9375p" tanh 7)) 24.75p° tanh n

4 3
1.875p° tanh — 15.0p° tanh (;) + 50.625p° tanh <¥)

2 1
90.0p° tanh <¥) + 78.75p° tanh (;)
4
t

2 1
) — 60p® tanh <¥) + 75p® tanh <¥)

1
— 30p? tanh <¥)

é facil perceber que para z = 8 A; ficara bem maior, portanto nao o escreve-

remos aqui.

A.2 Sistema diluido por sitio

o7z =2

2 1
A; = pttanh <¥> — 2p* tanh <¥>
: 1
+ 2p“tanh 7]
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4 2 1
0.5p® tanh <¥) — 3p®tanh (%) + 7p® tanh <¥) — 7p® tanh <¥)
6 3 6 2 6 1
3p° tanh 7)) 12p° tanh n + 15p° tanh n
4 2 4 1
6p~ tanh 7)) 12p™ tanh n
: 1
4p” tanh 7]
12 6 12 5 12 4
0.1875p “ tanh 7)) 1.875p"“ tanh n + 8.25p “ tanh n
12 3 12 2 12 1
20.625p “ tanh n + 30.9375p" tanh i 24.75p “ tanh n
10 5 10 4 10 3
1.875p™" tanh e 15.0p™" tanh n + 50.625p"" tanh n
10 2 10 1
90.0p™" tanh n + 78.75p"" tanh n
8 4 8 3 8 2 8 1
7.5p° tanh n — 45p° tanh n + 105p° tanh 7)) 105p° tanh n
6 3 6 2 6 1
15p° tanh n — 60p° tanh n + 75p° tanh n
4 2 4 1
15p” tanh i 30p” tanh n
1
6p* tanh <¥> .
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Apendice B

Coeficientes obtidos com

aglomerado de 2 spin

Coeficientes obtidos para sistemas diluidos através do modelo de Ising
utilizando a técnica do operador diferencial com Q, = {0;,0,}, eq. (4.16),

com diluicao por ligacao e por sitio para algumas redes hiperciibicas.

B.1 Sistema diluido por ligacao

ez —2
A = < psinh (2) 2 (1 — p)sinh (%))
cosh (%) ‘et cosh (%) +1
_ g ( psinh (1%) N (1 — p)sinh (%))
cosh (1) + e~2% cosh (1) 2 cosh (1)
psinh (%) (1 — p)sinh (%)
tC

+ 2 - :
! <cosh<%> Fetteosh (3) | 2eosh(]) )
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9, ( psinh (3) (1 — p)sinh (é)>

2 cosh (%) +et cosh (% ) +1

0y ( psinh (%) N (1 — p)sinh (—))

cosh (%) + et cosh ( ) +1

15 9 psinh(3) (- p)sinh(}) )
8 cosh(

8 ) + e~ % cosh (%) cosh ( ) + cosh (%)

§p3 ( psinh (;) N (1 — p)sinh (;))

2 cosh (%) + e~ % cosh (%) 2 cosh (%)
psinh (2) (1 — p) sinh (%))
24 p? t +
b <cosh (%) + e~ % cosh (%) 2 cosh (%)

sinh (2 1 —p)sinh (2
o (), 0 D)

)+e tcosh( ) 2 cosh (%)

9 psinh (%) (1 — p) sinh (%))

2 cosh (1) +e7 % cosh (1) +1

15 4 psinh ( ) N p) sinh (%) )

16 cosh ( ) +e” % cosh (%) COSh ( ) + cos (%)

15, psub () () )
g 7 cosh (%) + e~ % cosh (%) cosh ( + cosh %

(
255 psinh (1) L smh )
Tp cosh (%) 4 e~ % cosh (%) 2 COSh

6 psinh (4) N (1-— )smh % )

P (cosh (4) +e % cosh (2) cosh (2) + cosh (%)

15 iy psinh ( ) (1 — p)sinh (%) )

4 (cosh + e~ cosh (%) cosh (%) + cosh (%)

psmh ) (1 — p)sinh (%) )
( Cosh + e~ cosh (%) ~ cosh (%) + cosh (%)
psmh (1 — p)sinh (2)
2p (cosh )+e” 7 cosh (%) * 2 cosh (%) )
2 Cosh + e tGC'?Sh (%) cosh (%) + cosh (;)



esta equacao possui muitos outros termos, porém fica inviavel de coloca-los
aqui. De forma que esta relagao foi colocada aqui afim de se ter uma nocao
de como se aumentam as contas quando se altera de um aglomerado para o

outro.

B.2 Sistema diluido por sitio

N
+

o7 =2
A = p?sinh (2) (1 — p?)sinh (2)
cosh (2) +1

ot ( p? sinh (%) N (1 — p?) sinh (%))

cosh (%) + ¢~21 cosh (%) 2 cosh (%)
e PSh) =)
cosh (%) + e~ 27 cosh (%) 2 cosh (%)
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9 ( p? sinh (%) N (1 — p?)sinh (%))

cosh (%) +et cosh (%) +1

oyt ( p? sinh (%) N (1 — p?)sinh (%))

cosh (%) +et cosh (%) +1

p?)sinh (2) )

15 psmh() i (-9
8 cosh () + e~ ? cosh (1) cosh (7) +cosh (3)
sin = 1-— 2 sinh 3
(L0 )
(

¢
2 cosh (%) + e~ % cosh (%) 2 cosh (2
2 o3 2 1 — »?) sinh 2
24p° n Smh_gt) AR )sz m)
cosh (;) + e~ 7 cosh (;) 2 cosh (;)
p*sinh (2) (1 — p?) sinh (%)
6p4 + >
cosh ( ) + e % cosh( ) 2 cosh (;)
9 1 [ p?sinh(3) (1 —p?®)sinh (%))
2P cosh (1) + e 3 cosh (1) +1
15 p? sinh (2) N (1 — p?)sinh (2) )
16 cosh ( ) + e~ % cosh (%) cosh (%) + cosh (%)
135 psinh () (1= p)sinh (}) )
8 cosh (;) + e~ 7 cosh (%) cosh (%) + cosh (%)
255 1o pPsinh (;)  (1—p?)sinh <%)>
4 b cosh (%) +e~% cosh (%) 2 cosh (%)
inn () -y )

_'_
or (cosh (4) + e~ % cosh (2)  cosh (2) + cosh (3
(3

15 1 p % sinh (4) (1 —p?)sinh (3)

cosh + e~ 7 cosh (%) cosh (;) + cosh (%)

p 2 sinh ) B (1 — p?) sinh (%)
Cosh + e~ cosh (%) cosh (%) + cosh (%)
. 2

42 !0 p smh . (1—p?) 51n2h (;)>

cosh + et Cosh (?) 2 cosh (;)
; psion () (- i ()
5P : — : ~ |+
2 cosh % + e~ % cosh (%) cosh (;) + cosh (;)
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