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RESUMO

A equacgao mestra é usada aqui para descrever a dinamica de um sistema que
interage com um outro que possui infinitos graus de liberdade, que normalmente é
chamado de reservatério. Sua utilidade é tornar possivel uma descricao simples dessa
dinamica, relegando parte da informagao concernente ao reservatorio.

Nessa dissertacao o reservatorio é considerado como sendo descrito por um estado
comprimido, que é tal que as dispersoes associadas a alguns de seus operadores sao
reduzidas. Isso resulta numa série de efeitos peculiares, em principio mensuraveis.
Expomos em teoria esses efeitos assim como os meios para suas deteccoes. Isso faz
necessario o uso de varios métodos comuns no estudo de sistemas abertos, como dis-
tribuigoes de quasi-probabilidade, o teorema da regressao quantico e os que envolvem
a resolucao de equagoes diferenciais parciais como a equacao de Fokker-Planck.

A possibilidade de implementacao experimental da dinamica estudada, que ainda
nao foi feita, é discutida superficialmente. O modelo no entanto, descreve situacoes
concretas que até entao nao foram realizadas pelas dificuldades técnicas envolvidas.

ABSTRACT

The master equation is used here to describe the dynamics of a system which
interacts with another one which possesses an infinite number of degrees of freedom,
and which is usually called reservoir. Its utility is in making possible the simple de-
scription of this dynamics, relegating part of the information concerning the reservoir.

In this master thesis the reservoir is considered as being described by a squeezed
state, which is such that the dispersions associated with some of its operators are
reduced. This results in a series of peculiar effects, measurable in principle. We
expose theoretically these phenomena as well as the means of their detection. This
makes necessary the use of several methods, which are commonplace in the study
of open systems, like quasiprobability distributions, the quantum regression theorem
and those which involve the resolution of partial differential equations like the Fokker-
Planck equation.

The possibility of experimentally implementing the studied dynamics, which hasn’t
been done yet, is discussed superficially. The model however, describes concrete si-
tuations that until now have not been realized because of the technical difficulties
involved.
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INTRODUCAO

H4 situagoes em que dois ou mais sistemas formam um sistema maior isolado cujos
componentes interagem entre si. Pode-se perguntar sobre a dinamica do sistema total,
que como se sabe, terd a evolucao temporal regida por uma transformacao unitaria,
pela qual quantidades como a energia total se conservarao. No entanto, quando
apenas a dinamica de um desses componentes interessa e por razoes praticas nao se
pode calcular a evolucao do sistema total, pode-se por vezes consegui-la deixando de
lado o conhecimento completo do seu entorno. Esse sistema é considerado um sistema
aberto ou nao-isolado, que pode adquirir e ceder energia e mesmo perder algumas das
suas caracteristicas fundamentalmente quanticas (ver segao 3.1 e [1]).

A equacao para a evolucao dos operadores do sistema de interesse na representagao
de Heisenberg é um andlogo proximo da equagao de Langevin, porque um dos ter-
mos que nela consta age basicamente como um ruido cujas propriedades devem ser
conhecidas apenas na média [2]. Em geral, exige-se como conhecimento dos sistemas
que compoem o entorno apenas médias nos produtos de seus operadores. Na repre-
sentacao de interacao (ver capitulo 2), podemos tentar obter uma equagao de evolugao
para o operador densidade reduzido, que comprime quase toda a informacao que se
pode desejar extrair do sistema de interesse, e que é usualmente mais facilmente
soluvel que as equacoes de Langevin quanticas. Ela é chamada equacao mestra e seu
analogo classico menos evidente é a equacao de Fokker-Planck, uma equacao para
a distribuicao de probabilidade no espago de fase. Na secao 3.3 a analogia se torna
mais clara quando escrevemos o operador densidade em termos da funcao de Wigner
(descrito na segao 1.6).

A equacao mestra em geral depende apenas dos operadores do sistema de interesse
e do operador densidade relativo a ele (veja segao 2.1 sobre operador densidade re-
duzido) em vérios instantes de tempo. Porém, sob certas circunstancias torna-se uma
equacao diferencial que s6 inclui o operador densidade em um tinico momento. Diz-se
que esse tipo de dinamica é markoviana porque o estado do sistema num instante
prévio nao influencia sua evolugao dai em diante. Em [2], ha uma dedugdo bem geral
de equacao mestra do tipo que ocorre na descricao dos fenomenos relacionados a otica
quantica, para os quais ela é uma ferramenta muito adequada e no capitulo 3 deduzo
uma equacao desse tipo para o caso em que tanto o sistema de interesse quanto o
entorno sao descritos como osciladores harmonicos. Esse tipo de modelo é comum
(2], [3], [4] por exemplo) e representa bem uma gama de sistemas.

Fisicamente, a equacao mestra representa a influéncia do entorno, com muitos
graus de liberdade, sobre o sistema de interesse. Ela ¢é aplicavel quando esse entorno



pouco ¢ afetado pelo sistema (por essa razao ele é usualmente chamado de reser-
vatério) e o efeito dele sobre o sistema se dd numa escala de tempo longa. Como
explicado em [4], uma analogia conveniente é pensar no movimento browniano: uma
particula pesada (sistema de interesse) em um fluido (reservatério) se move aleatoria-
mente devido as colisdes randomicas. A ordem do tempo entre as colisdes é pequena e
cada colisao pouco afeta o movimento da particula mas o efeito acumulado de muitas
colisoes faz com que ela tenha um curso erratico.

Nessa dissertacao, as flutuagoes associadas ao reservatério que agem no sistema
sao consideradas comprimidas, no sentido de que em certos aspectos a sua influéncia é
reduzida e em outros, amplificada. Embora haja uma dificuldade maior de expressar
esse efeito sem o uso da matematica, veremos que em alguns casos podemos (seguindo
Gardiner em [2] ou Tombesi e Vitali em [5]) dizer especificamente que sistema fisico é
representado pelo sistema de interesse e que sistema é representado pelo reservatoério.
Ainda que nao se saiba como implementar experimentalmente a dindmica estudada
aqui para uma situagao particular, as propriedades tedricas previstas estarao dadas.

O capitulo 1 trata de conceitos variados que serao utilizados nos capitulos seguintes:
estados quanticos pertinentes, observaveis que quantificam as propriedades impor-
tantes e representagoes integrais do sistema de interesse. Esse tultimo tépico é usado
principalmente no capitulo 3 como uma ferramenta pratica na resolucao analitica da
equacao mestra. Nesse tultimo capitulo reproduziremos resultados ja estabelecidos
[6], faremos uma pequena generalizacao do exposto em [7] e faremos também uma
conta que do conhecimento do autor nao fora feita anteriormente, embora ela seja
usada apenas para comprovar fatos esperados e nao utilize métodos que ja nao eram
conhecidos.

O capitulo 2 é fundamentalmente baseado no tratamento de Cohen-Tannoudji,
Dupont-Roc e Grynberg [4] no que diz respeito a dedugao da equacao mestra. Em
relacao a equacao mestra especifica que é tratada aqui, algumas propriedades gerais
sdo demonstradas e um resultado interessante de Gardiner ([2], sec@o 10.3) é repro-
duzido. Esse ultimo d4 um efeito mensuravel da nossa dinamica (em principio apenas,
porque até a presente data a comprovagao experimental ndo aconteceu).



1 CONCEITOS IMPORTANTES

O objetivo desse capitulo é introduzir os estados quanticos que serao usados ao
longo do resto da dissertagao e as ferramentas que serao utilizadas na resolucao da
equacao mestra no capitulo 3. Esses estados quanticos serao adiante usados na des-
cricao tanto de campos eletromagnéticos como de particulas.

Na secao 1.1 sera introduzido o formalismo necessario para tratar um campo eletro-
magnético quanticamente. A maneira rigorosa de quantizar um campo (o que estd
feito em [8], cap II) consiste em: primeiro, estabelecer que um campo eletromagnético
é descrito de fato por varidveis conjugadas (no sentido do formalismo Hamiltoniano),
e para tanto mostrar quais sao elas a partir de um Lagrangeano; depois, as variaveis
conjugadas associar operadores cujo comutador terd o valor de ih, seguindo o método
de quantizagao por analogia classica de Dirac [9]. Aqui o tratamento serd simplificado
e por isso mais direto (o que de fato é feito na maior parte da literatura, incluindo
[9]). Da quantizagao se poderd ver que o espectro de energia de um campo eletro-
magnético de um modo é discreto e que os estados estacionarios de um campo livre
sao formalmente equivalentes aos estados estacionarios de um sistema evoluindo sob
a acao de um potencial harmonico. Esses estados sao chamados de estados de Fock e
sao descritos na segao 1.2.

O estado quasi-cldssico é introduzido na segao 1.3 como em [8]; o estado que
melhor descreve quanticamente um campo com amplitude e fase bem definidas, mas
as propriedades que o fazem ser chamado também de estado coerente sao mencionadas,
seguindo os artigos originais de Glauber [10]. Um estado trivialmente diferente do
estado coerente, chamado estado de Bargmann, é introduzido rapidamente; uma de
suas propriedades sera utilizada seguidamente no capitulo 3. Finalizando a secao,
algumas propriedades do operador deslocamento, extensivamente estudadas em [11]
por Cahill e Glauber, serao apresentadas.

O conceito de quadraturas é importante na ética e serd abordado na secao 1.4.
Esses sao observaveis que podem ser acessados mediante a deteccao homodina, e essa
serd a ferramenta considerada no capitulo 3 para esclarecer algumas propriedades
mensuraveis nos estados cuja dinamica é dada pela equacao mestra. As quadraturas
sao também vitais para a apresentacao do que segue, os estados comprimidos, que
sao aqueles a que se associa o conceito de “flutuacgoes reduzidas” que aparece no titulo
dessa dissertagao.

Para terminar o capitulo, os estados sao deixados de lado e nos concentramos nas
representacoes integrais do operador densidade. Essas sao diversas mas as que serao
utilizadas no capitulo 3 sao apenas duas. Essa ferramente possibilita a substituigao



de um problema que é resolver uma equacao de operadores para o sistema em outro:
resolver uma equacao diferencial parcial para uma fungao que caracteriza esse sistema
univocamente, como o operador densidade o caracteriza univocamente.

1.1 Quantizacao das variaveis conjugadas

No cap. 4 de [9] uma correspondéncia é tracada entre o colchete de Poisson (re-
presentado por {e,e}) e o comutador (representado por [e,e]). A idéia é que quando
um sistema tratado for tal que sua dinamica for bem descrita pelas equacoes classicas,
essas equacoes estejam contidas como uma primeira aproximagao na formulagao mais
exata, que é a da mecanica quantica . Tanto o colchete de Poisson quanto o comu-
tador satisfazem as mesmas propriedades de linearidade e a identidade de Jacobi.
Uma das propriedades importantes do colchete de Poisson é que sempre ¢ e p forem
variaveis conjugadas, isso é, se

oL
= %

, onde L é o Lagrangeano que descreve a dinamica do sistema,

{g,p} =1

No caso de ¢ e p serem operadores, a condicao que leva a dinamica correta é

p

[g,p] =il

h ¢ real porque ([g, p])T = (qp)T — (pq)T = —|q,p] é puramente imaginario ou anti-
hermitiano, e é identificado como a constante de Planck dividida por 2.

1.1.1 Osciladores harménicos

A energia (e nesse caso também o Hamiltoniano) de um nimero N de osciladores
harmonicos é
N 2 2
Z p; 4q;
2mj 2

(1.1.1)

j=1
As varidveis conjugadas sao nesse caso a posicao g; e o respectivo momento p
para 7 =1,2,..., N. A quantizacao se da portanto fazendo

lqj, pr] = ihdjy (1.1.2)
Introduzo os operadores

0 = (mywyg; +ip;) 4 _ (Mjw;g; — ip;) (1.1.3)

\/ 2hmjwj ’ J 1/ 2hmjwj




que, pela relagdo de comutagao (1.1.2) satisfazem:

g, a] = b5 (1.1.4)

Em termos desses a energia se escreve
N N
hwj ( N=¥%" tq. 1 L
H = E B (ajaj —|—ajaj> = . hwj | aja; + 3

7=1 7j=1

, onde se usou (1.1.4). O termo constante do hamiltoniano (Zjvzl %) nao tem efeito

sobre a dinamica dos osciladores e pode ser suprimido, de modo que escrevemos a
energia como

N
H =) hwala, (1.1.5)

j=1

Na representagao de Heisenberg, a evolugao dos operadores a; e a} ¢ dada por

da, 1 , da} ,
E(t) == laj, H] = —iwa;(t) E(t) = zwa}(t) (1.1.6)

e a solugao das equacoes acima nos da

a; = a;(0)e™™t | al =al(0)e™t (1.1.7)

1.1.2 Quantizacao do campo livre

A energia (que também equivale ao Hamiltoniano) de um sistema que consiste
apenas num campo eletromagnético confinado em um volume V no vacuo é dada por

H = %O/V [E2(r,t) + *B(x, 1)] d*r (1.1.8)

No calibre de Coulomb (e na auséncia de cargas), a descrigdo dos campos elétrico
E(r,t) e magnético B(r, t) estd contida no potencial vetor A(r,t) em termos do qual
eles sao escritos como:

E(r,t)=—A(r,t) ,  B(r,t)=V x A(r,t) (1.1.9)

O calibre de Coulomb impoe sobre A(r,t) a condic¢do

V-A=0 (1.1.10)
e as equacoes de Maxwell implicam
1 02
2
(V — ?@) A(r,t) =0 (1.1.11)

5



Fazendo a separacao de variaveis A(r,t) = ¢, Y *u(r)q(t) teremos

j=—k*c’q (1.1.12a)
(VP+k*)u=0 (1.1.12b)

Uma fungao que satisfaz (1.1.12b) para um determinado k é uma autofungio de VZ e
serd denotada por uy(r), sendo em geral complexa. Se nos restringirmos a autofungoes
limitadas na superficie que delimita o volume V (ainda que esse volume seja infinito),
elas possuirao autovalor —k? negativo (ver problema 10.1 de [12] e cap. 6 de [13]), o
que implica k real. Além disso, elas sao ortogonais e podem ser escolhidas também
normalizadas (se k puder assumir qualquer valor real, a normalizagao é no sentido de
delta de Dirac).

Se o volume em que esta contido o campo for delimitado por uma cavidade per-
feitamente refletora de superficie S, as condicoes de contorno

E(r,t)| 0o B, (r,t)| 0 (1.1.13)

reS: rES:

impoem restrigoes adicionais as formas das autofungoes uy(r) e sobre os possiveis
valores de k, que passarao a admitir apenas um numero discreto de solucoes. Iden-
tificaremos os possiveis valores de k por um indice j e a autofuncao correspondente
como u,(r). Assim,

%
A solucao geral de (1.1.11) serd enfim do tipo
Alr,t) =" u(r)g(t) (1.1.15)
J

, onde ¢;(t) tem a evolugao dada por uma equagdo do tipo oscilador harmonico com
frequéncia w; = ck;. De fato, definindo p; = ¢;, podemos reescrever a energia (1.1.8)

como
2

H = P, 20 1.1.16
_23+wj5 (1.1.16)
J

que é formalmente igual & energia dos osciladores harmonicos (1.1.1) de mesma massa
m; = 1, exceto que, como sao infinitos os modos de uma cavidade, a soma em j tera
infinitos termos. E importante nao interpretar g; e p; como posicao ¢ momento
associados ao modo k;; eles estao associados as amplitudes dos campos elétrico e
magnético'. Na se¢ao 1.4 veremos que ¢; e p; estao relacionados a um dos possiveis
pares chamados no contexto da ética de quadraturas conjugadas. Como H é o Hamil-
toniano do sistema, pode-se ver que de fato ¢; e p; sao variaveis canonicamente con-
jugadas e por isso podemos, num tratamento quantico, associd-los a operadores que
obedecem a relagao de comutagao (1.1.2).

'Em [14], os autores argumentam que nao se pode definir um estado para o campo tal que ele
esteja localizado em um ponto, o que impossibilita a concep¢ao de um operador posicao relativo a
esse sistema.



Definindo os operadores

’ Qhw; 2hw;

J

que satisfazem a relagao de comutagao (1.1.4), a energia podera novamente ser escrita

COIMo
N 1
H — E fiw T

O termo que nao envolve operadores nao deve ser suprimido sem algum cuidado,
porque sendo a soma sobre um numero infinito de termos, ele sozinho resulta em
uma energia infinita. No entanto, efetivamente ele nao trard mudancas na dinamica
dos sistemas considerados e alguns argumentos podem ser dados de maneira a tornar
razoavel o seu descarte (como no final da se¢ao 10.3 de [15]). Deixando essas questoes
de lado, escreveremos a energia como

H =" hwala, (1.1.18)

J

Até entao nao se assumiu uma forma determinada para a cavidade, o que nao nos
permite especificar o conjunto {k;} e as fungoes u;(r), mas ao longo da dissertacao
apenas serd considerado o efeito de um campo em um tnico ponto, o que torna
irrelevante essa especificacao. Por defini¢ao, no entanto, faremos a escolha conveniente
de uma cavidade cubica de aresta L, o que implica que

(
1 . 2T .
u;(r) = me“‘f‘“ej , com (k;), = I ngz) inteiro (1.1.19)

(k;), ¢ a componente i de k; e e; da a direcao de polarizagao referente a esse modo
e que deve, em via da equagao (1.1.10) do calibre de Coulomb, estar necessariamente
num plano perpendicular a direcao de k;. Estabelecidas essas convengoes, podemos
escrever oS campos Como:

1 AN e
A(r,t) = R Z (2wjeo> [aje’®iite; + c.c. | (1.1.20a)
j
1 h/w 1/2 . i r—w
E(r,t) = T3 Z <2€;> [iaje’®mwite; + c.c. | (1.1.20b)
B(r,t) = R Z <2w]~60> [zajez( 1Tt (k x ;) + c.c. ] (1.1.20c)
j

Deve-se ressaltar,



e A quantizagao feita através de analogia classica é mais clara na representacao de
Heisenberg, porque classicamente a evolugao temporal esta contida inteiramente
nos observaveis. Os operadores acima dependem de ¢ e por se referirem a um
sistema que é o campo isolado, toda a evolucao de fato esta contida nas expo-
nenciais. Em geral, no entanto, a evolucao desses operadores na representacao
de Heisenberg é mais complexa porque o campo colocado para interagir com um
ou mais sistemas tera a dinamica regida por um Hamiltoniano com mais termos
do que o de (1.1.18). Além disso, em cdlculos praticos é muitas vezes mais
conveniente lidar ou com a evolucao temporal inteiramente contida no estado
do sistema, ou pelo menos na representacao de interacao, que serd introduzida
no préximo capitulo.

- (hw; \ V2 . :

e O termo 1 (ﬁ a; por exemplo, pode ser interpretado como a amplitude
complexa do operador E referente ao modo k;, embora nao se deva esquecer
que a descricao do sistema campo esta efetivamente contida no seu estado.

1.2 Estados de Fock

T
J
pondendo aos autoestados |n;). Um estado [{n}) que é autoestado de a}aj para todos

Os operadores a;a; sao hermitianos e portanto possuem autovalores reais n; corres-

os j € claramente um autoestado da energia, e possui autovalor E hw;n;. Pode-se

j
mostrar também que |[{n}) é também um autoestado do momento relativo ao campo

com autovalor thjnj. Isso se deve a escolha do modo normal (1.1.19) que, no

J
caso de uma particula (e ignorando e;), descreve um estado tal que ela tem momento

definido p = hk;. Outras escolhas sao possiveis; por exemplo, que levam a autoesta-
dos da energia, do momento angular L2 e de L,. Isso est4 feito no complemento B
de [8].
Como
H{n}) =|n1) @ na) ® ... (1.2.1)

podemos nos concentrar nas propriedades de apenas um dos modos; os outros terao
caracteristicas andlogas. Seja |n) o autoestado de a'a com autovalor n para um modo
especifico. a|n) serd algum outro ket e portanto temos,

n = (n|a'a|n) >0 (1.2.2)
onde a igualdade vale apenas se a [n) =0 e n = 0. Temos portanto,
al0y =0 (1.2.3)
Usando a relacao de comutagao [a, aw =1,

a'a(a|n)) = (ad'a —a) [n) = (n— 1) (a|n))

8



, ou seja, a|n) é um autoestado de a'a com autovalor n — 1. A aplicacdo repetida
de a em um ket |n) nos dara estados correspondentes a autovalores cada vez menores
que, em vista da desigualdade (1.2.2), devem ser maiores do que zero. No entanto,
aplicar a seguidamente em |n) eventualmente nos dard um autoestado com autovalor
negativo a menos que n seja um inteiro, o que faz que a"*!|n) = 0 pela equagao
(1.2.3). Segue que os autovalores de afa sdo os inteiros ndo-negativos (nao hd limite
superior para o valor de n porque se houvesse terfamos (n|aa’|n) =n + 1 = 0 para
algum n positivo, o que nao é possivel).
Temos também
a'a (a'|n)) = (n+1) (a'|n))

e, assumindo que os |n) sdo normalizados chegaremos a

a'ln) =vn+1|n+1) (1.2.4a)
aln) =+vnn—1) (1.2.4Db)

Os |n) sao conhecidos como estados de Fock e suas representacoes no espacgo de q,
(q|n), sdo proporcionais aos polinomios de Hermite de ordem n, cuja completeza é
conhecida, e isso assegura que a base dos |n) é também completa. Diz-se, no caso em
que |n) descreve o estado de um modo do campo, que este modo possui n excitagoes ou
h4 n fétons associados a ele. Os operadores a' e a estao portanto associados & criacdo
e destruigao, respectivamente, de um foton do modo correspondente. Naturalmente,
pode-se desenvolver esses argumentos para o caso em que o conjunto de operadores
{a;,ap} estd associado a criacao e destruicao de excitagoes em outros estados que
nao os de momento definido hk; (como os estados com momento angular L? e L,
definidos). Eles satisfardo as mesmas relagoes de comutacao [a,, aH = 0, € portanto
o espectro dos {a}a,} obedecerd as mesmas restrigoes (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4). Os dois
conjuntos estarao relacionados por uma transformagao linear (ver §60 de [9]).

1.3 Estados coerentes
O estado coerente |a) de um modo pode ser definido como
ala) = ala) (1.3.1)

, ou seja, como autoestado do operador destruicao daquele modo. O estado coe-
rente de muitos modos serd definido analogamente como autoestado de qualquer dos
operadores a;:

ajl{o}) =a;[{e}) . Ha}) =la)@lag) ®... (1.3.2)

onde |oy;) representa o autoestado do operador a; com autovalor c;. A definicao
acima parece arbitrdaria mas aparece naturalmente quando se busca um estado que
satisfaz qualquer uma das seguintes propriedades:



e Em [10], é feito um estudo da coeréncia Otica que, em resumo, determina se o
estado do campo € tal que ha uma relacao definida para sua fase em cada ponto
do espaco-tempo, quantificando-a em termos de observaveis acessiveis mediante
experimentos de foto-deteccao (ver [15], cap. 9 para a teoria semi-classica de
foto-detecgao e cap. 14 para a quantica). Os estados coerentes aparecem natu-
ralmente como aqueles em que a diferenca de fase para o campo entre quaisquer
pontos do espaco-tempo é completamente determinada. A origem do nome
estados coerentes advém dessa propriedade.

e A energia de um campo livre e o campo elétrico associado podem ser escritos
classicamente como (ver [§], 1 — C):

1 hwj 2 i(k t)
B (e
EC<I',t) = m Z <2_€0) [zaje J Ve; + c.c }
j
Hc = Z thOé;fOéj

J
Essas expressoes podem ser obtidas tomando o valor médio dos operadores
E(r,t) e H dados em (1.1.18) e (1.1.20) no estado coerente (1.3.2). O mesmo
vale para o campo magnético B(r, ) e potencial vetor A(r,t). Portanto o estado
coerente é tal que o valor médio das quantidades fisicamente importantes tem
comportamento cldssico. Some-se a isso o fato de que a variancia <(Aaj)2>
dos operadores a; que estao de certa forma relacionados com as amplitudes
complexas dos campos é nula para esses estados. Os campos coerentes tém como
andalogo classico imediato os campos com amplitudes complexas bem definidas.

e As variancias de g; e p; sao < (qu)2> = < (Apj)2> = h/2, as menores possiveis
em vista da desigualdade de Heisenberg

((Ag)* ) (Apy)*) < hzz (1.3.3)

A dinédmica dada pelo Hamiltoniano (1.1.5) dos osciladores harmonicos ou (1.1.18)
do campo ¢ tal que (g;) o cos (w;t — ¢;) e (p;) o sen (w;t — ¢;). Se o estado
coerente esta representando um oscilador harmonico, o valor médio de g; e p;,
que nesse caso podem ser interpretados como posi¢do e momento, oscilam no
tempo como posicao e momento de um oscilador classico.

Pelos dois ultimos itens, o estado coerente é também conhecido como estado qua-
sicldssico. A coeréncia 6tica além disso, faz com que ele seja usado na descricao de
campos como os lasers (ver cap. 18 de [15]). Das outras propriedades que néao serao
demonstradas aqui, vale mencionar as seguintes:

e Uma corrente cldssica que é descrita por uma funcao j(t) do tempo determinada
(que portanto nao representa um grau de liberdade, em particular significando
que nao é afetada pelo campo gerada por ela prépria) sempre gera um estado
coerente (ver [8], complemento By ou [15] se¢ao 11.13).
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e Osresultados de medigoes interferométricas calculados com o formalismo quantico
no caso em que o campo estd em um estado coerente sao precisamente os mesmo
de quando os célculos sao feitos com a teoria eletromagnética classica, com o
campo descrito por E.(r,t) e B.(r,t) (ver [8], complemento Ajjy).

Se algum |a;| > 1, as consequéncias da nao-comutatividade de a; e a! se tornam

f

irrelevantes. Por exemplo, no valor médio (E?(r)) aparecem termos (a}a;) = ||
e <aia3> = |as]* + 1 ~ |oy]®. Nesse caso, a substituicao dos operadores a; e al pelos
numeros «; e o pode ser feita sem prejuizo da descrigao do campo, e nesse sentido
quanto maior os {|a;|} do estado, mais ele se aproxima de um campo classico.

Vamos trabalhar algumas propriedades dos estados coerentes que serao impor-
tantes para esse trabalho, nos limitando ao campo de apenas um modo.

1.3.1 FEstado coerente de um modo

Para o estado de um modo, temos entao as relacoes duais:
ala) = ala) = (a|a' = (a]a® (1.3.4)

Podemos expandir um estado |«) na base dos estados de Fock. Usando o dual de
(1.2.4a) e (1.3.4), temos que (n|ala) = vn+1(n+1la) = a(n|a), relagdo de

recorréncia que nos leva a

an

(nfa) = —= ()

S

!
Usando ) [n)(n| = 1:

) = 3" [n) (nfa) = (0]a) 3 jﬁ n)

O quadrado da norma do vetor |a) é (a]a) = [(0]a)]* 3, ‘ajn = |(0]a)|* e, Para

. . . _1lal? .
que ele esteja normalizado, podemos exigir portanto (0|a) = e~ 21", Escrito na base
dos |n), os estados coerentes se tornam:

la) = e—éaﬁzj_% n) = (o] = e—éloﬂz% (n| (1.3.5)

Isso mostra que a probabilidade de encontrarmos |a) no estado de ocupacgao |n) segue
e . (1 2
uma distribuigdo de Poisson com valor médio |a/|

2n
nfayp? = 191

e_%|a|2
n!

e que o estado coerente com o = 0 corresponde ao estado de vacuo |0). Definindo

n

o) =¥ 0} = 3= = o (136)
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conhecido como estado de Bargmann, vemos que

na” ! 0

wwwzﬁmqwz¢m=3wm

, onde (n|la) é o produto interno formado pelo ket ||a) e o bra (n|. Esse resultado
vale para qualquer (n|, e como a base dos estados de Fock é completa, segue que

WMWM>=§:WWHMaWa%=£ﬂMM> (1.3.7)

n

para (u| qualquer.
Novamente pela expansao (1.3.5), usando a ortonormalidade dos |n) temos as relagoes:

@Wﬂ=aw{wﬁ—%mf—%WV}éwmwﬁzawﬂa—mﬂ (1.3.8)

Os estados coerentes nao sao ortogonais, exceto aproximadamente para « e (3 suficien-
temente diferentes, mas vetores arbitrarios ainda podem ser expandidos em termos
destes, desde que eles formem uma base completa. Denotando as variaveis de inte-
gracio no plano complexo dos a como d?a = d(Re )d(Im «) e escrevendo o = |a] €%,
temos:

] 2m
/(a*)name—|a2d2a _ / |a|n+m+1 6—|a|2d |a| / ei(m—n)ﬁde _ 7Tn!5n,m
0 0

Usando essa identidade e (1.3.5) temos

[la)al#a =73 nn

A base dos |n) é completa e por isso

/ la)a| d*a =7 (1.3.9)

, 0 que demonstra a completeza da base dos |a) (na verdade, super-completeza, o que
significa que um estado qualquer pode ser expandido em termos desses de maneira
nao-tnica; ver [15], se¢ao 11.6).

Usando a expansao de |a) (1.3.5) na base dos estados de Fock e o gerador da
dindmica H = hwa'a, na representacao de Schroedinger temos que o estado evolui de
modo que

) (t) = |ae™™") (1.3.10)
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1.3.2 Operadores de deslocamento
Um estado coerente pode ser escrito como
) = D()]0) ,  D(a) = e zlofeealgmata (1.3.11)

, onde e®®' = S (@a)" Y550 pode ser visto usando (1.2.4) e (1.3.5). O termo

n=0 n!

n

% —a* . ~ ~
et =% % foi acrescentado usando a |0) = 0 por razoes que ficardo claras

a seguir. Ha certas identidades que serao tteis aqui e estao demonstradas no apéndice
I (outras em [15], secao 10.11). Elas sao devidas a Baker, Campbell e Hausdorff e por
isso sao conhecidas como relagoes BCH. Sejam A e B operadores que satisfazem

HAv B] ’A] = HA>B] 7B] =0
, entao temos o caso particular de uma dessas relagoes
e 3ABlAB = ATD (1.3.12)

Os operadores de criagao e aniquilagao satisfazem a relagdo acima, entao D(a) pode
ser escrito das seguintes formas:

D(a) = e~ (1.3.13a)
D(a) = ezl ol emom (1.3.13b)
D(a) = ealol’ gmaragoal (1.3.13c)
Pela primeira delas, vé-se que Df(a) = D7 (a) e que D(—a) = D'(a). Observe

primeiramente que

/ev(a—ﬁ)*—y*(a—ﬁ)d2y _ /ezz'[Re(u)Im(oz—ﬁ)+1m(v)Re(a—ﬂ)]d(Re v)d(Im v)
= 1%6%*(a — ) (1.3.14)

,onde §?(a—03) = § [Re(a) — Re(B)] 6 [Im(a) — Im(B3)]. Tomando o trago de (1.3.13b),
usando a completeza dos estados coerentes, temos entao:

(D) =7 [ (31D(@)|9) a2 =t [ s
= We_%f(a) = 15*(a) (1.3.15)
Ainda, usando (1.3.12) e (1.3.13a), chegamos ao resultado:
D(a+ ) = e 2 ~"8) D(a)D(B) (1.3.16)

A quantidade entre parénteses no exponencial é um niimero imaginario puro. Tomando
o traco dos dois lado obtemos entao:

tr{D(a)D(B)} = 10*(a + J3) (1.3.17)
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Outra das relacoes BCH, valida para quaisquer operadores X e G, é

A A2

AIXe =X+ 5(GX] + 5 [CG X +
\» n comutadores
LR (IR CATE TR R (1.3.18)

Usando essa identidade com (1.3.13a) temos
D (a)aD(a) = a+ « : D(a)a'D(a) = a' + a*
de onde segue, usando D(a)D'(a) = 1, que
D'(a@)a"D(a) = D'(a)a™ ' D(a) D' (@)aD(a) = (D'(a)aD(a))" = (a + a)"

D'(a)(a")"D(a) = (D'(@)a'D(a))" = (al + a*)"

Através dessas equagoes chegamos ao resultado
D(a)f(a',a)D(a) = f (a' + a*,a + «) (1.3.19)

valido para funcoes apenas de a e a' expandiveis em série desses operadores. Por
essas relagoes, D(a) é chamado de operador de deslocamento com respeito a a e a'.

1.4 Quadraturas

Definimos as quadraturas conjugadas 0y e Py de um modo j como

1 A A
Qos = 75 (%‘6_29 + a}‘fw) » Poj = Qosn/2); (14.1)

Foi mencionado na primeira secao que os operadores g; e p; estao relacionados as
quadraturas. De fato, pode-se ver que

h
g =/ JQQ:OJ . Py =V hwjPa—o;
J

Da relacao de comutacao [¢;j, pjy] = ihd;; segue imediatamente

, e dessa relacao segue a desigualdade (andloga a desigualdade de Heisenberg para ¢
ep)
(1.4.3)

e

< (Aer)2 >< (Ang)Q > >

Essa desigualdade é fundamental como ponto de partida na descricao dos estados
comprimidos da préxima secao.
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Os autoestados de um operador de quadratura )y; formam uma base para o
modo j assim como os autoestados de ¢; formam uma base para os estados referentes
ao modo j. Matematicamente, isso significa que se estamos considerando apenas o

: . / 4 /
subespaco relativo ao modo 7 e se |q9j> ¢ um autoestado de (Jy; com autovalor gy,

/_ |4 X doy | day; = 1 (1.4.4)

1.4.1 Operadores de quadratura para um modo do campo

Uma representagao pictérica costumeira que se faz de um estado de um modo é
feita com um desenho bidimensional com dois eixos ortogonais, representando Qg e
P,. Repare que pela relacao

Qo+ 1Py = (Qo + iPy)e " (1.4.5)

os eixos correspondentes aos Qg € Py no mesmo plano sao obtidos dos primeiros
girando-os no sentido anti-horario por 6 (comparando as partes real e imagindria de
cada lado de (1.4.5) isso fica claro).

5
o
Fy Fo o
Py
Im(a)
\/i iiiiiii |
Qo \
3 0 QO : QO
Re(a)
V2
Figura 1.1: Rotacao dos eixos segundo
(1.4.5) Figura 1.2: Estado coerente

Considere como exemplo o estado coerente |«) caracterizado pelos valores médios
e variancias

(Qo) = LQ {(a| (ae™™ +a'e?) |a) = L(ae_w +a*e?) (1.4.6a)

v v 1
(BQ0?) = 5 (ol [#((a? — (a")) + ¢ 2"(a? — a?) + (2010 — 2|af’) + 1] o) =
(1.4.6b)

, onde usou-se a relagao de comutagao [a, aq = 1. Nessa representacao, o vetor na

figura tem como componentes os valores médios do eixo usado; no caso da figura
= _ 1 _ 1 . :

1.2, esses valores sdo (Qo) = ﬁRe(a) e (Py) = ﬂlm(a). Ja a largura do circulo
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em uma direcao dada segundo um angulo 6" representa a raiz quadrada da variancia
<(AQ9/)2>. A forma circular reflete portanto o fato de que a variancia nao depende

do angulo ' escolhido.
No capitulo 3 serd necesséria a forma explicita do produto interno {(gs|a); ela pode
ser calculada lembrando que, pela defini¢ao de ||a) em (1.3.6), temos

(@ola) = e~ F (golla)

Usando a hermiticidade de @y e a relagao (1.3.7), teremos

@wwwzwmmwziww%+wﬁﬂmw>

V2 e’
, cuja solucao nos da a funcao de onda normalizada

(gola) = 773 ¢~ 3 +VEmgae =1 fazemaie (1.4.7)

Embora parega até o momento que as quadraturas sejam construgoes meramente
tedricas, elas na verdade podem ser medidas através de um esquema conhecido como
deteccao homodina. A montagem simplificada estd ilustrada na figura 1.3 (para mais
detalhes, ver referéncias dadas em [16], segdo 4.3). A idéia é superpor o feixe do
sistema de interesse descrito pelos operadores a e a! com um outro de referéncia
coerente e intenso e de mesma frequéncia (razdo do nome homodina), comumente
chamado de oscilador local, representado pelos operadores b e bf. Isso é feito através
de um divisor de feixes DF (um espelho semi-refletor aqui considerado ideal com
transmitancia 1/2 e reflectancia 1/2). A superposicao resulta nos campos cujos termos
envolvendo os operadores de aniquilagao sao

1 vt

= \/;a + Z\/;b (1.4.8a)
at 1

cy = Z\/;a + \/;b (1.4.8b)

O calculo foi feito na representaciao de Heisenberg?. A analogia com a situacao
classica, em que as amplitudes complexas do campo satisfazem as mesmas relacoes
(1.4.8), pode ser usada como uma justificativa heuristica. De fato, a correspondéncia
entre a amplitude complexa « e o operador a foi notada no inicio da segao 1.3.

Os fotodetectores D1 e D2 produzem uma corrente mensuravel quando um campo

incide sobre eles, e cuja magnitude é proporcional a, respectivamente, (ver comple-
mento Aj; de [4] e cap. 14 de [15]):

1 1 1
ey = 5(1*& + ébTb + zﬁ(aTb —bla)

1 1 1
chey = §aTa + EbTb - ii(aTb —bla)

2A conta foi feita na representagio de Schroedinger em [16], secdo 4.1.2 .
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1

Dl

Figura 1.3: Esquema para detecgao homodina

A hipdtese de que o campo b é um estado coerente intenso permite-nos aproximar o
operador b =~ |e| e (ver introducio da secdo 1.3), onde o lado direito é um nimero
complexo e # é a fase entre o feixe do oscilador local e o do sistema de interesse, que
pode ser variada, por exemplo, modificando a distancia percorrida pelo feixe b. Se
calcularmos nessa aproximacao a diferenca entre as intensidades medidas em D1 e
D2, chegamos a um observavel proporcional a

t Pl t,i0 oy _ el
coeo — e = = |e| (a'e” — ae =—F5 1.4.9
Jea = cles = S 1el )= (149
Feitas varias medidas para um mesmo 6 escolhido obtém-se a distribuicao de probabi-
lidades associados aos autovalores de Py. Fazendo a mudanga § — 6—m/2 o observavel
a ser medido sera (Qy. Percebe-se assim que a cada escolha de 0 corresponde a medida
de uma quadratura especifica.

1.4.2 Operadores de quadratura multi-modal

O operador campo elétrico, seja de um ou varios modos, pode ser separado na
parte que contém apenas os operadores de aniquilagao e na que contém os operadores
de criagao,

EM) (r,t) = Zejaje_i(“’jt_k'r)ej . EO)(r,t) = [E(Jr)(r,t)]T (1.4.10)
J

B(rt) = EO(r, ) + B (r,t) | o — /10

4V ey
Misturando-o novamente com um campo coerente intenso de apenas um modo de
frequéncia w, supondo que ambos estao polarizados na mesma direcdo por con-
veniéncia (e; = e para todo j), e realizando o mesmo esquema da detec¢ao homodina,
a corrente dos fotodetectores é proporcional a (ignorando agora a dependéncia espa-
cial dos campos que incidem sobre os detectores, ambos a mesma distancia do divisor
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de feixes):
| |< ( ) i(0—wt) E(+)(t)e—i(9—wt))

(O que se fez foi apenas substituir a por E)(t), b por |e|e!®=“" ¢ seus complexos

conjugados em (1.4.9).) A dependéncia temporal é agora importante porque os vérios
modos evoluem com frequéncias distintas. A quantidade acima nos motiva a definir
as quadraturas para um campo com numero arbitrario de modos:

1 ‘ ,
Ey(t) = 7 (B (t)e'?D + B (1)) (1.4.11)

Assim, a medida na detecgao homodina de um campo multi-modal corresponde nova-
mente a medida de alguma quadratura Ejy, como no caso do campo de um modo. Ela
nao se reduz, porém, a quadratura definida para o campo de um modo na subsecao
anterior pela presenca dos termos €;, mas isso nao serd empecilho. Deve-se ressaltar
que a quadratura como definida acima depende explicitamente do tempo, mas para
campos com frequéncias épticas, por exemplo, apenas as frequéncias préximas da
frequéncia w do oscilador local contribuem significativamente na medicao, ja que o
detector computa a média da medida num intervalo de tempo, que sera nula quando
da incidéncia de um campo que oscila rapidamente. A deteccdo homodina portanto
faz com que a medida se dé principalmente em torno da frequéncia w.
Assim como para a quadratura de um modo, a relacao de comutacao

[Es, Eorz) =i ) lesl (1.4.12)
, implica na desigualdade

((AEp)*){(AEgyz) >> Z|gmy len|? (1.4.13)

1.5 Estados comprimidos
1.5.1 Propriedades dos estados comprimidos de um modo

A desigualdade (1.4.3) para as quadraturas conjugadas ndo impoe restri¢oes quanto
a pequenez da variancia de uma determinada quadratura. Estados como os estados
coerentes satisfazem a igualdade na relacao, isso é, o produto da variancia de qualquer
quadratura com sua conjugada possui, para esses estados, o menor valor alcancavel
em vista de (1.4.3). No entanto, a variancia de qualquer quadratura é a mesma
(( (AQ9)2> = 1/2). Os estados comprimidos s@o tais que a varidncia, ao menos
para uma das quadraturas, ¢ inferior a variancia do vacuo ou de algum outro estado
coerente. Naturalmente, devido a igualdade, a quadratura conjugada a essa devera
aumentar de forma a que se continue satisfeita (1.4.3).
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Estados assim podem ser formalmente obtidos atuando sobre um estado qual-

1 (re—i®q? _peidqt2 .
quer o operador S(r,¢) = e (re7at—re®a) o e ¢ reais, chamado operador de

compressao. Pela equacao (1.3.18) vemos que

ST(r, )aS(r, ¢) = cosh(r)a — senh(r)e*a’
St(r,¢)a'S(r, ¢) = cosh(r)a' — senh(r)e *“a

Além disso, S(—r,¢) = [S(r, (b)]_l e St(r,¢) = [S(r, gzﬁ)]_l o que leva a propriedade
geral

St(r,¢)f(a',a)S(r,¢) = f(cosh(r)a' — senh(r)e ®a, cosh(r)a — senh(r)e*®al)
(1.5.1)
valida para funcoes f(a', a) expandiveis em séries dos operadores de criacao e aniquilacao
a' e a.
O operador de compressao com r # 0 reduz ou aumenta a variancia de qualquer
estado em que atua ([15], cap. 21). Trataremos particularmente do estado

7, ¢, ) = D(a)S(r, @) |0) (1.5.2)

, chamado estado comprimido ideal. Para ver que ele possui variancia menor que %
para um intervalo em 6, vamos calcula-la:

1

7 (0] ST(T, ¢)DT(a)(ae’w + aTeiG)D(a)S(r, ®)10) = Re (046”'9)

(1.5.3a)
((AQy)*) = % (01 S'(r,¢) [(a+ a)e ™ + (" + aT)ei‘g}2 S(r, ¢)[0) — <X9>2

(Qo) =

- % [coshQ(r) + senhg(r) — 2cosh(r)senh(r)cos(20 — qﬁ)} (1.5.3b)

Os primeiros momentos <Q9> s6 dependem do deslocamento « e 0s menores e maiores

valores para a variancia correspondem respectivamente aos casos 6 = % ef = % + 3
com r > 0, para os quais ela se torna
2 1 2 1 —2r
( <AQ2) )= é(cosh(r) — senh(r))* = 3¢ (1.5.4a)
2
2 1 1
( (APQ) )= §(cosh(r) + senh(r))? = §€2T (1.5.4Db)
2

Considere a equagao de uma elipse com o semi-eixo menor a fazendo um angulo de %
com o eixo cartesiano x e com semi-eixo maior b:

~

7(0) = a cos(0 — %):% + b sen(f — g)y
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A largura da elipse segundo 6, é 2r3(0) = 2a® cos*(0 — £) + 2b% sen?(§ — £). Se
a = 1 [cosh(r) — senh(r)] e b= 1 [cosh(r) 4+ senh(r)], chegamos & expressao

2r*(0) = = < cosh®(r) + senh?(r) — 2cosh(r)senh(r) [0082(9 B g) — sen’(0 - _)} }

— N =

=3 [cosh®(r) + senh®(r) — 2cosh(r)senh(r)cos(20 — ¢)]

que equivale precisamente a (1.5.3b). A representacao grafica do estado é da forma
da figura 1.3 ; uma elipse centrada em { Re(%), 1 m(\%)) com 0s semi-eixos menor e
maior % e f/—rg inclinados de % em relacao as quadraturas Qg e Fp.

Uma tltima propriedade que deve ser notada é que estados do tipo (1.5.2) formam

a classe dos estados de incerteza minima; estados para os quais a igualdade em (1.4.3)
é obedecida. Os estados coerentes sao uma subclasse dessa, quando se faz r = 0.

Qo

Figura 1.4: Estado comprimido (1.5.2)

1.5.2 FEstados comprimidos multi-modais

Considere agora o seguinte operador, chamado operador de compressao de dois
modos,

Sy (2, ) = o5zl (155)
, com z e ¢ reais. Como na subsecao 1.5.1 pode-se ver que
SZT](Z, ¢)f(a7,7 CLI, a;, GI)SZ](Z, ¢) =
f(cosh(z)a; — ei‘z’senh(z)a; , cosh(z)al — e ¥ senh(z)a;
cosh(z)a; — €®senh(z)a) , cosh(z)a;r- — e “senh(z)a;) (1.5.6)
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e que fazendo i = j e z = r/2 ele se reduz ao operador de compressao de um modo,
para o modo 7. Aplicando-o num campo cujos modos estao todos no estado de vacuo
[1,10);, = [{0}), teremos o estado correspondente

Sii(z,¢) [{0})

Os valores médios das quadraturas para esse estado serao nulos, como no estado de
vacuo, mas a variancia para um determinado 6 é

(Eg) = {O}I (2 9)EjSij(2, ) {O})
=3 Z ({0} lewal” amal, {O})

m##i,j

1 it 2
—<{0}|ST.(2,¢) [gmjew )+ giaie” 0 4 a0 4 i 0] 82, 6) [{0))

B Z |5m| 1 senh (z )+cosh2(2)) (|6i|2 + |5j|2)

m#%]

+ 24| lej] cosh(z)senh(z)Re [e_i[¢_2(9_“’t)]ei(wi+“j)t] (1.5.7)

Na pratica, esse estado é gerado fazendo incidir um feixe intenso de frequéncia 2w
em um meio nao-linear que o acoplara a dois outros modos “laterais” com frequéncias
simetricamente distantes de w,

witA=w=w;—A

, modos cujos estados correspondentes iniciais sao os de vacuo. Esse acoplamento
resulta na geracao simultanea de um par de fétons, um em cada frequéncia lateral. Nos
. , . A\2 A2 _92 . .
experimentos Opticos (;) < 1 (em [17], por exemplo, (;) ~ 107%) . Substituindo
essas frequéncias na expressao acima, vemos que a dependéncia temporal desaparece,
e escolhendo 6 = % + 5 para minimizar a variancia, os dois ultimos termos desta se

tornam,

1 9 9 hvw? — A2

“ (e 1%) cosh(22) — |ei| |e;] senh(22) = h(2z) — VT 2 nh(2

5 (les]” + [e;]7) cosh(22) — |e;| |e;] senh(2z) 16607r3003 (22) T6eor? senh(2z)
ha ha —2z

~ T6e? [cosh(2z) — senh(2z)] = 166071’36

, onde se fez a expansao da raiz quadrada na primeira linha até primeira ordem em
A/w. Temos assim uma variancia menor que a do estado de vacuo (z = 0), e isso
caracteriza um estado comprimido®.

A quadratura medida oscila no tempo segundo (1.4.11) e para que se veja uma
flutuacao menor que a do estado do vacuo, deve-se analisar o seu espectro. A com-
ponente de Fourier associada com a frequéncia A sera apenas a parte da quadratura

ga,e” + 6jaje_29 +¢la; e + £;a T i

3Para mais detalhes sobre como os estados comprimidos de um ou mais modos podem ser gerados,
ver referéncias do cap. 21 de [15].

21



, que ¢é precisamente a parte que tem a flutuacao reduzida. A figura abaixo ilustra o
resultado experimental tirado de [17] de como essa flutuagao varia em funcao da fase
f do oscilador local e como ela pode ser menor que a flutuagao associada ao estado
de vacuo, representada pela linha horizontal. O estado comprimido é do tipo acima,
que envolve acoplamento entre dois modos, e a medida da quadratura é feita com a
deteccao homodina.

VAC
AMP

300 —— 1

T O T,

$Lo

Figura 1.5: Flutuacao do sinal do campo em func¢ao da fase do oscilador local (figura
retirada de [17])

Em [18], essa reducao na flutuacao pode ser observada para uma larga faixa de
frequéncias (~ 3 x 107 Hz). Essa compressio de banda larga do campo é necessdria
para que o tratamento por equac¢ao mestra (ver capitulo 2) seja valido.

1.6 Representacgoes integrais do operador densidade

O operador densidade admite inimeras (na verdade, infinitas) representacoes in-
tegrais*. Trés das mais utilizadas sao casos particulares da seguinte expansao:

p= W_l/W(a, $)T(a, s)d*a : T(a,—s)=m" /D(f7 5)es T Eed?¢
(1.6.1)
Novamente d?a = d(Rea)d(Ima) é o elemento de integracio (o mesmo vale para
d*¢), W(a, s) é uma funcao que caracteriza unicamente o estado [11] e T(«, s) é um
operador definido em termos do operador de deslocamento:

D(a, s) = e®F/2D(q) (1.6.2)

4Operadores em geral admitem representacoes integrais; cada representacio exige no entanto que
certas condigbes sobre a norma desses operadores sejam satisfeitas [11].
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O parametro s admite qualquer valor complexo mas leva as trés expansoes mais co-
muns quando ¢é feito igual a —1, 0 e 1. No primeiro caso, W («a, —1) = (a| p|a), no
segundo temos W(a,0) = W(a) chamada de fun¢ao de Wigner por ter sido intro-
duzida primeiramente por Wigner [19] e no terceiro, W(«, 1) = 7P(«a), onde P(«)
¢ a funcdo P de Glauber-Sudarshan (referéncias originais no cap. 11 de [15]). Os
diferentes valores que podem ser tomados por s sao um artificio que possibilitou os
autores Cahill e Glauber de [11] elucidar propriedades gerais da expansao (1.6.1), mas
para fins praticos assume-se normalmente que s possui um dos trés valores acima’.
Como pl = petr{p} = 1, as fungdes W (a, s) obedecem as seguintes propriedades:

W(a s)" (1.6.3a)
1/W , s) (1.6.3b)

Se s éreal, W (a, s) é real, entao vemos que nesse caso essas fungoes satisfazem duas
propriedades similares as de uma densidade de probabilidade. No entanto, W (a, s)
pode ser negativa e até extremamente singular (isso vale especialmente para a fungao
P(a), que deve ser interpretada de maneira geral como uma fungdo generalizada
ou distribuigao; ver secao 11.8 de [15] e [20]). Por essas razoes, essas fungoes sao
chamadas de distribui¢oes de quasi-probabilidade. Cada uma tem sua utilidade de
acordo com o problema em questao; aqui a discussao se limitara apenas a duas que
serao utilizadas no capitulo 3, sendo que uma delas envolve uma generalizacao da
funcao P, e por isso é chamada funcao de P generalizada.

1.6.1 Funcao P generalizada e a funcao caracteristica

Como colocado em [2], se¢do 6.4, na representagdo P generalizada o operador
densidade se escreve na forma mais geral como

)67
(6*|a)

Onde a’ = (a, 3) e a e 3 sao complexos. Como a base dos estados coerentes é super-

p:/P(a)A(a)d,u(a) , Aa) = (1.6.4)

completa < / la)a| d*a = 7r> , um operador pode ser expandido em termos desses de

maneira nao-unica. A escolha da forma da expansao se da pela escolha da medida
du(a). Se du(a) = 6*(5*)d*ad?3 teremos o caso particular da funcao P de Glauber-
Sudarshan. Na secdo 3.2 a escolha conveniente serd du(a) = §*(a — 3*)d*ad?s.

SEm [16], mostra-se que a expansio (1.6.1) tem sim utilidade pratica para valores de s diferentes
dos trés acima.
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Podemos ver que, usando essa forma para o operador densidade,

XA, A" = tr{pe’\afe”\*“} = /P(oz)tr{e’\“feA*“A(oz)}é2 [ — Ky — (B — Ky)] d*ad?p

= /P(a)e’\ﬁ)‘*o‘52 [ — k1 — (8" — Kp)| d*ad?B = /P(a, af — K]+ /ﬁz)e_)‘*o‘Jr)‘(o‘*_“T*“;)an
_ /Pmm(a’a*)e—A*(a+m)+A(a+m)*d2a . Poo(a,a’) = Pla+ ki, a" + k)

Multiplicando ambos os lados por e (€Tr)=AE+52)" integrando em d?)\ e usando
(1.3.14), chegamos a

P (§€7) = W_Q/X()\, A ) Oerrn) =A0ckR2)” 2 \ (1.6.5)

Na representacgao diagonal (k1 = k2 = 0), a x(A, \*) é a transformada de Fourier
de P(a) e como atribui-se a P(«) o nome de distribuigdo de quasi-probabilidade, x
¢é chamada de funcao caracteristica em analogia com a funcao caracteristica classica,
que é a transformada de Fourier de uma distribuigao de probabilidade verdadeira (ver
[15], secao 1.4.2).

Seguindo a convengao segundo a qual, denotando p = py + ius, temos

9 _l(i_ii) P _l(iﬂ-i)
Po2\0m Ops ’ To2\om Ops

podemos tracar a seguinte correspondéncia
tr{ic* e N atp) = tr{(a’ — M) e} = (y — A) x(A, A7)

onde usou-se (1.3.18). Isso significa que a acdo de a' em p corresponde & agao de
(Ox — A*) em x(\, A*). Podemos repetir o procedimento para ap, de onde obteremos

a’p < (Ox — X)) x(\, \%) pa > (Ox« — A) x(A, AY) (1.6.6a)
ap < —0Or\x (A, A") pa’ — =0 x(\, \) (1.6.6b)

, onde as duas a direita sao apenas o complexo conjugado das relagoes da esquerda.

1.6.2 Funcao de Wigner

Essa fungao foi introduzida originalmente por Wigner [19] como uma fungao
definida no espacgo de fase do sistema, e seria a caracterizacao mais préxima a do
espago de fase para sistemas cldssicos. Ao contrario da fungao P de Glauber-Sudarshan,
ela sempre é uma funcao regular [11].

Se na expansao (1.6.1) fizermos s = 0 teremos, (omitindo de agora em diante o
parametro s)

p= 7r—1/W(a)T(a) dPa , T(a)= w—l/D(A)ea**—a“dQA (1.6.7)
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D()) é o operador de deslocamento com respeito a a e af e T'(a) pode ser identificado
como a sua transformada de Fourier porque, denotando o = a1 +icg € A = A\ +i)g,
temos:

7T_1 /g<>\)€aA*_a*)\ d2)\ — ’/T_l / / g(>\1’ )\2)6—21'(041)\2—042A1)d)\1d)\2

que é uma dupla transformada de Fourier convencional a menos de uma mudanca de
escala em A; e A\y. O operador de deslocamento pode ser escrito como (ver (1.3.13b))

2
D) = e eV, Inserindo dois operadores identidade 7! [ p)p| d?p nos
estados coerentes e usando a propriedade destes de serem autoestados do operador

de aniquilacao a:
/ ] XN ) (o) (o] Py A

—ﬁ—ﬁ—u— U =N v+arF—at A 2 2 2
=n" e 2 povEAR \uXv| d°pd?v d*A

2
Reescrevendo |u) = ||p) e3¢ usando a propriedade dos estados de Bargmann (ver

(1.3.7) (ala® ||} = 5 {allu) = 0, (all ),

2 ui *y A udalt —at
<a| TT \b =7 /// PV =X v4a /\a#((aHm) <I/|b> d2,ud2yd2)\
=7 ///,u e % )% — M —pr VA =N vl — (a||,u> <V|b> d2,ud2yd2)\

la) e |b) s@o estados quaisquer e no ultimo passo realizou-se uma integragao por partes.
Continuando,

2 2
(a| a"T(e) |b) —w‘3/// —BE i (9, o) M NN =t 1) (D) dPpdPy X

Temos assim, integrando por partes,

(ala'p(t)]B) = 7" / W(a) (| a'T(a) b) d*a

-1 / W(a) (%aa + a*) (o] T(e) ) a
_ (4] {ﬂ_l / T(a) (a* _ %aa> W(a) d%z} B)
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Como |a) e |b) sdo arbitrarios, concluimos que a acido de a' no operador densidade
1
corresponde a agao de | o — 580() em W(a). Seguindo um procedimento andlogo

para pa' e tomando os complexos conjugados obtemos as seguintes correspondéncias:

atp o <a* _ %aa) W)  pao (a - %aa*> W(a) (1.6.82)
pal (a* + %aa) Wi(a)  ap« (a + %aa*) Wi(a) (1.6.8b)

Para obter a fungao W(«) a partir de um p conhecido, multiplicaremos ambos
os lados de (1.6.7) por T'(/), tomaremos o trago e usaremos a equagao (1.3.17),
tr{DIND(1)} = 70(A + po):

tr{pT(e)} = / PaW (o) {M / / d?Ad%eaA*a*Ha’v*a/*%r{pmp(u)}}
= / W(a)d*a {w* / e<a—a/>k*—<a—a’>“d2A} = / W(a)d?*(a — o' )d*a

Ou seja,
tr{pT(a)} = W(a) (1.6.9)
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Apéndice I: Relagoes BCH

A primeira das relacoes que serd provada é

A A2
X = X + T G, X] + o GG, X]] +...
\ n comujadores

Para isso, definimos
F(t) — eAGtXe—)\Gt
e a expandimos em t = 0:

1 d'F
F(t) = *

Tk atk
k

t=0
Temos, por exemplo,

% = MGF(t) — F(t)G) = A[G, F(t)]

d*F  ddF dF  dF dF
—=——=AG— - —G | =)\|G,—| =\[G,[G,F(t
Az dt dt ( At dt ) [’dt] G 16, F
e assim por diante. Fazendo ¢t = 1 em (I1.2) chegamos a (I.1).
A outra relagao que usamos no capitulo é

1
o~ 3ABlALB _ A+B

,onde [A, [A, B]] = [B, A, B]] = 0. Definimos primeiramente,

U(t) = eA+B
, que satisfaz
aUu
— =(A+B)U(t
= (A4 BU()

4t 3 esquerda e defino

V(t) = e MU(t)

Multiplico os dois lados por e~

, chegando a
av.

pr e MBU(t) = e M Bete MU (t) = e " BeMV (1)

(1.6)

Utilizando a relacao (I.1) provada acima e a hipdtese sobre os comutadores de A e B,

o lado direito se torna
(B —[AB]t) V()
e a solucao para a equacao diferencial é

e—AtU(t) _ eBt—%[A,B}F

(L7)

, onde usou-se que V(0) = 1, conforme a definicdo de V e U. Fazendo t = 1 e

lembrando que B comuta com [A, B], chegamos a (1.3).
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2 EQUACAO MESTRA

Se um sistema A interage com outro R que possui um numero muito maior de
graus de liberdade, ao qual me refiro como reservatorio, normalmente a evolucao
exata do sistema A+ R nao pode ser obtida (uma excecao estd detalhada em [3], cap.
11). No entanto, partindo da equagao diferencial para A + R, podemos deduzir a
dinamica do sistema A apenas, desconsiderando parte da informacao que concerne R.
Satisfeitas certas condicoes essa dinamica é dada apenas em funcao dos operadores de
A e a equacao que a descreve na representacao de Schroedinger chamamos equagdo
mestra. A separacao em sistemas A e R pode ser apenas matematica, no sentido que
podem representar apenas graus de liberdade diferentes de um mesmo sistema fisico.
Na presente dissertagdo no entanto, A e R serao sim sistemas fisicos distintos.

Esse tipo de equacao fornece muita informacao sobre o sistema de interesse, mas
ela dd a evolugao na representacdo de Schroedinger e médias do tipo (Qa(£)Q4(t'))
ou generalizacoes dessa pedem a representagao de Heisenberg, exceto para casos onde
o teorema da regressdo quantica valem (ver apéndice II). Nesse e no préximo capitulo
exploraremos as informacoes que podem ser obtidas sem a necessidade do uso da
representagao de Heisenberg, que é estudada com certa profundidade em [2].

O importante para que a evolucao seja dada por uma equacao mestra é que haja
trés escalas de tempo

Te < At < TR

T. da a ordem do tempo em que os operadores do reservatorio flutuam rapidamente. Se
nesse tempo a influéncia de R sobre A for pequena, seu efeito em A em um tempo At
que compreende varios 7. é bem descrito pela média das perturbagoes causadas nesse
intervalo. No entanto, o efeito acumulado do reservatério sobre o sistema de interesse
termina por alterd-lo de forma signigicativa e Tk dd a ordem do tempo necessario
para que essas alteragoes acontegam. A equagao mestra descreve a evolugao na escala
de tempo At (a condigao sobre as escalas se encontra demonstrada rigorosamente em
[21] no caso em que o acoplamento entre A e R é fraco).

Um campo eletromagnético de fato possui infinitos graus de liberdade, associados
aos seus infinitos modos, e pode entao ser associado a R. Se o sistema de interesse
A for um atomo ou molécula, as condicoes para a dinamica via equacao mestra serao
satisfeitas se a largura do espectro do campo for grande o suficiente e se ele for
pouco intenso o suficiente!. Dessa forma a prescricio das trés escalas de tempo é

'Essas condicoes valem se o campo em questdo nao estiver no estado de vécuo, para o qual a
ordem de 7, deve ser calculada de outra forma, como em [8].
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satifeita e com isso é automaticamente aceitavel admitir as outras aproximagoes: R
essencialmente nao é afetado pela interacao com A na escala de At, razao pela qual
ele é chamado de reservatério, e o tratamento por teoria perturbativa até segunda
ordem é suficientemente preciso.

Pela deducgao veremos as condicoes sobre os operadores de R a serem satisfeitas
para que se chegue na equagao mestra e podemos a partir de entao deixar de lado
a especificacao da natureza do reservatoério, ou a que ele corresponde fisicamente,
avaliando de maneira mais abstrata a dinamica de um sistema que nao um atomo ou
molécula, mas ainda regida pela mesma equagao mestra.

2.1 Deducao e dominio de validade
O Hamiltoniano que usaremos é

H=Hy+V ,onde Hy=Hj,+ Hg (2.1.1)
Hy=hwdla , Hp=Y hybly; , V=h)_ gab;+gabl
- .

J

Ele é usado normalmente para modelar efeitos de dissipacao na energia de A. Por
dissipacao entenda-se que a energia cedida ou recebida por A nao retorna. A origem
dessa irreversibilidade estd no acoplamento com um nimero infinito de graus de liber-
dade do reservatorio [3], representado por um niimero infinito de termos na soma de
V.

O modelo acima descreve por exemplo um modo do campo (o sistema .4 represen-
tado pelos operadores a e a') interagindo com um conjunto de atomos (reservatorio
R representado por {b;, bj}) que formariam a parede de uma cavidade ou os sensores
de um detector. Embora representar esses atomos por osciladores harmonicos pareca
artificial, Glauber mostra em [3] que essa associacao é boa; o conjunto de osciladores
harmonicos representaria certos modos que determinam a agao coletiva de todos os
atomos (isso é, um operador b; ndo estaria representando um atomo mas um modo
de excitacao especifico de todos os dtomos). Outro exemplo é o mecanismo pre-
ponderante de dissipacao em cavidades 6ticas: o espalhamento. Nesse caso o modo
de interesse representado por a e a' estaria acoplado a modos externos do campo
{b;, b;} A geometria desse tipo de cavidade pode ser aberta e nesse caso o campo
interno poderia se perder por difracao, e ha também que se considerar que as paredes
que a delimitam nao refletem com eficiéncia absoluta, e parte do campo poderia ser
transmitida através delas.

Veremos na deducao que segue que a equacao mestra depende também do es-
tado de R e por considerarmos que o reservatorio possui flutuacoes reduzidas nao
é claro que ele estar representando fisicamente um conjunto de atomos tem algo de
razoavel em termos praticos. Algumas propostas foram feitas por Tombesi e Vitali
[5] em relagao a realizar um esquema em que a evolu¢do de um modo do campo é
dada pela equacao mestra a ser deduzida. Elas no entanto, reproduzem algumas das
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propriedades desejadas mas nao levam a uma mesma equagao mestra. Vamos aqui
nos ater as propriedades matematicas da dinamica e deixar de lado a questao de
como realizar na pratica um esquema que leve a equacao que estudaremos; apenas
na ultima secao veremos que um modelo andlogo ao acima descreve uma situagao
implementavel (pelo menos em principio).

2.1.1 Deducao

Para deduzir a equagao mestra partimos da evolugao do operador densidade pr

de A+ R,
Lo (t) =~ [H, pr(t)]
at’™" TR T
Na representacao de interacao,

d 1o pr(t) =e T pre i
- t — t ~ Hnt CHnt 212
Zpr(t) = — [V.pn(t)] {ww:%mvwg (2.1.2)

Usando a identidade (1.3.18), podemos calcular V (t) explicitamente, obtendo

V(t) = hz g alh; 4 g;e_i(”_”j)tab}
J

=h[a F(t)+aFi(t)] , F(t)=)_ gie® ), (2.1.3)
J
Porém, antes de substituir (2.1.3) em (2.1.2), integro essa ultima de t a t + At:

t+At
pr(t+ At) = pr(t) + %/t [f/(z&’), ﬁT(t’)} dt’ (2.1.4)

Podemos substituir a expressao de pr no integrando a direita:
1 t+At N
prit+ 80 = prlt) = 5 [ at [V1e).pr(0)
t

4 (%)2[+At dt’ /tt/ dt" [f/(t’), [f/(t”),ﬁT(t")” (2.1.5)

, uma relagao integral exata para a evolucao de pr(t). Substituir ¢ por ¢ no argumento
de pr do segundo integrando equivale a fazer uso da teoria perturbativa dependente
do tempo [9] até segunda ordem em V, e é o que se faz aqui, deixando a questio do
dominio de validade dessa aproximacao para uma subsecao adiante. Como o que nos
interessa é a dinamica de A, podemos tomar a média dos operadores relacionados ao
reservatorio, o que equivale a tomar o trago nas variaveis de R, denotando a operacao
por trg. Defino o operador

pt) = trr{pr(t)} (2.1.6)
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A média de qualquer observavel 4 do sistema A é dada por

(Qay = tr{prQa} = tr{pr(t)Qa} = tra{Qa tra{pr(t)}} = tra{p(t)Qa}

onde try é o traco sobre as varidveis de A. Usamos a propriedade de invariancia
. Hpt

do traco por permutacio ciclica e definimos Q4 = €' % Q Ae"‘%, o observavel na
nova representacao. Como ()4 nao depende das variaveis de R, ele comuta com Hpg e
portanto Q4 também independe das varigveis de R, saindo inalterado pela operacio
tT’R.

Pela equacao acima, vé-se que todas as informacoes de interesse concernentes a
A sao providas por p(t), que é o operador densidade reduzido na representacao de
intera¢ao (em particular, a probabilidade de que a medida de um observavel M de
A retorne o valor m’ é dada pela média tra{|m'}m’| p}). Assim, tomo o trago das
variaveis de R na equagao (2.1.5) e uso a teoria perturbativa descrita acima, obtendo:

~ 1 t+At/ VAN 12 H—At/ g " YU VAN
Ap(t) = — /t dt'trp{ [V(t ), pT(t)] }+<ﬁi) /t dt /t dt"tr ] [V(t ), [wt ), pT(t)”}
(2.1.7)
, onde Ap(t) = p(t + At) — p(t).
Vamos agora fazer duas hip6teses fundamentais (que levam aos mesmos resultados
rigorosamente demonstrados em [21]):

e O acoplamento entre A e R é fraco de tal maneira que o estado do reservatério
nao muda com o tempo na representacao de interacao.

e Se os sistemas A e R comecaram a interagir antes de ¢, o termo V' do Hamilto-
niano terd gerado uma correlacao entre eles e podemos escrever

pr(t) = tra{pr(t)} @ tre{pr(t)} + Peorre(t) (2.1.8)

No entanto, como serd demonstrado adiante, a influéncia do termo peoprer(t)
na evolucao de p(t) ao longo de um tempo At > 7. é pequena e sob as mes-
mas condi¢oes que nos permitem fazer as outras aproximacoes, ele pode ser
desprezado. Assim,

pr(t) = p(t) ® prlt) . pr(t) = tralpr(t))

Assim como para o sistema A, a média de um operador Qg de R na rep. de
interagao é dada por <QR>R — trp{prQr(t)}, entdo pela equacio (2.1.3) e usando
as aproximagao acima, pode-se ver que em (2.1.7) aparecerao termos como <F (' )> R
e <F(t’)F(t”)>R = trr{prF (t)F(t")} no primeiro e segundo integrandos, respectiva-
mente, cujos valores dependem das propriedades do reservatério.

Consideraremos aqui R num estado de vacuo comprimido como o de [18], com
compressao em uma larga faixa de frequéncias (larga em relagao a faixa de frequéncias
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que interagem significativamente com A) em torno da frequéncia w do sistema. Os
termos que aparecem nas médias de F' sao, assim,

(b;) =0 (2.1.9a)
A ZHAD (plpy = 5, BT, (2.1.9b)

,onde 7 = t' — 1" e escrevi v; = w + A; sem perda de generalidade. Os termos

restantes que aparecem nas médias em [ sao obtidos a partir desses tomando o

complexo conjugado na primeira e terceira linhas e usando [bj, bj] = 1 na segunda.
Os 1 sao reais e representam o nimero médio de fé6tons do modo j. Deve-se ressaltar
que R nao pode ser interpretado como um reservatério térmico e que os 7; nao estao
portanto relacionados com uma temperatura e sim, da mesma forma que os J;, apenas
com outros parametros referentes ao processo de geracao desse estado. Em geral, os
J; sao complexos.

Pela primeira linha de (2.1.9), vemos que a primeira integral de (2.1.7) é nula.
Além disso, vé-se que as médias dependem apenas da diferenca de tempo 7. Mu-
dando a varidvel de t” para 7 no segundo integrando de (2.1.7) temos o intervalo de

integracao:
t+AL ¢ At t+AL
/ dt’/ dt" —>/ dT/ dt’ (2.1.10)
t t 0 t+r

Se considerarmos a hipdtese mencionada na introducao de que 7 < At, onde 7¢
é tal que
(F(t)F(t+0)),~0 se §>1¢ (2.1.11)

, 0 segundo integrando da expressao se anula rapidamente para 7 > 7., 0 que nos
possibilita, considerando At > 7., extender o intervalo superior de integracao de 7
para +o00 e o inferior da integracao em t’ para t, acrescentando um erro negligenciavel.

Fazendo essa mudanca e substituindo a forma explicita (2.1.3) de V(t) na ex-
pressao (2.1.7) para Ap(t):

Ap(t) =

0 t+At
- /0 dT/t dt’ {<F(7’)F(O)>R(aTaTﬁ(t) —a'p(t)a’) + <FT(7’)FT(O)>R(aaﬁ(t) —ap(t)a)
+<F(T)FT(O)>R(aTaﬁ(t) —ap(t)a’) + <FT(T)F(O)>R(aaTﬁ(t) —d'p(t)a) + cc.} (2.1.12)

Usando (2.1.9) podemos calcular as médias nas varidveis de R:

(FY(T)F(0)), = Z lg|*7je T (F(T)F(0)) = Y (957 Jze "7

J

(FRF0) =3l (1 + )07 (FUOF0), = D () e

J
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Como ultima hipdtese vamos considerar que o reservatorio nao apenas possui
infinitos graus de liberdade, como eles formam um continuo. O somatério nos modos
j do campo se torna uma integral na varidvel continua v’. Por exemplo,

(FY(T)F(0)), = / g *n()e 0T dv/
Fazendo a integral desse termo na varidvel 7, temos?:
/dz/’ g () {/ —ilw—)r dT} = 7r/ 19 r()s(w—r") dv = 7 |g(w)|* A(w)
0
Definindo v = 2 |g(w)|*, N = ni(w) e M = ‘J(L))Q (w), temos entao:

= 02
/Ooo (F'(1)F(0)), dr = / (F(r) _ %M
/Ooo <F(T)FT(0)> dr = =(N+1) / (F'(r )FT(O»R dr — %M*

0

wu N |2
=

O motivo da escolha de v ficard claro na se¢ao 2.2. A equagao (2.1.12) fica entédo

Ag—(tt) = —2 {(N + )(a'ap(t) - ap(t)a’) + N(aa' 5(t) - a'p(t)a)

+M(a'ap(t) — a'p(t)a’) + M*(aap(t) — ap(t)a) + c.c.} (2.1.13)

Essa equacdo nos dé a variacdo de p(t) em um intervalo de tempo At > 7.. De
fato,

Ap(t) _ plt+AH—pt) _ L /A 9B
At At At dt’

22 ¢ simplesmente a média de %?(t) em um intervalo A¢. Se sua evolugao

for acompanhada segundo a escala de tempo dada por At, o que significa que o sistema
nao é observado entre dois intervalos de tempo infinitesimalmente separados, mas
ainda muito menor que a ordem do tempo Tk em que ocorrem mudancas significativas,
Ap(t) _ dp ~ < . .
podemos escrever =5~ = 7 e tratar a equacao (2.1.13) como uma equacao diferencial.
Essa é a equagao mestra para p(t) e, subentendida a dependéncia em ¢ de p, se escreve:
45
d_f = %(N + 1){2aﬁcfr —a'ap — ﬁaTa} + %N{Qa*ﬁa —aa'p — ﬁaaT}
— %M{Qcﬁﬁcﬁ —ala’p— ﬁaTaT} - %M*{Qaﬁa — aap — paa} (2.1.14)

2A integral entre colchetes na verdade é fooo e M=) Tdr = wi(w — V') — iP = onde P denota
o valor principal de Cauchy (ver [15], pdg. 96). Esse segundo termo d& orlgem a um desvio na
frequéncia de oscilacdo livre do sistema A e foi desprezado por néo ser importante nas consideragoes
que seguem.
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| M| obedece a uma restrigdo. Para ver isso, primeiro notemos que para r e 6 reais,
e qualquer |n) da base dos autoestados de b'b,

n|  re 9(w) AC T e 9(w) 9" (W) ;
ol (e ) (e o) m =

T , x
Como a base dos |n) é completa, (re’e )y 4 (:)| bT> (T@ZGMb + Ll bT> > 0.

lg@)1” T g(w) g@I” T gl ) =
Agora
0 9@ g @) N 9(w) g'(@) 3
(reraioer + |g<w>|b( ) (o + @)
2 *2(w) —i0 (312 (W) 900
= r2(b(w)b(w b 0 (pt e (b (w
)t U )t [T 00+ L2,
=N+ + 147 [ M +e’M]
O menor valor do termo entre colchetes se d4 fazendo 6 tal que e M +c.c. = —2|M|.

Assim ficamos com
N1+7r*)+1-2|M|r>0

A expressao a esquerda tem o valor minimo em r = |M| /N, com o qual chegamos a
|IM| <+/N(N+1) (2.1.15)

2.1.2 Mesma dinamica para outros sistemas fisicos

Vemos pelas fungoes de correlagao antes de (2.1.13) e por toda a deducao que a
natureza do sistema R nao ¢é relevante no que diz respeito a chegar a equacao mestra
da forma (2.1.14). Se supusermos que o Hamiltoniano do sistema A4 + R seja

H=hwa'a+h(a'K +aK") + Hp
, chegaremos a mesma equacao mestra se

(KT(t)K(t'),, =Nt —t') (K()K'(t)) ., =v(N+1)é(t —t') (2.1.16a)
(K®)K()), =yMe 5t —t') (K'(t)K'(t)), =yM* et —t') (2.1.16b)

, onde K (t) é o operador K na representagao de interagdo. Nesse caso, o sistema A
poderia representar por exemplo um modo de campo eletromagnético de frequéncia
w. Na secao 2.2 tomaremos como esse o caso para que haja algum sentido considerar
o resultado da detecgao homodina aplicada em A.

Se fizermos M = 0, N passa a ser interpretado como o nimero médio de excitagoes
de um reservatoério térmico e chegamos a equagao mestra que na pratica descreve um
sistema que perde ou adquire energia exponencialmente no tempo (ver 2.2).
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2.1.3 Discussao das aproximacoes

Tomemos a expressao (2.1.12). Sabemos que para o caso de interesse a integral com
os primeiros momentos (F'(¢')) » ¢ nula e que a outra envolve as médias (F(T)F(0)) R
integradas em uma faixa de intervalo da ordem de 7,.. O termo da ordem de h2<F 2> R
caracteriza o quadrado da forca do acoplamento entre A e R e serd denotado por
v? (se R for um campo, v* ~ ( |E ? ) R°, a intensidade do campo multiplicada pelo
quadrado do elemento da matriz de dipolo atomica referente a transi¢ao envolvida).

Temos As )
p VT,

O termo que multiplica p a direita é da ordem do inverso do tempo Tg de evolucao

de A:

1 v,
— o~ " 2.1.18
7~ e (2.1.18)
Para que 7, < Tg, devemos ter portanto
U;C <1 (2.1.19)

Essa condicao expressa o fato de que o acoplamento entre A e R, caracterizado
pela frequéncia v/h , tem pouca influéncia ao longo do tempo de correla¢ao 7.. Se
o reservatério representa um campo 7. ~ (Aw)~! (ver [15], secio 4.3.3 e o teorema
de Wiener-Khintchine na segdo 2.4.1), onde Aw dé a largura do seu espectro e a
condigao (2.1.19) impoe as condigdes de que Aw deve ser suficientemente grande e o
acoplamento v suficientemente pequeno (esse depende diretamente da intensidade do
campo de acordo com v < |E\2 > ) bara que ele seja tratével via equagdo mestra.

Se usassemos a expansao perturbativa até ordens maiores, teriamos outras con-
tribuigdes na evolugao de p(t). O termo de terceira ordem, por exemplo, envolveria
termos da ordem de v? integrados no tempo em um volume da ordem de 72At, porque
os integrandos sé contribuem para tempos t,ty e t3 proximos entre si (na faixa de
T.). Assim a contribui¢ao do termo de terceira ordem na expansao perturbativa seria

3 2
V7 5 VT T, 1 vr,

BT m hn Ty h

(2.1.20)

, que é da ordem de v7./h vezes a contribui¢ao do termo de segunda ordem. Segundo
(2.1.19), ela é pequena e como os termos de ordens maiores contribuem ainda menos,
a expansao até segunda ordem ¢é justificada.

Outra aproximagao usada na dedugao da equagao mestra foi desprezar peoprer(t)
em (2.1.8). Com isso, pudemos usar que trr{pr(t)aF} = p(t)atrr{pr(t)FT} =0 e
0 mesmo para o seu complexo conjugado, eliminando o primeiro termo de (2.1.12).
O termo trR{ﬁcowel(t)f/} no entanto nao é nulo e contribui para Ap(t). A correlagao
entre A e R é gerada pelo acoplamento entre eles dado por V(t), que se assume ter

AK(:) resulta portanto da

comecado em t; — —oo, e a influéncia que ela tem em
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interagao anterior a ¢ (que cria a correlagao existente em t) e a interagao no intervalo
[t,t + At] (que produz uma variacdo em p(t) ao longo do tempo At). A ordem de
magnitude dessa contribuicio em segunda ordem no V aparece portanto na primeira
integral de (2.1.7) e é

t+At
h?At/ dt/ dt' (V" V(1)) .p (2.1.21)

<V (1% t’ > » se anula rapidamente para tempos ' — " > 7. e por isso os dois
1ntervalos de integragao se estendem a até uma diferenca de 7. de ¢, ou seja

t t+At t t+7c
/ dt” / dt’ ~ / dt” / dt’
—00 t t—7c t

e com isso ficamos com a ordem de grandeza da contribuicao desprezada:

vz et 1T (2.1.22)
R2At B2 At Tp At o
A contribui¢ao é entao menor que a do termo relevante por um fator %=, que por

construgao é assumido muito pequeno. Como se vé em (2.1.22), a correlagao existente
entre A e R em ¢ s6 afeta p de modo significativo no intervalo de tempo [t,t + 7.].

E importante ressaltar que como a taxa de variacao dos elementos de matriz de
p(t) é dada por um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem (que os acopla
segundo (2.1.14)) com coeficientes constantes, a expressao para %? vale em qualquer
t, o que nos permite predizer o comportamento de A para tempos muito maiores até
do que Tk.

2.2 Propriedades da evolugao para estados gerais

Primeiramente observo que a solugao assintética da equagdo mestra (2.1.14) pode
ser obtida fazendo % = 0, mas como a essa solucao independe da condicao inicial
p(0), ela pode ser obtida mais facilmente a partir de uma das solugoes especificas do
préximo capitulo fazendo ¢ — oo.

Iremos aqui calcular algumas médias que nao dependem de p(0). Para fazer isso,
deve-se lembrar que a equagdo mestra na forma (2.1.14) estd na representagao de
interacao. A conexao entre os operadores densidade na representacao de Schroedinger
p e na de interagao p ¢ dada por

iHat  iH gt

p:e_ hope h

, de onde segue que
ap _Zw |: da :| + 'LHhAt @ezHAt
dt P dt
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Multiplicando dos dois lado a esquerda o operador ) de A cuja média se deseja obter
e tomando o traco, ficamos com:

% = —iw( [Q,a'd] )

+ 2 (N + 1){2(a'Qa) — (Qa'a) — (aaQ)} + SN {2(aQa") - (Qaa’) — (aa'Q)}
— SMe{2(alQat) — (Qa'a") — (ala'Q)} — 2M"e**{2(aQa) — (Qaa) — (aaQ)}
(2.2.1)
2.2.1 Meédia no nuimero de excitagcoes
Substituindo @ — a'a em (2.2.1) e usando [a,a'] = 1, temos
@ = —v({n) = N) (2.2.2)

Podemos ver dessa equagao a interpretacao fisica de «y e justificar dai a forma especifica
com que ele foi definido. Ele é o termo linear de dissipacao, e da a taxa com que o
sistema, A perde suas excitacoes iniciais e adquire as do reservatério R. A solucao
para (2.2.2) é

(n)(t) = (n)(0)e "+ N(1—e ) (2.2.3)

Igualando o lado esquerdo de (2.2.2) a zero ou tomando ¢ — oo do lado direito de
(2.2.3) obtemos a solugao assintética e estacionaria <n>es . = N. Se oreservatorio fosse
térmico, isso significaria que A assintoticamente se aproximaria do equilibrio térmico
a temperatura de R, como esperado. No nosso caso, nao ha uma interpretagao em
termos de temperatura mas vemos simplesmente que o nimero médio de excitagoes de
A se iguala ao de R, desaparecendo qualquer referéncia ao estado inicial do sistema
de interesse.
Podemos calcular o valor médio de outros operadores:

(a0) = (a0 GH) (a)t) = (@) (O)e O 1 Mot (1 = e
(2.2.4a)
(a)(0) = (YOG (a)e) = (@) O 1 darer (1= )
(2.2.4b)

2.2.2 Variancias das quadraturas

O operador de quadratura na representacao de interacao é

Qo = % (ae™™ + a'e”) (2.2.5)

Q9 nao tem evolucao temporal se considerarmos que a frequéncia do oscilador
local (ver se¢ao 1.4) é w, a mesma de A, e foi o que fizemos aqui. Para efetuar a
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deteccao homodina no sistema A, ele deve representar fisicamente um modo de campo
eletromagnético; ao reservatério, nesse caso, nao atribuimos um sentido fisico.

A evolucdo de (Qg) = tra{pQs} pode ser determinada pelas evolugdes j& calcu-
ladas de <a> e <aT> fazendo w = 0:

(@) = == ()O3 + (al) 0)c73+7) (2.2.6)

Essa média simplesmente tende a zero assintoticamente. A variancia, no entanto, re-
vela propriedades mais interessantes, e pode ser calculada também usando as evolugoes
da subsecao anterior (2.2.3) e (2.2.4):

((8Q0)%) = 5 {7 [ona(0)e™ = M (1= )] 4 o0 (007 = " (1= )]

+1+2 [(a'a)(0) — (a")(0)(a)(0)] e + 2N (1 —e ")} (2.2.7)

2 2 . s A
,onde 0,4, = <CLT2> — <aT> € Ogq = <a2> — <a> . No limite assintotico, as referéncias
aos valores iniciais desaparecem e ficamos com

((AQy)*),,, =N — Re(e™" M) + % (2.2.8)

Como dito na secao 1.5, um estado comprimido possui variancia em alguma
quadratura menor que 1/2. A quadratura de menor variancia é dada pelo 6 tal
que Re(e=%% M) = |M]|. Nesse caso ficamos com

(AQo)?),, = 5 — (1M~ N) (2.2.9)

A condicao a ser satisfeita para que o estado assintético de A seja comprimido é

portanto
N < |M|< /NN +1) (2.2.10)

Pelo principio da incerteza, sabemos que a variancia da quadratura conjugada au-
menta, mas o produto entre elas ndo necessariamente dd o valor minimo de 1/4:

(AQ02) (AP, = 7+ [NV + 1) = [MP]

e o termo entre colchetes ¢ no minimo zero, correspondendo a incerteza minima.

2.3 Sistemas de dois niveis e constantes de decaimento

Se o sistema 4 nao possuir niveis de energia igualmente espacados, é possivel
que apenas a transigao referente a dois estados (aos quais chamarei de |a) e |b) com
E, < E,) possa ocorrer durante a interagao em uma dada circunstancia. No caso
de A representar um atomo interagindo com um campo (o R) isso é plausivel se o
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acoplamento entre eles é predominante numa faixa de frequéncias que se aproxima da
frequéncia de transi¢ao w = (Ej, — E,)/h e de nenhuma outra. Nesse caso é razoavel
tratar A como um sistema de dois niveis.

Alguns graus de liberdade de sistemas encontrados normalmente na natureza pos-
suem de fato apenas dois estados possiveis, por exemplo, a polarizagao de um modo
do campo e o spin de uma particula de spin 1/2. Originalmente, porém, Jaynes e
Cummings [22] consideraram a interacao de uma molécula com apenas dois niveis
com um modo do campo porque esse era um modelo nao-trivial cuja evolugcao po-
dia ser obtida analiticamente. Mostrou-se que ele previa efeitos interessantes [23] e
pouco depois ele deixou de ser uma idealizacao e foi experimentalmente realizado [24],
fazendo confirmadas as previsoes tedricas.

Vamos considerar aqui que um sistema de dois niveis representando um atomo ou
molécula que estd acoplado com infinitos modos de um campo. O Hamiltoniano para
esse modelo é

= Shwo, + 3 hublb;

=32, 9;0:b; + glo_bl
;onde o, = |[b)b| — |a)a| , oy = |b)Xa| , o = |a)b]

H
H=Hy+V ,{Vo (2.3.1)

A energia livre de A foi definida de forma que o zero estd situado a mesma distancia
das duas energias F, e E, (E, — %hw =0=FE, + %hw e b, — E, = hw). As relagoes
de comutagao entre o,, 0, e 0_ sao

[0,,0.1] =20, l0,,0_] = —20_

, de onde obtemos os operadores na representacao de interacao

hw _ ihw .
e’L ) "Ztaie 175 ot — eizwto_i
, onde foi usada novamente a identidade (1.3.18). Podemos ver entdo que a equagao
mestra terd a mesma forma da deduzida anteriormente mas com as substitui¢oes

al — oy , a— o_

2
A fase de M = %J (w) estd relacionada com a fase do campo que incide
no atomo, que assumimos poder ser manipulada; escolhemo-na entao de forma que
M = M*. Usando 0,0, = 0_o_ = 0 a equagao mestra para um sistema de dois

niveis se reduz a

dp v . _ gl _ .
i E(N + 1){20_p0+ —0,0_p— pa+a_} + EN{QO'_;,_,OO'_ —0_04p— p0_0+}
—yM{ospoy +o_po_} (2.3.2)
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2.3.1 Fwvolucao do sistema
Definindo os operadores S; = o e ! e S_ = g_e™! que nao evoluem na rep. de
interacao, podemos obter a equacao para os elementos de matriz nao-diagonais de p,

(al p(t) [b) = tr{p(t)Ss} e (bl A(t) la) = tr{p(t)S-}

% = —y (N + %) (S1)y —yM({S_) (2.3.3a)
d<5t‘> = —y (N + %) (S_)y —yM(S.) (2.3.3b)
assim como para S, = 0.,
d<CZZ> =—y (2N +1)(S.) —~ (2.3.4)
, onde se usou que [b)(b| = 3 (0. +1). Em termos dos operadores
Sy =(Sy+5-) : Sy =—i(Sy—52) (2.3.5)
as solugoes de (2.3.3) se tornam
(S:)(0) = (8.)(0)e =y (Mg ) @3
(S,)(0) = (8,)(0) = (N g -] @aon
(S.)(t) = (S.)(0)e =" — 2N1+ : (1—e™") | 1n=7v2N+1) (2.3.6¢)

Para compressao maxima M = \/N(N + 1) e N > 1, ficamos com

1

1 gl
%:7(2N+§> : %Zg(l—ﬁ) , =70@N+1) (2.3.7)

, 0 que significa que <Sx> e <SZ> se aproximam dos seus valores estacionarios 0 e
—1/(2N + 1) numa escala de tempo muito mais rédpida do que <Sy>. Fisicamente,
<SZ> representa a probabilidade do sistema, em uma medicao, ser encontrado no
estado excitado |a) menos a probabilidade de ser encontrado no estado |[b). No estado
estacionario ele portanto deve ser encontrado com mais facilidade no estado nao-
excitado.

Para interpretar <Sm> e <Sy>, comecamos por lembrar que como o operador de
dipolo elétrico s6 possui termos nao-diagonais, ele pode ser escrito como

d =y (Ja}b| € + [b)al €)= dup (S + S_e7)
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na representacao de interagao. Seu valor médio evolui segundo

(d) =tr{p d} =dg [(S:) (t)cos(wt) — (S,)(t)sen(wt)] (2.3.8)

As médias <Sm> e <Sy> aparecem entao como as amplitudes das componentes de <d>
que giram com uma defasagem de 7 entre si.

Note que as equagoes (2.3.6) determinam completamente o estado do sistema de
dois niveis porque ele pode ser escrito genericamente como

p= % [1a+ (S2)Se + (S,)Sy + (S.)8.] (2.3.9)

, onde I; é a matriz identidade.

2.3.2 Espectro da fluorescéncia de ressondncia

Estamos considerando nessa secao que um campo com flutuagoes reduzidas em
uma larga faixa de frequéncias em torno da frequéncia de ressonancia do atomo incide
sobre ele. Sabe-se que um dos efeitos da incidéncia de um campo ressonante sobre
o atomo é fazer com que ele reemita um campo, chamado campo de fluorescéncia.
Veremos aqui que o espectro desse campo reemitido possui caracteristicas tunicas
ligadas a compressao do campo incidente.

De acordo com a teoria de fluorescéncia de ressonancia desenvolvida em 1976 por
Kimble e Mandel (que esta citada e reproduzida quase integralmente em [15], se¢ao
15.5,6), a fungdo de autocorrelacdo I'(7) = (E()(t+7) - E(Y(t)) do campo reemitido
pelo d4tomo (considerado um sistema de dois niveis) é proporcional a

e (S, (t+T)S_(1))

para um campo E medido a uma distancia grande do dtomo emissor.
Pelo teorema de Wiener-Khintchine ([15], segao 2.4.1), o espectro de um campo
S(v) é dado pela transformada de Fourier de I'(7):

T or

S(v) ! /OO L(7)e™"dr (2.3.10)

— 00

, ou seja, ele sera proporcional a transformada de Fourier de e‘i“”<5+(t +7)S_ (t)>
Primeiro, note que usando as defini¢oes (2.3.5) para S, e Sy, temos

1
(Sp(t+71)S_(t)) =7 [(Su(t +7)Sa(t)) + (Sy(t +7)Sy (1))
—i{Su(t +7)Sy(t)) +i(S,(t + 7)5:(t))] (2.3.11)
Vamos considerar que o campo estd interagindo com o atomo a tempo suficiente

para que o processo seja considerado estacionério, de forma que I'(7) nao dependa de
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t. Pelo teorema da regressao quantico (ver apéndice II), podemos utilizar as solugoes
ja encontradas (2.3.6) para o cdlculo dessas médias, obtendo:

(S,(1)S,(0)) = (S2(0))e™™ | {S,(7)5,(0)) = (S,(0)S,(0))e™ ™  (2.3.12a)
(S,(1)S,(0)) = (S2(0))e™ ™ (S,(7)S,(0)) = (S,(0)8,(0))e ™" (2.3.12b)
Podemos usar a propriedade I'(—7) = I'*(7) vélida para qualquer processo esta-

cionario, e que pode ser verificada diretamente para ei‘”<S+ (T)S,(0)>, para fazer a
integral (2.3.10), de onde obteremos:

N Vi Yy s(0)
= 2.3.1
S<U)“2N+1(52+7§+52+7§) g (2.3.13)

,onde § = w — v e s(J) estd relacionado com o espectro apenas por uma constante
multiplicativa. Foram usadas as propriedades das matrizes S,, S, e S,, 5% = 55 =1
e [Sz(0),5,(0)] = 2i5,(0), assim como o valor estaciondrio de S, que é como
mostrado na subsecao anterior.

O gréfico abaixo mostra como a compressao do campo incidente tem um efeito
significativo no espectro do campo de fluorescéncia mesmo para N = 10. Esse efeito
foi previsto por Gardiner e estd contido em [2], segao 10.3.

=1
2N+17

= | o

Figura 2.1: Grafico de s(d) por /v com N = 10; M = /N (N + 1) na linha sélida e
M = 0 na tracejada. A compressao faz o espectro ter um pico mais pronunciado na
frequéncia de ressonancia o = 0.
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Apéndice 1I: Teorema da regressao quantico

Seguindo o exposto em [2], segdo 5.2.3, afirmamos que se para qualquer condi¢ao
inicial e um conjunto de operadores unitarios {X;} do sistema valem as equagoes

diferenciais
(Xi(t)) = D Gi(D(X;(1)) (IL.1)
, teremos também
O Xi(t + )X, (1)) = Z Gt + 7)(X;(t +7) X (1)) (11.2)

Trabalhando na representagao de Heisenberg, podemos considerar como condigao
inicial o operador densidade py = X;(t)p, porque a atuagao do operador unitério X;(¢)
em p apenas o transforma em outro operador densidade. A média no tempo ¢t + 7 do
operador X; seria entao

<Xz~(t + 7‘)>O =tr{X;(t + 7)po} (11.3)
, onde o indice 0 explicita que a média ¢é feita considerando o operador densidade

inicial py.
Por hipétese, essa média obedece a equagao (II.1):

O (Xi(t)), = Z Gy (1)(X;(t)), (IL.4)

Podemos escolher ¢ = t + 7, e notar que 0y, X (t + 7) = 0. X(t + 7). Fazendo
essa substituigao na equacao acima e escrevendo as médias < ° >0 explicitamente em
termos das médias < ° >, chegamos na equagao (I1.2) que se desejava demonstrar.
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3 SOLUCOES ANALITICAS DA EQUAGAO MESTRA

A equagao mestra deduzida no capitulo anterior pode ser resolvida analiticamente
para qualquer tempo, mas para cada condi¢ao inicial imposta hd um método mais
conveniente; apresentados aqui serao trés.

3.1 Estado Gaussiano
3.1.1 Propriedades

Nos casos de sistemas para os quais se pode definir os operadores de criagao e
aniquilacdo (conjunto de bésons, dentre os quais fétons, ou osciladores harmonicos),
ha uma maneira tunica de definir um operador densidade gaussiano: uma exponen-
cial quadratica nesses operadores. No caso unidimensional (que corresponde a um
oscilador harmonico, um possivel estado para o conjunto de bésons' ou um campo
com apenas um modo), podemos escrevé-lo da seguinte forma

pe = D(@)S(r, 9)o () S' (r, ) D' () , onde (3.1.1)
1
o(v)

v T T _o* 1(e—i942 _peitqt2
_ 1+y6ln(u+1)aa’ D(a)zeaa oza7 S(T,¢):62<T6 "Pac—re'®a )

D(a) é o operador de deslocamento com respeito a a e a' e S(r,¢) é o operador de
compressao de um modo, como visto no capitulo 1, e de qualquer forma que se rearran-
jem esses termos (por exemplo, escrevendo pg como uma tnica exponencial), devido
& maneira como esses operadores transformam a e a' linearmente segundo (1.3.19) e
(1.5.1), o operador densidade terd sempre exponenciais com argumentos quadraticos
nesses operadores®. o(v) corresponde ao operador densidade de um sistema bosonico
em equilibrio térmico com nimero médio de excitacoes v.

A notagio () = tr{ec(r)} serd usada para a média no operador densidade o ()
térmico (por exemplo, <aTa>V =v)e <o> = tr{epg} para pg. Usando as propriedades

Wer [9], cap. 10.
2Como demonstrado em [2], cap.4, essa defini¢io ainda implica que a fungdo caracteristica, fungao
P e fungdo de Wigner do estado, introduzidas na se¢ao 1.6, sdo também gaussianas.
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(1.3.19) e (1.5.1) dos D(«) e S(r, ¢), vé-se que as duas estao conectadas por
(f(al,a)) = tr{f(a",a)D(a)S(r,$)a(v)S!(r,6) D' (a)}
T

= tr{S'(r, ) D'(a f( ,a)D()S(r, ¢)o(v)}

= (f(cosh(r)a’ + e~ senh( Ja+ o, cosh(r)a + ¢'?senh(r)a’ + a))

(3.1.2)
Segue dessa propriedade e da forma de o(v) que

(a) =« (") = o (3.1.3a)

(a®) = a® + ¢ (1/ + %) senh(2r) (a) =™+ 7 (’/ + %) senh(2r)
(3.1.3b)

(a'a) = la)® — % + <1/ + %) cosh(2r)  {aa') = la|* + % + <1/ + %) cosh(2r)
(3.1.3c)

Essas equagoes nos permitem relacionar todos os parametros de pg com as médias li-
neares e quadréticas nos operadores a' e a. Pela evolucio dessas médias, ja calculadas
na secao 2.2, temos portanto pg(t) para todo ¢t apenas fazendo a inversao de (3.1.3),
e escrevendo 7(t), ¢(t), v(t) e a(t) como fun¢do do tempo. A solucdo estacionaria
pode também ser obtida facilmente fazendot — oo.

3.1.2 Decoeréncia

Substituindo a e a* por (a) e (a'), obtemos
Gaa = (a2) — (a)? = &9 (1/ n %) senh(2r)
Gt = (af?) = (al)? = &= (y n %) senh(2r)
o = D 0y = (w4 1) cosnian

2

Tomando o quadrado da terceira linha e subtraindo dela o produto da primeira pela
segunda linha, obtemos (v + 1/2)*, e ento

1
V= \/ozm — OytatCaa — 3 (3.1.4)

A &lgebra para a obtencao dos outro parametros serda omitida assim como as suas
expressoes explicitas, que sao pouco esclarecedoras. O parametro v tem no entanto
particular importancia, porque é o Unico que aparece na expressao da entropia de
pc(t), que é definida como:

Slpc] = —tr{pcIn(pc)}
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Podemos expandir o logaritmo em série e como D(«) e S(r, ¢) sdo unitdrios,

in (S(r,¢)D(a)a(v)D'(@)S'(r,8)) = > ¢; [S(r,6) D(a)o(v) D' (@)S' (r, 6))’

J

= 5(r,¢)D(e) [Z ¢j (U(V))j] DY (@)S'(r,¢) = S(r, ) D()In (a(v)) D'(a) S'(r, )

Assim,
Slpe) = —tr{D(a)S(r, )0 (v)S'(r, ) D'(a) D(0) S(r, 6)In(0(v))S' (r, 6) D} ()}
= —tr{o(v)In(c(v))} = S[o(v)]
A entropia de o(v) é por sua vez,
Slo(v)] = —g VL (1iu)kl" wlr 1 (1-Vw)k
() () - ) 2 ()

— k=0
=w+1)in(v+1)—vin(v)

Portanto
Slpc) = v+ 1) in(v+1) —vin(v) (3.1.5)

A entropia prové uma medida de quao puro é o estado: quanto maior .S, menos
puro é o sistema. Se p for puro, por exemplo, ele pode ser escrito como [)v| e
teremos S[p] = (Y| pln(p) [) = 1In(1) = 0. Ao contrario da entropia de um sistema
fechado, que nao se altera no tempo, a entropia do subsistema de interesse A que
interage com o reservatorio R em geral muda. O seu aumento é associado a um efeito
chamado decoeréncia?.

Faremos uma pequena generalizagdo de uma propriedade exposta em [7]. Observe
que se o estado inicial for do tipo (3.1.1) com 1y = M = 0, a entropia é monotonica-
mente crescente ou decrescente, enquanto que se 1o # 0 ou |M| # 0 e satisfeitas certas
condigoes para os outros parametros vy e N, o indice 0 denotando valores iniciais,
isso pode nao acontecer, como se observa no grafico abaixo.

Para chegar as condigoes, basta exigirmos que a equagao &fg] = (0 admita solucoes

d
com t real e positivo. Vemos primeiro que, usando (3.1.4)

dSls 1\ d 1 1 d
S[,Og] —In v+ _V = In v+ - (O'ZT — UaTaTUaa)
dt v dt v 2\/02T GO at >

3Para mais detalhes sobre decoeréncia, ver [1] e o experimento em que se observou sua progressao
pela primeira vez [25].
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vt

Figura 3.1: Para as trés curvas foram escolhidos os parametros N = 10 e M = ¢y = 0.
Com [vg = 3,19 = 0] e [y = 18,1y = 0] as curvas sdo monotonicamente crescente e
decrescente (linhas pontilhadas e tracejadas, respectivamente) e com [vy = 3,79 = 2]
(linha solida) esse nao é o caso.

e como a expressao a esquerda da derivada é positiva, exceto para o caso em que

Uzm — O4tat0aa = 0 que d& uma entropia constante, a condicao que buscamos é:

d

% (sza - UaTaTUaa) =0 (316)
Resolvendo para 7t, temos (denotando M = |M|e™)
A+B -2
vt =lIn (;—CO> , onde (3.1.7)

1\? ) 1\°
A=(N+5) —[M] . B={w+s3

C— (VO n %) KN + %) cosh(2re) — | M| senh(2ro)cos(do — w)}

E héa entao duas maneiras possiveis para que ~t seja positivo e real:

A>C e B>C ou (3.1.8a)
A<C e B<C (3.1.8b)

As condigbes (3.1.8a) ndo podem ser obedecidas. Vemos primeiramente que o menor
valor de C' se dé para ¢y — 1) = 0. Além disso, como |M|° < N(N +1) < (N + %)2 e
como cosh(2ry) > senh(2ry), C fica menor se escolhermos ry = 0 sem que isso afete
os parametros A e B. Em seguida, notemos que se C' < A com ry = 0 para algum
|M| > 0, C < A necessariamente para |M| = 0. As duas condigoes se tornam entao

N > 1y e vy > N
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respectivamente, e portanto nao podem ser satisfeitas simultaneamente. As condigoes
(3.1.8b) no entanto podem sim ser satisfeitas simultaneamente, como o sao para os
parametros usados na curva soélida do gréfico acima.

3.2 Superposicao de estados coerentes

Nessa secao consideraremos o estado inicial

p0) =" Nagla)sl (3.2.1)
o8

, onde os estados sobre os quais se soma sao todos coerentes, ou seja, o sistema A é
uma mistura estatistica de superposicoes de estados coerentes. O sistema A devera
ser interpretado como representando um modo do campo eletromagnético, de forma
que se possa efetuar a deteccao homodina sobre ele (segao 1.4). A equagdo mestra é,
novamente

25

d—';) = %(N - 1){20@@T —alap — ﬁaTa} + %N{Qafﬁa —ad'p— ﬁaa*}
— %M{Qoﬁﬁcﬂr —dlalp— ﬁaTaT} — %M*{Qaﬁa —aap — ﬁaa} (3.2.2)

3.2.1 Solugcao da equacao mestra - Equacao diferencial parcial

Para resolver (3.2.2), escrevo o operador densidade na representacao P generali-
zada (em toda essa se¢do e a proxima faco uso das propriedades deduzidas na segao
1.6; o leitor deve se referir a ela sempre que necessario):

_ Jexs|
50 = [ Pt o) 4
du(a, 8) = 0*[a — k1 — (8% — Ka)]d*ad?3

(3.2.3)

K1 € Ko 880 escolhidos adiante segundo conveniéncia. A funcao caracteristica associada
é .

X\ t) = tr{p(t)er e} (3.2.4)

e com ela conseguimos a fungao Py, ., de (3.2.3) da relagao
&mﬁfﬁZWz/M&Vﬁ8““”W””fA (3.2.5)

valida se o lado direito for bem definido.
Com a fungao caracteristica podemos transformar a equagao de operadores (3.2.2)
em uma equacao diferencial usando as correspondéncias

a’p < (Ox — X)) x(\, \%) pa > (Oxs — A) x(A, A7) (3.2.6a)
ap < —Ox=x(A\, A¥) pa’ — = x(\,\) (3.2.6Db)
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Dessa forma a equagao mestra se torna uma equagao diferencial parcial para
XA, A5 1)

1
[0+ 2 (00 + M) | XA, 1) = = {N A = 5 (MXT2 4 MEA%) (X, 7 1)
(3.2.7a)
YA, N5, 0 ZNQB (Bla) e ot (3.2.7b)

A condigao inicial (3.2.7b) segue diretamente da definigdo da fungao caracteristica
(3.2.4), da condigao inicial para p (3.2.1) e da propriedade dos estados coerentes de
serem autoestados do operador de aniquilacao a.

3.2.2 Solugcao da equacao mestra - Separacao dos operadores
A solugao da equacao diferencial (3.2.7) pode ser formalmente escrita como
YO, N 1) = 67%[(/\8)\+)\*8,\*)72N|)\|2+(M)\*2+M*)\2)]tx()\’ \*,0) (3.2.8)

, 0 que se pode verificar diretamente por substituicao. Nao sabemos o resultado da
aplicacdo do operador exponenciado a direita em (3.2.8) sobre x (A, A\*,0), mas de

m

d" "
e f(x) = Z % (20;)™" 2" [ d];(:)} o - Z in'?l' l dx” ]

m,n

(A, A*0y.] = 0

, temos
ez()‘a>‘+)‘*6)‘*)X(>\, )\*,t> —_ eZ/\a)\eZ/\*B)\*X()\, )\*,t> _ X<€Z)\’€Z)\*’t> (329)

Portanto, separando o operador exponenciado em exponenciais cuja agao sobre
X(A, A*,0) é conhecida, podemos obter a solu¢ao. Primeiramente, denoto

P = X0\ + A"y (3.2.10a)
Q= —2N AP + (MX? + M*)\?) (3.2.10D)

de modo que a solucao formal se escreve

XN 1) = e 21+ (X \*,0) (3.2.11)
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A acao de e*F sobre x(A, \*,0) é dada por (3.2.9) e a de Y% é apenas multiplici-la
como um numero. Iremos efetuar a separagao seguinte

o~ 3HPHQ) _ o(—382Q,(— P

, onde x e y sao nimeros a serem determinados, pelo método matricial [26]*. Comecamos
por representar P e () por matrizes que satisfacam a mesma relacao de comutagao:

[P, Q] F(A X)) = —2N [(A0y + X0x) (AP £) — A (A0 + A*0x-) f]
+ M [N Oy (N2F) = N300 f] + M [Ny (A2f) — NP0u f]
= (—4N AP+ 2MN2 + 20M7)02) f(A,\7)

Ou seja,
[P, Q] =20 (3.2.12)

Para que o método funcione, é importante que as matrizes, as quais denotarei
também como P e @), satisfacam ¢; P + c3() = 0 apenas para os nimeros ¢; = ¢ = 0.
As matrizes seguintes satisfazem essa condigao e a relagao (3.2.12):

p— ((1) _01> Q- (8 (1)) (3.2.13)

Agora,

(P+Q)2—(1 1>2_<1 0) L (P4Q) = Iy se m par (3.2.14)
- \0 -1/ \0 1 | (P+Q) senimpar =

, onde I; é a matriz identidade, e

pn_ {Id se m par o= {Q sen=1 (3.2.15)

P sen impar 0 sen>1
Assim,
t t 5 - 7
e 3UPHQ) — [.cosh (%) — (P +Q)senh (%) = (6 02 senﬁ( 2 )> (3.2.16)
e2
e

(- 102Q (~FtwP _ { I, %%Q]

| — |

t t
I4cosh ly — Psenh ly
2 2
1 —x%t evE 0 B evE —x%tey%t
(0 1 )( 0 )‘( 0 ot (3:217)

4Para outros dois métodos, mais algorftmicos, ver as referéncias de [27].
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Igualando as duas matrizes descobrimos que
1—e

vyt

Tr = , y=1

e ficamos com
YL 1) = 6—(1_3—%)[1\”,\2—%(M>\*2+M*A2)]e—gt(A(‘A—A*aA*)X(/\7 \*,0) (3.2.18)

, que com a condi¢ao inicial (3.2.7b) e usando (3.2.9), se torna

XA A" ) = Z Nos (B)c) B AAN —NIPHMNZEMINE o e (3.2.19a)
a7ﬁ
X ol 1
A=ae2' B=fe 2" N=N(1-e"), M= M (1—e™)  (3.2.19b)

Substituo agora (3.2.19a) em (3.2.5) escolhendo k1 = A e k3 = B em cada termo
do somatorio, ficando com:

S o 1§+ AXE + B
p(t) = aZﬂNaa <ﬂla>/PAB(£,£ )<£+B|§+A> d*¢ (3.2.20a)
Pup(€,€) = 7r—2/e—N>\|2+M>\*2+M*/\2+>\*E—A$*d2)\ (3.2.20b)

E importante salientar que a integral (3.2.20b) diverge para [M| > N. No entanto,
Pap(&,£*) deve ser interpretado como uma fungdo generalizada de acordo com a
teoria de distribuicoes, e s6 possui significado fisico dentro de uma integral no plano
complexo de £. Na pratica, o que se faz e serd feito na proxima subsecao é trocar a
ordem das integragoes em Re(\), Im()), Re(§) e Im(£) na expressao (3.2.20a)°, o
que nos dard resultados validos para qualquer [M| < /N(N +1).

3.2.3 Deteccao homodina do estado
A probabilidade de que a medida da quadratura (Qy retorne o valor gy é

(a0l P |q0)

, onde |gg) é um autoestado de @)y com autovalor gy. Essa medida ¢ realizada através
da detecgao homodina (ver se¢ao 1.4).

Vemos que se p esta escrito na representacao P generalizada, no cdlculo dessa
probabilidade aparecerao produtos internos {(gs|) (|a) um estado coerente) que ja
foram calculados na segao 1.4:

‘wf%f%oﬁe_me

(gola) = m~3 e 2% FV2a0e

(3.2.21)

5Para uma justificativa desse procedimento, consultar [28] cap. 5 ou o mais rigoroso matemati-
camente Schwartz, L. - Théorie des distributions.
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A probabilidade de se obter gy é entao (denotando £ = x; + izy com xy, xo reais)

(qo| P |g0) = 13 ZNaﬁ (Bla) o~ G+V2e(A+B*) - (A+B*)? /PAB(g’é-*)e—Qa:%—Qm[(A—i—B )— \[qe]dxlde
a’ﬁ

cujo resultado nos da

e 273 727 (99005 ’ dap = \/% (ae® + Be=) =3t
oy = %{1+2[N+|M|cos(26’+q/;)] (1—e )}
(3.2.22)

QG|p|qe ZNaﬂW

Consideremos um estado inicial particular

p(0) = Clla)al + [—af—al + i (|—afa| — |a)—al)] (3.2.23)

, onde C é uma constante de normalizacao. Um estado desse tipo pode ser ge-
rado fazendo um estado coerente passar por um meio nao-linear®. Com essa escolha,
(3.2.22) torna-se

(g0] (1) |g0) = C [p2 + P o + 2Pap- as;anQ (o] — a)|"] (3.2.24)
1 o {qe V2|v|cos(0+argv)e” ’2”]

, onde Dv = \/ﬂ )
V2ol

(v=—a,q)

2t

Q= ol sen( + arga)e” 2
e
—1-<
1 20?2

arg v denota a fase do ntimero complexo v (se v = |[v| e argv = 0).

O tltimo termo de (3.2.24) revela que pode-se observar um padrao de interferéncias
fazendo essa medida, que serd destruido para |a| > 1 a menos que o expoente 7 seja
suficientemente pequeno. Se |M| = y/N(N + 1), que é o maior valor para |M]|, e

fizermos N > 1

~1— 1+(6w—_1)+0(N—2) B (3.2.25)
= AN -

A figura 3.2 mostra como a interferéncia é mantida no tempo ¢ = 2/ para o reser-
vatério comprimido (|M| = y/N(N + 1)) enquanto no reservatério térmico a tempe-
ratura nula (M = N = 0) ela ndo aparece. Segundo (3.2.25), o reservatério compri-
mido mantém o expoente 1 menor que o que corresponde ao reservatério térmico a
tempetarura nula, para tempos ¢ tais que % > 1 ou seja, para vt > InN, para o

qual n ~ 1.

6Como um meio Kerr; ver [15], cap. 22.

o2



P(x)

T T T T T T 1
-04 -02 00 0.2 0.4 0.6 0.8
X

T
-0.8 -0,6

Figura 3.2: Padroes de interferéncia para
Pz = q9) = (a| p(t) |49}, com p(0) dado
por (3.2.23), com a = 57/4/8, tempo
t =2/v,0 =—-n/2e1 = 0. O padrao
é visivel para |M| = /N(N +1) com
N = 90 (linha sélida) mas ausente para
N = M = 0 (linha tracejada).

Figura 3.3: Valor do parametro n em
funcao do tempo em unidades de v~! para
cos(20 + ) = =1 e |[M]| = \/N(N +1)
com N = 30 para a linha sélida e N = 0
para a tracejada. O efeito do reservatério
comprimido é preservar o termo de inter-
feréncia em (3.2.24)

3.3 Superposicao de estados de Fock

3.3.1 FEquacao de Fokker-Planck

Podemos representar um operador densidade por (ver se¢ao 1.6):

A(t) = 7! / W(a)T(@)Ea , T(a

) = wl/D(A)ea”a*AdQ)\

(3.3.1)

, onde D(\) é o operador de deslocamento com respeito a a e a'. Temos as seguintes

correspondeéncias:

ot o <a* _ %aa) W(a) pao (a - %aa*> W(a)

pa’ <a* + %&1) W(a) ap < (a + 1(9&*) W(a)

(3.3.2a)

> (3.3.2b)

Utilizando-as transformamos a equagao mestra de operadores para p(t) em uma

equacao diferencial parcial para W (a,t)

W (i, t) = % [0act + Or " + (2N 4 1)0n0u+ + [ M| (e 02 + e 02)] W(a, t)

(3.3.3)

Esse tipo de equacao ¢ conhecido como de Fokker-Plack e esta acima sera resolvida
na préxima subsecao. Vale ressaltar que uma equagao do mesmo tipo poderia ser
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obtida para a funcao P(«) da representacao P, mas as solugoes desta s6 poderiam ser
representadas por fungoes generalizadas no sentido de distribuigoes, e teriam pouca
utilidade em célculos préticos (em oposigao a uma utilidade do ponto de vista da
manipulacao formal). Ainda, P(«) nao pode ser também uma fungao comum se o
operador densidade que ela representa consistir em uma superposicao de estados de
Fock, ao contrario da fungao de Wigner W («), que é bem definida nessa situacao.

3.3.2 Solucao da equacao de Fokker-Planck

Até o momento nada foi dito sobre a condicao inicial de p ou equivalentemente, de
W(a). A idéia é resolver a equagao de Fokker-Planck (3.3.3) para a funcao Wg(a,t)
tal que Wg(a,t = 0) = §%(a — ), que representa um ponto no plano complexo de
«. Conhecida a evolucao temporal de um ponto arbitrario temos entao a evolucao de
um estado geral fazendo

W(a,t) = /W(ao,t = 0)We(a, g, t)d?ag (3.34)

ou seja, a evolucao de W(a) é dada pela soma da evolugao dos pontos ag do plano
complexo de a com o peso dado pela condi¢ao inicial W(ap,t = 0). Weg(a, ap, t)
pode ser reconhecida como uma funcao de Green ou propagador’, que leva um estado
inicial qualquer W (a,t = 0) em W (a,t).

Primeiramente tomamos a transformada de Fourier complexa de Wg(a):

We(a,t) =m" /eaz*a*ZWG(z,t)d2z (3.3.5)

Podemos ver dai as seguintes correspondéncias:

aW(a) o —8.-Wa(z) W) «—  9.Wgal(zt)
W (a) — 2Wal(z) W (a) — —2Wg(z,1)

E a equacao de Fokker-Planck se torna entao, no espago reciproco,
O Wea(z,t) = —% (20, + 2°0.« + (2N + 1) |2|* — | M| (e"2* + e 2] Wel(z,t)
Se z = x + 1y, podemos reescrever a equacao acima como:

OWg = — {:L‘@x +y0, + (N +1/2) (% + %) — | M| [(xQ — %) cos — 2y semﬂ } Wea
(3.3.6)
Essa equacao, através de uma interpretacao geométrica, pode ser resolvida pelo
método das curvas caracteristicas (apéndice III). Segundo esse método, resolver (3.3.6)

"Na verdade, W nem sequer representa um estado fisico (ver [2], cap.4), o que ndo invalida o
procedimento. Se o peso W(a,t = 0) for fisico, W («, t) também o serd.
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equivale a solucionar as seguintes equacoes diferenciais ordinarias:

dt

— =1 3.3.7
7 (3.3.7a)
dx dy
_— = €T _— =
ds ! ’ ds

dW, A 1
dsG = —YWg { (N + 5) (z® +y?) — | M| [(2* — y*)costp — 2zy seni)] } (3.3.7¢)

Y (3.3.7b)

Como o parametro s s6 aparece em ds, ele é definido a menos de uma constante
aditiva. Podemos usar essa liberdade para, escolher ¢ = s como solucao da primeira
das equacoes. As da segunda linha nos dao z = zge" e y = ypet, onde g e 1y sao
ainda indefinidos. Substituindo essas solugoes em (3.3.7¢) e integrando em ¢ (porque
ds = dt), chegamos & solugao:

Wg(.ﬁﬂ, n t) _ f(xef'yt, yef'yt)e—%{(N+%)(ac2+y2)—|M|[(acQ—y2)cosd1—2:vysenw]} (338)

f ¢ uma funcao arbitraria dos parametros indefinidos zg = ze™ e yy = ye . Como
assumimos Wg(a,t = 0) = §?(a — ayp),

Wa(z,t = 0) = g let2~20%" = g=1o=2i(@a0z—yao)

, onde ag = gy + tage. Essa condi¢ao nos da f no tempo ¢ = 0, e com isso obtemos
diretamente a solugao

A

1 2i(ap1y—o z)e"‘/t—ﬂ{(N—i—l)(xz-l— 2)—|M|[(902— 2)costh—2x sen¢]}
We(z,y,t) = —etileoy—ao 5 3 y y y
™

(3.3.9)
Pela transformada de Fourier (3.3.5), obtemos finalmente W¢ (o, t):
2 2A2 2
%% t) = St S — 7t
ot = U >p{ A o) [(“1 e
_ —t)2 2
(a2 a02€4 ) SEN w (1 . 6—2715)2 + (041 . Oz(ﬂ@—*yt) (Oéz . a02€—'yt) sen¢ (1 . 6—2715)
(o — 04026_%)2
—9 3.3.10
Ay (1 — 67271‘/) ( )
1) 2 1
,ondeAl—(N—|—§> _’M|2008w+sezw e A2:N+§—|M\cos¢.

Até o momento, nada foi dito sobre a condigao inicial W(a,t = 0). A partir
da préxima subsecao solucionaremos o problema para o caso em que o sistema se
encontra inicialmente numa superposicao de estados de Fock.
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3.3.3 Medicao homodina para estados de Fock

Consideraremos como estado inicial,
=> Counlm¥n| . > Cun=1 (3.3.11)

A soma é sobre estados de Fock (descritos na secao 1.2). Para obter a fungdo de
Wigner correspondente W (o, t = 0), usaremos

tr{p(t)T(a)} = W(a,t) (3.3.12)

e o resultado
D(A/2)|v) = D(A/2)D(v)[0) = 5™ X" D(v 4 A/2) [0) = 7™ X [y 4 \/2)

vélido para um estado coerente |v) e obtido através de (1.3.16). Além disso, D(\) =
D(\/2)D(\/2) e D()\/2) = DT(—\/2), portanto

tr{p(0)T ()} = tr {/dgAea’\*_o‘*Aﬁ(O)w_3/d21/D()\/2) lv)Xv| DT(—/\/Q)}
o / / (W — 0/2) 50) |y + A/2) 0N =0 A=A g2y, 2y (3.3.13)

Usando o resultado (1.3.5) para o produto interno (n|a), temos:

(V= \/2] 5(0) |+ Aj2) = e~ S Co (" =X/ v+ A2)"

mlin!
m,n

Para a escolha feita para o estado inicial ficamos com:

A1

W(a,t =0 —ll? T (V= N2)" (v + N2 " X e A 3 (WX g2, 12 )
r=0=3 o ffe 2" (04 2/2)

(3.3.14)
O resultado da deteccao homodina ¢é distribuido segundo

(ol 5(0) lao) = / W (@, t) (25| T(0r) ) d?

Usando a expressao (3.3.1) que define T'(«), expandindo-o na base dos estados co-
erentes e com o j4 calculado produto {(gg|ar) (ver (3.2.21)), podemos obter (gg| p(t) |gs)
por integracao, mas consideraremos aqui o caso particular em que ¢ =0 e

(10) +11)) (O] + (1)) (3.3.15)

l\DI»—t

p(0) =
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, e verificaremos o resultado da medigao para § = 0 e § = /2. Fazendo a integracao,
chegamos a

(wo| T(a) |zg) = 8*(v — V2a)
(o] T(c) |xg) = 6*(v + V202)

para # =0

para 0 =

b

Temos também,
4
W(ap,t =0) = = ¢ 2leol? (\040’2 + a2)
T

e a funcao de Green se simplifica com ¢ = 0:

2
2 [(al_amew)

(1—e—271) N+3+|M|

2
(02—%267"”)

N+1-|m

2e

Wg(a, t) =
7 (1= e ) /(N + 1) - |M]?

Usando todos esses resultados, tracamos abaixo dois graficos, o primeiro para 6 =
7 e o segundo para ¢ = 0. Eles mostram que o reservatério afeta menos o sistema no
que se refere a quadratura comprimida (6 = 7/2), mantendo as caracteristicas iniciais
do estado por mais tempo, e que o contrario acontece na quadratura aumentada
(0 = 0); nesse caso, o reservatério comprimido destréi as franjas de interferéncia mais
rapido do que o térmico a temperatura nula.

t=1.0000

t= .10[]0(]5{:1
[\
R

\
I‘ \
|
P
,‘ \
|

P(x)
P(x)

Figura 3.4: Padroes de interferéncia para
P(z) = (o] p(t) ), com p(0) dado por
(3.3.15), com ¢ = 0, tempo t = 1/v e
0 = w/2. O padrao ¢ visivel para |M| =

N(N+1) com N = 90 (linha solida)
mas ausente para N = M = 0 (linha trace-
jada).
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Figura 3.5: Padroes de interferéncia para
P(z) = (xq| p(t) |xg), com p(0) dado por
(3.3.15), com ¢ = 0, tempo ¢t = 1072/y
e 8§ = 0. O padrao nao ¢ visivel para
M| = \/N(N+1) com N = 90 (linha
sélida) mas o é para N = M = 0 (linha
tracejada).



Apéndice III: Método das curvas caracteristicas

Consideremos uma superficie parametrizada por s e ¢, na qual a funcao F' (x(s,t),y(s,t), z(s,t)) =

¢, onde ¢ é constante. Derivando dos dois lados em s, teremos

81‘
VF - =0 ' =(x vy 2
e 0 mesmo para t, ou seja, VF' é perpendicular a dois vetores que tangenciam a
superficie, o que significa que VF é normal a ela. Se uma superficie é dada por

z = u(z,y), temos F (z,y,u(x,y)) =z —u(zr,y) =0 e
(VE)' = (Opu(z,y) Oyu(z,y) —1) (II1.1)

é sempre normal a ela no ponto r’’ = (z y u(x,y)).
Consideremos a equacao diferencial parcial

a(z,y)0,u(z,y) + bz, y)Oyu(z, y) = c(z, y, u) (II1.2)

Vamos assumir que a solugdo u(x,y) é conhecida. FEla é representada por uma
superficie cuja normal no ponto r é dada por (III.1). Denoto agora por v =
(a(z,y) b(z,y) c(x,y)) o campo vetorial formado pelas fungdes que aparecem na

equagao diferencial. Se no dominio de interesse r - r # 0, (II1.2) escrita como
v-VF =0

mostra que v é tangente a superficie z = u(x,y). Uma curva, parametrizada por s,

que satisfaca
fl—i = a(z,y) Z—Z = b(z,y) Z—Z = c(7,y,u) (1IL.3)

é chamada curva caracteristica da equacao diferencial e a solucao geral é a uniao
dessas curvas. No caso de uma equacao diferencial parcial mais geral

Z a;(x)O0x,u(x) = c(x,u) (I11.4)

com a-a # 0, solucionéd-la equivale a resolver o sistema de equagoes diferenciais
ordinarias:

dx du
% = a(x) s % = C(X, U) (1115)
Igualando o diferencial ds em cada uma podemos escrever o sistema também como
d d d
P (111.6)
ax)  ax) o(x, u)

, 0 que se conhece na literatura como equacoes subsididrias.
Mais detalhes sobre o método em [29], cap. II, §1.
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CONCLUSAO

Quando a dinamica da interacao de um sistema com um reservatorio de flutuagoes
reduzidas, como a que é tratada aqui, é descrita na representacao de Heisenberg, o
efeito do reservatério como o de um ruido aparece mais claramente [2]. A peculiari-
dade da dinamica dada pela equagao mestra (3.2.2) é que esse ruido afeta diferente-
mente quadraturas distintas; dependéncia que esta contida no carater complexo de
M (mais especificamente, em ¢ de M = |M|e). Por exemplo, vimos na se¢ao 2.2
que o estado assintético pode ser um estado comprimido e nas segoes 3.2 e 3.3, que
as franjas de interferéncia mensuraveis no estado inicial do sistema sao destruidas em
escalas de tempo distintas para quadraturas distintas.

Em geral, para noticiar os efeitos caracteristicos dessa dinamica é importante
que se tenha um controle da quadratura que é observada, o que torna necessario o
uso de esquemas como a deteccao homodina. Esse esquema no entanto, s6 pode ser
usado na medicao de um modo de campo eletromagnético e portanto para aplica-lo
no sistema de interesse, este deve ser um modo de campo eletromagnético. Isso traz o
problema de como efetivamente construir um sistema total (sistema de interesse mais
reservatério) que reproduza a dinamica de (3.2.2). Nos artigos de [5] sdo propostas
solugoes que fazem uso de “feedback”, um sinal que depende de alguma medicao
nao-destrutiva do sistema de interesse e que é reinjetado sobre o préprio sistema. No
primeiro artigo, é apresentada uma dinamica em que o estado assintético atingido pelo
sistema de interesse é o mesmo de um cuja dinamica é dada por (3.2.2) e no segundo,
uma dinamica em que as franjas de interferéncia medidas por detec¢ao homodina sao
preservadas. Apesar disso, a dindmica do modo nao é a mesma de (3.2.2) em nenhum
dos casos.

Vimos na secao 2.3 no entanto, que outros efeitos mensurdveis aparecem sem a
necessidade de se observar quadraturas especificas. O problema é que na deducao
da equacao mestra que descreve a dinamica de um atomo ou molécula sobre o qual
incide um campo eletromagnético com uma quadratura comprimida, a hipétese usual-
mente considerada de que o atomo s6 interage com os modos comprimidos do campo
traz dificuldades praticas, como apontado em [2]. Até o momento, muitos efeitos
da interacao de um atomo com um campo de vacuo comprimido de grande largura
espectral foram previstos em teoria, e muitas propostas de como reproduzi-los em
laboratério foram feitas (ver por exemplo, os artigos que citam a referéncia PRL -
vol. 56, pag. 1917 cujo contetdo estd na integra no livro [2], cap. 10), mas nenhuma
ainda foi realizada, pela dificuldade de introduzir um atomo em um campo desse tipo.

Em suma, essa equagao mestra ainda ¢é frequentemente revisitada no campo tedrico
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mas encontrou pouco espaco no experimental. Resta justificar essa dissertacao obser-
vando que a possibilidade da realizacao de um tal reservatorio é real e principalmente,
verificando a abrangéncia de alguns métodos apresentados. Em particular, os que
tratam da solucao analitica da equacao mestra sao usados de modo recorrente em
especial na otica quantica.
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