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Resumo

Sistemas emaranhados que interagem com o ambiente tendem a perder o emaranhamento.
Para sistemas 2 ® 2 (dois qubits) que interagem com um reservatério de emissao espontanea,
foi mostrado que ha essencialmente duas dinamicas: morte sibita e decaimento assimptoético
[1]. Alguns trabalhos estudaram o comportamento do emaranhamento para sistemas bipartites
de maior dimensao, também com interagdo com o ambiente. Por exemplo, Lastra et al. [2]
mostram que em sistemas de maior dimensao pode haver mudanca abrupta da dinamica de
desemaranhamento, além da morte stbita ja estudada.

Neste trabalho estudamos como a evolucao do emaranhamento em um sistema quantico
constituido de dois qutrits que interagem com o ambiente de forma independente varia com a
mudanga da configuracao dos niveis de energia de cada subsistema. Para isso, utilizaremos a
Negatividade [3] como quantificador de emaranhamento,que informa sobre o emaranhamento
livre (destildvel) [4], recurso, esse, importante para protocolos de Informagao Quantica [5]. Para
fazer o calculo da dinamica, utilizaremos Trajetérias Quanticas [6, 7] que permitem simular
computacionalmente sistemas quanticos. Esse método é equivalente a resolver a Equacao
Mestra [6, 8] e relaciona-se com realizagoes experimentais em que obtém-se informagao sobre o
sistema a partir do monitoramento do reservatorio.
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Abstract

The interaction of entanglement system with the enviroment tends to degrade the entanglement.
It has been shown that, for 2 ® 2 system (two qubits) interacting with spontaneus emission
reservoir there are essentially two types of dynamics: sudden death and asymptotic decay
of entanglement [1]. The entanglement behavior for bibartite systems of higher dimension
interacting with the enviroment has also been subject of some studies. Lastra et. al. [2]
showed that, in system higher dimension, the disentanglement dynamics may present abrupt
changes, along with sudden death.

In this work we study quantum system of two qutrits that interact with the enviroment
indenpendly, and how the entanglement evolution of these systems changes for different internal
level configuration of each subsystem. Therefore, we use Negativity [3] as an entanglement
quantifier that gives information on free entanglement (distillable) [4], which is important
to quantum information protocols [5]. The dynamics calculation is done using Quantum
Trajectories Method [6, 7],with allow us to computationally simulate quantum system. This
method is equivalent to solving the Master Equation [6, 8] and is related to experiments in wich
information on the system is obtained by monitoring the reservoir.
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Introducao

Os primeiros passos da Mecanica Quantica foram dados no comeco do século XX, quando se
fez necessaria outra teoria para explicar fenomenos exclusivamente microscopicos, por exemplo
as linhas espectrais de um atomo (a referéncia [9] apresenta os fatos que deram origem a Fisica
Quantica de forma cronologica). A criagdo de um dicotomismo entre fisica clssica e quantica
foi fortalecida por outros fenomenos observados posteriormente que sé eram explicados usando
o formalismo da mecanica quantica. Mas o que parecia o inferno, comeca a tomar forma e
entre perguntas (algumas ainda nao respondidas) e respostas, surge uma teoria que descreve o
mundo microscépio com 6tima fidelidade e introduz uma nova forma de ver a natureza, onde as
grandezas fisicas sao descritas por operadores, o sistema fisico é descrito por um vetor complexo,
etc.

Em seu processo de crescimento em descrever o micro, a Mecanica Quantica mostra suas
estranhas peculiaridades: nao determinacao absoluta dos graus de liberdade, tunelamento,
emaranhamento, dentre outras. O que ja saia do senso comum, coloca agora todo o nosso
instinto em xeque. Entretanto, o que parece ser o fim é, na verdade, o comeco de uma
nova histéria. Mesmo com perguntas ainda sem respostas definitivas como a de Einsten,
Rosen e Podolski [10], a mecanica quantica trés infinidades de possiveis aplicagoes de efeitos
exclusivamente quanticos. Por exemplo, o emaranhamento [11], principal motivador de um dos
debates cientificos mais famosos no século XX (ou até da histéria da fisica), aparece, atualmente,
como uma das propriedades quanticas mais estudadas. O impressionante é o aparecimento
desta propriedade como um recurso para fazer Informagao Quantica [5], que é a abordagem
que possibilita o uso de quantica para produzir, manipular e transmitir informacao. Anélogo
a Informacao Classica [12], essa nova teoria usa canais de comunicagao, portas légicas e tem
como principal portador de informagao os qubits [13] (um sistema quantico de dois niveis, o
andlogo quantico de um bit cldssico).

Nessa dissertacao, estudaremos propriedades dinamicas do emaranhamento em sistemas
quanticos abertos. Sao ditos abertos sistemas que possuem interagdo com o ambiente (sistema
com muitos graus de liberdade). Em quantica, pela caracteristica probabilisticas dos estados
fisicos, se faz necessario o conceito de ensemble: idealizacao de um niimero grande de copias do
sistema, considerando-se todas de uma sé vez, cada uma representando possiveis estados que
o sistema real pode ter. Em sistemas abertos, uma descricao natural da evolucao temporal
desses ensembles é obtida a partir de uma equacao mestra. Nessa dissertagao, contudo,
aplicaremos um tratamento equivalente, desenvolvido em [6, 7], chamado de Trajetoérias
Quanticas. Esse tratamento permite acompanhar, através do monitoramento do reservatorio,
as diferentes evolugoes possiveis de cada realizacao desses ensembles, facilitando, assim, o
tempo de computacao e enriquecendo a andlise tedrica como mostraremos ao longo do trabalho.
Nesse trabalho, em particular, estudaremos como a evolugao do emaranhamento em sistemas
quanticos 3 ® 3 (dois qutrits) que interagem, individualmente, com o ambiente varia se
mudarmos as configuragoes dos niveis internos de energia de cada qutrit ou as condicoes iniciais
do sistema.
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O primeiro Capitulo discute sobre o principal recurso usado para fazer Informacao Quantica.
A discussao é iniciada comparando-se estados cldssicos e quanticos, e mostrando como
o emaranhamento aparece como uma caracteristica exclusivamente quantica. Essa parte
familiariza o leitor com a notacao que sera usada ao longo dessa jornada. Para usar o
emaranhamento como recurso, é preciso quantifica-lo, por isso, vamos introduzir o conceito de
Negatividade, criado em [3, 4, 14], que é um dos possiveis quantificadores de emaranhamento
de dois qubits e indica o emaranhamento de sistemas mais complexos.

O segundo Capitulo fala sobre a dinamica de estados quanticos, passando rapidamente por
sistemas isolados e concentrando-se na andlise de sistemas quanticos abertos. Um sistema
isolado tem uma dinamica completamente diferente de um sistema que estd imerso em um
banho térmico ou interagindo com outro do qual nao se tem controle (o ambiente, neste caso,
onde o sistema estd imerso). Por menor que essa interacao seja, nao pode ser desconsiderada.
Uma maneira de analisar matematicamente a dinamica de um sistema que se comunica com o
ambiente é através de uma equacao Mestra [6, 8]. Essa equagao, fornece uma forma simples de
descrever sistemas em condig¢oes muito préximas das reais.

O terceiro capitulo introduz as Trajetérias Quanticas [6, 7] que também permitem a analise
de qualquer dinamica de um sistema quantico. Em particular, pode-se usar esse método para
resolver numericamente dinamicas descritas pela equacao Mestra. Além disso, pode-se usa-lo
também para analisar efeitos em realizagoes tinicas de experimentos, servindo como ferramenta
para algumas experiéncias feitas atualmente em Optica Quantica [15].

O quarto e tultimo capitulo fala sobre um caso especial de sistemas quanticos abertos
emaranhados, o de dois qutrits (sistemas com espaco de Hilbert de dimensao n = 3). Mesmo
sendo o caso mais simples depois de dois qubits, esses sistemas ja apresentam variagoes nao
encontradas em sistemas de dois qubits. Por apresentar diferentes configuracoes possiveis e
maior dimensao, a dinamica de emaranhamento para dois qutrits possui caracteristicas muito
interessantes que podem ser facilmente generalizadas para maiores dimensoes.

Por fim, concluimos, com perspectivas futuras, inclusive de implementacgao dessas ideias em
laboratorio de fétons gémeos.
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Capitulo 1

Correlacoes

Correlacoes Quanticas, também conhecidas como emaranhamento, sao uma das propriedades
mais estranhas e fascinantes da fisica. A abordagem mais moderna renomeou-as de
emaranhamento. Na literatura, existem quantidades imensas de usos para emaranhamento,
sendo a maioria voltada, principalmente, para computagao quantica [5], teleportagdo [16] e
distribuicao de chaves quanticas [17]. Neste capitulo serao comparados sistemas cldssicos e
quanticos e suas possiveis correlagoes [18]. Além disso, a definigao de um critério para conseguir
diferenciar estados emaranhados e separaveis sera discutida, assim como uma possivel escala
de emaranhamento entre dois subsistemas quanticos.

1.1 Correlacoes Classicas

Um sistema classico pode ser descrito em um espaco vetorial: o Espaco de Fase I'. O conjunto
necessario para definir I é dado por

F:{(Qkapk>;k:172a"' 7n}7 (1'1)

onde qi € pr sao a posicao e o momento da particula £ e n é o nimero de constituintes do
sistema. O espaco de fase é, entao, formado pelo produto cartesiano das posi¢coes e momentos
de cada particula
I'=qi Xp1 Xqa X P2+ X qu X Py (1.2)
A descricao do estado do sistema em um espacgo de fase encena todo o conhecimento que
temos sobre ele. Um sistema cujo estado conhecemos exatamente (posigao e momento de todos
os constituintes), é descrito por um ponto no espago de fase:

Ppuro = H 5(qk - Qk0)5(pk - pkO)a (13)
k

o0 estado ppure € dito puro. Caso nao saibamos com precisao os valores de todas as suas grandezas
fisicas, o sistema é descrito por uma distribuicao de probabilidades no espago de fase:

Pmisto — p(qk7 pk) > Oa/p(qka pk)kode =1 (14)

Esse tipo de estado é dito misto.
Em particular, o sistema total formado por dois subsistemas A e B tem, como seu espaco
de fase, o produto cartesiano dos dois subsistemas:

Fap =14 xT'p={(q4,p4), (4B, PB)} (1.5)



e a forma mais geral de um estado desse sistema é dada por:

PAB = PAB(CIA:pAan:pB) (1-6)

Se quisermos olhar apenas para o subsistema A, basta integrarmos em todos os possiveis valores
de B

pA = /pAqudeB (1'7)

O estado pap serd produto de estados dos dois subsistemas se, e somente se, nao existirem
correlagoes estatisticas entre ambos. Esse, contudo, nao é o caso geral e, normalmente, o
estado geral terda duas partes

pap = papp + corr.Cl. #< (1.8)

onde corr.Cl. sao todos os termos que possuem correlagoes estatisticas que chamamos de
correlagoes classicas. Porém, um estado classico sempre pode ser escrito como separavel, isso
¢, pode-se sempre preparar um estado analogo composto de uma mistura estatistica de estados
produtos (nao-correlacionados). Esta decomposi¢ao é tinica em termos de estados puros,

pAB(d4, P4, 4B, PB) = ZwkpAk(QA:pA)PBk(QB:pB)§ wy > 0, Zwk = 1. (1.9)
k k

O que essa equacao estd dizendo é que um estado cldssico psp sempre pode ser preparado
pegando o subsistema A e preparando-o no estado pur e o subsistema B em pg, com
probabilidade wy, e fazendo isso para todo k. A seguir ha um exemplo simples de um sistema
classico que tem correlacoes.

Exemplo 1. Suponha um jogo de cara ou coroa. No caso usual joga-se a moeda para cima e
depois de cair vé-se qual face ficou para cima. O estado que descreve essa situagao antes de
olharmos a moeda é:

p= %(p(cara) + p(coroa)). (1.10)

O estado acima representa uma moeda com probabilidade meio de dar cara e meio de dar coroa.
Faremos o lancamento duas vezes. Temos 4 possibilidades de resultado, todos com a mesma
probabilidade: cara-cara; coroa-coroa; coroa-cara ou cara-coroa, tal que o estado global seja da
forma:

p= i(pl (cara) x pa(cara)+pi(cara) x pa(coroa), +pi(coroa) X ps(cara)+ pi(coroa) X ps(coroa)).
(1.11)
onde py se refere ao primeiro lancamento e ps ao sequndo.

Agora, ao invés de jogar para cima, divida a moeda no meio de tal forma que uma parte so
tenha cara e a outra so coroa. Coloque cada uma, aleatoriamente, em um envelope de modo
que nao possamos saber em qual envelope estd a cara ou a coroa. Os dois lancamentos serao
substituidos pela abertura dos dois envelopes. Individualmente, o estado de cada envelope é
igual ao do caso anterior 1.10, mas os possiveis resultados sdo: cara-coroa ou coroa-cara. O
estado global sera:

p= %(pl(cara) X pa(coroa) + pi(coroa) x ps(cara)). (1.12)

No primeiro caso as jogadas sao independentes, nao tendo correlacao classica. No sequndo
caso, os estados dos envelopes estao estatisticamente correlacionados, apresentando correlacoes
classica.



1.2 Correlacoes Quanticas

Comecaremos por definir estado quantico: um sistema quantico é definido no espaco de Hilbert,
um espago vetorial complexo com dimensao d igual a do sistema,

E=0"={c;k=1,2,---,d}. (1.13)

Esse espaco tem produto interno e norma finita. Ja introduzindo a notagao que sera usada ao

longo dessa dissertagao, um vetor no espago de Hilbert serd descrito por [¢) e 1)) = (] é o seu
conjugado transposto. O produto interno de um espago vetorial complexo é dado por

(0,9) = (¢l¥) (1.14)

e a norma de um vetor no espaco é dada por

D) = (¥l (1.15)

O produto interno neste espaco respeita todas as propriedades de um produto interno complexo:

L]+ (OD¢) = (olv) + Oly)  2{aglby) = a”b({¢|4))

3.(0lY) = (Wle)  4(VlY) =0, (1.16)

onde a e b sao nimeros complexos e 1)), |¢) e |#) sdo vetores complexos.
Um sistema quantico em um estado puro ¢ descrito por um vetor complexo de norma igual
a 1 no espaco de Hilbert:

C1
d
Co 9
)y =1 . el =1 (1.17)
: k=1
Cd
e o seu complexo conjugado
d
w=le ¢ al Ylal=1 (118)
k=1

A primeira diferenca existente entre estados classicos e quanticos é que sistemas quanticos
podem ter sobreposicao de estados puros, sendo possivel escrever um estado de varias formas,
dependendo de qual base ¢é usada.

Para ficar mais facil de visualizar o que foi dito até agora sobre sistemas quanticos considere
um estado de um sistema de dois niveis d = 2:

V) = Val|l) + V1 — ae?|2). (1.19)

O estado [1)) é uma superposicao de dois estados possiveis do sistema com probabilidade a de
ter o estado |1) e 1 — a de ter o estado |2). Além disso existe uma diferenca de fase ¢ entre o
primeiro e segundo estado. Os valores \/a e v/1 — a sao interpretados como uma amplitude de
probabilidade em |1) e |2), respectivamente ((1|)2 = 0).

Um estado puro também pode ser descrito pela sua matriz densidade p, também chamada
de operador densidade, sendo o produto externo do estado com ele mesmo.

Ppuro = |¢> <77Z)| (120)



Em mecanica quantica, os estados puros sao os tipos de estados em que temos mais
conhecimento sobre o sistema. Analogamente a um sistema classico, caso nao tenhamos
informacao maxima sobre o sistema, o estado que o descreve é dito misto. Um estado misto
pode ser escrito na forma de matrix densidade como:

p=Apm;l,m=1,2,---,d} >0, Tr(p)=1 (1.21)
p= ZPZWO(TM Zpi =1 (1.22)

A equacao 1.22 apresenta o estado escrito como uma soma convexa de estados puros. Essa
decomposicao pode ser feita de infinitas formas, todas descrevendo o mesmo estado quantico,
sendo esta, outra diferenca entre estados classicos e quanticos. Por exemplo, se aplicarmos uma
transformacao unitaria U em p obtém-se um p' = UTpU que possui as mesmas propriedades do
estado p s6 que com uma decomposicao diferente.

o =UtpU = pUM ) (iU = piluf) (4], (1.23)

Uma operacao unitdria pode ser escrita como U = ¢’ onde H é um operador hermitiano. O

que se tem é o sistema ganhando uma fase global que nao altera suas propriedades, sendo p e
P duas maneiras de descrever o mesmo estado.

Semelhante a sistemas classicos, sistemas quanticos também podem ser compostos por
subsistemas. O espaco vetorial do sistema quantico composto pelos subsistemas A e B é definido
como o produto tensorial dos espacos vetoriais de cada sub-espaco.

H=0"®C% ={c:l=1,2,--- dy;m=1,2,--- ,dg} (1.24)

Da mesma forma que no caso cldssico, existem estados quanticos separaveis que podem ser
escritos como

pAB = ZwkpAk: Qppr  wk 20, Zwk =L (1.25)
k !

Entretanto, para um estado geral temos:

PAB = Par ® ppr + corr.Cl. + corr.Q) (1.26)

onde coor.Q. sao correlagoes exclusivamente quanticas.
Pode-se olhar para somente uma parte do sistema, por exemplo a parte A, se, seguindo a
mesma receita dos caso classico, somarmos sobre todos os estados de B.

pa=Trp(pap). (1.27)

Essa operacao é chamada de Traco Parcial.

Sistemas quanticos que tém somente correlacoes classicas podem ser escritos na forma 1.25,
mas sistemas que tenham correlacoes quanticas nao. Um caso particular de estado separavel
sao os estados favoraveis, que podem ser escritos como produto de estados de cada parte. Por
exemplo, para sistemas bipartites (contém duas partes), o estado pode ser descrito pela equagao
1.25.

Note, contudo que nao devemos confundir separdvel com fatoravel. Fatoraveis sao os estados
que nao apresentam sequer correlacao classicas, mas mesmo que o sistema nao seja fatoravel,
ainda assim, se puder ser escrito na forma separavel com em 1.25 ainda tera um analogo classico
como em1.9. Mas mecanica quantica é mais estranha que isso. Ela permite correlacoes mais
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fortes do que as cléssicas, encontradas quando o estado nao permite decomposicao como 1.25.
A esses estados, chamamos de emaranhados. Esses sao os estados mais comuns em sistemas
quanticos compostos (um sorteio aleatério de uma matriz densidade tem mais probabilidade de
apresentar emaranhamento do que nao).

Exemplo 2. FEstados de Bell. Considere um estado de um sistema bipartite de dimensao
2 ® 2 dado por |Y) = %ﬂ ) + €| [1)). Esses estados sao muito conhecidos, pois sao
exemplos comuns em discussoes sobre emaranhamento. O estado global do sistema € puro, mas
se olharmos para o estado reduzido de qualquer uma das partes esse € dado por:

1710

que € o estado de maior ignorancia sobre o sistema (proporcional a identidade) e tem a mesma
distribuicao de uma moeda honesta. Se tentarmos descrever o estado global olhando so para
as partes separadamente, € impossivel, mostrando que existe mais do que correlacoes cldassicas
envolvidas entre os sistemas (note que a fase ¢ desaparece nos estados reduzidos). Para todos 0s
outros casos dos estados de Bell a resposta ¢ a mesma. Isso sugere que uma primeira possivel
caracterizacao de emaranhamento de um estado puro seja olhar para o estado reduzido de
uma das partes que o compoem. Caso o estado reduzido também seja puro, o estado global nao
apresenta correlacoes, mas, caso contrario, o sistema apresenta alguma correlacao quantica. De
fato para sistemas bipartidos com estado global puro, essa andlise é suficiente para determinar
o emaranhamento do sistema. A titulo de curiosidade, estados quanticos desse tipo sao usados
como geradores genuinos de numeros aleatorios justamente pela analogia com a moeda cldssica
honesta.

Outros exemplos de estados que tém correlacoes quanticas serao discutidos na préxima
Secao.

1.3 Critério de Peres-Horodecki e Negatividade

Com os estudos usando estados emaranhados principalmente para informacao quantica e
discussoes sobre, por exemplo, desigualdades de Bell (dois exemplos sao a proposta do préprio
Bell[19] e a de CHSH [20]) veio a necessidade de caracterizar os estados do ponto de vista de
correlagoes quanticas. Dentre outras propostas Perez [14] e depois Horodecki [4] encontraram
um critério que permite dizer se o estado bipartite (sistema composto por duas partes)
¢é fatoravel ou emaranhado. O critério de Perez-Horodecki é necessario e suficiente para
determinar se um estado é emaranhado para sistemas 2 ® 2 e 2 ® 3. Porém, para sistemas
com dimensoes maiores o critério é suficiente, mas nao necessario (de fato, ndo ha um critério
unico para sistemas de dimensoes maiores que 2 ® 2 e 2 ® 3, senao o da propria definicao de
separabilidade dada pela equacao 1.25).

1.3.1 Critério de Separabilidade

Um estado bipartite qualquer é dito separavel se puder ser escrito na forma 1.25. Para explicar
com mais facilidade a condigao algébrica de separabilidade, é mais féacil escrever os termos da
matriz densidade:

Pmplv = Zwk(pAk)ml(ka);wu (129)
k

b}



onde os indices gregos se referem ao segundo sistema. Para sistemas quanticos, a matriz
densidade tem de ser positiva, o que implica em nao ter nenhum auto-valor negativo. Como
a matriz densidade pode ser escrita de varias formas, uma delas (a melhor para ser usada
agora) ¢ diagonaliza-la e montar uma soma convexa com as matrizes dos produtos externos dos
auto-vetores com o respectivo auto-valor associado,

p=> wiltn) (Wl (1.30)

Todos esses auto-valores w; sao positivos, pois representam a probabilidade do sistema estar
no estado do respectivos auto-vetor [i;). A ideia do critério é combinar essa restrigdo com o
fato de que operagoes quanticas tém de ser descritas por mapas completamente positivos (a
ideia de mapa quantico estd melhor explicada no secao 2.3, sendo abordada agora somente
o essencial para introduzir o conceito). Um mapa M : p — Mp é dito positivo se Mp >
0 e para ser quantico Tr(Mp) < 1. Para um mapa ser completamente positivo, além das
propriedades descritas anteriormente, ele tem de continuar sendo um mapa positivo se for
estendido trivialmente (M ® Iop)ppig > 0 onde pyig = p @ pary € 0 estado do nosso sistema mais
outro sistema com espago de Hilbert arbitrario.

Uma operacao que é positiva, mas nao completamente positiva, é a transposicao: T Py = pim
(Tp = p"). Como toda matriz densidade é hermitiana p,,; = p},,, de tal forma que quando é
feita a transposicao em uma matriz densidade a operacao produz um novo estado que tem a
fase das correlagoes com sinal invertido em relacao ao anterior. Por outro lado, vejamos o que
ocorre se o sistema quantico for composto por dois subsistemas. Nesse caso, se o estado for
separavel ja vimos que pode ser escrito da forma 1.25. A transposicao do sistema A (também
chamada de transposicao parcial) resulta em uma matriz o dada por:

o= (Tas®1Ip)pap = Zwk(TAPA) ® (Ippp) = Zwkpﬂ ® pB (1.31)
k k

Como p’ também é um estado quantico, segue, imediatamente que o é um estado quantico
(todos seus auto-valores sdo positivos). Esse raciocinio fornece um identificador automéatico
de emaranhamento. Em um sistema quéntico bipartite qualquer (de qualquer dimensao), se
fizermos a transposicao parcial de um subsistema e, ao diagonalizar o encontramos ao menos
um auto-valor negativo, isso indica que p nao é separavel, ou seja, é emaranhado. Contudo,
esse critério nao ¢ suficiente ja que hé estados emaranhados com transposicao parcial positiva.

Com essas ideias é possivel montar um critério que nos permite saber se o sistema é ou nao
emaranhado:

1. Se a transposta parcial for negativa, o estado é emaranhado. O sistema nao é separavel,
nao sendo possivel escrevé-lo na forma 1.25.

2. Caso a transposta parcial seja positiva, o estado pode ou nao estar emaranhado. No
caso de sistemas 2 ® 2 e 2 ® 3 o estado é separavel, podendo ser escrito como uma soma
convexa de estados produto. No caso de dimensoes maiores nao podemos dizer nada sobre
o sistema, pois existe a possibilidade de, mesmo ¢ sendo uma matriz positiva, o estado
ser emaranhado.

Seguem dois exemplos para deixar mais claro como o critério funciona.



Exemplo 3. Considere o estado de Bell |p) = %(\ ™) + 1 ). Escrevendo-o na forma de
matriz densidade e depois calculando a transposta parcial, tem-se:

1 001 1000
100 0O 110010
P=51 0000 T3l 0100 (1.32)
1 0 01 0 0 01
Calculando os auto-valores da matriz o acha-se A\ = Ay = A3 = % e\ = —%. Logo, esse

estado de Bell tem correlagoes quanticas entre seus constituintes. De fato, os estados de Bell
sao mazximamente emaranhados [5].

Exemplo 4. Consideraremos agora o estado misto que é o singleto |¢) = %(! ) =1 I1)) com
razao x mais um fator aleatorio com razao 1 — x

p= ki)l + (- 2)7,
onde I = | L)L |4+ | ([ L[+ 1t

¢ a identidade. A matriz densidade e a
transposta parcial correspondente sao:

(1.33)

1-x 1-x -z
T o = T o oo 3
— 4 2 — 4
O B A I B 3
00 0 L = 0 0 L
Calculando-se 0s auto-valores de o encontra-se \y = Ay = A3 = pr‘” e M = 122 onde o

1
quarto auto-valor pode tomar valores negativos dependendo do valor de x. Se v < % o estado é

separdvel, se x > é o estado ¢ emaranhado.

Até agora foi discutido que se a transposta parcial de um estado nao for positiva, o estado
estd emaranhado. Porém uma pergunta ainda nao foi respondida: quao emaranhado um estado
é? Dentre outras [21], deseja-se de um quantificador de emaranhamento duas propriedades:

1. de diga se um estado é mais emaranhado que outro;

2. se usado para aplicagdes préticas (por exemplo, informagcao quantica) que essa grandeza
seja vista como um recurso a ser utilizado [21].

Um quantificador de emaranhamento que tem ambas as propriedades é a Negatividade [3]

definida como:
N=-2> A\ (1.35)

onde A_ sao os auto-valores negativos da matriz transposicao parcial. O valor 2 multiplicando
a soma é uma normalizagdo para que os estados de Bell tenham emaranhamento igual a 1 (vide
exemplo 3, onde foram calculados os auto-valores negativos de o). Os estados que tém a maior
correlacao possivel para um sistema de dois qubits sao os estados de Bell. Por outro lado, caso
o estado seja separavel N = 0. Ainda existem alguns estados que tem negatividade igual a
zero que nao sao separaveis, que sao conhecidos por estados PPT (partial positive tranposition,
transposigao parcial positiva). A figura 1.1 muito comum em livros e artigos que discutem
emaranhamento, deixa mais clara as ideias descritas até agora.

Nao existem quantificadores absolutos de emaranhamento [22]. O melhor que se pode fazer
é classificar os estados de acordo com o recurso que provém para realizacao de tarefas quanticas.
A negatividade se enquadra nesse critério quantificando o emaranhamento destilavel (ou livre)
[23].



Estados
Emaranhados

Estados PPT

Estados
~ Separaveis

Figura 1.1: Conjunto de todos os estados possiveis quanticamente. A Negatividade nao consegue diferenciar os
estados PPT (mesmo estes sendo estados emaranhados) e os estados separdveis. Assim, os estados emaranhados
no qual a negatividade é diferente de zero sao os estados que encontram na area branca. No caso de sistemas
2® 2 e 2® 3 nao existem estados PPT, somente separaveis e emaranhados, ou seja, nesses casos, a area cinza

claro é nula.

1.3.2 Emaranhamento Destilavel

Suponha as vérias cépias de um estado emaranhado (nao precisa ser puro) de um sistema
bipartite, de modo que cada cépia esteja dividida entre dois observadores que conseguem operar
somente em sua prépria parte (permitidas somente operagoes locais). Os dois observadores
podem se comunicar classicamente. A maioria dos protocolos de informacgao quantica exigem
estados de Bell como ponto de partida mas, geralmente, o que se tem é um conjunto de
estados com algum emaranhamento, mas nao o maximo. Um protocolo de destilagao é um
conjunto de operacoes locais e comunicagao cléssica que concentra o emaranhamento em alguns
constituintes, normalmente criando pares de Bell, e descartando o resto (prego que se paga para
fazer a destilagao).

P. Horodecki mostrou que existem alguns tipos de estados mistos emaranhados cuja matriz
transposigdo parcial é positiva [4]. Esse tipo especial de estado é chamado PPT e sua
principal propriedade é que seu emaranhamento nao pode ser destilado. Por outro lado, a
negatividade nao quantifica o emaranhamento total do sistema, mas acredita-se que quantifique
o emaranhamento destilavel desse. A maioria dos protocolos quanticos estao interessados nesse
tipo de emaranhamento, também chamado de [ivre, para o qual a negatividade ¢ um bom
quantificador.

Exemplo 5. Um estado que tem transposicao parcial positiva e nao é separdvel para um sistema



de dois qutrit € dado por

a 00 0 a O 0 0 a

00a 0000 0 0 0

00 a 000 0 0 0

. 000a00 0 0 0
D= a 000 a0 0 0 a , 1.36
I+8 1 g 0000a 0 0 0 130

000000 $14+a) 0 3vV1-—a?

000000 0 a 0

a 000 a0 iVi—a2 0 i(1+a)

onde 0 < a < 1. A transposta parcial do estado é da forma:

a 00000 0 0 0

0a 0a00 0 0 0

00a 000 a 0 0

) 0a 0a00 0 0 0
o= 0000 a0 0 0 a (1.37)

L+8at 50000 a 0 a 0

000000 i1l+a) 0 WWI-a?

00000 a 0 a 0

000000 VIi-a®> 0 3(1+a)

Olhando bem para o e comparando com p,vé-se que a matriz parcialmente transposta respeita
todas as propriedades de um estado quantico : nao tem nenhum auto-valor negativo (N(p) =
0). Mostrar que esse estado nao € separdvel é nao trivial, por esse motivo é dificil encontrar
exemplos para estados PPT. P. Horodocki usou esse estado como exemplo em seu artigo que
mostra que existem estados com dimensoes maiores que tem negatividade nula e emaranhamento

4]

No caso de sistemas de dois qubits ou de um qubit e um qutrit a negatividade caracteriza
totalmente o emaranhamento do estado. Outros bons quantificadores de emaranhamento, por
exemplo a Concorréncia [24] e a Entropia de Von Newmann [25], s@o igualmente satisfatérios
para sistemas dessas dimensoes.

Ja no caso de sistemas bipartites com dimensoes maiores a negatividade caracteriza apenas
o emaranhamento destilavel. E ha, ainda, o caso de sistemas multipartites cuja caracterizacao
do emaranhamento é algo ainda mais complexo, nao tendo um critério nico e totalmente
satisfatério. A dificuldade esta no fato de que em sistemas multipartites podem haver varios
tipos de emaranhamento: entre apenas duas das partes constituintes ou entre varias delas,
podendo mesmo ser entre todas as partes. Ainda nao ha uma medida absoluta para caracterizar-
se o emaranhamento desse tipo de sistema, portanto, o maximo que podemos dizer é, quando
muito, o emaranhamento entre cada particao.

Uma complicacao ainda pior na caracterizacao do emaranhamento é que estados quanticos
podem ser escritos de varias formas, sendo que um bom quantificador nao pode variar
para diferentes formas de representacao do estado. Por esse motivo, a forma mais aceita
para caracterizar o emaranhamento é o Emaranhamento de Formacao que determina a
menor quantidade de emaranhamento necessaria para formar o estado [22]. Mesmo sendo
o quantificador mais desejado, nao é o mais util, pois é muito dificil de calcular, mesmo para o
caso de dois qubits [26] [27].



Nesse trabalho, as caracteristicas que queremos observar envolvem a dinamica de
emaranhamento em sistemas 3 ® 3. Como, nesse caso, nao ha quantificador absoluto, optamos
por estudar o emaranhamento destilavel. Sendo assim, nos concentramos na Negatividade dos
estados estudados. No préximo capitulo falaremos da dinamica desses sistemas quando estao
em contato com o ambiente e depois retornaremos a discussao do emaranhamento desta feita,
ao longo de uma evolugao temporal.
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Capitulo 2

Evolucao Temporal de Sistemas
Quanticos

Em mecanica classica, normalmente se estd preocupado com a evolucao temporal de um dado
sistema. Existem varias formas de descrever essa dinamica, sendo uma das mais conhecidas a
equagao de Liouville % = {H, p}, onde {, } sao os colchetes de Poisson. A inclusao de elementos
externos sobre os quais nao se tem controle pode ser feita de varias maneiras: por uma forga
dissipativa, um reservatério, etc. Quanticamente, encontra-se o mesmo tipo de problema. Nesse
capitulo serd mostrado como pode ser analisado matematicamente um sistema cuja dinamica
depende de fatores externos nao-controlaveis. Além disso sera discutida a dinamica de sistemas
fechados e de sistemas abertos. Sera apresentada, também, uma formulacao possivel para

sistema quanticos abertos, a Equagao Mestra.

2.1 Sistemas Fechados

Pode-se descrever a dinamica de um estado quantico puro em um sistema fechado usando-se a
equacao de Schrondinger [28]:

d i

— () = —-H(t t 2.1

SIp(0) = —3 HO() 21)
onde H(t) é o Hamiltoniano do sistema. Considerando-se que o estado inicial de um sistema

¢ dado em um tempo t = £y, a solugao geral da equagao sera dada por um operador evolucao
temporal aplicado no estado inicial.

() = U(t, to) ¢ (to)) (2.2)

Para 2.2 ser solugao de 2.1 U(t, ty) tem de respeitar uma equacao semelhante (com a condigao
inicial U(tg, o) = 1):

B i 0
aU(t,to) = —ﬁH(t)U(tato) g(UTw =

?

h(UTHTU —~UTHU). (2.3)

O Hamiltoniano é uma variavel dinamica, entao ele é Hermitiano. Assim, tem-se que o operador
evolucao temporal é unitario. Pode-se escrever esse operador para um sistema que tenha o
Hamiltoniano independente do tempo na forma:

Ult, to) = et -0) (2.4)



Um estado puro isolado (sistema fechado) sempre evolui temporalmente para outro estado
puro. Isso ocorre porque uma operacao unitaria nao pode levar um estado puro em um misto.
Por outro lado, se o estado inicial é misto obtemos a evolucao temporal a partir de:

pt) = D wrlvn() (wn(t)]
= > @l (o) [¥n(to)) (¥n(to) (U (2, to)

= U(t,to)p(to)U" (¢, to) (2.5)

A equacao diferencial para a evolucao de um estado misto pode ser facilmente mostrada se
derivarmos p(t) em rela¢do ao tempo e nos lembrarmos de que o Hamiltoniano comuta com o
operador U(t,ty)(o operador evolugao é fun¢ao do hamiltoniano).

) — 21H(0), p(0)] =~ (HOp(t) — o0 H () (26)

H4, ainda, trés possiveis formas de descrever qualquer evolucao temporal de um sistema
quantico:

1. Representacao de Schrondinger: A dependéncia temporal do sistema é carregada
pelo estado. E a mais comum nos livros didaticos e é a que foi apresentada nesta secao.

2. Representacao de Heisenberg: A dependéncia temporal do sistema é carregada pelos
operadores. Neste formalismo, o estado é independente do tempo e as varidveis dinamicas
evoluem. A equacao que rege essa evolucao é:

dRu(t) i OR
ol — Lt mo)+ (57) 27)

onde R ¢é uma variavel dinamica qualquer e o sub-escrito h simboliza a variavel escrita
na Representacao de Heisenberg. A relacao entre a variavel escrita na Representacdo de
Heisenberg e Representacdo de Schrondinger é Ry(t) = U'(t, to)RU(t,ty), onde U é o
operador evolugao temporal.

3. Representacao de Interagao: Em um sistema bipartite (ndo se aplica somente a
sistemas bipartites, mas como nesta dissertacao estamos focando-os, introduziremos essa
representacao somente para esses sistemas) pode-se dividir o Hamiltoniano em trés partes:
H = H + Hy+ H;y onde Hi = HH ® I e Hy = [ ® Hy sao hamiltonianos que agem
somente no primeiro e no segundo constituinte respectivamente. H; é a interacao entre
os subsistemas. A representacdo de Interacao divide a evolucao temporal em duas partes:
dos sistemas e da interacao. O estado na representacao de Intera¢ao tem a forma:

plt) = ei U p(g)e i I (2:8)
Derivando p(t) em rela¢ao ao tempo temos.

dp(t ' ' ; dp(t ;
ZSf) = %(H1 + Ha)p(t) — 3~(15)(H1 + Hy) + en(Hit+H2)t (—ZES )) e~ n(HitH2)t

= _L[H ), 50) (2.9)
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onde H; também depende explicitamente do tempo:
E(ﬂ _ e%(HlJer)tHIef%(Hﬁer)t (2'10)
Integrando a equagao 2.9 obtém-se [8]:

o =pito) + 5 [ E(), )t (2.11)

to

e substituindo p(t) dentro do comutador em 2.9.

%t) = %[E(t),p(toﬂ + —% / [Hi(t), [H ('), p(t')]dt. (2.12)

to

Essa equacao ¢é exata. Tanto o estado, quanto os operadores dependem explicitamente
do tempo. Essa analise é muito 1til quando os tempos caracteristicos da interacao sao
muito maiores que os dos hamiltonianos livres. Uma das deducoes da equacao mestra
cuja apresentacao serd descrita neste capitulo serd feita utilizando a representacdo de
Interacao.

2.2 Sistemas Abertos

Sistemas fechados sao casos muito especiais e pouco realistas de dinamicas quanticas, pois
¢ muito dificil, se nao impossivel, isolar um sistema de tal forma que seus constituintes nao
tenham nenhuma interacdo com o ambiente. Sistemas reais sofrem interacoes incontrolaveis,
sendo necessario leva-las em consideracao para uma modelagem tedrica mais préxima do que é
observado nos experimentos.

Distinguir um sistema aberto de um fechado ¢é algo delicado, mesmo em mecanica classica.
Suponha o péndulo de um relogio. Este interage muito pouco com o ambiente, mas mesmo esse
pouco tem de ser considerado porque, depois de um tempo, ele vai diminuir a amplitude de
seu movimento até parar. O amortecimento causado pela resisténcia do ar e pelas imperfeigoes
do mecanismo de suspensao do péndulo sao os principais canais de interacao do péndulo com
o ambiente. Caso o sistema fosse fechado, nao interagindo nada com o ambiente, esse péndulo
ficaria oscilando para sempre. A diferenca neste caso entre o sistema aberto e fechado é parar
em um tempo finito ou oscilar para sempre. Para tempos curtos, considerar o sistema fechado
seria uma boa aproximagao (considerando o regime em que a interagao sistema e ambiente seja
pequena), mas no caso de um relégio, queremos vé-lo medindo as horas por meses, anos, sendo,
portanto, impossivel desconsiderar os efeitos do ambiente.

Quando se estd analisando um sistema aberto nao é preciso levar em conta como o ambiente
modifica seu proprio estado, mas sim como a existéncia dele modifica o sistema em questao. No
caso do pendulo, o que acontece com o ar por causa do seu movimento nao é importante para
a analise. Entretanto, o efeito da resisténcia do ar no péndulo é algo importante, nao podendo
ser desconsiderado. O exemplo abaixo mostra um exemplo classico de um sistema aberto com
uma descrigao matematica muito simples.

Exemplo 6. Considere um bit de informac¢ao armazenado no disco rigido de um computador
[5]. O bit pode tomar os valores 0 ou 1. Depois de um longo tempo, por flutuagoes do campo
magnético proximo deste bit, ele pode mudar de valor. Fsse problema pode ser modelado
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1-p
Figura 2.1: Apés um tempo longo um bit em um HD pode ter seu valor modificado com probabilidade p.

constderando que o bit tem probabilidade p de mudar o valor e probabilidade 1 — p de manter
seu valor inalterado.
O estado inicial do bit é:

p =pop(0) + p1p(1) = ( 5(1) ) (2.13)
onde py € a probabilidade do bit estar em zero e p1 € a probabilidade do bit comecar com o valor
1. Depois do tempo decorrido o estado do bit pode ser escrito por:

(Z?):<1;p 1%)(2?) (2.14)

onde qy e q1 sao as novas probabilidades de encontrar o bit em 0 e 1, respectivamente. Em
nenhum momento deste exemplo foram discutidas mudanc¢as no campo magnético, apenas como
suas flutuagoes afetam o bit.

A descricao do exemplo anterior exemplifica um mapa classico descrito pela matriz

p l1—p
estado pode ser dada por um mapa quantico. Antes de ir para o caso especial de evolucao
temporal serd discutida a ideia do que é um mapa quantico. A ideia geral de um mapa
quantico foi discutida na secao 1.3. Abaixo serao explicitados com mais cuidado quais sao
as possiveis operacoes quanticas. Essas ideias serao muito importantes ao decorrer desse texto,
sendo necessario enfatiza-las.

1— . . .
( pp ) . Da mesma forma, para um sistema quantico aberto, a evolucao temporal do

2.3 Operacoes Quanticas

Mapa quantico é qualquer operacao em um estado quantico que o leva, com certa probabilidade,
a um outro estado quantico (uma matriz hermitiana nao negativa cujo traco é igual a 1). Como
foi dito na secao 1.3, todo mapa quantico ¢ um mapa completamente positivo. Para deixar mais
claro, suponha um mapa M qualquer que atue em um estado quantico arbitrario p levando a
uma matriz p

o = M(p). (2.15)

Para que essa operacao seja fisicamente possivel M tem de seguir algumas regras.
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¢ a probabilidade do processo caracterizado por M acontecer, entao 0 <
Tr[M(p)] < 1.

2. M é um mapa linear. Considerando um mapa qualquer atuando em um estado misto

escrito na forma de 1.14
M (ZPiPi) - ZPz‘M(Pz‘) (2.16)

3. M tem de ser um mapa completamente positivo. Isso quer dizer que, se A e B sao
operadores positivos, entao M4(A) e (M4 ® I)(A® B) também o serdao. Por esse motivo
a transposi¢cao nao é uma operacao quantica, pois ela é positiva mas nao completamente
positiva.

Dois exemplos simples de operacdes possiveis sao transformacoes unitdrias p/ = UpU' e
medicoes p,, = P,pPl. O caso da medicio inicialmente leva a um estado quantico nao
normalizado, pois Tr(P,pPl) < 1. O estado final, no caso de medigao é o' = M(p)/Tr[M(p)].

Os operadores quanticos descrevem processos fisicos que levam estados iniciais p, a estados
finais M(p). Um caso muito especial de transformagdo, nesse caso, unitéria é a evolucao
temporal, descrita na primeira secao deste capitulo.

Na proxima segao seré descrito como se pode analisar um sistema quantico aberto levando
em conta somente a dinamica do sub-sistema de interesse, desconsiderando-se a dinamica do
ambiente. Para introduzir essa abordagem, usaremos mapas quanticos cujas propriedades foram
descritas nessa secao.

2.4 Equacao Mestra

Considere um sistema aberto que pode ser tratado como o sistema de interesse em contato com
o ambiente. O espaco de Hilbert do sistema total é £ = Es® Eg, onde Eg é o espaco de Hilbert
do sistema e Eg é o do ambiente. Pode-se escrever o hamiltoniano do sistema total como:

H=Hg®Ig+1s® Hg+ H; (2.17)

onde H; é o Hamiltoniano de interagao entre o sistema e o ambiente.

S + .lrj._ .lr_'-‘.t,' @ .Ir_'-1H._ M

Ambiente
L. Ey, pi

Sistema
Jg'. j—‘:.[j_ H JU 5

Figura 2.2: Esquema do sistema de interesse mais ambiente mostrando o estado e o espago de Hilbert global

e as dois possiveis estados e espacos reduzidos.
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O sistema S é o tinico em que se tem interesse. Considerando-se um observavel A = A® Ig
desse sistema, seu valor esperado é (A) = Tr(Apgs), onde o estado pg do sistema é obtido
fazendo o traco parcial em relacao aos graus de liberdade do ambiente.

ps = Trp(pss) (2.18)

O sistema global evolui na representacao de Schrondinger com a equacao de Schrondinger.
A evolucao do sistema S pode, portanto, ser construida a partir de:

ps(t) = Trp(psp(t)) = Tre(U(t,to)pssU’ (L, to)) (2.19)

Consideraremos agora duas aproximacoes tipicas do tratamento de sistemas quanticos
abertos (para maiores detalhes, ver referéncia [8]):

1. Aproximacao de Born: Consideramos que o estado global do sistema é sempre
fatoravel. Em geral, mesmo que isso seja verdade inicialmente, para tempos posteriores
surgem correlagoes entre o sistema e o ambiente. Assume-se, entretanto, que o estado
é sempre fatoravel fazendo duas consideracoes: primeiramente que o acoplamento entre
os sistemas é fraco, ou seja, o hamiltoniano do sistema S é mais relevante na dinamica
do que a interacao com o reservatério. Além disso, que o ambiente é um sistema muito
grande cujo estado pode ser considerado inalterado pela interagao com o sub-sistema S.
Essa é chamada de Aproximacao de Born

2. Aproximagao de Markov: O estado do sistema no tempo t, > t; depende apenas do
estado do sistema em t;. Assume-se que o estado do reservatorio nao muda na dinamica.
Isso é aproximadamente verdade se o tempo caracteristico da perda de correlacao do
reservatério for muito menor que o tempo caracteristico da evolucao do sistema. Isso
define que o reservatorio nao tem memoria de um estado anterior.

Vamos considerar que o estado do sistema e do ambiente é, inicialmente, separavel:
psi(to) = ps(to) ® pg, onde ps(ty) é o estado inicial do sistema e pp é o estado do reservatorio
em equilibrio térmico, por exemplo. Nesse caso, pode-se escrever a evolucao do sistema como

6]:
ps(to) = ps(t —to) = V(t —to)ps(to) = Trp{U(t, to)[ps(to) @ pslU'(t,t0)}, (2.20)

onde V(t — ty) é o mapa quantico que governa a dinamica do sub-sistema (¢ > t;). Pela
aproximacao de Markov, para uma evolucao com variacao temporal t; 4+ t5, 0 mapa tem de
ser dado por V(t; + t3) = V(t2)V(t1). O estado reduzido do ambiente escrito em sua forma
espectral é pp = > _ 5 Aglwp)(psl, onde {|pg)} forma uma base no espago Ep e Ag sao nimeros
reais ndo negativos que satisfazem ) 5 \s = 1. Podemos definir diretamente de 2.19 o mapa
quantico V(t) na forma:

V(t —to)ps(to) = Z Wa,ﬂPSWaT,B (2.21)
o,
Wa,s = V/ As(@alU(t, to)les)- (2.22)

Por W, 5 definir um mapa, »_, ;Wa s = Is. Por V() ser formado por uma soma convexa
de operadores ele ¢ um mapa completamente positivo que preserva o traco do sistema. Essa
familia de operadores pode descrever uma gama enorme de dinamicas sempre dadas em uma
dire¢ao temporal (t > to).
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Nesses casos,um gerador linear L da dinamica pode ser representado por um mapa linear
da forma:
V(t) =M (2.23)

Essa representacao leva imediatamente em uma equacao deferencial de primeira ordem para o
estado do sub-sistema S:
dps(t)

50 — Lps(t) (2.24)

que é chamada de Fquagao Mestra de Markov. Note que, dado 2.23, a equacao 2.24 é a forma
diferencial de 2.20.

Pode-se construir uma forma geral para a dinamica do sistema (esse tratamento estd
seguindo os passos descritos em [6]). Considerando-se, inicialmente, que o sistema de interesse
tem dimensao finita, dim(Eg) = N, pode-se montar uma base ortonormal para os operadores
que atuam no espago de Hilbert desse sistema {F},i = 1,2,---,N?} com o produto interno
dado por (F}, F;) = Trg{F] F;} = 8;;. Uma base conveniente para esse caso ¢ constituida por
um operador proporcional a identidade Fl2 = \/—%I s e os demais com trago zero Trg{F;} = 0

para i = 1,2,--- N? — 1. Reescrevendo o operador W, s nessa nova base, tem-se:

N2

Was =D Fi(F;, Wap) (2.25)

Analogamente, pode-se escrever o mapa V' (t) aplicado no estado pg como:

ps(t) =V (t)ps = Z cij(t) FipsF] (2.26)
onde,
Cij(t) = D (F, Wap) (Fj, Was)". (2.27)

a75

A matriz de coeficientes ¢ = (¢; ;) é hermitiana e positiva.
Podemos, entao, usar as relacoes descritas em 2.26 para reescrever a equacao 2.24. Primeiro,
note que, da definicao de derivada segue que:

Lps = [~ (V(e)ps — ps)) (2.28)

e—0 €

lembrando que V(0) = Is. Substituindo 2.26 em 2.28 temos que:

I T 1 CN2 N2 (6) - zN2 CNQ,z‘(e) FT R Cm( )F

ps = i |y Z Fips+ = —psll )+ 3 = Frs
i\j
Agora, introduzimos os coeficientes a;
1 CN2 N2( ) — N
ayz N2 = 11_1)110 Nf (2.30)
azNz—hmM, i=1,2.--N?—1 (2.31)
e—0 €
Gl 9. N2

a;; = llil(l) . i,j=1,2---N“—1, (2.32)
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e os operadores:

1 N2-1
F=— a; 2 F; 2.33
1 1
1
H = i(FT —~F), (2.35)
)

onde H é um operador hermitiano. Assim como a matriz de coeficientes ¢, a = (a; ;) é hermitiana
e positiva. Usando essas definicoes pode-se escrever a equacao 2.29 como:

NZ-1
Lps = —i[H, ps] +{G,ps} + > ai;FipsF]. (2.36)
i3
onde {,} é o anti-comutador ({A,B}=AB+BA). Note que a escolha de base {F;} estd restrita
ao fato de que o mapa descrito ter de levar um estado quantico em outro. Portanto, o traco de
ps tem de ser preservado:

N2-1
Trs(Lps) =0 = Trg { <2G + ) ai,ijF;> pg} : (2.37)
.3
Para que isso seja verdade sempre, tem-se que:
1 N2-1
_ T
G=—5 Z a; ;FF;. (2.38)
2y}
Como a matriz dos coeficientes a é positiva e hermitiana pode-se diagonalizé-la usando uma
matriz unitaria u apropriada.

“mo0 . 0
0 . 0
uau' = IS ' : (2.39)
0o o0 . 0
0 0 - v
onde 7; é um numero real positivo. Introduzindo os operadores Ay:
N2-1
F, = Z g, ; Ay (2.40)
k=1
chegamos na forma mais conhecida da Fquagao Mestra:
dp N 1
S . . i i
— = Lps = —i|H AppsA, — ={A] A ) 2.41
7 ps = —ilH, ps] + ; Vi ( kPs Ay 2{ ; kapS}) (2.41)

O primeiro termo do gerador representa a parte unitaria da evolucao gerada pelo Hamiltoniano
H. Os operadores Ay, introduzidos como combinacao linear apropriada para a base de
operadores Fj;, sao usualmente chamados de Operadores de Lindblad, e dependem da situacao
fisica que sera estudada. Na proxima secao sera mostrado um tipo de situacgao fisica muito
comum: o reservatorio de emissao espontanea. Sera considerado um sistema quantico limitado
(por exemplo um dtomo ou uma cavidade resonante), com dois niveis, que interage com um
ambiente representado por um conjunto infinito de graus de liberdade e evolui de acordo com
2.41. Seguimos os cédlculos desenvolvidos na referéncia [6]
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2.5 Reservatorio de Emissao Espontanea

Considere, inicialmente, um sistema qualquer descrito na Representacao de Intera¢ao
interagindo com um reservatério. A equacao 2.12 diz respeito a dinamica do reservatério
mais sistema, mas pode-se tomar o trago parcial em relacao ao ambiente permitindo escrever a
evolucao temporal somente do sistema.

dps(t)
dt

= Tro B0, ps(t)) + g [ Tro(l 0, (L), psn(@ . 242)

Usando a aproximacao de Born, o estado inicial é separavel e é invariante no tempo. Como
consequeéncia, a relacao
1 —
TTB%[H[(t), pB(tO)] =0 (243)

¢é valida. Por simplicidade, mas sem perder generalidade, pode-se fazer t; = 0. Reescrevendo
2.42:

% = —% OtTTB{[E(t>: (H;(t'), ps(t') @ pp]] bt (2.44)

Usando agora a aproximacao de Markov, a evolucao depende somente do estado presente, o
estado pg(t') pode ser substituido por pg(t) chegando em:

dps 1 [t ~

o = 12 | Tre{[Hi(), [H:(t), ps(t) ® pp]]}dt’. (2.45)

0
Ainda nao foi dito nada sobre o reservatoério ou sobre o sistema, sendo a andlise até agora

muito geral. O reservatério é modelado considerando-o como uma cole¢ao de osciladores
harmonicos com frequéncia w; e com os operadores criacao e aniquilagao TZT e r;, respectivamente.
O hamiltoniano livre do reservatério sera:

Tomando o estado inicial do ambiente como o estado de equilibrio térmico a temperatura T, o
correspondente operador densidade é:

hwi'r;.rri hw;
pB = Hef KpT (1 — eKBT) , (2.47)

i

onde Ky é a constante de Boltzmann.

Nessa andlise, serd considerado que o sistema tem dois niveis (para ilustrar o caso,
estudaremos o caso de niveis de energia atomicos ou moleculares). O hamiltoniano livre do
sistema pode ser escrito na forma diagonal:

Hs = Ei|1)(1] + E,[2)(2]
= %(E1+E2)IS+%(E1—E2)JZ o, = [1)(1] — |2)(2], (2.48)

onde o estado |1) é o estado fundamental (£} < Es). O primeiro termo de 2.48 é uma constante
que pode ser eliminada se o zero de energia estiver no meio da transi¢ao, podendo escrever o
hamiltoniano na forma: . B _E

Hs = Shwso.  ws = Lﬁ” (2.49)
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Considerando agora o momento de dipolo eq (consideraremos somente o termo de interagao
de dipolo), onde e é a carga elétrica e q é o operador coordenada do elétron em um nivel
atomico, temos.

eq = Y (nleqlm)[n)(m|
— ’(<1|q|2>|1><2|+<2|Q|1>| 2)(
= dyg0_ +dyi0; -=1

1)
)2l o =2)(1], (2.50)

onde foi feito (1|q|1) = (2|q|2) = 0, assumindo que a simetria dos estados atdomicos garante
que o momento elétrico permanente seja nulo. Como todo observavel quantico, o momento de
dipolo é hermitiano, entdao dg; = (d;2)*.

As matrizes 0., o_ e 0 sdo os operadores de spin 5: 0 = 1(0, +io,), e um sistema de dois
niveis, montado dessa forma, tem caracteristicas semelhantes as de spin, onde os operadores
o_ e o4 aparecem no contexto de transi¢oes magnéticas de spins 5 [28].

Estando o sistema de interesse e o reservatério bem definidos, podemos montar o
hamiltoniano global do sistema como sendo a soma de 2.49, 2.46 e um termo de interacao
na formas:

H; = Z h(/ﬁz’/\r;/\a, + Kparea0s) = Mo T + o, 1) (2.51)
kA
= eikrs | Yk o4 2.52
K\ e QHGOVek’A 21 ( )
I'= Z R ATk FT = Z IQZ’AT};’)\. (253)
kA kA

O parametro ki ) € o termo de acoplamento de dipolo entre o reservatorio e o sistema. A soma é
feita sobre os parametros dos osciladores do reservatério (modos do campo eletromagnético) com
vetor de onda k e estado de polarizacao A\, com frequéncia wy e o vetor unitario de polarizagao
erx. O dtomo ¢ posicionado em rg, V' é o volume quantizado do campo. O operador T’
incorpora a soma de todos os operadores do reservatério mais a constante de acoplamento.
Esse hamiltoniano de intera¢do é proporcional a dsEp (onde dg é o momento de dipolo e
Ep é a amplitude do campo) com a aproximacao de onda girante que desconsidera termos
do tipo o, I'T e o0_T'. Esses termos sdo desconsiderados pois tém uma dindmica muito mais
rapida do que a dinamica das partes proporcionais & o,I' e & o_I'. Essa aproximacao é
boa no regime de osciladores proximos as frequéncias 6pticas. Para frequéncias baixas ou para
amortecimento muito forte, em que o tempo de decaimento se aproxima do periodo de oscilagao,
essa aproximacao nao ¢ boa.
O hamiltoniano de interacao na Representacao de Interacao é da forma:

Hy = etbusosttiSwrintp o [ty ol P)el-idusost=iT, w0
— 0k <€z2wsazt0 e—z5wsazt> <€ (3, wirfrit) Pt o=i(%; w}mt)) i

. <612wsaz J+efzgwsozt> (ei@j wirlrit) p—i(S; wﬂZwﬂ) (2.54)

= h(o_e s I+ h (ope™s) T, (2.55)

onde os termos de o_ e 0, sao obtidos se considerarmos a equacao de movimento de Heisenberg

d~7 1 L WwGoz (WS9z ~
% = iinBZ( 5 )t(o'ZO'_ — 0'_0'2)6_2( Tt = wego_, (256)
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a qual pode ser resolvida trivialmente
G_(t) =o_e ™St (2.57)

e analogamente para o .
Com o hamiltoniano H; em maos podemos uséa-lo em 2.45 obtendo:

dps t _ _ , N
B =~ [ mmt) — o_m(EyoJe O E T E)a + hec
t

+oroips(t) — oips(t)o]esHN DD 5 + hec.

+Ho oy ps(t) — oups(t)o_le ST T (E)) g + hoc.

+oyo_ps(t) — a,ﬁE(t/)aJr]e"wS(t’t )<F(t)FT(t B+ h.c.kdt’ (2.58)

onde as funcoes correlacoes do reservatorio sao dadas por:
(') VB = Z Kikpeite et Ty (pBer) =0 (2.59)

TH0(t)) g = Z mke*iwﬂ'te*w’TrB (pryre) =0 (2.60)
7.k

THODE)) g = Z /ﬁj/ﬁkeiwjte’m’“t,TrB (pBrJT-rk> = Z ;e m(w;, ) (2.61)
Y :

< )B = Z“J”kezw] e " Trg (PBTJTk) Z ’“J’Q —iOm (wy, T) + 1] (2.62)
com
hwj
_ 1 6_m
n(wj, T)=Trp <PB7’j7’j> =Ty (2.63)

1—e KBT
As correlagbes nao nulas 2.61 e 2.62 envolvem uma soma sobre os osciladores do reservatorio.
Pode-se mudar a soma para uma integral introduzindo a densidade de estados g(w) onde g(w)dw
é o numero de osciladores com frequéncia no intervalo w e w + dw. Fazendo a mudanca de
variavel 7 =t — t’ e fazendo ty = 0 podemos escrever 2.58 como:

dps _ — — — —
% =a(o_psoy —or0_pg) + Blo_psoy + 0, pso_ —o,0_pg — pso_o4)+ h.c.  (2.64)

onde

a_/ dT/ —iw=5)7 g (1) o () 2o (2.65)
B = / dT/ —iw=ws)T g () |k (w) [*7(w, T dw (2.66)

A expressao 2.64 pode ser simplificada usando «, §, o comutador [04,0_] = 0, e as defini¢oes:

_ QWZ / g (1) s (I, \) 26 (e — w), (2.67)
A= ZP/d?’kM, (2.68)

wg — kc

Zp/d?’kg et NE 7i(ke, T), (2.69)

wg — ke

7 = m(ws, T), (2.70)
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onde P indica o valor principal de Cauchy. As relagoes entre as definicoes e a e 3 sao:

a= % YA B= %ﬁ+ i, (2.71)

~ . 1 . . ~ .
Usando as relagoes 0.0+ = 5(/ £ 0.) e com pequenas simplificacdes chega-se em :

dps 1
_ = ——
dt 2

(20 + A)o, 7] + 2 (A + 1)(20-F50 = 71,05 — psor-)
+%ﬁ(20+ﬁ§a, —0_04ps — PsO_04). (2.72)

Agora, voltando para a representacao Schrondinger, obtém-se a Equacao Mestra para um atomo
de dois niveis amortecido:

dps . _
L = iulg[0. ps] + 3 (7 +1)(20-psos. — 040 ps = psoo-)
+%ﬁ(20+050— —0_04ps — PsO-04), (2.73)
com
wy = wg + 2A" + A. (2.74)

O termo proporcional a (7 + 1) ¢ a taxa de transicao |2) — |1) e o termo proporcional a
am ¢é a taxa de transicao |1) — [2). A diferenca de energia entre os niveis do 4tomo no sistema
isolado e no sistema interagindo com o ambiente (w5 — wg) inclui um termo independente da
temperatura chamado de Lamb Shift dado por A, também visto em um oscilador harmonico, e

um termo dependente da temperatura 2A’ (proporcional a 2m) que vem do efeito Stark.

Exemplo 7. Os valores médios {(0,) = p11 — paa, (01) = p1a € (0_) = pa1 tém correlagao direta
com o0s termos da matriz densidade p. Usando a equacao 2.73 para cada termo da matriz,
temos um conjunto de quatro equacoes diferenciais:

) 1
P2 = _iwf9<2|o-zp — po.|2)
gy v
+ 5@+ 1)(2|(20-poy — poro- —0.0-p)[2) + 5 (M) (2](201po- — po_os — 0-04p)|2)
= =+ 1)pa2 + ypus, (2.75)

e, analogamente

p1n = —ynpn +y(M+1)pa (2.76)
po1 = — [%(2% +1)+ wag] P21 (2.77)
by = [%(2ﬁ+ 1) — zwg] pr. (2.78)

Como a evolugao temporal da média de um operador é dada por (O) = Tr(Op), as evolugies
temporais da média dos dos trés operadores podem ser escritas na forma:

(6,) = —y[2rn+1){0,) + 1] (2.79)
o) = —[%(2ﬁ+1)+iwg] (o) (2.80)
(6,) = [%(2ﬁ+1)—iwg] (04). (2.81)

Sabendo (6_) e (6+) consequimos saber qual é a variagio do momento de dipolo ao longo da
evolucgao, (eq) = dio(d_) + djy{cy).
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Comparando as equagoes 2.72 e 2.41 vemos que elas tém a mesma forma substituindo
os operadores A; por o_, AI por o, Ay por o, A; por o_; as constantes de decaimento
M =7M+1) ey =n.

Para encerrar o capitulo sobre equacoes mestras, vale, ainda, salientar que com a equacao
mestra pode-se, a principio calcular p(t) para qualquer ¢. Contudo, na maioria dos casos
isso significa resolver varias equagoes diferencias acopladas, o que pode torna-se um problema
computacionalmente complexo. No préximo capitulo mostraremos um método alternativo
computacionalmente mais simples e rapido, chamado de Trajetorias Quanticas.
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Capitulo 3
Trajetorias Quanticas

Até agora, toda a teoria apresentada fala da evolucao temporal da média sobre um ensemble de
sistemas fisico. Entretanto, ha experimentos atuais que permitem a observacao e manipulacao
de uma tunica realizacao de um sistema fisico, apresentando efeitos interessantes, tais como os
saltos quanticos [29]. Nesse caso, uma nova descri¢ao da dinamica é necessaria. Uma alternativa
¢ o método das Trajetorias Quanticas que apresentaremos nesse capitulo.

No primeiro capitulo foram feitas comparacoes entre um sistema cldassico e um sistema
quantico do ponto de vista de suas descricoes matematicas e de correlagoes que podem
apresentar. Agora, mostraremos que nos dois casos, a acao do ambiente torna o estado do
sistema obrigatoriamente misto. Contudo, tanto no caso cléssico quanto no caso quantico pode
ser usada uma descrigao de trajetdrias estocdsticas de estados puros (no caso cldssico pontos
no espago de fase, no caso quantico projetores no espago de Hilbert). No caso quantico essas
trajetérias estocasticas sao as Trajetorias Quanticas.

3.1 Processo Estocastico Classico

Considere o sistema de um bit em um disco rigido descrito no exemplo 6. Um bit no estado
inicial 2.13 tem probabilidade de inverter-se, o que modifica a distribuicao de probabilidades
de encontrarmos esse bit nos estados 0 e 1 conforme descrito na equagao 2.14.

Uma forma de determinar a dinamica de um tnico bit é medir seu valor em intervalos
consecutivos de tempo [7]. Por exemplo, considere um bit que serd monitorando ao longo do
tempo t. Dividindo esse tempo em m intervalos iguais At, com t = mAt pode-se obter como
respostas um conjunto de medidas ao longo do processo. As respostas obtidas em uma parte
da dinamica sao:

0—1

RESPOSTAS = { L0,
T, 1

1—=0 0—1
0T 0 e ey

onde () sdo os intervalos que nao ocorrem mudancas no estado e T; é o tempo que a i-ésima
mudanca de estado ocorre (a mudanga ocorrida esta representada acima de T;). Essas mudancas
abruptas do estado sao chamadas de “Saltos”. Esse monitoramento temporal de um sistema
individual é chamado de Trajetoria.

As respostas sao triviais e monétonas, sendo, neste caso, somente importantes, os tempos
em que sao observadas mudancas de estado. A evolucao temporal do estado em que ocorre
apenas um salto esta descrita na figura 3.1.

Pode-se simular esse tipo de sistema em um computador usando um numero aleatério r,,
(0 <7y, < 1)que é sorteado a cada passo m. Dependo de seu valor ocorre um salto ou o estado
permanece 0 mesmo.
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Figura 3.1: Considerando um sistema constituido por um bit, o sistema pode ter dois tipos de dinamicas,
com ou sem saltos. Quando o estado tem mudanca o sistema teve um salto: 1 — 0 (1a) ou 0 — 1 (1b). Caso
o sistema nao apresente saltos a dindmica é descrita pelos graficos 2a (caso o valor inicial do bit seja 1) e 2b
(caso o valor seja zero).

1. SE o estado ¢é 0 entao:
Se pym > Ty, inverte-se o bit de 0 — 1.

Caso contrario 0 — 0.

2. SE o estado é 1 entao:
Se p,, > r,, inverte-se o bit de 1 — 0.

Caso contrario 1 — 1.

A probabilidade p,, de ocorrer um salto pode variar ou ser estatica no tempo dependendo da
interacao com o campo magnético e de como esse flutua.

E importante ressaltar que estamos lidando com um tnico bit. No exemplo 6, para chegar
na equagao 2.14, tem-se de considerar um ensemble. Usando esse método, para chegarmos na
mesma resposta do exemplo, é necessario fazer trajetorias para todo o ensemble e tirar a média
das dinamicas. Note também que no modelo de trajetérias, se o o estado inicial é puro, por
exemplo o estado 0 (py = 1,p; = 0), entdo, ao longo de uma trajetéria permanecera puro e a
trajetéria serd uma sequéncia de 0’s e 1’s dependendo dos saltos que ocorrem. Por outro lado, o
estado descrito no exemplo 6 é obrigatoriamente misto para qualquer tempo diferente de zero.
Essa estatistica é recuperada quando tomamos a média sobre todas as trajetorias.

De um ponto de vista quantico, além dos estados 0 (|0)) e 1 (]1)), um estado puro pode
estar em uma superposicao (|1) = a|0) + b|1)). Para generalizar a ideia desse modelo cléssico
serd necessario usar um modelo mais sofisticado que considera a possibilidade de superposicao
dos estados e leva em consideragao nao sé as populacoes desses como também sua coeréncia.
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3.2 Processo  Estocastico Quantico, Trajetorias
Quanticas

Suponha um sistema quantico inicialmente puro ps = [¥)(¢)| que esteja em um ambiente
qualquer descrito pela equacao 2.41. Queremos saber como é a funcao de onda do estado em
um tempo ¢ + 0t, para uma unica realizacao experimental do ensemble, no qual monitoramos
o reservatério. O sistema pode evoluir de duas formas [30]:

1. O estado evolui sem ter nenhum salto. Para calcular [¢/(t + dt)) pode-se evoluir o estado
|1)(t)) por um hamiltoniano efetivo:

thry
H,p = —T’“E Al Ay (3.2)
k

H_ ¢ € um operador nao-hermitiano e gera uma evolu¢ao nao-unitdria do estado:

(4 1)) = R Per sy (1)) = (I ZHeff(”) (). (3.3)

A segunda igualdade é valida para o caso de 0t ser um passo muito pequeno tal que a
aproximacao de primeira ordem no tempo seja valida . Como H.ys gera uma dinamica
nao-unitéria o novo estado [¢'(t 4+ dt)) nao é normalizado.

7 f )
<w/<t+5t>w'<t+5t>>:<w<t>r(HH%””) (1= 22 ooy = 1-3p (3

onde dp é descrito por:

op = 5t%<¢(t>\ (Hlff - Heff) [¥(1)) = oty <Z AW) |4(t) Z ope (3.5)

opn = St (w(t)] (ALAy) [e(0) > 0 (3.6)
Como o passo dt é pequeno, isso implica que op < 1

2. A evolugao do estado |¢(t)) entre o tempo t e t + dt inclui um salto quantico. Em geral,
existem varios saltos possiveis , cada qual associado a um operador Lj = /7 Ay e com
a probabilidade II;, = dpy/dp de ocorrer (isso sao probabilidades, pois >, Iy = 1). O
intervalo 0t é escolhido de forma que apenas um salto possa ocorrer e, nesse caso, o estado
sera:

[ (t +0t)) = Lyl (t)). (3.7)

1
\/(5pk/5t

A evolucgao do sistema em uma trajetoria n serda dada pela sequéncia de estados

{10(0)), [9(o1)), [¢(268)), - - -, [ (Nt))}, (3.8)

onde cada qual é gerado a partir do caso anterior por um dos saltos possiveis ou pela evolucao
sem saltos. Essa sequéncia é chamada de Trajetoria Quantica
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3.3 Equivaléncia entre Trajetérias Quanticas e Equacao
Mestra

Usando o processo descrito anteriormente é possivel recuperar todos os resultados de uma
unica realizacao do experimento, tal qual no caso classico. Fazendo esse procedimento varias
vezes e calculando a média sobre os resultados em cada tempo devemos recuperar o resultado
encontrado pela equacao mestra [31], conforme mostraremos a seguir

Seja p(t) a matriz densidade do sistema no tempo t. No intervalo §t ou o sistema evolui por
H.¢¢ (trajetéria sem salto) ou por um dos operadores Aj correspondentes a um dos possiveis
saltos. Para conhecermos p(t+ dt) fazemos a média sobre todas as possibilidades de trajetérias,
ou seja, se p(t) = > . pi|vi(t))(¥;(t)| onde o i-ésimo estado tem probabilidade p; de ocorrer ao
longo de todas as trajetérias, entao

e S [ ) e+ o1) 1 Tl 012}
o = (= ) r A P T et

Da equagao 3.3 e reescrevendo os operadores L, = \/7p A temos:

10t

plt -+ 6) = p(t) + 5 [o(t), H] +61 > (Akp@)A,i - AL p(t)}) ENCAt)

o que leva a equacao diferencial

dfl—it) = %[P(t), H| + g% (Akp(t)A}; — %{A};Ak,p(t)}) ) (3.11)

A equacao acima tem a mesma forma da equacao 2.41 o que mostra a equivaléncia entre a
equacao mestra e as trajetorias quanticas

As trajetérias quanticas tém quatro importantes vantagens que nos levaram a escolher esse
método em nosso trabalho:

1. Realizacao Experimental: As trajetérias quanticas podem ser realizadas
experimentalmente usando uma ideia muito simples: monitorar o ambiente que esta
interagindo com o sistema. O monitoramento do reservatoério se da fazendo medidas
consecutivas a cada passo ot de tempo. Por exemplo, se estivermos analisando um atomo
com decaimento espontaneo, e observarmos um féton no reservatorio, isso significa que
o sistema decaiu, seguindo, portanto, a evolugao descrita pela equacao 3.7; caso nao
observemos nenhum féton no reservatério (considerando um reservatério a temperatura
zero) o sistema evolui também, s6 que seguindo a dinamica descrita por 3.3. Note que
para esse tipo de reservatorio as medidas nele realizadas fornecem algum conhecimento
sobre o estado [32], mesmo quando o resultado é nulo. O exemplo 8 mostra um caso
simples de como uma medida nula afeta o sistema.

2. Simulacao Computacional: Esse modelo permite fazer simulagoes computacionais
usando poucos recursos, pois se o estado inicial é puro, entao para uma dada trajetoria,
este sempre permanecerd puro o que nos permite trabalhar com vetores de dimensao
N (fungio de onda) em vez de matrizes com dimensao N? (operador densidade). Para a
simulagao é usado um processo de sorteio de um ntmero aleatorio r,, em cada passo m
para determinar se ouve um salto ou nao, igual ao caso cléssico. Dado um estado inicial
|¢) em cada intervalo de tempo 6t sorteia-se um nimero aleatério entre 0 e 1. De acordo
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com o intervalo em que o nimero sorteado cair, aplica-se a correspondente evolugao (H.
ou um dos saltos Lg). Uma particular trajetéria j serd dada pela sequéncia

{143 (0)), [45(08)), [45(268)), - - -, [;(NGE)) } (3.12)
obtida a partir dos r,’s sorteados {ri,rs,---,ry} e da aplicacdo dos respectivos
operadores {O1,04,---,0n}, onde O; é Ly para um salto k e H.ff caso nao haja

nenhum salto. Note que a aplicacao de O; no estado diminui sua norma. Para evitar
trabalhar com ntimeros muito pequenos é importante renormalizar o estado a cada passo.
Para recuperar p(t) para um tempo qualquer basta repetir o procedimento muitas vezes,
obtendo diferentes [1;(¢)) (onde j indica a correspondente trajetéria) e fazer a média sobre
todas as trajetorias encontradas

plt) = 7 3 () (05 6) (3.13)

onde T ¢ o nimero total de trajetérias simuladas e w; é a frequéncia com que o estado
|1;(t)) aparece. Note ainda que, como [¢);(t)) é normalizado, segue que:

Tr{p(t)) = 7 Y Trlles )@y 1)) = 3wy =1 (3.14)

o significa que ) jwj =T, conforme deveria ser. Por usar simulacao, esse método faz
com que perdemos generalidade porque estudamos apenas casos particulares.

. Relagao entre Simulagao e Experimento: Um experimento pode ser facilmente
simulado usando trajetérias quanticas. Geralmente um experimento é feito usando um
constituinte do ensemble de cada vez e monitorando seu estado em intervalos discretos.
A simulagao segue esse mesmo raciocinio, usando um ntimero aleatério para simular a
aleatoriedade da evolucao do sistema experimental.

. “Destilamento” do Emaranhamento: E conhecido que operagoes locais (operagoes
que atuam individualmente em cada subsistema) nao aumentam o emaranhamento de
um sistema em média. Nesse trabalho sera mostrado que as trajetorias sem saltos podem
aumentar o emaranhamento de alguns constituintes, dependendo do estado inicial, mesmo
com reservatorios locais. Pode-se usar o processo de pos-selegao de estados dividindo os
sistemas em dois casos: os que evoluem com algum salto e os que evoluem sem nenhum
salto. Os sistemas em que ocorrem saltos sao descartados. Os estados que evoluem com
uma trajetoria sem saltos sao selecionados, pois podem possuir mais emaranhamento que
o estado inicial (serd mostrado como isso ocorre na se¢ao 4.3). Esse processo nao aumenta
o emaranhamento na média, mas somente de alguns constituintes.
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EQUACAO
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TRAJETORIAS

r QUANTICAS ﬂ
SIMULAGAO ” EXPERIMENTO

Figura 3.2: Esquema que mostra a equivaléncia entre equagao mestra e trajetérias quanticas. Além disso,

as trajetérias quanticas tem interpretacdo direta relacionada aos experimentos, facilitando assim, simular

computacionalmente alguns experimentos.

Mostramos, agora, um exemplo de evolugao por trajetoria quantica.

Exemplo 8. Considere o sistema descrito na se¢cao 2.5 com o estado inicial |1(0)) = a|1)+b|2)
normalizado (la|* + |b|> = 1) interagindo com um reservatdrio com temperatura igual a zero
(n = 0). Depois de um passo 6t o sistema pode sofrer um salto o_ (detectar um fdton no
reservatorio) ou evoluir pelo hamiltoniano efetivo (nenhum féton detectado). Se ndao houver
um salto, o estado do sistema em ot serd dado por:

wion)y = L5 Herr) [9(0) _ [9(0) +7tor0- [9(0))
VI =70t VI — 7ot
p(6t)) = all) + (1 — ~ot) b|2)

V1 —~ot

Pode-se ver que a populagdo do estado excitado |2) diminui e do estado |1) aumenta. Como
nenhum foton foi detectado no reservatorio, o sistema tem uma probabilidade menor de estar
no estado |2) apds 6t. Repetindo esse processo vdrias vezes (nimero de passos m — o0) o
estado final serd o estado |1), como deveria ser, posto que para um reservatdrio de emissao
espontanea o estado assimptotico do sistema é sempre o seu estado fundamental.

(3.15)

' . all) + (1 —mndt) b|2)
A ) = e T

A tragetoria sem nenhum salto quantico é chamada de “No-Jump Trajectory” (trajetéria sem
salto).  Esse tipo de trajetdria mostra que uma ndo detec¢ao no reservatorio nos fornece
informacgao sobre o sistema, sendo uma medida tao importante quanto a detec¢cao de um foton.
Por outro lado, se houver um salto, o estado do sistema € projetado imediatamente em seu
estado final |1), ja que o inico operador de salto é o_

= |1). (3.16)
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3.4 Analise usando Trajetorias Quanticas de um Qubit
em um Reservatéorio de Emissao

Para deixar claro como as trajetorias quanticas fornecem resultados tao bons quanto o da

equagao mestra, voltamos ao exemplo anterior, agora calculando p(t)ao longo da dinamica

temos: um qubit interagindo com um reservatério de emissdo a temperatura zero (outros

exemplos simples de uso da trajetéria podem ser encontrados na referéncia [33]). Investigando

sé para a dindmica de interagdo entre o reservatério e o qubit (analisando o sistema na

representac¢ao de interagdo) e usando a equagao mestra pode-se montar um sistema de equagoes

diferenciais para cada elemento da matriz densidade p; , pa2 € p12 = p21 (7 = 0). Resolvendo
essas equagoes, encontramos:

P2 = ae” " (3.17)

pr1=1—ae " (3.18)

_at
prz=a(l—a)e 2. (3.19)

Essa solugao tem como condigao inicial o estado puro [¢0) = v/a|l) + /1 — a|2).
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Figura 3.3: Resolucio analitica da equacao mestra feita para o sistema de um qubit, mostrando que as duas

sao igualmente satisfatérias. Foi escolhido a = %

Agora usaremos as trajetdérias quanticas para analisar o mesmo problema. Como exemplo,
analisaremos um estado inicial:

b
V2

Para se ter uma boa aproximacao do resultado analitico é preciso ter um ntimero consideravel
de trajetorias que depende de varios fatores, sendo o principal o quao dréastico o sistema
¢ modificado quando ocorre um salto quantico. Quanto mais dréastica a mudanca €, mais
trajetorias serao necessarias. Outro fator importante a ser considerado é o niimero de saltos e o
nimero de niveis envolvidos. O ntimero de trajetérias aumenta com o aumento da possibilidade
de saltos e com a dimensao do sistema. No caso estudado foram usadas 1000 trajetorias, o que
fornece um resultado muito satisfatorio, como mostra a figura 3.4 quando comparada com a
solucao analitica na figura 3.3.

Ao monitorar o reservatorio, uma trajetéria possivel é aquela que nao apresenta saltos,
conforme discutido anteriormente. A figura 3.5 mostra como o estado do qubit evolui se nao

[¥1(0)) = —= (1) +12))- (3.20)

30



09r

0.8

071

== Populac¢éo do Estado Fundamental
= Populagdo do Estado Excitado
m—— Correlagéo

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
TEMPO x GAMMA

Figura 3.4: Resolugao numérica feita para o mesmo estado inicial, mostrando que as duas resolugoes chegam

no mesmo resultado, sendo igualmente satisfatérias.
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Figura 3.5: Um qubit com estado inicial igual ao analisado anteriormente evoluindo em uma dindmica sem
saltos.

ocorre nenhum salto. A dinamica sem saltos modifica as populacoes seguindo o que foi dito no
final da secao anterior.
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3.5 Analise usando Trajetorias Quanticas de dois
Qubits emaranhados em Reservatérios de Emissao
Independente

Nessa dissertagao estamos interessados em investigar o desemaranhamento de sistemas abertos.
Um sistema ja estudado envolve dois qubits, inicialmente emaranhados, cada um interagindo
com um reservatério de emissao dado pela equacgao 2.73. Nesse caso, ha dois tipos possiveis de
dinamica de emaranhamento: morte sibita de emaranhamento (o emaranhamento chega a zero
em tempo finito) ou decaimento assimptdtico. Se vai ocorrer uma ou outra dinamica depende
somente do estado inicial. Considerando estados da forma |¢)) = a|11) + b|22), podemos usar
trajetérias quanticas para encontrar como é a dinamica em dois diferentes intervalos: a > b e
b > a. Segue o grafico mostrando dois exemplos, um para cada intervalo. Esse exemplo ja foi
estudado nas referéncias [1, 34].

0.8 m—— Din&mica sem Morte Subita
= Dindmica com Morte SUbita

NEGATIVIDADE
o
3
T

1 1 I . !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
TEMPO x GAMMA

Figura 3.6: Um sistema constituido por dois qubits tem o emaranhamento morrendo assimptoticamente se

a > b e apresenta morte stubita se b > a. Os valores utilizados nos dois casos foram % para o menor valor e %

para o maior.

Esse exemplo apresenta os possiveis casos de dinamica de emaranhamento de dois qubits.
No préximo capitulo sera apresentada uma andalise semelhante para qutrits. No caso de dois
qutrits além da possibilidade de variar o estado inicial, ainda ha a possibilidade de um sistema
ter configuracoes de niveis diferentes, sendo o principal estudo dessa dissertacao como essas
configuragoes afetam a dinamica de emaranhamento.
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Capitulo 4

Dinamica de Dois Qutrits

O emaranhamento aparece como recurso em varios protocolos de informacao quantica, o
que cria a necessidade de saber como essa propriedade do sistema evolui no tempo quando
estamos lidando com sistemas quanticos abertos. A dinamica de qubits banhados por um
reservatério de emissao ja foi estudada exaustivamente em varios trabalhos, conforme exemplo
dado na secao 3.5. Em sistemas bipartites de maior dimensao podem ocorrer efeitos diferentes,
devidos a sua complexidade. O menor sistema que contém caracteristicas que nao podem
ser vistas em dois qubits sao dois qutrits. Ja foram estudadas algumas propriedades da
evolucao do emaranhamento em um sistema aberto de dois qutrits como: mudancas abruptas
de emaranhamento [2], criacdo de emaranhamento em reservatério conjunto [35] e andlise de
canais atomicos envolvendo qutrits [36]. Neste capitulo serdao mostradas algumas das possiveis
dinamicas de emaranhamento que um sistema constituido de dois qutrits pode ter e, mais
especificamente, como o desemaranhamento varia para diferentes configuragoes dos niveis de
energia de cada qutrit.

4.1 O Que E Um Qutrit?

Um Qutrit é um sistema quantico de trés niveis. A primeira diferenca evidente entre qutrits
e qubits é a possibilidade de qutrits terem diferentes configuragoes, que se mostrara essencial
para a dinamica de desemaranhamento. Nessa dissertacao, estudaremos o emaranhamento de
sistemas de dois qutrits que apresentam trés possiveis configuragoes: Lambda (um nivel superior
e dois niveis inferiores que nao se enxergam, considerando a aproximagao de dipolo), Cascata
(semelhante a um oscilador harmonico truncado no terceiro nivel, onde o estado mais excitado
nao decai diretamente para o estado fundamental) e V (dois niveis superiores cujo decaimento
é proibido entre si mais um nivel com energia inferior, para o qual ambos decaem). A figura
4.1 mostra com maior clareza como sao os trés tipos de configuracao.

Vamos, sempre, analisar qutrits que interagem com um reservatorio independente através
de dois canais de decaimento que dependem das configuracoes dos niveis de energia. Dessa
forma, podemos comparar com os casos previamente estudados em que o decaimento se dava
em cascata. Pode-se considerar que cada canal, separadamente, tem a mesma forma do canal
de decaimento descrito para um qubit na equacao 2.73. Os canais para cada configuracao sao:

1. Caso o Qutrit tenha configuracao Cascata
C1 = 1[1)(2] Cy =12)(3]. (4.1)
2. Caso o Qutrit tenha configuracao Lambda

M=E A=12 (4.2)
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3. Caso o Qutrit tenha configuracao V
Vi=[1)E Va=[1)E3 (4.3)

Cada canal de decaimento é definido pelo seu operador, semelhantes ao o_, cujo bra define o
nivel que perde populagao e o ket o nivel que ganha populacao.

Cascata A Vi
— [3)

3) 13)
v 1) 1) 1)

Figura 4.1: Possiveis configuracoes dos niveis de energia de um sistema de trés niveis.

2)

Em nossa andlise, vamos considerar que os qutrits estejam longe o suficiente um do
outro para conseguimos distinguir os fétons emitidos por cada um. Ou seja, trataremos de
reservatorios independentes.

Reservatdrio do Reservatériodo
Primeiro qutrit Segundo qutrit

Os reservatorios|
ndointeragem

Primei.ro Segundo
Qutrit Qutrit

Figura 4.2: Esquema que mostra o sistema mais seu reservatério evoluindo independentemente.

Como queremos analisar como o emaranhamento varia dependendo somente da interacao
entre o sistema e o reservatorio, todas as andlises estarao na representacao de Interacao. A
equacao mestra que descreve o sistema é:

d 1 1
ﬁ =*nC%Mﬂ—jﬂmhﬂ)+%(Mm@—§&$%mg

1 1
w o (BBl - 818 ) +oh (BBl - 3BIBR). ()

onde A; e v; é relativo a operadores do primeiro qutrit e B; e 7} é relativo a operadores do
segundo qutrit. Por exemplo, se o primeiro qutrit tiver a configuragao cascata, A, = C; ® [ e
Ay = Cy®1, e o segundo em configuragao Lambda, By = I®A; e By = [ ® Ay. Para simplificar
a notacao pg = p. Consideraremos o caso que todas as constantes de decaimento sao iguais
(M =1=7=7%)

Outra possibilidade, que nao sera alvo de estudos dessa dissertagao, analisa o caso em os
estados que nao tém decaimento entre si (nas configuragoes V e Lambda) sao degenerados. Isso
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implicaria em nao saberemos qual salto ocorreu (A; ou Ay para Lambda e V; ou V; para a
configuragao V), nao sabendo, portanto, para qual nivel de energia o estado decaiu, no caso
Lambda, ou em qual nivel estava, no caso V. Existiria, também, a possibilidade, na configuracao
Cascata, de nao conseguirmos destingir os fétons de cada transi¢ao, formando, assim, uma
”degenerescéncia”’ dos possiveis fotons emitidos, implicando na mesma ignorancia das outras
configuracoes. Em todos esses casos de niveis degenerado, a dinamica nao seria dada pela
equacao 4.4 e sim por uma nova equacao.

d 1 1
d—f =7 (JpJT -5 p}) + (J’pJ’T - §{J/TJ’,0}) (4.5)
onde
J=(C1+C)al (4.6)
J=(A+A) T :
J=WV+War, (4.8)

por exemplo,onde 4.6, 4.7 e 4.8 se referem, respectivamente, a operadores degenerados das
configuragoes Cascata, Lambda e V para a primeira particula (as grandezas com ' atuam no
segundo sistema). Contudo, nesse trabalho ficaremos restritos somente ao caso nao-degenerado,
onde os canais de decaimento sao caracterizados pelos operadores 4.1 para a configuracao
cascata, 4.2 para lambda e 4.8 para V.

4.2 Desemaranhamento Entre Dois Qutrits

Sistemas quanticos abertos que estejam emaranhados inicialmente perdem emaranhamento em
contato com um reservatorio. Sem perda de generalizadade, restringiremos nossa anélise aos
estados da forma:

|) = al11) + b|22) + ¢|33). (4.9)

Por simplicidade os valores de a, b e ¢ serao tomados reais e positivos. Note que, para estudos de
emaranhamento, a fase relativa entre eles é pouco importante e pode sempre ser “absorvida”
por uma redefinicao momentanea dos estados. O estado 4.9 tem emaranhamento maximo
quando @ = b = ¢ = % com negatividade N = 2. Considerando-se somente estados desse
tipo ja se pode observar um conjunto muito grande de diferentes dinamicas dependendo dos
valores de a, b e ¢ ou das diferentes configuragoes (Cascata, Lambda e V). Para facilitar a
visualizacao da evolugao do emaranhamento, os graficos das sub-segoes 4.2.1,4.2.2 e 4.2.3, além
de mostrarem a negatividade, mostram o comportamento temporal de cada auto-valor negativo
separadamente. No caso dos sistemas em questao, a transposta parcial do estado contém, no
maximo, 3 auto-valores negativos. Como suas dinamicas tém tempos caracteristicos diferentes,
podem-se observar mudancas abruptas na negatividade. Observa-se, também, emaranhamento
decaindo assimptoticamente se pelo menos um dos auto-valores tende assimptoticamente para
zero. B sé se observa morte sibita quando todos os auto-valores negativos chegam a zero em
tempo finito.

Para observar essas propriedades fizemos simulagoes usando o método de Trajetorias
Quanticas pois, mesmo sendo possiveis, resultados analiticos demandariam calculos muito
extensos sem acréscimo qualitativo (ou mesmo quantitativo) ao principal objetivo da
dissertacao: estudar a evolucao do emaranhamento para diferentes configuracoes de energia

em sistemas aberto 3 ® 3 em reservatérios independentes.
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4.2.1 Configuragao Cascata-Cascata

Primeiramente, considerando ambos os qutrits na configuracao cascata, mostramos, a seguir, a
dinamica de seu desemaranhamento. Em particular, é mostrado a negatividade das possiveis
dinamicas que podem ocorrer dependendo do estado inicial do sistema. Para essa configuracao
pode-se ver que o sistema possui diferentes dinamicas dependendo do estado inicial. F. Lastra
et al. estudaram esse caso em [2]. Repetimos os resultados para comparar com as outras
configuracoes. As possiveis dinamicas para essa configuragao sao:

1. a > b > c¢: decaimento assimptotico.
2. b>a>coua>c>b: uma mudanca abrupta e decaimento assimptotico.
3. b> ¢ > a: duas mudancgas abruptas e decaimento assimptotico.

4. ¢ > b > a: duas mudancas abruptas e morte subita.

0.9

0.8 B
m— N\egatividade

0.7+ m— Auto—Valor 1 b
m— Auto-Valor 2

0.6 Auto-Valor 3 7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
TEMPO x GAMMA

Figura 4.3: Caso sem mudangas abruptas para configuragio Cascata-Cascata. Valores numéricos: a=0.9545,
b=0.2386, ¢=0.1790
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Figura 4.4: Caso com uma mudanga abrupta e decaimento assimptético para configuragao Cascata-Cascata.
Valores utilizados: a=0.2386, b=0.9545 ¢=0.1790
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Figura 4.5: Caso com uma mudanca abrupta e decaimento assimptético para configuracao Cascata-Cascata.
Valores numéricos: a=0.9545, b=0.1790 ¢=0.2386
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Figura 4.6: Caso com duas mudangas abruptas e decaimento assimptético para configuragao Cascata-Cascata.
Os valores utilizados foram: a=0.4243, b=0.7071 ¢=0.5657
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Figura 4.7: Caso com duas mudangas abruptas e morte sibita para configuragao Cascata-Cascata. Com os
valores numéricos sendo: a=0.1790, b=0.2386 ¢=0.9545

4.2.2 Configuracao V-V

No caso Cascata-Cascata foram encontrados diferentes dinamicas dependo dos valores de a, b e
c. O comportamento da dinamica, dependendo do estado inicial, pode ser visto, também para
o caso V-V. Abaixo seguem as possiveis dinamicas para este caso:

1. a > bea>c Nao hd mudancas abruptas no emaranhamento
2. a>bea<coua<bea>c Hauma mudanca abrupta.
3. a <bea<c Ocorrem duas mudancgas abruptas

Na configuracao V-V nao existe a possibilidade de haver morte stbita, pois um dos auto-
valores negativos sempre tende a zero assimptoticamente para qualquer estado inicial do
sistema. No caso estudado de configuracao V, consideramos que nao hé decaimento entre
os dois niveis excitados. Além disso, consideramos que os canais de perda sao independentes.
Como o estado final sé converge para o estado fundamental (|11)) assimptoticamente, sempre
havera um pouquinho de emaranhamento livre disponivel, mesmo para tempos longos, desde
que o sistema seja originalmente emaranhado. Além do mais, os dois estados excitados tém um
canal de decaimento para o nivel |1), apresentando dinamicas idénticas (isso vale somente para
o caso nao degenerado e que a constante de decaimento seja a mesma). Portanto, para dois
qutrits nessa configuracao, a troca das populacoes entre b e ¢ nao muda a dinamica do sistema.
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Figura 4.8: Nao hd mudanca abrupta no emaranhamento para configuracio V-V

a=0.1790, b=0.2386 c=0.9545
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Figura 4.9: Caso com uma mudanga abrupta para configuragao V-V. Valores numéricos: a=0.2386, b=0.9545

¢=0.1790
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Figura 4.10: Caso com duas mudancas abruptas para configuragao V-V. Os valores utilizados foram: a=0.1790),
b=0.2386 ¢=0.9545

4.2.3 Configuracao Lambda-Lambda

Semelhante ao caso Cascata-Cascata e V-V, foi feita uma analise com os dois qutrits tendo
configuracao Lambda. A seguir seguem os graficos e os intervalos interessantes nesse caso.

L 2> % e IZ’ > %: Nao ha mudangas abruptas no sistema e o sistema tem emaranhamento

assimptotico.
2.2 > % e % < % ou ¢ < % e IZ) > %: H&a duas mudancas abruptas e o emaranhamento
. . 2 , . .
morre assimptoticamente (§ > ab); ou hd uma mudanca abrupta e o sistema possui

. " 2
emaranhamento assimptético (5 < ab).

3.

ol

<

Qlc

e < %: Ocorrem duas mudancas abruptas no sistema e ocorre morte stibita .

N[ =

Um qutrit na configuracao Lambda, diferente das outras duas configuragoes nao tende
para o nivel fundamental |1) (espago de Hilbert do estado quando o tempo ¢t — oo é igual
a E?mal = EJYinal = 1) e sim para o sub-espago de dimensao E}\mal = 2 formado pelos niveis
de energia |1) e |2). Nos casos de dois qutrits com essa configuracao hé a possibilidade de
existir emaranhamento assimptdético, pois o sistema nao tende para o estado fundamental |11)
global, mas para o sub-espaco Ep;,, ® Ef, ., definido pelos vetores [11), [12), |21) e [22).
Portanto, o sistema pode apresentar um emaranhamento equivalente ao de dois qubits. Ou
seja, além das possibilidades de dinamica semelhante ao outros casos de configuracao, existem

as possibilidades:

1. se & > ab nao ha emaranhamento assimptotico

~|%

2. se & < ab ha emaranhamento assimptotico

~|%

Quando ha emaranhamento assimptotico, apenas um dos auto-valores negativos nao morrem
nunca. Para dois qubits, o emaranhamento é caracterizado por somente um auto-valor negativo,
confirmando cujo emaranhamento entre os qutrits tende para um estado que o emaranhamento
¢é semelhante ao de um sistema de dois qubits (2 ® 2).
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Figura 4.11: Caso em que o sistema Lambda-Lambda nido tem nenhuma mudanga abrupta e tem
emaranhamento assimptdtico, como expresso no primeiro caso. O emaranhamento assimptdtico do sistema
é N=0.4394. Os valores utilizados foram a=0.2386, b=0.9545 e¢ ¢=0.1790
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Figura 4.12: O sistema Lambda-Lambda possui duas mudangas abruptas e morte stibita, como descrito no

segundo caso com % > ab. Os valores numéricos usados foram: a=0.2449, b=0.5477 ¢=0.8000
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Figura 4.13: Neste caso da configuragdo Lambda-Lambda, o sistema apresenta uma mudanga abrupta e
2
emaranhamento assimptético como descrito no segundo caso com - < ab. O emaranhamento assimptético do

sistema é N=0.0366. Os valores numéricos usados foram a=0.5747, b=0.2873 ¢=0.7663
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Figura 4.14: O sistema apresenta duas mudangas abruptas e morte stibita, como apresentado no 1ltimo caso
da configuracao Lambda-Lambda. a=0.1790, b=0.2386 ¢=0.9545.

4.3 Dinamica de Emaranhamento de Uma Trajetoria

No caso nao degenerado, em que o féton identifica de qual nivel decaiu e para qual nivel foi, a
ocorréncia de algum salto quantico sempre destroi todo o emaranhamento existente no sistema.
Para esses casos, portanto, estaremos mais interessados na dinamica de uma trajetéria sem
saltos que pode, eventualmente, preservar ou mesmo aumentar o emaranhamento existente.

Nessa se¢ao, repetimos a analise, para todas as configuragoes apresentadas anteriormente,
olhando a evolugao quando nenhum féton é detectado no reservatorio. Em alguns casos, para
facilitar a andlise, as trajetorias foram feitas para valores de a, b e ¢ diferentes dos anteriores,
contudo sem perda de generalidade.

42



— o>h>C
= m ma>c>h
— h>a>C
1k —)>C>a i
w
a = m mCc>b>a
<
=]
=
E
<
O]
w
z
0.5 B
0 1 1 1 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

TEMPO x GAMMA

Figura 4.15: Todos os caso de trajetérias sem saltos para a configuracao Cascata-Cascata. Os valores utilizados
sem foram maior=0.9545, intermedidrio=0.2386 menor=0.1790

No caso Cascata-Cascata existem duas possibilidades de um trajetoria sem saltos: o
emaranhamento passa por um maximo ou decai diretamente. Para os casos ¢ > b > a e
b > ¢ > a em que o emaranhamento apresenta um pico, esse é ao redor de ty = 1.51 e
negatividade N = 1.4705 e para o caso b > a > ¢ o pico é ao redor de ty = 1.24 e negatividade
N = 1.3623 para os valores estudados. Na préxima secao explicamos essa propriedade.

15 T T T T T

— O >h>C
— [)>3>C
— C>h>a

NEGATIVIDADE

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
TEMPO x GAMMA

Figura 4.16: Todos os caso de trajetérias sem saltos para a configuragao V-V. Os valores utilizados em todos
os graficos foram maior=0.9545, intermedidrio=0.2386 menor=0.1790

Na configuracao V-V, dois possiveis intervalos dos valores iniciais (b > a > ce ¢ > b > a)
apresentam um pico de emaranhamento. Nos nossos exemplos, os picos sao em ¢y = 1.51 com
negatividade N = 1.4705 para o caso ¢ > b > a e ty = 1.24 com negatividade N = 1.3623 no
caso b > a > c. Comparando as trajetérias das configuragoes Cascata-Cascata e V-V podemos

notar que sao idénticas para os mesmos intervalos de a, b e ¢, sendo melhor explicado o por que
na proéxima segao.
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No caso do Lambda-Lambda foram feitos os graficos separadamente, para mostrar o que
ocorre com cada auto-valor. FKsta configuragdo, apresenta uma caracteristica singular se
comparada com as demais. Se a,b # 0, entdao o estado assimptdtico é obrigatoriamente
emaranhado. Nos exemplos que se seguem, os valores numéricos usados para fazer as trajetérias
sem saltos foram os mesmos valores usados para fazer a dinamica na segao anterior.

Negatividade
Auto-Valor 1 7
Auto-Valor 2
= = = Auto-Valor 3

0.3 b

0 . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

TEMPO x GAMMA

Figura 4.17: Primeiro caso da configuragio Lambda-Lambda 2 > 1 e £ > 1. O sistema tente para um estado

com negatividade N=0.4709.0 tnico intervalo dessa configuragao que nao apresenta um pico de emaranhamento.

— Magatividade ]
Auto-Valor 1
— Auto-Valor 2 .
= = = Auto-Valor 3

4 5 B 7 8 9 0
TEMPO x GAMMA

. - 2 .
Figura 4.18: Segundo caso da configuragao Lambda-Lambda 2> %, % < % e T > ab. O sistema tente para

um estado com negatividade N=0.9613.0 pico de emaranhamento é em ¢y = 0.31 com negatividade N=1.9211.
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Figura 4.19: Terceiro caso da configuragao Lambda-Lambda & > 3, ¢
um estado com negatividade N=0.7454.0 pico de emaranhamento é em ¢y = 0.28 com negatividade N=1.7453.
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Figura 4.20: Quarto caso da configuragao Lambda-Lambda 2 < % el < % O sistema tente para um estado

c

com negatividade N=0.9602. O pico de emaranhamento é em ¢ty = 0.75 com negatividade N=1.9599.

Para entender esse comportamento aparentemente anomalo vale lembrar que o estado final
para esta configuragao mora em um espaco de Hilbert 2 ® 2. Na préxima secao calculamos
analiticamente e interpretamos fisicamente esse fenomeno.
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4.4 Solucao Analitica para Trajetorias Sem Saltos

Embora na secao anterior tenhamos utilizado simulagoes de computador para obter as
trajetérias sem salto, uma rapida olhada na equacao 3.3 aponta uma solucao analitica simples
para as mesmas. De fato, a aplicacao de sucessivas evolucoes sem saltos equivale a uma evolucao
temporal para o estado dada por:

1

[v(t)) = meﬁ <I1%4p(0)), (4.10)

Nas sub-secoes abaixo usamos essa evolucao para obter analiticamente a Negatividade do estado
|1(t)) para as diferentes configuragoes.

4.4.1 Cascata-Cascata e V-V

Para as configuragoes Cascata-Cascata e V-V, o hamiltoniano efetivo é o mesmo.

10
Hyy = S (clon+cfe +cler+clay)
10
= (v +vivi+ vy
thry
= H03)(3+ 12)(2 + 133 + 12)2]) (4.11)

onde [i)(i| = |i) (1| @ I e |i')(i'| = I ®[i)(i|. Substituindo 4.11 em 4.10 e usando o mesmo estado
inicial desse capitulo temos:

1
B Va2 + (1 —a2)e
A negatividade em fun¢ao do tempo é dada por:
_ 2 (
a2+ (1 — a?)et

[0(t)) (al11) + be27"|22) + ce™>7|33)). (4.12)

abe ™" + ace™*" + bee™ "), (4.13)

e a equacao que determina a posicao temporal do maximo de emaranhamento, se houver, é:
2a(a*(b+ c¢) + 2abce " + (a* — 1)(b + c)e *"") = 0. (4.14)

Note, primeiro, que a negatividade vai a zero para t — oo o que é razoavel se lembrarmos
que nessas configuracoes o estado assimptotico é o estado fundamental. Note, também, que a
equagao 4.14 é de facil solucao em ~t.

4.4.2 Lambda-Lambda

Nesse caso, a evolugao temporal andloga leva ao estado

1
(t)) = N ETE Y

De cara, note que a acao da nao observacao de fétons no reservatorio afeta diretamente apenas
o estado excitado. A negatividade em funcao do tempo, dada por

(a|11) + b]22) + ce~"*(33)) . (4.15)

ab+ (a + b)ce™"!
N =2y (4.16)
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evidencia a diferenca dessa configuracao para as anteriores, pois, nesse caso percebe-se
imediatamente que se a e b forem diferentes de zero ha emaranhamento residual mesmo em

tempo infinito
2ab

a? + b?
Note também, que esse comportamento sequer depende das particulares taxas de decaimento.
Esse fenomeno se explica facilmente se percebermos que a trajetéria sem saltos descreve uma
realizacao para a qual o estado inicial se encontra, de fato, no sub-espago de dimensao 2 ® 2
{|11), |12),]21),]22) } que corresponde a um sistema efetivo de dois qubits.

Por fim, a equacao que determina a posi¢ao temporal do maximo de emaranhamento, se
houver, é:

N(t — 00) = (4.17)

(a+0b)(c* = 1) + 2abce " + (a + b)c*e " = 0. (4.18)

4.5 Comparagao Entre Diferentes Configuracoes de
Energia

Existe ainda a possibilidade de termos sistemas emaranhados que nao temham a mesma
configuracao dos niveis de energia em cada sub-sistema. Nesse caso, podem aparecer diferencas
consideraveis de dinamica. Como exemplo dessas possiveis configuracoes, para os mesmos
estados iniciais, fizemos dois casos, e apresentamos os resultados nos gréaficos a seguir. O que
pode-se observar dos graficos é que a estrutura da dinamica passa a depender consideravelmente
do estado inicial.

No caso que ¢ > b > a as dinamicas sao completamente diferentes, algumas apresentando
morte subita, outras apresentando mudanca abrupta e decaimento assimptotico. Uma
caracteristica importante neste intervalo é que em todas as configuracoes o sistema apresenta
alguma mudanga abrupta no emaranhamento.

No caso b > a > c¢ as dinamicas sao muito préximas, havendo somente dinamicas
com decaimento assimptético, exceto o caso Lambda-Lambda que apresenta emaranhamento
assimptotico. Nesse intervalo, a ocorréncia de mudancas abruptas é condicionada a configuragao
dos niveis de energia. De fato, apenas as configuragoes V-V e Cascata-Cascata apresentam
mudanca abrupta.

Cascata—Cascata
= Cascata—Lambda
= Cascata-V
s | ambda-Lambda
| ambda-V

V-v

NEGATIVIDADE

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14
TEMPO x GAMMA

Figura 4.21: Dinamica para um mesmo estado inicial (a=0.1790, b=0.2386 e c=0.9545) em todas as possiveis

configuracoes de energia.
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Figura 4.22: Dinamica para um mesmo estado inicial (a=0.2386, b=0.9545 e ¢c=0.1790) em todas as possiveis

configuracoes de energia.

Também foram feitas, para todas as configuracoes, as trajetérias sem saltos. Algumas
configuracoes apresentam trajetérias semelhantes pois para elas, o Hamiltoniano efetivo H.yy,
gerador das trajetérias sem saltos, é sempre o mesmo. As trajetérias sem saltos das
configuracoes Cascata-Cascata, Cascata-V e V-V sao iguais entre si, e Lambda-Cascata e
Lambda-V tém a mesma trajetéria. Para estados iniciais semelhantes a 4.9 nao se consegue
diferenciar qual configuracao que o sistema apresenta olhando somente para as trajetérias sem
saltos.

1.8 mmmmm Cascats—Cascata| 7
= Cascata—Lambda
r Cascata—V
= | ambda-Lambda
= = = | Ambda-V

V-V

161
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Figura 4.23: Trajetéria sem saltos para um mesmo estado inicial (a=0.1790, b=0.2386 e c=0.9545) em todas

as possiveis configuracoes de energia.
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Figura 4.24: Trajetéria sem saltos para um mesmo estado inicial (a=0.2386, b=0.9545 e ¢=0.1790) em todas

as possiveis configuracoes de energia.
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Capitulo 5

Conclusoes

A dindmica de emaranhamento para sistemas maiores (nos restringindo aqui, somente ao caso
bipartite) mostra uma gama muito maior de possibilidades, devido & maior complexidade
existente nesses sistemas. Isso ja pode ser observado mesmo pegando um dos primeiros casos
de sistemas bipartites maiores, o de dois qutrits. Além da possibilidade da mudanca de
configuracao dos niveis de energia, a mudanga nas populagoes iniciais de um tunico tipo de
estado ja apresenta mudancas drasticas em como o emaranhamento evolui quando o sistema
interage com o ambiente.

Com o uso de trajetorias quanticas foi possivel analisar, usando simulacao computacional,
a dinamica do emaranhamento do ensemble e também de trajetorias tunicas para dois qutrits
em reservatorios independentes. O uso das trajetorias possibilitou a simulacao de problemas
de dificil solugao analitica. Os resultados obtidos estao de acordo com as obtidas por F. Lastra
el al. [2].

O emaranhamento entre dois qutrits, dependendo dos canais de decaimento, pode variar
drasticamente dependendo do estado inicial e da configuracao dos niveis de energia internos
de cada um dos constituintes (nesse trabalho usamos somente estados iniciais do tipo [¢) =
a|ll) + b|22) + ¢|33)). Dependendo do estado inicial a evolugdo do emaranhamento pode
apresentar para as configuragoes:

1. Cascata-Cascata: nenhuma mudanca abrupta (¢ > b > ¢); uma mudanga abrupta
(b>a > coua > ¢ > b); duas mudangas abruptas e decaimento assimptético (b > ¢ > a);
e duas mudangas abruptas e morte sibita (¢ > b > a).

2. Lambda-Lambda: nenhuma mudanca abrupta e emaranhamento assimptético (
> %), duas mudangas abruptas e o emaranhamento morre assimptoticamente (

1 c? . s,
> 5 com G > ab); uma mudanga abrupta e emaranhamento assimptético (
2 ’q .
com % < ab); e duas mudangas abruptas e morte sibita (2 < Tec <l
c 2 c 2

D NI

olsr @ @
\/ o loo I

1
2

3. V-V:nenhuma mudanga abrupta (a > b e a > ¢); uma mudanga abrupta (a > be a < ¢);
ou duas mudangas abruptas e emaranhamento assimptotico (a < b e a < c¢).

Com varias possibilidades de dinamica, dependendo do processo a ser estudado usando qutrits,
podemos escolher uma configuracao de niveis de energia que otimize o resultado que queiramos
obter.

Além do estudo da dinamica de emaranhamento do ensemble, foi estudado a dinamica
de uma tunica trajetéria. Para sistemas nao degenerados em reservatérios independentes, o
Unico caso interessante sao a trajetorias sem saltos, pois para tempos posteriores a um salto o
emaranhamento é sempre nulo. Observamos que, para alguns estados iniciais, o emaranhamento
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tem um aumento para tempos curtos. Isso possibilita usar esse tipo de dinamica para aumentar
o emaranhamento de alguns constituintes fazendo pés-selecao. Além disso, para a configuracao
Lambda-Lambda é observado um emaranhamento assimptotico alto para todos os casos de
estados iniciais estudados.

Temos como perspectiva de futuros trabalhos generalizar a dinamica estudada aqui para
sistemas de dois qudits (dimensao do espago de Hilbert d®d). A dindmica com dimensdes ainda
maiores aumenta o nimero de mudancas abruptas e aumenta o numero de possibilidades de
configuracoes dos niveis de energia. Além disso, temos interesse em implementar esse trabalho
experimentalmente, usando fétons gémeos, seguindo linha semelhante a desenvolvida no
Laboratério de Optica Quantica da UFRJ s6 que para qudits implementados pelo Laboratério
de ()ptica Quantica da UFMG.
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