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The market can stay irrational longer than you can stay solvent
—JOHN MAYNARD KEYNES






Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo que compara, sob a luz da Hipétese de Mercado Eficiente,
uma técnica tradicional utilizada no estudo de séries temporais com uma técnica motivada pelos
métodos de renormalizacdo da fisica tedrica. Utilizamos a técnica denomidada Aproximacgao
Auto-Similar para fazer previsoes de alguns indices financeiros para o periodo que corresponde
a recente crise financeira mundial ocorrida em 2008. Uma revisdo de alguns conceitos sobre
sistemas dinamicos se fez necessdria para que um melhor entendimento do método proposto
fosse alcancado.

Encontramos também as distribui¢des de probabilidade que descrevem os log-retornos dos
precos.

Usando o método Detrended Fluctuation Analysis (DFA), calculamos o valor do expoente
de Hurst de algumas séries do indice Bovespa com a finalidade de determinar possiveis ten-
déncias de longo prazo e, de certa forma, justificar a utilizacdo do método de renormalizagdo
proposto.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos, Renormalizacio , Séries Temporais, Distribui¢des de
Probabilidade, expoente de Hurst, Hipotese de Mercado Eficiente.
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Abstract

In this work we perform a study that compares, in the light of the Efficient Market Hypothesis, a
traditional technique used in the study of time series with a technique motivated by renormaliza-
tion methods of theoretical physics. We use the technique called the Self-Similar Aproximation
to predict of some financial indices for the period that corresponds to the recent global financial
crisis of 2008. A review of some concepts of systems was necessary for a better understanding
of the proposed method was achieved.

We also found the probability distributions that describe the log-price returns.

Using the Detrended Fluctuation Analysis (DFA), we calculate the value of the Hurst expo-
nent of some series of the Bovespa index in order to determine possible long-term trends and,
in some way, justify the use of the renormalization method proposed.

Keywords: Dynamical Systems, Renormalization, Time Series, Probability Distributions,
Hurst exponent, Efficient Market Hypothesis.
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CAPITULO 1

Introducao

A andlise de séries temporais tem uma longa histéria e uma literatura abundante. Quando tra-
dicionalmente analisamos séries temporais, tentamos produzir um modelo particular que repre-
sente os dados histdricos disponiveis e subsequentemente, fazemos uma tentativa de previsao
do futuro. Este tipo de abordagem se mostrou razodvel em descrever evolugdes suficientemente
estdveis, mas falha em tratar grandes flutuacdes tais como as que aparecem nos mercados de
capitais. Existe um entendimento crescente que esta falha € causada principalmente pela ina-
bilidade de se levar em conta, com qualquer dado modelo, as muito irregulares evolucdes do
mercado, as quais apresentam um calmo desenvolvimento interrompido por repentinos desvios
de forte intensidade resultando em bolhas e quebras. Tais mudangas abruptas ndo sdo oscilagdes
ciclicas regulares, mas eventos complexos andlogos as flutuacdes préximas ao ponto critico dos
sistemas que exibem criticalidade, tendo suas origens nas interagdes coletivas dos muitos agen-
tes do mercado. O movimento dos mercados de acdes é essencialmente ndo linear e fora do
equilibrio, o que os torna um dos mais complexos sistemas existentes na natureza. Quebras de
mercado s3o andlogas aos fendmenos criticos em sistemas fisicos. Ao meu entendimento, o
mercado é um sistema fora do equilibrio onde duas tendéncias, a vendedora ! e a compradora
2, competem entre si. Esta competicdo resulta algumas vezes em flutuacdes aleatérias que por
sua natureza sio similares as flutuacdes heterofasicas. Uma quebra de mercado pode também
ser comparada com uma transi¢ao entre dois estados metaestaveis diferentes. Apesar de estas
analogias serem somente qualitativas, elas fornecem novas maneiras de abordar o problema da
andlise do mercado de capitais e este topico de pesquisa € um dos ataques feitos pelos fisi-
cos na tentativa de descrever alguns fendmenos econdomicos. A estas tentativas de explicar os
fendmenos econdmicos através de técnicas originadas da fisica tedrica cunhou-se o nome de
Econofisica.

Neste trabalho, pretendemos principalmente aplicar algumas técnicas da teoria do grupo
de renormalizacdo ao estudo de algumas séries temporais financeiras, inclusive a algumas sé-
ries provenientes do mercado de capitais brasileiro correspondentes a recente crise de crédito
desencadeada nos Estados Unidos da América em meados de 2008. Sera feita uma revisdao
dos métodos tradicionais de se analisar séries temporais para que se possa, com mais propri-
edade, fazer algumas comparacdes entre os métodos tradicionais e o0 método proposto. Como
o método proposto se origina de um desdobramento de uma nova técnica de ressoma de sé-
ries assintdticas, também serd feita uma comparagdo entre esta nova técnica de ressoma com a
técnica usualmente utilizada, a saber, a técnica dos aproximantes de Padé.

Tanto no mundo académico quanto entre os investidores ha uma longa discussio sobre a

IBearish
2Bullish



2 CAPITULO 1 INTRODUCAO

possibilidade de se fazer previsdes minimamente acuradas das séries de precos ou retornos das
acoes . Essa discussdo € formalizada na famosa Hip6tese de Mercado Eficiente, uma espécie de
versao formal do velho ditado popular “ndo existe almocgo grétis”, discutida na sec@o seguinte.
Dentre outras, essa hip6tese afirma a normalidade dos log-retornos e embutida na formulagao
geral da hipétese de mercado eficiente estd a afirmacao de que se tal hipdtese for vélida, € im-
possivel fazer previsdes consistentemente melhores que aquelas que seriam feitas se 0s precos
das ac¢oes seguissem um “random walk”. Na tentativa de refutar essa hip6tese, muitas aborda-
gens foram sugeridas e entre elas, estd a idéia de que nas séries temporais se encontra embutido
o carater multifractal das mesmas, afirmando que estas séries s@o autossimilares e que acusa-
riam a presencga de correlagdes de longo alcance, manifestando um certo tipo de persisténcia de
seu comportamento prévio, um tipo de “inércia”. Foi proposta na literatura uma medida dessa
persisténcia, um nimero entre zero € um chamado expoente de Hurst. Alguns autores sugerem
que esse nimero seria uma medida direta da eficiéncia de mercado. Quanto mais proximo de
0,5 esse nimero, mais eficiente seria o0 mercado. Calculamos esse nimero para alguns ativos
brasileiros em diferentes periodos para testar a hipétese de haver persisténcia de longo alcance
nas séries. Certamente, o fato de haver persisténcia nas séries temporais financeiras estd inti-
mamente ligado com a possibilidade de se fazer previsdes das mesmas e, a0 meu ver, o0 conceito
de persisténcia de longo alcance e de sua respectiva medida pelo expoente de Hurst também
estdo intimamente relacionados ao método de renormalizacdo aqui discutido, principalmente
pelo suposto cardter autossimilar das séries associado aos dois conceitos aparentemente disso-
ciados, de persisténcia de longo alcance e de renormalizabilidade. Mas para mim no momento,
isso ndo passa de uma conjectura. Para fornecer melhores condi¢des de entendermos o método
de renormaliza¢do proposto, hd uma discussdo sucinta dos conceitos sobre sistemas dindmicos
associados.

Na tentativa ainda de refutar a Hipétese de Mercado Eficiente, procuramos pelas distribui-
coes de probabilidade que descrevem estatisticamente os log-retornos de alguns ativos e do
indice Bovespa. Usamos uma classa bastante ampla e versatil (versatilidade esta conseguida
as custas de uma quantidade razodvel de parametros a serem determinados) de distribui¢des
de probabilidade, as distribui¢des Hiperbdlicas Generalizadas, que possuem como casos limite
muitas das distribui¢des comumente estudadas, tais como a normal e a t de student.

Dado que a Hipdtese de Mercado Eficiente afirma ser impossivel, sob certas condigdes ,
“bater o mercado”, aplicamos também uma das teorias mais conhecidas do mundo das financgas,
a teoria de carteiras de Markowitz, para termos uma idéia da possibilidade de se obter retornos
consistentes, maiores que os do mercado, apenas escolhendo de maneira “6tima” a propor¢ao
dos ativos a serem incluidos na carteira, a fim de se obter uma carteira diversificada e de minimo
risco, para um dado retorno. Num certo sentido, estariamos assim quantificando e aplicando a
idéia comumente difundida de que “ndo se deve colocar todos os ovos numa mesma cesta”.
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1.1 Eficiéncia de Mercado

1.1.1 Arbitragem

Os pregos dos ativos geralmente obedecem a Lei do Preco Unico, que diz que os precos de
ativos equivalentes em mercados competitivos devem ser os mesmos [1]. Isto implica que se
uma carteira de determinados ativos replica outra carteira com outros ativos, os precos das duas
carteiras devem ser iguais. E esperado também que os precos dos ativos sejam iguais no mundo
todo, desde que sejam expressos na mesma unidade monetdria e que os custos de transporte e
de transacdo sejam ignorados. Uma violagdo da Lei do Preco Unico leva a uma oportunidade
de arbitragem, que nada mais é que uma oportunidade de comprar um determinado ativo e
imediatamente vendé-lo (usualmente em outro mercado) com lucro e sem risco. Um exemplo
tipico de oportunidade de arbitragem € o seguinte: Considere uma situacdo em que um negoci-
ador pode negociar um dolar americano (USD) para cada euro (EUR) ou para cada 120 yenes
(JPY). Adicionalmente, o negociador pode negociar 1 EUR por 119 JPY. Entdo, em termos de
taxas de cadmbio, 1USD/JPY > 1EUR/JPY x 1lUSD/EUR. Obviamente, o especulador que
opera, digamos, 100000 USD, pode realizar um lucro comprando 12000000 JPY e os ven-
dendo por 12000000/119 ~ 100840 EUR, e entdo comprar de volta 100840 USD. Se os custos
de transacdo forem negligenciados, esta operacdo ird realizar um lucro de aproximadamente
840U SD.

Geralmente oportunidades de arbitragem como a citada acima ndo perduram por muito
tempo. Podem aparecer de tempos em tempos. Negociadores do mercado de cambio ganham
a vida, em parte, tentando encontrar tais oportunidades. E importante notar que existe um
nimero finito de ativos no "melhor"preco. No nosso exemplo, existe um nimero finito de
yenes disponiveis a taxa de USD/JPY = 120. A medida que a oportunidade de arbitragem
vai sendo executada, a taxa de cAmbio USD/JPY diminui até atingir o valor de equilibrio
de 1USD/JPY = 1EUR/JPY x 1USD/EUR, e a arbitragem desaparece. Em geral, quando
os arbitradores obtém lucro, eles agem de forma que sejam eliminadas as oportunidades de
arbitragem.

1.1.2 Hipétese de Mercado Eficiente

O conceito de Mercado Eficiente é intimamente relacionado ao conceito de (auséncia de) ar-
bitragem. O mercado eficiente pode ser pensado simplesmente como um mercado ideal sem
arbitragem, mas, na verdade, ele € muito mais que isso. Observemos primeiro o que realmente
provocam as mudancas de precos. O preco de um lote de acdes de uma companhia pode mudar
devido as suas novas divulgacdes de resultados, devido aos novos progndsticos a respeito da
performance futura da empresa, ou devido a uma nova expectativa para a tendéncia da indus-
tria. Eventos macroecondmicos e politicos, ou simplesmente boatos sobre a administragdo da
companhia, também podem afetar os precos das acdes . Todos esses eventos implicam que
novas informacdes estdo disponiveis aos mercados. A Teoria do Mercado Eficiente [2] afirma
que mercados financeiros sdo eficientes porque eles instantaneamente refletem todas as no-
vas informagdes relevantes nos precos dos ativos. A Hipétese de Mercado Eficiente (HME)
propde um caminho para verificar a eficiéncia de mercado. Por exemplo, um investidor em
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um mercado eficiente ndo pode esperar retornos acima do mercado usando andlise técnica ou
fundamentalista®.

Trés formas de HME sdo discutidas na literatura econdmica moderna. Na forma ‘fraca’ de
HME, os precos correntes refletem todas as informagdes dos precos passados. Entdo a andlise
técnica se torna necessariamente inutil. Na forma ‘forte’, os precos instantaneamente refletem
ndo somente a informacao publica, mas também a informacao privada (insider) disponivel. Isto
implica que a andlise fundamentalista (aquela que os analistas de investimentos fazem) também
ndo serd util. O compromisso entre as formas forte e fraca da HME nos déd a forma ‘semi-
forte’ da HME, e de acordo com a qual os precos refletem todas as informacdes publicamente
disponiveis e os analistas de investimentos sdo importantes agentes na definicdo dos precos
justos.

Duas nog¢des sdo importantes para HME. A primeira nocao é a de random walk. De forma
resumida, os precos do mercado seguem um random walk se suas variacdes sdo aleatorias e
independentes. Outra nocdo € a de investidores racionais, que sdo aqueles que imediatemente
incorporam as novas informag¢des em precos justos. A evolucao do paradigma da HME, come-
cando com o trabalho pioneiro de Bachelier em 1900, até a defini¢do formal de HME por Fama
em 1965 e a andlise estatistica rigorosa feita por Lo e MacKinlay no final dos anos 80, esta
publicada [5, 6, 7, 8, 9]. Se os precos seguem um random walk, esta ¢ uma condi¢do suficiente
para a HME.

Criticas a HME tém sido conduzidas ao longo de duas avenidas. Primeiro, anélises tedricas
completas resultaram na rejeicao da hipotese do random walk para os retornos semanais para o
mercado dos EUA durante 1962-1986 [8]. Curiosamente, andlises similares para o periodo de
1986-1996 mostram que os retornos foram bastante proximos de um random walk. Lo e Mac-
Kinlay, enquanto autores da pesquisa, sugerem uma possivel razdo para esta tendéncia. Eles
sugerem que vdrias firmas de investimento (ou fundos de investimento) implementaram estraté-
gias de negociacio de arbitragens # baseadas na ineficiéncia de mercado reveladas na pesquisa
anterior. A execugdo destas estratégias possivelmente eliminou algumas das oportunidades de
arbitragens.

Outra razdo para questionar a HME € que as no¢des de ‘preco justo’ e ‘investidores ra-
cionais’ ndo podem deixar de serem criticadas a luz das bolhas especulativas e dos crashes.
A ‘exuberancia irracional” de 1999-2000 pode dificilmente ser atribuida a um comportamento
racional [6]. De fato, pesquisas empiricas no novo campo das ‘financas comportamentais’ de-
monstram que o comportamento do investidor as vezes difere do que se espera ser racional
[10, 11]. Excesso de confianca, indecisdo, rea¢do exagerada, ganancia e medo sdo alguns dos
empecilhos psicoldgicos para uma perfeita racionalidade.

Talvez a explanacao de Keynes de que um ‘espirito animal’ governa o comportamento do
investidor seja um exagero. Mas investidores ndo podem ser reduzidos a maquinas racionais
também. Além disso, acdes de diferentes investidores, mesmo sendo, suponhamos, inerente-
mente racionais, podem variar significativamente. Em parte, isto pode ser causado por diferen-

3 A andlise técnica é baseada na busca e interpretagcio de comportamentos nos precos passados [3]. A anlise
fundamentalista € a valoracdo da qualidade dos negécios da companhia baseada no crescimento das expectativas,
fluxo de caixa, etc. [4].

“Estratégias que buscam encontrar e tirar proveito de oportunidades de arbitragem.
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tes percep¢Oes em relacdo as tendéncias de mercado (crengas heterogéneas). Além do mais,
investidores possuem diferentes recursos para adquirir e processar novas informacdes . Como
resultado, a no¢do de racionalidade limitada se tornou popular na literatura moderna.

Apesar disso, os advogados da HME nao desistiram. Malkiel oferece o seguinte argumento
na secdo ‘What do we mean by saying markets are efficient’ de seu livro ‘A Random Walk
Down Wall Street’ [5]:

“No one person or institution has yet to provide a long-term, consistent
record of finding risk-adjusted individual stock trading opportunities,
particularly if they pay taxes and incur transactions costs.”

<

Assim sendo, a polémica em torno da HME muda da discussdo sobre se os precos seguem
um random walk para a habilidade prética de consistentemente ‘bater o mercado’.

Por mais que os especialistas se esforcem, a busca de idéias que potencialmente fornecam
maneiras de realizar retornos acima da média nunca acaba. Trés principais dire¢des nas estraté-
gias de investimento podem ser discernidas. Primeiro, existem as receitas qualitativas tais como
‘Dogs of the Dow’ (compre 10 acdes do indice Dow Jones Industrial Average que retornam os
maiores dividendos), ‘Efeito Janeiro’ (retornos dos ativos sdo particularmente altos durante as
primeiras duas semanas de janeiro), e outras. Estas idéias ndo sdo fontes rentdveis de retorno
reprodutiveis, como argumenta Malkiel [5].

Também existem comportamentos relativamente simples de andlise técnica, tais como ‘ca-
nal’, ‘cabecas e ombros’, etc. [3]. Estas técnicas inflamam uma longa discussdo sobre a questdao
de a andlise técnica propiciar ou ndo excessos de retornos consistentes [12, 13, 14].

Finalmente, existem estratégias de negociacdo baseadas em sofisticadas possibilidades de
arbitragens. Enquanto varios fundos de investimento que empregam estas estratégias se mos-
tram lucrativos em alguns intervalos de tempo, pouco € conhecido sobre a eficiéncia e a persis-
téncia de suas estratégias proprietdrias. Recentes tendéncias indicam que algumas destas opor-
tunidades de arbitragens tém esmorecido [15]. Apesar disso, podemos esperar que mercados
modernos e extremamente volateis sempre fornecerdo novas oportunidades para arbitradores
agressivos. E € aqui que entra uma ferramenta util na descoberta de mercados ineficientes e a
respectiva mensuracao de sua ineficiéncia que aparece de forma frequente na literatura cienti-
fica, a saber, o expoente de Hurst.

1.2 A medida da Eficiéncia de Mercado: O Expoente de Hurst

Nos campos das Financas e da Econofisica, estudos interdisciplinares t€ém despertado um par-
ticular interesse nas propriedades de memoria de longo alcance das séries temporais [16, 17,
18, 19, 20, 21]. Muitos pesquisadores estdao interessados neste topico de pesquisa porque os
resultados relacionados a existéncia da propriedade de memoria de longo alcance servem nado
somente como uma evidéncia negativa da forma fraca da HME mas também estao intimamente
relacionados a previsibilidade dos precos dos ativos [22, 23, 24, 25, 26]. Esta medida quan-
tifica o grau de persisténcia de comportamento de precos autossimilares, e estd intimamente
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relacionada a forma fraca da HME. Existem estudos propondo que o expoente de Hurst pode
ser usado como uma medida da eficiéncia de mercado [27, 28].

E dificil encontrar estudos que empiricamente tenham observado a relacio entre a existén-
cia de propriedades de memoria de longo alcance e a previsibilidade dos pregos futuros. Para
fazer esta investigacdo , € necessdrio estabelecer um modelo de previsao que pode examinar a
relacdo prética com o expoente de Hurst. Tal modelo de previsao serd baseado no uso do con-
ceito de mudangas de comportamento de precos autossimilares, que € um componente comum
entre a forma fraca de HME e o expoente de Hurst. De acordo com essa idéia, usaremos o mé-
todo da Renormalizac¢do algébrica autossimilar, uma técnica de ressoma de séries assintdticas
divergentes, que tem origem no método do Grupo de Renormaliza¢do da Fisica Tedrica, e que
usa as mudancgas autossimilares de comportamento dos precos no passado para a predi¢ao dos
precos no futuro [29, 30, 31].

A hipétese de teste € que o grau de eficiéncia do mercado calculado como sendo o valor
do expoente de Hurst estd relacionado com a previsibilidade calculada a partir do método da
Renormalizacdo Algébrica Autossimilar. Os valores do expoente de Hurst variam entre 0 e
1. Baseado no valor do expoente de Hurst H, uma série temporal pode ser classificada em
trés categorias. (1) H = 0,5 indica uma série aleatéria. (2) 0 < H < 0,5 indica uma série
antipersistente. (3) 0,5 < H < 1 indica uma série persistente. Uma série antipersistente possui
a caracteristica de “reversdo a média”, o que significa que uma subida no valor da série é mais
provavelmente seguida de uma descida no valor e vice-versa. A intensidade da “reversdo a
média” aumenta quanto mais proximo de 0,0 estiver H. Uma série persistente € uma série em
que a tendéncia se autorreforca, o que significa que a direcao (subida ou descida comparado
ao ultimo valor) do préximo valor € provavelmente a mesma do valor corrente. Conjectura-se
que quando o grau de eficiéncia diminui, o valor de H aumenta, fazendo com que aumente a
sua respectiva previsibilidade também. Para verificar empiricamente esta hipétese, usaremos
alguns dos ativos de maior liquidez na Bolsa de Valores de Sao Paulo, a BOVESPA.

A estrutura desta dissertacdo € a seguinte: no proximo capitulo, faremos um pequeno es-
bogo do estado da arte do estudo tradicional da Econometria, chamado Analise de Séries Tem-
porais, que tem sido usado e aprimorado ao longo das ultimas 5 décadas. Nosso objetivo
proposto no capitulo 2 é fornecer condi¢des minimas para podermos fazer algumas compara-
coes entre estes modelos padrao da Econometria e o método proposto nesta dissertagao . Para
maiores informagdes sobre a andlise de séries temporais tradicional, veja [32, 33, 34].

No capitulo trés € feito um estudo da determinac¢do das distribuicdes de probabilidade dos
retornos de alguns ativos do indice Bovespa. Apesar de muitos modelos em finangas assumi-
rem que tais retornos seguem uma distribuicdo Gaussiana, ha muito se sabe que tal hipdtese
ndo se verifica empiricamente. Como as flutuacdes de preco sdo intrinsecamente estocdsticas,
naturalmente o mais importante a saber sobre tal fendmeno, com a finalidade, por exemplo, de
executar simulagdes de Monte Carlo, € qual distribui¢do de probabilidade o descreve. Testamos
uma ampla classe de distribui¢cdes conhecidas como Distribui¢des Hiperbdlicas Generalizadas
e usamos vdrias distancias para quantificar a qualidade dos ajustes realizados.

No capitulo quatro é fornecido o embasamento tedrico associado ao conceito importante
de autossimilaridade, terreno onde naturalmente surge a idéia de utilizar um nimero para indi-
car a possivel presenca de persisténcia nas séries temporais, o expoente de Hurst, onde também
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introduzimos o método utilizado para calcula-lo, o método DFA, Detrended Fluctuation Analy-
sis.

Finalmente, no capitulo cinco, desenvolveremos o método da Teoria da Aproximacdo Au-
tossimilar e alguns de seus desdobramentos, tal como a Renormalizacdo Algébrica Autossimi-
lar, para posterior utilizacdo no estudo de séries temporais. E feita uma comparacdo entre os
Aproximantes de Padé, utilizados na ressoma de séries assintéticas divergentes com 0s aproxi-
mantes exponenciais, que € um subproduto da teoria da Aproximac¢do Autossimilar.

No apéndice A ¢é feita uma revisdo de alguns conceitos de sistemas dinamicos que serao
utilizados no capitulo cinco, tais como o conceito de ponto fixo, multiplicadores, que estdao
associados a estabilidade do ponto fixo, expoentes de Lyapunov e entropia.

No apéndice B € feita uma revisdo de uma das teorias mais bem sucedidas e amplamente
usadas no mundo das financas, a teoria das carteiras de Markowitz>. Foram montadas algumas
carteiras com os 9 ativos selecionados e uma espécie de “backtesting” foi realizado. Para
montarmos a carteira, utilizamos metade dos dados histéricos disponiveis das séries temporais.
Feito isso, comparamos os retornos subsequentes realizados pelas carteiras com o que seria
obtido se tivéssemos investido apenas no indice Bovespa. Com isso, € possivel ter uma idéia
da eficiéncia da teoria na sua tarefa de diversificar os riscos, maximizando os retornos.

SHarry Markowitz, economista americano vencedor do prémio nobel de economia por sua constribui¢io a
moderna teoria das carteiras.






CAPITULO 2

Analise de Séries Temporais:
Os modelos econométricos padrao

2.1 Modelos Autorregressivos e de Médias Moveis

2.1.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma breve introducdo aos métodos econométricos padrao usados na
andlise de séries temporais, com o objetivo de fornecer condi¢des de melhor avaliar as dife-
rencas entre tais métodos e os que serdo desenvolvidos no capitulo cinco desta dissertacao .
Aplicaremos os métodos revisados aqui em séries temporais oriundas da bolsa de valores de
Sdo Paulo, a Bovespa, em um periodo em que ocorreu a chamada crise do subprime, uma
crise que se originou de uma bolha no mercado de crédito imobilidrio nos Estados Unidos da
América em meados de 2007 e rapidamente se espalhou pelo mundo.

2.1.2 Modelos Autorregressivos

A discussao nesta se¢do segue [33].

Primeiro, consideraremos uma série temporal univariada y(z) para um processo que é ob-
servado nos momentos t = 0, 1,...,n. O processo tal que a série temporal que no momento ¢
depende linearmente das observagdes nos momentos t — 1, —2,--- ,t —p

Y(t) =ay(t = 1) +aoy(t =2) +---+apylt —p) +€(t), t>p 2.1
¢ chamado processo autorregressivo de ordem p, ou AR(p). O termo £(¢) em (2.1) é um ruido
branco que satisfaz

Ele(t)] = 0; E[e?(t)] = 02; E[e(t)e(s)] =0, se t #s,

onde E denota Esperanga Matemadtica. O operador Lag L”y(t) = y(t — p) é as vezes usado para
descrever séries temporais. Note que L? = y(¢). A equacio (2.1) escrita em termos do operador
Lag possui a forma

Ap(L)y(t) = €(1) (2.2)
onde
Ap(L) =1—ajL—a[* —---—a,L? (2.3)

O operador A ,(L) é chamado polindmio AR(p) do operador Lag de ordem p. Considere AR(1)
que comeca com um choque aleatério. Sua defini¢do implica que

9
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¥(0) =£(0), y(1)=a1y(0)+£(1),
y(2) =a1y(1) +€(2) = a?e(0) +a1e(1) +£(2), ....

Entdo, por inducido ,

t
y6) =) ar'e(t—i), (2.4)
i=0
A média e a varincia de AR(1) sdo iguais a
G2
Bly(r)] =0, Varb()] = -2, e3)
1

respectivamente. Como podemos observar, as contribui¢des do “ruido” convergem com o
tempo a zero quando |a;| < 1. Como resultado, este processo ndo se afasta muito de sua
média. A esta caracteristica se dd o nome de reversdo a média.

O processo com a; = 1 é chamado de random walk

y(t) =yt =1)+e&(). (2.6)

Neste caso, a equagdo (2.4) se reduz a

o) = Y el—i)

As contribui¢des do ruido no random walk ndo se enfraquecem com o tempo. Portanto, o ran-
dom walk nao exibe reversdao a média. Agora, considere o processo que representa a primeira
diferenca

x(1) =y(t) =yt —1) =€) 2.7

Neste caso, ruido passado possui somente um caréter transitério para o processo x(¢). Portanto,
x(t) possui reversdo a média. Alguns processos devem ser diferenciados varias vezes para que
o ruido ndo transitério seja excluido. A uma série temporal diferenciada d vezes se dd o nome
de série integrada de ordem d e é denotada por I(d). O operador de diferenciagio é usado para
descrever um processo I(d)

A =(1-LH, i,d=0,1,2,- (2.8)

Se um processo I(d) puder ser reduzido a um processo AR(p) aplicando o operador de diferen-
ciacdo , ele passa a ser simbolizado por ARI(p,d) e possui a forma

Aly(t) —a1Ay(t —1) — - —apA{y(t—p) = &(t), t > p+d (2.9)

Note que diferenciar uma série temporal d vezes reduz o nimero de varidveis independentes
por d, de tal forma que o nimero de varidveis independentes em ARI(p,d) em uma amostra de
n observagdes é igual an—p —d.
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A raiz unitéria € outra no¢ao muito usada para discernir efeitos permanentes de transitorios
nos choques aleatdrios. Ela é baseada nas raizes do polindmio caracteristico do modelo AR(p).
Por exemplo, seja 0 modelo AR(1) expresso por

y(t) =ay(t—1)+¢€(t). (2.10)

A série y(t) s6 serd estaciondria se o valor de a, em mddulo, for menor do que 1, isto é, |a| < 1.
A equacdo (2.10) pode ser reescrita como

A(L)y(r) = €(0), @.11)

sendo A (L) = 1 — aL um polindmio em L, cuja raiz serd dada por (substituindo L por z):

l—az=0 (2.12)

c, portanto,
1
=g

A equacdo (2.12) é chamada de polindmio caracteristico. Se a for menor do que 1, em médulo,
z serd maior do que 1 (também em mddulo). A raiz do polindmio deve, entdo, ser maior que 1
em valores absolutos, o que se diz, de maneira um pouco mais sofisticada, que a raiz cai fora
do circulo unitdrio. Generalizando, a conclusdo que se tira é que, para que a série y(¢) seja
estaciondria, devemos ter que as raizes do polindmio caracteristico devem estar fora do circulo
unitério.

2.1.3 Modelos de Médias Moveis

Um modelo mais geral que AR(p) contém ambos ruidos e observagdes atrasadas no tempo

y(t)=ay(t—1)+ay(t—=2)+---+apy(t—p)+e(t)+bie(t—1)+bre(t—2)+---+bye(t—q)

(2.13)
Este modelo é chamado de modelo autorregressivo de média mével de ordem (p,q), ou sim-
plesmente ARMA(p,q). Algumas vezes a modelagem de dados empiricos requer AR(p) com
um valor elevado de p. Entdo, ARMA(p,q) pode ser mais eficiente pois o nimero de ter-
mos (p + q) necessérios para uma dada precisdo é menor que o nimero p no modelo AR(p).
ARMA(p,q) pode ser expandido em um modelo integrado, ARIMA(p,d,q), similar a expansdo
do modelo AR(p) em ARI(p,d). Negligenciando os termos autoregressivos em ARMA(p,q)
obteremos um modelo de média mével “puro” MA(q)

y(t)=€(t)+b1e(t —1)+bre(t —2)+---+bye(t — q) (2.14)
Um MA(q) pode ser expresso na forma

¥(t) = By(L)e(1) (2.15)
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onde B, (L) é um polindmio no operador Lag
By(L) = 1+biL+byL*+ - +byL! (2.16)

O modelo de média mével ndo depende explicitamente dos valores passados de y(¢). Entre-
tanto, € facil mostrar que este modelo implicitamente incorpora o passado. Considere, por
exemplo, o modelo MA(1)

y(it)=¢€(t)+b1e(t—1) (2.17)

com £(0) = 0. Para este modelo,

y(1) =&(1), ¥(2) = €(2) +b1e(1) = €(2) +biy(1),

Y(3) = e(3) +b1€(2) = €(3) +b1(¥(2) = biy(1)), -+
Entdo, o resultado geral para MA(1) tem a forma
(1=biL+bIL> — DL +--)y(t) = £(¢) (2.18)

A equagdo (2.18) pode ser vista como o processo AR(e), 0 que ilustra que um modelo MA
depende do passado.

Um modelo MA(q) é inversivel se ele pode ser transformado em um modelo AR(0). Pode
ser mostrado [33] que MA(q) é inversivel se todas as solu¢des da equagio

1+biz+by? +-+byz=0 (2.19)

estdo fora do circulo unitdrio. Em particular, MA(1) é inversivel se |b;| < 1. Se o processo
y(t) possui um valor médio m diferente de zero, entdo o modelo AR(1) pode ser apresentado na
seguinte forma

yt)—m=aiyt—1)—m|+e(t)=c+ay(t—1)+&(t) (2.20)
Na equacdo (2.20), o intercepto c € igual a
c=m(l—ay). (2.21)
O modelo geral AR(p) com média diferente de zero possui a seguinte forma
Ap(L)y(t) =c+e(t), c=m(l—a;—---ap). (2.22)
Similarmente, o intercepto pode ser incluido no modelo geral de média mével MA(q)
y(t) =c+B,(L)(t), c=m. (2.23)

Note que a média de um modelo MA coincide com o intercepto porque a média de um ruido
branco € zero.
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2.2 Autocorrelacio e Previsao

Agora, vamos introduzir a funcdo autocorrelagdo (FAC) para um processo y(7)

p (k) = %, (2.24)

onde y(k) é a autocovaridncia de ordem k

(k) = E[(y(1) —m)(y(t = k) —m)], (2.25)

onde m representa o valor médio de y(z). As fungdes de autocorrelagdo possuem alguns com-
portamentos tipicos, que podem ser usados na identificacao de séries temporais empiricas [33].
As propriedades 6bvias das FAC sdo

p(0)=1, —1<p(k) <1 para k #0. (2.26)
As FAC sao intimamente relacionadas aos pardmetros do ARMA. Em particular, para um AR(1)

p(1)=a. (2.27)
A FAC de um modelo de média mével de primeira ordem MA(1) € igual a

by

O lado direito da (2.28) possui 0 mesmo valor se fizermos a transformacdo b; — bil. Por

exemplo, os dois processos

x(t) =€(t)+2¢e(t—1)
y(t) =¢€(t)+0.5¢e(r—1)

possuem o mesmo p(1). Note, entretanto, que y(¢) € um processo invertivel enquanto x(¢) ndo
0é.
Modelos ARMA sdo extensivamente usados para previsdo. Considere a previsao da varidvel
y(t + 1) baseada num conjunto de varidveis x(z) conhecidas no momento 7. Este conjunto
pode ser constituido dos valores passados de y, ou seja, y(¢),y(t —1),---,y(t —n+1). Vamos
denotar a previsdo por y(¢ + 1|¢). A qualidade da previsdo é usualmente definida através de
alguma fungdo perda. O erro médio quadrdtico (EMQ) é a fungdo perda convencional em
muitas aplicacdes
EMQ(9(t +1]1)) = E[(y(t +1) = $(t + 1]1))?]. (2.29)

A previsdo que retorna o minimo de EMQ se transforma no valor esperado de y(¢ + 1) condi-
cionado a x(t)
Y+ 1)) =Ey(t+1)|x(2)]. (2.30)

No caso de regressao linear
y(t+1)=bIx(r) +e(r), (2.31)



14 CAPITULO 2 ANALISE DE SERIES TEMPORAIS:0S MODELOS ECONOMETRICOS PADRAO

onde o sobrescrito T denota transposi¢ao , EQM se reduz a estimar b pelo método dos minimos
quadrados (MMQ). Para uma amostra de N observagdes ,

N
Z x(1)y(t+1)
(2.32)

Outro importante conceito na andlise de séries temporais € o de estimativa de mdxima ve-
rossimilhan¢a (EMV)![33]. Considere o modelo geral ARMA (2.13) com o ruido branco (2.6).
O problema é como estimar os pardmetros do ARMA tendo como base as observagdes de y(t).

A idéia da EMP € encontrar um vetor r’ = (ay,---,ap, - ,b1, - by, 6%) que maximiza a
fun¢do probabilidade para as observagdes conhecidas (yy,y2,++,yr)
fioe (2, yrsel). (233)

A funcdo probabilidade (2.33) pode ser interpretada como a probabilidade de observar os da-
dos (y1,y2,---,yr). Nesta abordagem, o modelo ARMA e a distribui¢do de probabilidade para
o ruido branco devem ser especificadas primeiro. As vezes a distribuicio normal leva a esti-
mativas razodveis mesmo se a distribuicdo verdadeira for diferente. Posteriormente, a fun¢do
probabilidade deve ser escolhida para um dado modelo ARMA escolhido. Finalmente, as com-
ponentes do vetor r’ devem ser estimadas. O tltimo passo pode requerer a utilizacio de uma
técnica sofisticada de otimizagdo . Detalhes da implementacio do MMP sdo discutidos em
[33].

2.3 Medidas de precisao das previsoes

Muitas medidas de precisdo das previsdes foram propostas no passado. Hyndman e Koehler
[39] sugerem que muitas das medidas de precisdo utilizadas ndo sdo aplicadas de forma geral
por poderem retornar resultados infinitos ou nio serem definidas em algumas situagdes . Aqui,
vamos focar em duas medidas de precisdo, a PEMA (Porcentagem de Erro Médio Absoluto) 2
e EMAE (Erro Médio Absoluto Escalado) 3, este tltimo proposto em [39]. De agora em diante,
preferiremos utilizar as siglas originais em inglés, MAPE e MASE, respectivamente.

Seja Y; a observacdo da série no tempo ¢ e F; a previsdo (forecast) de ¥;. Entdo definimos
o erro de previsao por e; = Y; — F;. As previsdoes podem ser computadas a partir de uma base
comum de tempo e com horizontes varidveis. Podemos computar previsdes “out of sample”
Fui1,--+ , Fm baseadas em dados obtidos nos tempos ¢t = 1,--- ,n. Alternativamente, as pre-
visdes podem ser obtidas a partir de bases temporais varidveis e de um horizonte de previsao
consistente. Podemos computar as previsoes Fjp, -, Fy, 14 onde cada Fj € baseada em tem-
pos t = 1,---j. Tal forma de fazer as previsdes sdo denominadas “in sample”. Um terceiro

"Maximum Likelihood Estimate (MLE)
MAPE (Mean Absolute Percentage Error)
3MASE (Mean Absolute Scaled Error)
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cendrio possivel para computar as previsdes surge quando queremos comparar a precisao dos
métodos em muitas séries em um horizonte de tempo tnico. Assim, calculamos uma dnica
previsdo F, ., baseada nos dados disponiveis da sériedet =1, --n.

2.3.1 Medidas baseadas no erro percentual

O erro percentual é dado por p; = 100 ¢, /Y;. Erros percentuais tem a vantagem de serem inde-
pendentes de escala, e sdo frequentemente usados para comparar a performance em diferentes
conjuntos de dados. As medidas mais comumente usadas sao:

* Mean Absolute Percentage Error (MAPE) = media(|p,|)
* Median Absolute Percentage Error (MdAPE) = mediana(|p;|)
* Root Mean Square Percentage Error (RMSPE) = /media(p?)

* Root Median Square Percentage Error (RMdSPE) = /mediana(p?)

Estas medidas tem a desvantagem de serem zero ou indefinidas quando Y; = 0 para qualquer
t no periodo de interesse, e possuem uma distribuicdo muito assimétrica quando Y; é proximo
de zero. O MAPE e o MdAPE também possuem a desvantagem de penalizarem mais 0s erros
positivos que os negativos.

2.3.2 Erros Escalados

Hyndman e Koehler [39] propuseram o MASE como medida de precisdo que julgam ser apro-
priada para todas as situagdes , € que possui uma interpretacdo muito simples: o erro escalado
€ menor que um se 0 modelo testado for melhor que a média das previsdes um passo a frente
“in sample” feitas por um método “ingénuo™* tido como benchmark. Esse método ingénuo é
aquele que faz as previsdes como se o ativo em questdo seguisse um Random Walk, ou seja, a
melhor previsdo para o pre¢o do ativo amanha € o preco dele hoje. O erro escalado é definido

como
€t

n
LY Yi—Yi|
i=

que € claramente independente das escalas dos dados. O Mean Absolute Scaled Error (MASE)
¢ simplesmente

qr = (2.34)

MASE = media(|q;|) (2.35)

Quando MASE < 1, o método proposto retorna, na média, erros menores que aqueles ob-
tidos pelo método ingénuo e, reciprocamente, se MASE > 1, o método de previsdo proposto
retorna previsoes piores que o benchmark.

“Naive, em inglés.
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2.4 Exemplos de previsoes feitas com modelos ARIMA (p,d,q)

Nesta se¢do vamos exemplificar o que foi exposto acima selecionando alguns modelos ARIMA
para alguns ativos do indice BOVESPA e fazendo suas respectivas previsoes. Todos os calculos
necessarios serdo realizados no software estatistico R [40]. Foram escolhidas trés séries distin-
tas para tal andlise: O proprio indice BOVESPA (ibov), e as séries dos ativos das duas empresas
de maior representatividade no indice, a Petrobras (petr4) e a Vale (vale5). Cada série foi di-
vidida em quatro partes iguais, em que se observam comportamentos diferentes: O primeiro
periodo corresponde ao periodo que comega antes do plano Real, de alta volatilidade, em 1991
e se estende até 1995. O segundo periodo comeca em 1995 e se estende até 2000, o terceiro
periodo comega em 2000 e vai até 2004 e o ultimo periodo comeca em 2004 e se estende até
o ano de 2009. Os inicios dos periodos dos ativos estdo especificados na tabela 2.1. Os fins de
cada periodo coincidem com os inicios dos periodos seguintes e o fim do periodo 4 para todos
os ativos € 23/01/2009. Os tracos verticais na figura 2.1 foram feitos nestas datas.

Ativo | Periodo 1 | Periodo 2 | Periodo 3 | Periodo 4 Periodo todo

ibov | 18/12/91 | 16/4/96 19/7/00 | 18/10/04 | 18/12/91 a 23/1/09
petrd | 17/07/92 | 10/09/96 | 26/10/00 | 8/12/04 | 17/7/92 a 23/1/09
vale5 | 1/11/91 12/3/96 | 28/6/200 | 5/10/04 | 1/11/91 a 23/1/09

Tabela 2.1 Ativos selecionados e seus respectivos periodos

2.4.1 Previsao das séries selecionadas

Nesta sub-secdo , a titulo de ilustragdo , vamos encontrar modelos ARIMA(p,d,q) para os
precos de fechamento e para os retornos para os trés ativos escolhidos, nos cinco (incluindo
o periodo todo) periodos de tempo. Na figura 2.1 vemos os gréficos da série de fechamento e
dos Log-Retornos da PETR4 junto com suas respectivas previsdes 300 dias a frente. O valor
300 é puramente arbitrdrio e foi escolhido para que os intervalos de confianca de 95 e 99%
ficassem nitidos nas representagdes graficas.

Observamos que os modelos ARIMA(p,d,q) selecionados foram ARIMA(2,1,2) para a sé-
rie de pregos e ARIMA(1,0,3) para a série de retornos. Estes modelos foram selecionados
atribuindo a p e q valores que vao de 0 a 3, e para d atribuimos os valores de 0 a 2. Encontra-
mos todos os modelos ARIMA(p,d,q) com todas as combinagdes possiveis de p, d e q e através
dos chamados critérios de informacdo , selecionamos o modelo melhor. A idéia é escolher as
ordens de k e 1 que minimizem a quantidade

P(k,1) =1In6g,+ (k+ Z)$ (2.36)

em que 6‘,(2 ; € uma estimativa da variincia dos residuos obtida ajustando um modelo ARMA(k,I)
as N observacdes da série e C(N) € uma fun¢do do tamanho da série.
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Figura 2.1 Previsao para 300 dias a frente para PETR4

A quantidade (k + 1/ )%, denominada termo penalizador, aumenta quando o nimero de
parametros aumenta, enquanto que a variancia residual diminui. Assim, minimizar (2.36) cor-
responde a identificar as ordens de k e 1 que equilibrem esse comportamento, estabelecendo
assim o que se convencionou chamar de principio da parcimonia.

Um desses critérios é o critério de informacio de Akaike (AIC)’. Akaike [41] sugere esco-

5 Akaike Information Criterion
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lher o modelo cujas ordens k e 1 minimizam o critério

N
AIC(k,d,l) = NIn6% + g2 (k114 8p0) + NIn2z + N (2.37)

em que

S0 = { I, d=0
0, d#0
e 62 é o estimador de maxima verossimilhanca de ¢2.

Voltando aos graficos das previsdes, note que as previsdes para os precos da PETR4 ra-
pidamente convergem para um valor constante, mas os limites do intervalo de confianga se
tornam mais largos a medida que fazemos previsdes mais longas. Este é exatamente o tipo de
comportamento que esperamos de um modelo Random Walk (ARIMA(0, 1,0)).

Os limites da previsdo sugerem que a acurdcia das previsdes para os precos da PETR4
seja de pouquissima utilidade. Para propdsitos praticos, 0s precos se comportam como um
‘geometric random walk’. Para corroborar esta conclusdo, temos que as medidas MAPE e
MASE valem respectivamente 2,342 e 0,994 para a série de precos de fechamento da PETR4.
Esse valor proximo de 1 para o MASE indica que ndo existe um previsao significativamente
melhor dos precos de fechamento em relacdo a previsdo que seria feita se considerdssemos
como previsao do dia seguinte o valor de hoje.

J4 para a série de retornos temos um comportamento diferente. As previsdes para o retorno
convergem para a média da série observada e a distancia entre os limites de confianga conver-
gem para um multiplo constante de 6. Em contraste, as previsdes para os precos convergem
para o valor correspondente a média das dltimas observac¢des no lugar de convergir para a média
de todas as observacdes . Finalmente, o valor da medida MASE para a série dos retornos vale
0,79, indicando uma melhoria significativa ao que seria obtido utilizando nosso ‘naive model’.
Para esta série, a medida MAPE nio € bem definida.

Ativo | Periodo 1 | Periodo 2 | Periodo 3 | Periodo 4 | Periodo todo
ibov 2,91 1,90 1,49 1,50 1,97
petrd 3,51 2,37 1,56 1,92 2,34
vale5 3,20 2,22 1,53 1,98 2,68

Tabela 2.2 MAPE para precos

Realizamos este procedimento para os trés ativos para cada um dos quatro periodos selecio-
nados, e os resultados para as medidas MAPE e MASE para os precos de fechamento e MASE
para os respectivos retornos estao nas tabelas 2.2, 2.3 e 2.4. Podemos observar que, de maneira
geral, os modelos encontrados para fazer previsdes para os precos de fechamento dos ativos
ndo conseguem ter uma eficiéncia melhor que o que seria feito com o random walk, como ficou
evidenciado com os valores do MASE para os pregos de todos os ativos em todos os periodos
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Ativo | Periodo 1 | Periodo 2 | Periodo 3 | Periodo 4 | Periodo todo
ibov 0,994 0,997 0,999 0,997 1,001
petrd 1,013 0,997 0,989 0,991 0,994
vale5 1,009 1,00 0,994 0,996 1,005
Tabela 2.3 MASE para precos
Ativo | Periodo 1 | Periodo 2 | Periodo 3 | Periodo 4 | Periodo todo
ibov 0,72 0,74 0,70 0,69 0,72
petrd 0,70 0,76 0,74 0,73 0,79
vale5 0,73 0,70 0,74 0,71 0,72
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Tabela 2.4 MASE para os retornos

(Tabelas 2.2 e 2.3). Em contrapartida, os retornos sdo significativamente mais bem previstos,
como evidenciam os nimeros MASE na tabela 2.4.

A figura 2.2 ilustra bem o tipico perigo que se corre ao confiar nestes modelos ARIMA line-
ares: ela mostra a previsdo que seria feita para o preco de fechamento para o indice BOVESPA
no periodo de 9/3/2001 a20/5/2008. A previsao 300 dias a frente mostra uma forte tendéncia
ascendente, decorrente das hip6teses da modelagem ARIMA, que explicitamente assume que
o comportamento dos precos futuros decorre do que aconteceu no passado, e serd, num certo
sentido, uma reproducdo deste. Vemos na figura que, enquanto a previsao mostra que o indice
manterd sua trajetoria ascendente, o que ocorreu na verdade foi o inverso: um mergulho no
valor do indice decorrente dos desdobramentos da crise do subprime nos EUA, ocorrida em
meados de 2007. Um dos propésitos deste trabalho € testar se os métodos de Renormaliza-
¢do para estudar séries temporais propostos mais adiante serdo capazes de capturar fendmenos
criticos nas séries temporais e prever comportamentos mais condizentes com a realidade.

Existem varios modelos, ainda no contexto da Econometria de Séries Temporais, que ten-
tam sanar os problemas mencionados acima, tais como aqueles que utilizam expressoes nao
lineares para descrever a dinamica dos pregos, assumindo que a volatilidade dos mesmos ndo
sejam constantes, e toda uma familia de modelos denominada GARCH (Generalized Autore-
gressive Conditional Heteroskedastic) foi criada para esse propdsito, e que ndo serdo abordados
aqui, visto que nosso objetivo foi somente ilustrar a idéia geral de como se trabalha tradicio-
nalmente com séries temporais. Cabe ressaltar que meu objetivo de forma nenhuma foi de
esgotar o tema, e certamente as conlusdes obtidas aqui para os modelos ARIMA ndo podem
ser generalizadas e transmitidas a modelos mais sofisticados.

Uma outra possivel maneira de medir a performance de um determinado modelo consiste
em contar a propor¢cdo de vezes em que tal modelo acerta a tendéncia do ativo, ou seja, contar
quantas vezes o modelo acerta na determinacdo de uma subida ou descida de um dia para o
outro na série histdrica do ativo correspondente. Tal medida € util na construcdo de Trading
Systems. Executando tal procedimento na série histérica dos retornos da BOVESPA, encontra-
mos que o modelo ARFIMA que melhor se ajusta a série acerta cerca de 43% das tentativas,
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Figura 2.2 Modelo ARIMA para previsdes 300 dias a frente no periodo de 9/3/01 a 20/5/08

enquanto que um modelo tipo ‘Random Walk’ acerta 34%, resultado consistente com as me-
didas MASE obtidas anteriormente®. Cabe salientar que um modelo que acerta muito pouco
a tendéncia (por exemplo, ‘acerta’ apenas 34% das vezes e portanto, ‘erra’ 66%), € mais util
para inferirmos a tendéncia do retorno do dia seguinte que um modelo que acerta pouco (por
exemplo, ‘acerta’ 43% e ‘erra’ 57%).

%Quando calculamos 0 MASE para a série inteira de retornos do indice BOVESPA usando um modelo tipo
‘Random Walk’, o valor encontrado foi de 0,99, o que reafirma a consisténcia mencionada acima.



CAPITULO 3

Distribuicoes de Probabilidade dos Log-Retornos
dos Ativos

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo € encontrar distribui¢cdes de probabilidade que descrevam bem os
dados dos trés ativos em questdo. Sabe-se da literatura que, apesar de muitos modelos da ma-
tematica financeira, tais como a teoria de carteiras de Markowitz [42] e a famosa teoria de
precificagdo de derivativos de Black-Scholes [43] se apoiarem na hipdtese de normalidade dos
retornos, essa hipétese nao se verifica, como mostra a figura 3.1. Na parte superior desta figura
vemos, numa escala semi-log, as distribuicdes de probabilidade empirica e o respectivo ajuste
normal para os retornos diarios ! feitos para o indice BOVESPA durante todo o periodo consi-
derado, junto com o grifico qq-plot?, que ajuda e evidenciar a ndo normalidade dos retornos,
principalmente nas regides das caudas das curvas. Observamos que a distribuido normal subes-
tima a probabilidade de eventos extremos por possuir um decaimento muito acentuado de suas
caudas, em contraposicao ao que ocorre na distribui¢do empirica, como vemos no grafico qq-
plot na parte inferior da figura. Tal caracteristica implica em efeitos ndo desejdveis nas teorias
mencionadas acima, tais como a subprecificagdo de derivativos na teoria de Black-Scholes e a
subestimacio dos niveis de risco no cilculo do VaR 3.

Uma forma de quantificar a caracteristica de ‘caudas pesadas’ das distribui¢cdes € através
da medida de excesso de curtose k . Na tabela 3.1 vemos algumas estatisticas que mostram,
dentre outras, as assimetrias e as curtoses das distribuicdes dos ativos. Vemos, por exemplo,
que VALES apresenta as maiores assimetrias € curtoses.

Uma questdo que se coloca neste momento € até que ponto a distribuicdo normal subestima
as probabilidades nas suas caudas. Suponhamos que queiramos saber quantas vezes no ano o
Log-Retorno do IBOV é menor que —0,08. Empiricamente isso acontece em 1% dos retornos
e a distribui¢do normal ajustada aos dados dd uma estimativa dessa probabilidade de apenas um
quinto disso, ou seja 0,2%. Assim, temos que, empiricamente, este evento ocorre, em média,
uma vez a cada 2,5 anos, enquanto que o estimado pelo ajuste normal diz que esse evento deve

I'Sabe-se da literatura que & medida que aumentamos a escala temporal, de retornos didrios para semanais, de
semanais para anuais, etc., as distribuicdes de probabilidade dos retornos tendem para a distribui¢do normal, con-
sequéncia, naturalmente, do Teorema Central do Limite. Tal fendmeno é conhecido como agregagdo gaussiana.

20 grifico qq-plot é um grifico feito para comparar os quantis de uma distribui¢io de probabilidade empirica
com o0s quantis tedricos de uma distribuicao normal.

3Value at Risk: A que perda maxima em um tnico dia vocé estd sujeito quando aplica em um fundo de
investimento? Essa é a questdo a ser respondida pelo VaR.

E[(x—5)*] _3

4Excesso de curtose =k = =i

21
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Figura 3.1 Densidade de probabilidade empirica e ajuste normal para IBOV

ocorrer, em média, uma vez a cada 12,5 anos. Somos confrontados nesse caso particular com
uma grande subestimacao por parte da distribui¢do normal.

Podemos ver, ainda, que a cauda direita € ainda mais pesada que a esquerda. Essa informa-
¢do pode ser inferida a partir do grifico qq-plot na parte inferior da figura 3.1, onde vemos que
os quantis empiricos se afastam mais da linha reta que representa os quantis tedricos na parte
direita do grafico, consequéncia da assimetria positiva verificada para esse ativo, IBOV, como
se observa na tabela 3.1.

Todos os exemplos relatados nos pardgrafos acima se referem ao ativo IBOV, no entanto,
todas as situacdes referidas sdo encontradas nos outros ativos em estudo. Em termos gerais,
todos os ativos se comportam de forma muito semelhante e para os quais se podem tirar as
mesmas conclusdes.

Como observacao final podemos concluir que a distribui¢do normal ndo € um bom modelo
para o ajustamento das distribui¢des dos Log-Retornos em que o intervalo das observagdes seja
curto. A distribui¢cao normal ndo é capaz de modelar ‘caudas pesadas’ nem possui capacidade
para lidar com conjuntos de dados assimétricos. E muito importante introduzir uma nova classe
de distribuicdes de probabilidade capazes de modelar esses efeitos.
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ESTATISTICAS | IBOV | PETR4 | VALE5
Minimo -0,17 -0,22 -0,16
Maximo 0,29 0,21 0,38

Média 0,00078 | 0,0011 | 0,00098
Mediana 0,0012 | 0,0000 | 0,0000
Desvio Padrao 0,028 0,035 0,032
Assimetria 0,25 -0,08 0,5
Curtose 7,13 5,12 7,6
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Tabela 3.1 Algumas estatisticas para os ativos

3.2 Distribuicoes Hiperboélicas Generalizadas

Jd em 1963, Mandelbrot [44] concluiu que o comportamento dos log-retornos dos ativos finan-
ceiros apresentam caudas mais pesadas que as sugeridas pelas gaussianas, sugerindo entao o
uso das distribuicdes de Pareto. No entanto, essas distribuicdes apresentam caudas demasiada-
mente altas, fato observado empiricamente.

Um novo tipo de distribuicdes chamadas Hiperbdlicas Generalizadas provou ser ttil no
tratamento de dados financeiros e o que tornou tais distribui¢des bastante populares foi a versa-
tilidade com que se ajustam aos mais variados conjuntos de dados. O desenvolvimento destas
distribui¢des se deve a Barndoft-Nielsen [45], que ajustou uma classe hiperbdlica ao tamanho
dos graos de areia quando sujeitos ao vento continuo. Estes conceitos foram generalizados e
mais tarde foram obtidas as Distribui¢cdes Hiperbolicas Generalizadas (DHG).

A fungdo densidade de probabilidade unidimensional de uma DHG ¢€ definida pela seguinte
equagdo :

A1

Dug(x;a,B.8, 1, 2) = a(A,a,B,8)(8*+ (x—u)?) T K(A,a,8,1,) (3.1

ST}

com
K(A,0,8,1,B) = K _1(0t\/ 82+ (x— p)?) exp(B (x — ), (3.2)

onde )

(a?—p*)*
a(A,a,B,0) = (3.3)

2mat 167K, (8/a2 — B2)
€ um fator de normalizacao para tornar a drea total iguala 1 e
L A 1 1
Ka(w) =5 [ 3 Texp(—3x(rty) )y G4
0 2

¢ a funcdo de Bessel modificada de ordem 3 com indice A.
Os dominios dos parametros sao:
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u,AeR
—a<fB<a
0,0 >0

onde p é um parametro de localizag@o , 6 ¢ um fator de escala, @ e 8 determinam a forma da
distribui¢do e A determina a subclasse da DHG e esté diretamente relacionada a espessura da
cauda. O logaritmo da fun¢@o densidade de probabilidade € uma hipérbole e esse € o motivo
do nome da distribui¢do . Note que o logaritmo da funcao densidade de probabilidade normal
por sua vez é uma parabola.

As DHG possuem as caudas semi-pesadas por possuirem caudas mais pesadas que as da
gaussiana mas menos pesadas que as distribui¢des de Pareto, possuindo variancia finita, como
observamos na expressao abaixo:

gh(x; A, a,B,8) ~ |x|*'exp((Fo+ B)x) quando x — =oo. (3.5)

Muitas distribui¢des podem ser obtidas como subclasses ou como distribui¢cdes limite das
DHG. Citamos como exemplo a distribui¢cdo Gaussiana, a t de Student e a Gaussiana Normal
Inversa.
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Figura 3.2 Efeito do pardmetro ‘i’ nas densidades de probabilidade GHD

A titulo de ilustracdo , colocamos nas figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 graficos que ilustram os
efeitos de mudancas nos pardmetros i, 8, B e o respectivamente. Estes pardmetros foram
variados arbitrariamente apenas com a inten¢do de mostrar os efeitos de suas mudangas nos
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graficos. Vemos que uma mudanga nos pardmetros 4 e o provocam mudancas nos ‘achata-
mentos’ nas distribui¢des de probabilidade, mudando suas varidncias. O pardmetro 3 provoca
distorcdes nas distribui¢des , fazendo com que elas se tornem mais assimétricas positivamente
quando B < 0 e assimétricas negativamente quando 8 > 0. Finalmente, o parAmetro {l provoca
deslocamentos de translacdo nas distribui¢des , mudando suas médias.

Hyp X NIG X Gauss

©
g
g - — Hyp
S ; _ (N3IG
S _ — Gauss
2 77 N
[ o
O —
o |
o T T T T T
-4 -2 0 2 4
Index
Efeito delta
Hyp X NIG X Gauss
©
o
£ <] NG
L .
S ° — Gauss
2 o
a ©° |
o |
© T T T T T
-4 -2 0 2 4
Index
Efeito delta

Figura 3.3 Efeito do parAmetro ‘0’ nas densidades de probabilidade GHD

Através da fungdo geradora dos momentos, e definindo y = /a2 — % e 7= 87, pode-se
mostrar que [46]:

E(X) = p + Al (3.6)

e que

Var(X) -5 Kl-ﬁ-l(?) + B2 KX—FZ(?) . Kl—i—lgl}_/)

K (1) P\ KD Ky (7)

A expressao da média dada em 3.6 mostra-nos que todos os parametros t€m efeito na média.
Os efeitos de u e B foram ilustrados nas figuras 3.2 e 3.4, respectivamente. Analogamente,
todos os pardmetros influenciam a varidncia, com destaque para o pardmetro 0, como ilustra a
figura 3.3.

3.7
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Figura 3.4 Efeito do parAmetro ‘3’ nas densidades de probabilidade GHD

3.3 Subclasses

Atribuindo valores especificos ao pardmetro A obtemos diferentes subclasses. Usando as pro-
priedades das funcdes de Bessel K, € possivel simplificar a funcio densidade de probabilidade
da distribui¢ao hiperbdlica generalizada 3.1 quando A € %. ParaA =n+ % n=0,1,2,---,a
funcdo de Bessel pode ser expressa como

I E I = (n+i)! i
Kn+£(x)—\/;x exp <1+i;—(n—i)!i!(2x) ) (3.8)

Como K (x) = K_j (x), obtemos K _ 1 (x) =K ! (x) = \/gx_%exp*x . Em particular, esta

expressao permite deduzir expressdes mais simples no caso em que A = —% eA=1.

Defini¢ao 1. Para A = 1 obtemos a distribui¢do hiperbélica (HYP) cuja fungdo densidade é

2_ B2
HYP(x;a,,0,1) = 250K, (2 aﬁz—ﬁz) exp(—aty /824 (x—u)2+B(x—u)), (3.9

comx,u e R,0<del|B|<c.

Note que a funcao de Bessel K| s6 aparece como constante.
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Figura 3.5 Efeito do parametro ‘o¢’ nas densidades de probabilidade GHD

Definicdo 2. ParaA = —% obtemos a distribui¢cdo Normal Inversa Gaussiana (NIG) com fungao
densidade
0 I ICAVAE —u)?
NIG(x: . B,8.1) = X exp(6+ /o2 — B2 4 Bla— ) KUAV L) )
& 57— (—p)?)

comx,t e R,0<5e0<|B|<a.

Nos anos mais recentes, alguns autores t€ém ajustado com sucesso as distribui¢des da sub-
classe NIG aos Log-Retornos dos ativos financeiros. Dentre esses, destacamos Prause [46].

3.3.1 Distribuicoes Limites

Um aspecto importante das distribuicdes hiperbdlicas generalizadas € o fato de ela generalizar
muitos tipos de distribui¢des , obtidas como casos particulares, tais como a distribui¢ao Normal,
t de Student e a distribuicao de Cauchy.

* A distribuicdo Normal € obtida como um caso limite da distribuicdo Hiperbdlica Gene-
ralizada quando 0 — oo e g — o2,

* A distribuicdo t de Student € obtida como um caso limite da distribui¢cdo Hiperbdlica
Generalizada quando A >0ea = =u =0.
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* A distribui¢do de Cauchy € obtida como um caso limite da distribuicdo Hiperbodlica Ge-
neralizada quando A = —% ea=pf=0ed=1.

3.4 Ajustamento das Distribuicoes aos dados empiricos

Nesta secdo , ajustaremos distribuicdes de probabilidade da classe DHG aos dados empiri-
cos. Os dados utilizados serdo os mesmos utilizados no capitulo sobre séries temporais. A
estimacdo dos parametros serd feita utilizando-se o método da maximizacado da fungdo de Log-
verossimilhanga. Ver [46] para maiores detalhes.

Mostramos 4 gréficos para as distribui¢cdes dos Log-Retornos para o indice BOVESPA. O
grafico 3.6 mostra as densidades de probabilidade empirica e as distribui¢des ajustadas Normal,
Hiperbdlica (HYP), Gaussiana Normal Inversa (NIG) e Hiperbdlica Generalizada (GH)®, em
escala linear.

Log-retornos IBOVESPA

A — Empirica
Normal

— HYP
NIG

— GH

20
|

Densidade

T T T T T T T
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

Log-retornos

Escala Linear

Figura 3.6 Densidades Empirica e Ajustadas para IBOV

Na figura 3.6, nitidamente observamos que a curva normal ndo se ajusta bem aos dados
empiricos, possuindo uma leptocurtose muito inferior, 0 mesmo ocorrendo para a distribuicdo
hiperbdlica generalizada.

SNIG: Normal Inverse Gaussian
®GH: Generalized Hyperbolic
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Figura 3.7 Densidades Empirica e Ajustadas para IBOV em escala semi-logaritmica

Para verificarmos os comportamentos nas caudas, primeiro, na figura 3.7, temos os mesmos
dados da figura 3.6 porém em escala semi-logaritmica. Fica nitida mais uma vez a incapacidade
da distribuicdo normal de capturar os eventos extremos nas caudas. Podemos ver nessa figura
a pardbola oriunda da distribuicdo normal e a hipérbole oriunda da distribui¢do hiperbdlica.
Assim como no gréfico anterior, fica dificil esolher entre as distribuicdes NIG e HYP. Pelo
grafico 3.8, parece que a distribuicdo NIG se ajusta um pouco melhor, pelo menos na regidao
central, aos dados empiricos.

Finalmente, através das figuras 3.9 e 3.10, que mostram somente as caudas das curvas,
vemos novamente que duas distribui¢des se destacam: A NIG e a HYP. Mais uma vez, obser-
vamos que os resultados obtivos para o IBOVESPA sao suficientemente gerais, de tal forma
que as conclusdes a respeito dos graficos obtidas para esse ativo podem ser repassadas para os
outros.

Vemos que através dessa andlise visual podemos selecionar duas das quatro distribui¢des
ajustadas. Mas faz-se necessdrio um método quantitativo mais sistemdtico para selecionar
aquela distribui¢do que melhor se ajusta aos dados. Isso serd feito na secdo seguinte.

3.5 Testes de Ajuste

Medir a qualidade do ajustamento de uma distribuicdo de probabilidade tedrica a uma distri-
bui¢do empirica € um problema bastante usual em estatistica. Existem muitos métodos de se
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Figura 3.8 Centro das distribui¢ées IBOV
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verificar a qualidade desse ajustamento, e a escolha de um fica condicionada ao que se pretende
com esse ajustamento. No nosso caso, € importante termos um bom ajustamento relativamente
as caudas das distribui¢des , pois a maior parte das aplicacdes dessa drea da matemaética finan-
ceira incide sobre tais caudas. Neste trabalho, mediremos a qualidade dos ajustes feitos através
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de testes estatisticos que medem a ‘distancia’ dos ajustes aos dados empiricos. Utilizaremos as
seguintes distancias:

distancia de Kolmogorov-Smirnov;

distancia de Kuiper;

distancia de Anderson-Darling;

distancia de Fajardo-Farias-Ornelas.

3.5.1 Distancia de Kolmogorov-Smirnov - KS

A distancia de Kolmogorov-Smirnov é definida como a maior distincia entre a distribui¢dao
empirica e a tedrica para todos os valores possiveis. Essa distancia ndo d4 nenhuma indicacao
sobre a qualidade do ajustamento nas caudas, porque a contribui¢ao dos valores que se situam
nas caudas € desprezivel frente aos grandes valores provenientes das zonas centrais da distri-
buicdo . Por isso, essa distancia ndo € a melhor distancia a considerar se nosso interesse esta
nas caudas. A distancia € dada pela seguinte expressao:

KS = maX[Fempirico (x) — Festimado (x) ) O]; (3.11)

onde Feypirico € a fungdo de probabilidade acumulada empirica € Fygimado € a fungdo de proba-
bilidade acumulada tedrica estimada.

Sl )—

\‘P[.tj

cumulative probability distribution

Figura 3.11 Ilustragdo da distancia de Kolmogorov-Smirnov. P(x) na figura representa Fyyimado(x) €
Sn(x) na figura representa Fypirico(x). Fonte: http://members.cox.net.
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3.5.2 Distancia de Kuiper - KP

Essa distancia é muito usada para verificar a qualidade do ajustamento de distribui¢cdes conti-
nuas. A principal diferenca entre a distancia de Kuiper e a de Kolmogorov-Smirnov € que a
primeira diferencia entre as diferengas superiores e inferiores e na segunda todas as diferen-
cas sdo consideradas iguais. Essa distancia realca a importancia das caudas. Sua expressao €
definida por

KP = maX[(Fempirico (x) - Festimado (x)),O] + maX[(Festimado (x> - Fempirico (x))70] (3 12)

3.5.3 Distancia de Anderson-Darling - AD

A distincia de Anderson-Darling pode ser considerada como a distincia de Kolmogorov-
Smirnov ponderada, cuja ponderagdo € definida de forma a dar especial importancia as caudas
da distribuicdo . A distancia considerada € definida pela seguinte expressao

(Fempirico (X) — Fostimado (x))

AD = max
\/Festimado (x) (1 - Festimado (x>)

0. (3.13)

3.5.4 Distancia de Fajardo-Farias-Ornelas - FFO

A distancia de Fajardo-Farias-Ornelas € mais sensivel aos valores das caudas que aos valores
centrais da distribuicdo . Usa a funcdo de ponderagdo da distancia de Anderson-Darling e o
desvio de direcdo tal como a distancia de Kuiper, incorporando as melhores caracteristicas das
duas distancias. A distancia € definida por

(Fempirico (x) — Festimado ()C)) 01 1 max [ (Festimado (x) - Fempirico (X))
\/Feslimado (x)(l — Festimado (x)) , \/Festimado (x)(l — Festimado (x)()3 14)
Nas tabelas 3.2, 3.3 e 3.4 estao os valores calculados de todas as distincias mencionadas
acima, para os ativos IBOV, PETR4 e VALES respectivamente, para todo o periodo conside-
rado, de 1991 a 2009.

FFO = max

0]

DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,078 0,016 | 0,011 | 0,040

AD 11,14 0,17 10,035 | 0,30
KP 0,146 0,032 | 0,021 | 0,070
FFO 11,31 0,24 |1 0,069 | 0,46

Tabela 3.2 Distancias para IBOV

Na tabela 3.2, observamos que todas as distancias indicam que a distribui¢do de probabili-
dade que melhor se ajusta aos dados empiricos do IBOV € a NIG. Conclusdes andlogas podem
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ser obtidas para os outros ativos nas tabelas 3.3 e 3.4 para a PETR4 e VALES, respectivamente.

DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,081 0,054 | 0,049 | 0,051

AD 36,97 0,11 10,097 | 0,17
KP 0,16 0,093 | 0,093 | 0,093
FFO 37,16 0,22 10,019 | 0,38

Tabela 3.3 Distancias para PETR4

DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,057 0,055 | 0,051 | 0,058
AD 0,75 0,12 | 0,11 | 0,12
KP 0,11 0,10 | 0,10 | 0,10
FFO 0,90 0,20 | 0,20 | 0,21

Tabela 3.4 Distancias para VALES

Concluimos, portanto, que a NIG € uma boa candidata a descrever as distribui¢des empiri-
cas para todos os ativos considerados, no periodo que vai de 1991 a 2009 visto que as distancias
consideradas possuem, de modo geral, valores menores para esta distribui¢do tedrica.

Uma questao interessante a ser respondida € se a NIG sempre foi uma boa candidata para
as distribui¢cdes de probabilidade dos log-retornos. Uma maneira de investigar isso € estimar
as melhores distribui¢cdes de probabilidade para os trés ativos nos quatro periodos considerados
anteriormente. Desta forma, poderemos verificar a ‘robustez’ da hipdtese de que a NIG € de
fato a melhor distribui¢do de probabilidade para os log-retornos, independentemente do periodo
considerado. No apéndice C se encontram tabelas que mostram as distancias calculadas para
os trés ativos nos quatro periodos considerados. Observa-se que, de modo geral, a NIG se
reafirma como uma boa candidata a distribui¢do de probabilidade, ja que, a menos do periodo 1
para IBOV e do periodo 4 para PETR4, todos os periodos e em todos os ativos tal distribui¢ao
mostra-se como sendo a melhor escolha. Em alguns casos a distribuicio HYP empata com a
NIG.

E interessante ressaltar uma ‘anomalia’ que ocorreu no primeiro periodo de VALES: Para
este ativo neste periodo, os testes utilizados nio foram capazes de distinguir uma udnica dis-
tribuicdo dentre as quatro consideradas, o que indica que neste periodo todas as distribuigdes
(inclusive a normal) se ajustam igualmente bem aos dados. Este periodo, como ressaltado no
capitulo sobre séries temporais, corresponde ao periodo pré-plano real. Também verificamos
que neste periodo para IBOV, a distribuicdo que melhor se ajusta aos dados € a distribui¢cao
hiperbdlica, e que, também neste periodo para PETR4, as distribui¢des hiperbodlica e NIG se
ajustam igualmente bem aos dados. E curioso notar que, dos 6 casos onde a NIG nio aparece
como lider absoluta no que se refere a qualidade do ajuste, trés deles se referem ao primeiro
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periodo considerado. Tal fato nos leva a conjecturar a possibilidade de que a mudanca na eco-
nomia do pais com o advento do Plano Real tenha alterado a estrutura do mercado de capitais
brasileiro, a ponto de alterar as distribuicdes de probabilidade do indice BOVESPA em geral, e
de dois dos seus principais ativos em particular.

3.6 Medidas de Risco

De posse das distribui¢des de probabilidade dos log-retornos dos ativos, podemos agora estimar
0 risco a que estariamos sujeitos se expuséssemos nosso capital em carteiras de ativos que
contivessem um ou mais dos ativos escolhidos.

Existe um conjunto de medidas de risco tradicionais obtidas a partir de uma série de retornos
rj, j=1,2,3,---,m, sendo m o nimero total de observag¢oes dos retornos do ativo:

Desvio Padrao =DP = (3.15)
onde 7 é o retorno médio,
m
ZMin[O; (ri—7)?
Semi Variancia = SV = \| = (3.16)
m
Min|0; (ri — RMA))?
Downside Risk=DR="\|=! (3.17)
m
onde RMA € o retorno minimo aceitdvel,
m
Y [ri—7
Desvio Absoluto Medio =DA = =1 (3.18)
m
y ‘Min[O; (ri — f)]‘
Semi Desvio Absoluto Medio = SDA = = (3.19)
m
m
y ’Min[O; (ri — rRMA)]‘
Downside Risk Absoluto Medio = DRA = = (3.20)

m
Cada uma dessas medidas apresenta caracteristicas peculiares e € possivel emprega-las para
otimizar alocagdo de ativos em carteiras, como feito por exemplo em [42].
Duas medidas de risco muito utilizadas na avaliacdo de risco em carteiras sdo o VaR (Value
at Risk) e o Expected Shortfall. Nas subsecdes a seguir sdo apresentadas tais medidas.
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3.6.1 O Valor em Risco - VaR

A metodologia VaR, desenvolvida pelo banco J. P. Morgan (1996), surge com o objetivo de
quantificar, de forma sistematica e simples, as perdas potenciais decorrentes da exposicdo ao
risco de mercado, ou seja, aquele advindo da volatilidade dos pre¢os de mercado. Esta meto-
dologia vem desde entdo sendo amplamente utilizada na pratica do gerenciamento de risco no
mercado como medida do risco total de uma carteira de ativos, sendo inclusive mencionada em
diversas praticas reguladoras do sistema financeiro internacional.

Através do VaR pode-se ter idéia da probabilidade de perda maior que um certo nivel.
Particularmente, o VaR responde a questdo: “Qual o montante minimo que espero perder a
uma certa probabilidade e horizonte”?”

O VaR, em termos matematicos, corresponde ao percentil da distribui¢do de uma carteira,
podendo ser expresso em termos da perda esperada da carteira expressa em valor corrente (VaR
absoluto) ou em valor esperado para o horizonte em questio (VaR relativo).

O VaR tenta resumir em um Unico ndmero a perda méxima esperada dentro de um certo
prazo e com um certo grau de confianca estatistica. Ele avalia a varidvel aleatdria que representa
o ganho (ou perda) da carteira. Um VaR(95%) indica que existem 5 chances em 100 de que o
prejuizo seja maior que o indicado pelo VaR no prazo para o qual foi calculado. Torna-se um
numero de ficil leitura e entendimento que depende do prazo (N) e do grau (1-) de confianca
desejado. O VaR=V pode ser lido como: “Nos estamos (1-¢¢)% certos de que ndo iremos
perder mais do que V unidades monetdrias nos préximos N dias”. Podemos definir o0 VaR com
100(1-0¢)% de nivel de confianga (VaRy(R)) de acordo com a expressao 3.21

VaRy(R) = —inf{r|[P(R<r) > a} (3.21)

onde r € o retorno pertencente a distribuicao do ativo ou portfélio. O calculo do VaR € bastante
simples, desde que se conheca de forma detalhada a distribui¢c@o de retornos, pois o VaR é, por
defini¢do , algum quantil associado a um percentil extremo da distribuicdo (usualmente 1% ou
5%). De posse dessa distribui¢cdo , pode-se calcular, por exemplo, o pior resultado entre os 95%
melhores ou o melhor entre os 5% piores. Esse valor de corte é o VaR de 5%.

3.6.2 Perda Média Esperada - Expected Shortfall (ES)

Uma critica relacionada ao VaR € que este ndo fornece estimativa do tamanho da perda esperada
uma vez que a perda tenha excedido o valor critico. Por exemplo, uma carteira em que o VaR
de 95% de confianga é R$100 significa que ha apenas 5% de chance de a carteira perder mais
de R$100, porém, ndo h4 indicag¢do de quio grande pode ser essa perda.

A perda média esperada ou Expected Shortfall, ou também Conditional Value at Risk
(CVaR), ¢ uma medida que indica a perda média que excede o VaR, ou seja, quantifica quao
grande €, na média, a perda (risco) a que se estd sujeito em uma determinada carteira, forne-
cendo dessa forma informagdes sobre a cauda da distribuicdo . Pode-se pensar na medida de
ES como “qudo pesada” é a cauda da distribuicdo dos log-retornos de uma carteira.

7Aqui horizonte pode ser pensado como um intervalo de tempo. Portanto, poderiamos reescrever: Qual o
montante minimo que espero perder a uma certa probabilidade em um determinado intervalo de tempo?
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Portanto, enquanto o VaR responde a pergunta “Qual a perda minima incorrida pela carteira
nos 0% piores cendrios?”, o ES responde a questio “Qual a perda média incorrida pela carteira

nos % piores cendrios?”
Matematicamente pode-se definir o ES como a esperanca condicional de perdas na carteira

de perdas superiores ao VaR. Suponha-se que r representa o conjunto de retornos da distribui¢ao
do ativo ou da carteira, e Varq(r) é o VaR com 100(1-c¢)% nivel de confianca, entdo o ESy(r)

se define como sendo
ESq(r) =E[—r|—r>VaRy(r)]. (3.22)
A figura 3.12 ilustra a definicdo de ES dada na equacdo 3.22.

\ Expected Shortfall =

Expectation of the X % larzest costs

Frobakbity
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[
Bavocted V/alue-at-Risk

Cost

azZ|wuIN
&

Figura 3.12 Ilustracdo da medida de risco ES - Expected Shortfall. Fonte: www.trl.ibm.com

3.7 Propriedades de Medidas de Risco Coerentes

Se X e Y s@o as distribuicdes de probabilidade de duas varidveis aleatérias, uma medida de
risco coerente deve satisfazer as seguintes propriedades:

Alocagdo : A alocacdo de renda fixa a carteira diminui o risco no mesmo montante:
Risk(X +c¢) = Risk(X) —c (3.23)

Subaditividade: O risco da soma de subcarteiras € menor ou igual ao risco da soma indivi-

dual dos ativos da carteira:
Risk(X +Y) < Risk(X) + Risk(Y) (3.24)

Homogeneidade positiva de grau 1: Ao aumentar o tamanho de cada posi¢do na carteira o
risco da carteira aumenta em igual propor¢ao :

Risk(cX) = cRisk(X),Vc >0 (3.25)
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Monotonicidade: Se os ganhos da carteira X sdo menores que os ganhos da carteira Y para
todos os cendrios possiveis, entdo o risco na carteira X € maior que o risco na carteira Y:

X <Y = Risk(X) > Risk(Y) (3.26)

Medidas de risco tradicionais, tais como o desvio padrdo e o VaR, nem sempre satisfazem
as propriedades de uma medida de risco coerente. A subaditividade € uma das propriedades
mais importantes, por estar justamente associada ao fato de que a diversificacdo diminui o risco.

3.7.1 A nao coeréncia do VaR e a coeréncia do ES

Embora a medida do VaR seja constantemente empregada no mercado, esta apresenta alguns
inconvenientes metodoldgicos, pois nem sempre respeita as propriedades desejaveis que uma
medida de risco (coerente) deve apresentar. A propriedade da subaditividade por exemplo, é de
suma importincia para o gerenciamento de risco para diversas dreas de negdcios, uma vez que
o risco do todo nunca pode ser maior que o da soma das partes.

E possivel demonstrar que o ES € uma medida de risco coerente, e, portanto, em um ambi-
ente de retornos ndo normais resulta ser uma medida de risco mais confidvel e que permite ao
investidor ter uma idéia do risco ao qual se encontra exposto.

3.8 A funcio Omega

O grande desafio em qualquer programa de gestdo de riscos consiste em lidar com eventos
extremamente improvaveis, mas potencialmente catastréficos, modelados pelas caudas pesadas
das distribuicdes de probabilidade. Nao estariamos totalmente seguros assumindo normalidade
das distribuicdes dos ativos subjacentes. Devemos olhar para os momentos de ordem mais alta,
tais como os associados a simetria e curtose. E € aqui que a fun¢do Omega entra em cena.

A abordagem tradicional que considera a varidncia como medida de risco dos ativos ndo
leva em consideracdo a distingdo entre os desvios em relacdo a média para cima e os desvios em
relacdo a média para baixo dos retornos dos ativos. A motivagdo original para usar a variancia
como medida de risco era a facilidade computacional causada nos problemas de otimizacdo
de carteiras. Dado que a capacidade de processamento dos computadores modernos € hoje em
dia ordens de grandeza maior que era hd 50 anos atrds, porque utilizarmos uma hipétese que
sabemos ser falsa?

3.8.1 A funcio Omega

Inventada em 2002 por Con Keating e William Shadwick (um matemdtico canadense), ela é
similar ao Indice de Sharpe ® e serve para ordenar as carteiras dos ativos no que se refere as suas
rentabilidades e riscos. Diferentemente do Indice de Sharpe, a fungdo Omega incorpora todos

$Indice utilizado na andlise de fundos de investimento, que tem como objetivo ajustar o retorno do fundo pelo
seu risco, ou seja, quanto maior o retorno e menor o risco do investimento, melhor serd o indice de Sharpe. O
indice € calculado da seguinte forma: Indice de Sharpe = (Retorno do Fundo - Taxa livre de Risco)/DP, onde DP
equivale ao desvio padrdo do Retorno do Fundo.
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os momentos de ordem superior e distingue entre desvios superiores e inferiores dos retornos
em relacdo a média. Ela fornece uma completa descricdo das caracteristicas do risco-retorno,
de tal modo que resulta em uma medida intuitivamente atrativa e facilmente computével.

C)mega também leva em conta um nivel de retorno chamado “limite” (r)° definido exoge-
namente, o qual € a fronteira entre o que se considera como ganho e como perda. Por exemplo,
suponhamos que um determinado investidor tenha a possibilidade de fazer um investimento
que lhe renda com certeza (sem risco) 1,0% ao més. Nao seria nenhum pouco interessante para
esse investidor fazer um investimento em uma carteira de ativos (com risco) que lhe rendesse
menos de 1,0% ao més. Entdo o valor de r poderia ser exogenamente determinado como sendo
1,0% (ou outro valor qualquer maior que 1,0%, dependendo do “apetite” por risco do inves-
tidor). Mesmo em distribui¢des normais, dependendo do valor de r, a medida Omega fornece
informacdes adicionais que s6 a média e a varidncia ndo conseguiriam. Isso levaria a obter
diferentes resultados em otimizagdo de carteiras, se comparado com a otimizagdo classica de
Markowitz [42].

A fungio Omega é calculada em relagdo ao nivel r, que pode ser interpretado como um
retorno minimo tal que possa ser considerado um ganho. Qualquer retorno aquém deste nivel
€ considerado uma perda.

Figurs 1
Mathematical Definition of Omega

¥ (e

0 [rastitr)

X =i

== f[l—f'i.&‘,‘l}i\:
} [ Feodx

Figura 3.13 Ilustracdo da medida de performance Omega. Fonte: www.bpmmagazine.com.

A fungio Omega é equivalente (veja figura 3.13) & distribui¢iio de retornos e possui muitas
propriedades matemadticas atrativas. A funcdo Omega pode ser definida por

9Treshold level.
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(1= F(x))dx
[T F(x)dx

onde F(x) é a fungdo de probabilidade acumulada de x.

Fazendo o gréfico de r versus Omega, encontramos o grifico Omega de investimento (veja
figura 3.14). Os graficos Omega tornam fécil comparar diferentes investimentos. O ponto de
intersecdo de diferentes graficos Omega representa o ponto de indiferenga do investidor. A cur-
vatura do grafico Omega é ttil em fornecer “insigths” relacionados 2 robustez do investimento.
Gréficos Omega sdo sempre decrescentes, mas aqueles que decrescem a uma taxa menor sio
menos sensiveis ao nivel r, indicando que sdo mais robustos e possuem uma parte superior mais

“caudalosa”.

(3.27)

Q(r)=

Fgurs 2

Omega Graphs

Dmega Valus

o ] ] 3 ] B i 7 [] 5
Armualised Threahald 1]

Figura 3.14 Ilustracio da medida de performance Omega (Grifico Omega). Fonte:
www.bpmmagazine.com.

A figura 3.15 fornece um gréfico em que foram calculados os Omegas e as perdas médias
esperadas (Expected Shortfall - ES) para os ativos IBOV, VALE e PETR. Observe que tanto o
ES quanto o Omega indicam que o IBOV é menos arriscado que os ativos VALE e PETR, o
que € consistente com o conceito de diversificacdo de carteira.
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CAPITULO 4

Modelos com Autossimilaridade. Fractalidade

4.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma discussdo sucinta sobre dois temas de muita relevancia para a ma-
temadtica financeira moderna: as distribui¢des estdveis e a idéia de autossimilaridade estatistica,
por constituirem o habitat natural de onde emerge a defini¢do do chamado expoente de Hurst
que, como indicado anteriormente, fornece pistas sobre a plausibilidade de se fazer previsoes
em séries temporais financeiras, assim como fornece indicios sobre a veracidade da Hipdtese
de Mercado Eficiente.

4.2 Distribuicoes estaveis

Na andlise estatistica de modelos de distribuicdo de probabilidade dos indices financeiros, é
notdria a importancia das distribuicoes estdveis como candidatas a modelos probabilisticos
deste tipo. Nesta secdo , faremos uma breve introducao a estes conceitos.

Definicao 1. Dizemos que uma varidvel aleatoria X € estdvel ou possui uma distribuigdo estdvel
se, para quaisquer nimeros positivos a e b, existem niimeros positivos c e d tais que

flaX, +bXs) = f(cX +d) 4.1)

para copias independentes X, e X, de X (isto significa que f(X;) = f(X), i=1,2; Assumimos,
sem perda de generalidade, que as varidveis aleatorias em questdo sdo definidas no mesmo
espago de probabilidade (Q, 7 ,P).

Pode ser provado [35]que em (4.1) nds necessariamente temos
c® =a*+b" 4.2)

para algum o € (0,2] independentemente de a e b.
Uma outra definicdo muito utilizada e equivalente é:

Definicdo 2. Uma varidvel aleatéria X € dita ser estdvel se para cada n > 2 existe um nimero
positivo C,, e um numero D, tais que

onde X1, X, X3, - -+, X;, sdo copias independentes de X .

41



42 CAPITULO 4 MODELOS COM AUTOSSIMILARIDADE. FRACTALIDADE

Se D,, =0 em (4.3) paran > 2, ou seja
fXi+X 4+ +X,) = f(CX), (4.4)

entdo X € dita ser uma V]ariével estritamente estdvel.

O parametro C, =n« em (4.3) e (4.4) para algum o, 0 < o < 2, € 0 mesmo parametro em
4.2).

Para enfatizar a importancia de «, as vezes se utiliza o termo ‘o-estabilidade’ no lugar de
‘estabilidade’.

De acordo com um notével resultado da teoria da probabilidade, devido a P. Levy e A.
Khintchine, a fun¢do caracteristica

¢(6) =E(e'X)

de uma varidvel aleatoria estavel X possui a seguinte representacao :

exp{iu9—6“|9|“(1—iB(SgnG)tan%)}, se o # 1,

eXp{iuG—(ﬂ@](l—|—iﬁ%(5gn9)1n’9‘>}, se a=1, (4.5)

¢(6) =

onde0<a<2[B|<1,0>0,eucRk.
Aqui os quatro parametros (o, 3, 0, 1) tem o seguinte significado:

* o é 0 expoente de estabilidade ou o pardmetro caracteristico;

* B é o pardAmetro que mede a assimetria da densidade de probabilidade;
* 0 é o parametro de escala;

e 1 € o parametro de localizagao .

O parametro a ‘controla’ o decréscimo das ‘caudas’ das distribui¢des . Se 0 < & < 2, entdo

1
}EgoxaP(X > x) =Cq ;ﬁ c?, (4.6)
1 —
)}i_rgox“IP’(X < —x) = CaTBGO‘ 4.7
onde 1
o -1 ;am, se O 1,
Ca= (/ x_asenxdx> = { F(Z—a)zcos(T) 7 (4.8)
0 = se o=1,
Se o0 =2, entdo por (4.5) obtemos
(p(G) _ eiu9—6292 _ e,iué)—@z—z(krz)7 (4.9)

que mostra que @(6) é a funcio caracteristica da distribui¢io normal .4 (u,20?), ou seja, de

uma varidvel aleatéria X com distribuicio normal com E(X) = u e Var(X) = 262,
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O valor de 8 em (4.5) ndo é bem definido neste caso (porque se & = 2, este parametro entra
no termo f tan, que € igual a zero). Fazemos usualmente 8 = 0.
O caso « = 2 difere significativamente do caso o < 2. Se 4 = 0 e 2062 = 1, entdo

2

e
lim P(|X| > x) ~ \/je i (4.10)

X—00 T X

Comparando esta equagdo com (4.6) e (4.7) vemos que para o < 2 as caudas sdo ‘pesadas’:
O decaimento no caso normal é mais rapido. E por esse motivo que é natural usar a classe
de distribuicdes estaveis como fonte de modelos probabilisticos para governar a dinamica de
sequéncias tais como /i, = In Sfil de log-retornos dos ativos, em que S, sdo os valores dos prec
cos dos ativos.

E importante notar que, como vimos em (4.6) e (4.7), a esperanca E(|X|) serd finita se e

somente se & > 1. Em geral, E(|X|)? < oo se e somente se p < Q.

4.3 Modelos com Autossimilaridade

E historicamente observado na anlise estatistica de séries temporais financeiras que muitas
destas séries possuem a propriedade de autossimilaridade estatistica. Isto significa que a estru-
tura de suas partes € igual a estrutura da série como um todo. Se S,,n > 0, sdo os valores didrios
do indice Bovespa, entdo as densidades de probabilidade f(x) e fi(x), k > 1, das distribui¢des
das varidveis

— Sn — Skn >
h, =1In e Iy, hlSk(nfl)’ n>1

Y

calculados para grandes quantidades de dados, satisfazem a relagdo
Si(x) = K fi(kx),

onde H € alguma constante, que no caso das séries temporais financeiras, pode ser significati-
vamente maior que 1/2, em contraste com o que seria de se esperar de acordo com o teorema
central do limite.

Obviamente, tais propriedades pedem explicacdes . Tais explicacdes podem ser obtidas
do conceito geral de auto-similaridade estatistica, que ndo somente nos fornece um caminho
para estudar o movimento browniano fraciondrio (fBm), ruido fraciondrio Gaussiano, e outras
noc¢des importantes, mas também € crucial no desenvolvimento da geometria fractal (B. Man-
delbrot). Este conceito de autossimilaridade esta intimamente conectado a conceitos e teorias
ndo probabilisticas, tal como caos ou sistemas dindmicos ndo lineares.

4.3.1 O Fenomeno da Autossimilaridade Estatistica de Hurst

Em 1951, um climatologista Britanico chamado H. E. Hurst, que trabalhou mais de 60 anos
no Egito como um participante dos projetos de hidrologia do rio Nilo, publicou um artigo [22]
devotado a sua descoberta do seguinte fendmeno surpreendente nas flutuagdes anuais do nivel
das dguas do rio Nilo e de vérios outros rios.



44 CAPITULO 4 MODELOS COM AUTOSSIMILARIDADE. FRACTALIDADE

Sejam x,x7,- -+, X, 0os valores de n sucessivos niveis de dgua (do Nilo digamos, em alguma
n

parte). Entdo o valor de }%, onde X, = Z X, € um bom estimador da média de xy.
k=1
O desvio do valor acumulativo X correspondente a k sucessivos anos da média empirica

calculado usando os dados para n anos é

Xk - %XI’!’

: k k
min (Xk — ﬁXn) e max (Xk — ﬁXn>
sd0 0s menores € 0s maiores desvios. Seja
_ k : k
Ry = max | Xy — 5 X | —min( X — 5 X

o intervalo caracterizando a amplitude do desvio dos valores acumulados X; em relacdo ao seu
valor médio %Xn nos sucessivos anos. Hurst ndo trabalhou com os valores de R,,, mas sim com

os valores normalizados Q,, = %, onde
n

S| =

v 2 - 2
Sn = szk—( Zxk>
k=1 k=1
€ o desvio empirico médio introduzido para tornar a estatistica invariante sobre a mudanca

X — c(xpg+m), k>1.

Esta é uma propriedade desejada porque a esperanga e a variancia de x; sao usualmente desco-
nhecidas.

Baseado num grande volume de dados, os registros dos fluxos do rio Nilo em 622 — 1469
(um periodo de 847 anos), H. Hurst descobriu o seguinte comportamento para a estatistica HS%'

para valores grandes de n:

R
SJ ~ el @.11)

n

onde ¢ é uma certa constante e o parametro [H nds chamaremos de pardmetro de Hurst ou
expoente de Hurst e vale aproximadamente 0,7. (Hurst obteve valores proximos a este para
outros rios também.) Este é um resultado inesperado. Ele havia antecipado que H = 0,5 por
motivos que foram depois explicados por W. Feller [35]:

Seja X1,X>, - -- uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas com E(x,) = 0 e E(x2) = 1. (Isto era o que Hurst esperava.) Entio, como mostrado por
Feller,

E(R,) ~ %n% e VVarR, ~ (%2 — §>n
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1
para n grande. Como S, — 1 neste caso, os valores de (,, devem crescer com n2 para n grande.
No estudo das propriedades estatisticas da sequéncia (x,),> faz sentido perguntar sobre a
estrutura da distribui¢do empirica f(x; + --- +x,) calculada a partir de um grande nimero de

amostras, digamos, (x,---,X), (Xut1,°**,X2n), ---. No caso quando os x; sdo os desvios do
nivel de 4gua de algum valor médio, encontramos que
_ H
fr 4 4x,) = f(n7x1), (4.12)
onde H > %

Facamos agora uma pergunta importante: Quais propriedades probabilisticas e estatisticas
a sequéncia (x,) em (4.12) deve ter para que o pardmetro H seja diferente de 0,5?

Olhando para a férmula (4.4) vemos uma das possiveis explicacdes para a relacdo H ~ 0, 7:
os x; podem ser varidveis aleatorias independentes estiveis com expoente de estabilidade o =
&~ 1.48.

Mas existe uma outra possibilidade: A relacdo (4.12) com H # % pode ocorrer no caso de
varidveis normalmente distribuidas, mas com varidveis xi,x;,--- dependentes! Neste caso, a
sequéncia (x,) é necessariamente uma sequéncia com o que chamamos de persisténcia, quando
H > 0,5 e antipersisténcia quando H < 0, 5.

As propriedades (4.11) e (4.12) representam uma peculiar forma de auto-similaridade, ob-
servada em muitos indices financeiros (com o 4, no lugar de x,). A observacdo anterior que 0s
x, podem ser ‘independentes e estdveis’ ou ‘dependentes normais’ possui numerosas aplicagoes
na matemadtica financeira, e em particular, na andlise da estrutura ‘fractal’ da ‘volatilidade’.

Cabe ressaltar que uma variedade de sistemas com dindmica nao linear (ocorrendo na fisica,
geofisica, biologia, economia, - - - ) exibem autossimilaridades do tipo representada por (4.11) e
(4.12). E esta propriedade de autossimilaridade que ocupa o lugar central em geometria fractal
e tal propriedade serd a base de nossa abordagem para a andlise e previsdo de séries temporais
no capitulo 5. A figura (4.1) plota algumas séries temporais para alguns valores de H.

4.3.2 Um método para estimar o expoente de Hurst:
Detrended Fluctuation Analysis (DFA)

O método R/S descrito na se¢do anterior pode ser implementado e fornece uma estimativa do
expoente de Hurst. Porém, por sua caracteristica assintética, deve ser utilizado somente para
séries temporias longas. Lo [8] indica alguns inconvenientes adicionais desta metodologia.

Nesta subsecdo , abordaremos sucintamente outro método utilizado para estimar o expoente
de Hurst H: Detrended Fluctuation Analysis (DFA). Para maiores detalhes, veja [25].

Em processos estocdsticos, teoria do caos e na andlise de séries temporais, o método DFA
determina a autoafinidade estatistica caracterizada pelo expoente de Hurst da seguinte forma:
Dada uma série temporal y;, k € N, uma integracdo primeiro converte a série y; em uma outra

série Y, tal que
k

Yo=Y vi— (i), (4.13)

i=1
onde Y; € chamada de soma acumulada. Este processo de integracdo converte, por exemplo,
um ruido branco em um random walk. Posteriormente, Y} € dividida em janelas temporais de
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Figura 4.1 Séries Temporais para varios valores de H

comprimento L, e um ajuste linear local (a tendéncia local) é calculada minimizando o erro
quadrético E?

E?=Y (Y;—ai—b)?, (4.14)

M=

i=1
onde a e b sdo os coeficientes do polindmio interpolador, no caso, da reta de regressao linear.
Depois o desvio quadratico médio da tendéncia, (a flutuacdo ) é calculada em todas as janelas
em todas as escalas de tempo:

L 2
F(L)= %Z(Yi—ai—b)z) . (4.15)
i=1

Este processo € repetido em todo o sinal em intervalos de diferentes tamanhos de janela L, e
um grifico log —log de L contra F (L) é construido. Uma linha reta neste grafico indica auto-
afinidade estatistica expressa como F (L) ~ L™. O expoente H é calculado como a inclinacio
da linha reta ajustado no gréfico log —log usando o método dos minimos quadrados. A figura
4.1 [71] mostra a simulacdo de uma série com vérios expoentes de Hurst diferentes. A figura
4.2 ilustra o algoritmo DFA.

A tabela 4.1 mosta os valores dos expoentes de Hurst para todos os periodos considerados
para cada um dos trés ativos. Observamos que estes valores de H para os ativos sdo muitos
proximos, o que nio ¢ nenhuma surpresa, dado que a correlagio entre PETR4 e VALES € bas-
tante alta (0,98) e estes dois ativos sozinhos representam quase 30% do valor de mercado de
todo o fndice BOVESPA, composto por 64 ativos !.Observando a tabela, podemos concluir

'Composicio do segundo semestre de 2008.
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Local Detrending in the DFA Algorithm

2
1
= 0
_1
|
200 400 600 1000
k
Figura 4.2 Figura ilustrando o algoritmo DFA
Ativo | Periodo 1 | Periodo 2 | Periodo 3 | Periodo 4 | Periodo todo
ibov 0,69 0,66 0,66 0,68 0,68
petrd 0,67 0,67 0,69 0,67 0,69
vale5 0,71 0,70 0,67 0,67 0,68

Tabela 4.1 Expoentes de Hurst H para todos os periodos e para os trés ativos

47

que as séries histdricas dos trés ativos possuem persisténcia, ou, em outras palavras, possuem
correlagdes de longo alcance, ja que os valores de H se mostraram consistentemente maiores
que 0,5, o que, teoricamente, justifica a busca por modelos que capturem alguns ‘comporta-
mentos ocultos’ na série, tarefa esta que pretendemos realizar com a aplicacdo dos métodos de

renormalizagdo da Fisica.






CAPITULO 5

A teoria da aproximacao Autossimilar

5.1 Soma de séries divergentes

5.1.1 Introducao

Soma de séries divergentes ¢ um problema de grande importancia na fisica tedrica, matema-
tica aplicada e engenharia. O motivo € que problemas realisticos sdo usualmente resolvidos
por métodos algoritmicos de cdlculo que resultam em sequéncias de aproximacao divergentes.
O processo de atribuir um valor finito ao limite de uma sequéncia divergente é chamado de
ressoma. A técnica mais amplamente usada € a do Aproximante de Padé [55]. Entretanto, tal
método possui muitas deficiéncias e, entre elas, o fato de que para que o método alcance uma
acurdcia razodvel, as vezes precisamos conhecer da ordem de dez a vinte termos da série pertur-
bativa e também o fato de que os aproximantes de Padé sao definidos para séries de poténcias
inteiras, 0 que se mostra ser um inconveniente, pois em muitos casos a série assintotica revela
poténcias ndo inteiras [67].

O objetivo deste presente capitulo é desenvolver um método analitico livre das defici€ncias
inerentes a0 método de Padé, para somar séries divergentes contendo qualquer ndmero de ter-
mos (somente alguns ou muitos) com poténcias nao inteiras arbitrarias e aplicar este método ao
estudo de séries temporais financeiras. Serd ilustrada a generalidade da abordagem aplicando-a
a alguns problemas de interesse fisico de naturezas diferentes. Alguns destes problemas podem
ser tratados pelo método de Padé e nestes casos faremos comparacdes entre o método de Padé
e o método da renormalizagdo autossimilar a ser desenvolvido.

Como j4 dissemos, métodos de perturbagdo comumente retornam séries divergentes. E
desencorajador descobrir que a série perturbativa diverge, especialmente se os termos foram
tediosamente calculados. Entretanto, na préxima se¢cdo mostraremos que para muitas das séries
¢ possivel atribuir um valor aproximado a esta soma usando alguns termos da série.

Claramente, uma ingénua soma da série divergente simplesmente adicionando os primeiros
N termos ndo faz sentido porque ela retorna uma soma parcial que pode estar longe do valor
real da “soma” da série quando N — oo,

5.1.2 Aproximantes de Padé

Quando a representacao em séries de poténcias de uma fungao diverge, isso indica a presenga
de singularidades. A divergéncia da série reflete a inabilidade de um polindmio de aproximar
adequadamente a funcdo em pontos proximos da singularidade. A idéia bésica da teoria de
soma de séries divergentes é representar f(x), a fungdo em questdo, por uma expressao conver-

49
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gente.
A idéia da soma de Padé € substituir a série de poténcias ) a,x" por uma sequéncia de
fungdes racionais (uma fungdo racional € a razdo de dois polindmios) da forma

N
Ax"
N _ n=0
Pyy(x) =" (5.1)
Z B, x"
n=0
onde escolhemos By = 1 sem perda de generalidade. Escolhemos os (M + N + 1) coeficientes
restantes Ag,Ay, -+ ,An,B1,B2,- -+ ,By de tal forma que os primeiros (M + N + 1) termos na

expansdo Ply(x) se ajustem aos (M +N + 1) termos na expansdo em séries de poténcias Z anx".
n=0
A funcdo racional resultante Pﬁ (x) é chamada de aproximante de Padé.

Construir os aproximantes Pﬁ (x) é muito util. Se Y a,x" é uma representagdo em série de
poténcias da funcdo f(x), entdo, de modo geral, Py (x) — f(x) quando N,M — oo, mesmo se
Y a,x" é uma série divergente.

A representacdo inteira da série de poténcias da func¢@o f(x) ndo precisa ser conhecida para
construir um aproximante de Padé. Precisamos saber somente os primeiros M 4+ N + 1 termos.

Exemplo Aproximante de Padé[1,1]
1,37

1,21

1,1

0,9

0,81

0,74 T T T T T T T
0 1 2 3 4

X
Taylor f(x) Padé[1,1]]

Figura 5.1 Exemplo Aproximante de Padé P} (x)

Como exemplo simples de aplicag¢do desta técnica, vamos encontrar o aproximante de Padé
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~ 1+ ~ (o
Pl(x) da fungdo f(x) =1/ % e comparar o resultado com a expansao em série de Taylor

truncada denominada g(x). Tal expansdo é g(x) = 1 — %x—l— %xz. O grifico (5.1) mostra

as trés curvas onde nitidamente observamos a diferenca entre a aproximagdo de Taylor e o
- 1+%X
H—g—gx'

Aproximante de Padé P/ (x), que é dado por P} (x)

5.2 Renormalizacio autossimilar algébrica e ''bootstrap''autossimilar

A principal idéia da teoria da aproximagdo autossimilar € colocar a sequéncia de termos per-
turbativos da série em correspondéncia com um sistema dindmico (veja apéndice A para uma
sucinta revisdo de sistemas dinamicos), onde o niimero de aproximacao da sequéncia representa
o papel do tempo discreto do sistema dindmico. Assim, a transformagdo de uma aproximacgao
a outra pode ser representada como a evolugdo do sistema dindmico. A equacgdo de evolucio
correspondente pode ser formulada como sendo a equagdo de autossimilaridade funcional, que
¢ uma condicdo necessdria de convergéncia rapida ! [57]. Um sistema dinAmico com tempo
discreto é chamado de cascata. Um ponto fixo de uma cascata, representando uma sequéncia
de aproximacdes , corresponde a um limite efetivo desta sequéncia. Para garantir convergéncia,
o ponto fixo deve ser estdvel e a condi¢ao suficiente para a estabilidade pode ser formulada em
termos dos multiplicadores, como mostrado no apéndice A sobre sistemas dinamicos.
Suponhamos que, ao nos depararmos com um determinado problema, obtenhamos como
solucdo uma série perturbativa ndo necessariamente convergente. Seja a solucdo exata dada por
uma fung¢do de uma variavel real f(x). Representemos a sequéncia de fun¢des aproximadas por
{fx(x)}, onde o indice k=0, 1, - - - é a ordem da aproximagao e que o procedimento perturbativo

k
resulte em um polindmio fi(x) ~ Z anx®™ (x — 0), onde @, sdo nimeros reais arbitrarios
n=0

arranjados em ordem ascendente, 0y, < ,41, (1 =0, 1, k). Cabe salientar que esta expansao
para fi(x) em geral ndo possui um significado direto se continuarmos inadvertidamente na
direcdo de um valor de x arbitrdrio. Uma ferramenta analitica para a solu¢do deste problema,
chamada renormalizagdo algébrica auto-similar foi recentemente desenvolvida e serd isto que
iremos desenvolver nesta secdo . Para o propdsito da andlise auto-similar, a soma parcial

k
fiex) =Y apx® (5.2)
n=0
deve satisfazer as seguintes condicoes :

* A andlise ndo deve depender da escolha de unidades para a varidvel. A equacdo (5.2)
deve ser escrita na forma adimensional.

* As expansdes assintdticas devem ser reduzidas a forma invariante de escala. Para tal, é
sempre possivel fatorar o termo

'Mais a frente nesta mesma secfio mais serd dito sobre esta importante afirmativa.
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fo(x) = apx™ (ap #0) (5.3)
e introduzir a funcdo invariante de escala

_ fix)
(Pk(x> = fO(x), (54)

onde x € assumido ser adimensional. Evidentemente, a fungdo (5.4) ndo depende de
mudancgas de escala para f;.

* Se a varidvel x pertence a um intervalo limitado semi-infinito, este serd normalizado
para o intervalo unitdrio. Assim sendo, em toda discussdo que segue, € assumido que
x € [0,1]%.

Para a fungdo invariante de escala (5.4), temos

k
or(x) = Y P, (5.5)
n=0

ondex € [0,1] e

Q

by=—, Bun=a,—0on>Po=0. (5.6)

ao

Claramente, ¢p(x) = 1. Também, todas as poténcias f3, sdo positivas, mesmo se alguns
oy, forem negativos, o que segue da ordem ascendente dos ¢,. Por construgdo , a série (5.5)
¢ assintdtica, possuindo sentido somente para x — 0, enquanto para um x finito a sequéncia
{on(x)} 2, diverge. E possivel dizer que a dltima sequéncia converge somente no ponto x = 0.

Devemos transformar uma série divergente em uma forma que faga sentido para x € [0,1)
finito. Isto pode ser feito com a ajuda de funcdes controle que podem ser introduzidas de di-
ferentes maneiras. Trabalhando com séries assintéticas, € conveniente invocar a transformacgdo
multiplicativa na forma de lei de poténcia definida como

Dy (x,5) = X" i (x) (5.7)

com a transformacao inversa

Or(x) = x ' Py(x, ). (5.8)

Como as leis de poténcia sdo comuns na descri¢ao de objetos fractais, a equagdo (5.7) pode ser
chamada de transformacdo fractal. A transformacao (5.7), de acordo com a equacio (5.5), é

k
Dy (x,5) = Y byx* TP, (5.9)
n=0

4 P . . .. ., . !
2E possivel transformar um intervalo qualquer em um intervalo unitdrio pelas mudangas de varidveis x = T
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Aqui s = s(x) é uma funcgdo controle, cujo objetivo é fazer a série (5.9) ter sentido para x
finito. Esta série pode ser considerada uma expansao em poténcias da nova varidvel x*. Como é
evidente, tal série € assintdtica com relagdo a x* — 0. Este ultimo limite pode ser atingido se, no
lugar de forcar x tender a zero, mantemos |x| < 1 e tomamos s — oo. Assim, a série (5.9) pode
ser tratada como assintética com relag@o a s — oo para todo |x| < 1. Agora podemos dizer que a
sequéncia {®(x,s)};_, converge para todo |x| < 1, desde que s — oo. Desta forma, chegamos a
uma escolha natural para as func¢des controle quando s — oo. Lembre que estamos considerando
o caso quando nenhum vinculo adicional ¢ imposto sobre o comportamento da fungdo f(x) e
tudo que sabemos € sua expansao assintdtica (5.2). Nas expressdes intermedidrias, o valor de s
€ assumido ser assintoticamente grande, e o real limite s — oo € tomado ap6s a transformacgao
inversa (5.8).

Como nossas consideragdes aqui sdo sobre fungdes , precisamos definir a propriedade de
autossimilaridade funcional, que nao deve ser confundida com autossimilaridade geométrica
que descreve os fractais. A no¢do de autossimilaridade geométrica € conectada com a nocao de
escala, o que € somente um caso particular da no¢do mais geral de autossimilaridade funcional
ou autossimilaridade de grupo. Para corretamente definir este ultimo, precisamos introduzir
alguma notagdo . Definiremos a func¢éo expansio x(¢,s) pela equagio

Dy(x,s) =@, x=x(@,s). (5.10)

Com a forma (5.9), isto dd x(¢,s) = q)% e ¢ =x'. Introduzimos o mapeamento

yk((pvs) Eq)k(x(q)as)as)' (511)

Seja @ (x,s) real paratodo k=0,1,2,... etodo x € [0, 1]. De @y (x,s) € R segue que yi(9,s) €
R paratodo k =0,1,2,--- e ¢ € R. Portanto o mapeamento (5.11) é um endomorfismo 3 (um
homomorfismo * de um objeto em si mesmo). E este endomorfismo que nos permite formular
a propriedade de autossimilaridade de grupo que precisamos.

Nosso objetivo € representar a mudanca do endomorfismo (5.11), quando variamos o nu-
mero de aproximagdo k, como a evolugdo de y; com relag@o ao tempo discreto k. Do ponto de
vista da teoria de grupos, autossimilaridade niio é nada mais que a propriedade de semigrupo°.
Esta propriedade, para a evolugao de y, com relagdo a k, se escreve yy , = yi *yp. Como segue
da defini¢@o (5.9), o elemento primeiro € yy, ja que yo(®,s) = ¢. A familia de endomorfismos
{yklk =0,1,2,---}, com a propriedade de semigrupo forma um sistema dinimico em tempo

30 termo endomorfismo deriva do advérbio grego endon (“dentro”) e morphosis (“para formar”). Em élgebra,
um endomorfismo de um grupo, médulo, anel, espaco vetorial, etc, € um homomorfismo de um objeto em si
mesmo.

“Defini¢io de Homomorfismo: Sejam dois conjuntos E e I, ndo necessariamente distintos, com elementos a,
b,ceEed,b,c €F. Suponha uma aplicacio f : E — F com correspondéncia a' = f(a), b = f(b) e c = f(c).
Se uma operagdo ¢ = ab em E corresponde 2 operagdo ¢ =da'b em F, isto &, f(ab) = f(a)f(b), entdo esta relagio
¢ chamada homomorfismo. Aqui al, b e ¢ sio chamados imagens homomoérficas de a, b e c, respectivamente.
Exemplo de homomorfismo: Sejam [E conjunto dos nimeros reais positivos e IF conjunto dos nimeros reais. Seja
uma aplicagéo f : E — IF dada por y = log(x). Para uma operagdo de multiplicacdo em E, isto é, para ¢ = ab,
existe uma correspondéncia ¢ =d +b em F, pois, log(ab) = log(a) + log(b).

3Semigrupo é um conjunto G dotado de uma operagio bindria para a qual valem as propriedades de fechamento
e de associatividade.
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discreto, chamado de cascata. A propriedade de semigrupo, em termos da notagdo (5.10), toma
a forma

yk—|—p((P’S) :)’k(yp((P,S),S). (5.12)

Pela intepretagdo proposta, trataremos a sequéncia {y;(®,s)} como uma trajetdria resultante
da evolugdo da cascata {y;|k =0,1,2,--- }. A relagdo (5.12) pode ser chamada de autossimila-
ridade de evolugdo ©. Esta equagio (5.12) é uma condigdo necessaria para a convergéncia mais
rdpida 7. O ponto fixo da cascata representa a funcdo desejada f(x).

Por ser mais fécil de tratar analiticamente, a cascata {y;|k =0, 1,2, - } pode ser “embutida”
em um fluxo® {y, |t > 0}, que é um sistema dindmico em tempo continuo. O andlogo continuo
daequagdo (5.12) seria y(t +1',@,s) = y(t,y(t', @,s),s) e atrajetéria y(z, @, s) do fluxo passa por
todos os pontos da cascata, de modo que y(¢, @,s) = yx(@,s), (t = k € Z.). Para este dltimo,
podemos escrever uma equagdo que € uma equacgao diferencial de movimento, dada por

d
E}’(l‘;(P,S):V(y(t,(P,S))? (513)

onde v(y) é um campo de velocidade. Integrando a equagdo (5.13) entre y;_| = yr_1(@,s) e
yi =y;(@,s), onde y; é um ponto fixo aproximado, nés obtemos a integral de evolugdo

Vi d K-+ Vi d
/" _y:/ dt= [ F 2 g (5.14)
e V() k i1 V()

com T sendo o tempo de aproximagdo efetivo requerido para alcangar o ponto quase fixo y7.
Apds uma mudanga de varidveis feita de acordo com (5.10), a integral (5.14) se reduz a

Sevolutional self-similarity
"Convergéncia uniforme dos aproximantes autossimilares implica a validade do critério de convergéncia de
Cauchy

Viip (@) —yi(0)] < €

para todo k > N e p > 1. Isto sugere que a evolugdo no mapeamento {y;(¢)} seja tal que minimize o funcional
custo de convergéncia rapida

[yn+p((P) - yn((P)]z'

s

_ 1
]Fy*Z

n=0

O minimo absoluto do funcional custo acima é obtido se o ponto inicial ¢ coincide com o ponto fixo y*(¢),
quando teremos Iy, = 0, ¢ = y*(¢). Temos entdo que: Proposiciio : Para que o funcional custo de convergéncia
mais rapida seja minimo € necessario que seja valida a relacdo de autossimilaridade

Yirp(@) = v (yp(@))-

Prova: O minimo absoluto do funcional custo é F, = 0. Isto é conseguido se ¢ somente se ¢ = y*(¢), quando a
equagdo de autossimilaridade se transforma numa identidade.

8Podemos imaginar esse passo como sendo uma aproximagio do sistema dindmico em tempo discreto por seu
andlogo em tempo continuo, que aqui chamamos de fluxo.
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P do
=T, (5.15)
/;)k—l Vk((P,S) ¢

onde ®; = P} (x,s).
O campo de velocidade do fluxo (a velocidade da cascata), definido pela discretizag@o de
Euler, € dado por

vi(@,5) = i(@,5) = yi—1(@,5)- (5.16)
Das equacgdes (5.9) - (5.11), segue que

k
Bn
yi(@.5) =Y bap' s, (5.17)
n=0
que resulta em
145
vi(@,s) = brp "5 (5.18)

A equacao diferencial do movimento pode ser integrada. Colocando-se a equacao (5.18)
em (5.15) e realizando-se a integral obtemos

K e
& — (cbkf1 —%bkrk) , (5.19)

onde ®; = P} (x,s) = y;(x°,5) e Dy = Dy (x,s). A transformagio inversa (5.8) é dada por

= 3
x D (x,s) = ((pk_‘]; (x) — %bkrkxﬁk> : (5.20)

Em particular,

* . Bl B b
Pl (x,5)=x"| 1— ?bl‘clx . (5.21)

Retornando a fungdo ¢ (x) através da tranformagao inversa (5.20), temos que tomar o limite
s — oo, Por exemplo,

97 () = lim x~*®j (x,s), (5.22)
que resulta no aproximante auto-similar de primeira ordem

@} (x) = exp(b1 T1xP1). (5.23)

Para obter aproximacdes maiores, podemos repetir este procedimento de renormalizacdo 2k
vezes para cada @ (x,s), processo que é chamado de bootstrap auto-similar. Entretanto, o
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mesmo resultado pode ser obtido duas vezes mais rapido, realizando k renormalizacdes , da
seguinte forma. Podemos escrever a equacgao (5.5) como

b b
Qe(x) = 1+ byxP 1+b—2xﬁ2*ﬁ1 1+b—3xﬁ3*ﬁ2(1+.~) . (5.24)
1 2

Esta equacdo pode ser escrita na forma ¢y (x) = 1+ x, na qual x| é expresso através de x, € x»
através de x3, e assim sucessivamente de acordo com a regra

by
bn—l
onde n =1,2,--- k. Considerando cada x, como um pardmetro pequeno, precisamos realizar

o procedimento de renormalizacdo de primeira ordem k vezes. Como resultado, introduzindo a
notagao

xPr=Por (14 x,01), (5.25)

Xn =

b
CnE_nTn; VnEBn_Bn—l (n:1,2,~--,k), (5.26)
bn—l

obtemos finalmente o aproximante autossimilar de ordem k

oF (x) = exp(c1x” exp(cax™? - - -exp(cgx™)) -+ ). (5.27)

A equacgdo acima é chamada de superexponencial de ordem k.

As quantidades 7,,, comn =1,2,--- , k, na forma renormalizada (5.27) assumem o papel das
funcdes controle. Se reproduzirmos os calculos acima para as fungdes f;(x) = px(x)° definidas
em (5.2) no lugar das fungdes @i (x) definidas em (5.4), ou, em outras palavras, escrevermos as
expressoes (5.20) e (5.27) em termos da expressdo original f;(x) = px(x), teremos que (5.20)
serd dada por

_ _ Ka;T
Pr(x,5,7) =x P (x,5,7) = | p 5 (x) — Fx”‘ (5.28)
0

onde

k k

prx) =Y apx®, Px,s,7) =xpe(x) =) anx*, e k= O;"J:aoéﬂ,
n=0 n=0
e a equacdo (5.27) por
Fi(x, 71,72, , T) = po(x) exp(c1x” exp(cox*? - - -exp(cpx’*)) - ). (5.29)

com ¢y e Vi dados por ¢, = affl Tee Vp = O — O_1.

Na secdo seguinte mostraremos algumas das maneiras de definir as funcdes 7,. Assuma,
por enquanto, que estas fungdes controle foram definidas retornando 7, = 7,(x). Substituindo
estas funcoes em (5.29), obtemos o aproximante auto-similar exponencial escrito na forma

Esta mudanca de notacdo se far ttil em discussoes subsequentes.
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fi (x) = Fe(x, 71 (x), T2 (x), -+, T (x)). (5.30)

Vale ressaltar que os expoentes nas expressdes assintéticas para f(x) podem ser reais ou
complexos. Tais expoentes complexos aparecem em problemas com invariancia discreta de
escala, documentados em modelos de ruptura, terremotos, crashes financeiros e em vdrios sis-
temas aleatorios. A abordagem autossimilar pode ser facilmente aplicada a séries com expoente
complexo. A varidvel s na transformacdo algébrica (5.7) também pode ser considerada como
complexa. Portanto, as correspondentes fungdes controle s (x) serdo complexas.

Tentaremos agora, com um exemplo bem simples, ilustrar como tudo funciona: Suponha
que pela teoria da perturbagdo obtemos

pi(x)=1-x (5.31)

com 0 < x << 1. Como podemos continuar esta expansdo a partir de pequenos valores de
x << 1 para x > 1, quando nenhuma outra informacao esta disponivel?

Seguindo a renormalizacdo algébrica autossimilar, construimos o polindémio transformado Py (x,s) =

k
Xpe(x), §>0, pr(x) = Z ax", a, # 0, que para o caso (5.31) é
n=0

Pi(x,s) =x" —x!*, (5.32)

De acordo com Py(x,s) = apx® = f'°, temos a funcio expansio

x(f,s) = I . (5.33)
ao
k £ 5+l
Entdo a equagdo yi(f,s) = Pu(x(f,s),s) = Z an (—) da
n=0 ao
1
yifss)=f— 75, (5.34)
Ml
onde fizemos ap = 1 e a; = —1. O campo de velocidade vy, (f,s) = ari1 (%) ’ se torna
vi(f.s) = —f175. (5.35)
A integral de evolug@o | Mo _df _yr quelevaa P, = i agora dd
g ¢ P vig1(fs) 3! k+1 o g
ap qtF k£l
1_<k+2ﬁillk B
saoA
X \*
Py (x,s) = ( ) : 5.36
1 (%) s+15x ( )

10Aqui, f faz o papel de @ definida na equagio (5.10).
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Pi(x)

A aproximagdo auto-similar p;, | = —— se reduz a
k+1
(k+1)ay 12 k1
_ @lexkﬂpk(x) 5
S(IO -
@ \"
S1(X
*
pix)=——— . (5.37)

s1(x) +15x

Como estamos interessados na regido x > 1 temos que tomar o limite s (x) — oo. Portanto, para
a aproximagao autossimilar (5.37) obtemos

fi (x) = lim ( )S = e ", (5.38)

§—00

*
s—HOx

Uma forma de encontrar #;; € expandir e~ numa série de Taylor e comparar com a expressio
(5.31), que retorna para f; o valor 1 e portanto, f} (x) = e *.

Da mesma forma, uma expansao linear

p1(x) = aop+aix, (5.39)

com ag,a; # 0, derivados para x << I, pode ser continuada para a regido |x| > |Z—(1’| onde é
representada pela aproximagao autossimilar

fi (x) = apexp (Z—;x> : (5.40)

Assim, podemos concluir que a exponencial (5.40) é a representacdo autossimilar geral da
expansao linear (5.39), quando nenhuma restricdo adicional é imposta.

5.2.1 Funcoes controle

Existem muitas formas de incorporar fungdes controle em um algoritmo iterativo e defini-las.
Por exemplo, se exigirmos que o tempo que aparece na integral de evolugdo (5.15) seja minimo,
apos k passos do procedimento de renormalizacdo , a aproximagao autossimilar (5.30) contera
k funcgdes controle 7,, n =1,2,--- k.

A maneira mais simples de definir estas funcdes controle consiste em lembrar que o tempo
efetivo na integral corresponde ao nimero minimo de passos necessdrios para a aproximagao
do ponto fixo. Quando nenhuma outra restricdo é imposta, o nimero minimo de passos &,

claramente, igual a um. Colocando 7, = 1 para todos os n = 1,2,--- ,k na equagdo (5.30)
temos

fi(x) = Fe(x, 1,1, 1). (5.41)
Uma definicdo mais elaborada de possiveis fungdes controle pode ser formulada fazendo 7, = 1
para todos os n = 1,2,--- |k — 1, exceto no ultimo passo para o qual 7, = 7, que permanece

indefinido. Considere entdo a sequéncia { f;} consistindo dos termos

Ji(x,T) = F(x, 1,1, , 7). (5.42)
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Para a velocidade da cascata podemos escrever a diferencga finita

Vi(x,7) = fi(x,T) = fie1(x, 7). (5.43)

Quando se aproxima do ponto fixo, a velocidade da cascata tende a zero. Portanto, a condi¢ao
de estar tdo perto quanto possivel do ponto fixo € equivalente a condi¢ao de velocidade minima.
Esta condi¢ao

mfin’Vk(x, 7)| = Vi (x, T (x))| (5.44)

nos proporciona uma defini¢ao possivel da funcéo controle 7;(x). A equagdo (5.44) é a forma
geral da condicdo de velocidade minima. Em particular, tomando em conta a defini¢cdo (5.43),
podemos ter a equagao

fk(x7 T) _fk—l(x7 T) = 07 (545)

cuja solugdo 7 = 1 (x) € a funcdo controle desejada. Para os aproximantes exponenciais (5.29),
a equacdo (5.45) nos fornece

Q-1

T=exp (i rka> . (5.46)

A solugdo da equagdo (5.46), ou seja, T = T(x), quando substituida em (5.42), nos d4 a apro-
ximacgao autossimilar

Ji () = filx, w(x)). (5.47)

O esquema descrito para defini¢do das fungdes controle € aplicdvel quando ndo sdo im-
postas restri¢des adicionais a0 comportamento da func@o procurada f(x). Pode acontecer que,
em adicd@o a expansdo (5.2), que um comportamento assintético de f(x), quando x — xg, seja
conhecido. A condicao assintdtica

f(xX) = folx), x—xo (5.48)

faz o papel de uma restricdo imposta. E as aproximagdes autossimilares devem satisfazer a
condic¢do assintética (5.48). Nestas circunstancias, as funcdes controle devem ser escolhidas da
seguinte forma: renormalizemos a série py_(x) para a aproximagdo autossimilar f;" | (x) com
a funcdo controle definida de acordo com a definicdo acima. Obtemos, partindo da equacao
(5.28) que

* * - KagT
Fk (X,S,’L') = (fk*l(x)) K_ W.X K . (549)

Agora requeremos que a expressao (5.49) satisfaca a condi¢do assintética

F (x,5,7) = fo(x) x— xo, (5.50)
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de acordo com (5.48). As fungdes controle s = s;(x) e T = T(x) devem ser escolhidas de tal
forma que a condi¢@o (5.50) seja vélida. Com as func¢des controle definidas, obtemos final-
mente a aproximacao auto-similar

i (x) = B (x, s (x), (%)) (5.51)

possuindo a propriedade assintética desejada (5.48).

5.2.2 Exemplo

Para ilustrar essa ultima variante da definicao das fungdes controle, considere a integral

J(g) = % / i exp(—x> — gx*)dx, (5.52)

que representa a fungdo de particao configuracional do oscilador anarménico unidimensional,
onde g é chamado de parametro de acoplamento [70]. A série para a integral (5.52) é frequen-
temente usada como modelo para expansdes perturbativas fortemente divergentes na teoria
quantica de campos.

A expansdo para acoplamento fraco de (5.52) [70] da

J(g)=a+bg+---, (g—0), (5.53)

coma=1,b= —%. No limite de acoplamento forte temos
J(g) 2 AgT +Bg T +Cg® +DgT 4, (g— o), (5.54)
onde A = %, B = —% eC= %. A expansdo para acoplamento forte (5.54) é da forma

da série (5.2), com os coeficientes
ag=A, ag=B, a=C e az=D

com as poténcias ndo inteiras

1 7
aO:_Z7 aI:_Z7 aZZ_Z7 a3:—z.

Iremos renormalizar a expansio (5.54) sujeita a condi¢do limite

limJ(g) =a, (5.55)
g—0
que segue de (5.53).
Partindo de 1
Jo(g) =Ag* (5.56)

temos

B c
J5(g) = Jo(g) exp (Zg‘l/ Zexp <§g‘1/ 2)) . (5.57)
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No préximo passo, de acordo com a equagao (5.49), temos

* * — =1
J3(8,5,7) =[(J5(8)) “+vg™]*, (5.58)
com
k=15 Y=tk

No limite de acoplamento fraco, a equagdo (5.57) retorna
I5(g)=Ag 4, (§—0)
e a equacdo (5.58) fornece
Ti(g,5,7) = (A7 %g¥ +9g) 7,
A ultima expressao satisfaz a condi¢@o limite
1irr%)J§(g,s, T) =a, (5.59)

correspondendo a equacdo (5.50), se e somente se s =0 e Yy =a 6 ou, respectivamente,

A7
" 6a°D"

K=6, 7T=

Substituindo os valores de s e T encontrados em (5.58), obtemos

1

J3(8) = [(53(8)) ®+a 5. (5.60)

Usando agora a expressdo (5.57) e lembrando que a = 1, finalmente obtemos a aproximagao

auto-similar
3/2
I+ iexp —68 exp ¢
A® A\/g B./g
correspondendo a (5.51).

O aproximante exponencial (5.61) representa a integral (5.52) com uma precisdo muito
grande. O erro percentual maximo € 2,7% e ocorre em g =0, 1. O erro para a regido fisicamente
mais interessante (g ~ 1) é somente 0,7%.

Considere outro exemplo simples que ilustra a generalidade do método que também funci-
ona quando outros ndo o fazem. Assuma que precisamos encontrar uma aproximagao para uma
fun¢do limitada f(x), com —eo < x < oo, possuindo as seguintes propriedades assintéticas:

1
6

J3(8) = (5.61)

fX)Z1+x+0x%)  (x—0),

f)=et (x— —),
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f) 2L a>0 (x— o),

onde o € uma poténcia irracional conhecida. Ao meu entendimento, a técnica de Padé € es-
pecialmente inapropriada para este caso. Utilizando o método da aproximagdo auto-similar,
executando o mesmo procedimento como acima, obtém-se

frx) = |exp | —gx |+

o

5.3 Aproximantes de Padé X aproximantes exponenciais autossimilares

Nesta se¢do serdo feitas comparacoes entre os aproximantes de Padé e a técnica de renormaliza-
¢do auto-similar para leis do tipo quase-exponencial. Em [68] sdo discutidos os motivos pelos
quais tais leis sdo tdo importantes e recorrentes na natureza. Aqui focaremos nos resultados.
Para o propodsito de reconstrucdo de leis do tipo exponencial, a escolha 6tima das fun¢des con-
trole 7; é obtida expandindo os pj(x, 71, T2, - -, Tj) nas vizinhancas de x = 0 e exigindo que esta
expansdo coincida com fi(x). Com esta determinagdo dos parAmetros de controle, obtemos os
aproximantes auto-similares da fungio procurada f;’,

f];k(x7717T27"' 7Tk> :p/t(xaflaf%"' 7Tk)-

Por exemplo, se colocarmos a expressio (5.29) na forma'!

aj an ay

*

Pr(x, 71,72, , k) = apexp | —Tixexp [ —mx---exp [ —mx ), k=2,3,---,n,
agp ai ag—1

(5.62)
teremos

% _ aj a
f5(x,71,72) = agexp wnxexp | Znx | |,

k _ aj an as
f3(x, 71,72, 13) = apexp aTixexp | Z2Txexp | 2r3x ,

* _ aj an as ay
i (x, 71,72, 73,T4) = apexp anxexp [ 2mxexp | J2raxexp | o

1 Aqui estamos assumindo que os 3, sio inteiros iguais a 1, ou seja, as fungdes f;(x) sdo polindmios.
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Para checar se a sequéncia de f;’ (x, 71, T2, - - - Ty) converge, estudamos seus multiplicadores,

SfJ(X,Tl,Tz,...,Tk)_ 19
Sp1(x) = 2 Rl BT ), (5.63)

Esta defini¢do dos multiplicadores nos capacita a comparar a convergéncia das expressoes re-
normalizadas.

Com as fungdes controle definidas como prescrito acima, podemos obter k aproximantes
exponenciais auto-similares para a func¢do procurada (onde todos os T sdo agora fungdes co-
nhecidas dos parametros ay):

M (x, 71,72, , T)

f;l(X):f];k(X,Tl,l,"',l), f]jZ('x):f]:((x7fl7r2717'”71)’ f;k<x>:f]j(x7fl772,”'7Tk)’

que diferem apenas no ndmero de parametros de controle a serem empregados. Isto gera uma
matriz de aproximantes auto-similares, indexada pela ordem k e pelo nimero de parametros. A
esta matriz de aproximantes estd associada uma matriz de multiplicadores. Por exemplo, para
k = 4, temos

Hi(x) = f0611,1),  fo0x) = f5(x, 71, 2),
1) =001,11), 500 =061, 10,1),  f5300)=5017,7,7),
f;l(x) :ff(xa 71, 17 11 1)’ f;z(x) :ff(xa 71,2, 17 1)5
T () = f1 (1,7, 13, 1), fig(x) = f1(x, 71, 72, T3, Ta).

Vamos qualificar a convergéncia para a fun¢do procurada examinando a convergéncia das dife-
rentes sequéncias de multiplicadores M* e dos aproximantes f*, escolhendo aqueles cujo par

exibe a melhor taxa de convergéncia. O ponto limite resultante da tabela de aproximantes sera
tomado como o valor da fun¢do procurada.

5.3.1 Ilustracao da técnica em acao

Apresentaremos exemplos explicitos demonstrando como a técnica funciona.
Um filtro ideal

Considere a expansdo de Taylor da fungdo exponencial, f(x) = exp(—x), até uma ordem ar-
bitraria em x,

ful0) =2 Y (5.64)
k=0

onde

rol—
Q
W
Il
|
o
Q
~
Il
Nl

a=1, a=-1, a= as = —1p-

O aproximante auto-similar de segunda ordem ¢é
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2
1 4
2 arag

=0.

a a
f55(x) = apexp %xrl exp a—fxrz , T1=1, m=1-

O fato que 7, = 0 leva a f3,(x) = exp(—x). Qualquer aproximacdo de ordem arbitrdria f}, (x)
retorna exp(—x). Note que todos os outros aproximantes, exceto f5, f3,, f1}, f+;, sdo idénticos
a exp(—x) e todos os pardmetros de controle de ordem elevada sdo idénticos a zero, como T,.

Considere agora os aproximantes convencionais de Padé, P#(x) e P} (x) (P}(x) e P;(x) pos-
suem qualidade inferior) e os compare com a fungdo exata, veja figura 5.2, onde na legenda
usamos P} = P[M,N]. Apesar de P32 (x) permanecer positivo, ndo se comporta monotonica-
mente. Por outro lado, P41 (x) se torna negativo para grandes valores de x. Estes sdo problemas
tipicos encontrados quando tentamos reconstruir fungdes com comportamento assinttico ex-
ponencial pelos métodos dos aproximantes de Padé.

Aproximantes de Padé para f(x)=exp(-x)

0,8
0,6
0,4

0,2

-0,2
-0,4

-0,6

exp(-x) P[2,3] P[3,3] — P[3,2]
—— P[4,1]

Figura 5.2 Aproximantes de Padé para f(x) = exp(—x)

O erro percentual relativo para os dois aproximantes de Padé P?(x) e P} (x) sdo mostrados
na figura 5.3. Na@o podemos nos deixar enganar pela erronea performance superior de P41 (x)
que estd qualitativamente errada em predizer valores negativos para tempos moderados.

“Badly damaged” perturbation

Considere a fungio , f(x) = In(1 +x)exp(—x?), que ndo é monotdnica. Sua expansio é

5
fs(x) 2x Y a, (5.65)
k=0
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Erros percentuais relativos de P[3,2] e P[4,1]
1,4 x 10°

1,2 % 10°
1, % 100 -
8,x 10°
6,% 10° 7
4,% 10°

2,%x 10°

0 T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
X

| —— Erro P[3,2] Erro P[4,1]]|

Figura 5.3 Erros percentuais relativos para P; (x) e P} (x)

onde
ap=1, alz—%, az:—%7 a3:%, a4——%, a5——%
Os valores dos parametros de controle sao
T1:—2, TZZ—%, ng—g, 7’-4:127_56’ TSZ%.

Na figura 5.4 temos os graficos da fungdo f(x) e dos aproximantes exponenciais f5, (x), f33(x),
fi1(x) e f&5(x). Podemos perceber que os aproximantes f;,(x) e fis(x) se ajustam de forma
melhor a curva f(x), por baixo e por cima respectivamente.

Este comportamento poderia talvez ser justificado se observarmos o grafico 5.5, onde sdao
mostrados os médulos dos multiplicadores dos aproximantes e onde podemos observar que, no
intervalo [0;0, 7] aproximadamente, |Mz| e M| sdo os menores, de onde podemos esperar que
os aproximantes f35(x) e f4(x) sejam os que se ajustam melhor a f(x).

Considere todos os aproximantes de Padé P (x), P} (x), P} (x) e P5(x) que podem ser cons-
truidos partindo do polindmio de ordem 5 (5.65). Podemos ver na figura 5.6 que sua qualidade
é bem inferior aquela obtida com fZ(x). Como antes, temos P[m,n] = Piy(x) na legenda da
figura.

Perturbacio forte
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Comparagdo entre f(x) e 0s aproximantes exponenciais

0,4+

0,3+

0,24

0,1

0 — T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T ]
0 0,5 1 1,5 2
X

55 f44 —— 33 —— 22|

|— fx)

Figura 5.4 Comparacdes entre f(x) e os aproximantes f2s(x), fi4(x), f33(x) € f3,(x), onde, na legenda,
fan=f; (x), paran =2,3,4,5.

5
Considere a expansdo de Taylor fs5(x) = Z apx* de uma funcdo do tipo exponencial f(x) =
k=0
exp(—x(1 —l—x)_%), até a quinta ordem em x, com os coeficientes

25 53 2261
apo=1, ai=—1, ;a=1, a3=—-5;, aa=3, as=—T5-

o]

Os parametros de controle

_ _ 1 _ 12 _ 125 _
=1, =3 TW=3, =35, =

[\
O

491
783°

=N

sdo todos positivos, menores que um mas decrecem muito lentamente. Como no exemplo
anterior, os aproximantes f;,(x) e fs5(x) envolvem a fungdo f(x) mas, desta vez, com um erro
relativo muito maior que o aproximante de Padé P32 (x) para valores de x pequenos, veja figura
5.7. Para valores de x grandes, o erro de P} (x) supera o de fi5(x), veja figura 5.8.

Este exemplo ilustra a propriedade de que, para coeficientes a;s rapidamente crescentes em
valores absolutos, 0s aproximantes exponenciais auto-similares considerados se tornam inapro-
priados. Tais casos de coeficientes que crescem rdpido como o fatorial de sua ordem constituem
uma importante classe de comportamento, pois ela aparece em expansdes que sio tipicas em
muitas teorias de campo ndo lineares. Considere o particularmente ilustrativo exemplo da fun-

¢do de Stieltjes, f(x) = [, e)ﬂ;yy ) dy, que exemplifica tal comportamento. Seus coeficientes da
série de Taylor
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Modulo dos multiplicadores
1,0
0,9 -
0,8 —
0.7
0,6 -
0,5 i
0,4 —
0,3 - -
0,2 i

0,1+

V'
T T T T T T T T T T T T 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
X

—— M55 M44 M33 —— M22]

Figura 5.5 Comparagdes entre os multiplicadores | M2
M.

A

Mj| e [M;|. Na legenda, fizemos Mkk =

bl bl

a():l, 611:—1!, a2:2!, 613:—3!, a4:4!, 615:—5!,
crescem com a funcao fatorial, levando aos parametros de controle
T1=1, ©=0,75, 163=0,713, 74=0,697, 75=0,685.

Como podemos antecipar da observacgdo prévia, o aproximante de Padé P32 (x) facilmente supera
f35(x), veja figuras 5.9 e 5.10.

Vale ressaltar que esta falha do método dos aproximantes exponenciais, quando comparados
aos aproximantes de Padé, ndo implica na falha da renormalizagdo algébrica auto-similar como
um todo. Esta falha apenas demonstra as limita¢cdes do modo particular de definir as funcdes
controle e também da condi¢do de poténcia infinita (s — o) usada na deducdo destes aproxi-
mantes. Nas aplicagdes , o uso dos aproximantes exponenciais € andlogo as aproximagdes do
tipo campo médio. E importante salientar que esta teoria de campo médio fornece claros avi-
sos de sua eventual falha antecipadamente, refletidos no caréter de crescimento rapido como a
funcdo fatorial dos coeficientes do polindmio de Taylor, assim como na divergéncia dos seus
multiplicadores. Em [67], mostra-se que a acurdcia da renormalizacdo autossimilar pode ser
aumentada dramaticamente se mudarmos a restricdo de poténcia infinita.

Equacio de Estado para um sistema de esferas duras
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Padé X Aproximantes Exponenciais

0,3
0,2

0,14

0,5 1

-0,14
-0,2

-0,3

_0,4_

|— fx) p[1,4] p[2,3] p[3,2] £55

Figura 5.6 Comparagdes entre os Aproximantes de Padé e os Aproximantes Exponenciais

Erro percentual entre f(x) e 55 e entre f(x) e P[2,3] para x entre 0 ¢ 5 Erro percentual entre f(x) e 55 e entre f(x) e P[2,3] para x entre 0 ¢ 60
70

400
60

50
300

40

304 200+

204

100
10 /

0 T T T T T T i ——— 0 T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 0 10 20 30 40 50 60
X X
error=(f(x)-f55)/f(x)*100 error=(f(x)-f55)/f(x)*100
error=(f(x)-P[2,3])/f(x)*10 error=(f(x)-P[2,3])/f(x)*10

Figura 5.7 Erro percentual de f(x) e de Figura 5.8 Erro percentual de f(x) e de
PZ(x) para x pequeno P;(x) para x grande

Demonstraremos abaixo como o bootstrap autossimilar pode ser aplicado na teoria das
equacdes de estado para liquidos simples. Considere o celebrado modelo de esferas duras
com didmetro d, onde a equacdo de estado empirica, conectando pressdo p, temperatura 7,
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Logaritmo do erro percentual relativo

Padé P[3,2] X Exponencial 55

0,91 1 2 4 6 8 10
0,8
0,74
- 10_

0,6

0,5 ~15

In do erro relativo percentual de 52
In do erro relativo percentual de P[3,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

f(x)

X
£55 P23

Figura 5.10 Ln do erro percentual relativo de
Figura 5.9 Graficos de f(x), fis(x) e P{(x) fis(x) e de P} (x)

) ) ) 2, .
densidade n, e densidade reduzida p = nn%, ¢ conhecida como:

p _l+p+p*—p’
nkT —  (1—-p)3

(5.66)

A equagdo de estado (5.66) concorda muito bem com os resultados de dinAmica molecular. Por
outro lado, a correspondente expressao analitica é dada como segue:

p _1+p+p*—3p’
nkT (1-p)3

(5.67)

Estas duas expressoes coincidem em baixas densidades, e.g. em p = 0,1, a porcentagem de
erro da equacdo (5.67), quando comparada com a (5.66), € igual a —18%, enquanto que para
densidades intermedidrias e altas, a concordancia se torna muito pobre; e.g. em p = 0,5, a
porcentagem de erro € igual a —15.385% e em p = 0,8, ele € igual a —53,112%.

Considere a parte regular da equacao (5.67), definida como r,

r=1+p+p*—3p° (5.68)

como uma expansio assintética em baixa densidade para a ‘verdadeira’ parte regular 7(p), e
tente generalizar a equacdo (5.68) da regido p < 1, para a regido p < 1. Parece ser razodvel
usar os ultimos trés termos da equacdo (5.68) para renormalizacdo, jd que a constante descreve
o comportamento do gés ideal, e estamos interessados na regido de densidades altas. Vamos
escrever as seguintes aproximagdes consecutivas para a quantidade ¥ =r — 1:

rn=p

Fr=p+p?
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;3 =p+p>—3p>
Os multiplicadores sdo
mi(p,s) = 1+pF,

ma(p,s) = mi(p,s) —3p?3L,

3
m3(p,s) =1-3p5:.
Seguindo os passos da sub-secdo anterior, obtemos

F(p) = pelPe ™). (5.69)

O multiplicador M(p), correspondente a equacdo (5.69), é dado pela expressdo

M(p) =P ) (1 -3p) (5.70)
e isto é muito pequeno em p > %, e.g., M(0,8) = —0,061, sinalizando a robusta estabilidade
da sequéncia de exponenciais continuadas (5.69). Recalculando
p _Hp)+1
= 5.71
nkT — (1+p)3 ©-71)

e comparando esta equagdo com a féormula empirica (5.66), obtemos que, em p = 0,1, o erro
percentual € igual a —0,118%; em p =0, 5, o erro percentual € de —4,061%, e em p =0, 8 ele
éigual a —3,516%.

N6s vemos que a equacgdo de estado (5.71), obtida da renormalizacdo auto-similar, € muito
melhor, e concorda mais uniformemente com o experimento computacional, que a expressao
analitica inicial (5.67). A concordancia melhora drasticamente, cerca de 17 vezes, na regido de
densidades elevadas.

5.4 Renormalizacao Autossimilar na Analise de Séries Temporais

Muitos dados em diferentes ciéncias sdo apresentados na forma de séries temporais. O pro-
blema de analisar séries temporais consiste em entender a dinimica do movimento a partir de
um dado instante a outro no passado e tentar prever o valor em um dado instante no futuro
proximo. A abordagem padrdo para andlise de séries temporais consiste em tentar descobrir
qual sistema dindmico estocéstico estd por trds dos dados, isto é, tenta modelar os eventos
produzindo os dados considerados por uma equacgdo diferencial estocdstica ou de diferencas
finitas [47, 48]. Tais abordagens se revelaram razodveis quando aplicadas a sistemas perto do
estado estaciondrio, mas mudangas abruptas no comportamento do sistema dindmico gerador
das séries temporais ndo podem ser acuradamente compreendidas.

Nesta se¢do mostraremos uma nova abordagem de andlise de séries temporais, baseadas
nas técnicas de ressoma que sdo usadas na Fisica Tedrica e apresentadas nas se¢des ante-
riores. Como exemplos para ilustracdo, optamos por séries temporais geradas por sistemas
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econdmicos, incluindo mudangas agudas em seu comportamento. Notamos que diferentes ana-
logias e técnicas da fisica sdo agora as vezes usadas para descrever fendmenos econdmicos
[49, 50, 51, 52, 53, 54].

Como ponto de partida, apresentamos um conjunto discreto de dados, obtidos do sistema no
passado, na forma de um polindmio (i.e. como uma série de poténcias formal), que é o andlogo
direto de uma expansao perturbativa valida quando o tempo t — 0. O resto consiste na aplicagdo
de uma ou outra técnica de ressoma a expansao assintética onde o papel da constante de aco-
plamento € feito pelo tempo. Se somente poucos pontos da histéria do sistema sdo conhecidos,
o grau da expansao assintdtica serd baixo, e a soma mais popular de Padé [55] € muito dificil,
se possivel, de aplicar. Entretanto, usaremos a abordagem discutida anteriormente da teoria da
aproximagao autossimilar [56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63] que realiza bons trabalhos mesmo para
um pequeno nimero de termos assintticos. Aqui usaremos uma variante desta abordagem, a
renormalizac@o autossimilar algébrica [61, 62, 63]. Consideraremos varios exemplos obtidos
de mercados de a¢des reais usando somente alguns, até seis, pontos dos dados histéricos para
calcular os valores seguintes dos precos, e, como uma dltima aplicacao , utilizaremos o método
para o caso do crash das bolsas mundiais ocorrido bem recentemente, em Setembro/Outubro
de 2008, devido a crise do subprime, desencadeada nos EUA.

Primeiro, vamos dar o esquema geral do método que sugerimos. Assuma que os valores
da fungdo f(r) sejam conhecidos para n momentos sucessivos equidistantes do tempo, t = k =
0,1...,n—1, de tal forma que

f(O):Cl(), f(l):ala Tty f(n_l):an—l' (572)

Estamos interessados no valor da func¢do f(n) no momento seguinte n do tempo. Para proce-
dimentos futuros, € importante encontrar uma representacio compacta do conjunto de dados
(5.72) na forma de uma funcdo explicita. Para fazer isso, podemos sempre fazer uso da sé-
rie formal de Taylor de tal funcgdo, f(r) = ZZ":OAktk . Como somente um conjunto finito de
valores (5.72) esta disponivel, podemos reconstruir somente um conjunto finito de coeficien-
tes, Ay = Ag(ao,a1,--,an—1), k=0,1,--- 'n—1, da condi¢io (5.72). Entdo, obtemos uma
expansdo aproximada

n—1
f(0) =Y Aao,ar,--- an 1), (5.73)
k=0
O problema de reconstruir o valor de uma fun¢do em algum momento distante a partir do co-
nhecimento de um conjunto finito de valores passados se torna agora equivalente a reconstru¢do
da funcdo para valores finitos dos seus argumentos, ¢ = n, a partir do conhecimento da sua ex-
pansdo assintética quando + — 0. Na Fisica Tedrica, tal problema é chamado renormaliza¢ao
ou ressoma [55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64]. Entdo, o problema da previsdo dos valo-
res futuros a partir de um conjunto de dados histéricos na forma de séries temporais se torna
equivalente a renormalizacdo de séries assintoticas.

Utilizaremos a renormalizacdo autossimilar algébrica, desenvolvida em [61, 62, 63]. Des-
creveremos aqui somente seus pontos principais, importantes no contexto deste exemplo nesta
secdlo . A representacdo polinomial (5.73) dé para a func@o f(¢) as seguintes n aproximagdes
pi(t), i=0,1,--- ,n—1,

po(t) =Ag=ao, pi(t) = pot) +Ait,--, pa_1(t) = paalt) +A, 1"\ (5.74)
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A renormalizacdo autossimilar algébrica comega pela aplicagdo na aproximagao (5.74) de uma
tranformagdo algébrica definida por Pi(t,s) = t*p;(t), i=0,1,---,n—1, com s > 0. Esta
transformacdo eleva as poténcias da série (5.74), e nos fornece uma forma efetiva de levar
em consideracdo mais pontos da histéria do sistema. Usaremos no que segue a forma forte
de tal transformacdo quando s — oo, que resulta numa representacdo exponencial para a fun-
¢do f(t), como discutimos na se¢do anterior. A sequéncia das aproximagdes transforma-
das P,(t,s) é considerada como um sistema dindmico no tempo discreto i = 0,1,--- ,n— 1.
Para descrever a evolugdo do sistema no tempo, introduzimos, de acordo com as referéncias
[56, 57, 58, 59, 60], uma nova varidvel ¢ e definimos a chamada fungdo expansio 7(¢,s)
a partir da equacdo Py(z,s) = apt* = ¢, que resulta em #(¢,s) = ((p/ao)%. Entdo contrui-
mos uma aproximagdo em cascata [56, 57, 58, 59, 60] cujas trajetorias dos pontos sdo dadas
pelas expressoes y;(@,s) = P;(¢t(¢,s),s). Embutindo esta cascata em um fluxo de aproxima-
¢do, podemos escrever a equacdo de evolucdo na forma de uma relacdo de autossimilaridade
Yitp(@,5) = yi(yp(@,s),s). Neste estdgio, podemos checar a eficicia da transformagdo algé-
brica calculando os multiplicadores locais,

s) ]
9YNP,S) (5.75)
90 lo=ny(ts)

quando s — oo, Para os cdlculos usamos a forma integral da relacao de autossimilaridade,
o _de
fPfﬂ vi(@,s) — T
onde a velocidade da cascata é v;(@,s) = yi(@,s) —yi—1(@,s) e T é o nimero minimo de passos
do procedimento necessdrios para alcangar o ponto fixo P;*(¢,s) da cascata de aproximagdo. E
possivel encontrar P;*(¢,s) de forma explicita e realizar uma transformacéo algébrica inversa
depois da qual o limite s — oo serd tomado. O primeiro passo da renormalizacido autossimi-
lar estd completo. Entdo o procedimento pode ser repetido quantas vezes forem necessdrias
para renormalizar todos os polindmios. Esta € a principal idéia do bootstrap autossimilar [63].
Realizando este programa, obteremos a seguinte sequéncia de aproximantes exponenciais auto-
similares, como obtido na secao anterior,
A A Aj )
fi*(t,7) =Agexp 21y exp —2t~~-exp L)) ), j=1,2,---,n—1. (5.76)
Ag Ay Ajy
Para checar se esta sequéncia converge, temos que analisar os multiplicadores correspondentes.
A partir da equac@o f1*(¢,7) = @, encontramos (@) = (i\‘_?) In (%) . Entdo construimos uma
aproximagao em cascata, como descrito acima, fazendo z;(¢,7) = f;*(¢(¢), 7), e definindo

dz;(@,7)

:| (P:fl*(t"l)

Selecionando da sequéncia f;* dois termos sucessivos com os menores M;(t) = M;(t,1), como
regra os dois dltimos termos da sequéncia, podemos finalmente determinar 7 a partir da condi-
¢ao de velocidade minima escrita como a condicdo de diferenca minima

mrin \f;f(t, ) —f;‘,l(t, 7)|, (5.78)
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cuja solugdo T = 7T(f) nos permite escrever a aproximacao exponencial auto-similar para a
funcao

fi(0) = fj(6,2(2)). (5.79)

Os aproximantes f;_,(n,1)e f,_,(n,1) usualmente compdem o valor 6timo f;* (). Podemos
analisar, seguindo o procedimento descrito acima, um conjunto de aproximantes autossimilares
para um numero diferente de pontos histéricos, i.e., podemos calcular varios possiveis f J?k (1),
j=2,3,---,n—1, e escolher aqueles que correspondem ao menor multiplicador calculado no
ponto fixo. O valor do multiplicador no ponto fixo pode ser definido como

M;(t,t(t)) + M1 (2, 7(1))
2

* _
M;(t) = (5.80)
A partir de agora ilustraremos 0 método com exemplos de vdrios mercados financeiros. Nos
concentraremos em crises de diferentes mercados de acdes, quando os precos mudam brusca-
mente durante um periodo compardvel a resolugdo da série temporal.

5.4.1 Mecanismos de Crash

Considere o comportamento do indice Dow Jones nas proximidades da crise de 27 de Outubro
de 1997. Queremos dar uma ilustracdo do esquema de renormalizag@o autossimilar apresentada
acima e também fazer alguns comentdrios gerais a cerca do mecanismo do crash. Vamos fazer
uma previsao para o indice Dow Jones pra o dia 25 de Outubro de 1997 baseada em diferentes
numeros de pontos da historia do sistema.

Previsao de trés pontos. Os seguintes valores estdo disponiveis no periodo que vai de 13
de Setembro de 1997 a 11 de Outubro de 1997, passando por 27 de Setembro de 1997, tomados
com a resolucdo de duas semanas:

ap =7720 (Set.13), a; =7920, a3 =8000 (Out.11).

Os coeficientes da equacgdo (5.74) sdo A1 = 260 e A, = —60. Encontramos os aproximantes
exponenciais f;(3,1) = 8540,8 e f5(3,1) = 8120,4 e os multiplicadores M;(3) =1 e M»(3) =
0, 146. A partir da condicdo de minima diferenca

minlf5(3,7) — £ (3,7,

obtemos 7 = 0,641428. Finalmente, a aproximagio exponencial autossimilar é f;(3) = 8237
e 0 médulo do multiplicador € |M; (3)| = 0,485.

Previsao de quatro pontos. Os seguintes valores estdo disponiveis no periodo de tempo
indo de 30 Agosto de 1997 até 11 de Outubro de 1997, tomados com uma resolucdo de 2
semanas:

ao = 7690 (Ago.30), a; =7720, ap =7920, a3 =8000(Out.11).

Os coeficientes do polindmio sdo A} = —151667, A, = 230, e A3 = —48333. Repetindo o
mesmo procedimento como acima, encontramos os aproximantes exponenciais f; (4, 1) = 7689
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e f3(4,1) = 7646, com os multiplicadores M,(4) = —0,013 e M3(4) = 0,046. Da condigdo de
diferenga minima
m%n\f§(4, T) _f2*(477)‘7

obtemos 7 = 0,6023. O aproximante exponencial auto-similar se torna f3(4) = 7674 com o
correspondente médulo do multiplicador |M5(4)| = 0,048.

Previsao de cinco pontos. Considere os dados histéricos para o indice Dow Jones no
periodo a partir de 16 de Agosto de 1997 até 11 de Outubro de 1997. Os seguintes dados estao
disponiveis:

ag = 7780 (Ago.16), a; =7690, ar =7720, az=7920, as=8000(Out.11).

Os coeficientes do polindémio (2.2), com i = 0,1,---,4 sdao A} = —48333, A, = —120833,
A3 = 93333, A4 = —14167. Os seguintes aproximantes auto-similares, f;(¢,7), f5(¢,7), e
fi(t,7) podem ser escritos, tais que em ¢ = 5 nds temos f5(5,1) =0, f5(5,1) = 7472, ¢
fi(5,1) = 6113. Os multiplicadores correspondentes, M(5) = 0, M3(5) = 0,319 e My(5) =
13569, confirmam que a subsequéncia f5, f3, fi € instdvel. Mas a partir da condi¢do de dife-
renga minima

min|£(5.7) ~ £5(5,°)

encontramos 7 = 0,6232. A aproximagdo exponencial auto-similar ¢ f;(5) = 7069, com o
modulo do multiplicador [M(5)| = 0,163.

Previsao de seis pontos. Considere os dados para o indice Dow Jones no periodo que vai
de 2 de Agosto de 1997 a 11 de Outubro de 1997:

ap = 8170 (Ago.2), a; =7780, a, =7690, a3 =7720, a4 =7920, as=8000(Out.11).

Os coeficientes do polindmio sdo A = —771,5, Ay = 582,917, A3 = —253,75, A4 = 57,083, ¢

As = —4,75. Seguindo as prescri¢des padrao, podemos encontrar os aproximantes exponenci-
ais f;(6,1) =7720 e f£(6,1) = 7138 e os multiplicadores M4(6) = —0,308 e M5(6) = 0,198.
6A5T

Da condi¢do de minima diferenca, T = exp( m ) e obtemos T = 0,7037. Para a aproxima-

¢do exponencial auto-similar nés obtemos f5(6) = 7328, com o médulo do multiplicador
|MZ(6)| =0,087.

5.5 Discussao

Todas as previsoes, exceto a de trés pontos, predizem um decrécimo do indice Dow Jones.
Normalmente, na auséncia de um evento dramdtico que possa alterar drasticamente a ativi-
dade do mercado, devemos esperar que a trajetéria mais estdvel seja realizada. Observando
a sequéncia de multiplicadores {M;f}, j=2,3,---,5, notamos que a previsdo de quatro pon-
tos f3(4) = 7464 ¢ 6tima do ponto de vista da estabilidade, ou seja, ela corresponde a uma
trajetéria com multiplicador minimo, e, entdo, a predicdo de quatro pontos € escolhida como
estimativa final. O indice Dow Jones no dia 25 de Outubro de 1997 foi de 7715. O erro per-
centual da nossa previsdo € de —0,531%. Uma trajetoria de alta, prevista pela previsdo de trés
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pontos, aparece como a menos estavel dentre as previsdes. O nivel atingido pelo mercado apds
o estouro da bolha corresponde mais a uma corre¢do que a um crash.

Quando a evolugdo normal do mercado € interrompida por algum evento dramético nega-
tivo, tal como a crise de Hong Kong, que perturba a dindmica autossimilar, o mercado tempo-
rariamente nao seleciona a trajetdria mais estavel. Em sua busca pela solucao , o mercado pode
se distanciar da sua trajetoria mais estdvel e pular para uma menos estdvel. Posteriormente,
ele pode voltar a sua trajetéria mais estavel ou cair na trajetéria de maior estabilidade subse-
quente, neste caso, na trajetdria correspondente a previsao de cinco pontos. Durante um curto
periodo de tempo, menor que a resolucao da série temporal, podemos observar uma sucessao
répida de todas as trajetorias possiveis. Ap0ds a fonte da violacdo da autossimilaridade deixar
de existir, esperamos que o mercado volte a sua trajetéria mais estdvel. O movimento para a
trajetéria menos estavel € o momento mais dramatico, como pode ser visto a partir da andlise
da previsao de cinco pontos. Como ambos os primeiros coeficientes do polindmio sdo negati-
vos e |A;| >> |A;|, uma tendéncia extremamente forte de queda, um pouco de panico, aparece
resultando em £ (5,1) = 0; entretanto a situagdo é remediada devido ao coeficiente de ordem
mais alta A3 > 0, que reflete uma visdo moderadamente otimista; tal otimismo permanece limi-
tado pelas visdes pessimistas representadas pelo valor negativo de A4. O valor finito dado por
f4(5) = 7069 ¢ muito baixo por causa da combinacdo de tendéncias. Devemos remarcar que
no caso da previsdo de cinco pontos, o ponto fixo determinado pela sequéncia instdvel f3, f; se
encontra muito proéximo da fronteira limite que separa as trajetdrias intdveis das estdveis. Este
€ o motivo pelo qual os precos de mercado de curto prazo terem variado rapidamente, primeiro,
ao nivel determinado por f5(6) = 7328, e posteriormente ao nivel f3(4) = 7674. Concluimos
que as flutuacdes de Outubro de 1997 foram causadas pelos seguintes motivos: (1) o estouro
da bolha especulativa acompanhado do surgimento de vdrias trajetdrias estdveis de queda; (2)
a localizacdo de uma destas trajetdrias, correspondente a uma queda forte, no limite entre as
trajetdrias instdveis e estdveis; (3) o crash de Hong Kong que empurrou o mercado tirando-o
de sua trajetdria mais estavel com correcdes moderadas para uma trajetéria menos estdvel, para
depois da crise o mercado rapidamente retornar a sua trajetoria vizinha mais estavel.

5.6 Crises de Mercado

Consideraremos agora varios exemplos de crises que ocorreram em diferentes mercados de ca-
pitais, para, posteriormente, aplicar a técnica no estudo da recente crise do subprime. Em todos
0s casos executamos todos os passos como demonstrado acima, mas agora somente 0S previ-
soes 6timas sdo apresentadas. Observamos que diferentes crises requerem para suas descri¢des
diferentes nimeros de pontos histéricos. Comegaremos com as crises que podem ser descritas
conhecendo somente trés pontos da histéria passada.

(1) Considere a crise do indice francé€s de 1986 a 1988, com um tempo de resolugdo de 1 ano,
e facamos uma previsdo para 1989. Os seguintes dados histdricos estdo disponiveis (o prego
para 1985 € feito ser igual a 100):

aop = 153,3 (1986), a;=177,6 (1987), a»=162,1 (1988).
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Da condig¢do (5.72), os coeficientes do polindmio (5.73), com i = 0, 1,2, podem ser encon-
trados e valem A; = 44,2 e A, = —19,9. Os seguintes aproximantes exponenciais (5.76) podem
ser obtidos:

fi(t,7) = agexp (A;f), f3(t,7) = agexp (%teXp (2‘—?1))

deonde,em?=3e v=1,n6stemos f;(3,1) =364,078 e f5(3,1) =191, 8. Os multiplicadores
podem ser calculados usando a féormula (5.77), que da M;(3) = 1 e M,(3) = —0,048, de tal
forma que a sequencia f|', f; € localmente estdvel. Da condi¢do de diferenca minima

min|f3(3,7) — £ (3,7)],

temos que
e oxp (327,

encontramos 7 = 0,505. Finalmente, a aproximagao auto-similar para o pre¢o do indice francés
€ f3(3) =237,34. O real valor do indice em 1989 foi 234,9. O erro percentual da previsdo é
1,039%.

(i) Em 1990 — 1992, o indice da Dinamarca obteve os seguintes valores (1990 — 100):

ap =100 (1990), a; =100 (1991), a =92 (1992).

Vamos fazer uma previsdo para 1993. Os coeficientes dos polindmios valem A} =4 e Ay =
—4. Para este indice temos f;(3,1) = 112,75 e f5(3,1) = 100,60. O multiplicador M>(3) =
—0,089, e portanto a sequéncia de aproximantes exponenciais converge localmente. Da con-
dicdo de diferenga minima, encontramos 7 = 0,35. Assim, a aproximag¢do exponencial auto-
similar é f5(3) = 104,289. O valor real do indice em 1993 foi 105, com um erro de —0,677%.
(ii1) Considere o indice da Suica de 1993 a 1995, onde, novamente, 1993 — 100:

ap=137,4 (1993), a; =159,2 (1994), a, =166 (1995).

Os coeficientes do polindmio correspondente sdo A} = 29,3 e A = —7,5. Faremos uma previ-
sdo para 1996. Repetindo os passos anteriores, obtemos os aproximantes exponenciais f;(3,1) =
260,508, f5(3,1) = 184,833, e o multiplicador M>(3) = 0,076. Entdo da condigio de di-
ferenga minima, encontramos 7 = 0,601. Assim, a aproximagao exponencial auto-similar é
f5(3) =204,394. O prego em 1996 foi 206, 3, com um erro percentual de —0,924%. Continu-
amos com as crises que podem ser descritas usando quatro pontos:

(1) Considere a dinamica do indice industrial Francés em 1970 — 1973, com um ano de resolu-
¢do (1970 — 100):

ap =100 (1970), a; =95,8 (1971), a, =107.4 (1972), a3 =129,7(1973).

Faremos uma previsao para 1974. Os coeficientes do polindmio sdao A} = —13,8, Ay = 10,45
e A3 = —0,85. Os aproximantes exponenciais sao
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fit,7) =apexp <%tf) ,
f5(t,7) =apexp (%texp (ﬁ—frr)),

f5(t,7) =apexp (‘g—gtexp (%texp (ﬁ—;m))).

Portanto, em ¢t = 4, nds temos f;(4,1) = 57,58, f5(4,1) = 97,366, e f5(4,1) = 93,966. Os
correspondentes multiplicadores sdo M;(4) = 1, M(4) = —0,166 e M3(4) = —0,087. Da
condicao de diferenca minima

mTin\f3*(47T) — f2(4,7)],

que pode ser escrita como
4A;
T = exp <_A2 r),

encontramos T = 0,7767. A aproximagdo exponencial auto-similar é f5(4) = 94,885. Esta
estimativa concorda muito bem com o valor real, que € igual a 96,6 em 1973. O erro percentual
¢ —1,775%.

(i) Em 1985 — 1988, o indice da Nova Zelandia possuia os seguintes valores:

ao =100 (1985), a; =128,7 (1986), a=129,2 (1987), a3 =119,7(1988).

Vamos fazer uma previsdo para 1989. Os coeficientes do polindmio sdo A} = 48,867, Ay =
—23,2, e A3 = 3,033. O multiplicador € igual a m;(t,s) = 1 +A; (1 +s)t/Ags, quando s — oo
e em t =4 ele assume o valor m|(4,0) = 1+4xA|/Ag = 2,995, de tal forma que a qualidade
da sequéncia ndo € boa. Neste caso, podemos considerar outra sequéncia de aproximacoes ,
que ndo exclui o termo constante. A funcdo expansao agora é determinada a partir da equagdo

A" = @ dando t(@,s) = (9 /A1) . O multiplicador local correspondente, definido por uma

férmula andloga a (5.75), que é m3 1(t,5) = 1 +A2(2+5)t/A1(t +5), quando s — oo, 1 =4, &
igual a —0,899 < 1. Assim, os seguintes aproximantes exponenciais podem ser obtidos

f3(t,7) =ao+Atexp (%”’) ,

fi(t,t) =ao+Atexp (‘:—ftexp (2‘—;”’)).

Isto leva a estimativa f5(4,1) = 129,264 e f;(4,1) = 163,417. O multiplicadore M3(4), calcu-
lado a partir de uma férmula andloga a (5.77), € igual a 0,613, que nos mostra que a sequéncia
/3. f1 € estdvel. A partir da condi¢do de diferenca minima

min|fy(4,7) = f3(4,7)|

encontramos 7 = 0,6952, que resulta numa aproximagao auto-similar f;(4) = 152,206. Essa
previsao concorda bem com o valor do indice em 1989, cujo valor real foi de 151,4, portanto,
com um erro de 0,532%.

(ii1) Considere os dados para o indice de precos mexicanos em 1991 — 1994, (1990=100)
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ap=190,1 (1991), a;=291,3 (1992), ar=325,6 (1993), a3 =442,1(1994).

Os coeficientes do polindmio sdo A; = 184,35, A, = —108, e A3 = 24,85. Faremos uma
previsdo para 1995. Como m(4,00) = 4,879 e m3 1(4,00) = —1,343, devemos proceder de
maneira andloga ao caso (ii). Repetindo os mesmos passos, podemos calcular os aproximantes
exponenciais f3(4,1) = 260,893 e f;(4,1) = 480,018, com o multiplicador M3(4) = 0,13.
Da condigdo de diferenga minima, temos 7 = 0,584. A aproximagdo autossimilar é f;(4) =
377,695. O indice mexicano em 1995 foi 389, 3, com um erro portando, de —2,981%.

5.7 Aplicacao do método ao estudo do crash de 2008

Nesta se¢do serdo descritos os resultados da aplicacdo da técnica desenvolvida na secdo anterior
no crash da crise hipotecdria dos EUA. Assumiremos que o dpice da crise, pelo menos no que
se refere aos seus efeitos na bolsa de valores de Sdo Paulo, se deu no dia 27 de Outubro de

2008, que, como podemos ver na figura 5.11, corresponde a0 minimo do indice Bovespa em
29435 pontos.
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Figura 5.11 Valor do indice Bovespa no dpice da crise, no dia 27 de Outubro de 2008 com a respectiva
previsdo.

Utilizando o método da se¢do anterior e fazendo uma previsio de cinco pontos semestral,
considerando
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ap = 40363 em 28/04/06, a; =39328 em 27/10/06, a,=49229 em 27/04/07,
a3 =64275 em 26/10/07 e a4 =65187 em 25/04/08,

obtemos que a previsdo para a data 27/10/08 serd de 40363 pontos, o que corresponde a um
erro de 37%. O valor do respectivo multiplicador é 2,7 x 1076, A primeira vista, podemos
imaginar que um erro desta magnitude torna a andlise inttil. Mas se refletirmos com mais cui-
dado, podemos ver que este método foi capaz de prever uma queda no indice apesar da recente
bolha especulativa, que fez com que os precos apresentassem uma trajetéria ascendente, coisa
que o método tradicional do capitulo 2 ndo foi capaz de fazer. Pelos métodos lineares tradicio-
nais, a0 meu ver, ndo € possivel, dada uma série temporal monotonicamente ascendente, obter
previsdes que contrariem a tendéncia. E se olharmos a figura 5.11, onde foram tracadas duas
linhas horizontais, a inferior indicando o fundo da série em 29,5 mil pontos e a superior indi-
cando a previsao em 40,5 mil pontos, vemos que o valor do indice parece “relaxar” para um
valor de “equilibrio” em torno do valor previsto, nos cinco meses logo apds a quebra da bolsa.
Esta conjectura corrobora uma conclusdo oriunda da “Teoria das Finangas Comportamentais”,
a conclusdo de que o mercado, nas bolhas especulativas'?, sempre reage exageradamente aos
eventos extremos, sejam estes de euforia, sejam de panico. Assim, me parece razodvel que,
ap6és um periodo de panico e a sua consequente irracionalidade, os investidores tendam a re-
mediar suas atitudes excessivamente pessimistas € a consequéncia desse fendmeno seria essa
“relaxagdo para o equilibrio”.

Para a escolha do nimero de pontos de previsdo (neste caso 5) e escolha da resolugdo da
série (neste caso, semestral), foram feitos testes com o nimero de pontos indo de 3 a 6 e a
resolucdo da série variou entre 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 e 13 meses. O que determinou a
escolha dos parametros 5 pontos e resolucao semestral foram os valores dos multiplicadores.
A previsdo escolhida foi aquela associada ao menor valor absoluto do multiplicador. Estes
parametros foram testados com um método grosseiro e trabalhoso de tentativa e erro e, portanto,
um método sistemdtico mais eficiente certamente retornaria valores potencialmente melhores.

Para finalizar, vemos nas figuras 5.12, 5.13, 5.14, gréficos andlogos ao 5.11 para o indice
Dow Jones, o indice Bovespa novamente e para o FTSE de Londres, respectivamente. Podemos
ver que a previsdo feita para o Dow Jones, onde foram usados os seis seguintes pontos para uma
previsdo anual,

ao=7850 em 10/10/02, a; =9675 em 10/10/03, a;=10055 em 10/10/04,
a3 =10292 em 10/10/05, ay=11960 em 10/10/06 e as=14072 em 10/10/07,

foi de 7850 e o valor do indice em 10/10/08 foi 7882, um erro de apenas 0,4%. Neste caso,
o multiplicador calculado foi 0. Todos estes graficos demonstram comportamentos completa-
mente andlogos e portanto, as conclusdes tiradas para um deles servem imediatamente para os
outros.

12Podemos fazer aqui uma analogia entre a fase em que o mercado se encontra inflado em uma bolha especula-
tiva com a teoria dos fendmenos criticos. A divergéncia das derivadas termodindmicas nesta teoria seria andlogo
a divergéncia da derivada do preco do ativo em relagdo ao tempo naquela. Quem leva esta analogia bem mais
adiante é Sornette em [69].
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Mostramos que as técnicas de ressoma da Fisica Tedrica podem ser empregadas com sucesso na
andlise de séries temporais. Aplicamos esta abordagem na anélise da série temporal correspon-
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dente ao indice Bovespa, no periodo de Abril de 2006 a Abril de 2008, ao indice Dow Jones,
no periodo que vai de Outubro de 2002 a Outubro de 2008, a para o indice FTSE, no periodo
que inicia em Outubro de 2002 a vai até Outubro de 2008. Deste ponto de vista, as crises de
mercado sdo similares aos fendmenos criticos na fisica estatistica. Existe uma regido temporal
em torno da crise, onde o comportamento do mercado se mostra intimamente conectado com o
comportamento em tempos relativamente distantes, exibindo inicialmente aspectos especificos,
como oscilagdes log-periddicas causadas por flutuagdes [66]. O ponto de vista de que as crises
de mercado possuem origens no comportamento coletivo de muitos agentes interagentes e que
as crises no mercado de capitais sdo andlogas aos fendmenos criticos foi também proposta por
outros pesquisadores [51]. As semelhangas entre as crises no mercado de capitais e os fendme-
nos criticos dos sistemas estatisticos torna possivel aplicar os mesmos métodos de ressoma na
descri¢cdo do fendmenos.

5.8 Analise estatistica

Utilizando o método proposto fomos capazes de fazer uma previsdo para a série temporal.
Entretanto, na vida real ndo serd necessariamente o mais provavel que ird ocorrer por que uma
série temporal € a realizagdo de um processo aleatério. O que precisamos para generalizar a
abordagem € sermos capazes de apresentar todo um espectro de cendrios possiveis ponderados
por suas respectivas probabilidades, o que nos permitiria calcular as caracteristicas estatisticas
do processo aleatorio.

Seja Dy uma base de dados de ordem k dada por

Dy = {fi; fi—1, - Jolte <ty <--- <0} (5.81)

onde os f; sdo os valores da série temporal no instante #;. Para cada base de dados (5.81)
podemos construir a previsdo autossimilar. Mas podemos utilizar conjuntos diferentes de bases
de dados variando a ordem k da mesma, ou mudando os intervalos de tempo entre 0s momentos
de tempo ¢,, onde n = 0,1,--- ,k, ou variando ambos a ordem da base de dados assim como
sua escala, de tal forma que, em geral, podemos considerar um ensemble de bases de dados
diferentes. Cada base de dados deste ensemble pode ser descrita por

De(j) = {0 £ folt <) < <oy, (5.82)

onde o indice k é a ordem da base de dados, e j especifica a escala de tempo do passado.
Para cada base de dados (5.82), obtemos uma previsio f;(j,f). Assim, existe um ensemble
{f(j,1)} de previsdes possiveis, ou cendrios admitidos. Qual destes possiveis cendrios serd o
verdadeiro? Para o propésito de atribuir probabilidades as diferentes previsdes f;'(j,?), pode-
mos considerar a passagem de f;'(j,t) a fi,(j,#) como um movimento em relagdo a k. Entéo,
o mapeamento {f;(j,)|k =1,2,---} serd tratado como a imagem de um sistema dindmico
com tempo discreto k, como antes. A probabilidade do cendrio f;’(j,¢) pode ser definida como

1
p(j,t) = mexp(_ASk(jat))a (5.83)
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onde Z; () € um fator de normalizagdo , definido pela soma

Zi(t) = Zexp{—ASk(j,t)}

J

sobre todos os indices j, e a expressao

ASk(jat)ESk(j7t)_Sl(j7t) (584)

mostra a variacdo da entropia com relagdo ao tempo efetivo k. A entropia de um sistema
dindmico pode ser definida, por analogia com sistemas estatisticos, como o logaritmo de um
volume de fase elementar, este ultimo, em nosso caso, sendo |8 f;(j,#)|. Assim, a entropia
dinamica é

Sk(j,1) =In|8 f (j,1)l. (5.85)
A variacdo de entropia (5.84) se torna

S fi (J:1)

ASk(],t) =1In W .

(5.86)

Com a nota¢@o do multiplicador

iy = JEU) 2S00 587

8fi(j,t)  dfi(j1)/or

a variacdo de entropia (5.86) se reduz a

AS(jy1) = In | ()] (5.88)

E conveniente introduzir o multiplicador médio my(t) pela relagdo

] = & Gl -89

Usando as equacodes (5.88) e (5.89), nds temos

pr(jit) = ( mil1) > (5.90)

mk(jat>

Note que a probabilidade de cendrio (5.90) é normalizada com relagdo a soma sobre o
indice j correspondendo a diferentes escalas de tempo. No caso particular de uma escala fixa,
podemos realizar a normaliza¢do com relacdo a uma soma em k.

Assuma que estejamos interessados no que acontecerd no instante t = k + Ar. Para isto,
podemos construir o conjunto { f;(k+Ar)}, onde k = 1,2,--- N, das previsoes auto-similares.
Desta forma, o espectro { ;' (k + At)}f(vzl de cendrios possiveis € ponderado pelas probabilida-
des de cendrio (5.90). A previsao média serd
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N

(f(An))y =Y prl(An) fif (k+ Ar). (5.91)

k=1
Como para qualquer andlise estatistica, podemos definir a dispersdao

o*(Ar) = (f2(ar)) — (fF(An)?, (5.92)
o desvio padrao
o(Ar) = [(£2(An) = (F(An))2, (5.93)
significando para os mercados a volatilidade, e o coeficiente de variagdo
o (Ar)
Ar) = -100%. 5.94

Quando o verdadeiro valor xy A, para 0 momento considerado de tempo no futuro for conhe-
cido, podemos encontrar a porcentagem do erro da previsdo média (5.91) como

£(Ar) = (f (A|;)I\>]+—A:C|N+Az

-100%. (5.95)

O procedimento descrito para analisar séries temporais constitui a andlise estatistica auto-
similar.

5.8.1 Exemplos de bolhas de mercado

Para ilustrar o procedimento desenvolvido, selecionaremos vérios exemplos de séries tempo-
rais exibindo bolhas. Consideraremos bases de dados de ordem 6 para o tempo de previsao e
selecionamos Ar = 1.

Exemplo 1: A dindmica do indice de precos do grama do ouro na Africa do Sul no periodo
que vai do segundo bimestre de 1986 ao segundo bimestre de 1987. O ultimo valor, no tdltimo
bimestre € aceito ser 100 (1987 = 100). Vamos fazer uma previsdo para o terceiro bimestre
de 1987, comparando-a com o real valor que € xg = 81,64. Os dados x, e os resultados para
as previsdes autossimilares f;’(n+ 1), os multiplicadores locais relacionados m;(n+ 1) e as
correspondentes probabilidades sdo dados na tabela 5.1.

n 0 1 2 3 4 5 6
Xy 52,734 | 69,141 | 82,813 | 85,938 | 93,750 | 100 | 81,640
fin+1)| - 107,122 | 109,355 | 82,812 |132,501| oo
mi(n+1)| - 1 1 —4x107%| 0,233 |
(1) — |4x107%|4x107*] 0,997 0,002 | 0

Tabela 5.1 Exemplo 1
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A previsdao média (5.91), desvio padrao (5.93), o coeficiente de variagdo (5.94), e o erro
(5.95), respectivamente, sdo

(f) =82,926, 6=225 p=271%, €=1,58%.

Exemplo 2 Seja o indice do prego do tabaco nos EUA de 1965 até 1970. Vamos fazer uma
previsdo para 1971. O valor para 1990 é tomado como sendo 100. (1990 = 100). Os resultados
estdo na tabela 5.2. Outras caracteristicas sao:

(f)=39,74, 6=2,27, p=571%, €=—493%.

n 0| 1 2 3 4 5 6

X, |339]3658] 37,1 | 379 | 395 | 459 [418
filn+1)| - | 546 | 37,5 | 384 | 36,5 | 41,4
min+1)| — | 1 1 10,023]0,152 | —0,024
pn(1) | — [0,011]0,011 | 0,464 | 0,070 | 0,445

Tabela 5.2 Exemplo 2

Exemplo 3 O comportamento do indice boliviano de zinco de 1979 até 1984, fornece um
exemplo de um crescimento ndo monotonico. Faremos uma previsao para 1985. A andlise
correspondente se encontra na tabela 5.3, onde o valor para 1990 € feito ser igual a 100. Outras
caracteristicas sao:

(f) =60,35, o=641, p=10,6%, &=—2,74%.

n 0 1 2 3 4 5 6

Xn 1535 536 | 612 | 583 | 546 | 684 |58,7
ffn+1)| — | 905 | 447 | 613 | 593 | 47,0
m(n+1)| - | 1 1 | —0,027 [-0,620 | —0,288
pa(1) | — |0,023[0,023| 0,839 | 0,037 | 0,079

Tabela 5.3 Exemplo 3

Exemplo 4 O indice espanhol, do segundo bimestre de 1986 até o segundo bimestre de 1987.
O tempo de interesse € o terceiro bimestre de 1987. A andlise estd na tabela 5.4 e

(f) =80,479, ©6=7,354, p=914%, &=9,62%.

Exemplo 5 Seja o indice de preco da India de 1969 até 1974. O tempo de interesse é 1975. Os
resultados estdo na tabela 5.5. Outras caracteristicas sdo:

(f)=33,5, 0=3,44, p=102%, &=4,8%.
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n 0 1 2 3 4 5 6
Xn 52,721 | 62,338 | 63,906 | 79,243 | 76,589 | 100 | 73,026
fi(n+1) - 141,147 | 63,083 | 94,207 | 43,978 | 78,060
mi(n+1) - 1 1 —0,029 | 1,109 | —0,005
pn(1) — 0,004 | 0,004 | 0,145 | 0,004 | 0,843
Tabela 5.4 Exemplo 4
n 0 1 2 3 4 5 6
X, 30,9 334 | 323 | 31,8 | 351 | 388 |319
ffn+1)| - | 433 | 463 | 314 |337 | 32,4
min+1)| — | 1 1 | =0,170 0,132 ] —0,101
pa(1) | = 10,039]0,039] 0,232 0,299 | 0,390

Tabela 5.5 Exemplo 5

Exemplo 6 Seja o indice de pre¢o mexicano de 1989 até 1994 (1990 = 100). O tempo de
previsdo € 1995. Os resultados estdo na tabela 5.6. Outras caracteristicas sao:

(f) =365,0, 0=47,8, p=13,1%, €=—6,65%.

Exemplo 7 Seja o indice de preco coreano de 1973 até 1978 (1985 = 100). Os resultados estdo
na tabela 5.7. Outras caracteristicas sao:

(fy=84,8, o=164, p=19,3%, &€=-2,35%.

Exemplo 8 Seja o indice de preco do cobre na Inglaterra de 1975 até 1980 (1990 = 100). Os
resultados estdo na tabela 5.8. Outras caracteristicas sao:

(f)=67,9, o=341 p=502%, ¢€=3,56%.

Exemplo 9 Seja o indice de prego da Dinamarca de 1968 até 1973 (1985 = 100). Os resultados
estdo na tabela 5.9. Outras caracteristicas sao:

(f)=18,1, o=11,1, p=61,3%, €=-5%.

n 0| 1 2 3 4 5 6

X, |57,7] 100 | 190, | 291,3 | 325,6 | 442,1 |389,3
fi(n+1)| — | 6660|2889 5100 o | 350,1
min+1)| — | 1 I 0,020 o |—0,002
pu(1) | = [0,002]0,002]0,091| 0 | 0,906

Tabela 5.6 Exemplo 6
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n 0 | 1 2 3 4 5 6
X, |57.6] 56,7 | 63,0 | 773 | 81,7 | 1034 |86,8
ffln+1)| - | 1390 743 | 942 | 525 | 60,6
min+1)| — | 1 1 | 0,013 0,256 | —0,038
pa(1) | = 10,009 0,009 | 0,0698 | 0,035 | 0,239

Tabela 5.7 Exemplo 7

n 0 | 1 2 3 4 5 6
Xn | 465] 527 | 492 [ 513 | 741 | 82,1 |655
ffn+1) | — 920 | 1559 46,5 | 59,7 | 365,9
mi(n+1)] — | 1 1 [—0,269 0,213 | 49,371
pa(1) | = 10,096 0,096 | 0,356 |0,450| 0,002

Tabela 5.8 Exemplo 8

Exemplo 10 Seja o indice mundial de commodities de 1969 até 1974 (1990 = 100). Os resul-
tados estdo na tabela 5.10. Outras caracteristicas sao:

(f)=63,7, 0=432, p=67,8%, €=—102%.

Nesta subssecdo , generalizamos o método da andlise autossimilar de séries temporais
tornando a abordagem estatistica. As probabilidades de cendrio foram introduzidas. O mé-
todo torna possivel analisar todo o espectro de previsdes por considerar diferentes resultados
caracterizando-os pelos seus pesos. A previsao média € definida como sendo o ponto fixo mé-
dio. Esta ultima ndo precisa necessariamente ser muito proxima da previsdao mais provavel ou
proxima do valor realmente realizado, apesar que na maioria dos casos elas o sdo. Vdrios exem-
plos de séries temporais exibindo bolhas ilustraram a abordagem. Como uma série temporal é
a realizacdo de um processo estocdstico, o estouro da bolha é um evento que pode ser previsto
somente no sentido probabilistico. O maximo que uma teoria de previsdo pode fazer é definir
um espectro de possibilidades ponderados por suas correspondentes probabilidades.

n 0] 1 2 3 4 5 6
Xy 12| 14 13 12 17 26 |19
fin+1)] - | 49 25 12 15 454
min+1)] - | 1 1 | -0,349 | 0,126 | 467
pa(1) | — 10,078 10,078 | 0,224 [0,620 | 2x 10~*

Tabela 5.9 Exemplo 9
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n 0| 1 2 3 4 5 6
X, 4041397 [ 37.1 | 428 | 692 | 839 |70,
ffln+1) | — | 1058]202,6| 374 | 583 | 37,1
min+1)| — | 1 1 |[—0,3200,171 | —0,392
(1) | — 10,074 0,074 | 0,231 |0,432 0,189

Tabela 5.10 Exemplo 10

5.9 Conclusao

Neste trabalho, tivemos como objetivo investigar a utilizacao de algumas técnicas comumente
utilizadas no estudo de séries temporais financeiras, e compard-las com um método proposto
recentemente, o0 método da aproximacao autossimilar, com o objetivo de fazer previsdes sobre
0s seus possiveis valores futuros.

Como discutido no capitulo 1, existe um hipétese, a Hipétese de Mercado Eficiente (HME),
que de certa forma estd relacionada a um certo limite quanto a possibilidade ou nao de se re-
alizar o programa de se fazer previsdoes em séries temporais financeiras. A veracidade desta
hipétese implica a existéncia de uma distribuicdo de probabilidades para os log-retornos dos
precos, a saber, a distribui¢do normal, assim como a ndo dependéncia serial dos pregos. Existe
muito debate na comunidade académica sobre o fato de esta hipétese ser ou ndo verdadeira e
consequentemente, muitos esfor¢os foram e sao devotados na tentativa de contradizé-la. Mui-
tas abordagens ja foram realizadas, e dentre elas, destacam-se aquelas que tentam encontrar
correlagdes de longo alcance nas séries através da estimagdo do chamado expoente de Hurst da
série, nimero este que também reflete seu aspecto multifractal e, portanto, quantifica o cardter
de autossimilaridade da mesma. Resumidamente, se o valor do expoente de Hurst for signifi-
cativamente maior que 0,5, temos que a sequéncia de nimeros associada tem uma persisténcia
caracteristica de uma sequéncia com memoria de longo alcance. O valor do expoente de Hurst
foi calculado para alguns ativos da principal bolsa de valores do Brasil e verificamos que ele foi
consistentemente maior que 0,5, o que faz com que a andlise subsequente da renormalizagdo
autossimilar seja, ao meu ver, parcialmente justificada.

Uma abordagem motivada por métodos de ressoma da fisica tedrica foi proposta por Yu-
kalov. Tal método assume que, em torno de uma regidao temporal que envolve um crash ou
uma bolha especulativa (perto de um ponto critico), a série possui caracteristicas de autossi-
milaridade e, quando esta hipdtese € expressa matematicamente através da chamada autossi-
milaridade de evolugdo , juntamente com o reconhecimento de que o sistema dinamico asso-
ciado a autossimilaridade de evolug@o pode ser posto em correspondéncia biunivoca com uma
sequéncia de aproximacdes do valor ao qual sucumbird o indice de precos, podemos predizer
o comportamento da série, mesmo na presenca anterior de uma tendéncia monotdnica, como
a observada no que antecede a crise mais recente testada, comumente conhecida como a crise
do subprime. Verificamos que, enquanto os métodos tradicionais dificilmente previriam uma
queda acentuada logo apds uma longa e mondétona tendéncia ascendente, o método de Yukalov
previu corretamente uma queda nos indices mais importantes do mundo, o que, por si s0, ja é
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um feito surpreendente.

Fizemos um estudo dos log-retornos de alguns dos ativos mais liquidos do Ibovespa e ve-
rificamos que uma distribuicdo normal inversa, que é um caso particular de uma classe muito
ampla de distribuicdes de probabilidade, as distribuicdes Hiperbdlicas Generalizadas, se ajus-
tam muito bem aos dados empiricos, tanto para os dados do passado quanto para os dados mais
recentes, o que dd a estas distribuicdes uma caréter bastante robusto. De posse destas distri-
bui¢des de probabilidade, minha intencdo inicial era fazer simulagdes de Monte Carlo para e
precificacdo de opcdes e posterior estudo de estratégias que envolvem opgdes , mas o tempo
disponivel foi demasiado exiguo e este estudo ficard para um futuro ndo muito distante.

Também aplicamos a moderna teoria de carteiras aos 9 ativos mais liquidos do Ibovespa e
fizemos uma espécie de backtesting simplificado. Concluimos que a moderna teoria de carteiras
de Markowitz € potencialmente util na determinacdo de carteiras com varidncia minima. Este
estudo se encontra no apéndice B e através dele foi possivel refutar, mesmo que de forma
superficial, a afirmacdo , feita no contexto de Hipdtese de Mercado Eficiente em sua forma
fraca, de que € impossivel consistentemente bater o mercado.

Os fatos de que as séries parecem indicar correlagdes de longo alcance, através de seus res-
pectivos expoentes de Hurst > 0,5, além de as distribui¢cdes de probabilidade dos log-retornos
serem signifivativamente diferentes da distribui¢do normal e finalmente que previsdes feitas
utilizando-se a Aproximagdo Autossimilar revelaram-se com resultados muito sugestivos pare-
cem negar, de maneira consistente, a veracidade da Hipétese de Mercado Eficiente.



APENDICE A

Alguns Conceitos de Sistemas Dinamicos

A.1 Motivacao

Neste capitulo faremos algumas consideragdes relevantes sobre sistemas dindmicos para o de-
senvolvimento da técnica de Renormalizacdo Algébrica Auto-Similar, tais como os conceitos
de mapeamento, ponto fixo, espaco de fase, estabilidade de trajetérias, que utilizaremos no
capitulo 7.

A principal razdo para estudarmos dindmica cadtica de sistemas dindmicos estd associ-
ada a obtencdo de um melhor entendimento das possiveis causas da aleatoriedade dos precos.
Obviamente, novas informacdes fazem os pregos do mercado se moverem. Algumas noticias
eventualmente aparecem inesperadamente e os precos, consequentemente, mudam de forma
imprevisivel. Mas serdo as novas informagdes as tnicas fontes para a aleatoriedade das mu-
dancas de precos? Nao hd dividas de que os precos flutuam mesmo na auséncia de novas
informacdes . Uma provocante proposicdo € a de que a dinamica dos precos pode ser atribuida
em parte a complexidade intrinseca dos mercados financeiros. A possibilidade de que proces-
sos deterministicos modulem as variacdes de precos possui uma importante aplicacio pratica:
apesar destes processos apresentarem regimes cadticos de comportamento , sua natureza de-
terministica significa que os precos podem ser parcialmente previsiveis. Entretanto, pesquisas
sobre caos em financas e economia estido recheadas de discussdes a respeito de uma limitada
previsibilidade dos processos sob investigacao [36].

H4 virios esforcos para encontrar possiveis atratores estranhos! nas séries temporais econd-
micas e financeiras [36] [37]. Discernir uma dindmica cadtica deterministica de um processo
estocéstico “puro” € sempre uma tarefa ndo trivial. Este problema € as vezes mais complicado
para mercados financeiros porque os parametros podem possuir componentes nao estacionarios
[38]. As pesquisas mostram pequenas (se existem) evidéncias de caos em séries econdmicas e
financeiras. Mas a busca por regimes cadticos permanece um interessante aspecto da pesquisa
empirica.

O estudo dos sistemas complexos © comega a partir de um conjunto de modelos que captu-
ram os aspectos da dindmica de tais sitemas. Comegaremos nossa discussdo com o conceito de

2

'No regime caético, as solugdes do sistema podem permanecer em uma regido do espaco de fase chamada
atrator estranho. Estas solu¢des nunca se repetem e nunca se interceptam. Como consequéncia, no regime
cadtico, o sistema se torna imprevisivel.

2Um sistema complexo pode ser definido como um conjunto de elementos interdependentes que interagem
com objetivos comuns formando um todo, e onde cada um dos elementos componentes comporta-se, por sua
vez, como um sistema cujo resultado € maior do que o resultado que as unidades poderiam ter se funcionassem
independentemente. Qualquer conjunto de partes unidas entre si pode ser considerado um sistema, desde que as
relacdes entre as partes e o comportamento do todo sejam o foco de atencgdo .

89
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mapeamento iterativo.

A.2 Mapeamento Iterativo e Caos

Um mapeamento iterativo f € uma funcdo que faz evoluir o estado de um sistema, x, em tempo
discreto, definida da seguinte forma:

x(t) = f(x(t —61)) (A1)
ou, equivalentemente,

Xn = f(xnfl)

onde x(t) descreve o estado do sistema no tempo ¢. Por conveniéncia iremos geralmente medir
o tempo em unidades de 8t que entdo recebe o valor 1, e o tempo assume valores inteiros co-
mecando da condicdo inicial em ¢ = 0. Mapeamentos que comecam com diferentes condigdes
iniciais eventualmente exibem comportamentos que se enquadram em um de trés tipos pos-
siveis: ponto fixo, orbita periddica e comportamento cadtico. Um ponto fixo € andlogo a um
ponto de equilibrio. Por exemplo, um oscilador harmonico amortecido tenderd para sua posi¢ao
de equilibrio e ficard nele. Pontos fixos ndo se modificam por seus mapeamentos e satisfazem
equagdes da forma f(f(f(---f(x)---))) = x onde f representa o mapeamento. Certos pontos
fixos sdo atratores; se voc€ comec¢a de um ponto suficientemente préximo ao ponto fixo, entao
a Orbita serd atraida para o ponto fixo e o péndulo amortecido € outro exemplo onde a posicao
de equilibrio € um atrator. Estruturas repelentes tendem a levar o sistema para longe do ponto
fixo, como o movimento perto de uma regido de equilibrio instavel. Orbitas periédicas ocorrem
quando os pontos fixos se alternam entre dois ou mais valores. As propriedades da 6rbita po-
dem mudar quando os parametros do mapeamento variam. Os valores de um parametro onde
a natureza do movimento muda sdo conhecidos como pontos de bifurcacio . Em um ponto
de bifurcacdo , um periodo de uma 6rbita pode se subdividir em um periodo de duas 6rbitas,
depois num periodo de quatro Orbitas e eventualmente se tornar cadtico.

Caos, um comportamento imprevisivel em longo prazo, é uma consequéncia da sensibi-
lidade do sistema a uma mudancga nas condi¢des iniciais. Nao importa quio precisas sejam
suas medidas em sistemas deste tipo, suas predicdes do movimento subsequente estardo radi-
calmente erradas em um curto espaco de tempo.

A.3 Quantificando o Caos

Como foi observado no inicio deste capitulo, é importante entender quando a aleatoriedade de
uma série temporal é causada por ruido ou pela natureza cadtica do respectivo processo determi-
nistico. Nesta se¢do iremos considerar duas formas de quantificar o caos, uma com o expoente
de Lyapunov e outra através do conceito de Entropia. O expoente de Lyapunov quantifica a
divergéncia das drbitas de sistemas cadticos. Mais precisamente, considere um mapeamento
f(x) afaca o sistema evoluir partindo de condicdes iniciais proximas mas diferentes, x e x + €.
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ApOs n iteragdes as Orbitas divergentes podem ser caracterizadas por
|f(x+€) — f1(x)] ~ g (A.2)

onde f*(x) = f(f(--- f(x))). O parAmetro A, representa a taxa de divergéncia. No limite de €
tendendo a zero, o expoente de Lyapunov € determinado pela derivada do mapeamento

['xt+e)— () df"(x)

~ 1ln
€ o dx

n

1
Ay~ —1n
n

(A.3)

O expoente de Lyapunov é definido como A = lim(A,,n — ). Pode ser mostrado que isto é
equivalente a

1 n—1 ‘df”(x) (A4)

A=1lim-Y 1
ngrolonizz(’)n dx

Esta expressao para A mede a taxa de separagdo exponencial entre duas Orbitas proximas.
Se A for negativo, entdo as Orbitas convergem e o sistema dindmico € insensivel as suas con-
digdes iniciais. Se A for positivo, a distancia entre duas Orbitas cresce exponencialmente, € o
sistema apresenta sensibilidade as condi¢des iniciais.

Uma outra forma de quantificar a desordem no caos e através de sua Entropia. Se p é uma
lista de probabilidades p;, entdo a entropia é definida como

n
entropia = — Zpilog(pi) (A.5)
i=1

A entropia mede a homogeneidade da distribuicido do sistema em seus vdrios estados no
espaco de fase. Um sistema com uma entropia muito baixa se encontra usualmente em um de
poucos estados possiveis, e ele € dito ser mais previsivel que um sistema com grande entropia.
Se um sistema possui somente um estado possivel, dizemos que o sistema € perfeitamente
ordenado - conhecemos a priori em qual estado o sistema se encontra € nenhuma informagao
nova ¢ obtida.

A.4 O mapeamento logistico

Para exemplificar os conceitos abordados acima, utilizaremos o cldssico exemplo do mapea-
mento logistico. O mapeamento logistico € definido por

Xp = WXy (1 —2p—1) (A.6)

onde u € um parametro no intervalo de 0 a 4 e x,, estd entre 0 e 1. Todas as condic¢des iniciais
eventualmente se encaixam em um dos seguintes trés tipos de comportamento:

* Pontos fixos, onde os valores das iteracdes se aproximam de um valor estdvel.

* Orbitas periddicas, onde as iteragdes se alternam entre dois ou mais valores.
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Figura A.1 Mapeamento logistico, com y =2,9,x9 =0, 1

* Orbitas cadticas onde as iteragdes se alternam entre valores imprevisiveis.

Por exemplo, no mapeamento logistico, usando y = 2,9, comegando de xo = 0, 1, ap6s 50

iteragdes teremos o comportamento visto no grafico (A.1).
O gréfico ilustra como a 6érbita converge para o valor 0,655. Este grafico € muito parecido

com o gréfico do oscilador amortecido onde as amplitudes vao para zero.
Para mostrar um periodo com duas 6rbitas, com pontos fixos iguais a 0,84 e 0,45, basta

fazer u = 3,4. Observe a figura (A.2).

08

05 |

04 |

02—

n
50

i
40

Figura A.2 Mapeamento logistico, com it = 3,4, xo =0, 1

Para u = 3,54 teremos um periodo de quatro orbitas, 4 = 3,55 um periodo de oito Orbitas,
e, finalmente, para 4 = 3,57, um comportamento cadtico emerge, como ilustrado na figura

(A.3).
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Figura A.3 Caos no mapeamento logistico com it =3,7 e xy =0, 1

Existe uma maneira grifica de resolver as equagdes de ponto fixo x = f(f(--- f(x)---)).
Se voce plotar os lados direito e esquerdo de x = f(f(--- f(x)---)), entdo os pontos fixos sdo
determinados pela interse¢do das curvas. No gréfico (A.4), vemos a solugéo para L = 7/2:
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Figura A.4 Solugdo graficacom u =7/2

Pontos fixos sdo como pontos de equilibrio no espaco de fase; se o sistema comeca nele,
permanece nele. Se x( satisfaz a equagdo f(xp, ) = xp, onde f é o mapeamento, entdo xo
¢ um ponto fixo de periodo um. Um ponto fixo xo de periodo n é aquele tal que apés n
iteragdes 0 mapeamento volta a xo. Por exemplo, um ponto fixo de periodo dois satisfaz a
equagdo f(f(xo, 1), 1) = x9. O ponto fixo periddico geral satisfaz uma equagio da forma
F(f(+-f(x0)--+)) = xo. Para o mapeamento logistico, vemos da figura (A.4) que os pontos fi-
xos de periodo um sdo xp =0 e xg = “T_l Os pontos fixos de periodo quatro estdo representados
no grafico (A.5).
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Figura A.5 Solucdo gréfica de periodo quatro

A.4.1 ‘Teia de Aranha’

Um mapeamento possui uma outra maneira de mostrar o comportamento de suas Orbitas e seus
pontos fixos. Desenhe uma linha vertical comecando em xp no eixo x até encostar na curva da
funcdo f. Trace agora uma linha horizontal partindo do ponto na curva até interceptar a reta
f(x) = x. Este ponto possui coordenadas {f(xo), f(x0)}. A linha vertical construida a partir
deste ultimo ponto até interceptar a curva f novamente nos fornece um ponto com coordenadas
{f(x0),f(f(x0))}. Se o processo é continuado, entdo as linhas formam um comportamento
chamado de ‘Teia de Aranha’3. Se existir um ponto de periodo 7, entio o comportamento se
repete. Este procedimento estd explicitado na figura (A.6) para o caso do mapeamento logistico.

1.0

0.8

06

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura A.6 Teia de Aranha Logistica

Quando u cresce, as linhas ricocheteam vigorosamente para sempre, mas nunca se repetem.

3Cobweb
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Na figura (A.7) temos a teia de aranha formada quando u = 3,99. Observe que ndo parece
existir qualquer comportamento assintético.

10F
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Figura A.7 Teia de aranha logistica para u = 3,99

A4.2 Bifurcacao

Uma forma elegante de examinar o comportamento de um mapeamento quando 4 muda é
construindo um diagrama de bifurcacdo . Um diagrama de bifurcacio plota t no eixo horizontal
€ 0s pontos x, no eixo vertical. Para o mapeamento logistico para ut entre 3 e 3,99, o diagrama
de bifurcagdo fica como apresentado na figura (A.8).

0.2

Figura A.8 Diagrama de bifurcacdo para u entre 3 e 3,99

Adicionamos trés linhas verticais em y = {3,45;3,54;3,564} para mostrar os comegos dos
pontos de bifurcacdo . Regides além de i = 3,7 mostram janelas de comportamento peridédico
intercaladas por janelas de comportamento caético.
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A.4.3 Expoente de Lyapunov e Entropia do Mapeamento Logistico

O expoente de Lyapunov para u entre 3,5 e 4 estd representado graficamente na figura (A.9).
Trajetérias feitas para condi¢des iniciais proximas convergirdo se A for negativo e divergirdo

A
101

-1
T
/J/Cm(mm v} N]m /\ (/‘J %

| |

I
4.0

-05

-10b ‘
Figura A.9 Expoente de Lyapunov para u entre 3,5 ¢ 4

se A for positivo, indicando a presenga de sensibilidade as condig¢des iniciais.
n
Vamos agora calcular a entropia para u entre 3,5 e 4. A entropia segue de — Z pilog(pi).
i=1
Para u entre 3,5 e 4, a entropia foi plotada no grafico (A.10).

Entropia

A ™\ AAA;A . AﬂMﬁN

/,\/j VV (’V"V vty

=)

Figura A.10 Entropia para u entre 3,5 e 4

As depressdes na entropia ocorrem em valores de y onde o diagrama de bifurcacio possui
janelas. A entropia é maior na regido cadtica onde as trajetérias perdem informacdes sobre suas
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histdrias prévias.

Para comparar os diagramas da entropia e do expoente de Lyapunov, no grafico (A.11) as
curvas foram superpostas. A curva superior é a entropia e a curva inferior € o expoente de
Lyapunov.

Figura A.11 Superposicao das figuras (A.9) e (A.10)

Uma maneira de caracterizar os pontos fixos analiticamente € a seguinte: Considere um
mapeamento iterativo da forma (A.1), com um ponto fixo xy. Se a expressdo para f do ma-
peamento iterativo pode ser expandida em uma série de Taylor ao redor de xp, temos que a
derivada

df(x)

=2 A7
8 x|, (A7)

caracteriza os pontos fixos como segue (g é chamado de multiplicador):

* Para|g| < 1, xo é um ponto fixo atrativo.
* Para |g| > 1, xp € um ponto fixo repulsivo.

* Para g < 0, as iteragdes alternam os lados em uma vizinhanga suficientemente préoxima
de X0-

* Para g > 0, as iteragdes permanecem em um lado de uma vizinhanga suficientemente
proxima de xg.

Para verificarmos isso, basta expandirmos a expressao f para 0 mapeamento iterativo em uma
série de Taylor

f(x) :f(xo)+g(x—xo)+h(x—xo)2+--- (A.8)
onde g € a primeira derivada em xg, € & € a metade da segunda derivada em xp. Como xp é um
ponto fixo, f(xg) = xg, podemos reescrever a expressao acima como

J(x) —xo

=g+h(x—xp)+--- (A.9)
X — X
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Se assumimos que ndo existem termos além de g, entdo por inspe¢do cada uma das quatro
condigdes listadas segue da expressdo (A.9). Por exemplo, se |g| > 1, vemos que f(x) —xo é
maior que x — xg e as iteracoes levam o ponto x para longe de xg. Se g > 0, entdo esta expressao
diz que f(x) estd do mesmo lado de x. As outras condi¢des seguem de forma similar.

A.5 Sistemas Continuos

Enquanto as séries temporais em tempo discreto formam o alicerce conveniente para a analise
de dados financeiros, processos financeiros sdo as vezes descritos usando uma representacdo
continua. Precisamos de um entendimento do caos especifico em sistemas continuos. Vamos
introduzir varias no¢des importantes com um modelo simples de um péndulo amortecido. A
equacio do movimento em termos do 4ngulo de desvio em relacdo a posicio de equilibrio, 6%,

é
e do
—— +Y—+w6=0 A.10
arr " dr (&.10)
Em (A.10), y € o coeficiente de amortecimento e @ € a frequéncia angular. Sistemas dinAmicos
sdo as vezes descritos como fluxos, conjuntos de equagdes diferenciais ordindrias de primeira

ordem acopladas. Estas equagdes em notagdo vetorial possuem a seguinte forma

X
- =
Iremos considerar os chamados sistemas auténomos, para os quais a fungdo F no lado direito
de (A.11) ndo depende explicitamente do tempo. Todo sistema ndo autdbnomo pode ser trans-

formado em um sistema autdénomo tratando o tempo na func¢do F(X,7) como uma varidvel
adicional, Xy 1, e adicionando outra equacao ao fluxo,

dXni1
dt

Como um resultado, a dimensdo do espago de fase cresce por um. A nog¢do de ponto fixo em
sistemas continuos difere daquela em sistemas discretos. Os pontos fixos do fluxo (A.11) sdo os
pontos X* tais que todas as derivadas do lado esquerdo sdo iguais a zero. Estes pontos também
sdo chamados de pontos de equilibrio (ou pontos estaciondrios): se o sistema alcangca um destes
pontos, permanecera nele para sempre.

Equagdes com derivadas de ordem maior que um podem também ser transformadas em
fluxos pela introducdo de varidveis adicionais. Por exemplo, a equacdo (A.10) pode ser trans-
formada no sistema

F(X(Z)), X= (X17X27"' 7XN)T‘ (All)

—1 (A.12)

do do )

i L — _—vyo— w0 A.13
dr 9, ar Yo ( )
Assim, o péndulo amortecido pode ser descrito em um espago de fase bidimensional (¢,0). A

energia do péndulo amortecido, E,

E= %((pz + 0%6?) (A.14)

*Aqui 0 é considerado suficientemente pequeno de tal forma que podemos usar a aproximagio sen(0) = 6.
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evolui de acordo com a equacao
dE )
= — _yo?. A.15
I 1 (A.15)

Segue da equacdo (A.14) que o péndulo amortecido dissipa energia (é um sistema dissipativo)
quando ¥ > 0. Um gréfico tipico da amplitude do péndulo amortecido estd mostrado na (A.12)
com a sua respectiva trajetéria no espacgo de fase mostrada na figura (A.13). No caso y =0, as

Figura A.12 Amplitude péndulo amortecido Figura A.13 Trajetdrias no espaco de fase do
comy=02ew=1 péndulo amortecido com y=0,2e w =1

trajetdrias sdo circulos centrados na origem do espaco de fase. Se y > 0, as trajetorias possuem
a forma de uma espiral convergindo para o origem do plano. Em geral, os sistemas dissipativos
possuem um ponto atrator no centro do sistema de coordenadas correspondendo a energia zero.

Geralmente o caos estd associado a sistemas dissipativos. Sistemas sem dissipacdo de ener-
gia sao denominados sistemas conservativos ou Hamiltonianos. Alguns sistemas conservativos
podem assumir regimes cadticos também (as vezes chamados de sistemas ndo integrdveis),
mas este caso ndo serd discutido aqui. Podemos facilmente identificar as fontes de dissipagcdo
em processos fisicos reais, tais como fric¢do , radiacdo térmica. Em geral, o fluxo (A.11) é
dissipativo se a condi¢ao

V-FEZaXi<O (A.16)

for valida.

Além dos atratores pontuais, sistemas com duas ou mais dimensdes podem apresentar um
atrator chamado ciclo limite. Um exemplo de tal atrator € a solucdo da equacao de Van der Pol.
Esta equagdo descreve um oscilador com um coeficiente de amortecimento varidvel

d2e 0\> |do
- Z) 1| +0?0=0 A17
pE <90> e (A.17)

Na equacdo (A.17), 6y € um parametro. O coeficiente de amortecimento € positivo em ampli-
tudes suficientemente elevadas 6 > 6y, o que leva a uma dissipacdo de energia. Entretanto, em
amplitudes baixas (6 < 6p), o coeficiente de amortecimnto se torna negativo. O termo negativo
em (A.17) pode ser interpretado como sendo associado a uma fonte de energia que impede que



100 APENDICE A ALGUNS CONCEITOS DE SISTEMAS DINAMICOS

as oscilacOes decaiam completamente. Se introduzirmos 90\/§ como unidade de amplitude e

1

& como unidade de tempo, entdo a equagdo (A.17) adquire a forma

d*o de
L (62 —H 2 +0=0 A.18
2 +( € )dr + ( )

onde € = % € somente um parametro adimensional que define a evolucao do sistema. O fluxo
descrevendo a equacao de Van der Pol possui a seguinte forma
d6 ¢ 2 m
- = , —— = (& — 6 — 9 A.19
=0 o= )@ (A.19)

As figuras (A.14) e (A.15) ilustram as solugdes da equacdo (A.18) para € = 0,3. As trajetdrias

IS

Figura A.15 Ciclo limite par-
Figura A.14 Ciclo Limite partindo de fora tindo de dentro

se aproximam da curva fechada partindo de condicdes iniciais localizadas tanto dentro quanto
fora do ciclo limite. Deve ser observado que as trajetdrias do fluxo jamais de interceptam, ape-
sar de o grafico decepcionantemente indicar o contrario. Esta propriedade segue de teoremas
de unicidade da solu¢do da equacgdo (A.17).

Como a solu¢do da equacdo de Van der Pol muda qualitativamente de um atrator pontual
para um atrator do tipo ciclo limite quando o parametro € muda, este ponto é uma bifurcagao .
Tais bifurcagdes que levam a ciclos limite sdo chamadas de bifurcacdes de Hopf.



APENDICE B

Teoria de Carteiras

B.1 Introducao

Neste capitulo, exploraremos a eficiéncia da gestdo de risco em uma carteira de ativos. O
principal desafio € como balancear a carteira, ou seja, como escolher a porcentagem (em valor)
de cada ativo na carteira de tal modo a minimizar o risco para um dado retorno esperado.

B.2 Carteiras, Retornos e Risco

Para nosso modelo, assumiremos que existem somente dois instantes de tempo: O instante ini-
cial # = 0 e o instante final = T'. Cada ativo a; possui um valor inicial 9; ¢ € um valor final 9; .

Carteiras

Uma carteira consiste em uma colecao de ativos ay,---,a, em uma dada propor¢do . For-
malmente, definimos uma carteira como sendo uma n-upla ordenada de nimeros reais

®:(917"'79n)»

onde 6; é o nimero de unidades do ativo a;. Se 6; é negativo entdo a carteira possui uma posi¢ao
vendida a descoberto neste ativo: o ativo foi vendido sem a sua posse e isso € indicado como
uma posi¢do com um “peso negativo” na carteira. Um valor positivo de 6; indica uma posi¢ao
comprada no ativo correspondente.

Peso dos Ativos
E costume medir a quantidade de um ativo em uma carteira por sua porcentagem em valor.

O peso w; do ativo g; € a porcentagem do valor do ativo contido na carteira no tempo t = 0, ou
seja,

0;%;
w; = 1Vi,0

= — )
Y 600
Jj=1

Note que a soma dos pesos serd sempre 1.

Retorno dos Ativos

101
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O retorno R; do ativo a; € definido pela equagdo

Bir— Ui

Ri=
l Yo

(B.1)

O retorno esperado do ativo a; sera denotado por u = E(R;), e a variancia, dada por Gl-z =

Var(R;), serd chamada de risco do ativo ! a;.

Retorno da Carteira

O retorno da carteira em si mesma € definido como a soma ponderada dos retornos de cada
ativo

R=Y wik; (B.2)

i=1

e o retorno esperado da carteira como um todo sera

n
=Yy wi. (B.3)
i=1
Como os retornos individuais geralmente nao sdo independentes, a variancia do retorno da
carteira serd dada pela formula

n n o n n on
GZ = Var(ZwiRi) = Z Z Wl'WjCOV(R,',Rj) = Z Z wiw;p; j0;0j, (B.4)
i=1

i=1j=1 i=1j=1

onde Cov(R;,R j) € a covariancia de R; e R; e p; j € o coeficiente de correlagio .
Mais sobre Risco

Geralmente falando, existem duas formas de risco associadas a um ativo. O Risco Sistematico
de um ativo € o risco que estd associado as for¢as macroecondmicas no mercado como um todo
e ndo somente com o ativo em particular. Por exemplo, uma mudanga na taxa de juros afeta o
mercado como um todo.

Por outro lado, o Risco Nao Sistematico é o risco que é particular a um ativo ou grupo de
ativos. A diferenca chave entre esses dois tipos de risco € que o risco ndo sistematico pode
sempre ser diversificado, enquanto o risco sistematico nao pode.

B.3 Carteiras com dois ativos de risco

Vamos comecar nossa anélise de carteiras bem do comego, com carteiras que contenham so-
mente dois ativos a; € ap, com pesos wy € wp, respectivamente. E costume tracar curvas de

'Estudamos medidas de risco mais elaboradas no capitulo 2, mas no presente contexto, utilizaremos a variancia
como medida de risco padrdo.
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risco-retorno esperado com o risco no eixo horizontal e retorno esperado no eixo vertical. O
retorno esperado de tal carteira sera dado por i = p; + Uy € o risco é 62 = W%O'lz + w%crz2 +
2wiwap12010. Vamos assumir que 0 < 07 < 0 e definimos p = py 5.

O casop ==+1

Vamos primeiro considerar o caso p = +1. Nestes casos, a expressio para 6~ se simplifica
consideravelmente e nds temos

O = |W]G| :|:W262‘, (B.S)

em que o sinal positivo é tomado quando p =1 e o sinal negativo é tomado quando p = —1.
Como w; +w, = 1, tomamos por conveniéncia wp = s, w; = 1 —s e obtemos as equagdes
paramétricas

p=(1-s)u+suz (B.6)

o =|(1—s)o] 50| (B.7)

onde s pode ser qualquer niimero real. Para s no intervalo [0, 1] ambos 0s pesos sdo nio nega-
tivos e entdo a carteira ndao possui posicoes a descoberto. Fora deste intervalo, exatamente um
dos pesos € negativo, indicando que o correspondente ativo foi vendido a descoberto e o outro
ativo nio.

Das equacdes paramétricas para [ € o, podemos observar que:

* Quando p =1 e 01 = 0, entdo todos os pesos dio 0 mesmo (e portanto minimo) risco
Omin = O1 = O2.

* Quando p =1 e 0] < 6, 0s pesos de risco minimo sdo w; = Gl__oéz, Wy = Gl‘i‘ 5> com
_ Oi1lhb—Oo 1y _
Hmin = —5 =, € Omin = 0.
* Quando p = —1 entdo os pesos de minimo risco sdo w; = (713-'20'2’ wy = 01(102’ com
_ O1lb+0o i _
Mynin = % € Omin = 0.

Cabe enfatizar que geralmente ndo € possivel encontrar ativos que satisfacam p = 41 e entao
os resultados acima sdo de natureza essencialmente tedrica.

Ocaso-1<p<1
Quando —1 < p < 1 as equagdes paramétricas para o risco e retorno esperado sao
L= (U —y)s+ (B.8)

0’ = (612+622—2p610'2)s2—261(0’1 —sz)S—i—Glz. (B.9)
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Observe que se p < 1 o coeficiente de s2 em o2 satisfaz 612 + ()'22 —2pojoy = (0] — 62)2 +
20105(1 —p) > 0 e a expressio para 6> é verdadeiramente quadritica. O grafico dos pontos
(0, 1t) é uma pardbola. A figura B.1 ilustra essa pardbola.

Return

Risk

Figura B.1 Ilustragcdo da curva de Risco-Retorno

Assuma novamente que 0 < o] < 6». Derivando o risco 6> com relacdo a s d4

d
d—(cz) =2(0% + 0% —2p010y)s —2061(0] — por), (B.10)
s
de tal forma que o risco minimo ocorre em
o1(o1 —po:
i = 201 = PO2) (B.11)
of +05;—2p010,
e o0 risco minimo ¢
2 2
c105(1 —
Opmin = 2(1=P") (B.12)

2 2 :
i +05—2p010;

A carteira de minimo risco ndo terd posi¢des a descoberto se e somente se sy, € [0, 1].

B.4 Carteiras de Multiplos Ativos

Vamos voltar nossa atencao para carteiras com um nimero arbitrario n > 2 de ativos. Os pesos
da carteira podem ser escritos na matriz (ou vetor)

W= (w; wy -+ wy). (B.13)

E também conveniente definir a matriz (ou vetor) de 1’s por
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O=(11--1) (B.14)

de tal forma que a condi¢do wy +wy + - --+w, = 1 pode ser escrita como

oW =1 (B.15)

onde W' € a transposta de W. Iremos denotar a matriz dos retornos esperados por

M= (1 W - fn) (B.16)

e a matriz de covariincias por

C= (Cw‘), (B.17)

onde
Ci,j = COV(RZ',RJ').

Note que ¢;; = Giz ¢ a variancia de R;. Pode ser mostrado que a matriz C é simétrica (ou seja,
C' = C) e positiva semidefinida, o que significa que para qualquer matriz A = (ay, - ,a,)
nos temos ACA’ > 0. Assumiremos que C seja inversivel, o que nesse caso implica que C seja
positiva definida, isto é, para qualquer matriz A nés temos ACA’ > 0.

O retorno esperado pode agora ser escrito como um produto matricial

HIMWIZH1W1+'“+Han (B.13)
e o risco pode ser escrito como

n
0% =Var(wiRi+ -+ wuRy) = Y cijwiw; = WCW! (B.19)
ij=1

A idéia de Markowitz

Vamos examinar a relagdo entre os pesos W = (wy,---w,) de uma carteira e o correspondente
ponto de risco-retorno esperado (o, it) para esta carteira, dadas as equagdes acima. Note que
estamos nos referindo agora ao risco na forma do desvio padrao o.

O vetor W se encontra em um espaco n-dimensional no qual os vetores peso (wy,---wy,)
residem. Como a soma dos pesos deve ser igual a 1, os vetores peso devem estar no hiperplano
cuja equacdo é

Denotaremos por f a fun¢do que leva cada vetor peso no hiperplano de pesos ao par ordenado
risco-retorno esperado da carteira correspondente, isto €,

fwi, - swy) = (o, 1) (B.21)
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onde
n=uwi+-+ Uywy =MW’ (B.22)
€
n
62 = Z Ci jWiwj = WCW'. (B.23)
ij=1

Nosso objetivo € determinar a imagem de uma reta no hiperplano de pesos sob a funcao f. Isto
ird nos ajudar a termos uma idéia de como a fun¢do f se comporta em geral. (Isto € andlogo a
construir as curvas de nivel de uma fungdo ).

A equacgdo de uma reta em um espaco n-dimensional pode ser escrita na forma paramétrica

I(t) = (a1t +by,--- ,ant +by) = At +B (B.24)
sendo
A=(ay, - ,ap)
e
B=(bi, -+ ,bn)

em que o pardmetro 7 varia de —oo a co. O valor ¢t = 0 corresponde ao ponto [(0) =Ber =1
corresponde a /(1) = A+B.

Agora, para qualquer ponto W = (wy,---,w,) da reta, correspondente a um valor particular
de ¢, o retorno esperado é

u =MW =M(Ar+B) = (MAr+MB) (B.25)
que € uma funcgdo linear de 7. Resolvendo para ¢ temos
_ u—MB

MA

onde « e B sdo usados simplesmente por conveniéncia e onde assumimos que o denominador
MA nio € 0.

t

=ou+p (B.26)

Agora vamos olhar para o risco, na forma da variancia

0?> =WCW' = (Ar+B)C(A’14+B') = (AC(A) 1> 4 (BC(AY +AC(B) )t + BC(B) = yr*> + 5t +¢
(B.27)

onde usamos as letras ¥, 6 e € para simplificar a expressio, que é quadratica em ¢. Substituindo

t por sua expressdao B.26 em termos de U teremos

o’ =ylau+B)*+8(au+pB)+e (B.28)
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que € quadratica em U.

Observamos que quando ¢ varia de —eo a oo, [(¢) traga uma linha no hiperplano dos pesos e
os pontos de risco-retorno esperado (62, i) tracam uma pardbola no plano (o, ). Tomando a
raiz quadrada produzimos uma curva que denominaremos daqui para frente de curva de Mar-
kowitz. Entdo, retas no hiperplano dos pesos sdo mapeadas em curvas de Markowitz no plano
(o, ) pela funcado f. Note que as curvas de Markowitz ndo sdo pardbolas.

O ponto de risco minimo

Vamos denotar o ponto de risco minimo por (Gyin, Umin ). Vamos encontrar os pesos dos ativos
que correspondem a este ponto. O préximo teorema da os pesos de risco minimo. A demons-
tracdo usa a técnica dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema B.4.1. Uma carteira com risco minimo possui pesos dados por

_oc!
S oc'o

Note que o denominador é somente a soma dos componentes do numerador e O é um vetor.

(B.29)

Demontracao : Buscamos minimizar a expressao

o>= Y cijwiwj=WCW (B.30)
i,j=1

sujeita ao vinculo
OW =w +---+w,=1 (B.31)

De acordo com a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos tomar as derivadas parciais
com relagdo a cada w; e o da seguinte func¢ao

n
gwr, - wy) = Z ci jwiwj+ ol —wj— - —wy) (B.32)
i,j=1

e fazé-las iguais a zero. Isto resulta na equagao

CW' — %O‘ (B.33)

e entao em o
W= Eoc—l. (B.34)

Substituindo esta dltima equagdo na equacdo B.31 (e usando o fato de que C e C~! sdo simé-
tricas) teremos

o 1

27 0c 0 (B.35)
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e entdo obtemos o resultado desejado.
A fronteira eficiente de Markowitz

O conjunto de pontos (G, tmin) que dd o minimo risco para um dado retorno esperado
¢ chamado fronteira eficiente de Markowitz. O pr6ximo teorema descreve este conjunto de
pontos. Apesar de a férmula ser um pouco desajeitada, existe uma importante licdo aqui: os
pesos de minimo risco sdo funcoes lineares do retorno esperado. Isto significa que quando o
retorno esperado 1 assume todos os valores de —oo a oo, 0s pesos de minimo risco tracam uma
linha reta no hiperplano de pesos e os correspondentes pontos (Gpn, (L) tragam uma curva de
Markowitz. Em outras palavras, a fronteira eficiente de Markowitz € uma curva de Markowitz.
A linha de pesos que corresponde a curva de Markowitz é chamada de linha de pesos de minimo
risco.

Teorema B.4.2. Para um dado retorno esperado [L, a carteira com risco minimo possui pesos
dados por
u MC 'O MC'M u
' 1 oc'o oc'M 1
MC'M MC 'O
MC'M oc 'O

‘MC—HL ‘061

Em particular, cada peso w; é uma fungao linear de [L.

Demonstracao : Neste caso, buscamos minimizar a expressao
n
o>=Y cijwiwj=WCW (B.36)

ij=1

sujeita aos vinculos

MW =wildy + - +wplly (B.37)

OW =w;+---+w,=1 (B.38)
Isto € feito tomando as derivadas parciais da seguinte funcao iguais a 0:

g= Z ci jwiwj+ (b —wity — - —wully) + B(L—wy — -+ —wy) (B.39)
ij=1

que resulta na seguinte equacdo matricial

2CW' = aM’ + O’ (B.40)

e entao
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W= %(aM-l—BO)C_]. (B.41)

Substituindo a expressdo para W’ na equagio matricial para os vinculos obtemos o seguinte
sistema de equacdes

(MC™'M)a+ (MC10")B =2u (B.42)

(0OC™ M)+ (0C10")B =2. (B.43)

Usando a regra de Cramer obtemos féormulas para o ¢ . Substituindo isto na expressao para
W obtemos o resultado desejado.

B.5 O Modelo de Precificacao de Ativos de Capital

Agora que discutimos a Teoria de Carteiras de Markowitz, estamos em condi¢des de discutir
0 Modelo de Precificagdo de Ativos de Capital (CAPM) 2. Incluiremos um ativo livre de risco
na teoria de carteiras. Como vimos, um ativo livre de risco é um ativo que possui risco 0, ou
seja, a varidncia é 0. Entéo, o ponto no plano (o, ) corresponde a um ponto sobre o eixo
vertical. A idéia basica por trds do CAPM € que um investidor pode melhorar a sua relagao
risco/retorno esperado balanceando o investimento parcialmente em uma carteira de ativos de
risco e parcialmente em ativos livres de risco. Vejamos por que isto € verdade.

Imagine uma carteira que consiste de um ativo livre de risco a,y com peso w, s € ativos de
risco ay, - -+ ,a, cCOmo antes, com pesos wi,--- ,w,. Note que agora a soma dos pesos dos ativos
de risco ndo somam mais 1. De fato, temos

n
wep+ Y wi=1 (B.44)
i=1

w; <1 (B.45)

n
Wrisco =
i=1

O retorno esperado da carteira completa serd

n
H= er‘urf + Z willi = er,urf + Mrisco (B46)

i=1
e como a variancia do ativo livre de risco € 0, o retorno R,y € uma constante. Assim, sua
covariancia com qualquer outro retorno € 0 e entdo

n n
0% =Var(wyRep + Y wiRi) = Var() wiR;) = iy, (B.47)
i=1 i=1

Concluimos entdo que

2Capital Asset Pricing Model
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O = Orisco (B.43)

Vamos considerar agora a carteira formada pela remocao do ativo livre de risco renormali-
zando os pesos dos ativos de risco de modo que a soma destes pesos resulte 1. Vamos chamar
esta carteira de Carteira de Risco Derivada. Por exemplo, se a carteira original € composta de
um ativo livre de risco com peso igual a w,r = 0,20, um ativo de risco a; com peso igual a
w1 = 0,30 e outro ativo de risco a; com peso wy = 0,50, entdo a soma do pesos dos ativos de
risco € 0,80 e a carteira de risco derivada consiste de um ativo de risco a; com peso igual a
wy = 8% = 0,375 e um outro ativo de risco a, com peso wy = 8% = 0,625, que possui um
peso total de 1. Vamos denotar o retorno esperado da carteira de risco derivada por L ., € 0
respectivo risco por Gc%er' Disto segue que

n n
Wi
M= Wrrllyf+ Zwi.ui = Wrrlyf "‘Wriscoz l i (B.49)
i=1 i=1 "Vrisco
€
2 5 2 C 2 2
6™ = Var(ZWiRi) = Wriscovar(z Ri) = WriscoOder (B.50)
i=1 i=1 Wrisco
Entdo
W = Wrflyrf 4+ Wriscolder (B.51)
€
O = WriscoOder (B.52)

€ COMO Wyt + Wyisco = 1

W = Hyf + Wrisco (.uder - .urf) (B.53)

O = WriscoOder (B.54)

Como wys, pode ser qualquer nimero real, as equagdes B.53 e B.54 tracam uma linha reta.
Resolvendo a equacgdo B.54 para w,s, € usando a equacao B.53, obtemos a equacao

U= MG_HJUC, (B.55)
Oder

Podemos ver que se wyisco = 0 entdo (o, 1) = (0, ;) € se Wyisco = 1 entdo (o) =
(Cders Wder)- Temos entdo que um investidor que investe em um ativo livre de risco junto com
alguns ativos de risco obterd um ponto no plano (o, 1) que devera estar na linha unindo os
pontos (0, ) € (Cgers Hder). Adicionalmente, de todas as linhas unindo o ponto (0, i) aos
pontos (G ey, Uyer) Na regido vidvel de Markowitz, a linha que produz os pontos com os mai-
ores retornos esperados para um dado risco € a linha tangente a curva de Markowitz na sua
porc¢do superior, como mostrado na figura B.2, que mostra a curva de Markowitz para os nove
ativos mais liquidos do Indice BOVESPA, a saber, PETR4, VALES, BBDC4, CSNA3, ITAU4,
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VALE3, USIMS, PETR3, BBAS3. Os nove pontos coloridos a direita no grafico representam
os pontos (0, 1) para os nove ativos individuais. A curva a esquerda é a curva de Markowitz,
com suas porg¢des inferior (cinza) e superior (preto). A por¢ao superior da curva de Markowitz é
comumente denominada de Fronteira Eficiente. O ponto azul na fronteira eficiente representa a
Carteira de Minima Variancia, o ponto vermelho representa a Carteira Tangente, enquanto
que o quadrado cinza perto do ponto vermelho representa a carteira em que todos os pesos sao
iguais. A curva em forma de ‘bengala’ na figura apresenta os valores do indice de Sharpe para
as diversas carteiras possiveis no hiperplano de pesos. Observamos que o indice de Sharpe é
maximo para a carteira tangente.

Para obtermos essa figura, consideramos os 9 ativos mais liquidos do IBOVESPA, PETR4,
VALES, BBDC4, CSNA3, VALE3, USIMS, PETR3, e BBAS4, com os dados histdricos co-
megando na data 3/08/1993 e terminando em 15/05/2001, o que perfaz um total de 1909
observacdes . Com essas 1909 observagdes dos precos de fechamento dos ativos, construimos
as carteiras de minima variancia e a carteira tangente, utilizando a teoria proposta por Mar-
kowitz acima. Os pesos da carteira de minima variancia (MV), carteira tangente (CT) estdo na
tebela B.1, junto com as médias u e desvios padrao ¢ dos ativos individuais.

ATIVO | MV CT u o COR

PETR4 | 0,0820 | 0,201 | 0,00145 | 0,0384 | szt escuro sueerior
VALES | 0,1385 | 0,1820 | 0,00117 | 0,0344 | szucraromeerior
BBDC4 | 0,1225 | 0,0550 | 0,00089 | 0,0322 |  veroesurerior
CSNA3 | 0,1302 | 0,0716 | 0,00086 | 0,0337 | awareLomrerior
ITAU4 | 0,1158 | 0,1500 | 0,00117 | 0,0308 | avarerosurerior
VALE3 | 0,1253 | 0,1506 | 0,00117 | 0,0381 LARANIA
USIMS | 0,0980 | 0,0000 | 0,000157 | 0,0377 | sz escuromrerior
PETR3 | 0,0630 | 0,1950 | 0,00168 | 0,0433 | szwtcrarosursrior
BBAS3 | 0,1247 | 0,0000 | -0,000164 | 0,036 VERDE INFERIOR

Tabela B.1 Pesos na carteira de Minima Variancia (MV), carteira Tangente (CT), médias e desvios dos
retornos e cor na figura B.2

Para apreciarmos os beneficios da diversificacdo , vemos na tabela B.2 as médias dos retor-
nos e os desvios padrdo das carteiras de minima variancia e tangente como um todo:

CARTEIRA u (o)

MV 0,0009 | 0,013
CT 0,0013 | 0,016

Tabela B.2 Médias e Desvios Padrao das carteiras de Minima Variancia e Tangente

Podemos observar, por exemplo, que a carteira tangente apresenta aproximadamente o
mesmo retorno de ITAU4 com a metade do risco (medido pelo desvio padrao).
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Figura B.2 Diagrama de Risco-Retorno com a Fronteira Eficiente

Queremos responder agora a seguinte pergunta: Como foram os desempenhos das carteiras
nos periodos subsequentes? As figuras B.3 e B.4 tentam responder essa pergunta. A figura
B.3 mostra um grafico do retorno médio versus tempo, para os proximos 16 periodos de tempo
semestrais apds 15/05/2001. Podemos observar que no primeiro semestre apés esta data, os
retornos do IBOV foram maiores, em média, que os retornos das duas carteiras analisadas.
Mas, a medida que o tempo foi passando, rapidamente as performances das carteiras, no que se
refere aos retornos médios, ficaram nitidamente melhores que a performance do IBOV.

0.000593 0.00125
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Figura B.3 Médias dos Retornos para as Carteiras Tangente, de Minima Variancia e IBOV
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A figura B.4 mostra as médias dos retornos das carteiras e do IBOV para todo o periodo
posterior a 15/05/2001. Vemos que, de fato, a carteira tangente forneceu sistematicamente
retornos maiores que a carteira de minima variincia, como deve ser. Porém, na figura B.5,
vemos O preco a ser pago: a carteira tangente obteve uma maior variancia que a carteira de

minima variancia, como deve ser.

10,0016

MEDIA RETORNOS

0,0014

CARTEIRA TANGENTE

0,0012
0,001
0,0008
0,0006
0,0004
0,0002
0 - r .

MINIMA VARIANCIA

IBOV

Figura B.4 Médias dos Retornos para as Carteiras Tangente, de Minima Variancia e IBOV

Concluimos que para os ativos selecionados e para o periodo analisado, a teoria de carteiras
de Markowitz funcionou, pois os resultados obtidos foram idénticos aos previstos pela teoria.
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Figura B.5 Desvios Padrdo das Carteiras Tangente, de Minima Variancia e IBOV

DESVIO PADRAO

0,025

0,02

0,015

0,01

0,005

CARTEIRA TANGENTE MINIMA VARIANCIA IBOV

Figura B.6 Desvio padrio médio dos Retornos para as Carteiras Tangente, de Minima Variincia e IBOV

Quanto maior o risco da carteira, maior o retorno.

As figuras B.7 e B.8 mostram como os Log-Retornos das carteiras Tangente e da carteira
formada pelo indice BOVESPA se comportaram ao longo da primeira metade de toda a série
temporal analisada, que vai de AGOSTO de 1993 a Janeiro de 2009. Na figura B.7 fica nitido o
fato de que a volatilidade da carteira do indice BOVESPA, medida pelo desvio padrao da série
temporal, ¢ maior que a volatilidade da carteira Tangente.

Ja na figura B.8, procuramos responder qual seria o valor em dinheiro que teriamos, em
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Gréfico dos Log-Retornos das Carteiras Tangente e IBOVESPA
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Figura B.7 Comparagdo dos Log-Retornos das Carteiras Tangente e IBOVESPA

MAIO de 2001, caso fizéssemos um investimento de R$1000,00 em Agosto de 1993, tanto
na carteira Tangente como na carteira do IBOVESPA. Vemos que, quase sempre, o valor da
carteira tangente supera o valor da carteira formada pelo indice, para culminar numa grande
diferenca ao final do periodo analisado, com a carteira do indice valendo R$5520, o que im-
plica num rendimento de 551%, e a carteira Tangente valendo R$ 12960 em Maio de 2001,

representando um rendimento bruto de 1296%. Algumas estatisticas estdo resumidas na tabela
B.3.

Estatisticas | Carteira Tangente | Carteira IBOVESPA
Minimo -0,098 -0,17
Méximo 0,088 0,288

Média 0,0013 0,0009
Desvio Padrao 0,0189 0,030

Assimetria 0,078 0,390

Curtose 1,90 8,57

Tabela B.3 Estatisticas das carteiras Tangente e IBOVESPA

A grande diferenca que passamos a observar no final do periodo talvez possa ser explicada
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Comparagéo dos Valores das Carteiras: CT X IBOV
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Figura B.8 Comparacdo dos Valores das Carteiras Tangente e IBOVESPA

pelo fato de que os ativos que constituem a carteira Tangente foram selecionados com base
na liquidez dos mesmos no segundo semestre de 2008, e certamente estes ativos ndo neces-
sariamente eram os mais liquidos do indice BOVESPA em 1993. A medida que o tempo foi
passando, os ativos que em 2008 se caracterizariam como de alta liquidez, passaram a ter um
desempenho relativamente melhor em relacdo ao que tinham apresentado até entdo. Assim
sendo, devemos tomar cuidado com as conclusdes a serem tiradas desses graficos, pois o de-
sempenho extraordindrio do passado nao € garantia de desempenho extraordindrio no futuro. O
ideal para esta andlise seria construir a carteira tangente em 1993 com os ativos mais liquidos
de 1993. Porém, essas informacdes nao estdo disponiveis ao autor, € mesmo se estivessem,
muitas das empresas mais liquidas de 1993 poderiam nio mais existir. Também foi observado
que, se em maio de 1993 colocassemos os R$1000 em uma carteira que deliberadamente atribui
um peso igual a 1/9 para os nove ativos, obteriamos em agosto de 2001 um valor correspon-
dente a aproximadamente R$9200, o que € significativamente menor que o valor obtido com
a carteira tangente, sugerindo que, mesmo se levarmos em conta o fato mencionado acima so-
bre a liquidez dos ativos, a teoria de Markowitz consegue encontrar efetivamente uma carteira
otimizada.



Ajustes das Distribuicoes de Probabilidade

APENDICE C

KS=Distancia de Kolmogorov-Smirnov

AD=Distancia de Anderson-Darling

KP=Distancia de Kuiper

FFO=Distancia de Fajardo-Farias-Ornelas

DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,070 0,040 | 0,042 | 0,043
AD 0,152 0,084 | 0,090 | 0,092
KP 0,112 0,062 | 0,070 | 0,059
FFO 0,298 0,135 | 0,145 | 0,149
Tabela C.1 Distancias para IBOV periodo 1
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,080 0,022 | 0,016 | 0,033
AD 41,38 0,192 | 0,063 | 1,50
KP 0,16 0,037 | 0,029 | 0,059
FFO 41,55 0,363 | 0,126 | 1,76

Tabela C.2 Distancias para IBOV periodo 2
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APENDICE C AJUSTES DAS DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,030 0,035 | 0,014 | 0,020
AD 1,84 0,180 | 0,083 | 0,169
KP 0,049 0,050 | 0,028 | 0,035
FFO 1,92 0,215 {0,116 | 0,220
Tabela C.3 Distancias para IBOV periodo 3
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,074 0,017 | 0,014 | 0,033
AD 10,75 0,189 | 0,080 | 0,57
KP 0,14 0,031 | 0,027 | 0,066
FFO 10,92 0,262 | 0,144 | 0,72
Tabela C.4 Distancias para IBOV periodo 4
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,12 0,12 | 0,12 | 0,13
AD 0,65 0,23 | 0,23 | 0,29
KP 0,24 0,24 | 0,23 | 0,24
FFO 0,88 0,46 | 0,46 | 0,56
Tabela C.5 Distancias para PETR4 periodo 1
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,08 0,045 | 0,047 | 0,046
AD 50 0,237 | 0,095 | 0,108
KP 0,15 0,084 | 0,084 | 0,084
FFO 50 0,320 | 0,169 | 0,186
Tabela C.6 Distancias para PETR4 periodo 2
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,042 0,026 | 0,026 | 0,033
AD 0,94 0,052 | 0,053 | 0,12
KP 0,074 0,043 | 0,043 | 0,059
FFO 1,05 0,096 | 0,094 | 0,22

Tabela C.7 Distancias para PETR4 periodo 3




APENDICE C AJUSTES DAS DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,071 0,024 | 0,021 | 0,021
AD 6,97 0,109 | 0,068 | 0,060
KP 0,134 0,041 | 0,039 | 0,040
FFO 7,15 0,176 | 0,126 | 0,118
Tabela C.8 Distancias para PETR4 periodo 4
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,092 0,092 | 0,092 | 0,093
AD 0,184 0,183 10,184 | 0,186
KP 0,182 0,182 10,182 | 0,182
FFO 0,363 0,363 | 0,363 | 0,363
Tabela C.9 Distancias para VALES periodo 1
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,095 0,085 | 0,070 | 0,077
AD 0,195 0,170 { 0,141 | 0,181
KP 0,167 0,137 {0,137 | 0,137
FFO 0,371 0,275 ] 0,275 | 0,350
Tabela C.10 Distincias para VALES periodo 2
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,036 0,035 | 0,035 | 0,032
AD 0,516 0,070 | 0,069 | 0,24
KP 0,065 0,061 | 0,061 | 0,061
FFO 0,639 0,123 10,123 | 0,328
Tabela C.11 Distancias para VALES periodo 3
DISTANCIA | NORMAL | HYP | NIG | GH
KS 0,057 0,017 { 0,016 | 0,033
AD 32,54 0,115 0,081 | 0,966
KP 0,107 0,030 | 0,030 | 0,062
FFO 32,67 0,223 10,135 | 1,22

Tabela C.12 Distincias para VALES periodo 4
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