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Resumo

Explora-se neste trabalho a análise do regime semiclássico de modelos
quânticos sob o ponto de vista de suas dinâmicas. Na primeira parte do
trabalho, são analisados modelos com limite clássico bem definido e atribui-
se a ele uma dinâmica clássica correspondente. Pretende-se investigar como
os sistemas se comportam nesse limite clássico e como o comportamento
quântico pode ser aproximado. Para isso, é utilizado uma aproximação se-
miclássica como método sistemático de se encontrar correções quânticas aos
valores médios clássicos de observáveis. São usados também resultados exa-
tos para testar a eficiência dessa aproximação na determinação de efeitos
quânticos e a fidelidade do estado aproximado pela expansão com o estado
evolúıdo exatamente. A segunda parte do trabalho trata do limite clássico
da mecânica quântica obtido através de uma equação mestra. As evoluções
de funções de distribuição clássica e quântica são comparadas usando-se a re-
presentação de Wigner. São obtidas condições nas quais o acoplamento com
o reservatório se faz consistente com a indistinguibilidade de 2 part́ıculas e
então analisa-se o processo de decoerência.
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Abstract

This work studies the semiclassical behaviour of quantum models accor-
ding to their dynamics. On the first part, we analyse quantum models with
well defined classical limit and define a corresponding classical dynamics. We
are intend to investigate here how those systems behave at this classical li-
mit and how the quantum dynamics can be approximated. For that we make
use of a semiclassical approximation as a systematic way of finding quantum
corrections to the classical mean values of observables. We also make use
of exact results for testing the semiclassical approximation for calculating
typical quantum effects and the fidelity of the approximate state with the
exact one. In the second part we deal with the classical limit of quantum
mechanics through intercation with environment. The evolution of quantum
and classical probability distributions are compared using the Wigner repre-
sentation. We find then conditions under which the coupling of the system
with the environment preserves two initially identical particles as identical
and the we analyze the process of decoherence in that system.

2



Agradecimentos
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balho, pelos comentários e correções indicadas;
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Caṕıtulo 1

Introdução

“And, what was fundamentally of greater significance, was that the general
opinion in theoretical physics had accepted the idea that the principle of
continuity (‘natura non facit saltus’), prevailing in the perceived macrocosmic
world, is merely simulated by an averaging process in a world which in truth
is discontinuous by its very nature.”[1]

Quando a Mecânica Quântica foi desenvolvida, ela trouxe novos conceitos
e novas idéias, trouxe uma nova visão do mundo microscópico e ampliou as
possibilidades tecnológicas. Mudou a forma de pensar dos f́ısicos e repre-
sentou uma mudança tão grande que alguns dos próprios responsáveis pelo
surgimento da teoria não a aceitaram como tal [2]. Grande parte dessas mu-
danças levaria a uma descrição bizarra do mundo como conhecemos se os
fenômenos posśıveis de ocorrer em escala microscópica também ocorressem
em escala macroscópica. Assim, seria dif́ıcil acreditar que um gato pudesse
estar em uma superposição de vivo e morto ou que um cachorro fosse capaz
de atravessar um muro. O que acontece portanto, é que existe um processo
limite no qual as leis do mundo microscópico podem descrever o mundo ma-
croscópico adequadamente: a Mecânica Quântica deve de alguma forma se
tornar a Mecânica Clássica quando algum parâmetro da teoria se adapta
para as condições do nosso mundo macroscópico. Podeŕıamos querer compa-
rar esse processo ao que ocorre com a Teoria da Relatividade Especial. Para
esta, é simples: no limite de baixas velocidades, obtém-se de volta a Rela-
tividade de Galileu e os efeitos relativ́ısticos se tornam despreźıveis. Com a
Mecânica Quântica isso não funciona exatamente assim. Não há um único
parâmetro que podemos levar a zero ou a infinito e assim obtermos de volta
nossa descrição clássica do mundo. Isso por que as diferenças nas duas teo-
rias não são puramente cinemáticas. Há novos conceitos revolucionários em
Mecânica Quântica tais como a superposição de estados, não-localidade e,
talvez o mais importante deles, o da dualidade onda part́ıcula. Dessa forma
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não é simplesmente um processo de média amparada pela lei dos grandes
números que irá adequar as descrições que a F́ısica dá para os mundos micro
e macroscópico. Além do mais, se esse processo de média fosse suficiente,
talvez a Mecânica Quântica jamais teria se estabelecido, pois os fenômenos
microscópicos que justificam sua formulação não seriam notados. Em outras
palavras, a Mecânica Quântica é revolucionária a ponto de ser notada, mas
discreta a ponto de se adequar à realidade macroscópica.

Consideremos por exemplo uma forma comum de se obter o limite clássico,
que é o caso em que grandezas t́ıpicas de um sistema f́ısico são grandes o su-
ficiente para tornar ~ uma quantia de magnitude despreźıvel. Esse é um
limite análogo ao caso da teoria da relatividade em baixas velocidades e será
abordado na primeira parte dessa tese. Ocorre entretanto que muitos dos
experimentos que foram cruciais para o desenvolvimento da Teoria Quântica
eram feitos em escalas macroscópicas, como por exemplo a medição do espec-
tro de radiação de corpo negro e o efeito fotoelétrico, mas os efeitos quânticos
permaneceram eminentes. A constante de Planck estava lá, ainda que pe-
quena, fornecendo assim resultados incompat́ıveis com a descrição clássica
de até então.

Como se sua própria formulação já não representasse uma mudança no
modo com o qual a f́ısica descreve o mundo, novas propriedades e carac-
teŕısticas intŕınsicas da natureza apareceram sob a luz da Mecânica Quântica.
Um exemplo é a descoberta do momento magnético intŕınsico, ou seja, o spin
das part́ıculas elementares. Algumas dessas novas descobertas podem ser co-
locadas no contexto de uma descrição clássica, mas o que há de realmente
diferente na mecânica quântica é a forma como ela trata essas propriedades.
Tomemos esse mesmo exemplo do spin. Não se pode deduzir, a partir da
Mecânica Quântica não relativ́ıstica, que as part́ıculas elementares possuam
uma propriedade intŕınsica chamada spin. Isso é algo como o fato da matéria
possuir massa, aceita-se isso como uma propriedade da natureza. Podemos
realizar cálculos clássicos envolvendo part́ıculas com spin, há entretanto ex-
perimentos, como o de Stern-Gerlach, que são imposśıveis de se descrever
usando unicamente teorias clássicas. Deve-se nesse caso usar os postulados
da Mecânica Quântica adequados para sua descrição, como a existência de
estados de superposição e o processo de medição por projeção. Se em par-
ticular quiséssemos verificar o limite clássico desse experimento, estaŕıamos
numa posição complicada, já que não há um parâmetro espećıfico a se va-
riar para que o experimento possa ser aproximadamente descrito por uma
formulação clássica.

Da mesma forma, a indistiguibilidade de part́ıculas é algo conceb́ıvel
mesmo classicamente. Aos olhos da mecânica quântica entretanto, duas
part́ıculas devem ser idênticas dentro do contexto da dualidade onda part́ıcula.
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Devido a isso, devemos simetrizar ou antisimetrizar estados, e obtemos as-
sim correlações responsáveis por mudanças na estat́ısica de um agregado de
part́ıculas que não podem ser explicadas classicamente. Nesse caso entre-
tanto, é posśıvel obter um limite clássico. Imaginemos por exemplo duas
part́ıculas idênticas descritas quanticamente. A força de troca entre essas
part́ıculas corresponde a uma mudança no valor médio da distância entre
elas. Essa mudança depende basicamente do quanto as funções de onda das
part́ıculas se sobreponham. Se as part́ıculas estão próximas uma da outra,
a função de onda total do sistema exibe uma correlação que leva ao efeito
da “força de troca”. Numa situação em que duas part́ıculas estão suficiente-
mente afastadas umas das outras, teremos um valor médio para a distância
entre elas igual àquele que seria obtido através de considerações clássicas.
Vemos nesse caso um limite que não envolve “grandes números”, mas apenas
uma compatibilidade na dualidade onda part́ıcula. Quando estamos numa
situação em que as correlações relacionadas ao caráter onda são irrelevantes,
a descrição clássica passa a ser adequada.

Percebe-se então que a adequação da teoria quântica com um mundo
clássico tal como conhecemos é um dif́ıcil e importante problema da f́ısica
atual. Uma pergunta importante a se fazer nesse caso seria: Se o limite
clássico de um sistema existe e pode ser obtido de forma suave, como o com-
portamento desse sistema muda a medida que nos afastamos desse regime?
Essa pergunta constitui a motivação para a primeira parte do presente es-
tudo. Na primeira parte vamos analisar a dinâmica de sistemas quânticos
fechados cujo limite clássico é bem estabelecido. Neste caso, estaremos inter-
essados no comportamento dos sistemas quando estes estão em um regime
próximo ao clássico. A análise a ser feita se dará inicialmente em termos
cinemáticos, sob o ponto de vista estat́ıstico. Em particular, trataremos da
evolução temporal de valores médios de observáveis quânticos. Em que es-
cala efeitos quânticos ainda poderão ser observados? É posśıvel distinguir as
duas dinâmicas usando-se os valores médios desses observáveis? Correlações
quânticas entre os observáveis irão permanecer? Para responder a essas per-
guntas, iremos usar uma aproximação semiclássica que foi desenvolvida para
atender particularmente a essas questões.

Se queremos ser coerentes com a proposta de se comparar as mecânicas
clássica e quântica através de descrições estat́ısticas, algo que deve sempre
ser levado em conta é o fato de ser imposśıvel observar na natureza um
sistema completamente isolado de seu ambiente. É fato que todo sistema
f́ısico interage com seu ambiente, ainda que essa interação seja muito fraca a
ponto de poder ser desprezada em muitos casos. Se levarmos em consideração
esta perspectiva, o tratamento através de sistemas abertos seria a forma
mais correta de se resolver boa parte dos problemas relacionados ao limite
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clássico da mecânica quântica. Essa abordagem constitui um importante
ramo de pesquisa atual e, além de ser útil para a compreensão de questões
fundamentais, está intimamente ligada ao desenvolvimento tecnológico que
a teoria pode proporcionar.

Na segunda parte dessa tese, iremos abordar o problema de duas part́ıculas
idênticas interagindo com um ambiente. Nesse caso, estaremos interessados
em entender quais caracteŕısticas da interação com o ambiente nos permite
preservar a indistiguibilidade das part́ıculas. O objeto da análise será nova-
mente a dinâmica das part́ıculas, e será feita em bases estat́ısticas usando a
função de Wigner.
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Caṕıtulo 2

Ferramentas

2.1 Preliminares

Normalmente espera-se que uma descrição f́ısica da natureza envolva concei-
tos básicos de forma que seja por nós compreenśıvel. Talvez o mais básico
desses conceitos seja o conceito de movimento. Por isso, apesar de as Mecânicas
Clássica e Quântica apresentarem uma diferença estrutural em suas for-
mulações, uma forma natural de compararmos as duas descrições aplicadas a
um dado sistema f́ısico é através de sua dinâmica. Levando em consideração
o caráter estat́ıstico da Mecânica Quântica, devemos fazer essa comparação
pelos caminhos da Mecânica Estat́ıstica. Deve se comparar, por exemplo,
valores médios de grandezas f́ısicas mensuráveis classicamente com os valores
médios de observáveis da Mecânica Clássica; analogamente comparam-se dis-
tribuições de probabilidade clássicas com distribuições de quasi-probabilidade
da mecânica quântica.

Nessa análise, os estados coerentes desempenham importante papel. Será
feita aqui uma revisão de suas definições e propriedades principais. Um
tratamento formal dos estados coerentes pode ser encontrado na referência
[3], e uma série de trabalhos envolvendo estados coerentes se encontra em [4].

Será mostrado como é posśıvel usar os estados coerentes e obter uma
hamiltoniana clássica a partir de uma hamiltoniana quântica. Estudando a
relação entre essas duas hamiltonianas, é posśıvel observar alguns fenômenos
interessantes, como a correspondência entre autofunções de hamiltonianas
quânticas e órbitas da hamiltoniana clássica correspondente, no fenômeno da
“cicatrização” (em inglês, scars) [5, 6, 7]. Outro exemplo são as transições
de fase quânticas que muitas vezes podem ser relacionadas com pontos de
instabilidade da dinâmica clássica associada [8, 9, 10].

Por último, será apresentado o método de aproximação semiclássica de-
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senvolvida por Oliveira e colaboradores [11] que nos permitirá calcular as
correções ao limite clássico do modelo de Dicke.

2.2 Estados Coerentes do Oscilador Harmônico

Os estados coerentes do Oscilador Harmônico são obtidos através dos ope-
radores da álgebra h4 [3]. Essa álgebra é caracterizada pelos operadores de
criação e aniquilação a, a† e o operador número de excitações dado pelo
produto a†a que obedecem as relações de comutação:

[a, a†] = 1; [a, a†a] = a [a†, a†a] = −a† (2.1)

As distribuições de probabilidade associadas aos estados coerentes do Osci-
lador Harmônico são Gaussianas em x e em p com produto de incertezas
mı́nimo, ∆x∆p = ~/2 e igualmente distribúıdo, sendo essa possivelmente
a razão de serem chamados de Estados “Quasi-Clássicos”. Eles podem ser
obtidos aplicando-se o operador unitário de deslocamento

D(α) = exp{αa† − α∗a} (2.2)

ao estado fundamental do oscilador harmônico:

|α 〉 = D(α) | 0 〉 . (2.3)

Através da relação [12]

eÂ+B̂ = e−
1

2
[Â,B̂]eÂ eB̂ (2.4)

válida se [ Â, [Â, B̂] ] = 0, é posśıvel escrever o operador deslocamento como
um produto de exponenciais:

D(α) = e−|α|2/2 eαa
†

e−α
∗a. (2.5)

Essa forma é operacional e através dela pode-se obter os estados coerentes
na base de Fock:

|α 〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn√
n!

|n 〉 . (2.6)

Dois estados coerentes sempre terão alguma sobreposição, isto é, são
sempre não ortogonais. Fazendo 〈 β | α 〉 obtém-se:

〈 β | α 〉 = exp{ β∗α− 1

2
[ |β|2 + |α|2 ] }, (2.7)

que é diferente de zero sempre.
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Qualquer estado do espaço vetorial gerado pelos autovetores de n = a†a
pode ser escrito em termos dos estados coerentes. Isso pode ser verificado
calculando-se

∫ ∫
d2α |α 〉 〈α | , onde d2α = dα dα∗. Reescrevendo a equação

(2.6) com a mudança de variáveis α = r eiθ,

∫ ∫
dα dα∗ |α 〉 〈α | =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

rdr dθ e−r
2

∞∑

n,n′

rn+n′

ei(n
′−n)θ

√
n!n′!

|n′ 〉 〈n | .

Utilizando agora os resultados:

∫ 2π

0

ei(n−n
′)θ dθ = 2π δn,n′

∫ ∞

0

r2n+1 e−r
2

dr =
1

2
Γ(n+ 1)

obtém-se a relação:
1

π

∫ ∫
d2α |α 〉 〈α | = 1. (2.8)

2.3 Estados Coerentes de Spin

A álgebra su(2) [3] é caracterizada pelos operadores Jz, J+ e J−, que obede-
cem as relações de comutação:

[Jz, J±] = ±J±, [J+, J−] = 2Jz. (2.9)

Os estados coerentes de Spin também são obtidos fazendo o operador de
deslocamento da álgebra, dado por

D(τ) ≡ exp

{
arctan |τ |

|τ | (τJ+ − τ ∗J−)

}
, (2.10)

atuar no estado | j, −j 〉

| ζ 〉 ≡ D(ζ) | j, −j 〉 , (2.11)

onde | j, m 〉 é autoestado dos operadores Jz ,J
2 = J+J− + J2

z − Jz:

J2 | j, m 〉 = j(j + 1) | j, m 〉 Jz | j, m 〉 = m | j, m 〉 . (2.12)

Uma fórmula BCH [13] permite reescrever o operador deslocamento da
álgebra su(2) como produto de exponenciais:

D(τ) = exp{τJ+} exp{ln(1 + |τ |2) Jz} exp{τJ−} , . (2.13)
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Através dessa forma produto pode-se de maneira prática obter os estados
coerentes de spin na base de autoestados de Jz:

| ζ 〉 =
1

(1 + |τ |2)j
2j∑

k=0

τk

√(
2j

k

)
| j, −j + k 〉 . (2.14)

Na expressão acima, (
a

b

)
≡ a!

(a− b)!b!
.

Assim como no caso do oscilador harmônico, os estados coerentes de spin são
em geral não ortogonais,

〈 τ | σ 〉 =
1

(1 + |τ |2)j
1

(1 + |σ|2)j
2j∑

k=0

(
2j

n

)
τ ∗kσk

=
1

(1 + |τ |2)j
1

(1 + |σ|2)j (1 + ω∗σ)2J , (2.15)

e têm também uma relação de “super-completeza”. É posśıvel obtê-la, usando
a equação (2.14) e escrevendo τ como função de θ e φ de acordo com a
equação:

τ = eiφ tan
θ

2
. (2.16)

Essa equação pode ser vista como uma transformação ou mapeamento da
variável complexa τ em duas variáveis reais θ e φ com 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ φ < 2π.
Isso corresponde a fazer uma projeção estereográfica da variável τ [3]. Através
dessa relação temos:

| τ 〉 〈 τ | =
1

(1 + |τ |2)2j

2j∑

k, k′=0

τk(τ ∗)k
′ ×

×
√(

2j

k

)(
2j

k′

)
| j, −j + k 〉 〈 j, −j + k′ | ,

|τ |2 = tan2 θ/2 , (1 + |τ |2)−1 = cos2 θ/2,

| τ 〉 〈 τ | =

2j∑

k, k′=0

( senθ/2)k+k
′

(cos θ/2)2j−k−k′ ×

× ei(k−k
′)θ

√(
2j

k

)(
2j

k′

)
| j, −j + k 〉 〈 j, −j + k′ | . (2.17)

12



Integrando em todo o espaço, i.e., fazendo:

∫ 2π

0

∫ π

0

senθ dθdφ | τ 〉 〈 τ |

e usando os resultados
∫ 2π

0

ei(n−n
′)θ dθ = 2π δn,n′

∫ π

0

( senθ/2)2k+1(cos θ/2)2j−2k+1 dθ =
Γ(k + 1)Γ(j − k + 1)

Γ(j + 2)

chega-se à relação:
2j + 1

4π

∫
d2τ | τ 〉 〈 τ | = 1 (2.18)

Para finalizar, um pequeno comentário sobre as relações de incerteza nos ob-
serváveis de spin. Ao contrário dos estados coerentes do oscilador harmônico,
os estados coerentes de spin não são estados de incerteza mı́nima. Generali-
zando o conceito para um sistema de spin, o prinćıpio de incerteza deve ser
escrito como ∆Jx∆Jy ≥ 1

2
∆Jz. No entanto, mesmo para o estado | J, −J 〉,

que é um estado coerente de spin com τ = 0 a igualdade não é observada.
Ainda assim, estes estados são também considerados quasi-clássicos.

Neste trabalho será usado um estado coerente generalizado, cujo operador
deslocamento atua em dois graus de liberdade e corresponde ao produto
direto:

D(x, y) = D1(x) ⊗D2(y). (2.19)

O estado coerente generalizado será portanto o produto tensorial de dois
estados coerentes:

|x, y 〉 = |x 〉 ⊗ | y 〉 . (2.20)

2.4 Função de Wigner

A Mecânica Clássica descreve completamente um sistema dinâmico através
dos valores de variáveis canônicas, como por exemplo momento e coordenada.
Portanto é posśıvel responder às perguntas “ onde está? ” e “ com qual ve-
locidade? ” e obter todas as informações posśıveis a respeito de um sistema
f́ısico. Estendendo esta idéia para a Mecânica Estat́ıstica, estas perguntas se
tornam “ qual a probabilidade de estar aqui com essa velocidade ?”. Asso-
ciar uma probabilidade para cada lugar posśıvel define uma distribuição de
probabilidade. Em Mecânica Estat́ısitica as distribuições de probabilidade
são usadas para descrever um sistema f́ısico e resumem toda a informação
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que se pode obter dele. Já em Mecânica Quântica, o cenário é bem distinto.
Basicamente, a descrição de um sistema quântico se baseia no conceito abs-
trato de estado quântico. O prinćıpio da incerteza limita as possibilidades
de descrição do sistema através de variáveis canônicas, já que não é posśıvel
conhecer simultaneamente e com precisão arbitrária o valor de duas variáveis
que não comutam.

Ainda assim é posśıvel em Mecânica Quântica definir distribuições de
quasi-probabilidade [14] que servem como representações de um sistema, em
analogia com o que é feito em Mecânica Estat́ıstica. É natural que essas
distribuições quânticas apresentem diferenças fundamentais em relação às
distribuições clássicas. Em termos de posição e momento por exemplo, a
distribuição de probabilidade de uma está relacionada com a outra por uma
transformada de Fourier, o que não ocorre nas distribuições clássicas.

Uma propriedade desejável em funções de distribuição é a de se obter a
distribuição marginal de uma das variáveis somando-se sobre todos os valores
das outras, isto é, se R(x, y) é uma distribuição de probabilidade, deseja-se
obter uma distribuição para x fazendo-se P (x) =

∫∞
−∞R(x, y)dy, por exem-

plo. Suponhamos que um determinado sistema quântico é descrito por um
operador densidade ρ, isto é, um estado que não é necessariamente puro. Se
a distribuição de quasi-probabilidade W (q, p) desse estado ρ atende a pro-
priedade das distribuições marginais, é posśıvel relacioná-la com a descrição
quântica usual pelas equações:

〈 q | ρ | q〉 =

∫ ∞

−∞
Wρ(q, p)dp ; (2.21)

〈 p | ρ | p〉 =

∫ ∞

−∞
Wρ(q, p)dq . (2.22)

Na verdade, é posśıvel obter uma generalização das distribuições margi-
nais para uma determinada direção θ. Isso pode ser feito através de um ope-
rador unitário Û(θ), definido em função dos operadores a = 1√

2
(q̂+ ip̂), a† =

1√
2
(q̂− ip̂) como sendo Û(θ) = exp{−ia†aθ}. O operador Û(θ) transforma os

operadores q̂ e p̂ da seguinte forma1:

Û †(θ) q̂ Û(θ) = q̂ cos θ + p̂ senθ;

Û †(θ) p̂ Û(θ) = −q̂ senθ + p̂ cos θ. (2.23)

Como Û(θ) é unitário, Û † | q 〉 é autovetor do operador q̂′ = Û †(θ) q̂ Û(θ). A

1Pode ser verificado pela relação exABe−xa = B + [A, B]x + [A, [A, B]]x2/2! +
[A, [A, [A, B]]]x3/3! · · ·
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generalização das equações (2.21) e (2.22) pode ser feita escrevendo-se
∫ ∞

−∞
W (q cos θ − p senθ, q senθ + p cos θ) dp = 〈 q | Û(θ) ρ Û †(θ) | q〉 ,

(2.24)
isto é, pretende-se que a distribuição de quasi-probabilidade recupere dis-
tribuições marginais se isso for feito em qualquer direção θ no espaço de
fases. Nos casos θ = 0, θ = π/2 obtém-se as distribuições de probabi-
lidade 〈 q | ρ | q〉, 〈 p | ρ | p〉 respectivamente. Para obter uma função das
variáveis canônicas (q, p) que satisfaça as propriedades das distribuições mar-
ginais como mostrado acima [15], vamos inicialmente definir a Função Ca-

racteŕıstica de um operador Â que atua no espaço de Hilbert gerado por q̂,
p̂:

W̃A(ξ) = Tr
{
ÂD(β)

}
, (2.25)

onde ξ = (ξq, ξp),

β =
1√
2~

(ξq + iξp) (2.26)

e D(β) é o operador deslocamento tal como definido em (2.2). A função de

Wigner [14] do operador Â, WA(q, p) é a transformada de Fourier de sua
Função Caracteŕıstica:

WA(x) =
1

2π~

∫
W̃A(ξ) exp

{
i

~
ξ ∧ x

}
dξ . (2.27)

Nessa expressão, ξ ∧ x = ξpq − ξqp e dξ = dξqdξp. Escrevendo o traço em
(2.25) na representação q, pode-se obter a seguinte expressão para a função
de Wigner:

WA(q, p) =

∫
exp{−ipq′/~} 〈 q + q′/2 | Â | q − q′/2〉 dq′ . (2.28)

Podemos de forma análoga obter a função de Wigner na representação de
momentum:

WA(q, p) =

∫
exp{ip′q/~} 〈 p+ p′/2 | Â | p− p′/2〉 dp′ . (2.29)

A função caracteŕıstica em um ponto (ξq, ξp) de um operador densidade ρ̂
pode ser vista como a média do operador deslocamento D(β) naquele estado.
Para obter uma interpretação semelhante na função de Wigner, considere o
operador paridade definido como:

Π ≡ 1

4π~

∫
dk ds exp{i(kq̂ + sp̂)/~} . (2.30)

15



Usando a forma fatorada do operador acima e o fato de o operador momen-
tum ser gerador de deslocamentos do operador q̂, isto é,

e−isp̂/~q̂eisp̂/~ = q̂ − s , (2.31)

pode-se verificar que:

Π =

∫
dq | −q 〉 〈 q | (2.32)

e também
Πq̂Π = −q̂ . (2.33)

Da mesma forma, usando o fato de q̂ ser gerador de deslocamentos do ope-
rador p̂ mostram-se relações semelhantes:

e−ikq̂/~p̂eikq̂/~ = q̂ + k , (2.34)

pode-se verificar que:

Π =

∫
dp | p 〉 〈−p | (2.35)

e também
Πp̂Π = −p̂ . (2.36)

O operador paridade definido em (2.30) faz portanto uma inversão no espaço
de fases em torno da origem. Ele pode no entanto ser generalizado para uma
inversão em torno do ponto (q = u, p = v) através do operador deslocamento.
Definindo

Πuv ≡ D(α)ΠD(−α) (2.37)

onde

α =
1√
2~

(u+ iv) , (2.38)

obtém-se:

Πuv ≡
1

4π~

∫
dk ds exp{i(k(q̂ − u) + s(p̂− v))/~} . (2.39)

Na representação de posição,

Πuv =

∫
dse−ivs/~ |u+ s 〉 〈u− s | (2.40)

e
Πuv(q̂ − u)Πuv = −(q̂ − u) . (2.41)

16



Na representação de momentum,

Πuv =

∫
dke−iuk/~ | v − k 〉 〈 v + k | (2.42)

e
Πuv(p̂− v)Πuv = −(p̂− v) . (2.43)

Usando as relações acima, podemos escrever a função de Wigner de um estado
ρ como sendo

Wρ(q, p) =
1

π~
Tr {ρΠqp} (2.44)

ou seja, é posśıvel interpretar a função de Wigner num ponto (q, p) como
sendo a média do operador paridade em torno daquele ponto [16].

Escrevendo os projetores P+
qp e P−

qp nos espaços de estados simétrico (+)
e antisimétrico (-) em torno de (q, p),

P±
qp ≡

1

2
(1 ± Πqp), (2.45)

vemos que
Πpq = P+

qp − P−
qp (2.46)

e o valor da função de Wigner no ponto (q, p) pode ser vista como a diferença
entre as partes simétrica e antisimétrica de ρ em torno daquele ponto:

Wρ(q, p) =
1

π~

{
Tr
{
ρP+

qp

}
− Tr

{
ρP−

qp

}}
. (2.47)

Isso implica na seguinte desigualdade para o valor da função de Wigner num
ponto (q, p):

− 1

π~
≤Wρ(q, p) ≤

1

π~
. (2.48)

A seguir são mostrados os gráficos das funções de Wigner para alguns
casos importantes. Para fazer a função de Wigner de um autoestado do osci-
lador harmônico por exemplo, basta obter esses autoestados na representação
de posição e tomar a transformada de Fourier da função Ψ∗

n(q− x/2)Ψn(q+
x/2) em x, ou seja, (2π)−1

∫∞
−∞ eipxΨ∗

n(q − x/2)Ψn(q + x/2)dx.
Já para o primeiro estado excitado do oscilador harmônico, existe uma

região negativa na função de Wigner, conforme figura 2.1.
Na verdade, exceto pelo estado fundamental, todos os estados de Fock

são estados com regiões negativas, conseqüência da simetria de suas funções
de onda. A função de Wigner do estado fundamental é uma Gaussiana
(figura 2.2) em q e p centrada na origem,

W| 0 〉〈 0 |(q, p) =
1

π
e−q

2−p2 (2.49)
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Figura 2.1: Função de Wigner para o autoestado n = 1 do oscilador
harmônico (~ = 1, ω = 1). À direita, vista inferior com detalhe para a
parte negativa.
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Figura 2.2: Função de Wigner para o estado fundamental do oscilador
harmônico (~ = 1, ω = 1).
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Com a função de Wigner é posśıvel ilustrar melhor o processo de obtenção
de estados coerentes. Reescrevendo o operador deslocamento em temos dos
operadores q̂ e p̂ e definindo α = u+ iv,

D(α) = exp{i (vq̂ − up̂)} = e−
1

2
i uv ei vq̂e−i up̂ . (2.50)

Segundo o tratamento usado por Ballentine [17], o operador p̂ é um gerador
hermitiano de translação no grupo de Galileu. Portanto, T (λ) = e−i λp̂ é
um operador unitário de translação que, atuando nos autovetores de q̂ faz
e−i λp̂ | q 〉 = | q + λ 〉. A função de Wigner de um estado coerente será obtida
como:

W|α 〉〈α |(q, p) =
1

2π

∫ ∞

∞
e−i px 〈 q − x/2 | α 〉 〈α | q + x/2 〉 dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei px 〈 q − x/2 | D(α) | 0〉 〈 0 | D†(α) | q + x/2〉 dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei pxei v(q−x/2) 〈 q − x/2 | T (λ) | 0〉 ×

× 〈 0 | T †(λ) | q + x/2〉 ei v(q−x/2) dx =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
ei (p−v)x 〈 (q − u) − x/2 | 0 〉 〈 0 | (q − u) + x/2 〉 dx (2.51)

A equação (2.51) representa uma Gaussiana deslocada nas direções q, p pelas
partes real e imaginária de α.

Outra assinatura quântica relacionada à paridade de um estado quântico
surge na função de Wigner para a superposição de dois estados coerentes.
Escolhendo o parâmetro α de um estado coerente como sendo α = q0, um
número real, o estado de superposição |ψ 〉 = 2−1/2(|α 〉 + | −α 〉) terá como
operador densidade o projetor:

|ψ 〉 〈ψ | =
1

2
(|α 〉 〈α | + | −α 〉 〈−α | + |α 〉 〈−α | + | −α 〉 〈α |) .

A função de Wigner para |α 〉 〈α | + | −α 〉 〈−α | é apenas a soma de duas
Gaussianas, uma centrada em (q0, 0) e a outra em (−q0, 0). A parte não
clássica está no termo: |α 〉 〈−α | + | −α 〉 〈α |:

W|α 〉〈−α | =
1

2π

∫ ∞

−∞
ei px exp{−(q2 + (x+ q0)

2)} dx =

1

2π
e−q

2

∫ ∞

−∞
ei p(u−2q0) exp{−u

2

4
} du , u = x+ 2q0 (2.52)
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Figura 2.3: Função de Wigner para um estado de superposição de dois es-
tados coerentes do oscilador harmônico (~ = 1, ω = 1, |ψ 〉 = (D(α) | 0 〉 +
D(−α) | 0 〉)/N , sendo N uma normalização e α = 1).

usando
∫∞
−∞ exp{−i px − x2/4}dx = π−1/2 2e−p

2

e reescrevendo o resultado
para o outro termo de interferência obtido trocando q0 → −q0, a função de
Wigner para o estado de superposição será dada por:

W|ψ 〉〈ψ |(q, p) =

(2π)−1
(
e−p

2−(q−q0)2 + e−p
2−(q+q0)2 + 2

√
πe−p

2−q2 cos(2p q0)
)

(2.53)

O último termo da equação acima representa uma oscilação na direção p
envolvida por uma Gaussiana na origem. Quanto maior a separação q0,
maior o número de oscilações observado. A figura 2.3 mostra o gráfico do
efeito de interferência.

A função de Wigner foi obtida para a representação (q, p). É posśıvel
no entanto estender os conceitos até agora utilizados para defini-las em uma
representação de momento angular, o que foi feito por Agarwal [18, 19].
Para a função de Wigner da álgebra de su(2), Agarwal objetivou preservar
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a propriedade do traço, isto é,

Tr
{
ÂB̂
}

=

∫ 2π

0

∫ π

0

WÂWB̂ senθ dθ dφ (2.54)

Não serão apresentados aqui os procedimentos utilizados por ele para obter a
generalização. Resumidamente pode-se dizer que, para a álgebra de momento
angular, o operador deslocamento que aparece na função caracteŕıstica é
trocado pelo tensor esférico

T̂KQ =

j∑

m=−J
(−1)j−m

√
2K + 1

(
j K j

−m Q m−Q

)
| j, m 〉 〈 j, m−Q | .

(2.55)
O śımbolo (

j K j
−m Q m−Q

)

é conhecido como śımbolo 3j de Wigner [17] e está relacionado aos coeficientes
de Clebsch-Gordan. A matriz caracteŕıstica, correspondente da função ca-
racteŕıstica, é definida como:

̺KQ ≡ Tr
{
ρT̂KQ

}
. (2.56)

Os elementos ̺KQ da matriz caracteŕıstica nada mais são que os coeficientes
da expansão do operador densidade na base de tensores esféricos. A função
de Wigner para momento angular pode ser então escrita de forma única em
termos de Harmônicos esféricos YKQ(θ, φ):

Wρ(θ, φ) =

√
2j + 1

4π

2j∑

K=0

K∑

Q=−K
̺KQYKQ(θ, φ). (2.57)

Para visualizar as funções de Wigner esféricas, pode-se usar um esquema de
relevo em uma esfera de raio

√
j(j + 1). A representção gráfica se faz então

simplesmente parametrizando a esfera com variações no raio de acordo com
os valores da função de Wigner.

As figuras 2.4 e 2.5 mostram as funções de Wigner para estados de Dicke
| 5, −5 〉 e | 5, −3 〉. Para visualizar estados na região do pólo sul, é interes-
sante usar uma representação projetiva, com uma transformação de variáveis:
τ = eiφ tan θ/2.
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Figura 2.4: Função de Wigner para o estado de Dicke | 5, −5 〉. À direita,
vista projetiva no plano complexo dada pela equação τ = eiφ tan θ/2.
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Figura 2.5: Função de Wigner para o estado de Dicke | 5, −3 〉.

2.5 Hamiltoniana Clássica associada a uma

Hamiltoniana Quântica

Em geral pode-se definir uma hamiltoniana quântica a partir de uma hamil-
tonina clássica usando uma regra simples: trocam-se as variáveis canônicas
por operadores e, caso seja necessário, faz-se uma simetrização para garantir
que a hamiltoniana quântica obtida seja hermitiana. Essa forma é chamada
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Figura 2.6: Função de Wigner para o estado de Dicke | 5, −3 〉. Vista proje-
tiva no plano complexo dada pela equação τ = eiφ tan θ/2. A direita, detalhe
da parte negativa.

quantização canônica. Para o Campo Eletromagnético por exemplo usam-se
os operadores a, a† no lugar das amplitudes do potencial vetor. Uma vez
partindo de uma hamiltoniana quântica podeŕıamos querer obter uma hamil-
toniana clássica pelo processo inverso: associando-se variáveis aos operadores.
Deve-se observar no entanto que, devido às relações de comutação, uma
hamiltoniana quântica pode gerar diferentes hamiltonianas clássicas. Essa
posśıvel ambigüidade pode ser removida deixando claro qual ordenamento
dos operadores foi usado para obtenção da hamiltoniana clássica análoga. Se
por exemplo quiséssemos obter uma hamiltoniana clássica para o oscilador
harmônico

H = ω~(a†a + 1/2),

podeŕıamos obter pelo menos 3 opções:

Hn = ω~(|α|2 + 1/2), Ha = ω~(|α|2 − 1/2), Hs = ω~|α|2,
tomando a mesma hamiltoniana quântica com ordenamentos normal, anti-
normal e simétrico respectivamente.

Uma maneira de formalizar essa correspondência é através da projeção em
estados coerentes. Posto que a média de um operador não muda ao reescrevê-
lo usando relações de comutação, se definirmos a hamiltoniana clássica como
o valor médio da hamiltoniana quântica em estados coerentes generalizados:

Hcls(x, y) = 〈 x y |H |x y 〉 , (2.58)

teremos sempre a mesma forma para a hamiltoniana clássica correspondente
a uma dada hamiltoniana quântica. Para a álgebra h4 por exemplo, a ha-
miltoniana clássica obtida irá sempre corresponder à ordenação normal da
hamiltoniana quântica do modelo em estudo.
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Esse procedimento é um padrão para se obter hamiltonianas clássicas,
podendo estas serem vistas como geradores de evolução temporal dos rótulos
dos estados coerentes generalizados x, y. Essa evolução temporal será dada
pelas equações clássicas:

ig
dx

dt
=
∂Hcls(x, y)

∂x∗
−ig dx∗

dt
=
∂Hcls(x, y)

∂x

ig
dy

dt
=
∂Hcls(x, y)

∂y∗

−ig dy∗
dt

=
∂Hcls(x, y)

∂y
, (2.59)

sendo o fator g uma correção às equações de acordo com a métrica dos espaços
correspondentes [3]:

{
g = 1 para álgebra h4

g = 2j
(1+|y|2)2 para álgebra su(2)

(2.60)

No presente trabalho, essa hamiltoniana clássica será fundamental para
o método aproximativo que será mostrado na próxima seção.

2.6 Aproximação Semiclássica

A aproximação semiclássica aqui utilizada foi inicialmente proposta por Oli-
veira e colaboradores [11] em um trabalho sobre escalas de tempo de efeitos
quânticos de um oscilador quártico em uma e duas dimensões e foi o pri-
meiro método sistemático para obtenção de tempos de Ehrenfest. O tempo
de Ehrenfest de uma evolução temporal quântica é o tempo no qual os valores
médios de observáveis evolúıdos através dela coincidem com seus correspon-
dentes clássicos.

A aproximação que será apresentada aqui foi também usada por Fonseca
Romero [20] e colaboradores em um trabalho sobre sensibilidade às condições
iniciais em sistemas bilineares. Basicamente o que se faz na aproximação é
separar a evolução quântica em duas: uma parte semiclássica que possui
correspondência direta com a dinâmica clássica associada e o restante da
evolução que é tratada então como uma perturbação.

Para fazer a aproximação, toma-se como referência a evolução tempo-
ral de estados coerentes. Sendo estes estados “quasi-clássicos”, eles podem
dar uma boa referência sobre a parte clássica da evolução quântica. Um
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estado coerente preserva suas qualidades “quasi-clássicas” quando evolúıdo
por uma hamiltoniana linear nos operadores de sua álgebra. Essas ha-
miltonianas serão aqui chamadas semiclássicas, com notação Hsc. Para a
álgebra su(2) por exemplo, as hamiltonianas semiclássicas seriam do tipo
Hsc = c0(t)Jz + c+(t)J+c−(t)J− + c1(t), sendo c0, c± coeficientes complexos
que podem depender do tempo.] De forma análoga, na álgebra h4 estaŕıamos
tratando de hamiltonianas do tipo Hsc = c0(t)a

†a+ c+(t)a† + c−(t)a+ c1(t).
Para comparar as dinâmicas geradas por H e H⌋l∫ , suponha que a média

de um dos operadores do grupo tenha sua evolução temporal feita de duas
formas: usando a hamiltoniana quântica e usando a hamiltoniana clássica
associada a ela pela projeção em estados coerentes, conforme (2.58). Se a
hamiltoniana quântica for do tipo semiclássica, i.e., linear nos operadores
do grupo conforme descrito acima, as duas formas de evolução serão equiva-
lentes, veremos que as equações para operadores e para médias apresentarão a
mesma estrutura. Nesse caso, teŕıamos um tempo de Ehrenfest infinito e não
seria posśıvel distingüir entre as duas dinâmicas usando-se apenas a média
dos operadores. Esta é a base na qual podemos obter uma aproximação se-
miclássica útil no estudo das dinâmicas clássica e quântica de um sistema
f́ısico.

Para mostrar o que significa exatamente essa igualdade de estrutura, é
necessário visualizar a hamiltoniana clássica, escrita em termos dos rótulos
dos estados coerentes, como uma função dos valores médios dos operadores.
Para tal, faz-se uso das relações:

a→ α , a† → α∗ , a†a→ |α|2 , (2.61)

J− → 2jτ

(1 + |τ |2) = J− , J+ → 2jτ ∗

(1 + |τ |2) = J+ ,

Jz → −j 1 − |τ |2
1 + |τ |2 = Jz (2.62)

e devemos pensar nas hamiltonianas clássicas como se estivessem nas formas:

Hcls(α, α
∗) = K(α, α∗, |α|2) e Hcls(τ, τ

∗) = K(J+,J−,Jz). (2.63)

Se estivermos tratando de um sistema com mais graus de liberdade, basta
estender as relações acima de maneira apropriada e definir a hamiltoniana
com mais variáveis de acordo com a necessidade. Com as relações (2.61)
e (2.62) podemos dizer que temos equações de movimento semelhantes nos
casos quântico e clássico se estas forem obtidas através das “Kamiltonianas”
K(α, α∗, |α|2,Jz,J+,J−). Escrevendo equações de movimento para α por
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exemplo teŕıamos:

i~
dα

dt
=
∂Hcls

∂α∗ =
∂K(α, α∗, |α|2)

∂α∗ +
∂K(α, α∗, |α|2)

∂(|α|2)
∂|α|2
∂α∗

i~
dα

dt
=
∂K(α, α∗, |α|2)

∂α∗ +
∂K(α, α∗, |α|2)

∂(|α|2) α. (2.64)

Pode-se então usar a relação (2.61) e identificar a semelhança estrutural da
equação clássica dada por (2.64) com a equação de movimento do operador
a, quando este é evolúıdo por uma hamiltoniana semiclássica do grupo h4:

i~
da

dt
= [a,Hsc] = c0(t)a + c+(t). (2.65)

Relações equivalentes são observadas para os demais operadores. Pela deri-
vada temporal de |α|2 por exemplo, teŕıamos:

i~
d|α|2
dt

= i~α∗dα

dt
+ i~α

dα∗

dt
= α∗∂Hcls

∂α∗ − α
∂Hcls

∂α
, (2.66)

i~
d|α|2
dt

= α∗∂K(α, α∗, |α|2)
∂α∗ − α

∂K(α, α∗, |α|2)
∂α

, (2.67)

que pode ser comparada diretamente com

i~
d(a†a)

dt
= [a†a,Hsc] = c+(t)a† − c−(t)a (2.68)

Com a álgebra de su(2) o cálculo é um pouco mais trabalhoso. Para J+ seria
necessário fazer:

i~
dJ+

dt
= i~

∂J+

∂τ

dτ

dt
+ i~

∂J+

∂τ ∗
dτ ∗

dt
(2.69)

i~
dJ+

dt
= −τ ∗ 2ji~

(1 + |τ |2)2

dτ

dt
+

2ji~

(1 + |τ |2)2

dτ ∗

dt
. (2.70)

Escrevendo então a derivada temporal de τ, τ ∗ em termos de Hcls e em
seguida derivando H através da Kamiltoniana,

∂H
∂τ

=
∂K
∂J+

∂J+

∂τ
+

∂K
∂J−

∂J−
∂τ

+
∂K
∂Jz

∂Jz
∂τ

(2.71)

∂H
∂τ ∗

=
∂K
∂J+

∂J+

∂τ ∗
+

∂K
∂J−

∂J−
∂τ ∗

+
∂K
∂Jz

∂Jz
∂τ ∗

(2.72)

é posśıvel mostrar a relação:

i~
dJ+

dt
= 2Jz

∂K
∂J−

− J+
∂K
∂Jz

. (2.73)
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Essa por sua vez tem a mesma estrutura da equação para evolução temporal
de J+ sob ação de uma hamiltoniana semiclássica:

i~
dJ+

dt
= [J+, Hsc] = 2c−(t)Jz − c0(t)J+ (2.74)

Essas equações constituem a chave para a aproximação semiclássica de
Oliveira e colaboradores. Para constrúı-la deve-se obter, a partir da hamilto-
niana quântica H que será aproximada, uma hamiltoniana semiclássica, Hsc,
com as propriedades:

1. Hsc é linear nos operadores geradores da álgebra do grupo (a†a, a, a†

no caso da álgebra h4 e Jz, J± para a álgebra su(2)), preservando assim
a estrutura dos estados coerentes;

2. Quando projetada em estados coerentes a hamiltoniana semiclássica
corresponde à hamiltoniana clássica análoga, isto é:

H⌋l∫ = 〈x, y | Hsc | x, y〉 = 〈x, y | H | x, y〉

3. As equações para médias de operadores obtidas a partir de Hsc são
similares em estrutura às equações clássicas correspondentes.

Percebe-se então que a Aproximação Semiclássica em sua ordem zero
fornece, por construção, uma evolução temporal para valores médios que irá
sempre concordar com a evolução temporal clássica correspondente. Para
obter as correções quânticas, trata-se ∆ = H − Hsc como perturbação e
obtém-se a aproximação na representação de interação:

∣∣ΨI(t)
〉

=

(
1 − i

∫ t

0

dt1∆I(t1)−

−
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2∆I(t1)∆I(t2) + · · ·
)
|Ψ(t = 0) 〉 , (2.75)

onde |Ψ(t = 0) 〉 é um estado coerente generalizado, ∆(t)I = U †
sc(t)∆Usc(t) e

Usc (t) satisfaz

i~
dUsc
dt

(t) = HscUsc (t) . (2.76)

A equação (2.76), com a condição inicial dada por |Ψ(t = 0) 〉, determina
o operador de evolução semiclássica. Uma particularidade dessa aproximação
é que o operador de evolução semiclássica depende do estado coerente inicial
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onde ele será utilizado. Uma outra forma de se obter a evolução semiclássica
é através da forma:

Usc = D(x(t))eiω(t)Â0+φ(t)D−1(x0). (2.77)

Na expressão acima, Â0 deve ser a†a na álgebra h4 e Jz na álgebra su(2).
Dessa forma, ao atuar em um estado coerente inicial |x0 〉, o primeiro termo

de Usc leva o estado coerente à origem. O operador eiω(t)Â0+φ(t) encontrará
então um de seus autoestados e sua ação será meramente acrescentar uma
fase global ao estado. Finalmente, o operador D(x(t)) encontrará um estado
fiducial a ser deslocado fornecendo assim um estado coerente com rótulo
x(t), tal como a prescrição do método semiclássico exige. Para determinar
completamente Usc, pode-se derivar o operador em sua forma (2.77) e usar
a equação (2.76) para determinar os parâmetros ω(t) e φ(t), ao passo que a
equação para x(t) irá naturalmente coincidir com a equação dos rótulos da
hamiltoniana clássica.

Por último, devo mencionar que a liberdade adicional dos termos de fase
se faz mais que necessária. Como foi observado por Fonseca Romero e cola-
boradores [20], a evolução final terá a forma

|ψ(t) 〉 = eiη(t) |x(t) 〉 , (2.78)

onde a fase η(t), que pode ser obtida da equação

dη

dt
= 〈x(t) | (i

∂

∂t
−Hsc) | x(t)〉 , (2.79)

corresponde a uma ação generalizada e é de fundamental importância para
as correções quânticas. A equação acima pode ser obtida levando-se em
conta que a evolução temporal do estado coerente sob uma hamiltoniana
semiclássica preserva o caráter quasi-clássico deste estado e supondo por-
tanto uma evolução temporal tal como em (2.78). Derivando-se o estado e
tomando-se a média, obtém-se (2.79).
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Caṕıtulo 3

Oscilador Quártico

3.1 O Modelo

O Oscilador Quártico é um modelo simples que servirá ao propósito de se
testar e exemplificar o uso da aproximação semiclássica além de mostrar al-
guns aspectos importantes do limite clássico. As versões para um e dois
graus de liberdade deste modelo foram estudadas usando a aproximação se-
miclássica por Oliveira e colaboradores em [11], onde é obtida uma expressão
anaĺıtica para o tempo de Ehrenfest do modelo. Parte dos resultados da-
quela publicação serão revistos aqui. Será acrescentada aqui uma análise do
limite clássico no sentido de distribuições de probabilidade no sistema com
um e dois graus de liberdade. Além disso, para o sistema com 2 graus de
liberdade, será mostrado o cálculo para uma medida de emaranhamento, a
entropia linear ou defeito de idempotência, segundo a aproximação e uma
análise da fidelidade da aproximação em relação à evolução quântica exata.
Começaremos pelo modelo com um grau de liberdade, onde será feita uma
descrição um pouco mais detalhada das etapas para obtenção da aproximação
semiclássica.

O modelo para 1 grau de liberdade foi estudado no contexto do limite
clássico por diversos autores [21, 22, 23, 24] e pode ser usado para explicar
alguns fenômenos como condensados de Bose-Einstein [25] e biestabilidade
óptica [26]. A biestabilidade óptica é um interessante fenômeno f́ısico com
importantes aplicações tecnológicas relacionadas. Seu estudo foi de fato im-
pulsionado por suas posśıveis aplicações em lógica óptica. Em um dispositivo
ótico Bi-estável, há duas intensidades posśıveis de luz emitida para um mesmo
valor de intensidade de luz incidente, conforme mostra a figura de histerese
a seguir:

Apenas a t́ıtulo ilustrativo, vejamos resumidamente como o fenômeno
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Figura 3.1: Gráfico do número de fótons detectados np em função da in-
tensidade do campo aplicado (Pump Power) em um dispositivo Bi-estável.
Retirado de [28]

da biestabilidade óptica pode ser modelado através do Oscilador Quártico.
Seguindo a dedução de Drummond em [26], classicamente a biestabilidade
óptica pode ser observada quando medimos a intensidade do campo eletro-
magnético em uma cavidade de meio dispersivo não linear cuja polarização
possa ser escrita como sendo

P = χ(1)E + χ(3)EEE (3.1)

onde χ(n) é um tensor de susceptibilidade de ordem (n+1). A Hamiltoniana
Clássica de tal sistema, dada como a energia total to campo, fornecerá a
evolução temporal das amplitudes dos campos B e E e pode ser escrita como:

H =

∫
d3r

{
1

2µ0
|B|2 + E ·

[
1

2
(ǫ+ χ(1)) · E +

1

4
χ(3) · EEE

]}
. (3.2)

A quantização da equação acima leva à seguinte hamiltoniana quântica es-
crita em ordenamento normal:

H = ~ωca
†a+ ~χ′′a†2a2, (3.3)

onde

χ′′ =

(
3~ω2

8ǫ20

)∫
χ(3)(r)|u(r)|4d3r (3.4)

e ωc é a freqüência ressonante da cavidade. Uma discussão adequada da bies-
tabilidade óptica deve levar em consideração o acoplamento da cavidade com
o meio ambiente, isto é, deve-se tratar o fenômeno num contexto de Siste-
mas Quânticos Abertos. Este estudo é realizado por Drummond [26] e uma
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abordagem interessante do tema, onde são estudadas as funções de Wigner
do oscilador quártico acoplado a um reservatório e fonte pode ser encontrada
em [29]. No presente trabalho nos limitaremos a estudar a dinâmica das
versões de um e dois graus de liberdade do sistema fechado.

3.2 Dinâmica

Na versão de um grau de liberdade, podemos descrever o modelo através da
hamiltoniana:

H = ~ωa†a + ~
2λ(a†a)2 = (ω + λ~)~a†a+ ~

2λ(a†)2(a)2. (3.5)

A Hamiltoniana Clássica correspondente é obtida conforme descrito anterior-
mente e pode ser escrita como

Hcls(x, x
∗) = ~(ω + λ~)|x|2 + ~

2λ|x|4 , (3.6)

onde x é a variável complexa desempenhando papel de rótulo do estado coe-
rente. Para retratar a dinâmica do modelo, será obtida a evolução temporal
de um estado coerente no caso clássico e no caso quântico usando a função de
Wigner. Inicialmente, tomemos a equação de movimento para ρ = |Ψ 〉 〈Ψ |:

i~
dρ

dt
= [H, ρ]. (3.7)

Para obter a equação diferencial de evolução da função de Wigner, primeira-
mente obtém-se a função caracteŕıstica correspondente à equação (3.7):

i~ Tr

{
dρ

dt
D(α)

}
= Tr {[H, ρ]D(α)} . (3.8)

O termo à esquerda é simplesmente a derivada temporal da função carac-
teŕıstica. Usando a linearidade e invariância do traço por permutação ćıclica,
pode-se reescrever o termo à direita da equação acima e obtê-la como sendo:

i~
dW̃ρ

dt
= −ω~Tr

{
ρ[a†a,D(α)]

}
− ~

2λTr
{
ρ[(a†a)2, D(α)]

}
. (3.9)

Derivando-se o operador deslocamento D(α) em relação à α e α∗, é posśıvel
obter as relações:

[a†a,D(α)] =

(
α
∂

∂α
− α∗ ∂

∂α∗

)
D(α) (3.10)
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e

[(a†a)2, D(α)] =

(
α
∂

∂α
− α∗ ∂

∂α∗

)[(
α

2
− ∂

∂α∗

)(
α∗

2
+

∂

∂α

)
+

+

(
−α

∗

2
+

∂

∂α

)(
−α

2
− ∂

∂α∗

)]
D(α), (3.11)

e é posśıvel escrever a equação para evolução temporal da função carac-
teŕıstica:

i~
dW̃ρ

dt
= −ω~

(
α
∂

∂α
− α∗ ∂

∂α∗

)
W̃ρ −

−~
2λ

(
α
∂

∂α
− α∗ ∂

∂α∗

)[(
α

2
− ∂

∂α∗

)(
α∗

2
+

∂

∂α

)
+

+

(
−α

∗

2
+

∂

∂α

)(
−α

2
− ∂

∂α∗

)]
W̃ρ. (3.12)

A função de Wigner é dada pela transformada de Fourier da função carac-
teŕıstica:

W (x, x∗) =
1

2π~

∫
d2α W̃ exp{α∗x− αx∗}. (3.13)

Denotando a transformada de Fourier de uma função f(α) por F [f(α)] =
F (x), podemos escrever regras de transformação úteis na obtenção da função
de Wigner:

F
[
∂f(α)

∂α

]
= x∗F (x) , F

[
∂f(α)

∂α∗

]
= −xF (x) , (3.14)

F [αf(α)] = −∂F (x)

∂x∗
, F [α∗f(α)] =

∂F (x)

∂x
. (3.15)

Fazendo uso dessas relações e algumas simplificações, pode-se escrever a
equação para evolução temporal da função de Wigner como sendo:

dWρ(x, x
∗)

dt
= i(ω + 2λ~|x|2)

(
x
∂Wρ

∂x
− x∗

∂Wρ

∂x∗

)
+

+
1

2
i~λ

(
x∗

∂3Wρ

∂x∂x∗2
− x

∂3Wρ

∂x∗∂x2

)
. (3.16)

A equação acima corresponde à expansão dos parênteses de Moyal [27].
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A evolução temporal clássica pode ser feita pela equação de Fokker-Planck
ou de forma mais direta, considerando a derivada temporal total da distri-
buição, já que estamos no regime não dissipativo. Neste caso:

dWρ(x, x
∗)

dt
=
∂Wρ

∂x

dx

dt
+
∂Wρ

∂x∗
dx∗

dt
=

= i(ω + 2λ~|x|2)
(
x
∂Wρ

∂x
− x∗

∂Wρ

∂x∗

)
. (3.17)

Comparando as equações (3.16) e (3.17) é posśıvel encontrar um limite
onde a distribuição quântica passa a ter uma evolução igual à da distribuição
clássica. Inicialmente devemos notar que, assim como a†a é uma constante
de movimento da hamiltoniana quântica,

[a†a,H ] = 0, (3.18)

|x| é uma constante de movimento da hamiltoniana clássica:

d|x(t)|
dt

= 0. (3.19)

Se estamos descrevendo a evolução de umponto no espaço de fases e a
condição inicial do sistema dinâmico clássico é dada por x(0) = x0, a constante
|x0| pode ser tomada como tamanho caracteŕıstico do sistema. Da mesma
forma, para o sistema quântico, a média de a†a é constante e pode ser tomada
como tamanho caracteŕıstico. Ao compararmos as duas evoluções, estaremos
comparando uma distribuição clássica centrada em x0 com a evolução tem-
poral de um estado coerente quântico de rótulo x0.

Para obter o limite, considere inicialmente a função de Wigner e sua
evolução temporal, dada pela equação (3.16), em termos da variável escalo-
nada:

x̃ =
x

|x0|
. (3.20)

A equação (3.16) se torna:

dWρ(x̃, x̃
∗)

dt
= i(ω + 2λ~|x̃|2|x0|2)

(
x̃
∂Wρ

∂x̃
− x̃∗

∂Wρ

∂x̃∗

)
+

+
1

2
i~

λ

|x0|2
(
x̃∗

∂3Wρ

∂x̃∂x̃∗2
− x̃

∂3Wρ

∂x̃∗∂x̃2

)
. (3.21)

A diferença entre as duas evoluções está nos termos de derivada de ordem 3.
Se essas derivadas de terceira ordem são comportadas o suficiente, podemos
transformar a equação (3.21) em uma equação clássica tomando o limite:

~λ→ 0, |x0| → ∞, com ~λ|x0|2 → λ′ (3.22)
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sendo λ′ constante. Este é o procedimento usado por Milburn [23] para
obtenção do limite clássico do modelo. Nesse regime, independente de um
acoplamento com o reservatório, teŕıamos as duas dinâmicas semelhantes.
Isso corresponde ao caso em que o campo aplicado à cavidade dispersiva é
muito intenso em comparação ao fator de susceptibilidade não-linear. Outra
forma de interpretar esse limite é dizer que nessas circunstâncias a variância
relativa da distribuição quântica é pequena o suficiente para ser considerada
um ponto no espaço de fase quando tratamos da variável relativa x̃.

Uma vez que já temos uma noção sobre as duas dinâmicas do modelo,
trataremos agora dos valores médios. De acordo com a correspondência a→
x, o valor médio de a deve ser comparado com o valor de x(t) clássico. Pela
equação para operadores na representação de Heisenberg, podemos obter a
evolução temporal de a como sendo dada por:

i~
da

dt
= [a,H ] = [~ω + ~

2λ(2a†a + 1)]a . (3.23)

Identificando a†a como constante de movimento podemos escrever a solução
para a equação acima como sendo:

a(t) = exp
{
−i(ω + ~λ(2a†a+ 1))t

}
a(0) . (3.24)

A média 〈a(t)〉 na qual estamos interessados será dada pela projeção de a(t)
no estado coerente |x 〉:

〈a(t)〉 = 〈 x(0) | a(t) |x〉 = x0 exp {−i(ω + ~λ)t} 〈x | e−2iλ~a†at |x〉

〈a(t)〉 = x0 exp {−i(ω + ~λ)t} 〈 x(0) | x(0)e−2iλ~t
〉

(3.25)

〈a(t)〉 = x0 exp {−i(ω + ~λ)t} exp
{
|x0|2(e−2iλ~t − 1)

}
. (3.26)

Já a evolução clássica de x(t) é dada pela equação

i~
dx

dt
=
∂Hcls

∂x∗
= (~(ω + λ~) + 2~

2λ|x|2)x , (3.27)

que pode ser resolvida observando que |x(t)|2 é uma constante de movimento
e integrando a equação para obter:

x(t) = x0 exp
{
−i(ω + λ~ + 2λ~|x|2))t

}
. (3.28)

Expandindo o argumento da exponencial da solução quântica e fazendo uso
do limite |x0|2 → ∞, λ~ → 0, λ~|x0|2 → λ′ com λ′ constante, o valor médio
quântico se torna igual à x(t) clássico.
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3.3 Análise Semiclássica

Vamos, finalmente, à primeira aplicação da aproximação semiclássica. Para
este problema, a “Kamiltoniana” correspondente à hamiltoniana clássica

K(x, x∗, |x|2) = ~(ω + λ~)|x|2 + λ~
2|x|4 (3.29)

possui dependência unicamente em |x|2, o que nos leva a uma hamiltoniana
semiclássica com dependência em a†a somente. Conforme o que foi discu-
tido anteriormente, para que Hsc = c0(t)a

†a + c+(t)a† + c−(t)a + c1(t) for-
neceça equações de movimento para a†a, a e a† com estrutura semelhante às
equações clássicas, devemos ter:

c0(t) =
∂K

∂(|x|2) = ~(ω + λ~(1 + 2|x|2)) . (3.30)

Ao final, usamos o termo livre para fazer

〈 x | Hsc |x〉 = Hcls(x, x
∗) .

A aproximação portanto deve ser feita com a seguinte hamiltoniana se-
miclássica:

Hsc = ~(ω + λ~(1 + 2|x|2))a†a− λ~
2|x|4 . (3.31)

Para este caso, o operador de evolução semiclássico possui forma simples:

Usc = exp

{
− i

~

∫ t

0

Hscdt

}
=

= exp
{
−i(ω + λ~(1 + 2|x|2))t a†a+ λi~2|x|4t

}
. (3.32)

Vamos no entanto mostrar o outro método para determinar Usc. Se o estado
inicial a ser evolúıdo é dado por | x0 〉 = D(x0) | 0 〉, vamos supor que Usc
possui a forma:

Usc = D(x(t)) exp
{
iω(t)a†a+ iφ(t)

}
D−1(x0). (3.33)

Derivando a equação acima e usando (2.76) deveremos ter:

i~
dUsc
dt

= i~

[
(a† − x∗

2
)
dx

dt
− (a− x

2
)
dx∗

dt
+

+i
dω

dt
(a†a− xa† − x∗a+ |x|2) + i

dφ

dt

]
Usc =

~[(ω + λ~(1 + 2|x|2))a†a− λ~|x|4]Usc . (3.34)
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Comparando os coeficientes dos operadores nos dois lados da expressão acima,
temos as seguintes relações:

−~
dω

dt
= ~(ω + λ~(1 + 2|x|2)) (3.35)

i~
dx

dt
+ ~

dω

dt
x = 0 , −i~dx

∗

dt
+ ~

dω

dt
x∗ = 0 (3.36)

i~

(
x

2

dx∗

dt
− x∗

2

dx

dt

)
− ~

dω

dt
|x|2 − ~

dφ

dt
= λ~

2|x|4. (3.37)

Conforme comentado anteriormente, as equações (3.36) são as equações
clássicas para o rótulo x. Essas equações diferenciais em t devem ser resolvi-
das levando-se em conta a condição

Usc(0) = 1 ,

o que implica em
ω(0) = 0, φ(0) = 0, x(0) = x0

e o rótulo x irá portanto seguir a trajetória clássica a partir da condição inicial
x0. Para mostrar a equivalência entre Usc obtido dessa forma e aquele obtido
através da equação (3.32), basta fazer comutar o operador deslocamento com
o operador exponencial para obter:

e−iω(t)a†aD(x(t))eiω(t)a†a = D(x(t))e−iω(t) . (3.38)

Procedendo agora para obter as correções semiclássicas, se escrevermos a
hamiltoniana original como sendo H = Hsc + ∆, teremos ∆ dado por

∆ = −2λ~
2|x|2a†a+ λ~

2(a†)2a2 + λ~
2|x|4 . (3.39)

Tratando esse ∆ como perturbação iremos obter as correções da aproximação
semiclássica conforme (2.75). Esssas correções são mais facilmente obtidas a
partir da aproximação aplicada à evolução temporal do operador a, como foi
feito por Oliveira e colaboradores em [11]. Para a média do operador a num
estado coerente |x0 〉, teremos:

〈a(t)〉 = 〈a(t)(0)〉 + 〈a(t)(1)〉 + 〈a(t)(2)〉 + 〈a(t)(3)〉 · · · (3.40)

〈a(t)〉 = x(t)

(
1 − t2~2λ2|x0|2 +

8i

6
t3~3λ3|x0|2 · · ·

)
. (3.41)

A correção em primeira ordem no tempo é zero. As figuras 3.3, 3.2 e 3.3 mos-
tram os gráficos da evolução temporal dos valores médios segundo a evolução
clássica, quântica e terceira ordem da aproximação para diferentes valores de
λ:
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Figura 3.2: Evolução temporal da média x(t) um estado inicial coerente
segundo as descrições clássica (linha vermelha), quântica (linha verde) e se-
miclássica até terceira ordem (linha azul). Em cima, à esquerda temos q(t),
à direita p(t) e embaixo o gráfico no espaço de fases q × p, com um pequeno
ćırculo indicando o ponto das trajetórias onde ocorre tempo de Ehrenfest,
que corresponde a t = (1/

√
2)ω−1. Dados da evolução: q0 =

√
2~/ω, p0 = 0,

λ = (~ω)−1.
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Figura 3.3: Evolução temporal da média x(t) um estado inicial coerente
segundo as descrições clássica (linha vermelha), quântica (linha verde) e se-
miclássica até terceira ordem (linha azul). Em cima, à esquerda temos q(t),
à direita p(t) e embaixo o gráfico no espaço de fases q × p, com um pequeno
ćırculo indicando o ponto das trajetórias onde ocorre tempo de Ehrenfest,
que corresponde a t = (1/

√
2)ω−1. Dados da evolução: q0 = 2

√
~/ω, p0 = 0,

λ = 0, 5(~ω)−1.
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Figura 3.4: Evolução temporal da média x(t) um estado inicial coerente
segundo as descrições clássica (linha vermelha), quântica (linha verde) e se-
miclássica até terceira ordem (linha azul). Em cima, à esquerda temos q(t),
à direita p(t) e embaixo o gráfico no espaço de fases q × p, com um pequeno
ćırculo indicando o ponto das trajetórias onde ocorre tempo de Ehrenfest,
que corresponde a t = (1/

√
2)ω−1. Dados da evolução: q0 = 4

√
~/ω, p0 = 0,

λ = 0, 125(~ω)−1.
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Essa expressão para 〈a(t)〉 obtida pela aproximação semiclássica é idêntica
à expansão em t a partir da solução quântica exata. Em outras palavras,
somando-se todos os termos obtidos pela aproximação semiclássica obtém-
se o resultado quântico exato. Além disso, a expansão é obtida em termos
da constante de não linearidade λ~, e espera-se uma melhor aproximação a
medida que temos o limite clássico definido por (3.22), isto é, quando

λ′ = λ~|x0|2 ≪ 1. (3.42)

O tempo de Ehrenfest pode ser obtido a partir do primeiro termo não nulo,
que é o de segunda ordem:

tE ∼ 1√
2~λ|x0|

. (3.43)

Posto dessa forma, pode parecer estranho que o tempo de Ehrenfest dependa
inversamente da amplitude do estado inicial, já que esperamos um comporta-
mento clássico quando aumentamos a ação clássica do sistema. Para melhor
compreensão, a expressão para o tempo de Ehrenfest pode ser apresentada
no limite dado por (3.22) como sendo

tE ∼ |x0|
λ′
√

2
. (3.44)

Tomando-se o limite clássico e olhando para desvios relativos à amplitude
inicial, o tempo de Ehrenfest torna se, portanto, proporcional a ação clássica.

Para uma comparação final do modelo com um grau de liberdade, mos-
tramos a seguir os gráficos referentes às evoluções clássica, quântica e se-
miclássica em primeira ordem da função de Wigner de um estado inicial
coerente.
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Figura 3.5: Distribuição de (quasi)-probabilidades correspondente ao estado
inicial coerente que será mostrado nas figuras seguintes evolúıdo segundo as
descrições clássica, quântica e semiclássica. Acima o gráfico tridimensional
e embaixo o gráfico com as curvas de ńıvel da distribuição. O esquema de
cores mostra amplitudes normalizadas relativas ao máximo, com tonalidades
azuis indicando valores negativos. Variável q em unidades de

√
~/ω no eixo

horizontal, variável p em unidades de
√

~ω no eixo vertical e o tempo t dado
em unidades de ω−1. Dados da evolução: q0 =

√
~/2ω, p0 = 0, λ = (~ω)−1.
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Figura 3.6: Curvas de ńıvel da função de Wigner no tempo t = 0, 1ω−1.
Acima à esquerda, evolução clássica, à direita evolução quântica e embaixo
a evolução semiclássica.
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Figura 3.7: Curvas de ńıvel da função de Wigner no tempo t = 0, 2ω−1.
Acima à esquerda, evolução clássica, à direita evolução quântica e embaixo
a evolução semiclássica.
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Figura 3.9: Curvas de ńıvel da função de Wigner no tempo t = 0, 3ω−1.
Acima à esquerda, evolução clássica, à direita evolução quântica e embaixo
a evolução semiclássica.
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Figura 3.10: Curvas de ńıvel da função de Wigner no tempo t = 0, 4ω−1.
Acima à esquerda, evolução clássica, à direita evolução quântica e embaixo
a evolução semiclássica.
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Figura 3.11: Curvas de ńıvel da função de Wigner no tempo t = 0, 5ω−1.
Acima à esquerda, evolução clássica, à direita evolução quântica e embaixo
a evolução semiclássica.
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3.4 Oscilador Quártico Duplo

Estudaremos agora o modelo com dois graus de liberdade. A intenção é
tentar usar a expansão para o cálculo de uma quantia tipicamente quântica,
a saber, o emaranhamento entre dois sistemas. Por haver uma evolução
temporal de estados coerentes exata, há também uma expressão anaĺıtica
[11] para o defeito de idempotência, o que nos permitirá uma comparação.
Será posśıvel também calcular a fidelidade do estado coerente evolúıdo pela
expansão em relação àquele evolúıdo exatamente.

A hamiltoniana do oscilador quártico com interação em 2 dimensões é
escrita como [11]:

H = ~ν(a†a+ b†b) +λ~
2[(a†)2a2 + (b†)2b2 + 2a†ab†b] +µ~(a†b+ ab†) . (3.45)

A hamiltoniana clássica associada, obtida pela projeção em estados coerentes,
como usual, é dada por:

Hcls = ~ν(|α|2 + |β|2) + λ~
2(|α|2 + |β|2)2 + µ~(α∗β + αβ∗) . (3.46)

Para dois graus de liberdade, temos as constantes de movimento a†a + b†b e
|α|2 + |β|2 ≡ S, o que pode ser verificado pelo comutador

[a†a + b†b,H ] = 0 (3.47)

e pela derivada temporal de S ou pelo parênteses de Poisson

{
(|α|2 + |β|2),Hcls

}
= 0. (3.48)

Assim como no caso unidimensional, essa grandeza define um tamanho ca-
racteŕıstico do sistema e pode ser usada para definir um limite clássico de
distribuições, mais uma vez olhando para as equações de evolução temporal
da função de Wigner. Os detalhes serão omitidos aqui já que o processo é
praticamente o mesmo do que foi feito em um grau de liberdade. Em suma as
equações clássica e quântica se tornam equivalentes quando fazemos o limite:

λ~ → 0 S → ∞ Sλ~ = constante. (3.49)

A evolução temporal clássica de α(t) pode ser obtida levando-se em conta essa
constante de movimento e integrando-se as equações de movimento acopladas
em α e β:

i~
dα

dt
=
∂Hcls

∂α∗ = ν + 2λ~Sα+ µβ ; (3.50)

i~
dβ

dt
=
∂Hcls

∂β∗ = ν + 2λ~Sβ + µα . (3.51)
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Uma rotação dos eixos de coordenadas leva essas equações a uma forma
diagonal. Integrando então essas equações,

α(t) = [α0 cos(µt) − iβ0 sen(µt)] exp {−i(ν − λ~(1 + 2S))t} (3.52)

β(t) = [β0 cos(µt) − iα0 sen(µt)] exp {−i(ν − λ~(1 + 2S))t} (3.53)

onde α(0) = α0 e β(0) = β0. Para obter a evolução temporal da média
〈a(t)〉 em um estado inicial coerente vamos escrever a evolução temporal desse
estado. Essa expressão será útil para o cálculo da medida de emaranhamento
e da fidelidade da aproximação semiclássica. Primeiramente, observado-se
que [H(t), H(t′)] = 0 e lembrando que a†a + b†b é constante de movimento,
pode-se escrever o operador de evolução como sendo:

U = exp
{
−iλ(a†a + b†b)2t

}
exp

{
−iσ(a†a+ b†b)t

}
exp

{
−iµ(a†b+ ab†)t

}

(3.54)
onde σ = ν − λ~. Queremos evoluir o estado:

|α0 β0 〉 ≡ D1(α0)D2(β0) | 0 0 〉 (3.55)

onde D1(α0) = exp{αa† − α∗a} e D2(β0) = exp{βb† − β∗b}. Comutando
o primeiro operador exponencial em (3.54) com o operador deslocamento,
teremos

e−iµ(a†b+ab†)tD1(α0)e
iµ(a†b+ab†)t = D1(α0 cos(µt))D2(−iα0 sen(µt)) , (3.56)

e−iµ(a†b+ab†)tD2(β0)e
iµ(a†b+ab†)t = D1(−iβ0 sen(µt))D2(−iβ0 cos(µt)) . (3.57)

Podemos então escrever:

e−iµ(a†b+ab†)t |α0 β0 〉 = |α′ β ′ 〉 (3.58)

onde
α′ = α0 cos(µt) − iβ0 sen(µt) , (3.59)

β ′ = β0 cos(µt) − iα0 sen(µt) . (3.60)

Fazendo agora exp
{
−iσ(a†a+ b†b)t

}
atuar sobre esse estado coerente, obte-

mos:
exp

{
−iσ(a†a+ b†b)t

}
|α′ β ′ 〉 = |α′(t) β ′(t) 〉 , (3.61)

com α′(t) β ′(t) dados por

α′(t) = [α0 cos(µt) − iβ0 sen(µt)]e−iσt , (3.62)

β ′(t) = [β0 cos(µt) − iα0 sen(µt)]e−iσt . (3.63)
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A evolução quântica total pode ser descrita como:

U |α0 β0 〉 = exp
{
−iλ(a†a+ b†b)2t

}
|α′(t) β ′(t) 〉 (3.64)

ou

U |α0 β0 〉 = e|α|
2/2

∞∑

k, l=0

αkβl√
k!l!

exp
{
−iλ~(k + l)2t

}
| k 〉 ⊗ | l 〉 . (3.65)

Nessa última expressão | k 〉 e | l 〉 são os autoestados de a†a e b†b. Para
a expressão do valor médio de a(t) é mais prático usar a forma anterior
juntamente com a expressão:

exp
{
iλ~(a†a + b†b)2t

}
a exp

{
−iλ~(a†a+ b†b)2t

}
=

= exp
{
−2iλ~(a†a + b†b+ 1/2)t

}
a. (3.66)

Procedendo então com cálculo semelhante ao que foi feito em uma dimensão
obtém-se:

〈a(t)〉 = [α0 cos(µt) − iβ0 sen(µt)]e−iσte−iλ~t exp
{
S
(
e−2iλ~t − 1

)}
. (3.67)

Novamente, expandindo-se a solução quântica de acordo com o limite dado
em (3.49) obtém-se o valor médio clássico.

3.5 Análise Semiclássica no Oscilador Quártico

Duplo

Vamos agora ao tratamento semiclássico. A hamiltoniana semiclássica terá
a forma:

Hsc = A0(t)a
†a+B0(t)b

†b+A+(t)a†+B+(t)b†+A−(t)a+B−(t)b+f(t) . (3.68)

Derivando H em relação à α, β, |α|2, |β|2 e comparando as equações com as
equações para os operadores quânticos, obtém-se a hamiltoniana semiclássica:

Hsc = [~ν + 2λ~
2(|α|2 + |β|2)](a†a+ b†b)+ (3.69)

+µ~(a†β + aβ∗ + αb† + α∗b) − λ~
2(|α|2 + |β|2)2 − µ~(α∗β + αβ∗),

e o respectivo ∆:

∆ = H −Hsc = λ~
2[2(a†a− |α|2)(b†b− |β|2)

+(a†a− |α|2)2 + (b†b− |β|2)2 − a†a− b†b] (3.70)

+µ~[(a† − α∗)(b− β) + (a− α)(b† − β∗)]
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Em [11] encontra-se a seguinte expressão para o valor médio de a(t) se-
gundo a aproximação semiclássica:

〈a(t)〉 = α(t){1 − 2λ2
~

2t2S}. (3.71)

O tempo de Ehrenfest tem expressão bem similar ao modelo com um grau
de liberdade:

tE ∼ 1

λ~
√

2S
. (3.72)

Estamos interessados agora em usar a aproximação para evoluir um estado
coerente. Para tanto vamos obter o operador de evolução semiclássico por
derivação de parâmetros:

Usc = D1(α(t)) exp
{
iω(t)a†a+ iφ(t)

}
D−1

1 (α0) ⊗
⊗D2(β(t)) exp

{
iγ(t)b†b

}
D−1

2 (β0) . (3.73)

Derivando-se e usando a relação (2.76) obtém-se as equações:

−~
dω

dt
= ~ν + 2Sλ~

2 = −~
dγ

dt
(3.74)

−i~
(
α∗

2

dα

dt
− α

2

dα∗

dt
+
β∗

2

dβ

dt
− β

2

dβ∗

dt

)

−S~(σ + 2λ~(S + 1/2)) − ~
dφ

dt
= −µ~(β∗α + βα∗) − Sλ~

2 (3.75)

e as equações para os rótulos são idênticas às equações clássicas. As soluções
de (3.74) e (3.75) podem ser escritas como:

γ(t) = ω(t) = −(ν + 2λ~S)t (3.76)

e
φ(t) = −(σS + 2λ~S + µ~α0β0)t (3.77)

Uma vez obtido Usc, podemos fazer agora o cálculo de |ψ(t) 〉 na aproximação
semiclássica. Passando para representação de interação e tratando ∆ como
aproximação, procedemos conforme (2.75) para obter a evolução do estado
coerente

|α0, β0 〉 ≡ D1(α0) ⊗D2(β0) | 0 0 〉
como sendo:

|ΨI(t) 〉 = A−1D1(α0)⊗D2(β0) {| 00 〉 + c11(t) | 11 〉 + c20(t) | 20 〉 + c02 | 02 〉} ;
(3.78)
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onde os coeficientes cij acima satisfazem as equações diferenciais

dc11
dt

= 2λ~
2α(t)β(t) exp[−iω(t) − iγ(t)]; (3.79)

dc20
dt

=
√

2λ~
2α2(t)e−2iω(t); (3.80)

dc02
dt

=
√

2λ~
2β2(t)e−2iγ(t); (3.81)

juntamente com as condições iniciais cij(0) = 0 e A é a normalização. Estas
equações podem ser resolvidas exatamente, tendo como soluções:

c11(t) =
λ~

2

µ
sen(µt)[2α0β0 − i(α2

0 + β2
0) sen(µt)]

c20(t) =
λ~

2

2µ
√

2
[(α2

0 + β2
0) sen(2µt)+

+2iα0β0(cos(2µt) − 1) + 2µ(α2
0 − β2

0)t]

c02(t) =
λ~

2

2µ
√

2
[(α2

0 + β2
0) sen(2µt)+

+2iα0β0(cos(2µt) − 1) − 2µ(α2
0 − β2

0)t] . (3.82)

A aproximação semiclássica é uma tentativa de se construir a dinâmica
quântica usando elementos clássicos. Para o cálculo de valores médios a
aproximação produz resultados consistentes. Vamos agora investigar a qua-
lidade da aproximação quando esta é utilizada para tentar descrever efeitos
tipicamente quânticos. Inicialmente, vamos testar a aproximação para o
cálculo de uma medida de correlações não clássicas entre os dois graus de
liberdade.

Uma caracteŕıstica importante da mecânica quântica está no fato de o
todo não poder ser completamente determinado pelas partes separadamente
[30]. Quando um sistema f́ısico de dois graus de liberdade é descrito por um
vetor produto do tipo

|ψ 〉 = |u 〉 ⊗ | v 〉 , (3.83)

os valores médios de operadores que atuam nos dois subespaços separada-
mente, isto é, operadores com a forma

Â = A1 ⊗ 1 e B = 1 ⊗ B̂2 , (3.84)

obedecem a igualdade
〈Â〉〈B̂〉 = 〈ÂB̂〉, (3.85)
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indicando que o estado da equação (3.83) está fatorado, seus dois graus de
liberdade foram preparados de forma independente. Pode-se obter toda a
informação a respeito do estado do sistema como um todo a partir da in-
formação dispońıvel nas partes separadamente. No caso em que um estado
não possui aquela forma produto entretanto, existem correlações quânticas
entre os dois graus de liberdade [31] e podemos ter

〈Â〉〈B̂〉 6= 〈ÂB̂〉. (3.86)

Essas correlações são ditas quânticas por possúırem caráter não local, conforme
apontado por Einstein, Podolsky e Rosen em 1935 [2]. Nesse caso, o conhe-
cimento separado das partes, não é capaz de reproduzir o todo.

Para medir as correlações entre as duas partes de um estado puro, vamos
considerar o operador densidade associado a ele, que será o projetor desse
estado:

ρ = |ψ 〉 〈ψ | . (3.87)

Escrevendo ρ como

ρ =
∑

ijαβ

λijαβ |ui 〉 ⊗ | vα 〉 〈uj | ⊗ 〈 vβ | , (3.88)

onde {|ui 〉}, {| vα 〉} são bases para os subsistemas, o traço parcial de ρ

ρ1 = Tr2{ρ} =
∑

ijα

λijαα |ui 〉 〈uj | , (3.89)

representa a informação contida em um dos subsistemas unicamente. Se um
estado puro está fatorado em dois subsistemas assim como em (3.83),

ρ = ρ1 ⊗ ρ2 (3.90)

e ρ1,2 representam estados puros que podem também ser escritos como pro-
jetores. Para ρ1 por exemplo,

ρ1 = | u 〉 〈u | (3.91)

e é claro que ρ2
1 = ρ se ρ representa um estado puro. É posśıvel identificar

se o operador ρ1 representa um estado puro tomando-se o traço de ρ2
1. Se

Tr {ρ2
1} < 1, ρ1 não representa um estado puro, indicando que o estado |ψ 〉

não pode ser escrito em uma forma fatorada ou seja, existem correlações não
locais entre os subsistemas 1 e 2. Na verdade a entropia linear

δ = 1 − Tr
{
ρ2

1

}
(3.92)
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é um quantificador do entrelaçamento entre dois subsistemas em um estado
puro. Usando-se a decomposição de Schimidt [30] pode-se mostrar que ele
é independente do subsistema que tomamos, isto é, tomando se Tr {ρ2

1} ou
Tr {ρ2

2} teŕıamos o mesmo quantificador.
Há uma expressão anaĺıtica para a dependência temporal do Tr {ρ2

1}
de um estado inicial coerente |α0, β0 〉 evoluindo segundo a hamiltoniana
(3.45). Para obtê-la deve-se usar a evolução temporal de um estado coerente
conforme obtida anteriormente. Fazendo isso obtem-se:

Tr
{
ρ2
α

}
= exp{−2(|α|2 + |β|2)}

∑
exp{2|α|2 cos[2(m− n)λ~]}|β|

2m

m!

|β|2n
n!

,

(3.93)
sendo

α = [α0 cos(µt) − iβ0 sen(µt)] e−iσt

β = [β0 cos(µt) − iα0 sen(µt)] e−iσt

Em seu trabalho, Oliveira e colaboradores [11] apresentam também uma
aproximação algébrica para Tr {ρ2

1} válida para tempos curtos:

Tr
{
ρ2

1

}
≈ 1√

1 + |4|α0|2||β0|2~2t2λ2|
(3.94)

Seguindo a análise feita naquele trabalho, percebe-se que o tempo para o
surgimento de uma correlação quântica entre dois subsistemas diminui com
o produto das ações dos dois subsistemas, ao passo que o tempo de Ehrenfest
diminui com a soma destas ações, isto é, efeitos quânticos já são observados
antes que as dinâmicas clássica e quântica se distinguam no que diz respeito
a valores médios de observáveis. Isto parece indicar que o emaranhamento
não pode ser completamente descrito apenas através da evolução temporal
de valores médios.

Vamos aplicar a aproximação semiclássica para obter Tr {ρ2
1} no mesmo

caso, isto é, na evolução de um estado inicial coerente. Esperamos assim
ter uma idéia do quanto a aproximação se adequa ao tentar descrever essa
quantia tipicamente quântica usando elementos de dinâmica clássica.

A expressão para o Tr {ρ2
1} na aproximação semiclássica do oscilador

anarmônico é obtida da equação (3.78). Tomando-se o projetor de |Ψ(t) 〉
como matriz densidade e efetuando-se as operações devidas pare se obter a
entropia linear, obtém-se:

Tr
{
ρ2
α

}
=

1 + |c11|4 + (2 + |c02|2)|c02|2 + (2 + |c20|2)|c20|2)
(1 + |c11|2 + |c20|2 + |c02|2)2

, (3.95)
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onde os coeficientes cij dependem do tempo e são dados pela equação (3.82).
Dá-se através deles a dependência de Tr {ρ2

1} com a constante de não lineari-
dade λ e as condições iniciais. A seguir estão os gráficos que mostram Tr {ρ2

1}
exato e o resultado obtido pela aproximação. Em todos os gráficos, usa-se
µ = (~ν)−1 e a escala de tempo em unidades de ν−1.
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Figura 3.12: Gráfico de Tr {ρ2
1} para o oscilador quártico com dois graus de

liberdade. Linha vermelha: aproximação algébrica dada em (3.94); Linha
verde: expressão exata; Linha azul: Aproximação semiclássica. Para este
conjunto, Sλ~ = 1 e da esquerda para direita, de cima para baixo teremos:
λ = 2; α0 = β0 = 0, 5, λ = 1; α0 = β0 = 1/

√
2, λ = 0, 5; α0 = β0 = 1 e

λ = 0, 125; α0 = β0 = 2.

Pode-se notar que, para tempos curtos, a aproximação semiclássica dá
resultado semelhante ao resultado exato. Isso nos estimula a investigar um
pouco mais. Quais informações puramente quânticas podemos obter a par-
tir da aproximação semiclássica? Quanto da dinâmica quântica pode ser
constrúıda a partir da dinâmica clássica? A evolução semiclássica é feita de
forma a obter os valores médios quânticos como correções ao limite clássico
do modelo. Nada foi colocado como condição, ao se fazer a aproximação se-
miclássica, a respeito do estado. A aproximação semiclássica se revelou ótima
para evoluir médias. Pode-se esperar que o estado evolúıdo pela aproximação
seja semelhante ao estado evolúıdo exatamente?

Para responder a essa pergunta, podemos calcular a fidelidade

Fid = | 〈ψ(t) | ψsc(t) 〉 |2 (3.96)

do estado exato em relação àquele evolúıdo pela aproximação. As figuras a
seguir mostram a evolução temporal da fidelidade para os mesmos valores
onde foi calculado Tr {ρ2

1}.
Há pelo menos dois fatos dignos de nota a respeito desses gráficos. O pri-

meiro deles é que a aproximação em primeira ordem possui quase a mesma

56



0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tr Ρ2
2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tr Ρ2
2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tr Ρ2
2

Figura 3.13: Gráfico de Tr {ρ2
1} para o oscilador quártico com dois graus

de liberdade. Linha vermelha: aproximação algébrica (3.94); Linha verde:
expressão exata; Linha azul: Aproximação semiclássica. Para este conjunto,
Sλ~ = 0, 5 e da esquerda para direita, de cima para baixo teremos: λ =
1; α0 = β0 = 0, 5, λ = 0, 25; α0 = β0 = 1 e λ = 0, 0625; α0 = β0 = 2.
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Figura 3.14: Gráfico da fidelidade Fid = | 〈ψ(t) | ψsc(t) 〉 |2 para o oscilador
quártico com dois graus de liberdade. Linha pontilhada: fidelidade com a
ordem zero da expansão, linha cont́ınua: fidelidade com a primeira ordem
da expansão. Para este conjunto, Sλ~ = 1 e da esquerda para direita, de
cima para baixo teremos: λ = 2; α0 = β0 = 0, 5, λ = 1; α0 = β0 = 1/

√
2,

λ = 0, 5; α0 = β0 = 1 e λ = 0, 125; α0 = β0 = 2.
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Figura 3.15: Gráfico da fidelidade Fid = | 〈ψ(t) | ψsc(t) 〉 |2 para o oscilador
quártico com dois graus de liberdade. Linha pontilhada: fidelidade com a
ordem zero da expansão, linha cont́ınua: fidelidade com a primeira ordem
da expansão. Para este conjunto, Sλ~ = 0, 5 e da esquerda para direita, de
cima para baixo teremos: λ = 1; α0 = β0 = 0, 5, λ = 0, 25; α0 = β0 = 1 e
λ = 0, 0625; α0 = β0 = 2.
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fidelidade que a aproximação em ordem zero. Parece que a inclusão de mais
ordens na aproximação não é capaz de melhorar a fidelidade. O segundo fato
digno de nota é que, em alguns casos a fidelidade vai a zero, e ainda que o
emaranhamento medido por Tr {ρ2

1} seja bem reproduzido pela aproximação.
Esse fato põe em dúvida o desempenho da aproximação quando se trata
do cálculo de grandezas exclusivamente quânticas. Já para um grau de li-
berdade, uma comparação dos gráficos da função de Wigner dos dois ca-
sos (quântico exato e aproximação semiclássica) mostra diferenças quanto
a forma das funções. Uma análise qualitativa, através daquelas figuras nos
leva a deduzir que se a aproximação mantém boa fidelidade com o resultado
exato sua convergência deve ser muito mais lenta que a convergência de va-
lores médios. Isso talvez seja decorrente do fato de a aproximação se basear
no limite clássico de distribuições que se tornam pontos no espaço de fases.
Deve se notar que a evolução temporal de estados coerentes é um assunto
com uma certa riqueza de detalhes e devemos portanto ser mais cuidadosos.
O método dos propagadores [32, 33] por exemplo é uma forma adequada de
se tratar o problema.

Vale a pena indicar entretanto que a inadequação da aproximação se-
miclássica no que diz respeito a propagação de estados coerentes não a des-
qualifica ou diminui seus méritos como método para o cálculo de valores
médios. Vemos que a forma como o método é proposto é consistente com os
resultados, e não há problema algum se a convergência do estado aproximado
não é tão rápida quanto a de valores médios. Um exemplo disso acontece
também com o método variacional [34] aplicado à mecânica quântica.
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Caṕıtulo 4

Modelo de Dicke para

Superradiância

A Hamiltoniana do modelo de Dicke pode ser escrita H = Ho + HI , onde
Ho representa a parte separável da Hamiltoniana e HI representa a interação
átomo-campo. Neste tratamento, cada átomo é considerado um sistema de
dois ńıveis, representando | e 〉 o estado excitado e | g 〉 o estado desexcitado.

Se apenas um modo do campo for considerado e as dimensões ocupa-
das pelos átomos forem pequenas comparadas com o comprimento de onda
do modo em questão, todos os átomos do sistema percebem efetivamente o
mesmo campo, permitindo que a hamiltoniana de Dicke seja escrita como
[35]:

H = a†a+ ǫJz +
G√
2j

(a+ a†)(J+ + J−) , (4.1)

onde G é uma constante de interação entre átomo e campo.
A equação (4.1) apresenta um termo (aJ− +a†J+). A interpretação f́ısica

para este termo é a criação de um fóton no campo com correspondente ex-
citação atômica. Usando teoria de perturbação, pode-se mostrar [34] que no
cálculo de taxas de transição, sua contribuição contém um fator (ω0 +ωm)−1.
Perto da ressonância, ω0 ≈ ωm, este termo se torna despreźıvel comparado
com o termo conservativo (aJ+ + a†J−). Se este termo for descartado, faz-se
a chamada aproximação de onda girante, e a Hamiltoniana do modelo passa
a ser escrita como:

HRWA = a†a+ ǫJz +
G√
2j

(aJ+ + a†J−). (4.2)

Para este caso, há uma conservação no número de fótons e átomos excitados,
[a†a + Jz, H ] = 0. O fenômeno da super-radiância pode ser mostrado pelo
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cálculo da taxa de transição atômica:

I = Io| 〈 j m | J− | j m+ 1〉 |2 = Io(j +m)(j −m+ 1). (4.3)

No caso N = 1, o estado | j m 〉 =
∣∣ 1

2
1
2

〉
terá taxa de transição dada por

I = Io, ou seja, Io representa a taxa de transição de uma part́ıcula isolada.
Um estado com m ∼= 0 terá uma taxa de emissão máxima, sendo proporcional
a N2. Este estado é chamado Super-radiante.

4.1 Limite Clássico do Modelo de Dicke

Conforme discutido anteriormente, a Hamiltoniana de Dicke descreve N
átomos de dois ńıveis sujeitos a um campo eletromagnético de freqüência
ω e é dado por (em unidades de ~ω):

H = ǫJz + a†a+
G√
N

(J+ + J−)(a+ a†) (4.4)

O correspondente clássico da Hamiltoniana (4.4) é obtido pela projeção
em estados coerentes

H(x, y) ≡ 〈 x, y | H | x, y〉 , (4.5)

onde |x, y 〉 ≡ | x 〉 ⊗ | y 〉 é um produto direto de dois estados coerentes
obtidos como:

|x, y 〉 = exp{xa† − x∗a} ⊗ exp

{
arctan |y|

|y| (yJ+ − y∗J−)

}
| 0 〉 ⊗ | J, −J 〉

(4.6)
e x, y representam os rótulos dos estados coerentes, isto é, são as variáveis
complexas nas quais H(x, y) gera uma dinâmica clássica. Pode-se escrever
H(x, y) como sendo:

H(x, y) = |x|2 − jǫ

(
1 − |y|2
1 + |y|2

)
+

2j

1 + |y|2
G√
2j

(x+ x∗) (y + y∗) . (4.7)

Essa hamiltoniana gera as seguintes equações para os rótulos x e y:

dx

dt
= −i∂HN

∂x∗
= −i

(
x+

NG(y + y∗)√
N(1 + |y|2)

)
(4.8)

dy

dt
= −i(1 + |y|2)2

N

∂HN

∂y∗
= −i

(
ǫy +

G(1 − y2)(x+ x∗)√
N

)
(4.9)

dx∗

dt
= i

∂HN

∂x
= i

(
x∗ +

NG(y + y∗)√
N(1 + |y|2)

)
(4.10)

dy∗

dt
= i

(1 + |y|2)2

N

∂HN

∂y
= i

(
ǫy∗ +

G(1 − y∗2)(x+ x∗)√
N

)
(4.11)
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Para o oscilador quártico foi relativamente fácil obter o limite clássico,
bastando fazer a equação para evolução temporal da função de Wigner se
tornar equivalente à equação de Fokker-Plank. Definiu-se uma nova variável
que é escalonada pelo tamanho caracteŕıstico do sistema, que no caso era a
ação clássica. Fez-se também com que a constante de não linearidade fosse
a zero e a ação se tornasse arbitrariamente grande. Nesse caso, as flutuações
relativas desaparecem e obter o limite clássico dessa forma é na verdade fazer
com que distribuições de quasi-probabilidade se tornem pontos no espaço de
fases.

Um limite clássico semelhante pode ser obtido no modelo de Dicke. Aqui
no entanto não é prático obter esse limite através da equação para a função de
Wigner, pois a álgebra de su(2) torna esse trabalho complicado. A questão
é que a equação de evolução temporal para a função de Wigner nesse caso
depende do tamanho caracteŕıstico do modelo, o número N de átomos, de
forma não trivial, como ocorreu no caso do oscilador quártico. O leitor
interessado pode encontrar uma dedução da equação para a função de Wigner
do modelo Dicke com 1 átomo (j = 1/2) em [36].

Para definir um limite clássico no modelo de Dicke, vamos nos basear num
teorema de Hepp e Lieb [37]. Este limite clássico é semelhante àquele obtido
no oscilador quártico. Serão considerados aqui a equação de movimento de
variáveis intensivas definidas como:

J̃+,−,z =
J+,−,z
N

; ã =
a√
N

; ã† =
a†√
N
. (4.12)

As equações de movimento para estes operadores são obtidas através do
comutador com a hamiltoniana (4.4) e são dadas por:

˙̃J+ = i
[
ǫ J̃+ − 2GJ̃z(ã+ ã†)

]
, (4.13)

˙̃J− = −i
[
ǫ J̃− − 2GJ̃z(ã + ã†)

]
, (4.14)

˙̃Jz = −iG (J̃+ − J̃−)(ã+ ã†), (4.15)

˙̃a = −i
[
ã +G (J̃+ + J̃−)

]
, (4.16)

˙̃a† = i
[
ã† +G (J̃+ + J̃−)

]
. (4.17)

Um desses operadores, descrevendo a densidade de fótons na cavidade ˜a†a,
foi usado por Wang e Hioe [38] para descrever a transição de fase no modelo
no limite termodinâmico.

Outro conceito importante na descrição do limite clássico de Hepp e Lieb
é o de “estado clássico”. Vamos representar os operadoes intensivos definidos
acima através da notação: {AiN}5

i=1.
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Considere HN como sendo o espaço de Hilbert correspondente aos estados
de N átomos interagindo com um modo do campo eletromagnético. Suponha
que para um dado operador densidade χN atuando emHN seja posśıvel tomar
o limite

lim
N→∞

Tr
{
χNAiN

}
= αi (4.18)

para um número complexo αi. Este operador densidade χN representa um
estado clássico com relação aos operadores {AiN} com valor αi se, além do
limite existir, for posśıvel também escrever:

lim
N→∞

Tr
{
χN(AiN − αi)†(AiN − αi)

}
= 0. (4.19)

Em outras palavras, suponha que temos o operador densidade representando
o estado do modelo para um dado N e o representamos por χN . Suponha
agora que podemos associar um operador densidade do modelo com N + 1
átomos com o operador densidade obtido para o modelo com N átomos
através dos valores médios e variâncias de operadores nesses dois espaços.
Queremos que os valores médios e variâncias de operadores no estado χN+1

sejam os mais próximos dessas quantidades no estado χN . Queremos assim
formar uma sequência de operadores densidade {χN}. Se no limite N → ∞
o valor médio de cada um dos operadores AiN definidas acima tende aos
valores αi e, além disso a variância desses operadores nesse estado vai a zero,
χN representa um estado clássico com valor αi.

Um exemplo de estados clássicos são os estados coerentes generalizados
dados por:

|α, y 〉 ≡ D(
√
Nx) ⊗D(y) |0 〉 | j, −j 〉 . (4.20)

Vemos que é posśıvel obter uma sequência de estados coerentes de diferentes
N ’s, sendo que neste caso iremos variar o

√
N no rótulo x e o valor de j no

grau de liberdade dos átomos. Pela ação dos operadores deslocamento nas
álgebras respectivas e usando N = 2j pode-se obter:

〈α, y | ã |α, y〉 = x; (4.21)

〈α, y | ã† |α, y〉 = x∗; (4.22)

〈α, y | J̃+ |α, y〉 =
y∗

1 + |y|2 ≡ 〈J̃+〉; (4.23)

〈α, y | J̃− |α, y〉 =
y

1 + |y|2 ≡ 〈J̃−〉; (4.24)

〈α, y | J̃z |α, y〉 = −1

2

(
1 − |y|2
1 + |y|2

)
≡ 〈J̃z〉. (4.25)
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As equações (4.21) a(4.25) mostram que o limite em (4.18) está bem de-

finido para o estado χN =
∣∣∣
√
Nx, y

〉〈√
Nx, y

∣∣∣. Pode-se também mostrar

a condição da variância dada por (4.19). Para o grau de liberdade do campo,

D†(
√
Nx)ãD(

√
Nx) = ã+ x , (4.26)

então a variâcia dos operadores do campo vai a zero trivialmente. Para o
grau de liberdade atômico pode-se escrever:

〈 y | (J̃z − 〈J̃z〉)†(J̃z − 〈J̃z〉) | y〉 =
1

N

|y|2
1 + |y|2 , (4.27)

〈 y | (J̃+ − 〈J̃+〉)†(J̃+ − 〈J̃+〉) | y〉 =
1

N

|y|4
(1 + |y|2)2

, (4.28)

〈 y | (J̃− − 〈J̃−〉)†(J̃− − 〈J̃−〉) | y〉 =
1

N

|y|4
(1 + |y|2)2

. (4.29)

E vemos que a variância vai a zero quando N → ∞. Dadas as definições
de variável intensiva e estado clássico, podemos agora enunciar o teorema de
Hepp e Lieb [37]:

Se χN é um estado clássico em relação a {ã, ã†, J̃z, J̃+, J̃−} no ponto

~r = {〈ã〉, 〈ã†〉, 〈J̃z〉, 〈J̃+〉, 〈J̃−〉} ,

o estado evolúıdo pela hamiltoniana (4.4), χN(t) = e−iHtχN(0)eiHt, será
também um estado clássico no ponto

~r(t) = {〈ã〉(t), 〈ã†〉(t), 〈J̃z〉(t), 〈J̃+〉(t), 〈J̃−〉(t)} ,

e a evolução de ~r(t) será dada pelas equações clássicas:

〈 ˙̃J〉+ = i
[
ǫ 〈J̃+〉 − 2G〈J̃z〉(〈ã〉 + 〈ã†〉)

]
, (4.30)

〈 ˙̃J−〉 = −i
[
ǫ 〈J̃−〉 − 2G〈J̃z〉(〈ã〉 + 〈ã†〉)

]
, (4.31)

〈 ˙̃Jz〉 = −iG (〈J̃+〉 − 〈J̃−〉)(〈ã〉 + 〈ã†)〉, (4.32)

〈 ˙̃a〉 = −i
[
〈ã〉 +G (〈J̃+〉 + 〈J̃−〉)

]
, (4.33)

〈 ˙̃a†〉 = i
[
〈ã†〉 +G (〈J̃+〉 + 〈J̃−〉)

]
. (4.34)
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4.2 Aproximação Semiclássica no modelo de

Dicke

Vamos agora obter as correções ao limite clássico de Hepp e Lieb usando
a aproximação semiclássica. Lembrando a receita dada anteriormente, a
hamiltoniana semiclássica deve ser linear e deve satisfazer as condições de
correspondência de equações. Ao final, somam-se termos proporcionais à
identidade para garantir que H = 〈x, y | Hsc | x, y〉.

Para o modelo de Dicke a Hamiltoniana semiclássica pode ser escrita
como:

Hsc = a†a+ ǫJz

+
G√
2j

[
(a† − x∗)〈J−〉 + (a− x)〈J+〉 + x∗J− + xJ+

]

+
G√
2j

[
(a† − x∗)〈J+〉 + (a− x)〈J−〉 + x∗J+ + xJ−

]
, (4.35)

onde 〈J±〉 = 〈 y | J± | y〉, é o valor médio de J± no estado coerente atômico
de rótulo y, e x = 〈 x | a |x〉 o valor médio do operador a no estado coerente
do campo com rótulo x.

Para determinar o operador de evolução semiclássico usa-se o método de
derivação de parâmetros descrito anteriormente e obtém-se:

Usc = D1(x) exp{iω(t)a†a+ φ(t)}D−1
1 (x0) ⊗D2(y) exp{iν(t)Jz}D−1

2 (y0),
(4.36)

onde x0, y0 correspondem aos rótulos dos estados coerentes iniciais, x, y
são dados pelas trajetórias clássicas de H(x, y) e a dependência temporal
dos parâmetros ω, ν, φ é encontrada derivando (4.36) e comparando com a
hamiltoniana semiclássica, conforme (2.76). Obtém-se assim:

ω(t) = −t; (4.37)

ν̇ = −ǫ+
G√
2j

(xy∗ + x∗y) +
G√
2j

(x∗y∗ + xy); (4.38)

φ̇ =
j[G(xy∗ + x∗y) +G(xy + x∗y∗)]√

2j(1 + |y|2) ; (4.39)

A perturbação ∆ = H −Hsc é dada por:

∆ =
G√
2j

[
(a† − x∗)(J− − 〈J−〉) + (a† − x∗)(J− + 〈J+〉)+ (4.40)

(a− x)(J− + 〈J+〉) + (a− x)(J− − 〈J−〉)] .
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Usando-se então a equação (2.76) obtém-se a evolução do estado de forma
perturbativa. Até primeira ordem em ∆ a aproximação semiclássica fornece
para o modelo de Dicke:

∣∣ΨI(t)
〉

=
|x0, y0 〉 + c11(t) |x1, y1 〉

(1 + |c11(t)|2)1/2
, (4.41)

onde |xn, yk 〉 são estados coerentes obtidos pela ação do operador desloca-
mento nos estados excitados da base canônica:

|xn, yk 〉 = D1(x0) ⊗D2(y0) |n; j,−j + k 〉 .

O coeficiente c11 é obtido da equação:

ċ11(t) = −i G [1 − y2(t)]√
2j [1 + |y(t)|2] exp {i [t− ν(t)]} . (4.42)

Para ordens superiores pode-se usar:

∣∣ΨI(t)
〉(n)

= −i
∫ t

0

dτ∆(τ)
∣∣ΨI(τ)

〉(n−1)
, (4.43)

onde
∣∣ΨI(t)

〉(n)
representa a correção de n-ésima ordem. A forma geral de∣∣ΨI(t)

〉
pode ser escrita como:

∣∣ΨI(t)
〉

= A−1

{
(1 + c00) |x0, y0 〉 +

∑

ij

cij(t) |xi, yj 〉
}
, (4.44)

onde o coeficiente A é uma normalização e | xn, yk 〉 é o estado de referência
generalizado como anteriormente. Até segunda ordem, obtém-se:

ċ00(t) =
−ic11(t)G(1 − y∗2)e−it+iν(t)

1 + |y|2 (4.45)

ċ01(t) =
ic11(t)2G(y∗ + y)e−it√

2j(1 + |y|2) (4.46)

ċ02(t) =
−ic11(t)G(1 − y2)e−it−iν(t)

1 + |y|2 (4.47)

ċ20(t) =
−ic11(t)

√
2G(1 − y∗2)eit+iν(t)

1 + |y|2 (4.48)

ċ21(t) =
ic11(t)2

√
2G(y + y∗)eit√

2j1 + |y|2 (4.49)

ċ22(t) =
−ic11(t)

√
2G(1 − y2)e−it−iν(t)

1 + |y|2 . (4.50)
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Utilizando-se a aproximação semiclássica, podemos obter os primeiros
termos de correção ao limite clássico do modelo de Dicke, isto é, os termos
de ordem N−1. Para isso, deve-se considerar os valores esperados da forma

〈Ô〉 = 〈α(t), y(t) | Ô |α(t), y(t)〉 , (4.51)

onde o estado clássico é o estado coerente:

|α(t), y(t) 〉 ≡ D(
√
Nx(t)) ⊗D(y(t)) | 0 〉 ⊗ | j,−j 〉 . (4.52)

Com a aproximação semiclássica até segunda ordem, obtém-se os valores
esperados:

• Para ã até 2.a ordem:

〈α̃〉(t) = x(t) +
1

A
√
N

(c11c
∗
01 + c21c

∗
11); (4.53)

• Para J̃z até 2.a ordem:

〈J̃z〉(t) =
1

2

[
1 − |y(t)|2
1 + |y(t)|2

]
(4.54)

+
y(t)[(1 + c00)c

∗
01 + c20c

∗
21] +

√
2(c01c

∗
02 + c21c

∗
22)

A
√
N [1 + |y(t)|2]

+ c.c.;

• Para ã2:

〈α̃2〉(t) = x(t)2 +
1

AN
{2 (c11c

∗
01 + c21c

∗
11) (4.55)

+
√

2 [c22c
∗
02 + c21c

∗
01 + c20(1 + c00)

∗]
}

;

• Para J̃z
2

as correções já aparecem em primeira ordem:

〈J̃z
2〉(t) =

1

4

[
1 − |y(t)|2
1 + |y(t)|2

]2

(4.56)

+

{
[1 − |y(t)|2]2 |c11|2 + |y(t)|2(1 + 3|c11|2)

N(1 + |c11|2) [1 + |y(t)|2]2

}
;

• os valores médios dos termos de interação na Hamiltoniana são dados
por:

〈ãJ̃+〉 =
x(t)y∗(t)

2 [1 + |y(t)|2] +
x(t)

A
√
N

{(1 + c00)c
∗
01 + c20c

∗
21

+
√

2(c01c
∗
02 + c21c

∗
22) − y∗(t) [c01(1 + c00)

∗ + c21c
∗
20]

−
√

2y∗(t)(c02c
∗
01 + c22c

∗
21)
}
, (4.57)

com expressões similares para os outros termos.
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4.3 Resultados e conclusão

Nas equações acima, os cij tem sua dependência temporal dadas pelas equações
(4.45) a (4.50) e os rótulos x(t), y(t) obedecem as equações de movimento
clássicas. É posśıvel reconhecer

x(t) e
[
1 − |y(t)|2

]
/
{
2
[
1 + |y(t)|2

]}

como a média dos operadores ã e J̃z respectivamente. Além disso, as equações
(4.53) a (4.57) concordam com o limite clássico de Hepp e Lieb [equação
(4.19)]. Essas correções são o resultado principal desse trabalho e vemos que
eles são de ordem 1/

√
N ou 1/N .

Note que os coeficientes cij(t) dependem de N e t, através de (4.45) a
(4.50). Pode se questionar então: qual a validade da aproximação? Existiria
um domı́nio N − t onde podemos tratar as correções como tal? Uma forma
de responder essa pergunta é olhando o domı́nio N − t onde os termos de
correção são pequenos o suficiente. Deve-se levar em consideração que dife-
rentes condições iniciais terão diferentes regimes de validade. Como todos
os coeficientes, exceto 1 + c00, estão relacionados às correções semiclássicas,
uma maneira sugestiva de se testar o regime N − t seria através da razão:

R(t) ≡
∑

|ckl(t)|
|1 + c00(t)|

. (4.58)

Quando razão R(t) é pequena, as correções quânticas não são tão impor-
tantes e podem portanto ser tratadas como correções. À medida que R(t) se
torna apreciável, afasta-se do regime semiclássico e deve-se levar em conta
mais termos na expansão. Talvez o resultado mais interessante é que, para
pequenos valores de N , as correções quânticas mostram dependência em N
(mantendo-se as outras variáveis fixas). Entretanto, a medida que se au-
menta N , R(t) se torna uma curva “universal” que é independente de N ,
apesar de continuar dependendo do estado inicial. Também na região onde
t < ω−1 R(t) não depende de N .

Os resultados que foram publicados em [39] são ilustrados nas figuras a
seguir, onde 4.1 e 4.2 mostram a dependência de R(t) nas condições iniciais
bem como o comportamento para N grande. Figuras 4.3 e 4.4 mostram a
dependência de R(t) com a constante de acoplamento. Para o caso G = 0.5
o modelo está passando pela transição de fase, fazendo com que tenhamos
um R bem maior (repare a escala de valores de R), indicando que a validade
da expansão está limitada a valores bem pequenos de t.
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Figura 4.1: R(t) para vários valores de N . ǫ = 1; G = 0.2; x0 =
0.404748; y0 = −0.0708881.
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Figura 4.2: R(t) para vários valores de N . ǫ = 1; G = 0.2; x0 =
0.0707107(1 + i); y0 = 0.0710669(1 + i).
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Figura 4.3: R(t) para vários valores de N . ǫ = 1; G = 0.01; x0 =
0.0707107(1 + i); y0 = 0.0710669(1 + i).
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Figura 4.4: R(t) para vários valores de N . ǫ = 1; G = 0.5; x0 =
0.0707107(1 + i); y0 = 0.0710669(1 + i).
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Caṕıtulo 5

Sistemas Quânticos

Markovianos na Representação

de Weyl

A representação de Weyl é uma representação de operadores que usa a função
de Wigner e a função caracteŕıstica, também conhecida como função de cor-
das. Neste caṕıtulo será feito um estudo de sistemas abertos markovianos
usando a função de Wigner como principal meio para tratar a álgebra dos
problemas que serão apresentados. Em alguns casos, utilizando-se as pro-
priedades da função de Wigner descritas no caṕıtulo “Ferramentas”, será
posśıvel uma interpretação direta de alguns desses resultados. A análise a
ser feita vai se restringir à álgebra do grupo de Weyl-Heisenberg, h4. Trata-
remos do problema de dois bósons idênticos evoluindo sob uma hamiltoniana
quadrática acoplados a um reservatório. Considerando que a indistiguibi-
lidade de part́ıculas no sentido quântico é uma propriedade a ser preser-
vada pelo acoplamento com o reservatório, encontraremos as condições que a
equação markoviana deve preencher para fornecer uma descrição compat́ıvel
com o que é observado na natureza.

5.1 Sistemas Quânticos Abertos

Como mencionado na introdução, todo sistema f́ısico interage, ainda que
muito fracamente, com o ambiente à sua volta. Tal como descrito pela ter-
modinâmica, esse ambiente - aqui chamado de reservatório - possui infinitos
graus de liberdade e estamos interessados na dinâmica do sistema somente.
Quanticamente podemos obter a evolução temporal do sistema se evoluir-
mos o sistema composto e fizermos o traço sobre os graus de liberdade do
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reservatório. Entretanto, tendo o reservatório infinitos graus de liberdade,
tal procedimento se torna imposśıvel. O que se faz portanto [31] é, a par-
tir da equação para o sistema composto, deduzir uma equação para a matriz
densidade reduzida do sistema, ρS. Dessa forma, obtém-se uma equação mes-
tra quântica análoga à equação de Fokker-Plank para distribuições clássicas.
Para realizar tal procedimento, são feitas aproximações e supostas certas
condições. A equação final obtida deve preservar ρS como operador densi-
dade, isto é, ρS(t) deve satisfazer [17]:

• Não-negatividade, ou seja, se HS é o espaço de Hilbert do sistema,

〈 v | ρS(t) | v〉 ≥ 0 ∀ | v 〉 ∈ HS ; (5.1)

• O operador densidade deve ser hermitiano,

ρS(t) = ρ†S(t) ; (5.2)

• O operador densidade deve ter traço unitário,

Tr {ρS(t)} = 1 . (5.3)

Vale lembrar que a evolução dada pela equação mestra é não unitária, e
podemos ter no final um operador densidade que não mais corresponde a um
estado puro. Por outro lado, este processo pode destruir correlações quânticas
presentes inicialmente em ρS e assim gerar um estado com caracteŕısticas
clássicas. Esta é uma forma de se obter o mundo clássico a partir da Mecânica
Quântica [40].

Dependendo das aproximações que fazemos para a dedução da equação
mestra, podemos obter diferentes formas de equação. Dentre as diferentes
aproximações, uma que se destaca é a aproximação markoviana. As equações
mestras markovianas são obtidas sob a condição de fraco acoplamento entre
sistema e reservatório e efeitos de memória ou histórico de evolução des-
preźıveis, ou seja, para estas equações não importa a maneira como ρS(t)
evoluiu desde o instante inicial, mas apenas as informações nele contidas
no instante t. De acordo com o teorema estrututal de Lindblad [41], uma
equação mestra que satisfaz condições markovianas pode sempre ser colocada
na forma

i~
dρS
dt

= [HS, ρS] + i
∑

k

(
LkρSL

†
k −

1

2
L†
kLkρS −

1

2
ρSL

†
kLk

)
, (5.4)

onde os operadores de Lindblad Lk’s são funções dos operadores do sistema.
Para escrever a evolução temporal de um sistema quântico aberto, pode-se,
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em muitos casos, supor que a interação do sistema com o reservatório seja tal
que é posśıvel escrever a equação mestra na forma de Lindblad e determinar
a forma desses operadores empiricamente [42]. Vale lembrar. entretanto,
que nem toda equação na forma de Lindblad possui significado f́ısico. Nor-
malmente condições suplementares são colocadas sobre estes operadores para
correspondência com uma verdadeira evolução markoviana como tratado por
Peixoto de Faria e Nemes em [43]. Obteremos agora condições suplemen-
tares no caso em que é necessário preservar a indistinguibilidade de duas
part́ıculas.

Para tratar do problema, vamos supor que existe um operador de troca Ê
que, ao atuar na função de onda de duas part́ıculas, realiza uma permutação
entre essas part́ıculas. Assim, se 〈x1 ,x2 | ψ 〉 = ψ(x1,x2) representa a função
de onda do sistema de duas part́ıculas,

〈x1 ,x2 | Ê |ψ 〉 = 〈x2 ,x1 | ψ 〉 = ψ(x2,x1) . (5.5)

Se estamos tratando um sistema de part́ıculas idênticas bosônicas,

ψ(x2,x1) = ψ(x1,x2) (5.6)

e portanto a função de onda de duas part́ıculas idênticas deve ser uma auto-
função de Ê. Além do mais, se um sistema é descrito por uma hamiltoniana
H que preserva a indistiguibilidade de part́ıculas,

[Ê, H ] = 0 . (5.7)

Se, além da evolução unitária, as part́ıculas idênticas estão acopladas a um re-
servatório e queremos poder continuar tratando as part́ıculas como idênticas,
Ê deve ser de certa forma imune à ação do reservatório. Vamos tratar agora
do caso espećıfico onde o acoplamento com o reservatório possa ser descrito
por uma equação mestra markoviana onde os operadores de Lindblad apare-
cem como combinação linear dos operadores q̂ e p̂:

Lj = λj1q̂1 + λj2q̂2 + µj1p̂1 + µj2p̂2 . (5.8)

Inicialmente, façamos uma transformação de coordenadas:

R̂ =
q̂1 + q̂2

2
, r̂ = q̂1 − q̂2 , (5.9)

P̂ = p̂1 + p̂2 p̂ =
p̂1 − p̂2

2
. (5.10)

Nessa transformação, R̂ e P̂ são, respectivamente, o operador de posição
e momentum do centro de massa, ao passo que r̂ e p̂ são o operadores de
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posição e momentum das coordenadas relativas. As seguintes relações de
comutação são observadas:

[R̂, P̂ ] = i~ , [r̂, p̂] = i~ , (5.11)

[R̂, p̂] = 0 , [r̂, P̂ ] = 0 , (5.12)

e as demais são zero trivialmente. Nesse sistema de coordenadas, podemos
escrever o operador de troca como sendo

Ê = 1 ⊗ Πr , (5.13)

onde Πr é o operador paridade que atua exclusivamente nas coordenadas
relativas, com as propriedades:

Π†
r = Π−1

r = Πr ; (5.14)

Πrr̂Πr = −r̂ , Πrp̂Πr = −p̂ . (5.15)

Já o operador de Lindblad terá a forma:

Lj = ΛjR̂ + ΓjP̂ + µj r̂ + ηj p̂ . (5.16)

Na representação de Heisenberg, a evolução temporal do operador Ê pela
equação mestra é dada por:

dÊ

dt
= − 1

i~
[H, Ê] +

1

2~

∑

j

(
2L†

jÊLj − L†
jLjÊ − ÊL†

jLj

)
. (5.17)

Se estamos tratando de um sistema de part́ıculas idênticas, [H, Ê] = 0 por
hipótese. Se queremos uma interação com o reservatório que preserve a
indistiguibilidade, devemos ter então

1

2~

∑

j

(2L†
jL

′
j − L†

jLj − (L†
j)

′L′
j)Πr = 0 . (5.18)

onde L′
j = ΠrLjΠr. Procedendo com este cálculo, percebe-se que as condições

para que a igualdade acima se verifique independem dos coeficientes dos ope-
radores do centro de massa em (5.16), pois elas se cancelam automaticamente,
ao passo que os coeficientes das coordenadas relativas devem satisfazer

∑

j

|µj|2 = 0 e
∑

j

|ηj |2 = 0 , (5.19)

que só pode ser feito escolhendo-se µj = ηj = 0 para todo j. Em outras
palavras, se o acoplamento com o reservatório é descrito por operadores de
Lindblad lineares nas variáveis q̂1,2, p̂1,2, a condição suficiente e necessária
para se preservar a indistiguibilidade de part́ıculas é de que o reservatório
tenha ação unicamente no centro de massa do sistema.
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5.2 Equações de movimento para a função de

Wigner e função de Cordas

Uma das vantagens de se utilizar a representação de Weyl está na facilidade
de se contrastar resultados clássicos e quânticos de um mesmo modelo. Para
fazer uso dessa vantagem, é necessário que seja obtida uma equação de movi-
mento da função de Wigner em termos das derivadas das variáveis canônicas
(q, p). Isso é posśıvel utilizando-se a equação para evolução do operador
densidade ρ juntamente com a representação de Weyl dos operadores q̂ e p̂.

Suponhamos por exemplo que a evolução temporal de um sistema quântico
seja descrita pela hamiltoniana:

Ĥ(p̂, q̂) = F (p̂) + V (q̂) . (5.20)

Considerando a equação
i~ρ̇ = [H, ρ̂] , (5.21)

podemos obter uma equação para a função de Wigner do estado ρ, Wρ,
aplicando a transformada de Weyl, que é simplesmente definição da função
de Wigner, nos dois lados da equação. Podemos escrever a transformada de
Weyl como sendo

W(•) ≡
∫
dp′ 〈 p+ p′/2 | • | p− p′/2〉 eip′q/~ (5.22)

ou

W(•) ≡
∫
dq′ 〈 q + q′/2 | • | q − q′/2〉 e−ip′q/~ , (5.23)

de acordo com a conveniência. No comutador há 2 termos:

F (p̂)ρ− ρF (p̂), e V (q̂)ρ− ρV (q̂) . (5.24)

Para F (p̂)ρ− ρF (p̂) considere:

1

2π~

∫
dp′ 〈 p + p′/2 | (F (p̂)ρ− ρF (p̂)) | p− p′/2〉 eip′q/~ . (5.25)

Trocando-se o operador p̂ pelo seu autovalor p,

=
1

2π~

∫
dp′[F (p+p′/2)−F (p−p′/2)] 〈 p+ p′/2 | ρ | p− p′/2〉 eip′q/~ . (5.26)

Fazendo a expansão em série de Taylor de F (p± p′/2)

F (p+ p′/2) =
∑

k

(p′/2)k

k!

∂kF (p)

∂pk
, (5.27)
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F (p− p′/2) =
∑

k

(−p′/2)k

k!

∂kF (p)

∂pk
, (5.28)

teremos

F (p+ p′/2) − F (p− p′/2) = 2
∑

k

1

k!
(p′/2)k

∂kF

∂pk
. (5.29)

Podemos escrever p′ que aparece nesta equação como a derivada da exponen-
cial:

∂

∂q
eip

′q/~ =
i

~
p′eip

′q/~ . (5.30)

Portanto,

p′keip
′q/~ = (−i~ ∂

∂q
)keip

′q/~ . (5.31)

e podemos escrever a transformada de Weyl do comutador como sendo
∫
dp′ 〈 p+ p′/2 | [F (p̂), ρ] | p− p′/2〉 eip′q/~ =

2
∑

k impar

1

k!

(
−i~

2

)k
∂kF

∂pk
∂k

∂qk
Wρ . (5.32)

Para V (q̂) procede-se de maneira análoga, mudando apenas para a repre-
sentação de posição e obtendo q′ pela derivada:

q′keipq
′/~ = (i~

∂

∂p
)ke−ipq

′/~ . (5.33)

A transformada de Weyl será dada por
∫
dq′ 〈 q + q′/2 | [V (q̂), ρ] | q − q′/2〉 e−ipq′/~ =

2
∑

k impar

1

k!

(
i~

2

)k
∂kV

∂qk
∂k

∂qk
Wρ . (5.34)

Semelhanças ou diferenças entre as evoluções clássica e quântica de uma
distribuição podem ser feitas comparando-se a evolução temporal quântica da
função de Wigner com a evolução temporal da mesma função via parênteses
de Poisson. Um caso particular guarda perfeita igualdade entre as duas
evoluções. É o caso em que a hamiltoniana quântica é uma função quadrática
dos operadores p̂ e q̂. Nesse caso, a hamiltoniana tem a seguinte forma:

H(p̂, q̂) = ap̂2 + bq̂2 + s(p̂q̂ + q̂p̂) . (5.35)
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Aplicando a transformada de Weyl nos vários termos que aparecem no co-
mutador, podemos obter:

W([ap̂2, ρ]) = 2a(
−i~
2

)2p
∂Wρ

∂q
; (5.36)

W([bq̂2, ρ]) = 2b(
i~

2
)2q

∂Wρ

∂p
. (5.37)

Para o termo p̂q̂ + q̂p̂,

W([p̂q̂ + q̂p̂, ρ]) = W(p̂q̂ρ− ρp̂q̂ + q̂p̂ρ− ρq̂p̂)

= W(p̂q̂ρ) −W(ρp̂q̂) + W(q̂p̂ρ) −W(ρq̂p̂)

que pode ser manipulado para obter

W(p̂q̂ρ) = W(ρq̂p̂) = (p− i~

2

∂

∂q
)(i~

∂

∂p
)Wρ (5.38)

W(ρp̂q̂) = W(q̂p̂ρ) = (q − i~

2

∂

∂p
)(i~

∂

∂q
)Wρ , (5.39)

resultando em:

W([p̂q̂ + q̂p̂, ρ]) =

[
2i~

(
p
∂

∂p
− q

∂

∂q

)
Wρ

]
. (5.40)

A evolução temporal da função de Wigner será dada por:

i~
∂Wρ

∂t
= W([H, ρ])

∂Wρ

∂t
= −2ap

∂Wρ

∂q
+ 2bq

∂Wρ

∂p
+ 2s

(
p
∂Wρ

∂p
− q

∂Wρ

∂q

)
(5.41)

Nesse caso, a evolução temporal da função de Wigner é igual à evolução
clássica dada pelos parênteses de Poisson tomados em relação à uma hamil-
toniana clássica quadrática em q e p:

∂Wρ(x)

∂t
= {H(x),Wρ(x)} . (5.42)

Esse resultado seria igualmente válido se adicionássemos algum termo linear
em q̂ e p̂ ou se estivéssemos tratando de hamiltonianas quadráticas com mais
graus de liberdade. Podemos comparar isso ao que foi feito no caṕıtulo
anterior, quando a hamiltoniana semiclássica era escrita de tal forma que só
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contivesse termos lineares nos operadores da álgebra h4. O termo linear em
a†a naquele caso corresponde a forma quadrática em p̂ e q̂.

Para a função de cordas pode-se seguir o mesmo procedimento e obter re-
sultado semelhante. Nesse caso a evolução temporal será dada pela equação:

∂W̃ρ(ξ)

∂t
=
{
H(ξ), W̃ρ(ξ)

}
. (5.43)

onde ξ = (ξp, ξq) e a função H(ξ) deve ser entendida como sendo a hamilto-
niana clássica avaliada no ponto (p = ξp, q = ξq).

Tomemos dois bósons interagindo como dois osciladores harmônicos aco-
plados. Temos então:

Ĥ

~
=
ω

2
(p̂2

1 + q̂2
1 + p̂2

2 + q̂2
2) + λq̂1q̂2 (5.44)

onde q̂i, p̂i são os operadores para posição e momentum da part́ıcula i, ω a
freqüência do oscilador e λ uma constante de interação real positiva, λ <
ω. Usando-se a representação de Weyl para os operadores q̂i, p̂i, obtemos a
hamiltoniana na representação de Weyl:

H(x) = x · Hx (5.45)

onde x = (p1, p2, q1, q2) e H é dado por:

H =
1

2




ω 0 0 0
0 ω 0 0
0 0 ω λ
0 0 λ ω


 . (5.46)

A matriz H, juntamente com a matriz

J =

(
0 −1

1 0

)
, (5.47)

onde 1 representa matrizes identidade 2 × 2, define a matriz

Rt = exp(2JHt) (5.48)

que dá a evolução temporal de x. A matriz simplética J definida em (5.47)
é usada também para generalizar o produto externo ξ ∧ x que aparece na
definição da função de cordas:

WA(x) =
1

2π~

∫
W̃A(ξ) exp

{
i

~
ξ ∧ x/

}
dξ . (5.49)
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Para mais dimensões, define-se este produto externo como sendo

ξ ∧ x ≡ Jξ · x . (5.50)

Trataremos agora da interação desses dois bósons com um reservatório cuja
interação pode ser descrita por operadores de Lindblad que são combinações
lineares de q̂ e p̂, isto é:

Lj = λj1q̂1 + λj2q̂2 + µj1p̂1 + µj2p̂2 . (5.51)

Para obter a evolução temporal na representação de Weyl, será mais fácil
considerar a equação para a função de cordas. Aplicando as regras descritas
anteriormente, pode-se obter

∂W̃t(ξ)

∂t
=
{
H(ξ), W̃t(ξ)

}
− αξ · ∂W̃t(ξ)

∂ξ
−

− 1

2~

∑

j

[
(l′j · ξ)2 + (l′′j · ξ)2

]
W̃t(ξ) , (5.52)

onde ξ = (ξp1, ξp2, ξq1, ξq2). Os vetores l′j e l′′j são obtidos escrevendo-se x̂ =
(p̂1, p̂2, q̂1, q̂2) e os operadores de Lindblad como

Lj = l′j · x̂ + il′′j · x̂ . (5.53)

A constante α por sua vez representa a dissipação efetiva dada pela equação
de Lindblad e é definida por:

α =
∑

j

Jl′′j · l′j . (5.54)

Seguindo o artigo de Brodier & Ozorio [44], a solução da equação (5.52)
pode ser obtida pela evolução temporal dada por (equação (19) de [44]):

W̃t(ξ) = W̃0(ξ−t) exp

(
− 1

2~
ξ · M(t)ξ

)
, (5.55)

sendo W̃0(ξ−t) a função de cordas de ρs, ξ o vetor das variáveis de cordas e
M uma matriz real positiva-definida definida por:

M(t) =
∑

j

∫ t

0

dt′e2α(t′−t)RT
t′−t(l

′
jl

′T
j .+ l′′j l

′′T
j )Rt′−t. (5.56)

A evolução temporal das variáveis de cordas é dada pela equação:

ξt = eαtRt ξ . (5.57)
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A evolução temporal da função de Wigner associada a ρs é dada pela trans-
formada de Fourier de W̃t(ξ)

Wt(x) =
1

(2π~)n

∫
W̃0(ξ−t) exp

(
− 1

2~
ξ · M(t)ξ

)
exp

(
i

~
ξ ∧ x

)
dξ (5.58)

onde a integral é feita sobre todo espaço, n é o número de graus de liber-
dade e o produto externo ∧ é definido na equação (5.50). Percebe-se que no
processo de decoerência descrito pela equação (5.58), a parte não unitária da
evolução temporal da função de Wigner aparece como uma Gaussiana que se
alarga com o tempo. Neste processo portanto o processo de decoerência é o
mesmo, qualquer que seja o estado inicial. Sendo a transformada de Fourier
do produto de duas funções dado pela convolução das transformadas das res-
pectivas funções, à medida que M(t) evolui, termos possivelmente negativos
na função de Wigner irão desaparecer. Esse efeito pode ser entendido como
se a convolução fizesse uma transformação da função de Wigner para uma
função de Husimi. De acordo com [44], o tempo tP para a completa positi-
vidade da função de Wigner é obtida quando essa Gaussiana tem largura ~,
que acontece quando

det(M(−t)) ≥ 1

4
(5.59)

Para obter a função de Wigner de (5.58), fazemos inicialmente a trans-

formada de W̃0(ξ−t) que é dada por:

F(W̃0(ξ−t)) =
1

(2π~)n

∫
W̃0(ξ−t) exp

(
i

~
ξ ∧ x

)
dξ =

=
1

(2π~)n

∫
W̃0(e

−αtR−tξ) exp

(
i

~
ξ ∧ x

)
dξ.

Mudando de variáveis na integral:

dξ =

∣∣∣∣
∂ξ

∂ξ−t

∣∣∣∣ dξ−t = e2nαt det(Rt) dξ = e2nαt dξ

onde usamos que det(Rt) = 1, pois Tr {JH} = 0. Usando agora o resultado:
RT
t = −JR−tJ podemos escrever:

F(W̃0(ξ−t)) =
e2nαt

(2π~)n

∫
W̃0(ξ−t) exp

(
i

~
ξ−t ∧ (eαtR−tx)

)
dξ =

= e2nαtW0(e
αtR−tx). (5.60)
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A transformada de Fourier da Gaussiana é dada por:

F
(

exp

(
− 1

2~
ξ · M(t)ξ

))
=

=
1

(2π~)n

∫
exp

(
− 1

2~
ξ · M(t)ξ

)
exp

(
i

~
ξ ∧ x

)
dξ

=
1

(2π~)n

∫
exp

(
− 1

2~
Jξ · JM(t)JTJξ +

i

~
Jξ · x

)
dξ

=
1

(2π~)n

∫
exp

(
− 1

2~
ξ′ · MJ(t)ξ

′ +
i

~
ξ′ · x

)
dξ′

=
1√

det(MJ(t))
exp

(
− 1

2~
x · MJ(t)

−1x

)
(5.61)

Então temos:

Wt(x) =
e2nαt

(2π~)n det(MJ(t))

∫
W0(e

αtR−t(x − y)) ×

× exp

(
− 1

2~
y · MJ(t)

−1y

)
dy, (5.62)

onde
MJ(t) = −JM(t)J. (5.63)

Fazendo-se agora a transformação de variáveis:

z = eαtR−t(x − y) ;

dz = e2nαtdy ,

Wt(x) =
(2π~)n

det(MJ(t))

∫
W0(z)×

× exp

(
− 1

2~
e−2αt(z − x−t)R

T
t MJ(t)

−1Rt(z − x−t)

)
dz =

=
1

(2π~)n det(MJ(t))

∫
W0(z) ×

× exp

(
− 1

2~
(z− x−t)M̃(t)−1(z − x−t)

)
dz, (5.64)

sendo
xt = e−αtRt x. (5.65)

e
M̃(t) = e2αtR−tMJ(t)R

T
−t = −MJ(−t). (5.66)

A última igualdade da expressão acima é obtida usando-se RT
t = −JR−tJ

juntamente com a definição de M(t).
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5.3 Soluções

Para um estado do tipo:

|Ψ 〉 =
| ζ 〉 + |−ζ 〉√
2(1 + e−2|ζ|2)

(5.67)

temos a função de Wigner dada por

W (x) =
Wβ(x) +W−β(x) +WI(x)

2(1 + e−2|ζ|2)
, (5.68)

sendo β = (q0 + ip0)/
√

2~ e:

Wβ(x) =
1

π~
exp

(
−1

~
(q − q0)

2 − 1

~
(p− p0)

2

)
; (5.69)

WI(x) =
2

π~
exp

(
−1

~
(q2 + p2)

)
cos

(
2

~
(pq0 − p0q)

)
. (5.70)

Pode-se usar o formalismo apresentado até aqui para fazer a evolução
do estado dado em (5.67) por uma hamiltoniana bilinear. Essa solução é
semelhante a que será obtida para o estado de dois bósons idênticos. Pelo
postulado de simetrização, a função de onda de dois bósons idênticos deve ser
simétrica em relação a uma troca de coordenadas. Se dois bósons idênticos
estão em estados coerentes de centróides equidistantes da origem do sistema
de coordenadas, eles podem ser descritos por um estado com a forma:

|Ψ 〉 =
| ζ, −ζ 〉 + | −ζ, ζ 〉√

2(1 + e−4|ζ|2)
. (5.71)

A função de Wigner de tal estado pode ser escrita em termos das funções
de Wigner do estado de gato escritas anteriormente (5.69), (5.70). Como a
função de Wigner de um produto tensorial é o produto das funções de Wigner
em cada espaço separadamente, pode-se escrever:

W (x) = N−1 (Wβ(x1)W−β(x2) +W−β(x1)Wβ(x2) + 2ℜ{W+(x1)W−(x2)})
(5.72)

com xi se referindo ao grau de liberdade i, Wβ(x1) conforme expressão para
um grau de liberdade, N = 2π2

~
2(1 + e−4|ζ|2) e

W±(xi) = exp

(
∓2i

~
(piq0 − qip0)

)
.
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A função de Wigner pode ser escrita como:

W (x) = N−1

[
exp

(
−1

~
|x − x0|2

)
+ exp

(
−1

~
|x + x0|2

)

+2e−|x|2/~ cos

(
2

~
x0 ∧ x

)]
. (5.73)

A evolução temporal das funções de Wigner acima (estado de “gato”
em 1 grau de liberdade e part́ıculas idênticas simetrizadas) pode ser obtida
a partir da equação (5.64). Basicamente fazem se mudanças nas variáveis
de integração de modo a escrever a convolução de duas Gaussianas como a
integral de uma Gaussiana enquanto que para os termos de interação usa-se
a generalização da integral gaussiana para variáveis complexas. Procedendo
de tal forma, teremos a expressão:

W (x, t) =
A√

det(K(t)MJ(t))

[
exp

(
2

~
∆+ · G∆+

)
+ exp

(
2

~
∆− · G∆−

)
+

+2 cos

(
4

~
x0 ∧G

)
exp

{
1

~
[2x−t · Gx−t − x0 · x0 − 2(Jx0) · G(Jx0)]

}]
.(5.74)

onde:
xt = e−αtRtx; ∆± = ±x0 − x−t

MJ = −JM(t)J; M̃(t) = −MJ(−t);

K(t) = M̃(t)−1 + 21; G(t) = K(t)−1 − 1

2
1;

a solução dada pela equação (5.74) vale tanto para o estado de “gato” como
para as part́ıculas idênticas, bastando considerar

x = (p, q); x0 = (p0, q0); A = 2π2
~

2(1 + e−2|ζ|2)

no primeiro caso e

x = (p1, p2, q1, q2); x0 = (p0,−p0, q0,−q0); A = 2π2
~

2(1 + e−4|ζ|2)

no segundo.

5.4 Gráficos

Vamos tomar inicialmente o caso unidimensional de uma superposição de
dois estados coerentes evoluindo sob uma hamiltonia de oscilador harmônico
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e reservatório de fótons térmicos [44] dado por:

ρ̇s =
1

i~
[Ĥ, ρs] + γ(n+ 1)(2aρsa

† − a†aρs − ρsa
†a)+

+γn(2a†ρsa− aa†ρs − ρsaa
†)

(5.75)

Temos então
H(x) =

ω

2
(p2 + q2)

e as matrizes que compõem M(t) dadas por lT1 = (i
√
γ(n + 1)/2 ,

√
γ(n+ 1)/2)

e lT2 = (−i
√
γn/2 ,

√
γn/2). Neste caso M(t) é diagonal e dada por:

M(t) =
(2n+ 1)(1 − e−γt)

2
1 = χ(t) 1, (5.76)

as demais matrizes vão ser diagonais também:

MJ(t) = −JM(t)J = χ(t) 1; M̃(t) = −MJ(−t) = −χ(−t) 1 = χ̃(t) 1

K(t) = M̃(t)−1 + 2 1 =

(
2χ̃(t) + 1

χ̃(t)

)
1.

A evolução temporal será dada pela seguinte expressão:

W (x, t) =
2√

det(K(t)MJ(t))
exp

(
−x−t · x−t + x0 · x0

(2χ̃(t) + 1)~

)
× (5.77)

×
[
cosh

(
2x0 · x−t

(2χ̃(t) + 1)~

)
+ exp

(
−(2χ̃(t) − 1)x0 · x0

(2χ̃(t) + 1)~

)
cos

(
4x0 · x−t

(2χ̃(t) + 1)~

)]
.

A positividade é garantida quando a exponencial modulando o termo
oscilatório for menor que 1. Para isso,

2χ̃(t) − 1 = (2n+ 1)(eγt − 1) − 1 > 0

que é garantido se:

t ≥ 1

γ
ln

(
1 +

1

2n+ 1

)
, (5.78)

em conformidade com o que foi proposto anteriormente em (5.59). Para o
estado inicial escolhido, correlações quânticas se manifestam pelo termo osci-
latório presente entre as duas Gaussianas. O máximo deste termo oscilatório
ocorre na origem do espaço de fases e indica que o estado é autoestado do
operador paridade. A medidada que o sistema perde coerência entretanto,
este termo tende a desaparecer. Um indicativo das correlações quânticas
para este estado é portanto a paridade da função de Wigner na origem. A
seguir são mostrados gráficos que ilustram o processo de decoerência dado
pela evolução não unitária do estado inicial de gato.
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Figura 5.1: Função de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada gráfico. q0 = 5~

1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ = 0.01ω, tP = 37.988ω−1
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Figura 5.2: Função de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada gráfico. q0 = 5~

1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ = 0.01ω, tP = 37.988ω−1

87



2.51327Ω-1

-5

0

5
p

-5

0

5

q

-1
-0.5

0
0.5

1

HΠÑLW

-5

0

5
p

3.14159Ω-1

-5

0

5
p

-5

0

5

q

-1
-0.5

0
0.5

1

HΠÑLW

-5

0

5
p

Figura 5.3: Função de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada gráfico. q0 = 5~

1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ = 0.01ω, tP = 37.988ω−1
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Figura 5.4: Função de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada gráfico. q0 = 5~

1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ = 0.1ω, tP = 3.7988ω−1
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Figura 5.5: Função de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada gráfico. q0 = 5~

1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ = 0.1ω, tP = 3.7988ω−1
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Figura 5.6: Função de Wigner do estado de gato, tempo mostrado acima de
cada gráfico. q0 = 5~

1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ = 0.1ω, tP = 3.7988ω−1
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Figura 5.7: Paridade do estado de gato. q0 = 5~
1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ =

0.01ω, tP = 37.988ω−1
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Figura 5.8: Paridade do estado de gato. q0 = 5~
1/2, p0 = 0, T = 1kB/~ω, γ =

0.1ω, tP = 3.7988ω−1
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Para tratar agora do sistema com dois bósons idênticos, vamos generalizar
o reservatório usado anteriormente no caso de uma dimensão e considerar a
seguinte equação para evolução temporal de ρs:

ρ̇s =
1

i~
[Ĥ, ρs] + γ1(n1 + 1)(2a1ρsa

†
1 − a†1a1ρs − ρsa

†
1a1)+

+γ1n1(2a
†
1ρsa1 − a1a

†
1ρs − ρsa1a

†
1) +

+γ2(n2 + 1)(2a2ρsa
†
2 − a†2a2ρs − ρsa

†
2a2) + (5.79)

+γ2n2(2a
†
2ρsa2 − a2a

†
2ρs − ρsa2a

†
2) .

O termo dissipador nessa equação permite acoplamento distinto com cada
uma das part́ıculas. Para que a evolução temporal preserve a condição de
indistinguibilidade, devemos ter γ1 = γ2 e n1 = n2. A seguir são mostrados os
gráficos da paridade da função de Wigner para o caso das part́ıculas idênticas.
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Figura 5.9: Paridade de duas part́ıculas idênticas. λ = 0.8976, q0 =
1~

1/2, p0 = 0, T1 = T2 = 1kB/~ω, γ1 = γ2 = 0.01ω.
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Figura 5.10: Paridade de duas part́ıculas idênticas. λ = 0.8976, q0 =
1~

1/2, p0 = 0, T1 = T2 = 1kB/~ω, γ1 = γ2 = 0.1ω.
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Figura 5.11: Paridade de duas part́ıculas idênticas. Em baixo: detalhe da
região com t < π/15 do gráfico a cima. λ = 0.8976, q0 = 1~

1/2, p0 = 0, T1 =
T2 = 1kB/~ω, γ1 = 0.1ω, γ2 = 10−6ω.
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Figura 5.12: Paridade de duas part́ıculas idênticas. λ = 0.8976, q0 =
1~

1/2, p0 = 0, T1 = T2 = 1kB/~ω, γ1 = γ2 = 10−6ω.
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Figura 5.13: Paridade de duas part́ıculas idênticas. λ = 0.8976, q0 =
1~

1/2, p0 = 0, T1 = T2 = 1kB/~ω, γ1 = 0.019ω, γ2 = 0.001ω.
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A perda de coerência ocorre independente de se preservar ou não o caráter
de part́ıculas idênticas. Percebe-se, entretanto, que a perda de coerência é
maior quando o reservatório não preserva a indistiguibilidade das part́ıculas,
como mostra as figuras 5.11-5.13. Para entender melhor o que ocorre no caso
das part́ıculas idênticas, vamos usar o sistema de coordenadas do centro de
massa e das coordenadas relativas.

O estado coerente | q0,−q0 〉, com q0 real, pode ser escrito da seguinte
forma:

| q0,−q0 〉 = exp{−iq0
~

(p̂1 − p̂2)} | 0, 0 〉 . (5.80)

Reescrevendo o operador deslocamento na base das coordenadas relativas,

| q0,−q0 〉 = exp{−2
iq0
~
p̂} | 0, 0 〉 . (5.81)

Para obter agora o estado coerente | q0,−q0 〉 na base dos autovetores de R̂ e
r̂, dados por:

R̂ |X 〉 = X |X 〉 ; r̂ |χ 〉 = χ |χ 〉 , (5.82)

podemos usar a relação de completeza

∫
dXdχ |X,χ 〉 〈X,χ | = 1 (5.83)

e então fazer:

| q0,−q0 〉 =

∫
dXdχ exp{−2

iq0
~
p̂} |X,χ 〉 〈X,χ | | 0, 0 〉 . (5.84)

Se | q1, q2 〉 representa um estado produto de autoestados dos operadores q̂1
e q̂2, isto é, | q1, q2 〉 = | q1 〉 ⊗ | q2 〉 com q̂i | qi 〉 = qi | qi 〉, i = 1, 2, temos as
relações:

〈X,χ | q1, q2 〉 = δ(X + χ/2 − q1)δ(X − χ/2 − q2) , (5.85)

〈X,χ | q1, q2 〉 = δ(X − (q1 + q2)/2)δ(χ− (q1 − q2)) , (5.86)

podemos escrever:

| q0,−q0 〉 = exp{−2
iq0
~
p̂}
∫
dXdχδ(x)δ(χ) |X,χ 〉 . (5.87)

Então

| q0,−q0 〉 = exp{−2
iq0
~
p̂}
∫
dXdχδ(x)δ(χ) |X,χ 〉 , (5.88)
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| q0,−q0 〉 = exp{−2
iq0
~
p̂}
∣∣ 0̃, 0̃

〉
, (5.89)

com
∣∣ 0̃
〉

representando uma Gaussiana na origem do sistema de coordenadas
relativas ou do centro de massa. Podemos portanto escrever:

| q0,−q0 〉 =
∣∣ 0̃, 2̃q0

〉
. (5.90)

Dessa forma, o estado coerente simetrizado se toma uma forma produto na
base do centro de massa/coordenadas relativas,

| q0,−q0 〉 + | −q0, q0 〉
N

=

∣∣ 0̃
〉
⊗ (
∣∣ 2̃q0

〉
+
∣∣−2̃q0

〉
)

N
, (5.91)

o mesmo acontecendo com ρ:

ρ0 = ρCM ⊗ ρcr . (5.92)

Se o reservatório atua apenas nas coordenadas do centro de massa, ρ mantém
essa forma produto:

∂ρ

∂t
=

1

i~
[H, ρ]− 1

2~

(
∑

j

2LjρCML
†
j − L†

jLjρCM − ρCML
†
jLj

)
⊗ρcr . (5.93)

Olhando agora para a função de Wigner desse produto teremos

Wt(x) = W
(1)
t (r, p)W

(2)
t (R,P ) (5.94)

e apenas a parte do centro de massa irá perder coerência. Reescrevendo o
operador de Lindblad para determinar os termos de decoerência do centro
de massa e definindo γ = 2α,

βt = 2n(1 − e−γt) + 1 , (5.95)

X = (P,R) , Xt = e−αtRtX = (Pt, Rt) , Rt = exp {2JHt} , (5.96)

podemos escrever a evolução temporal nesse sistema de coordenadas como
sendo:

Wt(x) = W
(1)
t (r, p)

1

βt
exp

{
− 1

~βt
(P 2

−t +R2
−t)

}
. (5.97)

Vemos então que a função de Wigner do centro de massa é uma Gaussiana
que se alarga. Se a paridade inicial é dada por W (0), vemos que a Gaussiana
do centro de massa faz com que a paridade no tempo t seja menor por um
fator β−1

t , isto é:

Wt =
1

βt
W0(0) . (5.98)

Podemos assim entender a perda da coerência sem que o caráter indistigúıvel
das part́ıculas seja violado. Traçando-se o grau de liberdade do centro de
massa para obter apenas a parte das coordenadas relativas, vemos que esta
será um estado de gato que preserva as correlações.
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Caṕıtulo 6

Conclusão e Perspectivas

Ainda que o limite clássico da mecânica quântica não seja algo trivial, em
muitos casos ele é bem definido e possui interpretação direta. Apresentamos
neste trabalho uma análise do comportamento de sistemas quânticos que
possuem limite clássico bem definido. No caṕıtulo 3 foi estudado o modelo
quártico com 1 e dois graus de liberdade. Utilizando-se de uma aproximação
semiclássica foi posśıvel obter a evolução temporal quântica de valores médios
mediante sucessivas aproximações a partir do resultado clássico. Este modelo
serviu também como teste para a eficiência da aproximação no cálculo de
valores médios no limite clássico. A eficácia da aproximação neste caso foi
consistente com a forma pela qual ela foi definida.

Para o oscilador quártico duplo, procedeu-se com o cálculo de valores
médios de forma análoga, tendo sido confirmada novamente a eficácia da
aproximação. Com estes resultados já estabelecidos, usamos a aproximação
para o cálculo do entrelaçamento dos dois graus de liberdade. Apesar de obter
resultado aparentemente satisfatório, a convergência da aproximação no caso
da determinação do estado exato se mostrou lenta, deixando dúvidas quanto
a eficácia da aproximação no cálculo de outras grandezas quânticas além
dos valores médios de observáveis. Uma posśıvel continuidade do trabalho
de se investigar a aproximação poderia usar o método de propagadores de
estados coerentes para avaliar as dificuldades referentes a convergência da
série no que diz respeito à função de onda. Um posśıvel aprimoramento da
aproximação semiclássica não seria descartado.

No caṕıtulo 4, tendo estabelecido nossa confiança nas reais possibilidades
da aproximação, foi posśıvel usá-la para o cálculo de valores médios do mo-
delo de Dicke. Um limite clássico para este modelo é bem definido em termos
de variáveis intensivas e foi posśıvel, através da aproximação semiclássica,
obter as correções a esse limite. As correções obtidas são inversamente pro-
porcionais ao tamanho caracteŕıstico do modelo, que é o número de átomos.
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Percebeu-se também uma forte dependência dessas correções com o estado
clássico inicial e da constante de não linearidade do modelo, o que é per-
feitamente compreenśıvel em se tratando de um modelo cuja hamiltoniana
clássica é caótica.

Finalmente, no caṕıtulo 5 estudamos a representação de Weyl da mecânica
quântica. Deduzindo-se uma equação para a evolução temporal da função de
Wigner, vimos inicialmente como a representação em espaço de fases pode
ser útil para se fazer um paralelo entre as descrições clássica e quântica de
um modelo. No caso de uma hamiltoniana quadrática por exemplo, vimos
que as duas evoluções são equivalentes. A seguir, usamos a formulação de
Lindblad para descrever a evolução de sistemas quânticos abertos e, através
da representação de Weyl, fizemos a evolução temporal de um sistema de
duas part́ıculas acopladas a um reservatório e interagindo através de uma
hamiltoniana quadrática. Foram obtidas também condições para que fosse
preservada a indistiguibilidade das part́ıculas pela evolução temporal do sis-
tema aberto. Mostrou-se que, para operadores de Lindblad obtidos como
combinações lineares dos operadores do sistema, a condição suficiente e ne-
cessária para que isso ocorra é que o acoplamento com o reservatório seja
feito exclusivamente através das variáveis de centro de massa. Finalmente,
foi posśıvel obter a evolução onde a indistiguibilidade é preservada e observou-
se perda de coerência relacionada ao grau de liberdade do centro de massa.
Essa descrição é de fundamental importância se queremos obter um limite
clássico consistente com o que é observado na natureza.

O uso da representação de Weyl surge como um método promissor para
o estudo do limite clássico da mecânica quântica, tanto do ponto de vista
interpretativo quanto na praticidade para obtenção de resultados. Contando
com um ńıvel de rigor adequado, este método [45] amplia bastante as pos-
sibilidades de pesquisa na área do limite clássico e pretende-se aprofundar
em seu estudo, pois o que foi explorado até agora constituiu apenas uma
introdução ao assunto.
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nics. John Wiley and Sons, New York (1977)

[13] Gilmore, R. Baker-Campbell-Hausdorff Formulas. Journal of Mathema-
tical Physics 15, 2090, (1974)

[14] E. P. Wigner, On the Quantum Corrections for the Thermodynamic

Equilibrium. Phys Rev. 40, 749759 (1932)

[15] Ulf Leonhardt, Measuring the Quantum State of Light. Cambridge Uni-
versity Press, (1997)

[16] A. Royer, Wigner Function as the expectation value of the parity opera-

tor. Phys. Rev. A 15, 449 (1977)

[17] Leslie E. Ballentine Quantum Mechanics - A Modern Development,
World Scientific (1998)

[18] G. S. Agarwal. Relation Between Atomic Coherent-State Representation,

State Multipoles and Generalized Phase-Space Distributions. Phys. Rev.
A 24, 2889, (1981)

[19] Jonathan P. Dowling, G. S. Agarwal, and Wolfgang P. Schleich. Wigner

Distribution of a General Angular-Momentum State: Applications to a

Collection of two-level Atoms. Phys. Rev. A 49 4101, (1994)

[20] K. M. Fonseca Romero, M. C. Nemes, J. G. Peixoto de Faria, A. F. R.
de Toledo Piza Sensitivity to initial conditions in quntum dynamics: an

analytical semiclassical expansion. Physics Letters A 327, 129 (2004)

[21] G. Berman and G. Zaslavsky, Condition of stochasticity in quantum

nonlinear systems. Physica A 91, 450 (1977)

[22] A. G. P. Berman and G. Zaslavsky, Method of quasiclassical approxima-

tion for c-number projection in coherent states basis. Physica D 4, 113
(1981)

[23] G. J. Milburn, Quantum and Classical Liouville dyanamics of the an-

harmonic oscillator. Physical Review A 33, 674 (1986)

[24] R. Angelo, Tese de Doutorado, UNICAMP, (2003)

102



[25] M. Greiner, O. Mandel, T. W. Hansch, I. Bloch, Collapse and revival

of the matter wave field of a Bose-Einstein condensate. Nature 419, 51
(2002)

[26] P. D. Drummond e D. F. Walls, Quantum theory of optical bistability

Journal of Physics A 13, 725 (1980)

[27] Martin C. Gutzwiller, Chaos in classical and quantum mechanics. New
York, Berlin: Springer Verlag, (1990)

[28] E. A. Cotta e F. M. Matinaga, Bistability double-crossing curve effect

in a polariton-laser semiconductor microcavity Physical Review B 76,
073308 (2007)

[29] K. V. Kheruntsyan, Wigner function for a driven anharmonic oscillator

Journal of Optics B: Quantum and Semiclassical Optics 1, 225 (1999)

[30] M. O. Terra Cunha, Tese de Doutorado, UFMG (2004)

[31] J. G. Peixoto de Faria, Tese de Doutorado, UFMG (2001)

[32] A. D. Ribeiro, M. A. M. de Aguiar Controlling Phase Space Caustics

in the semiclassical coherent state propagator, Ann. of Phys. 323, 654
(2008)

[33] A. D. Ribeiro, M, Novaes and M. A. M de Aguiar Uniform Approxima-

tion for the Coherent State Propagator using a Conjugate Aplication of

the Bargmann Representation Phys. Rev. Letters 95, 050405 (2005)

[34] David J. Griffiths Introduction to Quantum Mechanics Prentice Hall,
(1995)

[35] R. H. Dicke Coherence in Spontaneous Radiation Processes. Phys. Rev.
93, 99 (1954)

[36] A. Czirják and M. G. Benedict Joint Wigner Function for Atom-Field

Interactions. Quantum and Semiclassical Optics 8, pp. 975-981 (1996)

[37] K. Hepp and E. H. Lieb, The laser: A reversible quantum dynamical

system with irreversible classical macroscopic motion. Springer Lecture
Notes in Physics 38, 178 (1975)

[38] Y. K. Wang and F. T. Hioe, Phase Transition in the Dicke Model of

Superradiance Physical Review A 7, 831 (1973)

103



[39] Mauricio Reis, M. C. Nemes and J. G. Peixoto de Faria, Semiclassical

Corrections to the large-N limit of Dicke’s model Physical Review E 78,
036220 (2008)

[40] D. Giulini, E. Joos, C. Kiefer, J. Kupsch, I. O. Stamatescu, H. D.
Zeh, Decoherence and the Appearance of a Classical World in Quan-

tum Theory. Springer-Verlag Berlin (1996)

[41] G. Lindblad, On the Generators of Quantum Dynamical Semigroups

Communications in Mathematical Physics 48, 119 (1976)

[42] Serge Haroch and Jean-Michel Raimond Exploring the Quantum. Oxford
University Press (2006)

[43] J. G. Peixoto de Faria and M. C. Nemes, Phenomenological criteria for

the validity of quantum Markovian equations. J. Phys. A: Math. Gen.
31, 7095 (1998)

[44] O. Brodier and A. M. Ozorio de Almeida, Symplectic evolution of Wigner

functions in Markovian open systems Physical Review E 69, 016204
(2004)

[45] A. M. Ozorio de Almeida, The Weyl Representation in Classical and

Quantum Mechanics CBPF- NF-062/96 (1996)

104


