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Resumo

Apresentamos nesse trabalho uma anéalise do crescimento de superficies obtidas
através das configuracoes dos spins de alguns sistemas classicos em Mecanica
Estatistica em uma rede quadrada, especificamente o modelo de Potts com g
estados, o modelo de Blume-Capel de spin S = 1, o modelo do Relogio com p
estados e 0o modelo do Rotor Planar. Realizamos um estudo das transicoes de fases
desses modelos usando o método de Monte Carlo, mapeando as configuragoes dos
spins em um modelo de representagao de interfaces chamado SOS (solid — on —
solid). As transigoes de primeira e segunda ordem, o ponto tricritico, e a transi¢ao
de Berezinski-Kosterlitz-Thouless (BKT') sdo relevantes na cinética do crescimento
dessas superficies. Na fase de baixa e alta temperatura a rugosidade W cresce
indefinidamente com o tempo, com o expoente de crescimento Fy ~ 1/2(W ~ 7).
Na criticalidade o crescimento apresenta uma mudanca de comportamento em um
tempo caracteristico t., a partir de um regime correlacionado (fw # 1/2) para
um regime descorrelacionado (B =~ 1/2). Nos também calculamos o expoente de
Hurst H das superficies. Na criticalidade, By, e H tem valores caracteristicos de
um crescimento correlacionado, distinguindo assim transi¢ao de segunda e primeira
ordem. Foi mostrado também que a relacao de Family-Vicsek para os expoentes de
enrugamento é valida para a rugosidade sem ruido com uma escala anomala. Com
a presente técnica é possivel confirmar para o modelo de Relogio p > 5 a classe de

universalidade estendida para a transicao BK'T'.



Abstract

We present an analysis of mapped surfaces obtained from configurations of
some classical statistical-mechanical spin models in the square lattice, namely the
g-state Potts model, the spin-1 Blume-Capel model, the p state Clock model and
the Planar Rotator model. We carry out a study of the phase transitions in these
models using the Monte Carlo method and a mapping of the spin configurations
to a solid-on-solid growth model. The first and second-order phase transitions, the
tricritical point and the Berezinski-Kosterlitz-Thoulles (BKT) transition happen
to be relevant in the kinetic roughening of the surface growth process. At the low
and high temperature phases the roughness W grows indefinitely with the time,
with growth exponent 3, ~ 1/2 (W ~ t’W). At criticality, the growth presents
a crossover at a characteristic time t., from a correlated regime (with 3, # 1/2)
to an uncorrelated one (S ~ 1/2). We also calculate the Hurst exponent H of
the corresponding surfaces. At criticality, Sy and H have values characteristic
of correlated growth, distinguishing second from first-order phase transitions. It
has also been shown that the Family-Vicsek relation for the growth exponents also
holds for the noise-reduced roughness with an anomalous scaling. From the present
approach it is possible to corroborate the BKT extended universality class for the

p > 5 Clock model.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos fendmenos mais interessantes da Fisica da Matéria Condensada é o
ferromagnetismo [1]. Em alguns metais, como por exemplo Fe e Ni, na auséncia de
campo magnético externo, uma fracao finita dos 4tomos orientam seus momentos
magnéticos (“spins”) em uma mesma dire¢do, resultando em um momento de
dipolo magnético (magnetizagdo ) macroscopico. Mas isso s6 acontece para
temperaturas menores que uma temperatura critica 7,, acima da qual os spins
se orientam aleatoriamente e a magnetizagao resultante é nula. Dizemos, entao,
que o material “sofre” uma transigao de fases na temperatura 7, (no caso, de uma

fase ferromagnética, ordenada, para uma fase paramagnética, dita desordenada).
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Figura1.1: Esquema ilustrativo mostrando a orientacao dos spins na fase ferromagnética
(esquerda) e na fase paramagnética (direita) em uma rede ciibica simples.



A Figura 1.1 mostra um esquema ilustrativo com a orientacao dos spins nas duas
fases.

Transicoes de fases nao ocorrem somente em sistemas magnéticos e sao, de
fato, até muito frequentes em nosso cotidiano. Podemos citar a transicao agua-
gelo (solidificacdo) e sua inversa gelo-adgua (fusdo), muito corriqueiras em nossas
geladeiras. Nesse exemplo, na temperatura em que ocorre essa transicao temos
a coexisténcia dessas duas fases, isto é, solida e liquida. Na transicao dgua-vapor
(vaporizagao) ou vapor-agua (condensacao) também ocorre a coexisténcia das duas
fases (liquida-gés), bem como, na transi¢do gelo-gas (sublimacdo) ou gas-gelo.
Para a agua, assim como para varias substancias simples, além das transicoes com
coexisténcia de duas fases, existe também uma temperatura muito bem definida
com a coexisténcia dessas trés fases (solido-liquido-gas), chamada de temperatura
de ponto triplo T3. E interessante também notar que a linha de transicao onde
coexistem as fases liquida e gasosa termina num ponto chamado de ponto critico,
muito semelhante ao ponto critico magnético. Nesse ponto as duas fases tornam-se
idénticas. Chama-se entao transicao de primeira ordem onde ocorre coexisténcia
de fases e o aparecimento de uma descontinuidade nas varidveis extensivas como
volume e entropia, por exemplo, e transicao de segunda ordem, ou continua, no
ponto critico.

Uma transicao de fases em um sistema é acompanhada por singularidades
nas suas fungoes termodinamicas [2, 3, 4]. A singularidade ocorre no potencial
termodinamico (energia livre) e derivadas correspondentes como magnetizagio e
susceptibilidade em magnetos, e densidade e compressibilidade em fluidos. Nos
casos mais simples, estas singularidades ocorrem para valores criticos bem definidos
dos parametros externos. Para os ferromagnetos simples, os parametros externos
relevantes sao temperatura e campo magnético, enquanto que para fluidos simples
temos a temperatura e pressao.

O parametro de ordem, que em sistemas magnéticos é a magnetizacao do



sistema e em fluidos pode ser definido como a diferenca entre as densidades
do liquido e do gés, é uma quantidade que é nao nula na fase dita ordenada
(baixas temperaturas) e nula na fase dita desordenada (altas temperaturas). Esse
parametro de ordem é singular (o que nao implica em divergéncia) na temperatura
critica T,, que divide o eixo T" em duas fases distintas.

Uma transicao de primeira ordem, como comentado acima, pode ainda ser
caracterizada pela descontinuidade do parametro de ordem (além das outras
variaveis extensivas), enquanto que para uma transicio de segunda ordem esse
parametro de ordem vai a zero continuamente quando a temperatura se aproxima
de T, por valores inferiores, isto é, T" — T, . No primeiro caso, tem-se coexisténcia
de duas fases distintas (ordenada e desordenada) no ponto de transi¢ao, semelhante
ao fenomeno de ebulicao da dgua a 100°C' e pressao de 1 atmosfera, no qual as
fases liquido e gas ocorrem ao mesmo tempo em pontos diversos da amostra. No
segundo caso, a fase ordenada se transforma continuamente na fase desordenada
de alta temperatura quando 7" = T,; aqui a fase ordenada se torna indistinguivel
daquela desordenada porque as flutuacoes do parametro de ordem ocorrem em
todas as escalas de distancia quando o sistema se aproxima do ponto critico. Em
uma transicao de primeira ordem, as flutuagoes terao um alcance finito.

Existem varios modelos tedricos que se aplicam muito bem a sistemas
magnéticos reais, como por exemplo, os modelos de Ising, Heisenberg, XY, Potts
com ¢ estados e Blume-Capel com Spin S, dentre outros. Dependendo da dimensao
do sistema, estes modelos tém ou nao solucao exata conhecida. Sendo que, na
maioria dos casos, eles s6 podem ser estudados via simulagao computacional ou
através de aproximacoes analiticas. No caso especifico do modelo de Ising com spin
S = 1/2, em uma rede quadrada com interagao entre primeiros vizinhos, ocorre uma
transigao de fases em uma certa temperatura critica (7.), em que o sistema passa
de uma fase ferromagnética (sistema magnetizado) para uma fase paramagnética

(sistema desmagnetizado). Ja no caso unidimensional, o modelo de Ising com spin



S = 1/2 nao apresenta transi¢io de fases para uma temperatura 7, # 0. Na
rede ctbica esse modelo nao apresenta ainda solucao exata. Estes modelos sao de
grande importancia tanto do ponto de vista tedrico como experimental. Os seus
diagramas de fases sao muito ricos, como serd visto nos capitulos seguintes, com
transicoes de primeira e segunda ordem, pontos multicriticos, transicao do tipo
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) |5, 6], etc.

Outros sistemas dinamicos, nao necessariamente associados ao magnetismo,
também apresentam transicoes de fases, como por exemplo, o automato celular
de Domany-Kinzel (ACDK), que em uma dimensao apresenta uma transi¢ao de
segunda ordem [7], na qual o sistema passa de uma fase congelada (todos os
sitios vazios) para uma fase ativa (sitios parcialmente ocupados). Existem também
os sistemas dinamicos de crescimento e superficies, onde o estudo da rugosidade
em funcao do tempo é de grande interesse pois sua caracterizacao é fortemente
dependente de certos expoentes dinamicos fora do equilibrio.

Neste trabalho iremos caracterizar transicoes de fases de primeira e segunda
ordem, transicoes multicriticas e do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless em
sistemas magnéticos através de simulagoes de Monte Carlo. Mais especificamente,
usaremos dois algoritmos padroes neste tipo de simulacao, Metropolis e Banho
Térmico. Vamos utilizar uma técnica de mapeamento das configuracoes dos
modelos de Potts com ¢ estados (com ¢ < 10), Blume-Capel com spin S =
1, Relogio com p estados, e Rotor Planar em modelos de crescimento de
superficies. Nos escolhemos esses modelos para aplicar o método de expoentes
de crescimento porque eles sao prototipos em mecanica estatistica e exibem
todos os tipos de transicoes mencionadas acima. Embora esses modelos tenham
sido propostos inicialmente como modelos de spins em sistemas ferromagnéticos,
hoje em dia eles tem sido aplicados em diversos fendmemos, como por exemplo,
evaporagao/congelamento de liquidos [9], desdobramento de proteinas [8], redes

sociais[10, 11], redes neurais [12, 13|, caos [14], etc. Entdo os resultados



apresentados nesse trabalho podem ser valiosos para investigacoes futuras nestes
fenomenos.

O crescimento de interfaces em processos fora do equilibrio tem sido amplamente
estudado em Fisica Estatistica, em especial nos modelos de crescimento tais como
agregacao limitada por difusdo (ALD), deposicao balistica, deposi¢io aleatoria,
agregagao balistica, dentre outros [15, 16]. Esses modelos geram uma superficie e
através do estudo do comportamento da rugosidade W sao definidos os expoentes
que caracterizam este crescimento. Sao eles: o expoente de crescimento [y, o
expoente dinamico zy, o expoente da rugosidade o e o expoente de Hurst H, que
definiremos ao longo do nosso trabalho.

O expoente de Hurst H, por exemplo, é uma das ferramentas padrao para
descrever varios processos rugosos observados na area de superficies desordenadas
[15, 17, 18], tais como sequéncias de DNA, sinais cardiacos, sinais respiratorios e
pulsos neurais.

Nos tltimos anos [19, 20|, foram caracterizadas as classes dos automatos
celulares de Wolfram através do expoente da rugosidade «. Essa caracterizacao
foi feita através de um mapeamento dos estados, que poderiam estar ocupados
(0 = 1) ou vazios (¢ = 0) em uma deposi¢ao de particulas do tipo SOS (do inglés
Solid-on-Solid) [15]. Atman e colaboradores [21, 22| também mostraram, através
desta técnica de mapeamento, que o expoente de crescimento (3 pode ser usado
para detectar a transigao de fase do automato celular de Domany-Kinzel (ACDK).

O estudo de transicoes de fase em sistemas magnéticos através dessa técnica de
mapeamento, tem sido pouco explorado até agora. Recentemente, foi proposto [23]
que as transi¢oes de fases em alguns modelos magnéticos (Ising, Potts e Relogio)
na rede quadrada podem ser investigadas (“detectadas”) através do comportamento
do expoente de Hurst. Mostramos [24] que no modelo de Ising unidimensional
com interagao de longo alcance existe uma super-rugosidade (« > H > 1) na

transicao de fases do modelo. Uma caracteristica marcante dessa técnica baseada



em mapeamentos e nos expoentes da rugosidade para caracterizar transicoes de
fases em sistemas magnéticos é que em momento algum se faz referéncia ao calculo
dos potenciais e func¢oes termodinamicas usuais.

A motivacao para o presente trabalho surgiu justamente da idéia de unir
duas areas tao distintas, magnetismo e crescimento de superficies, e através das
técnicas da segunda poder determinar propriedadas da primeira, como por exemplo,
diagrama de fases e alguns expoentes criticos. Convém ainda ressaltar que enquanto
o modelo magnético é tratado no equilibrio, a sua superficie gerada corresponde a
um problema fora do equilibrio, com expoentes criticos dinamicos bem definidos.

O restante do manuscrito encontra-se na ordem a seguir. No capitulo 2 vamos
discutir os modelos de Potts com ¢ estados, Blume-Capel spin S = 1, Rel6gio com
p estados e XY bidimensional (Rotor Planar). As técnicas de simulagio que serdo
utilizadas neste trabalho, o método Monte Carlo, e os algoritmos de Metropolis
e Banho Térmico, sao brevemente descritas no Capitulo 3. No capitulo 4 vamos
estudar o formalismo usado para calcular os expoentes da rugosidade em modelos
de crescimento e encontrar uma relagao entre esses expoentes geométricos com o0s
expontes criticos termodinamicos. A definicao de como realizar o mapeamento
de modelos magnéticos em crescimento de superficies para os diversos sistemas
estudados sera apresentada no Capitulo 5. O Capitulo 6 é dedicado & apresentacao
dos resultados obtidos para dois modelos com estados discretos de spins, o modelo
de Potts e o modelo de Blume-Capel. Os resultados para um modelo com spin
continuo, especificamente o modelo Rotor Planar em duas dimensoes, e para o
modelo de Relogio com p estados (que, no limite p — 0o, se torna o Rotor Planar)
sao discutidos no Capitulo 7. No capitulo 8 apresentamos nossas conclusoes e

perspectivas.



Capitulo 2

Modelos Magnéticos Estudados

Neste trabalho iremos fazer um estudo de modelos magnéticos com estados de
spins discretos e continuos através da caracterizacao das superficies geradas por
mapeamentos de suas configuracoes. Nesse capitulo descrevemos brevemente os
modelos magnéticos estudados, a saber, o modelo de Ising com S = 1/2, Potts com
q estados, Blume Capel com spin S = 1, Relogio com p estados e Rotor Planar.
Sao modelos simples de estados discretos e continuos, porém possuem diagramas
de fases ricos com presenca de transicoes de fases de primeira e segunda ordem,

bem como pontos multicriticos e transicao do tipo BKT.

2.1 Modelo de Ising com S =1/2

Para simular as substancias ferromagnéticas (uniaxiais), um dos modelos mais
simples ¢ o de Ising. O sistema considerado é um conjunto de momentos
magnéticos fixos nos N sitios de uma rede. A estrutura geométrica da rede pode
ser, por exemplo, cubica (tridimensional), quadrada (bidimensional) ou linear
(unidimensional). Associado a cada sitio na rede estd uma variavel de spin o;
(i=1,2,....,N), que pode assumir os estados +1 ou —1. Se o; = +1, 0 iésimo spin

é dito ter spin “para cima", e se o; = —1 é dito ter spin “para baixo". Um dado
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conjunto {o;} especifica a configuragao de todo o sistema, ou seja, seu microestado.

A energia de uma dada configuracio de spins {o;} é definida pela Hamiltoniana de

Ising [4] .
H:—JZO'iO'j—hZO'i (21)
<ij> i=1

em que o simbolo < ij > significa que a soma é sobre todos os pares de spins
primeiros vizinhos da rede, A ¢ um campo magnético externo e .JJ é a constante de
acoplamento ferromagnético. O primeiro termo da soma representa as energias de
interacao que devem ser capazes de produzir um estado ferromagnético ordenado
(quando J > 0). O segundo termo envolve as interagoes entre um campo externo
aplicado h e o sistema de spins.

O modelo de Ising pode ser aplicado no estudo de outros sistemas que
apresentam dois estados e as variaveis de spin do modelo podem ser interpretadas

de diversas maneiras. Por exemplo,

e Como uma indicacao de que um sitio pode estar ocupado por um atomo do
tipo A, ou por um atomo do tipo B, como em uma liga binaria do tipo AB
(vizinhos iguais contribuem com uma energia —J; vizinhos distintos, com

uma energia +.J).

e Como um nimero de ocupacao que assinala a presenca ou auséncia de uma

molécula em uma determinada célula de um “gés de rede".

Essa multiplicidade de interpretagoes ja indica o grande potencial de aplicagao
do modelo, capaz de captar os aspectos essenciais do comportamento de varios
sistemas fisicos.

Este modelo é usado como base para a maior parte das discussoes sobre

simulagao em fisica estatistica, por varias razoes:

- E um modelo simples;
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- E relevante para uma variedade de outros sistemas ligados a teoria de

fendomenos criticos e transicoes de fases;
- Existem solugoes analiticas exatas para alguns casos;

- E um exemplo classico de aplicacio do método Monte Carlo;

Podemos fazer a seguinte analise para o modelo de Ising com interacao entre
primeiros vizinhos, para dimensao maior ou igual a dois:

Temperatura baixa (T — 0)

= baixa energia

= spins alinhados entre si

= alta magnetizagao
Temperatura alta (kg7 >> J)

= alta energia

= spins orientados aleatoriamente

= baixa magnetizacao

Assim, para baixas temperaturas e altas temperaturas o comportamento do
modelo de Ising é o mesmo de um ferromagneto real.

O modelo inicial elaborado por Ernest Ising [27] (veja também Kobe [28]) era
bem simples, uma cadeia linear de momentos magnéticos o; interagindo com seus
vizinhos 0,41 e 0;_; com um hamiltoniano na forma —Jo;(0;41 + 0;_1). Para
J > 0 o alinhamento paralelo dos momentos é favorecido, o que compete com a
temperatura. Dessa competicao era esperada uma temperatura critica abaixo da
qual haveria ordenamento de uma quantidade macroscopica (~ L) de spins. Para
frustragao de Ising, a solucao exata desse modelo nao apresentou transicao de fases
a uma temperatura 7, # 0.

O fracasso desse modelo era um tanto estranho, pois a idéia central era muito

boa, interagao de momentos magnéticos localizados em uma rede. Como ja sabemos
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o resultado obtido por Ising estava correto, o seu erro foi ter generalizado para duas
ou mais dimensoes esse resultado.

Na década de 30, Heisenberg [4] propos um modelo em que os momentos de
spins o; do modelo de Ising eram operadores quanticos &;, mas muitas vezes as
complicacoes eram tantas que tinhamos que retornar a técnicas mais simples como
a teoria de campo médio (TCM) ou mais refinadas como a técnica de Monte Carlo.

Em 1936, Peierls [29] provou que para dimensoes maiores ou igual a 2 existe
uma temperatura critica 7., na qual o modelo de Ising sofre uma transicao de fases.
Ele nao encontrou o valor de T, mas apenas provou que essa temperatura existia.
Para dimensao igual a um, sua teoria provou nao existir uma temperatura critica
T. # 0, na qual o sistema muda de fase.

Em 1944, Onsager [30] resolveu exatamente o modelo de Ising bidimensional
na rede quadrada na auséncia de campo magnético externo, mostrando que ele
tem uma transicao de fase ferromagnética. Ele encontrou expressoes exatas para
a funcao de particao, energia média e calor especifico. Por esse motivo o modelo
de Tsing é de fundamental importancia para a fisica estatistica, pois a partir da
solucao exata podemos compara-las aos resultados obtidos por outras abordagens
mais gerais, muitas vezes aproximadas, mas que podem ser aplicadas em modelos
mais realistas.

Para modelos com dimensao maior que dois, s6 existem solucoes analiticas
aproximadas (expansdo em série, por exemplo) e solugdes via simulagoes Monte
Carlo.

Existem, entretanto, varios métodos para estudar o modelo de Ising (bem como

outros mais gerais), dos quais sao citados abaixo:

- Métodos analiticos: como por exemplo a teoria de campo médio (TCM), sao

bons para o entendimento da fisica bésica, mas frequentemente falham na

regiao de interesse, ou seja, na transicao de fase. Outro método analitico que
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podemos citar é o Grupo de Renormalizacao, que diferente do TCM tem uma
boa precisao e nao falha na regiao de interesse, mas pode ser muito complexo

do ponto de vista matematico.

- Métodos numéricos: como por exemplo o método Monte Carlo, sao de

abordagem computacional mais simples.

2.2 Modelo de Potts com ¢ estados

O modelo de Potts com ¢ estados ferromagnético [31] é um sistema classico
muito interessante, tanto do ponto de vista teérico como experimental, pois tem
aplicacoes tanto na Fisica Estatistica quanto em outras areas, como por exemplo,
sistemas de adesdo celular |32, 33|, modelos de espumas [34], dentre outros. O

modelo consiste em variaveis de spin o; em uma rede que podem assumir ¢ valores

discretos 0; = 0,1,...,(¢ — 1). A hamiltoniana do modelo é dada por
Hp=—JY b0, (2.2)
(ij)

onde d,, 5, ¢ a funcdo delta de Kronecker (d,,,, = 1 quando o; = 0 € 05,5, = 0
quando o; # 0;), a soma é realizada sobre todos os primeiros vizinhos da rede,
J > 0 (sistema ferromagnético) é a constante de acoplamento.

No limite termodinamico na rede quadrada, o modelo de Potts com ¢ estados
apresenta uma transicao de fases de segunda ordem para g < 4, e de primeira
ordem para ¢ > 4. As transi¢oes de primeira ordem para ¢ proximo de ¢ = 4, por
exemplo, ¢ = 5, ainda apresentam um forte cardter de segunda ordem, porque o
comprimento de correlagao no ponto critico ainda é muito grande. Por exemplo,
como mostrado na ref. [35], para ¢ = 5, o comprimento de correla¢ao é da ordem
de 2000 espacamentos de rede, sendo assim possivel calcular os pseudo-expoentes

criticos e v, apesar de ser uma transicao de fase de primeira ordem. Para ¢ = 2
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o modelo de Potts se reduz ao modelo de Ising com spin S = 1/2, entao a equagao

(2.2) pode ser reescrita como

J 1 1

Hp=—3 ZQ (5%%. — 5) -5 Z J. (2.3)
(i) (i)

O primeiro termo do Hamiltoniano vale +1 se 0; = 0; e —1 se 0; # 0, como no

modelo de Ising com spin S = 1/2; o segundo termo é constante e portanto nao

altera os resultados. Observe que aparece um termo .JJ/2 no Hamiltoniano e nao .J

como na equacao (2.2), o que implica que a temperatura critica para o modelo de

Potts ¢ = 2 vai ser T, = 1.13 = T1*™9/2. No caso geral as temperaturas criticas

reduzidas sdo dadas por [36],

keTo 1

qJ In(\/g+1)’ (2.4)

enquanto que os expoentes criticos nas transicoes continuas sao dados por

T
arcos(3,/q — )

F (2.5)

2
— 20
v 3{+

b= %{1 + %arcos(%)}, (2.6)

A eq. (2.4) é valida para qualquer valor de ¢, mas as eqs. (2.5) e (2.6) sdo validas
apenas para ¢ < 4. Recentemente, Berche et al [37] usaram simulagoes de Monte
Carlo e expansoes em séries para obter os expoentes criticos termodinamicos para

g<4.

2.3 Modelo de Blume-Capel

Nos consideramos também o modelo generalizado de Blume-Capel [38, 39] com

spin S em uma rede quadrada. A hamiltoniana do modelo é dada por

N
HBC =—J Z 0,03 + DZO’ZZ, (27)

<i,j> %
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onde D é uma constante de anisotropia, J é uma constante de acoplamento, a
primeira soma ¢é realizada apenas sobre os primeiros vizinhos e os spins ¢; podem
assumir os valores —S, —S'+1,...,5 — 1, 5.

Para S =1, em T = 0 o sistema apresenta um ponto multifasico (ponto triplo)
onde as trés fases magnéticas coexistem, isto é, fases em que todos os spins estao
no estado +1, ou no estado —1, ou no estado 0. Esse ponto triplo pode ser obtido
analiticamente, pois em 7" = 0 os spins estao ou no estado +1, ou —1 ou 0. Entao
podemos calcular a energia livre por spin e por energia de interacao J. Quando os

spins estao no estado ¢ = 0 a energia livre fy = 0, j4 para os spins nos estados

0 =+1 ou o0 = —1 temos o mesmo valor de energia,
S+ A D
—_=4 = 2.8
5 5t (2.8)

onde A é o nimero de vizinhos da rede cristalina.

£/J

Jf+1/Jd

oLy O O D/J

N N
NN Au NN AN
/7 folJ

)
)
)
)
)
)
)
)

Figura 2.1: Esquema ilustrativo da energia livre por spin f/J em func¢do da anisotropia
de interagao D/J para um sistema de com spin S = 1. A figura apresenta duas retas,
onde o ponto de encontro determina duas regides de mais baixa energia: a esquerda de
A/2, para fi1/J, e a direita de A/2, para fo/J.
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A figura 2.1 mostra o comportamento da energia livre por spins f/J em funcao
de D/J. Quando os spins estiao todos no estado o = 0 a reta é constante e igual a
zero (circulos vazios). Para os spins nos estados o = 1 temos uma reta crescente
com inclinagdo positiva que encontra com a reta fo = 0 no ponto D/J = A/2,
onde ocorrem as trés fases distintas. Entao o sistema tem dois possiveis estados de
baixa energia, a esquerda de A/2, no estado 0 = +1 ou no estado 0 = —1 ou a
direita de A/2, no estado no estado o = 0. Na figura 2.2 mostramos o diagrama

de fases kT'/J x d do modelo de Blume-Capel com S = 1, com d = ?.

2,00

1,50~ Blume-Capels=1

G—o Trans. Segunda Ordem

s
=
~ 1.00r .« Trans. Primeira Ordem)
® Ponto Tricfitico !
--- Modelo de Ising |
0,50~ i ¥
i %
| H
! ! | ! |
0.00 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0

Figura 2.2: Diagrama de fases do modelo de Blume-Capel S = 1, os dados foram retirados
da ref. [40] .

A figura 2.2 mostra o diagrama de fases (retirado da ref. [40]) do modelo
de Blume-Capel S = 1, que é muito rico do ponto de vista termodinadmico, pois
existem linhas de transicao de primeira e segunda ordem como também um ponto
tricritico. Na linha de transi¢cdo de primeira ordem (pontilhada com estrelas) héa
coexistencia das trés fases, enquanto que no ponto tricritico essas trés fases sao
indistinguiveis.

Este modelo foi inicialmente proposto para S = 1, isto é, o; = 0,+1, mas
pode ser estendido a outros valores de spins S = 1/2 (0; = £1/2), S = 3/2
(0; = £1/2,43/2), S =2 (0 = £2,41,0), e assim por diante. Quando D = 0 na
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equagao (2.7) o modelo de Blume-Capel se reduz ao modelo de Ising padrao com
spin S, que apresenta uma transicao de fase de segunda ordem. S6 existe solucao
exata para modelo de Blume-Capel S = 1 para o caso unidimensional, para outras
dimensoes s6 existem solugoes aproximadas ou via simulacao. Trabalharemos com
o caso em que S = 1, ou seja, os spins poderao ter apenas trés estados o; = 0, 1.
Quando fazemos D — —oo na hamiltoniana (2.7) recuperamos o modelo de Ising

S=1/2.

2.4 Modelo do Rotor Planar

O modelo do Rotor Planar é um caso particular do modelo de Heisenberg
anisotropico classico [45]. A grande diferenga entre os dois esta no fato que para
Heisenberg o spin tem 3 componentes com S? = S? + SZ + 8%2=1 e para o Rotor
Planar duas componentes com S* = 52 + S2=1, ou seja, no Rotor Planar os spins

estao confinados no plano zy. A hamiltoniana é definida por

Hrp = —J Y cos(¢; — ;) (2.9)

<iyj>
onde ¢ é o angulo que o spin faz com uma direcao arbitraria, J > 0 a constante de
acoplamento ferromagnética e a soma é realizada apenas com primeiros vizinhos.
Essa hamiltoniana é uma generalizagao do modelo de Ising e um caso particular
do modelo XY, sistema esse que nao apresenta ordem de longo alcance. Porém,
a baixas temperaturas tem excitacoes topologicas, que aparecem aos pares, e Sao
chamadas de pares vortice-antivortice. Na temperatura de transicao, chamada de
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [5, 6] Trxr, esses pares sao quebrados. E dito que
o sistema tem uma transicao de fase topologica e abaixo de Tgxr o sistema é
critico. O comprimento de correlacdao diverge exponencialmente & ~ eVE com
e =|T — Tggr| [45] com T > Tgyr, bem como a susceptibilidade magnética .

Apesar desse modelo ja ter sido amplamente estudado e conhecidos seus
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resultados, que sao complicados de se obter, nesse trabalho vamos apresentar uma

forma simples de obter a temperatura da transicao de fase topologica Tgxr.

2.5 Modelo do Relb6gio com p estados

O modelo do Relégio com p estados é muito interessante, pois seus limites sao
dois modelos fundamentais em Mecanica Estatistica. No limite inferior, com p = 2,
ele se reduz ao modelo de Ising com spins discretos S = 1/2; e no limite superior,
p — 00, se reduz ao modelo do Rotor Planar de spins continuos. No modelo do
Relogio os spins estao confinados no plano zy formando um angulo #; com uma

direcao arbitraria. A hamiltoniana do modelo pode ser escrita como

Hr =—J Y cos(0; — 0;), (2.10)
<ij>
onde 0; = (27/p)o;, com a variavel de spin podendo assumir p valores o; =

0,1,2,...,p—1, J & a constante de acoplamento e a soma é efetuada apenas sobre
0s primeiros vizinhos.

Para p = 2 o hamiltoniano acima equivale ao modelo de Ising de spin 1/2,
para p = 3 ele equivale ao modelo de Potts de trés estados (¢ = 3), e para p = 4
corresponde a dois modelos de Ising de spin 1/2 desacoplados. No caso p > 5 esse
modelo apresenta uma transicao de fase do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
(BKT), sendo que na literatura ha ainda controvérsias [41, 42, 43, 44| sobre o tipo
de transicao que ocorre em p = 5, caso o qual vamos estudar com mais detalhes na
secao 7.5. Na figura 2.3 representamos em um diagrama as classes de universalidade

do modelo para o; = 0,1,2,...,p — 1 em funcao do nimero de estados p.

Caso p =2

Como temos dois estados, fica claro que o angulo formado entre dois pares de

spins vai ser #; = 0 se tiverem os mesmos estados e 0; = 180° se tiverem estados
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Ising S =1/2 2 modelos de Ising S = 1/2 Rotor Planar ref. [44]
P — | | | | | =
2 3 4 ) 6 7
Potts ¢ = 3 Rotor Planar ref. [42]

Figura 2.3: Criticalidade do modelo do Relégio com p estados em uma rede bidimensional

em funcao do numero de estados p.

diferentes. A contribui¢do na energia vai ser —1 (mesmo estado) ou +1 (estados

opostos) exatamente como no modelo de Ising S = 1/2.

Caso p=3

Nesse caso os angulos formados entre os 3 vetores sao sempre iguais a ¢; = 120°.
A figura 2.4 mostra trés situacoes, a saber, a primeira o spin o; tem a mesma dire¢ao
de o0y, a segunda a mesma direcao de o, e a terceira a mesma direcao de o,,. Da
equagao (2.10) vimos que a contribui¢do na energia é sempre +1 se os pares de

primeiros vizinhos tiverem o mesmo estado e cos(120°) caso contrario.

Oy : Oy : Oy
-
Om On o Gn\ o o
(1) @ | 3)

Figura 2.4: Diagrama de estados para o modelo do Relogio com p = 3.

Portanto, podemos reescrever a equagao (2.10) como
Hr(p=3) = —J (1 - c0s(120°) > 05,0, (2.11)

<ig>
Assim, fica claro que os pares de spins com mesmo estado contribuem na energia

local com E; = 1—cos(120°) e com estados diferentes com F; = 0, ou seja, a menos
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de uma constante temos os mesmos niveis de energia do modelo de Potts com ¢ = 3
estados, a saber, F; = 0 (para estados diferentes) e F; = 1 (para estados iguais).
Portanto, os modelos sao iguais, a menos de uma renormaliza¢ao na constante de

interacao.

Caso p =14

Na figura 2.5 estamos representando os quatro estados do modelo. Note que
independente de qual seja o estado do spin (para cima, para baixo, para direita
ou esquerda) os possiveis angulos formados entre o; e seus vizinhos sao ou 6 = 0°
ou 6 = 90° ou 0 = 180° ou € = 270°. Enquanto o; estiver na vertical os vizinhos
na horizontal dao contribuicao nula para energia, ao passo de quanto o; estiver
na horizontal, os spins da vertical agora dao uma contribuicao nula para energia.

Portanto, vamos ter somente 3 estados com energias +1, 0 e —1 para cada par de

spins.
o, o, o, o,
Tcig 0 —>0i 10—
o o o 0, l ' o o, o o
(a) (b) (©) (d)

Figura 2.5: Diagrama de estados para o modelo do Relogio com p = 4.

Como a contribuicao da energia para estados perpendiculares é nula, podemos
analisar separadamente as duas dire¢Ges, horizontal (h) e vertical (v). Na direcao
v, figuras 2.5 (a) e 2.5 (b), os spins s6 podem ocupar dois estados (+1 ou —1),
exatamente como no modelo de Ising S = 1/2. De modo similar, na dire¢ao
horizontal acontece exatamente o mesmo, ver figuras 2.5 (¢) e 2.5 (d). Por isso

dizemos que o modelo do Relégio com p = 4 é equivalente a dois modelos de Ising
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com S = 1/2. Podemos entao reescrever a equa¢ao (2.10) como
Hr(p=4)=—J Z ool —J Z ojo]. (2.12)

Com a Hamiltoniana escrita dessa forma, fica claro que a temperatura critica para

p = 4 vai ser TP=4 = TIsng /2,

2,50
Ising S=1/2 — T,
i — T
2,00 Pottsg=3 _ Tl
Fase Desordenadg s
1,50+ p
|_
_ 2 IsingS=1/2 Rotor Planar
1.00r e) 2%
Fase "~ :
0,50 Fase Onda de Spin
- Ordenada
I 1 I IR R ER E R 1 . bl ) i |
000 5" 5678 10 p16 32 T oo

Figura 2.6: Diagrama de fases esquematico para o modelo do Rel6gio com p estados. A
linha verde representa transicoes de fase do tipo BKT, a linha vermelha a transicao da
fase ordenada para a fase onda de spin, enquanto que a linha azul representa as transicoes
criticas usuais. O circulo indica a regido em torno de p = 5, onde os resultados ainda nao
estao bem definidos.

Vimos acima que o modelo do Relogio com p estados pode representar varios
modelos ja conhecidos. Interessante, porém, se torna os resultados para outros
valores de p. Na figura 2.6 mostramos seu diagrama de fases esquemético. Na
fase ordenada os spins tendem a ficar no mesmo estado, resultando em uma
magnetizacao nao nula. Na fase desordenada, onde os estados dos spins sao
aleatérios, a magnetizacao é nula. J& na fase onda de spin, os spins estao
organizados, porém com magnetizacao nula, pois o sistema nao apresenta ordem
de longo alcance. Para p < 5 temos somente uma transicao critica usual na
temperatura 7,.. Note que para p > 5 temos duas temperaturas de transicao, 77,

quando o sistema passa da fase ordenada para fase onda de spin (linha vermelha)
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e Ty, da fase onda de spin para fase desordenada (linha verde). Segundo o
trabalho de referéncia [44] essas duas transi¢oes sao de segunda ordem. Na verdade,
como foi mencionado no inicio da secao, existem ainda controvérsias a respeito da
criticalidade quando p = 5, que serao discutidas mais detalhadadamente no capitulo

7.



Capitulo 3

Técnicas de Simulacao

Nos dias atuais, em que os computadores disponiveis sao de alto desempenho, a
simulagao computacional vem sendo uma ferramenta de suma importancia nao so6
em Fisica, mas também em outras areas de pesquisa. Neste capitulo descrevemos,
de maneira sucinta, as técnicas computacionais utilizadas nas simulacoes dos

modelos magnéticos estudados nesse trabalho.

3.1 Método Monte Carlo

Com o progresso alcancado pelos computadores, célculos niimericos passaram
a ser uma ferramenta fundamental no desenvolvimento da ciéncia em geral. A
Fisica, hoje em dia, é comumente divida em trés areas, a saber, Fisica Teorica,
Fisica Experimental e Fisica Computacional.

Como exemplo de aplicacao da Fisica Computacional podemos citar o modelo
de Ising na rede ctbica, modelo para o qual nao existe solucao analitica exata.
Por exemplo, uma estimativa computacional para o inverso da temperatura critica
em trés dimensoes é dada por T ! = 0,2216595(6) [46]. Outra grande vantagem
da simulacao é que podemos alterar varios parametros fisicos de interesse, que

dificilmente poderiamos alterar experimentalmente, como por exemplo o valor da

21
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interagao do acoplamento entre os spins (J), temperaturas e pressoes extremamente
altas, o nimero de interacoes que um spin faz com seus vizinhos, etc, e estudar os
efeitos causados na termodinamica do sistema.

Dentre as técnicas numeéricas conhecidas, a de Monte Carlo tem grande destaque
em quase todas as areas da Fisica. Suas aplicag¢oes vao desde a Matéria Condensada
até a Fisica de Particulas Elementares. Atualmente, o método Monte Carlo [47] é
usado nos mais diversos campos, como por exemplo, simulacao de fenémenos fisicos
complexos, tais como, o transporte de radiacao na atmosfera terrestre e simulacao
de processos nucleares em experimentos de alta energia, entre outros.

Vamos discutir o método Monte Carlo no contexto do estudo de um sistema
magnético de spins discretos. A magnetizacao m do sistema para uma dada

configuragao {o;} pode ser escrita como

{Uz = ZUZ (31)

em que IV é o niumero de spins da rede. A média termodinamica dessa magnetizacao

é definida por

m=>»_ P{oh)m{o}) (3.2)

{oi}

onde a soma se estende sobre todas as configuragoes possiveis {o;} e P({o;}) é a

correspondente distribui¢ao de Boltzmann dada por [4]

P({o}) =  exp(~ E({:})/ksT) (33)

com Z =}, vexp(—E({0:})/kpT). Z é chamada de funcdo de parti¢do e ¢ uma
quantidade fundamental em Mecanica Estatistica. Como todas as propriedades
fisicas relevantes podem ser obtidas através dela, sua obtencao analitica implica em
uma solu¢ao exata para o modelo. A dificuldade aqui é justamente obter essa soma
analiticamente sobre todas as configuracoes do sistema, sendo possivel somente em

poucos modelos.
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Mesmo se tentarmos calcular a funcao de particao numericamente, essa tarefa
é invidvel mesmo em sistemas pequenos como no exemplo a seguir. Suponha que
queiramos calcular Z numericamente para o modelo de Ising em uma rede 32 x 32,
onde temos 2!° spins (num sistema real este niimero ¢ muito maior). Nesse caso
o nimero de configuracoes da soma Z & da ordem de 23232 ~ 103%°. Para um
computador com frequéncia do processador f = 10 GHz= 10 x 10° Hz = 10'°H z
(bem acima do mercado de hoje), se o computador gastar apenas um pulso de clock
(obviamente ele gasta varios pulsos) para gerar uma configuragdo {o;}, calcular
E({o;}) e acrescentar exp(—E({0;})/kgT) na funcdo de parti¢do, o tempo que ele

levara para calcular Z sera da ordem de

103%config

10*Yseg
~ 10'%config/seg

At
d 3 x 107seg/ano

= 10*seg ~ ~ 10**%anos. (3.4)

Ora, a idade estimada para o universo é de 10 bilhoes de anos, o que equivale a
10 x 10%mnos = 10'%mnos. Mesmo que haja muitos processadores e/ou que f seja
muito maior, o exemplo acima mostra que o calculo numérico direto de Z continua
inviavel.

Sendo assim, nao nos é possivel realizar a soma sobre todas as configuracoes
do sistema de uma maneira numérica, mas apenas sobre algumas configuracoes
{o;}. Se as mesmas forem escolhidas aleatoriamente o método sera ineficiente, pois
se sortearmos configuracoes com energia muito alta, por exemplo, a exponencial
exp(—E({0;})/kgT) tende a zero e portanto o termo somado é insignificante. Dai
a necessidade de se utilizar a chamada amostragem por importancia. Nesse caso,
nao se escolhem todas as configuracoes possiveis do sistema, mas apenas algumas
(as mais importantes) que sdo “sorteadas” segundo a distribui¢do de Boltzmann
p({o:}) ~ exp(—E({0;})/kpT). Para se implementar este tipo de técnica foram
criados varios algoritmos, alguns dos quais serao utilizados por nés nesse trabalho

e serao discutidos nas secoes seguintes.
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3.1.1 Algoritmo de Metropolis

Em 1953, Metropolis [48| e colaboradores desenvolveram um algoritmo,
partindo da idéia de construir um processo Markoviano, isto é, uma sequéncia
de configuracoes {o;}1,{0:}2, ..., {oi}k, {0itks1, -, {oi}ms em que {o;}ry1 fosse
construida a partir de {o;}, com uma probabilidade de transicio W ({o;}, —
{0i}k+1) previamente definida [49]. Para M suficientemente grande seria possivel
escolher W tal que a configuracao {o;}, gerada no processo markoviano tenha
probabilidade P({c;}x) ~ exp(—FE({oi}x)/ksT), como desejado no ensemble
candnico. Vemos abaixo um esquema da estrutura do algoritmo de Metropolis que

pode ser aplicado a varios modelos de spins discretos bem como spins continuos.

1. Escolha uma condicao inicial para o sistema {o;}¢ (geralmente, essa escolha
pode ser com todos os spin alinhados em uma dada direcao ou totalmente

aleatorios).

2. Sorteie um spin e mude seu estado, obtendo-se entao uma nova configuragao
{0:}s (esse processo pode ser feito sequencialmente na rede ao invés de um

sorteio).

3. Se a energia diminuir, ou seja, AE = E({0;}7) — E({0;}0) < 0, aceite a nova

configuracao {o;} ;.

4. Senao, sorteie um nimero aleatorio r e compare com a probabilidade P =
exp(—FAF). Se r < P aceite a nova configuragdo, caso contrario mantenha

a configuragao inicial {o;}o.
5. Repita do passo 2 ao passo 4, até atingir uma configuracao de equilibrio.

Pode-se mostrar que o algoritmo de Metropolis acima satisfaz a condicao do
balanco detalhado e no equilibrio reproduz a distribuicao de Boltzmann, condigoes

essas fundamentais para qualquer algoritmo no ensemble canonico.
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A configuracao inicial, com que se inicia a cadeia de Markov, certamente nao
corresponde a uma configuracao de equilibrio na temperatura de interesse. Entao,
percorreremos a rede muitas vezes, aceitando ou rejeitando configuracoes e no final
encontraremos uma rede termalizada, isto é, em uma configuracao de equilibrio
termodinamico. SO entao passaremos a gerar novas configuragoes e a calcular as
quantidades de interesse. Dizemos que o tempo necessario para percorrer toda a
rede é um passo Monte Carlo (1 PMC'), ou seja, “visitar” L x L spins em uma rede

quadrada por exemplo.

T <T1F T ~ 7 T > 1%

Figura 3.1: Configuracoes de spins no equilibrio para o modelo de Ising com S = 1/2
na rede quadrada de tamanho L = 256. Sao mostradas trés configuragoes tipicas para
T < TC(E), T ~ TC(E) eT > TC(E). A cor preta representa spin para cima e a cor branca
spin para baixo.

Na figura 3.1 mostramos um exemplo tipico de configuracao de spin, no
equilibrio, para o modelo de Ising com S = 1/2 em uma rede quadrada (L = 256)
utilizando o algoritmo de Metropolis. Sao mostradas trés configuracoes tipicas
para T < TC(E), T ~ TC(E) el > TC(E), em que TC(E) é a temperatura critica exata
do modelo. A cor preta esta representando spins para cima e a cor branca spins
para baixo. Note que quando estamos na fase ferromagnética (T < TC(E)) a maioria
dos spins tendem a ficar no mesmo estado (dominéancia da cor preta), ja na fase
paramagnética (1" > TC(E)) os spins estdo com estados aleatorios (nenhuma cor

predomina). Na regiao proxima & temperatura critica (7' ~ TC(E)) 0 comprimento
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de correlacao diverge, por isso surgem agregados de todos os tamanhos do sistema.

O algoritmo de Metropolis é bastante eficiente para modelos no qual os spins
podem ter poucos estados, como no caso do Ising S = 1/2, mas para o modelos
com varios estados esse algoritmo se torna ineficiente [50]. Na proxima se¢ao
discutiremos o porqué desse fato e apresentaremos um algoritmo mais adequado

para modelos com véarios estados de spins, o chamado algoritmo de Banho Térmico.

3.1.2 Algoritmo de Banho Térmico

O algoritmo de Banho Térmico tem o mesmo propésito do algoritmo de
Metropolis, ou seja, partindo de uma configuragao inicial {o;} obtém-se uma nova
configuragao {a;} de acordo com uma distribuicao de probabilidades adequada,
satisfazendo, é claro, o principio do balango detalhado [50|. Entdo qual a vantagem
ou desvantagem de usar um ou outro algoritmo? Isso depende, naturalmente, das
caracteristicas especificas do modelo a ser estudado. Por exemplo, para o modelo
de Ising S = 1/2 (dois estados), como veremos mais adiante, é mais vantajoso
usar o algoritmo de Metropolis, enquanto que para modelos com mais estados é
mais vantajoso usar o algoritmo de Banho Térmico. Vamos usar, como exemplo, o
modelo de Potts com ¢ estados em uma rede quadrada (poderia ser qualquer outro
modelo como varios estados) para mostrar qual algoritmo se torna mais ou menos
eficiente (lembrando que para ¢ = 2 retornamos ao modelo de Ising com S = 1/2).

Sabemos que o algoritmo de Metropolis sorteia um spin ¢; da rede e altera seu
estado (+1 — —1 ou +1 — —1 para ¢ = 2). Se AE < 0 mantemos essa alteragao,
mas se AF > 0 mudamos seu estado de acordo com uma probabilidade definida a
priori. A probabilidade P, do spin sair de seu estado atual e ir para o novo estado

0; = n é dada, de acordo com Metropolis, por
P, = exp (—fAE,), (3.5)

onde AFE, é a variacao de energia do sistema quando ¢; assume um novo valor n,
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B =1/kgT, T a temperatura do sistema e kg é a constante de Boltzmman.
Para o algoritmo de Banho Térmico sorteamos um spin o; da rede e,
independente do valor desse spin, escolhemos um novo valor para o spin o; = n

(1 <n < q). A probabilidade de aceitacao desse novo estado é

_ exp(—(FAE,)
Zgnzl exp (—BAE,,)

P, (3.6)

Para entender melhor porque a distribuigdo de probabilidade (3.6) se torna
melhor do que a distribuicao (3.5) considere um caso em que o nimero de estados é
muito grande, por exemplo ¢ = 200. Para altas temperaturas temos que § = 1/kgT
¢ muito pequeno, portanto da equacao (3.5) vemos que a probabilidade de aceitagao
¢ P ~ 1 (aceita-se todas as novas configuragoes). Nessa regiao o Metropolis é
satisfatorio. J& para baixas temperaturas os spins tendem a se orientar pelos seus
vizinhos, formando dominios magnéticos, exatamente como acontece no modelo de
Ising. Agora considere um caso no qual o estado do spin sorteado o; é diferente dos
estados de seus vizinhos o, oy, 0; € 0,,,, Ou seja, a energia inicial dessa configuracgao
local é nula F; = 0. Entao o spin og; estd em um dos 196 estados restantes para
o sistema. Sendo assim, qualquer outro estado que nao for o estado de algum dos
quatro vizinhos, produzird uma variagao da energia nula AE = 0 (P = 1) e o
estado serd aceito. SO vamos ter diminuicao na energia do sistema quando em um
passo de Monte Carlo o estado sorteado for igual a um de seus primeiros vizinhos.
Nesse caso, com o algoritmo de Metropolis, vamos ter que dar muito mais passos
de Monte Carlo (em média, aproximadamente 50 PMC) para o spin ficar com o
valor de um de seus vizinhos.

Conside agora o caso contrario, em que o spin sorteado o; tem o mesmo estado
de um dos seus vizinhos. Nessa configuracao a energia ja é a desejavel, mas
quando o algoritmo de Metropolis muda o estado do spin, isso gera um aumento

na energia e portanto uma diminuicao na probabilidade de aceitacao. Sendo assim,
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em média o algoritmo vai rejeitar 196 a cada 200 tentativas de mudancga, ou seja,
a probabilidade de aceitacao fica por volta de 2%. Isso significa que o algoritmo
vai precisar de muitos passos de Monte Carlo para o sistema termalizar. Com a
distribuigao (3.6) os spins sao mudados independente do estado anterior, tornando-
o mais eficiente. Na ref. [50] os autores fazem uma comparagio entre os dois
algoritmos, onde foi calculada a Energia Interna do modelo de Potts com ¢ = 10
estados em uma rede quadrada de tamanho L = 20 com uma temperatura 7' = 1/2,
abaixo da temperatura critica. O algoritmo de Metropolis gastou aproximadamente
20000PC'M até o sistema termalizar, enquanto o algoritmo de Banho Térmico

gastou 200PMC, em média 100 vezes menos.

1.0 RN — Metropolis
i N —- Banho Térmico
0,8 \
! \
| \
\
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i \
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— \\
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Figura 3.2:  Probabilidade de aceitagdo para os algoritmos de Metropolis e Banho
Térmico.

Na figura 3.2 mostramos o comportamento das probabilidades de aceitagao
(equagoes (3.5) e (3.6)) em funcdo da variacdo de energia AE para o modelo de
Ising de spin 1/2. Nesse caso a equagdo (3.6) se torna

B exp(—%ﬁAE)
 exp (—38AE) + exp (;6AE)’

(3.7)

Note que a probabilidade de aceitacao para o algoritmo de Banho Térmico é

sempre menor que a do algoritmo de Metropolis. Para AF < 0 o algoritmo de
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Metropolis sempre aceita a nova configuracao porque P = 1, enquanto que para o
algoritmo de banho térmico ainda tem uma probabilidade de aceitar ou nao essa
nova configuragao. Por isso o Metropolis é mais eficiente para poucos estados, pois
ele vai visitar mais configuragoes que o Banho Térmico.

Usaremos, portanto, nesse trabalho o algoritmo de Metropolis para modelos
com poucos estados e o algoritmo de Banho Térmico para modelos com muitos

estados de spin.



Capitulo 4

Formalismo do Crescimento de

Superficies

Neste trabalho vamos analisar as transi¢oes de fase de primeira e segunda ordem,
transicoes multicriticas e de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless em modelos de spins
do ponto de vista dos expoentes da rugosidade (Sw,«, zw, H). Vamos definir o
expoente de crescimento [y, o expoente da rugosidade a, o expoente dinamico
zw e o expoente de Hurst H usando o modelo de Deposi¢ao Balistica (BD) [15],
ilustrado na figura 4.1. Essas definicdes sao entretanto gerais, e valem quaisquer
processos que geram interfaces rugosas

A regra de deposicao usada no modelo DB é chamada de “sticking rule”, ou
seja, cada caixa da figura 4.1 representa uma particula, essas particulas sao soltas
aleatoriamente de uma altura maior que a altura da maior coluna e colam na
primeira particula que encontrarem. A figura 4.2 mostra um exemplo de uma
superficie gerada pelo modelo de Deposicao Balistica com 180000 particulas. A
partir de um substrato liso, foram depositadas 10000 particulas alternadamente
nas cores preto e cinza para mostrar que a interface do perfil varia com o tempo
de deposicao t. Note que, de acordo com a definicao do modelo ilustrada na figura

4.1, a superficie gerada possui vacancias em seu interior.
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Figura 4.1: Esquema ilustrativo do Modelo de Deposi¢ao Balistica em um substrato
unidimensional. A’ e B’ sdo depositados de acordo com regras pré-definidas “(nesse caso
a particula cola na primeira particula que encontrar)”. [15]. Mostramos o caso L = 12,
em que L é o nimero de colunas.

As alturas das colunas definem um perfil, e para descrever o crescimento desse

perfil quantitativamente vamos definir inicialmente duas funcoes. Primeiro a altura

Figura 4.2: Crescimento de uma superficie via modelo de Deposi¢ao Balistica. Essa
deposicao foi feita usando 180000 particulas alternando nas cores preto e cinza em um
intervalo de 10000 particulas depositadas em uma rede unidimensional com L = 600.
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média do perfil, que pode ser obtida de

nt) = % > o) (4.1)

com h;(t) sendo a altura do sitio ¢ em um tempo ¢ e d a dimensao do sistema. Se
a razao com que as particulas que chegam ao sitio for constante, a altura média do

perfil cresce linearmente com o tempo
h(t) ~t. (4.2)

Outra quantidade de interesse é a chamada rugosidade global do perfil, que é

caracterizada pelo desvio quadréatico médio

WL = \| 75 D2 () — R(0)2 (4.3)

Portanto, quanto mais rugosa se torna a superficie, maior W (L, t).
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Figura 4.3: Crescimento tipico da rugosidade W em fung¢ao do tempo ¢ para o modelo
de Deposicao Balistica, Wy, é o valor de saturacao da rugosidade e t. é o tempo de
saturacao.

A figura 4.3 mostra o comportamento tipico da rugosidade W em funcao do
tempo t para o modelo de Deposicao Balistica. W, é o valor de saturacao da
rugosidade e t. é o tempo de relaxacao do sistema. Note que a rugosidade cresce e
e depois satura para um tempo grande ¢t >> t., porque o comprimento de correlagao

¢ atinge o tamanho da rede L.
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4.1 Expoente de Crescimento [y

Como mostra a equagao (4.3), a rugosidade é uma funcao do tempo. Podemos
entao monitorar o crescimento da rugosidade com o tempo, como mostrado
esquematicamente na figura 4.3 para o caso de Deposicao Balistica. Nota-se que a
rugosidade apresenta dois regimes diferentes, um parat << t., no qual a rugosidade
cresce com uma lei de poténcia e outro para t >> t., no qual a rugosidade satura.
Percebemos um tempo de “cruzamento” t. que separa nessas duas regioes, para
tempos pequenos (t << t.) e para tempos grandes (¢ >> t.). Para a primeira
regiao (t << t.) temos que

W(t, L) ~t’w, (4.4)

onde o expoente [Jy dessa lei de poténcia é o expoente de crescimento. Para ¢ >>
t. a rugosidade atinge um estado de saturacao. Outros modelos de crescimento
apresentam comportamentos semelhantes para a rugosidade. Note que o expoente

Ow é definido para tempos t << t., 0 que certamente serd muito ttil em simulacoes.

4.2 Expoente da Rugosidade «

A rugosidade da figura 4.3 nao cresce indefinidamente pois, apés um certo
tempo ¢ (t >> t.) esse valor se torna constante. Essa saturacdo ocorre quando
o comprimento de correlacao paralelo § atinge o tamanho do sistema L. Para
sistemas com diferentes tamanhos L (ver figura 4.4(a)) o valor de W, aumenta

com o tamanho da rede L, seguindo uma lei de poténcia, dada por
Weat(L) ~ L. (4.5)

O expoente a dessa lei de poténcia é o expoente da rugosidade.
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4.3 Expoente Dinamico zy

O tempo de “cruzamento” t., ou tempo de saturacao, no qual a rugosidade
muda de comportamento, também cresce com o aumento do tamanho da rede L,

seguindo uma lei de poténcia,

to ~ LW, (4.6)

sendo zy 0 expoente dinamico.

4.4 Expoente de Hurst H

De posse do perfil gerado por algum processo de deposicao, o expoente de Hurst
H é calculado determinando-se a rugosidade, ou seja, o desvio quadréatico médio,
de partes do perfil com véarias escalas €. Com a janela de tamanho ¢ sendo centrada

no sitio ¢, a rugosidade local pode ser escrita como

: £
z+2

wilet) = |2 3 () =T (@)
com 1 it
B =2 Y (o) (45)

A rugosidade na escala € é entao dada por

W(Le )= %Zwi(a ). (4.9)

i=1

A rugosidade W (e) segue uma lei de poténcia com o tamanho da janela (¢) na

qual o expoente é o expoente de Hurst H, isto é,

Wi(e) ~ el (4.10)
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A rugosidade W (e) pode distinguir dois tipos de perfis. Se este é aleatério ou
exibe um comprimento de correlacdo finito, entdo W ~ €'/2, isto é, H = 1/2, como
um caminhante aleatério normal. Mas se o perfil tem correlacao infinita temos duas
situacoes: quando H < 1/2 o perfil é antipersistente, ou seja, se h estd aumentando
tende a diminuir, se estd diminuindo tende a aumentar; para H > 1/2 o perfil é
persistente, ou seja, h se ele estd aumentando ele tende a continuar aumentando,
se estd diminuindo tende a continuar diminuindo.

O expoente de Hurst H pode ser relacionado com a dimensao fractal Dy da

interface através da relacdo H = d — Dy [20], em que d é a dimensdo do sistema.

4.5 Leil de Escala

Para o modelo de Deposicao Balistica os expoentes «, [y e z nao sao
independentes entre si. Family e Vicseck [17] fizeram duas observa¢oes importantes
que nos levam ao colapso das curvas da figura 4.4(a) e portanto a uma relagao entre

estes expoentes.

log(W) . log( %) log(£%)
— L3
Bw, Ly
Ly
log (%) log (%) log( LZtW )

(a) (b) (c)

Figura 4.4: Esquema ilustrativo dos passos para reescalar a rugosidade versus tempo.
O grafico da esquerda mostra a variacdo da rugosidade com o tempo para diferentes
tamanhos, Ly < Ly < L. Os gréficos da direita mostram os colapsos gradativos nas leis
de escala corespondentes.
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(1) — quando foi feito o grafico de W (L,t)/ Wy (L) em funcao do tempo, obteve-

Se curvas que saturam com o mesmo valor.

(2) — quando foi feito o grafico da rugosidade W (L,t)/Wyu (L) em funcio de

t/t., obteve-se curvas que tem o mesmo valor do tempo de saturacao.

Essas duas observagoes sugerem que W (L,t)/Wj, é uma fungao de t/t.. Entao

obtemos

onde f é chamada func¢ao de escala. Para obtermos a relagao de escala de Family-
Vicsek basta substituirmos na equagio acima os valores de W, (L) e t. por L* e

L*V respectivamente

W(L,1) ~ L°f (wa) . (4.12)

A forma geral da funcdo de escala f(u) pode ser tirada da figura 4.4. Existem
dois regimes de escalas diferentes, um para u << 1 e outro para p >> 1.
1. Para pequenos valores de u (t << t.), a fungdo de escala cresce com uma lei de
poténcia,

Flp) ~ pv. (4.13)

2. Para pu >> 1 (t >> t.) a rugosidade W satura, isto é, a funcao de escala é

constante,

f(p) = const. (4.14)

A validade da relagio de escala de Family-Vicsek pode ser testada
numericamente. Na figura 4.4 representamos como seria o colapso das curvas da
rugosidade versus tempo para diferentes tamanhos. Neste esquema representamos

trés tamanhos Ly < Ly < Ls.
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Os expoentes «, Oy e zy nao sao independentes entre si [15]. Se aproximarmos
de t. na figura 4.3 pela esquerda, vimos que a equagao (4.4) fica W (t,, L) ~ t%" e

se aproximarmos de t. pela direita, vimos que a equagao (4.5) fica W (t., L) ~ L

o que implica t%" ~ L% mas t, ~ L*". Entao obtemos que

Essa lei de escala é valida para todos os processos de crescimento que seguem
a relagao de escala de Family-Vicsek, equagao (4.12).

Na referéncia [22] sdo apresentados valores nimericos para os expoentes a,
Ow, zw e H que foram obtidos via mapeamento para o problema de percolagao
direcionada (PD), processo de contato (PC), automato celular deterministico de
Wolfram (AC), percolacao direcionada compactada (PDC) e o automato celular de
Domany-Kinzel (ACDK). Na tabela 4.1 mostramos esses valores, que no proximo

capitulo serao comparados com os resultados obtidos neste trabalho.

Bw « 2w H

PD 0,8405 1,3286 1,5808 || 0,643
PC(simulagio) 0,839(1) | 1,33 ; 0,63(3)
AC(simulagao) 0,837(11) || - - -

PDC 1 2 2 1
ACDK(congelada/ativa p, = 0,5) || 0,82(2) 1,32(1) || 1,59(1) || 0,61(3)
ACDK(congelada/ativa py = 1) 0,99(2) 2,01(1) | 2,08(5) || 0,99(2)
ACDK(nao caotica/caotica p; = 1) || 0,81(1) 1,325(9) || 1,61(1) || 0,60(3)
ACDK(nao caotica/cadtica ps = 0) || 0,78(2) 1,32(1) || 1,64(2) || 0,61(3)

Tabela 4.1: Tabela de valores dos expoentes de crescimento By, expoente da rugosidade
«, expoente dindmico zy e expoente de Hurst H para alguns sistemas, retirados da ref.
[22].
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O expoente de crescimento (fy) foi definido inicialmente para modelos de
crescimento de superficies, mas tem aplicacoes em muitas outras areas da fisica.
Atman e Moreira [21] usaram o expoente de crescimento para caracterizar
o automato celular de Domany-Kinzel. No presente trabalho usaremos este
expoente para caracterizar transi¢coes de primeira e segunda ordem, multicriticas e
topologicas, em sistemas magnéticos (modelos Blume Capel de spin-S e Potts com
q estados, modelo de Relogio de p estados e Rotor Planar).

Na referéncia [23] foi mostrado que o expoente de Hurst detecta as transigoes
de fase nos modelos de Ising, Potts e Relogio na rede quadrada. Além disso,
foi mostrado que existe um comprimento caracteristico €* (em que ocorre uma
mudanga no comportamento de W (e) com e (um “cruzamento”) que apresenta um
pico nas temperaturas criticas desses modelos. Os autores sugerem uma relagao
entre esse comprimento €* e o comprimento de correlagdo & nesses modelos. Além
disso, foi mostrado em [24] que o expoente de Hurst H, assim como o expoente da
rugosidade «a, detecta a transicao de fase do modelo de Ising unidimensional com
interacao de longo alcance. Na temperatura critica deste modelo foi detectada uma
super-rugosidade, isto é, o expoente da rugosidade maior que o expoente de Hurst

(o> H).

4.6 Relagao entre expoentes termodinamicos (3, v
e z) e de crescimento [y

Foi mostrado em [22| que para o automato celular de Domany-Kinzel (ACDK)
existe uma relacao entre os expoentes criticos e o expoente de crescimento do
modelo, ou seja, com o conhecimento prévio dos expoentes criticos pode-se calcular
analiticamente um valor esperado para o expoente de crescimento Jy,. Como vamos

estudar sistemas magnéticos (modelos de Blume Capel de spin-S, Potts com ¢



4.6 Relagao entre expoentes termodinamicos (3, v e z) e de crescimento By 39

estados, Relogio com p estados e Rotor Planar), vamos deduzir também uma relagao
entre o expoente de crescimento [y da superficie gerada e os expoentes criticos
termodinamicos dos modelos, (3, v e z. A altura no sitio ¢ em um tempo ¢ é dada

por

hi(t) = o). (4.16)

=0
Entao a altura média é
L? t L2 t
- hi(t) oi(t')
D SETIES 9D SIZENS oiitl 1
i=1 t'=0 i=1 =0

onde L é o tamanho linear da rede em estudo (L? ¢ o nimero de sitios) e m(t') é

a magnetizacao por spin em um tempo t'. Sabemos também que
Z Z oi(t) oy (1), (4.18)
0 =0

o que implica em

Z Z It "), (4.19)

0 t""=0
com (1, ") = 4 YK 6:(¢)os(t").

Podemos escrever a soma da funcao de auto-correlagao temporal como

t t t
DON T A) =D asT(9), (4.20)
t'=0 t""=0 6=0

onde d = |t/ —t"|,comay=t+1eas=2(t—65)+2=2(t—5+1). Entao

R2(t) = (t+1)0 +§: (t— 6+ 1)0(5), (4.21)

R2(t) = T(0) + tI'(0 +Z (t— 6+ 1)0(5). (4.22)
Assumindo que I'(9) ~ 5 [25, 26], quando T ~ T, temos que

anwr@y+ﬂun+§é2@—5+1wii (4.23)
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Fazendo V% = n na equagao acima, obtemos:

h2(t) ~ T'(0) + tI'(0) + i 20t — 0+ 1)6 " (4.24)
6=1

Aproximando o somatério em uma integral, temos

h2(t) ~ T(0) + tT'(0) + /t 2(t — d +1)672"do (4.25)

t t t
h2(t) ~ T'(0) 4+ ¢I'(0) + 2¢ / §72dS§ — 2 / S S 42 / §2ds  (4.26)
1 1 1

T 2t 2t2—2n 2 2t2_2n 2 2t1—2n
F2() ~ T(0)-+T(0)— - -
O~ TOHIO) -5 a2 T o) -2 =2
(4.27)
B2(t) ~ A+ Bt + Ct'= o 4 Di*~3%, (4.28)

onde A, B, C e D sao constantes.
Na equagao (4.28), em T'= T, o termo que é multiplicado por D é dominante,
pois tem em geral a maior poténcia e da definicao de rugosidade W = \/h2 — EQ,

como nesta temperatura a magnetizacao ¢ nula, portanto a altura média é zero

h =0, entdo
W ~ =%, (4.29)
mas
W = tow, (4.30)
portanto
By =1-— % (4.31)

Fora da temperatura critica (T" # T.), onde a fungao de correlagao temporal
decai expoencialmente com o tempo, para tempos grandes a funcao de correlagao

vai a zero rapidamente, I'(§) = 0 para 6 > 1, entdo a equagdo (4.22) fica

h2(t) = T'(0) + tI'(0). (4.32)
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Como I'(0) é constante, entdo a rugosidade W ~ /2 o que explica o
comportamento de By = 1/2 quando o sistema esta descorrelacionado.

Na tabela 4.2 mostramos os valores esperados fy para alguns modelos
calculados através da equagao (4.31) com os expoentes criticos 3 e v obtidos da
literatura. Mostramos também os valores das temperaturas criticas para o modelo
de Potts com ¢ estados e o modelo de Blume-Capel S = 1 no ponto tricritico
[51]. Na linha de transigdo de segunda ordem o modelo de Blume-Capel tem a
mesma classe de universalidade do modelo de Ising, ou seja, os mesmos expoentes
criticos (8 e v) para o caso ¢ = 2. Em nossas simula¢does usamos os algoritmos
de Banho Térmico e Metropolis, que tem aproximadamente o mesmo expoente
dinamico z ~ 2.17, valor esse obtido através de uma média dos valores encontrados
na ref. [45]. Como os expoentes criticos sdo os mesmos para uma mesma classe
de universalidade, assim teremos um sé valor do expoente de crescimento esperado

Ow em toda a linha de transicao de segunda ordem para o modelo de Blume-Capel

com S = 1.
B v T, Bw
Potts q = 2 (Ising) | 0,125 1,0 1,1345927 || 0,942396
Potts q = 3 0,111111 || 0,833333 || 0,9949729 | 0,938556
Potts q = 4 0,083333 | 1,250646 || 0,9102392 | 0,969294
Potts q = 5 - - 0,8515284 || -
Potts q = 6 - - 0,8076068 || -
Potts q = 7 - - 0,7730589 || -
BC S=1 (tricritico) || 0,039 0,56 0,609384 || 0,967907

Tabela 4.2: Tabela com os valores esperados (calculados da equagao (4.31)) dos expoentes
criticos (8 e v, temperatura critica T, e expoente de crescimento [y para o modelo de
Potts com ¢ estados e o0 modelo de Blume-Capel S = 1 no ponto tricritico.



Capitulo 5

Mapeamento dos Estados de Spins

em Superficies

Neste capitulo vamos definir como é feito o mapeamento das configuracoes de
spins dos modelos magnéticos em um modelo de crescimento, iremos depositar
ou evaporar particulas em um substrato liso bidimensional. O mesmo raciocinio
usado para mapear o modelo de Blume-Capel, Potts e Relogio pode ser usado para
mapear outros modelos com spins discretos. Ja para modelos com spins continuos,

pode-se usar o mapeamento utilizado no modelo de Rotor Planar.

5.1 Mapeamento para Spins Discretos

No estudo do modelo de Domany Kinzel [21] onde foi usada uma técnica de
mapeamento semelhante a que vamos usar aqui, foram detectadas as transicoes
de fase do modelo foi usada uma regra de mapeamento do tipo aleatoria, similar
a que vamos usar aqui. Dada uma configuracao de spins em um dado instante
t {oi(t)}=[o1(t),...,on(t)] gerada, por exemplo, por algum algoritmo de Monte
Carlo, o processo de crescimento da superficie consiste em somar todos os valores

assumidos pela variavel de spin o;(¢') de um tempo inicial 0 até um tempo t. Para
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uma tnica sequéncia de estados de spins ({0;(0)},{0s(1)}, ..., {o:(¢t)}) corresponde

uma determinada superficie {h;(t)} com a altura h;(t) no sitio ¢ dada por

ha(t) = 3" plt), (5.1)

onde p;(t') é uma variavel definida no sitio i. Por exemplo, para o modelo de
Blume-Capel com S = 1 a variavel do sitio ¢ assumira o valor da varidvel de spin
neste sitio, p;(t') = o;(t'), para o modelo de Potts com g = 2 temos p;(t') = +1 ou
—1 quando o;(t') = 0 ou 1, p;(¥') = +1, 0 ou —1 quando o;(t') = 0, 1 ou 2 para
o modelo de Potts ¢ = 3, e assim por diante, do mesmo modo para o modelo de
Relogio com p estados. O perfil gerado a partir da equagao (5.1) define um processo
de crescimento do tipo SOS (solid-on-solid), resultando em agregados compactos
e uma superficie sem reentrancia. A interface evolui no tempo pela deposicao
(p > 0) e evaporagao (p < 0) das particulas no substrato inicialmente liso. Na fase
de baixas temperaturas (fase ferromagnética) nos modelos de spins nos esperamos
que o processo de evaporacao/deposi¢ao domine e a altura média da interface
aumente com o tempo. Ja na fase de altas temperaturas (fase paramagnética)
os dois processos, deposicao e evaporacao, ocorrem com mesma probabilidade, em
média, fazendo com que a velocidade de crescimento da interface caia a zero .

A figura 5.1 mostra alguns exemplos de superficies tipicas geradas a partir da
equagao (5.1) para o modelo de Ising com S = 1/2 na rede quadrada. Note que para
T < T. a deposicao é aleatoria descorrelacionada (o comprimento de correlacdo é
pequeno) mas o sistema esta magnetizado, por isso a altura média do perfil é maior
do que para T > T, onde o crescimento da superficie também é descorrelacionado.
Para T'~ T, o sistema é caracterizado por todos tamanhos possiveis de agregados
causando assim grandes flutuacgoes nas alturas pois os sistema esté correlacionado.

Nesse ponto é bom ressaltar que para todos os modelos, as superficies tem a
mesma aparéncia, mudando é claro o valor da altura h; pois o metédo de deposicao

(ou corrosao) do substrato depende do modelo em questao.
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Figura 5.1: Superficies geradas a partir de configuragoes de spins (de equilibrio) do
modelo de Ising com S = 1/2 na rede quadrada. Sao mostrados trés superficies tipicas
para T < TC(E), T ~ TC(E) eT > TC(E), que foram geradas utilizando o mesmo tempo de
simulacao.

5.2 Mapeamento para Spins Continuos

Para o modelo do Rotor Planar (duas dimensoes) temos duas componentes
de spins, S, = cos(f) e S, = sen(f), com angulo (#) variando num intervalo de
0 < 6 < 27m. Sendo assim, as componentes de spins S, e S, podem assumir valores
reais entre —1 < S, < 1, positivos (deposi¢ao) e negativos (corrosiao). Note que,
agora, diferentemente dos modelos com estados discretos, estamos depositando um
“gas de particulas”, de forma que as variaveis para a altura sao nimeros reais. Para

esse modelo, a variavel do sitio ¢ da equagao (5.1) é definida por
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pi(t) =S, (5.2)
Entao, temos que para os casos em que os estados de spins sao continuos a

altura h;(t) no sitio i vai ser dada por

hi(t) =Y S,(t). (5.3)

t'=0

Como nao temos nenhuma anisotropia no modelo considerado (Rotor Planar),
tanto faz usar a componente S, ou S, na equagao (5.3) que os resultados sao os
mesmos. Na figura 5.2, mostramos dois exemplos de superficies tipicas geradas a
partir da equacdo (5.3) para o modelo do rotor planar, sendo uma na transigao
T = Tgir e outra na fase desordenada T > Tgir. Para uma maior clareza da

figura 5.2, nao foi mostrada a superficie para T < Tgx7, que é muito semelhante
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Figura 5.2: Superficies geradas a partir de configuragoes de spins (de equilibrio) do
modelo de Rotor Planar em uma rede quadrada. Sao mostrados duas superficies tipicas
paral <TpgreT ~TpkT.
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ao caso 1" = Tgyr. Isso era esperado, pois para temperaturas menores que Tgxr

0 sistema é critico.



Capitulo 6

Modelos de Potts e Blume-Capel

Usando a técnica de Monte Carlo, simulamos o modelo de Potts com ¢ estados
e o modelo de Blume-Capel com S = 1, cujos resultados serao apresentados neste
capitulo. O modelo de Rel6gio com p estados e o modelo Rotor Planar em redes
quadradas serao discutidos no préximo capitulo. Nosso objetivo béasico é estudar o
comportamento das interfaces obtidas através de mapeamentos das configuracoes
de spins. Verificaremos que essas superficies apresentam um pico de rugosidade
nas temperaturas criticas dos modelos. Estudaremos essas interfaces utilizando
as ferramentas ja usadas em modelos de crescimento de interfaces reais, como
aquelas que se desenvolvem entre dois meios de materias diferentes. Calcularemos
os expoentes de Hurst H, de crescimento (i e da rugosidade «. Verificaremos
numericamente a relagio analitica ji deduzida anteriormente, equagao (4.31), entre
os expoentes de crescimento e os expoentes criticos dos modelos. Finalmente,
discutiremos a influéncia da ordem da transicao sobre a dinamica de crescimento
dessas superficies.

Ressaltamos aqui que todas as simulagoes deste trabalho foram feitas com
condicao inicial em que todos os spins estao no estado de maior valor .S do spin e
com um substrato liso, onde faremos a corrosao e deposicao de particulas. S6 depois

do sistema termalizado é que calculamos as quantidades de interesse, com excecao
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do expoente de crescimento Gy que é calculado sem que o sistema termalize.
Para cada expoente calculado realizamos um tipo de simulacao diferente, por
exemplo, para calcular o expoente de crescimento (Jyy nao é preciso esperar o
sistema termalizar, o que significa pouco custo computacional. Sendo assim,
podemos simular redes de tamanhos maiores (L = 512). Ja para calcular os
expoentes da rugosidade «, de Hurst H e dinamico z é preciso esperar o sistema
termalizar, o que implica em grandes tempos reais de simulagao, limitando o maior
tamanho de rede usado para estes calculos (L = 224). O namero de amostras
também foi ajustado de acordo com o expoente medido, variando de M = 100 até

M = 2000 amostras.

6.1 Resultados para os Modelos de Potts e Blume-
Capel

Para simplificar a nomenclatura dos modelos, vamos em alguns casos adotar a

seguinte notacao:

e modelo de Blume-Capel com spin S = B(Cy

e modelo de Blume-Capel com spin S=1 e anisotropia d = BCy=¢ 4,,1.9...
e modelo de Ising com spin S = 1/2 = Ig_1»

e modelo de Potts com ¢ estados = F,

e modelo de Potts com ¢ = 2,3,4,... = FPy—23.4,..
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6.1.1 Expoente de Hurst H e Comprimento Caracteristico

*

3

Para caracterizar as correlagoes espaciais da superficie no regime em que Sy =~
1/2, ou seja, para tempos (t >> t.), calculamos o expoente de Hurst H de acordo
com a defini¢ao da equagao (4.10). Para calcular o expoente H precisamos calcular
a rugosidade local destas superficies para vérios valores de tamanho da janela ¢
e fazer o grafico W(e) em fungdo da janela € em escalas logaritmicas. A figura
6.1 mostra um gréfico tipico de W(e) em fun¢do da janela ¢ para o modelo de
Blume-Capel com S = 1 no ponto tricritico (di. = 1,9655 e T. = 0,609384 [40])
para varios tamanhos de rede (L). Note que W (g) segue uma lei de poténcia com
g, para € < €%, e depois satura quando ¢ — L, onde €* ¢ o comprimento de
janela onde ocorre a mudanga no comportamento da rugosidade W. A inclinagao
da curva, na regiao em que £ < £*, é justamente o expoente de Hurst H. Note que

o comprimento caracteristico €* cresce com o aumento da rede (L)

A
10°f
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Figura 6.1: Comportamento da rugosidade com a escala ¢ para os modelos de Blume-
Capel com S =1 (di=1,9655). A inclinacao da reta, para ¢ < £* (linha tracejada), é
o expoente de Hurst H. As simulagoes foram feitas para vérios tamanhos de rede (L).
Foram feitas médias com 100 amostras e um tempo de simulacdo t = 2 x 10°PMC.
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Figura 6.2: Comportamento da rugosidade com a escala ¢ para os modelos de Blume-
Capel com spin S e Potts com ¢ estados para ¢ = 2 (segunda ordem), d = 1.9655 (ponto
tricritico) e d = 1.9712 e ¢ = 7 (primeira ordem). Este grafico foi feito para um tamanho
tipico de rede (L = 224). Foram feitas médias com 100 amostras .

A figura 6.2 mostra o comportamento da rugosidade com vérias escalas € para o
modelo de Blume-Capel S = 1 e Potts com ¢ estados para o maior tamanho de rede
(L = 224) usada para esta medida. Note que para todos os modelos a rugosidade
cresce com o tamanho da janela € até um certo valor, depois satura quando e — L.
Na figura 6.1 mostramos um valor tipico (L = 224) do comprimento caracteristico
(e* = 103(1)), comprimento onde ocorre uma mudanga de comportamento na
rugosidade, ou seja, um “cruzamento”. Observe que este valor cresce com o tamanho
da rede L assim como o valor do expoente de Hurst H, como mostrado na fig. 6.1.
As figuras 6.3 e 6.4 mostram, respectivamente, o comportamento do expoente de
Hurst e do comprimento caracteristico €* em funcao do tamanho da rede L.

Analisando a figura 6.3 do expoente de Hurst H para varios sistemas, concluimos
que o expoente de Hurst H tem aproximadamente o mesmo valor para sistemas nos
quais ocorre transi¢ao de segunda ordem (H = 0, 725), sdo eles: Potts (¢ =2e g =
3) e Blume-Capel (d = 0) e para o ponto tricritico (di.). Nas transi¢oes de primeira
ordem, onde o comprimento de correlacao é finito, o expoente de Hurst tem valores

diferentes dos sistemas em que ocorre transicao de segunda ordem. Observe que a
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Figura 6.3: Expoente de Hurst H em fung¢do do tamanho da rede L para o modelo de
Potts com ¢ estados e Blume-Capel spin-S. A menor rede corresponde a L = 48. Foram
feitas médias com 100 amostras.

curva para os modelos de Potts ¢ = 7 (primeira ordem) e Blume-Capel d = 1,9712
(primeira ordem) tém valores assintoticos diferentes, isto é explicado pelo fato de
que para Potts ¢ = 7 o sistema ainda tem uma certa influéncia de segunda ordem,
por isso seu valor é maior (H = 0,57) que o Blume-Capel d = 1,9712 (H = 0, 47).
Nos esperamos que o valor do expoente de Hurst H tenha aproximadamente o
mesmo valor H =~ 1/2, que é o valor esperado em um sistema onde o crescimento
é feito através de uma deposicao aleatoria. Comportamento similar ocorre com
outros valores de d no modelo de Blume-Capel e ¢ no modelo de Potts. Todos esses
valores calculados serao discutidos na tabela 6.1.

Analisando a figura 6.4, do comprimento caracteristico €* para varios sistemas
em funcao do tamanho da rede L, vemos que para os sistemas nos quais ocorrem
transicao de segunda ordem, esse comprimento cresce com o tamanho da rede
seguindo uma lei de poténcia do tipo e ~ L*. Obtemos, aproximadamente os
mesmos valores dos expoentes, a saber, A = 0,85(2) para P,_3, A = 0,84(1) para
P, o, A =0,84(1) para BCy—y e A = 0,8289(1) para BCy = di.. A reta da figura

6.4 é a regressdo feita no ponto tricritico no modelo de Blume-Capel (estrelas).



6.1 Resultados para os Modelos de Potts e Blume-Capel 52

Pottsq=2
Pottsq:3

1001

eld

BCd= 1,9712

Potts _
q =

T
> O % m @ »

7

|
100
L

Figura 6.4: Comprimento caracteristico ¢* em fungao de L (escala logaritimica) para
os modelos de Potts com ¢ estados e Blume-Capel spin-S. Este grafico foi feito para os
seguintes tamanhos de rede (L = 48, 64, 96, 128, 160, 192 e 224). Foram feitas médias
com 100 amostras.

Portanto, este comprimento caracteristico €* diverge com o tamanho da rede L. De
fato, na referéncia [23| os autores associam este comprimento caracteristico €* ao
comprimento de correlagao £ do sitema magnético. Sendo assim, podemos entender
por que para sistemas em que ocorre transi¢oes de primeira ordem o comprimento
caracteristico satura e para transicoes de segunda ordem diverge com o tamanho do

sistema L, pois o comprimento de correlacao tem este mesmo comportamento, ou

seja, o comprimento caracteristico €* é proporcional ao comprimento de correlagao

.

6.1.2 Expoente de Crescimento Gy

A partir da definigao (4.4) podemos calcular o expoente de crescimento By para
os modelos em questao. Para isso, basta monitorar o crescimento da rugosidade W
com o tempo e analisar este comportamento. Na figura 6.5 mostramos um grafico
tipico do comportamento da rugosidade W em funcao do tempo para o modelo de
Ising S=1/2 em T = T, para varios tamanhos de rede L. Note que diferentemente

do que acontece no modelo de Deposi¢ao Balistica [17], a rugosidade nao satura
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Figura 6.5: Rugosidade W em fung¢ao do tempo ¢ para o modelo de Ising S=1/2 em
T = T, para varios tamanhos de rede L. A linha continua indica o valor de t. para uma,
rede finita e as linhas pontilhadas sdo guias para dois valores extremos de fyy. Foram
feitas médias sobre 1000 amostras e um tempo de simulacio de ¢t = 10° PMC .

com o tempo, mas tem dois regimes diferentes. Um para t < t. em que o expoente
de crescimento atinge um valor assintotico (L — o0) Sy ~ 0,94 e outro para
t > t. em que o expoente de crescimento é By &~ 0,50. O tempo em que ocorre
essa mudanca de comportamento t., € o tempo de relaxacao do sistema. Observe
também que esse tempo t. aumenta com o tamanho da rede L.

Na figura 6.6 mostramos um comportamento do tempo de “cruzamento” t. em
fungdo do tamanho da rede para o modelo de Ising S = 1/2. Observe que esse
segue uma lei de poténcia com o tamanho da rede (t. ~ L*W), sendo zw ~ 2,16(5)
o expoente dindmico, que estd concordando com o valor do expoente dindmico
z &~ 2,17(5) para o algoritmo de banho térmico encontrado na referéncia [45].

Na figura 6.7 mostramos o comportamento da rugosidade W em funcao do
tempo para temperaturas fora da criticalidade (] 7'— T, |= 1) para o modelo
de Blume-Capel spin S e Potts com ¢ estados. Apods um pequeno tempo todos
os sistemas apresentam o mesmo valor do expoente de crescimento 3 ~ 1/2. A

reta pontilhada na figura 6.7 é um guia que nos mostra uma inclinagao § = 1/2.
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Figura 6.6: Tempo de relaxacdo t. em fun¢ao do tamanho da rede L para o modelo
de Ising S=1/2 em T = T,. Este grafico foi feito para os seguintes tamanhos de rede
(L =16, 32, 64, 128 e 256) e média sobre 1000 amostras.

Interpretamos este valor como sendo fruto de uma simples deposicao aleatoria, pois

fora da criticalidade os sistemas estao descorrelacionados.
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Figura 6.7: Rugosidade W em funcao do tempo t para o modelo de BC e Potts em
T # Tc. Este grafico foi feito para um tamanho de rede L = 64. Foram feitas médias
com 100 amostras.

Na figura 6.8 mostramos o comportamento da rugosidade W em funcao do

tempo para os modelos de Blume-Capel spin S e Potts com ¢ estados, na
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Figura 6.8: Rugosidade W em funcao do tempo ¢ para o modelo de Blume-Capel
S =1 e Potts com ¢ estados na criticalidade T"= T,. A linha pontilhada é um guia para
B = 1/2, este grafico foi feito para um tamanho tipico de rede L = 64 e as médias com
1000 amostras.

criticalidade T" = T,, para um tamanho de rede tipico L = 64. Note que para
tempos grandes t >> t., o expoente de crescimento é aproximadamente o mesmo
para todos os modelos (B =~ 1/2). A diferenga é que para atingir o regime
estacionario fy = 1/2, cada sistema demora um tempo de relaxacao t. diferente.
No modelo de Blume-Capel para d = 1,9712, o sistema demora menos para relaxar
do que os outros sistemas. O que acontece é que neste modelo a transicao de fase é
de primeira ordem, em que o comprimento de correlacao é finito. Apesar do modelo
de Potts ¢ = 7 ter uma transicao de primeira ordem, ele tem ainda um caréter de
segunda ordem, acarretando assim num ¢. maior que para d = 1,9712 no modelo
de Blume-Capel.

De acordo com a defini¢ao (4.4), na criticalidade T' = T, a inclinacao da reta
da figura 6.5 para tempos pequenos t << t., & o expoente de crescimento By, para
o tamanho de rede em questao. Observando a figura 6.5 concluimos que que este
expoente depende do tamanho da rede L. A figura 6.9 mostra o comportamento

desse expoente em fungio de 1/L® para o modelo de Blume-Capel com d = d;,
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e modelo de Potts para ¢ = 3 e ¢ = 10. Note que ¢ é apenas um expoente
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Figura 6.9: Expoente de crescimento By em funcio de 1/L? para o modelo de Blume-
Capel S = 1 (d¢) e modelo de Potts (¢ = 3 e ¢ = 10) em T = T.. Este grafico foi
feito para varios tamanhos de rede (L=32, 48, 64, 128 e 256), as linhas sao os valores da
extrapolagio (L — oo). Foram feitas médias com 1000 amostras em todos os tamanhos.

de ajuste para obter a melhor reta entre os pontos, ou seja, nao depende dos
expoentes criticos (3, ve z) dos modelos em questdo. Para cada caso obtemos um
valor de ¢ diferente, a saber, ¢ = 0,88 para Blume-Capel com d = d;., ¢ = 0,63
e ¢ = 0,30 para o modelo Potts com ¢ = 3 e ¢ = 10 estados, respectivamente. Os
valores extrapolados (L — o0) para o expoente de crescimento [y sdo mostrados
na tabela 6.1 e na figura 6.10.

Na tabela 6.1 mostramos os valores calculados analiticamente pela equagao
(4.29) para o expoente de crescimento (ﬁ‘(,f) - o indice (F) é para indicar calculo
exato), e os valores calculados via grupo de renormalizagao [40] da temperatura
critica TC(E), e também os resultados obtidos neste trabalho para o expoente de
crescimento [y, temperatura critica Ty, e expoente de Hurst H para alguns casos
de transicao de primeira e segunda ordem nos modelos de Potts com ¢ estados e
Blume-Capel spin S. Salientamos que no modelo Potts para ¢ = 6 e ¢ = 7, e

no ponto tricritico para modelo de Blume-Capel S = 1 com d = d,. os erros da
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1(5 ) Bw T Tw H

Ising S =1/2 | 0,942 | 0,945(4) | 2,269 | 2.266 0,725(6)

Ising S =1 0,942 | 0,950(8) || 1,694 | 1,695(2 0,715(6)

Potts g =3 | 0,939 [ 0,937(1

Potts ¢ =4 0,969 | 0,970(6) || 0,910 | 0,909(2

(3)
(2)
0,995 || 0,993(5) || 0,730(4)
(2)
(2)

Potts g =5 | - 0,941(1) || 0,852 | 0,849(2) || -
Potts g =6 | - 0,830(6) || 0,8076 || 0,8070(5) || -
Potts g =7 | - 0,800(1) || 0,7731 || 0,7732(5) || 0,574(3)
Potts ¢ = 10 | - 0,699(4) || 0,701 || 0,700(2) || -

)
BCy; =195 || 0,942 | 0,946(7) | 0,656 | 0,656(1)

BCy =1.9655 || 0,968 | 0,970(3) || 0,6094 || 0,6090(5) || 0,709(5)

BCy=1.9712 || - 0,820(7) | 0,588 | 0,590(2) | 0,468(5)

BC,; =0 0,942 | 0,950(8) || 1,694 | 1,695(2) | 0,715(6)

Tabela 6.1: Tabela com os valores dos expoentes de crescimento (61(/5 )e Bw ), temperatura

critica (TéE) e Ty) e expoente de Hurst (H), para os modelos de Potts com ¢ estados e
Blume-Capel spin-S.

extrapolacao na temperatura critica estao na quarta casa decimal, enquanto que
para os outros casos este erro estd na terceira casa decimal. Observe que tanto o
expoente de crescimento 3y como a temperatura critica Ty, estao de acordo como
o esperado até na terceira casa decimal, que foi a precisao obtida por nés com os
tempos, tamanhos e nimeros de amostras estudados.

Na figura 6.10 mostramos o comportamento do expoente de crescimento Sy
(valores extrapolados como na fig. 6.9) e do expoente de Hurst H em fungio
do parametro de anisotropia de rede d para o modelo de Blume-Capel com spin
S =1 (figura 6.10(b)) e para o modelo de Potts com ¢ estados (figura 6.10(a)) em

funcao do numero de estados ¢ do modelo. Observe que obtemos uma diferenca
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Figura 6.10:  Expoente de crescimento By e expoente de Hurst H em funcao do
parametro (d) de anisotropia de rede em 7' = T, para o modelo de Blume-Capel S =1
(em baixo) e em fung¢ao do numero de estados (¢) para o modelo de Potts com ¢ estados
(em cima). Os valores deste grafico sdo todos extrapolados no limite em que (L — o0) .

clara entre o valor do expoente de crescimento Jy para uma transicao de primeira
ordem (¢ < 4 e d > d;.) e seu valor em uma transicao de segunda ordem (¢ > 4 e
d < di).

Para o modelo de Blume-Capel com spin S = 1, o ponto tricritico (d = d;.) é a
fronteira entre a linha de transigao de primeira ordem com a de segunda ordem [40],
como mostrado na figura 6.14. No diagrama (fig. 6.10 (b), obtido via o expoente
de crescimento, o valor desse é aproximadamente o mesmo [y = 0,942(5) para
transigoes na linha de segunda ordem (veja tabela 6.1). No ponto tricritico d. =
1,9655, obtemos um pico suave no valor do expoente de crescimento, diferenciando-
se assim do valor deste para as linhas de primeira e de segunda ordem. Na linha
de primeira ordem o valor de By vai diminuindo com o aumento de d até atingir
Bw = 0,50, o que ja era esperado, pois nesse caso o comprimento de correlacao &

do sistema, é finito, assim a deposicao é aleatoria descorrelacionada resultando em
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Bw = 0, 50.

No modelo de Potts com ¢ estados também ¢é observado um mesmo
comportamento do expoente de crescimento (s, ou seja, valores diferentes para
transicoes de segunda e primeira ordem. Os valores dos expoentes de crescimento
esperados e calculados estao na tabela 6.1, onde vemos que para ¢ > 4 o valor deste
expoente vai também em direcao de By, = 0,50. O problema no modelo de Potts
é que mesmo onde ocorre transicao de primeira ordem para g > 4, ainda existe um
carater de transicao de segunda ordem para valores de ¢ proximos de ¢ = 4. Por
isso, para ¢ = 10 o valor do (i ainda nao é o esperado.

O expoente de Hurst H apresenta um comportamento similar ao do expoente
Ow, apenas com uma convergéncia mais rapida para o valor H = 0, 50 nos sistemas

em que o comprimento de correlagao é pequeno.

6.1.3 Diagrama de Fases

Nesta secao vamos apresentar um método alternativo que determina as
temperaturas criticas dos modelos de Potts com ¢ estados e Blume-Capel spin
S com uma boa precisao (erros na terceira ou quarta casa decimal). Ressaltamos
aqui que existem outros métodos que determinam a temperatura critica destes
modelos com maior precisao, mas a idéia aqui é apresentar um novo método que,
sem precisar usar funcoes de particao ou qualquer outro parametro termodinamico,
determine a temperatura critica dos modelos em questao.

A figura 6.11 mostra a rugosidade W em funcao da temperatura 7" para o modelo
de Blume-Capel com spin S e Potts com ¢ estados para um tamanho de rede tipico
L = 64. Observe que existe um pico na rugosidade proximo a temperatura critica
dos modelos mencionados (para qualquer valor de d e ¢), na transi¢do de primeira
ordem esse pico é mais acentuado do que na transicao de segunda ordem e até

mesmo no ponto tricritico (d.).
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Na figura 6.12 mostramos um grafico tipico do comportamento da rugosidade
W em funcao da temperatura T para o modelo de Blume-Capel com S = 1 no
ponto tricritico. Note que existe um pico na rugosidade proximo a temperatura
critica termodinamica do modelo, como também uma dependéncia com o tamanho
da rede, & medida que L aumenta o pico vai se aproximando da temperatura critica
do modelo. O grafico inserido na figura 6.12 mostra uma ampliacao na regiao onde
tem o pico para uma tamanho tipico de rede L. = 40. Para melhor determinacgao da
temperatura no pico Ty, precisamos fazer um refinamento em torno da temperatura
de pico com um intervalo cada vez menor.

Na figura 6.13 mostramos o valor desta temperatura Ty, (L) para varios valores
de L e encontramos o valor assintotico (L — oo) para d = 0,0 no modelo de
Blume-Capel com S = 1 e Potts com ¢ = 10. Comportamentos similares ocorrem
para outros valores de d e q. Nesta figura um comportamento do tipo T, = Ty +
AL™/ foi usado. Note que para d = 0 um ajuste foi obtido com z = v = 1 (classe

de universalidade de Ising) e para ¢ = 10 um bom ajuste foi obtido com expoente

25001 ng=10

2000

7
1500
q=3
= d
C
1000
500} -

L
0,6 0,8 1,0 1,2 1.4 1,6 1,8

1.9712

d=

o

Figura 6.11: Rugosidade W em funcao da Temperatura 7' para o modelo de Blume-
Capel S=1 (d =0, 1.0, 1.9655 e 19712) e Potts com ¢ estados (¢ = 2, 3, 7 e 10). O tempo
esperado para o sistema termalizar foi ¢ = 20000 PMC e as médias foram feitas sobre 200
amostras.
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Figura 6.12: Rugosidade W em func¢ao da Temperatura T para o modelo de Blume-
Capel S=1 (dy.). Este grafico foi feito para varios tamanhos de rede (L). Foram feitas
meédias sobre 100 amostras e o tempo para o sistema termalizar foi ¢ = 200000 (PMC).
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Figura 6.13: Rugosidade W em func¢ao do inverso do tamanho da rede (L = 32, 40, 48,
64 e 96) para o modelo de Blume-Capel S =1 (d = 0,0) e Potts com ¢ estados (¢ = 10).
O tempo esperado para o sistema termalizar foi ¢t = 20000 PMC e as médias foram feitas
sobre 200 amostras.
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x = d = 2 (transi¢ao de primeira ordem).

A figura 6.14 mostra o diagrama de fases do modelo de Blume-Capel S = 1
encontrado de duas maneiras diferentes: uma usando grupo de renormalizacao
fenomenologico [40], e outra da maneira proposta neste trabalho. Observando este
diagrama de fases vemos que o uso da rugosidade W para detectar transicoes de fase
em sistemas magnéticos se mostra um método bastante eficiente. Nessa técnica nao
precisamos em momento algum de calcular funcoes termodinamicas, e os diagramas
de fases sao obtidos com um custo computacional relativamente pequeno, em alguns
casos, como por exemplo para o cilculo do expoente de crescimento nem é preciso

esperar o sistema termalizar.

2,00

1,60 Blume-Capeb=1

- 1.20 -0 Trans. Segunda Ordem
*-- Trans. Primeira Orden)
0,80~ o Ponto Tricritico !
--- Modelo de Ising i

0,40 » Diagrama de Fases,(J! "i‘

v Ponto Tricritico (T,) i *

0,00— | | | |
’ -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0

d

Figura 6.14: Diagrama de fase do modelo de Blume-Capel S=1. Os circulos vazios,
estrelas e o quadrado sdo dados retirados da ref. [40], a linha tracejada estd em d = 0
(modelo de Ising S=1) e os triangulos sao valores obtidos usando o método proposto neste
trabalho. O tempo esperado para o sistema termalizar foi ¢t = 20000 PMC e as médias
foram feitas sobre 200 amostras.
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6.1.4 Flutuacoes Guassianas e Relacao de Escala de Family-

Vicsek

O fato da rugosidade W crescer indefinidamente com o tempo até mesmo para
temperaturas criticas nas transi¢oes de segunda ordem, como pode ser visto na
figura 6.8, deve-se a um ruido intrinseco do algoritmo de Monte Carlo. Depois de
um transiente, o sistema segue um caminho aleatorio no espaco de fase, adicionando
assim um ruido Gaussiano na rugosidade W com o tempo.

Esse ruido gera um fator difusivo na média térmica, resultando em um
comportamento assintotico /2. Isto significa que o — 0o e a relacio de escala
de Family-Vicsek (zir = a/fw) ndo é mais valida. Um caminho para eliminar esse
ruido intrinseco da rugosidade W, e estudar a evolucao da superficie sem qualquer

crescimento trivial, é definir um nova rugosidade W* de forma que
W(e, t) = t2W*(e, t). (6.1)

Assim, a rugosidade sem ruido W*(e, t) deve mostrar um comportamento similar a
um crescimento de uma superficie regular num processo de crescimento, escalando
com W*(e,t >> t.) ~ €I, para tempos pequenos W*(t) ~ t% e para tempos
grandes com W*(L,o0) ~ L%, onde também ¢, ~ L. Isto significa que para
t >> t. para um dado L, a rugosidade sem ruido é constante com o tempo e o
comportamento de W ~ t'/2 é preservado.

Nos esperamos que H* = H, 2z, = z, 0y, = Pw — 1/2 e que o possa ser
obtido agora através dos graficos de W*(L,00) em fungao de L. Na figura 6.15
n6s mostramos alguns exemplos tipicos do valor de saturacao de W* em funcao
do tamanho do sistema L em uma escala logaritmica. Nos observamos que para
transicoes de primeira ordem as curvas de W* x L saturam, o que resulta em o* = 0
no limite termodinamico. Isso é consistente com o fato de que nas transicoes de
primeira ordem o comprimento de correlacao é finito. No ponto tricritico e nas

*

transicoes de fase de segunda ordem, o expoente da lei de poténcia W, ~ LY &
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Blume-Capelb=1

o* = 0,954(7

10

sat

Figura 6.15: Comportamento do valor de saturagao da rugosidade sem ruido W* em
fungdo do tamanho do sistema L. As curvas mostradas sdo do modelo de Blume-Capel
comd=0,d=1,9172 e d >~ d;. As barras de erro sdo menores que o tamanho dos
simbolos.
justamente o expoente da rugosidade a*. Entao, podemos mostrar que a relacao
de escala de Family-Vicsek se mantém para estes casos, com a* no lugar de « e
2w = o/ By

Por exemplo, para o modelo de Blume-Capel com d = 0 n6és obtemos da tabela
4.2 By, = 0,942 — 1/2 = 0,442. Portanto, o valor de o = z(3§;, = 0,959 esta de
acordo com o valor medido a* = 0,954(7) da figura 6.15. Resultados similares sao
obtidos para outras transicoes de segunda ordem, inclusive para o modelo de Potts.
No ponto tricritico nés obtemos o* = 23}, = 1,02, o que sugere que esta superficie
pode ter uma super-rugosidade (o termo super-rugosidade é usado para a* > 1).

Um grafico na escala logaritmica da rugosidade W* em funcao do tempo ¢ para
o modelo BCy—y é mostrado na figura 6.16. O grafico menor inserido nessa figura
mostra o colapso destas curvas para o = 0,954(7) e z = 2,17. Para tempos
pequenos, o colapso falha porque o sistema ainda estd descorrelacionado. Nos
observamos que para transigoes de segunda ordem o expoente da rugosidade local
H é diferente (menor) que o valor do expoente da rugosidade global o* indicando

assim que essas superficies nao sao auto-afins. Desde que as flutuacoes locais ou
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Figura 6.16: Comportamento do valor de saturagao da rugosidade sem ruido W* em
funcao do tempo ¢ para o modelo de Blume-Capel com d = 0 para diferentes tamanhos de
sistemas L. O detalhe mostra o colapso destas curvas para o = 0,954(7) and z = 2,17.

globais das superficies escalam com expoentes diferentes, a rugosidade sem ruido
W* apresenta o que se chama na literatura de escala anomala [52, 53, 54]. Por
exemplo, para a classe de universalidade do modelo de Ising n6s obtemos a* =
0,954(7), enquanto que H ~ 0,72, para o modelo de Blume-Capel com d ~ d;
nos obtemos o* = 0,98(2) enquanto que H = 0,709(5). Este fato é consistente
com a idéia de que, em transicoes continuas, as correlacoes nos modelos de spins
sao distintas para grandes e pequenas escalas. Como era esperado, para transicoes
de primeira ordem a escala andmala é mais forte. Note que nesse caso a* = 0 e

H~1/2.



Capitulo 7

Modelos Rotor Planar e Relogio

Até agora utilizamos apenas modelos com spins discretos mapeados em modelos
de crescimento de superficie e obtivemos resultados termodinamicos interessantes,
sem precisar utilizar nenhuma funcao termodinamica. Neste capitulo, vamos
aplicar a mesma metodologia num modelo de spin continuo em duas dimensoes
(o modelo do Rotor Planar) e outro discreto (Relogio com p estados), sendo que

esse 1ltimo, no limite em que p — o0, reduz-se justamente ao Rotor Planar.

7.1 Resultados para o Modelo Rotor Planar

O modelo do Rotor Planar (spins com duas componentes), bem como o mais
geral XY (spins com trés componentes) nao possuem ordem de longo alcance e o
comprimento de correlacao e a susceptibilidade divergem exponencialmente para
temperaturas abaixo de Tgrgr, sendo que o sistema é critico para 7' < Tgrgr. Em
geral, o calculo da temperatura de transicao Tgxr nao é trivial, pelo menos nao
tao simples quanto a temperatura critica de modelos com transicoes continuas.
Vamos aqui obté-la usando o expoente de crescimento Gy, bem como a rugosidade

da superficie gerada.

66
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7.1.1 Temperatura de Transicao Tzxr

Sabemos da definigdo do expoente de crescimento, equagao (4.4), que nao é
necessario esperar que o sistema termalize para que possamos realizar o seu calculo,
resultando em pouco tempo computacional. A ideia inicial é verificar se esse

expoente é habil para detectar as transicoes de fases do modelo estudado.
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Figura 7.1: Expoente de crescimento By em fun¢ao da temperatura T para o modelo
Rotor Planar para diferentes tamanhos de redes L. As médias foram feitas com M = 10*
amostras com um tempo de t = 200 PMC'. As linhas verticais mostram as temperaturas
de transicao para duas redes extremas. As barras de erros sdo menores que os simbolos.

A figura 7.1 mostra o comportamento do expoente de crescimento Gy em funcao
da temperatura 7' do modelo Rotor Planar para diferentes tamanhos de rede L.
Notamos, primeiro, que para baixas temperaturas o valor de Sy, tende a oscilar em
torno de uma média, enquanto que o mesmo tende a saturar com o aumento do
tamanho do sistema L. Notamos, também, que para temperaturas altas o expoente
tende para 1/2, independente do tamanho da rede. Como nao temos a presenga de
um pico bem definido nesse expoente fica entao dificil determinar, de uma maneira
mais precisa, a temperatura na qual ocorre a transicao para um tamanho tipico de
rede (o que nao ocorre com a rugosidade, como veremos mais adiante). Podemos,
entretanto, estimar a temperatura de transicao como sendo aquela na qual o valor

do expoente de crescimento comeca a diminuir, a partir de um valor constante
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para baixas temperaturas. Para as redes L = 32 e L = 128 as correspondentes
temperaturas estao indicadas pelas linhas tracejadas verticais na figura 7.1. Pode-
se ver claramente que existe uma dependéncia com o tamanho da rede. Uma anélise
de tamanho finito nesse caso deve levar em conta o carater dessa transicao, que
nao possui um comportamento tipo lei de poténcia.

Como sabemos que nesse modelo o comprimento de correlagdo & tem uma

dependéncia exponencial dada por [45]

B
- , 7.1
o () i

e que, com & ~ L, teremos

C
Tfwr = Torr + ML) (7.2)

onde TL,, é a estimativa da temperatura de transicio para a rede L, Tpgr

é a temperatura de transicao no limite termodinamico, B e C sao constantes.

Uma andlise de tamanho finito com a equagdo (7.2) estd mostrada na figura

1,20 E
I 16
- 1,10
4|_°° i Rotor Planar
1,00
Tor = 090(2)
0,90 . . | . . | . . | .

0,00 0.05 0.10 0.15
1(In(L))*

Figura 7.2: Temperatura de transi¢io T4 em fungio de 1/(In(L))? para o modelo
Rotor Planar. As médias foram feitas com M = 10* amostras com um tempo de ¢ =
200 PMC.

7.2. Utilizando os maiores valores de redes (note o comportamento logaritmico)

obtivemos um valor da temperatura de transicao no limite termodinamico Tgxr =
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0,90(2), concordando com os valores existentes na literatura [44]. Enfatizamos
aqui que a grande vantagem de se usar o expoente de crescimento para determinar
essa temperatura é que nao precisamos esperar o sistema termalizar, diminuindo
radicalmento o tempo de simulacdo de 2 x 10* PMC para 200 PMC, o que implica
em um ganho significativo no tempo real de processanento. Porém, parece que a
precisao nao é muito boa na determinacao das temperaturas para cada rede.

A figura 7.3 mostra, por outro lado, o comportamento da rugosidade W em
funcao da temperatura T para o modelo Rotor Planar para vérios tamanhos de
redes L. Note que nesse caso a rugosidade tem um pico bem definido, em uma
temperatura que serd considerada a correspondente temperatura de transicao, a
qual continua a depender do tamanho da rede, permitindo também uma analise

de tamanho finito. Entretanto para essa grandeza foram necessarios da ordem de

2 x 10* PMC.
2500
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Figura 7.3: Rugosidade W em funcao da temperatura 7" para o modelo Rotor Planar
com véarios tamanhos de redes L. As meédias foram feitas com M = 1000 amostras com
um tempo de t = 2 x 10* PMC.

A titulo de exemplo, a figura (7.4) mostra o comportamento de T, obtido
através da rugosidade, em funcio de 1/L?, em que ¢ é apenas um parametro
de ajuste para a melhor reta. Pode-se notar que o ajuste é excelente e obtemos

Tprr = 0,975(2) para ¢ = 0,96. Claro que nesse caso a temperatura nao esta em
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Rotor Planar

T =0,975(2)
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Figura 7.4: Temperatura de transi¢io T, em fungio de 1/L? para o modelo Rotor
Planar, ajustando a melhor reta com ¢ = 0,96 para varios tamanhos de rede (L =
16, 20, 24, 28, 32,40, 64,80,96 e 160). As médias foram feitas com M = 1000 amostras
com um tempo de t = 2 x 10* PMC.

acordo com o que se espera Trir =~ 0, 89.

Como para o modelo do Rotor Planar o comprimento de correlacao £ é uma
funcao exponencial da temperatura, o comportamento de tamanho finito deve ser
logaritmico, de acordo com a equagao (7.2), ou seja, um grande aumento de rede
L resulta em uma pequena variacao na correspondente temperatura de transicao
Tk r. Isso significa que seria necessario tamanhos de redes cada vez maiores para
se atingir o comportamento assintotico. Na figura 7.5 foram portanto desprezados
tamanhos de redes pequenos (L = 16 — 32) para fazermos o ajuste. Encontramos,
nesse caso, uma temperatura de transi¢do Tpxr = 0,89(1), que agora esta de
acordo com o valor encontrado na literatura [44, 55] e com o obtido pelo expoente
da rugosidade para tempos pequenos. Uma inspecao na figura 7.5 mostra ainda que
para a rugosidade o comportamento assintotico s6 é obtido para redes um pouco

maiores do que no caso do expoente Sy .
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Figura 7.5: Temperatura de transi¢do T, em fungio de 1/(In(L))? para o modelo do
Rotor Planar com varios tamanhos de rede. A linha sélida é o ajuste para os tamanhos
L =64,80,96,128 ¢ 160. As médias foram feitas com M = 1000 amostras com um tempo
de t =2 x 10* PMC.

7.2 Resultados para o Modelo de Relbégio com p
estados

Nesse caso trataremos o modelo nos casos p > 4, uma vez que para p = 2 e
p = 3 que correspondem, respectivamente, aos modelos de Ising e de Potts de trés
estados, os mesmos ja foram estudados em capitulos anteriores. Além do mais, a
regiao p > 5 ¢ a mais interessante para esse modelo, devido a universalidade na

temperatura de transicao da fase onda de spin para a fase desordenada.

7.2.1 Expoente de Crescimento [y

A figura 7.6 mostra o comportamento do expoente de crescimento [y em fungao
da temperatura 7' do modelo com p = 16 para diferentes tamanhos de rede L.
Podemos ver claramente uma transicao a baixas temperaturas que corresponde a
mudanca da fase ferromagnética para a fase de onda de spin. Pode-se ainda ver que
existe uma transicao a temperaturas mais altas entre a fase onda de spin e a fase

desordenada. Porém, aqui, devido a pequena dependéncia com o tamanho da rede
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Figura 7.6: Expoente de crescimento By em funcao da temperatura T para o modelo de
Relogio p = 16 para diferentes tamanhos de redes L. As médias foram feitas com M = 10*
amostras com um tempo de t = 200 PMC. A temperatura Tj indica a transi¢cdo da fase
ordenada ferromagnética para a fase ordenada de onda de spin (spin-wave). As barras de
erros sao menores que os simbolos.

essa temperatura de transicao, diferentemente do que ocorreu no modelo do Rotor
Planar da secao anterior, fica muito dificil estimar essa temperatura utilizando esse
expoente. Notamos ainda que o valor de By, satura com o aumento do tamanho

da rede L, embora exista uma depéndencia clara para pequenos valores de L. Na
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Figura 7.7: Expoente de crescimento (% em fungio do tamanho da rede L para o
modelo de Relogio p = 16 para quatro temperaturas, T'= 0,40 e T" = 0,80 na fase onda
de spin; T' = 1,60 na fase paramagnética e T' = 0,04 na fase ferromagnética. As médias
foram feitas com M = 10* amostras com um tempo de t = 200 PMC'. As barras de erros
sao menores que os simbolos.
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figura 7.7 mostramos o comportamento do expoente de crescimento By em funcao
do tamanho do sistema L para quatro valores de temperatura, a saber, 7' = 0,04
na fase ferromagnética; T'= 0,40 e T = 0, 80 na fase onda de spin; e T'= 1,60 na
fase paramagnética. Como esperado, tanto na fase ferromagnética quanto na fase
paramagnética By =~ 1/2, ja na fase onda de spin (T'= 0,40 e T' = 0,80) o valor

de [ cresce com o tamanho do sistema e satura para grandes valores de L.

0,90
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0,85 o T=0,40
2
-, 0,801

0,75+~

0,70 1 | 1 | 1
0 5x10" 1x10°
21
L
Figura 7.8:  Anélise de tamanho finito para o expoente de crescimento 3% para
o modelo do Relogio com p = 10. A linha sélida é o ajuste para os tamanhos

L = 24,28,32,64,80,96 e 160. As médias foram feitas com M = 10* amostras com
um tempo de ¢ = 200 PMC. As barras de erros sdo menores que os simbolos.

Na figura 7.8 mostramos uma analise de tamanho finito para 3%, onde os ajustes
sao do tipo lei de poténcia 1/L?, com ¢ = 2,1(1) sendo o melhor ajuste para as
trés temperaturas mostradas. Obtemos entdo os seguintes resultados 357°(T =
0,40) = 0,8932(6), BE=(T = 0,60) = 0,8839(4) e B&=(Tgrr) = 0,8691(2).
Note que esses valores estao proximos dos obtidos para a maior rede S5719(T =
0,40) = 0,890(5), BE71(T = 0,60) = 0,882(4) e Bi7%(Tpxrr) = 0,866(4).
Portanto, o valor estimado do expoente de crescimento no limite termodinamico é
muito proximo daquele da maior rede.

Uma inspecao na figura 7.6 sugere que o valor da temperatura de transicao

Ty nao depende do tamanho da rede L. De fato, na figura 7.9 mostramos o
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Figura 7.9: Temperatura de transigao entre as fases ordenadas 77 em funcao do tamanho
da rede L para o modelo de Relégio p = 16 e p = 10. As médias foram feitas com
M = 10* amostras com um tempo de t = 200 PMC. As barras de erros sdo menores que
os simbolos.
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Figura 7.10: Comportamento do expoente de crescimento Gy em funcao da temperatura
T para o modelo de Reldgio com p estados em uma rede de tamanho L = 32. As médias
foram feitas com M = 10* amostras com um tempo de t = 200 PMC. As barras de erros
sao0 menores que os simbolos.

comportamento da temperatura 7} em funcao do tamanho da rede L para o
modelo de Relogio p = 16 e p = 10. Embora as temperaturas sejam diferentes
para diferentes valores de p, as mesmas sao quase constantes para varios valores
do tamanho de rede. Na figura 7.10 mostramos o comportamento do expoente
de crescimento (i em funcao da temperatura 7' para o modelo de Rel6gio com

p estados em uma rede de tamanho L = 32 e varios valores de p. Agora a
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temperatura de transicdo 73(p) depende do numero de estados p, dependéncia
essa ja estudada por outros métodos [44]. Qualitativamente, percebemos algumas
diferencas e semelhancas no comportamento dessas curvas variando apenas o valor
de p. Com base na figura 7.10 vamos enumerar algumas dessas semelhancas e

diferencas:

p = 4 — temos um tnico pico da rugosidade W na temperatura de transicao
T.. Como esperado, esse valor é bem proximo do valor da metade da
temperatura criitica do modelo de Ising (p = 2), além de indicar somente

uma transicao continua;

e p = 5 —— aparece um pequeno patamar, permitindo assim definir duas
temperaturas de transicao 7T} e T, o que nao foi possivel determinar em
trabalhos anteriores [44], porém, como vamos ver na segao 7.5, no limite

termodinamico essas temperaturas sao iguais 77 = Ty = Trxr;

ep = 6 — as temperaturas de transicao sao mais bem definidas e o
comportamento da curva é semelhante aos comportamentos com valores de p
maiores, mas o valor médio do expoente de crescimento na fase onda de spin

Ow = 0,825, é um pouco maior que para os casos em que p > 6;

e p > 6 — temos uma regiao (aproximadamente 7' = 0,70 — 0,90) em que
o valor do expoente de crescimento ¢ o mesmo para qualquer p > 6, por
exemplo para T" = 0,80 temos [y = 0,797. Todas as curvas tem o mesmo
comportamento e o valor das temperaturas de transicao 77 dependem do

valor de p, mas a temperatura 75, parece ser a mesma para p > 6;

7.2.2 Temperaturas de Transicao 17, 15 e Trir

Como mostrado na figura 7.9, o valor da temperatura de transicao entre as fases

“ordenadas” quase nao depende de L. Assim, determinamos 77 para L = 32, o que



7.2 Resultados para o Modelo de Rel6gio com p estados 76

nao é um valor muito pequeno e o tempo de computagao é razoavelmente curto.
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Figura 7.11: Temperatura de transicio Ty em funcio de 1/p? para o modelo de Reldgio
com p estados em uma rede de tamanho L = 32. A linha continua é o ajuste linear dos
pontos e as médias foram feitas com M = 10* amostras com um tempo de ¢t = 200 PMC.

Na figura 7.11 mostramos o comportamento dessa temperatura de transicao
T, em fungao de 1/p? para o modelo de Relégio com p estados para uma rede de
tamanho L = 32. A escolha de uma dependéncia com o inverso do quadrado no
niumero de estados foi proposta anteriormente [44]. A linha sélida é o ajuste linear
dos pontos para valores de p > 5 onde encontramos Tyz = 0,04(2) + 25(1)/p?,
valores bem aproximados do valor esperado de acordo com a ref. [44] (T3 =
23,4/p?).

Observando a figura 7.6 pode-se ver que o expoente de crescimento Oy, é capaz
de detectar, clara e quantitativamente, a temperatura de transicao 77. Por outro
lado, dessa mesma figura notamos uma dificuldade em se determinar a temperatura
T, pois além de nao apresentar uma dependéncia muito nitida com o tamanho do
sistema L (diferente do que ocorreu no caso continuo da tltima se¢do), ndo temos
um critério para se definir essa transicao em uma rede finita. Sendo assim, devemos
olhar agora para o comportamento da rugosidade W em funcao da temperatura T’
para tempos grandes (¢t >> t.), o que estd mostrado na figura 7.12. Notamos que

o valor da temperatura de transi¢ao T5(L) (bem como a propria temperatura 7T7)
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Figura 7.12: Rugosidade W em fungao da temperatura 7" para o modelo de Relogio com
p = 10 para véarios tamanhos de rede. As médias foram feitas com M = 2000 amostras
com um tempo de simulacio t = 2 x 10* PMC. As linhas pontilhadas mostram as
temperaturas de transicao 15 para duas redes extremas. As barras de erros sao menores
que os simbolos.

pode ser mais facilmente obtida e é também uma funcao do tamanho da rede.
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Figura 7.13: Rugosidade W em fungao do temperatura 7" para o modelo de Relogio com
p estados para uma rede L. = 32. As linhas tracejadas verticais indicam as temperaturas
T; de acordo com a referéncia [44]. As médias foram feitas com M = 2000 amostras
com um tempo de simulacdo t = 2 x 10* PMC. As barras de erros sio menores que 0s
simbolos.

Na figura 7.13 mostramos o comportamento da rugosidade W em funcao do
temperatura 7' para o modelo de Rel6gio com p estados para uma rede L = 32,

onde as linhas tracejadas indicam as temperaturas T; dada pela ref. [44|. Vimos que
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a temperatura de transicao 77 é funcao de p, como ja foi observado com o expoente
de crescimento (y,. Dentro das barras de erros encontramos o mesmo resultado
quando utilizamos o expoente de crescimento By (Tis = 0,03(2) + 25(1)/p?) e
quando utilizamos a rugosidade W (T = 0, 03(1) 423, 5(6)/p?), calculando entao
um valor médio temos T} = 0,03(2)+24(1)/p* Na figura 7.14 mostramos os ajustes

para os dois casos no modelo de Rel6gio com p estados.

080 o Ty Reldgio
. Ty .
0,60 6
— = +
- 040l T = 0030 25(1)/p
0,20 T, = 0,03(1) + 23,5(6)/p
| | |
0.0% 0,01 0,02 0,03
1/p2

Figura 7.14: Temperatura de transicio 7} em funcio de 1/p? para o modelo de Relogio
com p estados. As linhas continuas sdo os ajustes dos pontos, as médias foram feitas com
M = 2000 amostras com um tempo de t = 2 x 10* PMC.

Podemos observar também da figura 7.13 que as temperaturas de transicao
T, para p > 5 tem aproximadamente o mesmo valor (7, =~ 1,06) para um dado
tamanho de rede. Na verdade, ja foi observado que para p > 7 a temperatura
de transi¢do é a mesma do modelo Rotor Planar [44]. No presente caso, em que
o tamanho da rede é finito (L = 32), o sistema ainda nao apresenta a mesma
temperatura de transicdo do Rotor Planar no limite termodinamico (75 = 0, 89).
Esperamos que para tamanhos de redes maiores o modelo de Rel6gio com p = 10
estados tenha a mesma temperatura 75 do Rotor Planar.

Como no caso do Rotor Planar, obtemos também um bom ajuste utilizando
lei de poténcia (T4 = T5° + bL?), que sabemos nio ser o ajuste correto. A titulo

de exemplo, na figura 7.15 mostramos os dois ajustes do tipo lei de poténcia para
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Figura 7.15: Temperatura de transicio T em funcio de 1/L? para o modelo de Relogio
com p = 10 estados (¢ = 1,05) para vérios tamanhos de rede (L = 16,20,32,64 e 80)
e Rotor Planar (¢ = 0,96 e L = 16,20, 24, 28,32, 64,80, 96, 128 e 160), as linhas solidas
sdo os melhores ajustes para os pontos. As médias foram feitas com M = 1000 — 2000
amostras com um tempo de t = 2 x 10* PMC.

a temperatura de transicao 7, nos modelos de Relogio com p = 10 estados e
Rotor Planar, no limite termodinamico encontramos as mesmas temperaturas 1T, =
0,975(2) com ¢ = 0,96 (Rotor Planar) e 7o = 0,970(4) com ¢ = 1,05 (Relogio
p = 10), onde ¢ é apenas um ajuste para a melhor reta. E interessante ressaltar
que esse valor esta 8% acima do valor encontrado na literatura para o modelo Rotor
Planar Tgxr = 0,89. Entretanto, esse resultado indica um carater universal para
esses modelos, que sera confirmado quando usarmos um ajuste logaritmico do tipo
1/(In(L))?.

Portanto, na figura 7.16 usamos este ajuste e dentro das barras de erros
obtivemos o resultado esperado na literatura Tpxr = 0,89 [44], sendo eles, Rotor
Planar Tt = 0,89(1) e Relogio com p = 8 estados Trxr = 0,898(7). Note que
apesar de usarmos um ajuste linear na figura 7.15 e obter o um valor diferente do
esperado para a temperatura de transicao To = 0,97(2) # T, 0s valores dessas
sao os mesmos para os dois modelos. A diferenca é que quando utilizamos um
ajuste logaritmico essas temperaturas sao iguais (dentro do erro) ao valor esperado,

isso significa que independente do ajuste (linear ou logaritmico) a temperatura de
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Figura 7.16: Temperatura de transi¢do T em funcio de 1/(In(L))? para o modelo de
Relogio com p = 8 estados (L = 20, 32,64,80,96,128 e 160) e Rotor Planar com (L =
64, 80,96, 128 ¢ 160). As linhas sélidas sdo os ajustes dos pontos. As médias foram feitas
com M = 1000 — 2000 amostras com um tempo de t = 2 x 10* PMC.

transi¢do do modelo de Relogio (p > 7) é sempre igual a do modelo do Rotor
Planar (75 = Tgr). Esses fatos confirmam que o modelo de Relogio (p > 7) tem
a mesma temperatura de transicao T» do Rotor Planar (caso limite em que p — 0o

no modelo do Reldgio com p estados).

7.3 Rugosidade sem Ruido W* e Lei de Escala

Como discutido no capitulo 6, o valor do expoente da rugosidade sem ruido o*
pode definir uma classe de universalidade, ou seja, modelos com mesmo valor de
o* pertecem a mesma classe de universalidade. Além disso, foi mostrado também
que o = 0 em transicoes de fase de primeira ordem, e o* > 0 para transicao de
segunda ordem. Nesta se¢do vamos calcular o expoente da rugosidade o* (definido
pela equacgao (4.5)) para verificar o seu valor nas transi¢oes T3 e Ty, isto é, quando
o sistema muda da fase ferromagnética para a fase onda de spin e da fase onda
de spin para a fase paramagnética, bem como para alguns valores de temperatura
na fase onda de spin. Isso porque o expoente da rugosidade sem ruido na fase

ferromagnética e na fase paramagnética é nulo.
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Figura 7.17: Rugosidade sem ruido W* em funcao do tempo ¢t para o modelo Relogio
com p = 10 estados para uma temperatura T' = 0,40 e varios tamanhos de L. As médias
foram feitas com M = 1000 amostras e um tempo méaximo de t = 105 PMC.

Na figura 7.17 mostramos o comportamento da rugosidade sem ruido (definida
pela equagdo 6.1) em fun¢do do tempo ¢ para uma dada temperatura tipica
T = 0,40, na fase onda de spin para o modelo de Relogio com p = 10 estados.
Observamos que ap6s a ocorréncia de um maximo, para tempos grandes t >> ¢, a
rugosidade sem ruido W* satura, apresentando além disso uma dependéncia com
o tamanho da rede L com a esperada lei de escala dada por W*(L,t >> t.) =
W

* (L) ~ L*. Antes de calcular esse expoente, vejamos o que acontece com o

Rotor Planar (ja estudado na se¢do anterior). Nesse caso a rugosidade sem ruido
W* também satura para tempos grandes, como é mostrado na figura 7.18. Note que
existe uma diferenca de como rugosidade satura nesses dois modelos. No modelo
do Relogio com p = 10 estados a rugosidade aumenta partindo de um mesmo valor,
independente do tamanho da rede, para tempos muito pequenos ¢t << t., cresce até
um certo tempo, diminue de valor e para tempos grandes t >> t. satura. No caso
do Rotor Planar o comportamento é mais suave. Entretanto, esse comportamento
diferente nos dois casos nao influencia o calculo do expoente da rugosidade sem
ruido, pois o mesmo s6 depende do seu valor saturado. Na figura 7.19 mostramos

esse valor de saturacao W}

*+(L) em fungao do tamanho da rede L para os modelos
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Figura 7.18: Rugosidade sem ruido W* em func¢ao do tempo t para o modelo Rotor
Planar para uma temperatura tipica T = 0,60 na regiao de onda de spin. As médias
foram feitas com M = 1000 amostras e um tempo maximo de t = 2 x 10> PMC.

do Relogio com p = 10 e Rotor Planar, obtidos das figuras 7.17 e 7.18. Como
exemplo, sao mostrados também na mesma figura o comportamento da rugosidade
sem ruido para algumas temperaturas tipicas a saber, T'= 0, 40 (fase onda de spin)

e Ty = 0,24 (transicao da fase ordenada para fase onda de spin) para o modelo

do Relogio com p = 10, T' = 0,60 (fase onda de spin) e Ty (transicdo da fase

10°

RP(T=T,,) —> 0,875(4)
RP(T=0,60)  —> 0,89(1)

¥
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Figura 7.19: Comportamento do valor de saturacido da rugosidade sem ruido W* em
funcao de varios tamanhos da rede L. As curvas mostradas sao dos modelos de Relogio
com p=10 (T'=10,24 e T = 0,40) e Rotor Planar (T'= 0,60 e T' = Tpxr). Os valores
mostrados sdo dos expoentes da rugosidade sem ruido. As barras de erro sdo menores
que o tamanho dos simbolos. As médias foram feitas com M = 100 — 2000 amostras com
um tempo de t = 10° — 107 PMC.
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onda de spin para a fase desordenada) para o Rotor Planar. Note que apenas no
caso de 77 = 0,24 o valor de saturacao da rugosidade sem ruido nao segue uma lei
de poténcia e satura com o aumento da rede L, ou seja, o = 0. Na ref. [44] foi
conjecturado que a transicao da fase ordenada para a fase onda de spin é de segunda
ordem, porém nossos resultados (a* = 0) indicam uma transi¢ao de primeira ordem,
como discutido no capitulo 6. Nos outros casos o valor de saturacao da rugosidade
sem ruido segue uma lei de poténcia com o expoente diferente de zero. Os valores
calculados foram o* = 0,875(4) em T = Tpgr e a* = 0,89(1) em T" = 0,60 no
Rotor Planar, a* = 0,88(1) para T' = 0,40 e o* = 0,86(2) para T = Tggr no
modelo do Relégio com p = 10, os quais estao mostrados na tabela 7.1 (para uma
maior clareza da figura 7.19, nao foram mostrados os dados para T = Tggr no
modelo do Relogio). De modo similar obtemos a* = 0,87(1) para o modelo do
Relogio p = 10 na temperatura 7' = 0, 60, valor bem proximo daquele obtido na
temperatura 7' = 0,40. Note que independente da temperatura ou modelo, dentro
das barras de erro, a* é o mesmo tanto na fase onda de spin quanto na transicao
de Berezinski-Kosterlitz-Thouless. Isso confirma nao somente o carater universal
da linha de transicaio BK'T, como também a universalidade “estendida” na fase
onda de spin do modelo do Relogio com p estados (os pontos para temperatura
T = 0,60 encontram-se dentro da regiao onde se espera quantidades temodinamicas
independentes de p [44]).

Outra quantidade de interesse é o expoente dinamico z. Para o modelo de

RP<TBKT) RP(T - 0, 60) Rp:lO(Tl = 0, 24) Rp:lO (T - 0, 40) Rp=10<TBKT)

o* | 0,875(4) 0,89(1) 0 0,88(1) 0,86(2)

Tabela 7.1: Tabela do valores calculados para o expoente da rugosidade sem ruido o*,
para os modelos de Rel6gio com p = 10 estados (R, = 10) e Rotor Planar (RP).
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Figura 7.20: Colapso da rugosidade sem ruido W* em fun¢ao do tempo ¢ para modelo
de Relogio com p = 10 com vérios tamanhos da rede L. z é o expoente dindmico e o™ e o
expoente da rugosidade sem ruido. As médias foram feitas com M = 2000 amostras com
um tempo de t = 2 x 10* PMC.

Relogio com p = 10 estados em T = 0,40, do capitulo anterior temos que 3}, =
Pw — 1/2 e da segdo 7.2.1 que By (L = oo) = 0,8932(6), portanto G}y, (L = 0o) =
0,3932(6) e da tabela 7.1 temos o* = 0,88(1). Como da equagao (4.6) temos
z = o /By, podemos calcular o expoente dindmico z = 2,24(3), que esta de acordo
com os valores encontrados na literatura [45] para o algoritmo de Banho Térmico
utilizado nesse modelo. Para o modelo do Rotor Planar, no qual usamos o algoritmo
de Metropolis, em 7" = Tggr, sabemos que G, (L = oo) = 0,404(2) e o =
0,875(7), resultando em z = 2,17(2), também concordando o valor esperado para
esse algoritmo. E importante dizer que escolhemos valores tipicos de temperatura
T para efetuar esses calculos, pois para quaisquer outros valores na mesma fase
obtiamos o mesmo resultado, independente do modelo.

Observando mais atentamente as figuras 7.17 e 7.18 vemos que o valor da
rugosidade sem ruido W* possui uma dependéncia nao somente com o tamanho
da rede L, mas também com o tempo de relaxacao t. (definido pela eq. (4.6)).
Utilizando entao a relacao de escala de Family-Vicsek (4.12), podemos reescalar a
rugosidade sem ruido e o tempo de maneira a eliminar a dependéncia do tamanho

da rede L. Na figura 7.20 mostramos o colapso das curvas da figura 7.17 para o
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Figura 7.21: Colapso da rugosidade sem ruido W* em fung¢ao do tempo ¢ para modelo
Rotor Planar com véarios tamanhos da rede L. z é o expoente dindmico e a* e 0 expoente
da rugosidade sem ruido. As médias foram feitas com M = 1000 amostras com um tempo
de t =2 x 10* PMC.

modelo de Relogio com p = 10 estados. Para tempos pequenos (t << t.) temos um
transiente no qual o sistema fica descorrelacionado, nao tendo assim dependéncia
com o tamanho da rede L. Na figura 7.21 mostramos o mesmo colapso das curvas
da figura 7.18 reescaladas com o tamanho da rede L. Esses colapsos mostram que

a relacao de escala de Family-Vicsek é valida para os modelos de Reldgio com p

estados e Rotor Planar, bem como para os outros modelos estudados neste trabalho.

7.4 Diagrama de Fases

Na secao 6.1.3, salientamos a importancia de se ter o diagrama de fases de um
sistema. Apresentamos portanto, na figura 7.22 o diagrama de fases para o modelo
de Relogio com p estados, obtido utilizando a presente técnica. Notamos claramente
a presenca de trés fases distintas, a saber, a fase ordenada ferromagnética para
T < T, a fase onda de spin para 77 < T < T5 e a fase desordenada paramagnética
para T > Ts. Os quadrados azuis sao as temperaturas criticas da regiao onde nao
temos a fase onda de spin, isto é, s6 had uma temperatura de transicao 7, da fase

ordenada para a fase desordenada. Os circulos verdes sao os valores da temperatura
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Figura 7.22: Diagrama de fases para o modelo de Relogio com p estados. Os quadrados
azuis sao as temperaturas criticas T, dos modelos de Ising (p = 2), Potts (¢ = 3) e
dois modelos de Ising desacoplados (p = 4). Os circulos verdes sdo as temperaturas de
transi¢do 77 (p > 5); a linha continua verde é o ajuste de T7(p); a linha vermelha ¢é o
correspondente ajuste obtido na ref. [44]. Os tridngulos vermelhos sdo as temperaturas
de transicao Th (p > 5) e o asterisco vermelho é a temperatura Tpxr para o Rotor Planar

(p = 00).
de transi¢ao T obtidos da média dos valores de T3 e 11y da figura 7.14 e a linha
verde é o correspondente ajuste desses dados. A linha vermelha é o resultado obtido
para Ty na ref. [44], a saber, T} = 23,4/p. Como ja foi discutido anteriormente, e
da figura 7.22, vé-se que os valores estao bem proximos. Enfatizamos aqui que essa
temperatura 77 foi obtida para uma rede L = 32, uma vez que, como mostrado
na figura 7.9, nao observamos nenhuma dependéncia dessa temperatura com o
tamanho da rede L nas simulacdes por nos realizadas. Os triangulos vermelhos
correspondem as temperaturas de transicao T, para p > 5. Observe que elas tém o
mesmo valor de T, dentro das barras de erros, que sao menores que os simbolos.
O asterisco vermelho localiza a temperatura do Rotor Planar no limite p — oo.
Esse diagrama de fases tem algumas semelhancas e diferencas com o diagrama
apresentado por Lappili et al [44]. Dentre as semelhancas podemos citar: 1)
h&d uma excelente concordancia com as temperaturas criticas 7T, para p < 4;

i1) levando em conta as barras de erros, obtemos os mesmos resultados para a
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temperatura de transi¢ao T) para p > 5; i) Tp é constante p > 8. Quanto as
diferencas temos: ¢) a temperatura T por nds obtida é a mesma que a do Rotor
Planar para p > 5, enquanto que na ref. [44] a temperatura por eles obtida é
diferente, bem como o carater da transi¢ao, para p < 7; ii) temos um indicio
da transicao em 737 ser de primeira ordem, como foi comentado na secao 7.3.
Com relagdo ao item 4, convém ainda ressaltar que, enquanto Lappili et al [44]
afirmam ser uma transi¢ao em 7T diferente de BKT para p < 7, Challa et al [42]
propoe que para p > 5 a transicao é do tipo Berezinski-Kosterlitz-Thouless. Para
Lappili et al uma transicao é do tipo BKT quando acontece os seguintes fatos:
1) descontinuidade no modulo da helicidade; 2) comprimento de correlagao com
divergéncia exponencial; 3) decaimentos da fungao de correlagao e da magnetizagao
dependentes da temperatura. Para nos, ser BK'T é ter caracteristicas similares as
encontradas para transicao no modelo Rotor Planar. Como o caso p = 5 parece

nao estar ainda muito claro, vamos discutir seus resultados na proxima se¢ao.

7.5 Modelo do Relb6gio com p =5

Até hoje, pelo que conhecemos da literatura, nao se tem uma idéia clara do tipo
de transigao que ocorre na regiao 5 < p < 7. Para Eltizur e colaboradores [41] é
tipo BK'T para p > 6 e eles nao dizem como deve ser em p = 5. J4 os trabalhos
das referéncias [42, 43| afirmam que para p = 6 é BKT nas temperaturas T; e
T. Contrariando os resultados acima, Lapilli e colaboradores [44] afirmam que a
transicao 77 nao é BKT para p > 5 e Ty s6 é do tipo BK'T para p > 8, inclusive
com colapso termodinamico. Veremos nessa secao como os resultados da presente
técnica podem dar informacoes ao caso especifico p = 5.

Na figura 7.23 mostramos o comportamento da rugosidade W em func¢ao da
temperatura 7' para p = 5, onde se observa, claramente, que a temperatura de

transicao T» tem uma dependéncia com o tamanho da rede L, enquanto 77 é
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Figura 7.23: Rugosidade W em fungao do temperatura 7" para o modelo de Relogio com
p = 5 para vérios tamanhos de rede L. As linhas pontilhadas mostram as temperaturas
de transicao T e T7. As médias foram feitas com M = 2000 amostras com um tempo de
simulacdo t = 2 x 10* PMC. As barras de erros sdo menores que os simbolos.

praticamente o mesmo 77 = 0,91(2). Estimamos o valor de T1(L) e T3(L) como
sendo o pico do valor da rugosidade para o tamanho L.

Na figura 7.24 estao mostradas algumas andlises de tamanho finito para a
temperatura 75 com dois tipos de comportamento, um com lei de poténcia e outro

logaritmico. As temperaturas de transicao encontradas, no limite termodinamico,

1,10~ o ®
1,05 e
N B - 'E/
= 1,00
T _,=097(1)
0,95 — Lei de Poténcia
L T ---- Logaritmico
000 Texr=0.90(2
1 I 1 I 1 I 1 I 1
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Figura 7.24: Comportamento da temperatura de transicao 75 em fungdo do tamanho
da rede L para o modelo de Relégio com p = 5 e varios tamanhos de rede L =
28,32,40,48,64,80. Os circulos cheios sao os pontos ajustados ao ajuste logaritmico
do tipo 1/(In(L))? e os quadrados vazios sio 0s mesmos pontos com um ajuste do tipo lei
de poténcia 1/L? com ¢ = 1. As médias foram feitas com M = 2000 amostras com um
tempo de simulacdo t = 2 x 10* PMC.
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para os dois ajustes foram 7, = 0,97(1) para o ajuste linear e 75, = 0,90(2)
para o ajuste logaritmico. Dentro das barras de erro, esses valores sao iguais aos
obtidos para p > 5, indicando que para p = 5 temos uma mesma temperatura
de Berezinkii-Kosterlitz-Thouless Tgxr = 0,89. Notamos também que essa
temperatura 75 converge para o valor correspondente a temperatura 77, sugerindo
realmente que temos somente uma transicaio em p = 5. Salientamos aqui, que
esse resultado ainda nao tinha sido obtido em trabalhos anteriores, ajudando a
esclarecer uma parte das duvidas que a literatura traz nessa regiao. Tendo em
vista o exposto acima, isto é, a mesma temperatura BKT para p > 5 somos
levados a acreditar que a universalidade “estendida” é também aplicavél para
p < 7. Entendemos como universalidade “estendida” o fato os valores numéricos
das grandezas termodinamicas acima de uma determidada temperatura terem o

mesmo valor nimerico [44].



Capitulo 8

Conclusoes

Estudamos a representacao de interfaces definindo um modelo de
crescimento baseado na dinamica dos modelos de Potts com ¢ estados, Blume-
Capel com S = 1, Relogio com p estados e Rotor Planar em uma rede quadrada
e estudamos os expoentes da rugosidade das interfaces geradas por esses modelos.
Utilizamos as técnicas desenvolvidas na area de crescimento de superficies para

caracterizar a criticalidade desses modelos magnéticos.

8.1 Modelos de Potts e Blume-Capel

No6s mostramos que o crescimento das superficies exibe caracteristicas dinamicas
diferentes, medidas pelo expoente de crescimento [y, o expoente de Hurst H e
o expoente da rugosidade sem ruido o*. Para T # T, o crescimento é sempre
descorrelacionado, ou seja, temos uma deposicao aleatoria dando um expoente de
crescimento Oy ~ 1/2 e H ~ 1/2. Préximo a temperatura de transicao 7" ~ T,
a rugosidade apresenta uma mudanca no comportamento, passa de um regime
correlacionado (t < t.) para um descorrelacionado (t > t.). Neste “cruzamento” o
expoente de crescimento muda de valor ﬁl(,f/) > 1/2 para By ~ 1/2. O tempo de

“cruzamento” t. mede a o tempo de relaxacao 7 do sistema finito para os modelos

90
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de spins em T..
Para um tempo fixo t >> t., a rugosidade W tem um pico em uma temperatura

1z no limite

Tw(L). Quando tomamos este valor de Ty (L) em funcdo de L~
termodinamico, este concorda com o valor da temperatura critica dos modelos
de spins na rede quadrada. Os picos em W nas transi¢oes de segunda ordem sao
mais suaves do que nas transicoes de primeira ordem e no ponto tricritico.

Da tabela 6.1 n6s podemos notar que os expoentes de crescimento e de Hurst
(Bw e H) das superficies para ¢ =2, d = 0 e d = 1,95 (isto é, transi¢oes de fase de
segunda ordem) indicam a mesma classe de universalidade (dentro das barras de
erros), como era esperado. Para ¢ = 3, ¢ = 4, e no ponto tricritico, os expoentes
sao diferentes e estao de acordo com a equagao (4.31). Entretanto, nestes casos,
os valores dos expoentes nao mudam muito, mesmo para classes de universalidade
diferentes, como por exemplo os modelos de Potts ¢ = 3 com H = 0,730(4) e Ising
S =1/2com H=0,725(6) .

A relagao de escala de Family-Vicsek é valida para a rugosidade sem ruido W*

com uma relacao de escala an6mala intrinsica, caracteristica de superficies que nao

sao auto-afins.

8.2 Modelos Rotor Planar e Rel6gio

Mostramos também que o método proposto nesse trabalho pode ser aplicado
nao somente em modelos com spins discretos (Potts, Blume-Capel e Relogio),
mas também para modelos com spins continuos (Rotor Planar). Obtivemos uma
temperatura de transigdo para o modelo do Rotor Planar Tgrr = 0,89(1) que
esta de acordo com os valores encontrados na literatura, indicando que o método é
eficiente também nesse caso.

Para o modelo do Relogio conseguimos detectar as suas trés fases (ordenada,

onda de spin e desordenada). O expoente da rugosidade sem ruido é nulo tanto na



8.3 Comentarios Finais 92

fase ordenada quanto na desordenada, o que jé era de se esperar, pois o sistema esté
descorrelacionado. Na fase onda de spin o valor do expoente da rugosidade sem
ruido é aproximadamente constante o* ~ 0,87 em qualquer temperatura, sendo
esse valor, dentro da barra de erro, o mesmo do Rotor Planar para qualquer p > 5,
indicando assim um carater universal. Determinamos também as temperaturas
criticas dos modelos de duas maneiras diferentes, uma via expoente de crescimento
Ow e outra via Rugosidade W e obtivemos os mesmos resultados, dentro das
barras de erro. Tanto a temperatura 7} quanto a temperatura 7, estao em
concordancia com os valores obtidos por outros métodos. Além disso conseguimos
determinar essas temperaturas para p = 5, e mostramos que elas se igualam no
limite termodinamico, resultado este ainda nao encontrado por nés na literatura.

Nesses modelos, verificamos que a relagao de escala de Family-Vicsek também

é valida.

8.3 Comentarios Finais

De acordo como o presente estudo, podemos determinar a ordem da transicao, a
temperatura critica, como também alguns expoentes criticos estaticos e dinamicos
dos modelos de spins através do mesmo método de escala aplicados em fen6menos de
crescimento de superficie. Nossos resultados para o expoente de Hurst no equilibrio
(t >> t.) sdo consistentes com as correlagoes de longo alcance na segunda ordem
(H > 1/2) e com correlagoes de curto alcance (H = 1/2) nas transicoes de fase
de primeira ordem. Além do mais, o expoente da rugosidade sem ruido a* é nulo
em uma transi¢ao de primeira ordem, enquanto que para transi¢oes de segunda
ordem, a* > 0. Embora esse estudo seja restrito aos modelos de Potts, Blume-
Capel, Relogio e Rotor Planar, todos em uma rede quadrada, nos acreditamos que
essa técnica de mapeamento possa ser estendida ao estudo de qualquer transicao

observada em modelos de spins. Por exemplo: i) modelo de Blume-Capel para spin
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S =3/2,2,...; ii) modelos diluidos para os quais as temperaturas de transi¢cao nao
sao triviais de serem obtidas através do uso de métodos padroes; iii) o modelo XY
vetorial de Blume-Emmery-Griffiths, dentre outros. Pretendemos investigar essas

transicoes em trabalhos futuros.
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