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Resumo
Apresentamos nesse trabalho uma análise do 
res
imento de superfí
ies obtidasatravés das 
on�gurações dos spins de alguns sistemas 
lássi
os em Me
âni
aEstatísti
a em uma rede quadrada, espe
i�
amente o modelo de Potts 
om qestados, o modelo de Blume-Capel de spin S = 1, o modelo do Relógio 
om pestados e o modelo do Rotor Planar. Realizamos um estudo das transições de fasesdesses modelos usando o método de Monte Carlo, mapeando as 
on�gurações dosspins em um modelo de representação de interfa
es 
hamado SOS (solid − on −

solid). As transições de primeira e segunda ordem, o ponto tri
ríti
o, e a transiçãode Berezinski-Kosterlitz-Thouless (BKT ) são relevantes na 
inéti
a do 
res
imentodessas superfí
ies. Na fase de baixa e alta temperatura a rugosidade W 
res
einde�nidamente 
om o tempo, 
om o expoente de 
res
imento βW ≃ 1/2(W ∼ tβ).Na 
riti
alidade o 
res
imento apresenta uma mudança de 
omportamento em umtempo 
ara
terísti
o tc, a partir de um regime 
orrela
ionado (βW 6= 1/2) paraum regime des
orrela
ionado (βW ≃ 1/2). Nós também 
al
ulamos o expoente deHurst H das superfí
ies. Na 
riti
alidade, βW e H tem valores 
ara
terísti
os deum 
res
imento 
orrela
ionado, distinguindo assim transição de segunda e primeiraordem. Foi mostrado também que a relação de Family-Vi
sek para os expoentes deenrugamento é válida para a rugosidade sem ruído 
om uma es
ala an�mala. Coma presente té
ni
a é possível 
on�rmar para o modelo de Relógio p ≥ 5 a 
lasse deuniversalidade estendida para a transiçãoBKT .v



Abstra
t
We present an analysis of mapped surfa
es obtained from 
on�gurations ofsome 
lassi
al statisti
al-me
hani
al spin models in the square latti
e, namely the

q-state Potts model, the spin-1 Blume-Capel model, the p state Clo
k model andthe Planar Rotator model. We 
arry out a study of the phase transitions in thesemodels using the Monte Carlo method and a mapping of the spin 
on�gurationsto a solid-on-solid growth model. The �rst and se
ond-order phase transitions, thetri
riti
al point and the Berezinski-Kosterlitz-Thoulles (BKT) transition happento be relevant in the kineti
 roughening of the surfa
e growth pro
ess. At the lowand high temperature phases the roughness W grows inde�nitely with the time,with growth exponent βw ≃ 1/2 (W ∼ tβW ). At 
riti
ality, the growth presentsa 
rossover at a 
hara
teristi
 time tc, from a 
orrelated regime (with βw 6= 1/2)to an un
orrelated one (βW ≃ 1/2). We also 
al
ulate the Hurst exponent H ofthe 
orresponding surfa
es. At 
riti
ality, βW and H have values 
hara
teristi
of 
orrelated growth, distinguishing se
ond from �rst-order phase transitions. Ithas also been shown that the Family-Vi
sek relation for the growth exponents alsoholds for the noise-redu
ed roughness with an anomalous s
aling. From the presentapproa
h it is possible to 
orroborate the BKT extended universality 
lass for the
p ≥ 5 Clo
k model.
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Capítulo 1
Introdução

Um dos fen�menos mais interessantes da Físi
a da Matéria Condensada é oferromagnetismo [1℄. Em alguns metais, 
omo por exemplo Fe e Ni, na ausên
ia de
ampo magnéti
o externo, uma fração �nita dos átomos orientam seus momentosmagnéti
os (�spins�) em uma mesma direção, resultando em um momento dedipolo magnéti
o (magnetização ) ma
ros
ópi
o. Mas isso só a
onte
e paratemperaturas menores que uma temperatura 
ríti
a Tc, a
ima da qual os spinsse orientam aleatoriamente e a magnetização resultante é nula. Dizemos, então,que o material �sofre� uma transição de fases na temperatura Tc (no 
aso, de umafase ferromagnéti
a, ordenada, para uma fase paramagnéti
a, dita desordenada).

Figura 1.1: Esquema ilustrativo mostrando a orientação dos spins na fase ferromagnéti
a(esquerda) e na fase paramagnéti
a (direita) em uma rede 
úbi
a simples.1



2A Figura 1.1 mostra um esquema ilustrativo 
om a orientação dos spins nas duasfases.Transições de fases não o
orrem somente em sistemas magnéti
os e são, defato, até muito frequentes em nosso 
otidiano. Podemos 
itar a transição água-gelo (solidi�
ação) e sua inversa gelo-água (fusão), muito 
orriqueiras em nossasgeladeiras. Nesse exemplo, na temperatura em que o
orre essa transição temosa 
oexistên
ia dessas duas fases, isto é, sólida e líquida. Na transição água-vapor(vaporização) ou vapor-água (
ondensação) também o
orre a 
oexistên
ia das duasfases (liquída-gás), bem 
omo, na transição gelo-gás (sublimação) ou gás-gelo.Para a água, assim 
omo para várias substân
ias simples, além das transições 
om
oexistên
ia de duas fases, existe também uma temperatura muito bem de�nida
om a 
oexistên
ia dessas três fases (sólido-líquido-gás), 
hamada de temperaturade ponto triplo T 3. É interessante também notar que a linha de transição onde
oexistem as fases líquida e gasosa termina num ponto 
hamado de ponto 
ríti
o,muito semelhante ao ponto 
ríti
o magnéti
o. Nesse ponto as duas fases tornam-seidênti
as. Chama-se então transição de primeira ordem onde o
orre 
oexistên
iade fases e o apare
imento de uma des
ontinuidade nas variáveis extensivas 
omovolume e entropia, por exemplo, e transição de segunda ordem, ou 
ontínua, noponto 
ríti
o.Uma transição de fases em um sistema é a
ompanhada por singularidadesnas suas funções termodinâmi
as [2, 3, 4℄. A singularidade o
orre no poten
ialtermodinâmi
o (energia livre) e derivadas 
orrespondentes 
omo magnetização esus
eptibilidade em magnetos, e densidade e 
ompressibilidade em �uidos. Nos
asos mais simples, estas singularidades o
orrem para valores 
ríti
os bem de�nidosdos parâmetros externos. Para os ferromagnetos simples, os parâmetros externosrelevantes são temperatura e 
ampo magnéti
o, enquanto que para �uidos simplestemos a temperatura e pressão.O parâmetro de ordem, que em sistemas magnéti
os é a magnetização do



3sistema e em �uidos pode ser de�nido 
omo a diferença entre as densidadesdo líquido e do gás, é uma quantidade que é não nula na fase dita ordenada(baixas temperaturas) e nula na fase dita desordenada (altas temperaturas). Esseparâmetro de ordem é singular (o que não impli
a em divergên
ia) na temperatura
ríti
a Tc, que divide o eixo T em duas fases distintas.Uma transição de primeira ordem, 
omo 
omentado a
ima, pode ainda ser
ara
terizada pela des
ontinuidade do parâmetro de ordem (além das outrasvariáveis extensivas), enquanto que para uma transição de segunda ordem esseparâmetro de ordem vai a zero 
ontinuamente quando a temperatura se aproximade Tc por valores inferiores, isto é, T → T−
c . No primeiro 
aso, tem-se 
oexistên
iade duas fases distintas (ordenada e desordenada) no ponto de transição, semelhanteao fen�meno de ebulição da água a 100◦C e pressão de 1 atmosfera, no qual asfases líquido e gás o
orrem ao mesmo tempo em pontos diversos da amostra. Nosegundo 
aso, a fase ordenada se transforma 
ontinuamente na fase desordenadade alta temperatura quando T = Tc; aqui a fase ordenada se torna indistinguíveldaquela desordenada porque as �utuações do parâmetro de ordem o
orrem emtodas as es
alas de distân
ia quando o sistema se aproxima do ponto 
ríti
o. Emuma transição de primeira ordem, as �utuações terão um al
an
e �nito.Existem vários modelos teóri
os que se apli
am muito bem a sistemasmagnéti
os reais, 
omo por exemplo, os modelos de Ising, Heisenberg, XY, Potts
om q estados e Blume-Capel 
om Spin S, dentre outros. Dependendo da dimensãodo sistema, estes modelos têm ou não solução exata 
onhe
ida. Sendo que, namaioria dos 
asos, eles só podem ser estudados via simulação 
omputa
ional ouatravés de aproximações analíti
as. No 
aso espe
í�
o do modelo de Ising 
om spin

S = 1/2, em uma rede quadrada 
om interação entre primeiros vizinhos, o
orre umatransição de fases em uma 
erta temperatura 
ríti
a (Tc), em que o sistema passade uma fase ferromagnéti
a (sistema magnetizado) para uma fase paramagnéti
a(sistema desmagnetizado). Já no 
aso unidimensional, o modelo de Ising 
om spin



4
S = 1/2 não apresenta transição de fases para uma temperatura Tc 6= 0. Narede 
úbi
a esse modelo não apresenta ainda solução exata. Estes modelos são degrande importân
ia tanto do ponto de vista teóri
o 
omo experimental. Os seusdiagramas de fases são muito ri
os, 
omo será visto nos 
apítulos seguintes, 
omtransições de primeira e segunda ordem, pontos multi
ríti
os, transição do tipoBerezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT ) [5, 6℄, et
.Outros sistemas dinâmi
os, não ne
essariamente asso
iados ao magnetismo,também apresentam transições de fases, 
omo por exemplo, o automato 
elularde Domany-Kinzel (ACDK), que em uma dimensão apresenta uma transição desegunda ordem [7℄, na qual o sistema passa de uma fase 
ongelada (todos ossítios vazios) para uma fase ativa (sítios par
ialmente o
upados). Existem tambémos sistemas dinâmi
os de 
res
imento e superfí
ies, onde o estudo da rugosidadeem função do tempo é de grande interesse pois sua 
ara
terização é fortementedependente de 
ertos expoentes dinâmi
os fora do equilíbrio.Neste trabalho iremos 
ara
terizar transições de fases de primeira e segundaordem, transições multi
ríti
as e do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless emsistemas magnéti
os através de simulações de Monte Carlo. Mais espe
i�
amente,usaremos dois algoritmos padrões neste tipo de simulação, Metropolis e BanhoTérmi
o. Vamos utilizar uma té
ni
a de mapeamento das 
on�gurações dosmodelos de Potts 
om q estados (
om q ≤ 10), Blume-Capel 
om spin S =

1, Relógio 
om p estados, e Rotor Planar em modelos de 
res
imento desuperfí
ies. Nós es
olhemos esses modelos para apli
ar o método de expoentesde 
res
imento porque eles são protótipos em me
âni
a estatísti
a e exibemtodos os tipos de transições men
ionadas a
ima. Embora esses modelos tenhamsido propostos ini
ialmente 
omo modelos de spins em sistemas ferromagnéti
os,hoje em dia eles tem sido apli
ados em diversos fen�memos, 
omo por exemplo,evaporação/
ongelamento de liquídos [9℄, desdobramento de proteínas [8℄, redesso
iais[10, 11℄, redes neurais [12, 13℄, 
aos [14℄, et
. Então os resultados



5apresentados nesse trabalho podem ser valiosos para investigações futuras nestesfen�menos.O 
res
imento de interfa
es em pro
essos fora do equilíbrio tem sido amplamenteestudado em Físi
a Estatísti
a, em espe
ial nos modelos de 
res
imento tais 
omoagregação limitada por difusão (ALD), deposição balísti
a, deposição aleatória,agregação balísti
a, dentre outros [15, 16℄. Esses modelos geram uma superfí
ie eatravés do estudo do 
omportamento da rugosidade W são de�nidos os expoentesque 
ara
terizam este 
res
imento. São eles: o expoente de 
res
imento βW , oexpoente dinâmi
o zW , o expoente da rugosidade α e o expoente de Hurst H , quede�niremos ao longo do nosso trabalho.O expoente de Hurst H , por exemplo, é uma das ferramentas padrão parades
rever vários pro
essos rugosos observados na área de superfí
ies desordenadas[15, 17, 18℄, tais 
omo sequên
ias de DNA, sinais 
ardía
os, sinais respiratórios epulsos neurais.Nos últimos anos [19, 20℄, foram 
ara
terizadas as 
lasses dos aut�matos
elulares de Wolfram através do expoente da rugosidade α. Essa 
ara
terizaçãofoi feita através de um mapeamento dos estados, que poderiam estar o
upados(σ = 1) ou vazios (σ = 0) em uma deposição de partí
ulas do tipo SOS (do inglêsSolid-on-Solid) [15℄. Atman e 
olaboradores [21, 22℄ também mostraram, atravésdesta té
ni
a de mapeamento, que o expoente de 
res
imento β pode ser usadopara dete
tar a transição de fase do aut�mato 
elular de Domany-Kinzel (ACDK).O estudo de transições de fase em sistemas magnéti
os através dessa té
ni
a demapeamento, tem sido pou
o explorado até agora. Re
entemente, foi proposto [23℄que as transições de fases em alguns modelos magnéti
os (Ising, Potts e Relógio)na rede quadrada podem ser investigadas (�dete
tadas�) através do 
omportamentodo expoente de Hurst. Mostramos [24℄ que no modelo de Ising unidimensional
om interação de longo al
an
e existe uma super-rugosidade (α > H > 1) natransição de fases do modelo. Uma 
ara
terísti
a mar
ante dessa té
ni
a baseada



6em mapeamentos e nos expoentes da rugosidade para 
ara
terizar transições defases em sistemas magnéti
os é que em momento algum se faz referên
ia ao 
ál
ulodos poten
iais e funções termodinâmi
as usuais.A motivação para o presente trabalho surgiu justamente da idéia de unirduas áreas tão distintas, magnetismo e 
res
imento de superfí
ies, e através dasté
ni
as da segunda poder determinar propriedadas da primeira, 
omo por exemplo,diagrama de fases e alguns expoentes 
ríti
os. Convém ainda ressaltar que enquantoo modelo magnéti
o é tratado no equilíbrio, a sua superfí
ie gerada 
orresponde aum problema fora do equilíbrio, 
om expoentes 
ríti
os dinâmi
os bem de�nidos.O restante do manus
rito en
ontra-se na ordem a seguir. No 
apítulo 2 vamosdis
utir os modelos de Potts 
om q estados, Blume-Capel spin S = 1, Relógio 
om
p estados e XY bidimensional (Rotor Planar). As té
ni
as de simulação que serãoutilizadas neste trabalho, o método Monte Carlo, e os algoritmos de Metropolise Banho Térmi
o, são brevemente des
ritas no Capítulo 3. No 
apítulo 4 vamosestudar o formalismo usado para 
al
ular os expoentes da rugosidade em modelosde 
res
imento e en
ontrar uma relação entre esses expoentes geométri
os 
om osexpontes 
ríti
os termodinâmi
os. A de�nição de 
omo realizar o mapeamentode modelos magnéti
os em 
res
imento de superfí
ies para os diversos sistemasestudados será apresentada no Capítulo 5. O Capítulo 6 é dedi
ado à apresentaçãodos resultados obtidos para dois modelos 
om estados dis
retos de spins, o modelode Potts e o modelo de Blume-Capel. Os resultados para um modelo 
om spin
ontínuo, espe
i�
amente o modelo Rotor Planar em duas dimensões, e para omodelo de Relógio 
om p estados (que, no limite p → ∞, se torna o Rotor Planar)são dis
utidos no Capítulo 7. No 
apítulo 8 apresentamos nossas 
on
lusões eperspe
tivas.



Capítulo 2
Modelos Magnéti
os Estudados

Neste trabalho iremos fazer um estudo de modelos magnéti
os 
om estados despins dis
retos e 
ontínuos através da 
ara
terização das superfí
ies geradas pormapeamentos de suas 
on�gurações. Nesse 
apítulo des
revemos brevemente osmodelos magnéti
os estudados, a saber, o modelo de Ising 
om S = 1/2, Potts 
om
q estados, Blume Capel 
om spin S = 1, Relógio 
om p estados e Rotor Planar.São modelos simples de estados dis
retos e 
ontínuos, porém possuem diagramasde fases ri
os 
om presença de transições de fases de primeira e segunda ordem,bem 
omo pontos multi
ríti
os e transição do tipo BKT .2.1 Modelo de Ising 
om S = 1/2Para simular as substân
ias ferromagnéti
as (uniaxiais), um dos modelos maissimples é o de Ising. O sistema 
onsiderado é um 
onjunto de momentosmagnéti
os �xos nos N sítios de uma rede. A estrutura geométri
a da rede podeser, por exemplo, 
úbi
a (tridimensional), quadrada (bidimensional) ou linear(unidimensional). Asso
iado a 
ada sítio na rede está uma variável de spin σi(i = 1, 2, ...., N), que pode assumir os estados +1 ou −1. Se σi = +1, o iésimo spiné dito ter spin �para 
ima", e se σi = −1 é dito ter spin �para baixo". Um dado7



2.1 Modelo de Ising 
om S = 1/2 8
onjunto {σi} espe
i�
a a 
on�guração de todo o sistema, ou seja, seu mi
roestado.A energia de uma dada 
on�guração de spins {σi} é de�nida pela Hamiltoniana deIsing [4℄
H = −J

∑

<ij>

σiσj − h

N
∑

i=1

σi (2.1)em que o símbolo < ij > signi�
a que a soma é sobre todos os pares de spinsprimeiros vizinhos da rede, h é um 
ampo magnéti
o externo e J é a 
onstante dea
oplamento ferromagnéti
o. O primeiro termo da soma representa as energias deinteração que devem ser 
apazes de produzir um estado ferromagnéti
o ordenado(quando J > 0). O segundo termo envolve as interações entre um 
ampo externoapli
ado h e o sistema de spins.O modelo de Ising pode ser apli
ado no estudo de outros sistemas queapresentam dois estados e as variáveis de spin do modelo podem ser interpretadasde diversas maneiras. Por exemplo,
• Como uma indi
ação de que um sítio pode estar o
upado por um átomo dotipo A, ou por um átomo do tipo B, 
omo em uma liga binária do tipo AB(vizinhos iguais 
ontribuem 
om uma energia −J ; vizinhos distintos, 
omuma energia +J).
• Como um número de o
upação que assinala a presença ou ausên
ia de umamolé
ula em uma determinada 
élula de um �gás de rede".Essa multipli
idade de interpretações já indi
a o grande poten
ial de apli
açãodo modelo, 
apaz de 
aptar os aspe
tos essen
iais do 
omportamento de váriossistemas físi
os.Este modelo é usado 
omo base para a maior parte das dis
ussões sobresimulação em físi
a estatísti
a, por várias razões:- É um modelo simples;



2.1 Modelo de Ising 
om S = 1/2 9- É relevante para uma variedade de outros sistemas ligados a teoria defen�menos 
ríti
os e transições de fases;- Existem soluções analíti
as exatas para alguns 
asos;- É um exemplo 
lássi
o de apli
ação do método Monte Carlo;Podemos fazer a seguinte análise para o modelo de Ising 
om interação entreprimeiros vizinhos, para dimensão maior ou igual a dois:Temperatura baixa (T → 0)
⇒ baixa energia
⇒ spins alinhados entre si
⇒ alta magnetizaçãoTemperatura alta (kBT >> J)
⇒ alta energia
⇒ spins orientados aleatoriamente
⇒ baixa magnetizaçãoAssim, para baixas temperaturas e altas temperaturas o 
omportamento domodelo de Ising é o mesmo de um ferromagneto real.O modelo ini
ial elaborado por Ernest Ising [27℄ (veja também Kobe [28℄) erabem simples, uma 
adeia linear de momentos magnéti
os σi interagindo 
om seusvizinhos σi+1 e σi−1 
om um hamiltoniano na forma −Jσi(σi+1 + σi−1). Para

J > 0 o alinhamento paralelo dos momentos é favore
ido, o que 
ompete 
om atemperatura. Dessa 
ompetição era esperada uma temperatura 
ríti
a abaixo daqual haveria ordenamento de uma quantidade ma
ros
ópi
a (∼ L) de spins. Parafrustração de Ising, a solução exata desse modelo não apresentou transição de fasesa uma temperatura Tc 6= 0.O fra
asso desse modelo era um tanto estranho, pois a idéia 
entral era muitoboa, interação de momentos magnéti
os lo
alizados em uma rede. Como já sabemos



2.1 Modelo de Ising 
om S = 1/2 10o resultado obtido por Ising estava 
orreto, o seu erro foi ter generalizado para duasou mais dimensões esse resultado.Na dé
ada de 30, Heisenberg [4℄ prop�s um modelo em que os momentos despins σi do modelo de Ising eram operadores quânti
os −→σi , mas muitas vezes as
ompli
ações eram tantas que tínhamos que retornar a té
ni
as mais simples 
omoa teoria de 
ampo médio (TCM) ou mais re�nadas 
omo a té
ni
a de Monte Carlo.Em 1936, Peierls [29℄ provou que para dimensões maiores ou igual a 2 existeuma temperatura 
ríti
a Tc, na qual o modelo de Ising sofre uma transição de fases.Ele não en
ontrou o valor de Tc, mas apenas provou que essa temperatura existia.Para dimensão igual a um, sua teoria provou não existir uma temperatura 
ríti
a
Tc 6= 0, na qual o sistema muda de fase.Em 1944, Onsager [30℄ resolveu exatamente o modelo de Ising bidimensionalna rede quadrada na ausên
ia de 
ampo magnéti
o externo, mostrando que eletem uma transição de fase ferromagnéti
a. Ele en
ontrou expressões exatas paraa função de partição, energia média e 
alor espe
í�
o. Por esse motivo o modelode Ising é de fundamental importân
ia para a físi
a estatísti
a, pois a partir dasolução exata podemos 
ompara-lás aos resultados obtidos por outras abordagensmais gerais, muitas vezes aproximadas, mas que podem ser apli
adas em modelosmais realistas.Para modelos 
om dimensão maior que dois, só existem soluções analíti
asaproximadas (expansão em série, por exemplo) e soluções via simulações MonteCarlo.Existem, entretanto, vários métodos para estudar o modelo de Ising (bem 
omooutros mais gerais), dos quais são 
itados abaixo:- Métodos analíti
os: 
omo por exemplo a teoria de 
ampo médio (TCM), sãobons para o entendimento da físi
a bási
a, mas frequentemente falham naregião de interesse, ou seja, na transição de fase. Outro método analíti
o que



2.2 Modelo de Potts 
om q estados 11podemos 
itar é o Grupo de Renormalização, que diferente do TCM tem umaboa pre
isão e não falha na região de interesse, mas pode ser muito 
omplexodo ponto de vista matemáti
o.- Métodos numéri
os: 
omo por exemplo o método Monte Carlo, são deabordagem 
omputa
ional mais simples.2.2 Modelo de Potts 
om q estadosO modelo de Potts 
om q estados ferromagnéti
o [31℄ é um sistema 
lássi
omuito interessante, tanto do ponto de vista teóri
o 
omo experimental, pois temapli
ações tanto na Físi
a Estatísti
a quanto em outras áreas, 
omo por exemplo,sistemas de adesão 
elular [32, 33℄, modelos de espumas [34℄, dentre outros. Omodelo 
onsiste em variáveis de spin σi em uma rede que podem assumir q valoresdis
retos σi = 0, 1, . . . , (q − 1). A hamiltoniana do modelo é dada por
HP = −J

∑

〈ij〉
δσi,σj

, (2.2)onde δσi,σj
é a função delta de Krone
ker (δσi,σj

= 1 quando σi = σj e δσi,σj
= 0quando σi 6= σj), a soma é realizada sobre todos os primeiros vizinhos da rede,

J > 0 (sistema ferromagnéti
o) é a 
onstante de a
oplamento.No limite termodinâmi
o na rede quadrada, o modelo de Potts 
om q estadosapresenta uma transição de fases de segunda ordem para q ≤ 4, e de primeiraordem para q > 4. As transições de primeira ordem para q próximo de q = 4, porexemplo, q = 5, ainda apresentam um forte 
aráter de segunda ordem, porque o
omprimento de 
orrelação no ponto 
ríti
o ainda é muito grande. Por exemplo,
omo mostrado na ref. [35℄, para q = 5, o 
omprimento de 
orrelação é da ordemde 2000 espaçamentos de rede, sendo assim possível 
al
ular os pseudo-expoentes
ríti
os β e ν, apesar de ser uma transição de fase de primeira ordem. Para q = 2



2.3 Modelo de Blume-Capel 12o modelo de Potts se reduz ao modelo de Ising 
om spin S = 1/2, então a equação(2.2) pode ser rees
rita 
omo
HP = −J

2

∑

〈ij〉
2

(

δσi,σj
− 1

2

)

− 1

2

∑

〈ij〉
J. (2.3)O primeiro termo do Hamiltoniano vale +1 se σi = σj e −1 se σi 6= σj , 
omo nomodelo de Ising 
om spin S = 1/2, o segundo termo é 
onstante e portanto nãoaltera os resultados. Observe que apare
e um termo J/2 no Hamiltoniano e não J
omo na equação (2.2), o que impli
a que a temperatura 
ríti
a para o modelo dePotts q = 2 vai ser Tc = 1.13 = T Ising

c /2. No 
aso geral as temperaturas 
ríti
asreduzidas são dadas por [36℄,
kBTC

qJ
=

1

ln(
√

q + 1)
, (2.4)enquanto que os expoentes 
ríti
os nas transições 
ontínuas são dados por

ν =
2

3
{2 +

π

arcos(1
2

√
q − π)

}−1, (2.5)
β =

1

12
{1 +

2

π
arcos(

√
q

2
)}, (2.6)A eq. (2.4) é válida para qualquer valor de q, mas as eqs. (2.5) e (2.6) são válidasapenas para q ≤ 4. Re
entemente, Ber
he et al [37℄ usaram simulações de MonteCarlo e expansões em séries para obter os expoentes 
ríti
os termodinâmi
os para

q ≤ 4.2.3 Modelo de Blume-CapelNós 
onsideramos também o modelo generalizado de Blume-Capel [38, 39℄ 
omspin S em uma rede quadrada. A hamiltoniana do modelo é dada por
HBC = −J

∑

<i,j>

σiσj + D

N
∑

i

σ2
i , (2.7)



2.3 Modelo de Blume-Capel 13onde D é uma 
onstante de anisotropia, J é uma 
onstante de a
oplamento, aprimeira soma é realizada apenas sobre os primeiros vizinhos e os spins σi podemassumir os valores −S,−S + 1, ..., S − 1, S.Para S = 1, em T = 0 o sistema apresenta um ponto multifási
o (ponto triplo)onde as três fases magnéti
as 
oexistem, isto é, fases em que todos os spins estãono estado +1, ou no estado −1, ou no estado 0. Esse ponto triplo pode ser obtidoanaliti
amente, pois em T = 0 os spins estão ou no estado +1, ou −1 ou 0. Entãopodemos 
al
ular a energia livre por spin e por energia de interação J . Quando osspins estão no estado σ = 0 a energia livre f0 = 0, já para os spins nos estados
σ = +1 ou σ = −1 temos o mesmo valor de energia,

f±1

J
= −∆

2
+

D

J
, (2.8)onde ∆ é o número de vizinhos da rede 
ristalina.
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Figura 2.1: Esquema ilustrativo da energia livre por spin f/J em função da anisotropiade interação D/J para um sistema de 
om spin S = 1. A �gura apresenta duas retas,onde o ponto de en
ontro determina duas regiões de mais baixa energia: à esquerda de
∆/2, para f±1/J , e a direita de ∆/2, para f0/J .



2.3 Modelo de Blume-Capel 14A �gura 2.1 mostra o 
omportamento da energia livre por spins f/J em funçãode D/J . Quando os spins estão todos no estado σ = 0 a reta é 
onstante e igual azero (
ír
ulos vazios). Para os spins nos estados σ = ±1 temos uma reta 
res
ente
om in
linação positiva que en
ontra 
om a reta f0 = 0 no ponto D/J = ∆/2,onde o
orrem as três fases distintas. Então o sistema tem dois possíveis estados debaixa energia, a esquerda de ∆/2, no estado σ = +1 ou no estado σ = −1 ou adireita de ∆/2, no estado no estado σ = 0. Na �gura 2.2 mostramos o diagramade fases kT/J × d do modelo de Blume-Capel 
om S = 1, 
om d = D
J
.

-2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0
d

0,00

0,50

1,00

1,50

2,00

kT
/J Trans. Segunda Ordem

Trans. Primeira Ordem
Ponto Tricritico
Modelo de Ising

Blume-Capel S=1

Figura 2.2: Diagrama de fases do modelo de Blume-Capel S = 1, os dados foram retiradosda ref. [40℄ .A �gura 2.2 mostra o diagrama de fases (retirado da ref. [40℄) do modelode Blume-Capel S = 1, que é muito ri
o do ponto de vista termodinâmi
o, poisexistem linhas de transição de primeira e segunda ordem 
omo também um pontotri
ríti
o. Na linha de transição de primeira ordem (pontilhada 
om estrelas) há
oexisten
ia das três fases, enquanto que no ponto tri
ríti
o essas três fases sãoindistinguíveis.Este modelo foi ini
ialmente proposto para S = 1, isto é, σi = 0,±1, maspode ser estendido a outros valores de spins S = 1/2 (σi = ±1/2), S = 3/2(σi = ±1/2,±3/2), S = 2 (σ = ±2,±1, 0), e assim por diante. Quando D = 0 na



2.4 Modelo do Rotor Planar 15equação (2.7) o modelo de Blume-Capel se reduz ao modelo de Ising padrão 
omspin S, que apresenta uma transição de fase de segunda ordem. Só existe soluçãoexata para modelo de Blume-Capel S = 1 para o 
aso unidimensional, para outrasdimensões só existem soluções aproximadas ou via simulação. Trabalharemos 
omo 
aso em que S = 1, ou seja, os spins poderão ter apenas três estados σi = 0,±1.Quando fazemos D → −∞ na hamiltoniana (2.7) re
uperamos o modelo de Ising
S = 1/2.2.4 Modelo do Rotor PlanarO modelo do Rotor Planar é um 
aso parti
ular do modelo de Heisenberganisotrópi
o 
lássi
o [45℄. A grande diferença entre os dois está no fato que paraHeisenberg o spin tem 3 
omponentes 
om S2 = S2

x + S2
y + S2

z=1 e para o RotorPlanar duas 
omponentes 
om S2 = S2
x + S2

y=1, ou seja, no Rotor Planar os spinsestão 
on�nados no plano xy. A hamiltoniana é de�nida por
HRP = −J

∑

<i,j>

cos(φi − φj), (2.9)onde φ é o ângulo que o spin faz 
om uma direção arbitrária, J > 0 a 
onstante dea
oplamento ferromagnéti
a e a soma é realizada apenas 
om primeiros vizinhos.Essa hamiltoniana é uma generalização do modelo de Ising e um 
aso parti
ulardo modelo XY , sistema esse que não apresenta ordem de longo al
an
e. Porém,a baixas temperaturas tem ex
itações topológi
as, que apare
em aos pares, e são
hamadas de pares vórti
e-antivórti
e. Na temperatura de transição, 
hamada deBerezinskii-Kosterlitz-Thouless [5, 6℄ TBKT , esses pares são quebrados. É dito queo sistema tem uma transição de fase topológi
a e abaixo de TBKT o sistema é
ríti
o. O 
omprimento de 
orrelação diverge exponen
ialmente ξ ∼ eb/
√

ε, 
om
ε = |T − TBKT | [45℄ 
om T > TBKT , bem 
omo a sus
eptibilidade magnéti
a .Apesar desse modelo já ter sido amplamente estudado e 
onhe
idos seus



2.5 Modelo do Relógio 
om p estados 16resultados, que são 
ompli
ados de se obter, nesse trabalho vamos apresentar umaforma simples de obter a temperatura da transição de fase topológi
a TBKT .2.5 Modelo do Relógio 
om p estadosO modelo do Relógio 
om p estados é muito interessante, pois seus limites sãodois modelos fundamentais em Me
âni
a Estatísti
a. No limite inferior, 
om p = 2,ele se reduz ao modelo de Ising 
om spins dis
retos S = 1/2, e no limite superior,
p → ∞, se reduz ao modelo do Rotor Planar de spins 
ontínuos. No modelo doRelógio os spins estão 
on�nados no plano xy formando um ângulo θi 
om umadireção arbitrária. A hamiltoniana do modelo pode ser es
rita 
omo

HR = −J
∑

<i,j>

cos(θi − θj), (2.10)onde θi = (2π/p)σi, 
om a variável de spin podendo assumir p valores σi =

0, 1, 2, ..., p − 1, J é a 
onstante de a
oplamento e a soma é efetuada apenas sobreos primeiros vizinhos.Para p = 2 o hamiltoniano a
ima equivale ao modelo de Ising de spin 1/2,para p = 3 ele equivale ao modelo de Potts de três estados (q = 3), e para p = 4
orresponde a dois modelos de Ising de spin 1/2 desa
oplados. No 
aso p > 5 essemodelo apresenta uma transição de fase do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless(BKT ), sendo que na literatura há ainda 
ontrovérsias [41, 42, 43, 44℄ sobre o tipode transição que o
orre em p = 5, 
aso o qual vamos estudar 
om mais detalhes naseção 7.5. Na �gura 2.3 representamos em um diagrama as 
lasses de universalidadedo modelo para σi = 0, 1, 2, ..., p− 1 em função do número de estados p.Caso p = 2Como temos dois estados, �
a 
laro que o ângulo formado entre dois pares despins vai ser θi = 0 se tiverem os mesmos estados e θi = 180o se tiverem estados
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p - ∞

2

Ising S = 1/2

?

3Potts q = 3

6

4

2 modelos de Ising S = 1/2

?

5 -Rotor Planar ref. [42℄6

-

Rotor Planar ref. [44℄
7

Figura 2.3: Criti
alidade do modelo do Relógio 
om p estados em uma rede bidimensionalem função do número de estados p.diferentes. A 
ontribuição na energia vai ser −1 (mesmo estado) ou +1 (estadosopostos) exatamente 
omo no modelo de Ising S = 1/2.Caso p = 3Nesse 
aso os ângulos formados entre os 3 vetores são sempre iguais a θi = 120o.A �gura 2.4 mostra três situações, a saber, a primeira o spin σi tem a mesma direçãode σk, a segunda a mesma direção de σn e a ter
eira a mesma direção de σm. Daequação (2.10) vimos que a 
ontribuição na energia é sempre +1 se os pares deprimeiros vizinhos tiverem o mesmo estado e cos(120o) 
aso 
ontrário.
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k

σ
i
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(1) (2) (3)Figura 2.4: Diagrama de estados para o modelo do Relógio 
om p = 3.Portanto, podemos rees
rever a equação (2.10) 
omo
HR(p = 3) = −J (1 − cos(120o))

∑

<i,j>

δσi,σj
, (2.11)Assim, �
a 
laro que os pares de spins 
om mesmo estado 
ontribuem na energialo
al 
om El = 1−cos(120o) e 
om estados diferentes 
om El = 0, ou seja, a menos



2.5 Modelo do Relógio 
om p estados 18de uma 
onstante temos os mesmos níveis de energia do modelo de Potts 
om q = 3estados, a saber, El = 0 (para estados diferentes) e El = 1 (para estados iguais).Portanto, os modelos são iguais, a menos de uma renormalização na 
onstante deinteração.Caso p = 4Na �gura 2.5 estamos representando os quatro estados do modelo. Note queindependente de qual seja o estado do spin (para 
ima, para baixo, para direitaou esquerda) os possíveis ângulos formados entre σi e seus vizinhos são ou θ = 0oou θ = 90o ou θ = 180o ou θ = 270o. Enquanto σi estiver na verti
al os vizinhosna horizontal dão 
ontribuição nula para energia, ao passo de quanto σi estiverna horizontal, os spins da verti
al agora dão uma 
ontribuição nula para energia.Portanto, vamos ter somente 3 estados 
om energias +1, 0 e −1 para 
ada par despins.
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Figura 2.5: Diagrama de estados para o modelo do Relógio 
om p = 4.Como a 
ontribuição da energia para estados perpendi
ulares é nula, podemosanalisar separadamente as duas direções, horizontal (h) e verti
al (v). Na direção
v, �guras 2.5 (a) e 2.5 (b), os spins só podem o
upar dois estados (+1 ou −1),exatamente 
omo no modelo de Ising S = 1/2. De modo similar, na direçãohorizontal a
onte
e exatamente o mesmo, ver �guras 2.5 (c) e 2.5 (d). Por issodizemos que o modelo do Relógio 
om p = 4 é equivalente a dois modelos de Ising
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om S = 1/2. Podemos então rees
rever a equação (2.10) 
omo
HR(p = 4) = −J

∑

<i,j>

σh
i σh

j − J
∑

<i,j>

σv
i σ

v
j . (2.12)Com a Hamiltoniana es
rita dessa forma, �
a 
laro que a temperatura 
ríti
a para

p = 4 vai ser T p=4
c = T Ising

c /2.
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Figura 2.6: Diagrama de fases esquemáti
o para o modelo do Relógio 
om p estados. Alinha verde representa transições de fase do tipo BKT , a linha vermelha a transição dafase ordenada para a fase onda de spin, enquanto que a linha azul representa as transições
ríti
as usuais. O 
ír
ulo indi
a a região em torno de p = 5, onde os resultados ainda nãoestão bem de�nidos.Vimos a
ima que o modelo do Relógio 
om p estados pode representar váriosmodelos já 
onhe
idos. Interessante, porém, se torna os resultados para outrosvalores de p. Na �gura 2.6 mostramos seu diagrama de fases esquemáti
o. Nafase ordenada os spins tendem a �
ar no mesmo estado, resultando em umamagnetização não nula. Na fase desordenada, onde os estados dos spins sãoaleatórios, a magnetização é nula. Já na fase onda de spin, os spins estãoorganizados, porém 
om magnetização nula, pois o sistema não apresenta ordemde longo al
an
e. Para p < 5 temos somente uma transição 
ríti
a usual natemperatura Tc. Note que para p > 5 temos duas temperaturas de transição, T1,quando o sistema passa da fase ordenada para fase onda de spin (linha vermelha)



2.5 Modelo do Relógio 
om p estados 20e T2, da fase onda de spin para fase desordenada (linha verde). Segundo otrabalho de referên
ia [44℄ essas duas transições são de segunda ordem. Na verdade,
omo foi men
ionado no iní
io da seção, existem ainda 
ontrovérsias a respeito da
riti
alidade quando p = 5, que serão dis
utidas mais detalhadadamente no 
apítulo7.



Capítulo 3
Té
ni
as de Simulação

Nos dias atuais, em que os 
omputadores disponíveis são de alto desempenho, asimulação 
omputa
ional vem sendo uma ferramenta de suma importân
ia não sóem Físi
a, mas também em outras áreas de pesquisa. Neste 
apítulo des
revemos,de maneira su
inta, as té
ni
as 
omputa
ionais utilizadas nas simulações dosmodelos magnéti
os estudados nesse trabalho.3.1 Método Monte CarloCom o progresso al
ançado pelos 
omputadores, 
ál
ulos númeri
os passarama ser uma ferramenta fundamental no desenvolvimento da 
iên
ia em geral. AFísi
a, hoje em dia, é 
omumente divida em três áreas, a saber, Físi
a Teóri
a,Físi
a Experimental e Físi
a Computa
ional.Como exemplo de apli
ação da Físi
a Computa
ional podemos 
itar o modelode Ising na rede 
úbi
a, modelo para o qual não existe solução analíti
a exata.Por exemplo, uma estimativa 
omputa
ional para o inverso da temperatura 
ríti
aem três dimensões é dada por T−1
c = 0, 2216595(6) [46℄. Outra grande vantagemda simulação é que podemos alterar vários parâmetros físi
os de interesse, quedi�
ilmente poderíamos alterar experimentalmente, 
omo por exemplo o valor da21



3.1 Método Monte Carlo 22interação do a
oplamento entre os spins (J), temperaturas e pressões extremamentealtas, o número de interações que um spin faz 
om seus vizinhos, et
, e estudar osefeitos 
ausados na termodinâmi
a do sistema.Dentre as té
ni
as numéri
as 
onhe
idas, a de Monte Carlo tem grande destaqueem quase todas as áreas da Físi
a. Suas apli
ações vão desde a Matéria Condensadaaté a Físi
a de Partí
ulas Elementares. Atualmente, o método Monte Carlo [47℄ éusado nos mais diversos 
ampos, 
omo por exemplo, simulação de fen�menos físi
os
omplexos, tais 
omo, o transporte de radiação na atmosfera terrestre e simulaçãode pro
essos nu
leares em experimentos de alta energia, entre outros.Vamos dis
utir o método Monte Carlo no 
ontexto do estudo de um sistemamagnéti
o de spins dis
retos. A magnetização m do sistema para uma dada
on�guração {σi} pode ser es
rita 
omo
m({σi}) =

1

N

N
∑

i=1

σi (3.1)em que N é o número de spins da rede. A média termodinâmi
a dessa magnetizaçãoé de�nida por
m =

∑

{σi}
P ({σi})m({σi}), (3.2)onde a soma se estende sobre todas as 
on�gurações possíveis {σi} e P ({σi}) é a
orrespondente distribuição de Boltzmann dada por [4℄

P ({σi}) =
1

Z
exp(−E({σi})/kBT ) (3.3)
om Z =

∑

{σi} exp(−E({σi})/kBT ). Z é 
hamada de função de partição e é umaquantidade fundamental em Me
âni
a Estatísti
a. Como todas as propriedadesfísi
as relevantes podem ser obtidas através dela, sua obtenção analíti
a impli
a emuma solução exata para o modelo. A di�
uldade aqui é justamente obter essa somaanaliti
amente sobre todas as 
on�gurações do sistema, sendo possível somente empou
os modelos.



3.1 Método Monte Carlo 23Mesmo se tentarmos 
al
ular a função de partição numeri
amente, essa tarefaé inviável mesmo em sistemas pequenos 
omo no exemplo a seguir. Suponha quequeiramos 
al
ular Z numeri
amente para o modelo de Ising em uma rede 32× 32,onde temos 210 spins (num sistema real este número é muito maior). Nesse 
asoo número de 
on�gurações da soma Z é da ordem de 232×32 ≈ 10300. Para um
omputador 
om frequên
ia do pro
essador f = 10 GHz= 10 × 109 Hz = 1010Hz(bem a
ima do mer
ado de hoje), se o 
omputador gastar apenas um pulso de 
lo
k(obviamente ele gasta vários pulsos) para gerar uma 
on�guração {σi}, 
al
ular
E({σi}) e a
res
entar exp(−E({σi})/kBT ) na função de partição, o tempo que elelevará para 
al
ular Z será da ordem de
∆tZ ≃ 10300config

1010config/seg
= 10290seg ≃ 10290seg

3 × 107seg/ano
≃ 10282anos. (3.4)Ora, a idade estimada para o universo é de 10 bilhões de anos, o que equivale a

10 × 109anos = 1010anos. Mesmo que haja muitos pro
essadores e/ou que f sejamuito maior, o exemplo a
ima mostra que o 
ál
ulo numéri
o direto de Z 
ontinuainviável.Sendo assim, não nos é possível realizar a soma sobre todas as 
on�guraçõesdo sistema de uma maneira numéri
a, mas apenas sobre algumas 
on�gurações
{σi}. Se as mesmas forem es
olhidas aleatoriamente o método será ine�
iente, poisse sortearmos 
on�gurações 
om energia muito alta, por exemplo, a exponen
ial
exp(−E({σi})/kBT ) tende a zero e portanto o termo somado é insigni�
ante. Daía ne
essidade de se utilizar a 
hamada amostragem por importân
ia. Nesse 
aso,não se es
olhem todas as 
on�gurações possíveis do sistema, mas apenas algumas(as mais importantes) que são �sorteadas� segundo a distribuição de Boltzmann
p({σi}) ∼ exp(−E({σi})/kBT ). Para se implementar este tipo de té
ni
a foram
riados vários algoritmos, alguns dos quais serão utilizados por nós nesse trabalhoe serão dis
utidos nas seções seguintes.



3.1 Método Monte Carlo 243.1.1 Algoritmo de MetropolisEm 1953, Metropolis [48℄ e 
olaboradores desenvolveram um algoritmo,partindo da idéia de 
onstruir um pro
esso Markoviano, isto é, uma sequên
iade 
on�gurações {σi}1, {σi}2, ..., {σi}k, {σi}k+1, ..., {σi}M em que {σi}k+1 fosse
onstruída a partir de {σi}k 
om uma probabilidade de transição W ({σi}k →

{σi}k+1) previamente de�nida [49℄. Para M su�
ientemente grande seria possíveles
olher W tal que a 
on�guração {σi}k gerada no pro
esso markoviano tenhaprobabilidade P ({σi}k) ∼ exp(−E({σi}k)/kBT ), 
omo desejado no ensemble
an�ni
o. Vemos abaixo um esquema da estrutura do algoritmo de Metropolis quepode ser apli
ado a vários modelos de spins dis
retos bem 
omo spins 
ontínuos.1. Es
olha uma 
ondição ini
ial para o sistema {σi}0 (geralmente, essa es
olhapode ser 
om todos os spin alinhados em uma dada direção ou totalmentealeatórios).2. Sorteie um spin e mude seu estado, obtendo-se então uma nova 
on�guração
{σi}f (esse pro
esso pode ser feito sequen
ialmente na rede ao invés de umsorteio).3. Se a energia diminuir, ou seja, ∆E = E({σi}f)−E({σi}0) < 0, a
eite a nova
on�guração {σi}f .4. Senão, sorteie um número aleatório r e 
ompare 
om a probabilidade P =

exp(−β∆E). Se r < P a
eite a nova 
on�guração, 
aso 
ontrário mantenhaa 
on�guração ini
ial {σi}0.5. Repita do passo 2 ao passo 4, até atingir uma 
on�guração de equilíbrio.Pode-se mostrar que o algoritmo de Metropolis a
ima satisfaz a 
ondição dobalanço detalhado e no equilíbrio reproduz a distribuição de Boltzmann, 
ondiçõesessas fundamentais para qualquer algoritmo no ensemble 
an�ni
o.
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on�guração ini
ial, 
om que se ini
ia a 
adeia de Markov, 
ertamente não
orresponde a uma 
on�guração de equilíbrio na temperatura de interesse. Então,per
orreremos a rede muitas vezes, a
eitando ou rejeitando 
on�gurações e no �nalen
ontraremos uma rede termalizada, isto é, em uma 
on�guração de equilíbriotermodinâmi
o. Só então passaremos a gerar novas 
on�gurações e a 
al
ular asquantidades de interesse. Dizemos que o tempo ne
essário para per
orrer toda arede é um passo Monte Carlo (1 PMC), ou seja, �visitar� L×L spins em uma redequadrada por exemplo.
T < T

(E)
c T ≃ T

(E)
c T > T

(E)
c

Figura 3.1: Con�gurações de spins no equilíbrio para o modelo de Ising 
om S = 1/2na rede quadrada de tamanho L = 256. São mostradas três 
on�gurações típi
as para
T < T

(E)
c , T ≃ T

(E)
c e T > T

(E)
c . A 
or preta representa spin para 
ima e a 
or bran
aspin para baixo.Na �gura 3.1 mostramos um exemplo típi
o de 
on�guração de spin, noequílibrio, para o modelo de Ising 
om S = 1/2 em uma rede quadrada (L = 256)utilizando o algoritmo de Metropolis. São mostradas três 
on�gurações típi
aspara T < T

(E)
c , T ≃ T

(E)
c e T > T

(E)
c , em que T

(E)
c é a temperatura 
ríti
a exatado modelo. A 
or preta está representando spins para 
ima e a 
or bran
a spinspara baixo. Note que quando estamos na fase ferromagnéti
a (T < T

(E)
c ) a maioriados spins tendem a �
ar no mesmo estado (dominân
ia da 
or preta), já na faseparamagnéti
a (T > T

(E)
c ) os spins estão 
om estados aleatórios (nenhuma 
orpredomina). Na região próxima á temperatura 
ríti
a (T ≃ T

(E)
c ) o 
omprimento



3.1 Método Monte Carlo 26de 
orrelação diverge, por isso surgem agregados de todos os tamanhos do sistema.O algoritmo de Metropolis é bastante e�
iente para modelos no qual os spinspodem ter pou
os estados, 
omo no 
aso do Ising S = 1/2, mas para o modelos
om vários estados esse algoritmo se torna ine�
iente [50℄. Na próxima seçãodis
utiremos o porquê desse fato e apresentaremos um algoritmo mais adequadopara modelos 
om vários estados de spins, o 
hamado algoritmo de Banho Térmi
o.3.1.2 Algoritmo de Banho Térmi
oO algoritmo de Banho Térmi
o tem o mesmo propósito do algoritmo deMetropolis, ou seja, partindo de uma 
on�guração ini
ial {σi} obtém-se uma nova
on�guração {σ′

i} de a
ordo 
om uma distribuição de probabilidades adequada,satisfazendo, é 
laro, o prin
ipio do balanço detalhado [50℄. Então qual a vantagemou desvantagem de usar um ou outro algoritmo? Isso depende, naturalmente, das
ara
terísti
as espe
í�
as do modelo a ser estudado. Por exemplo, para o modelode Ising S = 1/2 (dois estados), 
omo veremos mais adiante, é mais vantajosousar o algoritmo de Metropolis, enquanto que para modelos 
om mais estados émais vantajoso usar o algoritmo de Banho Térmi
o. Vamos usar, 
omo exemplo, omodelo de Potts 
om q estados em uma rede quadrada (poderia ser qualquer outromodelo 
omo vários estados) para mostrar qual algoritmo se torna mais ou menose�
iente (lembrando que para q = 2 retornamos ao modelo de Ising 
om S = 1/2).Sabemos que o algoritmo de Metropolis sorteia um spin σi da rede e altera seuestado (+1 → −1 ou +1 → −1 para q = 2). Se ∆E < 0 mantemos essa alteração,mas se ∆E > 0 mudamos seu estado de a
ordo 
om uma probabilidade de�nida apriori. A probabilidade Pn do spin sair de seu estado atual e ir para o novo estado
σi = n é dada, de a
ordo 
om Metropolis, por

Pn = exp (−β∆En), (3.5)onde ∆En é a variação de energia do sistema quando σi assume um novo valor n,



3.1 Método Monte Carlo 27
β = 1/kBT , T a temperatura do sistema e kB é a 
onstante de Boltzmman.Para o algoritmo de Banho Térmi
o sorteamos um spin σi da rede e,independente do valor desse spin, es
olhemos um novo valor para o spin σi = n(1 < n < q). A probabilidade de a
eitação desse novo estado é

Pn =
exp(−β∆En)

∑q
m=1 exp (−β∆Em)

. (3.6)Para entender melhor porque a distribuição de probabilidade (3.6) se tornamelhor do que a distribuição (3.5) 
onsidere um 
aso em que o número de estados émuito grande, por exemplo q = 200. Para altas temperaturas temos que β = 1/kBTé muito pequeno, portanto da equação (3.5) vemos que a probabilidade de a
eitaçãoé P ≈ 1 (a
eita-se todas as novas 
on�gurações). Nessa região o Metropolis ésatisfatório. Já para baixas temperaturas os spins tendem a se orientar pelos seusvizinhos, formando dominios magnéti
os, exatamente 
omo a
onte
e no modelo deIsing. Agora 
onsidere um 
aso no qual o estado do spin sorteado σi é diferente dosestados de seus vizinhos σj , σk, σl e σm, ou seja, a energia ini
ial dessa 
on�guraçãolo
al é nula Ei = 0. Então o spin σi está em um dos 196 estados restantes parao sistema. Sendo assim, qualquer outro estado que não for o estado de algum dosquatro vizinhos, produzirá uma variação da energia nula ∆E = 0 (P = 1) e oestado será a
eito. Só vamos ter diminuição na energia do sistema quando em umpasso de Monte Carlo o estado sorteado for igual a um de seus primeiros vizinhos.Nesse 
aso, 
om o algoritmo de Metropolis, vamos ter que dar muito mais passosde Monte Carlo (em média, aproximadamente 50 PMC) para o spin �
ar 
om ovalor de um de seus vizinhos.Conside agora o 
aso 
ontrário, em que o spin sorteado σi tem o mesmo estadode um dos seus vizinhos. Nessa 
on�guração a energia já é a desejável, masquando o algoritmo de Metropolis muda o estado do spin, isso gera um aumentona energia e portanto uma diminuição na probabilidade de a
eitação. Sendo assim,



3.1 Método Monte Carlo 28em média o algoritmo vai rejeitar 196 a 
ada 200 tentativas de mudança, ou seja,a probabilidade de a
eitação �
a por volta de 2%. Isso signi�
a que o algoritmovai pre
isar de muitos passos de Monte Carlo para o sistema termalizar. Com adistribuição (3.6) os spins são mudados independente do estado anterior, tornando-o mais e�
iente. Na ref. [50℄ os autores fazem uma 
omparação entre os doisalgoritmos, onde foi 
al
ulada a Energia Interna do modelo de Potts 
om q = 10estados em uma rede quadrada de tamanho L = 20 
om uma temperatura T = 1/2,abaixo da temperatura 
ríti
a. O algoritmo de Metropolis gastou aproximadamente
20000PCM até o sistema termalizar, enquanto o algoritmo de Banho Térmi
ogastou 200PMC, em média 100 vezes menos.

-4 -2 0 2 4
∆E

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

P

Metropolis
Banho Térmico

Figura 3.2: Probabilidade de a
eitação para os algoritmos de Metropolis e BanhoTérmi
o.Na �gura 3.2 mostramos o 
omportamento das probabilidades de a
eitação(equações (3.5) e (3.6)) em função da variação de energia ∆E para o modelo deIsing de spin 1/2. Nesse 
aso a equação (3.6) se torna
P =

exp(−1
2
β∆E)

exp (−1
2
β∆E) + exp (1

2
β∆E)

, (3.7)Note que a probabilidade de a
eitação para o algoritmo de Banho Térmi
o ésempre menor que a do algoritmo de Metropolis. Para ∆E < 0 o algoritmo de



3.1 Método Monte Carlo 29Metropolis sempre a
eita a nova 
on�guração porque P = 1, enquanto que para oalgoritmo de banho térmi
o ainda tem uma probabilidade de a
eitar ou não essanova 
on�guração. Por isso o Metropolis é mais e�
iente para pou
os estados, poisele vai visitar mais 
on�gurações que o Banho Térmi
o.Usaremos, portanto, nesse trabalho o algoritmo de Metropolis para modelos
om pou
os estados e o algoritmo de Banho Térmi
o para modelos 
om muitosestados de spin.



Capítulo 4
Formalismo do Cres
imento deSuperfí
ies

Neste trabalho vamos analisar as transições de fase de primeira e segunda ordem,transições multi
ríti
as e de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless em modelos de spinsdo ponto de vista dos expoentes da rugosidade (βW , α, zW , H). Vamos de�nir oexpoente de 
res
imento βW , o expoente da rugosidade α, o expoente dinâmi
o
zW e o expoente de Hurst H usando o modelo de Deposição Balísti
a (BD) [15℄,ilustrado na �gura 4.1. Essas de�nições são entretanto gerais, e valem quaisquerpro
essos que geram interfa
es rugosasA regra de deposição usada no modelo DB é 
hamada de �sti
king rule�, ouseja, 
ada 
aixa da �gura 4.1 representa uma partí
ula, essas partí
ulas são soltasaleatoriamente de uma altura maior que a altura da maior 
oluna e 
olam naprimeira partí
ula que en
ontrarem. A �gura 4.2 mostra um exemplo de umasuperfí
ie gerada pelo modelo de Deposição Balísti
a 
om 180000 partí
ulas. Apartir de um substrato liso, foram depositadas 10000 partí
ulas alternadamentenas 
ores preto e 
inza para mostrar que a interfa
e do per�l varia 
om o tempode deposição t. Note que, de a
ordo 
om a de�nição do modelo ilustrada na �gura4.1, a superfí
ie gerada possui va
ân
ias em seu interior.30
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Figura 4.1: Esquema ilustrativo do Modelo de Deposição Balísti
a em um substratounidimensional. A′ e B′ são depositados de a
ordo 
om regras pré-de�nidas �(nesse 
asoa parti
ula 
ola na primeira parti
ula que en
ontrar)�. [15℄. Mostramos o 
aso L = 12,em que L é o número de 
olunas.As alturas das 
olunas de�nem um per�l, e para des
rever o 
res
imento desseper�l quantitativamente vamos de�nir ini
ialmente duas funções. Primeiro a altura

Figura 4.2: Cres
imento de uma superfí
ie via modelo de Deposição Balísti
a. Essadeposição foi feita usando 180000 partí
ulas alternando nas 
ores preto e 
inza em umintervalo de 10000 partí
ulas depositadas em uma rede unidimensional 
om L = 600.



32média do per�l, que pode ser obtida de
h(t) =

1

Ld

L
∑

i=1

hi(t), (4.1)
om hi(t) sendo a altura do sítio i em um tempo t e d a dimensão do sistema. Sea razão 
om que as partí
ulas que 
hegam ao sítio for 
onstante, a altura média doper�l 
res
e linearmente 
om o tempo
h(t) ∼ t. (4.2)Outra quantidade de interesse é a 
hamada rugosidade global do per�l, que é
ara
terizada pelo desvio quadráti
o médio

W (L, t) =

√

√

√

√

1

Ld

L
∑

i=1

(hi(t) − h(t))2. (4.3)Portanto, quanto mais rugosa se torna a superfí
ie, maior W (L, t).
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Figura 4.3: Cres
imento típi
o da rugosidade W em função do tempo t para o modelode Deposição Balísti
a, Wsat é o valor de saturação da rugosidade e tc é o tempo desaturação.A �gura 4.3 mostra o 
omportamento típi
o da rugosidade W em função dotempo t para o modelo de Deposição Balísti
a. Wsat é o valor de saturação darugosidade e tc é o tempo de relaxação do sistema. Note que a rugosidade 
res
e ee depois satura para um tempo grande t >> tc, porque o 
omprimento de 
orrelação
ξ atinge o tamanho da rede L.



4.1 Expoente de Cres
imento βW 334.1 Expoente de Cres
imento βWComo mostra a equação (4.3), a rugosidade é uma função do tempo. Podemosentão monitorar o 
res
imento da rugosidade 
om o tempo, 
omo mostradoesquemati
amente na �gura 4.3 para o 
aso de Deposição Balísti
a. Nota-se que arugosidade apresenta dois regimes diferentes, um para t << tc, no qual a rugosidade
res
e 
om uma lei de potên
ia e outro para t >> tc, no qual a rugosidade satura.Per
ebemos um tempo de �
ruzamento� tc que separa nessas duas regiões, paratempos pequenos (t << tc) e para tempos grandes (t >> tc). Para a primeiraregião (t << tc) temos que
W (t, L) ∼ tβW , (4.4)onde o expoente βW dessa lei de potên
ia é o expoente de 
res
imento. Para t >>

tc a rugosidade atinge um estado de saturação. Outros modelos de 
res
imentoapresentam 
omportamentos semelhantes para a rugosidade. Note que o expoente
βW é de�nido para tempos t << tc, o que 
ertamente será muito útil em simulações.4.2 Expoente da Rugosidade αA rugosidade da �gura 4.3 não 
res
e inde�nidamente pois, após um 
ertotempo t (t >> tc) esse valor se torna 
onstante. Essa saturação o
orre quandoo 
omprimento de 
orrelação paralelo ξ‖ atinge o tamanho do sistema L. Parasistemas 
om diferentes tamanhos L (ver �gura 4.4(a)) o valor de Wsat aumenta
om o tamanho da rede L, seguindo uma lei de potên
ia, dada por

Wsat(L) ∼ Lα. (4.5)O expoente α dessa lei de potên
ia é o expoente da rugosidade.



4.3 Expoente Dinâmi
o zW 344.3 Expoente Dinâmi
o zWO tempo de �
ruzamento� tc, ou tempo de saturação, no qual a rugosidademuda de 
omportamento, também 
res
e 
om o aumento do tamanho da rede L,seguindo uma lei de potên
ia,
tc ∼ LzW , (4.6)sendo zW o expoente dinâmi
o.4.4 Expoente de Hurst HDe posse do per�l gerado por algum pro
esso de deposição, o expoente de Hurst

H é 
al
ulado determinando-se a rugosidade, ou seja, o desvio quadráti
o médio,de partes do per�l 
om várias es
alas ε. Com a janela de tamanho ε sendo 
entradano sítio i, a rugosidade lo
al pode ser es
rita 
omo
wi(ε, t) =

√

√

√

√

√

1

ε

i+ ε
2

∑

j=i− ε
2

(hj(t) − hi(t))2, (4.7)
om
hi(t) =

1

ε

i+ ε
2

∑

j=i− ε
2

hj(t). (4.8)A rugosidade na es
ala ε é então dada por
W (L, ε , t) =

1

Ld

N
∑

i=1

wi(ε , t). (4.9)A rugosidade W (ε) segue uma lei de potên
ia 
om o tamanho da janela (ε) naqual o expoente é o expoente de Hurst H , isto é,
W (ε) ∼ εH . (4.10)



4.5 Lei de Es
ala 35A rugosidade W (ε) pode distinguir dois tipos de per�s. Se este é aleatório ouexibe um 
omprimento de 
orrelação �nito, então W ∼ ε1/2, isto é, H = 1/2, 
omoum 
aminhante aleatório normal. Mas se o per�l tem 
orrelação in�nita temos duassituações: quando H < 1/2 o per�l é antipersistente, ou seja, se h está aumentandotende a diminuir, se está diminuindo tende a aumentar; para H > 1/2 o per�l épersistente, ou seja, h se ele está aumentando ele tende a 
ontinuar aumentando,se está diminuindo tende a 
ontinuar diminuindo.O expoente de Hurst H pode ser rela
ionado 
om a dimensão fra
tal Df dainterfa
e através da relação H = d − Df [20℄, em que d é a dimensão do sistema.4.5 Lei de Es
alaPara o modelo de Deposição Balísti
a os expoentes α, βW e z não sãoindependentes entre si. Family e Vi
se
k [17℄ �zeram duas observações importantesque nos levam ao 
olapso das 
urvas da �gura 4.4(a) e portanto a uma relação entreestes expoentes.
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)Figura 4.4: Esquema ilustrativo dos passos para rees
alar a rugosidade versus tempo.O grá�
o da esquerda mostra a variação da rugosidade 
om o tempo para diferentestamanhos, L1 < L2 < L3. Os grá�
os da direita mostram os 
olapsos gradativos nas leisde es
ala 
orespondentes.



4.5 Lei de Es
ala 36(1) −→ quando foi feito o grá�
o de W (L, t)/Wsat(L) em função do tempo, obteve-se 
urvas que saturam 
om o mesmo valor.(2) −→ quando foi feito o grá�
o da rugosidade W (L, t)/Wsat(L) em função de
t/tc, obteve-se 
urvas que tem o mesmo valor do tempo de saturação.Essas duas observações sugerem que W (L, t)/Wsat é uma função de t/tc. Entãoobtemos

W (L, t)

Wsat(L)
∼ f

(

t

tc

)

, (4.11)onde f é 
hamada função de es
ala. Para obtermos a relação de es
ala de Family-Vi
sek basta substituirmos na equação a
ima os valores de Wsat(L) e tc por Lα e
LzW respe
tivamente

W (L, t) ∼ Lαf

(

t

LzW

)

. (4.12)A forma geral da função de es
ala f(µ) pode ser tirada da �gura 4.4. Existemdois regimes de es
alas diferentes, um para µ << 1 e outro para µ >> 1.1. Para pequenos valores de µ (t << tc), a função de es
ala 
res
e 
om uma lei depotên
ia,
f(µ) ∼ µβW . (4.13)2. Para µ >> 1 (t >> tc) a rugosidade W satura, isto é, a função de es
ala é
onstante,
f(µ) = const. (4.14)A validade da relação de es
ala de Family-Vi
sek pode ser testadanumeri
amente. Na �gura 4.4 representamos 
omo seria o 
olapso das 
urvas darugosidade versus tempo para diferentes tamanhos. Neste esquema representamostrês tamanhos L1 < L2 < L3.



4.5 Lei de Es
ala 37Os expoentes α, βW e zW não são independentes entre si [15℄. Se aproximarmosde tc na �gura 4.3 pela esquerda, vimos que a equação (4.4) �
a W (tc, L) ∼ tβW
c ese aproximarmos de tc pela direita, vimos que a equação (4.5) �
a W (tc, L) ∼ Lαo que impli
a tβW

c ∼ Lα, mas tc ∼ LzW . Então obtemos que
zW =

α

βW

. (4.15)Essa lei de es
ala é válida para todos os pro
essos de 
res
imento que seguema relação de es
ala de Family-Vi
sek, equação (4.12).Na referên
ia [22℄ são apresentados valores númeri
os para os expoentes α,
βW , zW e H que foram obtidos via mapeamento para o problema de per
olaçãodire
ionada (PD), pro
esso de 
ontato (PC), aut�mato 
elular determinísti
o deWolfram (AC), per
olação dire
ionada 
ompa
tada (PDC) e o aut�mato 
elular deDomany-Kinzel (ACDK). Na tabela 4.1 mostramos esses valores, que no próximo
apítulo serão 
omparados 
om os resultados obtidos neste trabalho.

βW α zW HPD 0,8405 1,3286 1,5808 0,643PC(simulação) 0,839(1) 1,33 - 0,63(3)AC(simulação) 0,837(11) - - -PDC 1 2 2 1ACDK(
ongelada/ativa p2 = 0, 5) 0,82(2) 1,32(1) 1,59(1) 0,61(3)ACDK(
ongelada/ativa p2 = 1) 0,99(2) 2,01(1) 2,08(5) 0,99(2)ACDK(não 
aóti
a/
aóti
a p1 = 1) 0,81(1) 1,325(9) 1,61(1) 0,60(3)ACDK(não 
aóti
a/
aóti
a p2 = 0) 0,78(2) 1,32(1) 1,64(2) 0,61(3)Tabela 4.1: Tabela de valores dos expoentes de 
res
imento βW , expoente da rugosidade
α, expoente dinâmi
o zW e expoente de Hurst H para alguns sistemas, retirados da ref.[22℄.



4.6 Relação entre expoentes termodinâmi
os (β, ν e z) e de 
res
imento βW 38O expoente de 
res
imento (βW ) foi de�nido ini
ialmente para modelos de
res
imento de superfí
ies, mas tem apli
ações em muitas outras áreas da físi
a.Atman e Moreira [21℄ usaram o expoente de 
res
imento para 
ara
terizaro aut�mato 
elular de Domany-Kinzel. No presente trabalho usaremos esteexpoente para 
ara
terizar transições de primeira e segunda ordem, multi
ríti
as etopológi
as, em sistemas magnéti
os (modelos Blume Capel de spin-S e Potts 
om
q estados, modelo de Relógio de p estados e Rotor Planar).Na referên
ia [23℄ foi mostrado que o expoente de Hurst dete
ta as transiçõesde fase nos modelos de Ising, Potts e Relógio na rede quadrada. Além disso,foi mostrado que existe um 
omprimento 
ara
terísti
o ε∗ (em que o
orre umamudança no 
omportamento de W (ε) 
om ε (um �cruzamento�) que apresenta umpi
o nas temperaturas 
ríti
as desses modelos. Os autores sugerem uma relaçãoentre esse 
omprimento ε∗ e o 
omprimento de 
orrelação ξ nesses modelos. Alémdisso, foi mostrado em [24℄ que o expoente de Hurst H , assim 
omo o expoente darugosidade α, dete
ta a transição de fase do modelo de Ising unidimensional 
ominteração de longo al
an
e. Na temperatura 
ríti
a deste modelo foi dete
tada umasuper-rugosidade, isto é, o expoente da rugosidade maior que o expoente de Hurst(α > H).4.6 Relação entre expoentes termodinâmi
os (β, νe z) e de 
res
imento βWFoi mostrado em [22℄ que para o automato 
elular de Domany-Kinzel (ACDK)existe uma relação entre os expoentes 
ríti
os e o expoente de 
res
imento domodelo, ou seja, 
om o 
onhe
imento prévio dos expoentes 
ríti
os pode-se 
al
ularanaliti
amente um valor esperado para o expoente de 
res
imento βW . Como vamosestudar sistemas magnéti
os (modelos de Blume Capel de spin-S, Potts 
om q



4.6 Relação entre expoentes termodinâmi
os (β, ν e z) e de 
res
imento βW 39estados, Relógio 
om p estados e Rotor Planar), vamos deduzir também uma relaçãoentre o expoente de 
res
imento βW da superfí
ie gerada e os expoentes 
ríti
ostermodinâmi
os dos modelos, β, ν e z. A altura no sítio i em um tempo t é dadapor
hi(t) =

t
∑

t′=0

σi(t
′). (4.16)Então a altura média é

h =
L2

∑

i=1

hi(t)

L2
=

t
∑

t′=0

L2

∑

i=1

σi(t
′)

L2
=

t
∑

t′=0

m(t′), (4.17)onde L é o tamanho linear da rede em estudo (L2 é o número de sítios) e m(t′) éa magnetização por spin em um tempo t′. Sabemos também que
h2

i (t) =
t
∑

t′=0

t
∑

t′′=0

σi(t
′)σi(t

′′), (4.18)o que impli
a em
h2(t) =

t
∑

t′=0

t
∑

t′′=0

Γ(t′, t′′), (4.19)
om Γ(t′, t′′) = 1
L2

∑L2

i=1 σi(t
′)σi(t

′′).Podemos es
rever a soma da função de auto-
orrelação temporal 
omo
t
∑

t′=0

t
∑

t′′=0

Γ(t′, t′′) =
t
∑

δ=0

aδΓ(δ), (4.20)onde δ = |t′ − t′′|, 
om a0 = t + 1 e aδ = 2(t − δ) + 2 = 2(t − δ + 1). Então
h2(t) = (t + 1)Γ(0) +

t
∑

δ=1

2(t − δ + 1)Γ(δ), (4.21)
h2(t) = Γ(0) + tΓ(0) +

t
∑

δ=1

2(t − δ + 1)Γ(δ). (4.22)Assumindo que Γ(δ) ∼ δ−
2β

νz [25, 26℄, quando T ≃ Tc temos que
h2(t) ∼ Γ(0) + tΓ(0) +

t
∑

δ=1

2(t − δ + 1)δ−
2β

νz . (4.23)



4.6 Relação entre expoentes termodinâmi
os (β, ν e z) e de 
res
imento βW 40Fazendo β
νz

= n na equação a
ima, obtemos:
h2(t) ∼ Γ(0) + tΓ(0) +

t
∑

δ=1

2(t − δ + 1)δ−2n (4.24)Aproximando o somatório em uma integral, temos
h2(t) ∼ Γ(0) + tΓ(0) +

∫ t

1

2(t − δ + 1)δ−2ndδ (4.25)
h2(t) ∼ Γ(0) + tΓ(0) + 2t

∫ t

1

δ−2ndδ − 2

∫ t

1

δ−2n+1dδ + 2

∫ t

1

δ−2ndδ (4.26)
h2(t) ∼ Γ(0)+tΓ(0)− 2t

(1 − 2n)
+

2t2−2n

(1 − 2n)
+

2

(2 − 2n)
− 2t2−2n

(2 − 2n)
− 2

(1 − 2n)
+

2t1−2n

(1 − 2n)(4.27)
h2(t) ∼ A + Bt + Ct1−

2β

νz + Dt2−
2β

νz , (4.28)onde A , B, C e D são 
onstantes.Na equação (4.28), em T = Tc o termo que é multipli
ado por D é dominante,pois tem em geral a maior potên
ia e da de�nição de rugosidade W =

√

h2 − h
2,
omo nesta temperatura a magnetização é nula, portanto a altura média é zero

h = 0, então
W ∼ t1−

β

νz , (4.29)mas
W = tβW , (4.30)portanto

βW = 1 − β

νz
. (4.31)Fora da temperatura 
ríti
a (T 6= Tc), onde a função de 
orrelação temporalde
ai expoen
ialmente 
om o tempo, para tempos grandes a função de 
orrelaçãovai a zero rapidamente, Γ(δ) = 0 para δ ≥ 1, então a equação (4.22) �
a

h2(t) = Γ(0) + tΓ(0). (4.32)



4.6 Relação entre expoentes termodinâmi
os (β, ν e z) e de 
res
imento βW 41Como Γ(0) é 
onstante, então a rugosidade W ∼ t1/2 o que expli
a o
omportamento de βW = 1/2 quando o sistema esta des
orrela
ionado.Na tabela 4.2 mostramos os valores esperados βW para alguns modelos
al
ulados através da equação (4.31) 
om os expoentes 
ríti
os β e ν obtidos daliteratura. Mostramos também os valores das temperaturas 
ríti
as para o modelode Potts 
om q estados e o modelo de Blume-Capel S = 1 no ponto tri
ríti
o[51℄. Na linha de transição de segunda ordem o modelo de Blume-Capel tem amesma 
lasse de universalidade do modelo de Ising, ou seja, os mesmos expoentes
ríti
os (β e ν) para o 
aso q = 2. Em nossas simulações usamos os algoritmosde Banho Térmi
o e Metropolis, que tem aproximadamente o mesmo expoentedinâmi
o z ≃ 2.17, valor esse obtido através de uma média dos valores en
ontradosna ref. [45℄. Como os expoentes 
ríti
os são os mesmos para uma mesma 
lassede universalidade, assim teremos um só valor do expoente de 
res
imento esperado
βW em toda a linha de transição de segunda ordem para o modelo de Blume-Capel
om S = 1.

β ν Tc βWPotts q = 2 (Ising) 0,125 1,0 1,1345927 0,942396Potts q = 3 0,111111 0,833333 0,9949729 0,938556Potts q = 4 0,083333 1,250646 0,9102392 0,969294Potts q = 5 - - 0,8515284 -Potts q = 6 - - 0,8076068 -Potts q = 7 - - 0,7730589 -BC S=1 (tri
ríti
o) 0,039 0,56 0,609384 0,967907Tabela 4.2: Tabela 
om os valores esperados (
al
ulados da equação (4.31)) dos expoentes
ríti
os β e ν, temperatura 
ríti
a Tc e expoente de 
res
imento βW para o modelo dePotts 
om q estados e o modelo de Blume-Capel S = 1 no ponto tri
ríti
o.



Capítulo 5
Mapeamento dos Estados de Spinsem Superfí
ies

Neste 
apítulo vamos de�nir 
omo é feito o mapeamento das 
on�gurações despins dos modelos magnéti
os em um modelo de 
res
imento, iremos depositarou evaporar partí
ulas em um substrato liso bidimensional. O mesmo ra
io
íniousado para mapear o modelo de Blume-Capel, Potts e Relógio pode ser usado paramapear outros modelos 
om spins dis
retos. Já para modelos 
om spins 
ontínuos,pode-se usar o mapeamento utilizado no modelo de Rotor Planar.5.1 Mapeamento para Spins Dis
retosNo estudo do modelo de Domany Kinzel [21℄ onde foi usada uma té
ni
a demapeamento semelhante a que vamos usar aqui, foram dete
tadas as transiçõesde fase do modelo foi usada uma regra de mapeamento do tipo aleatória, similara que vamos usar aqui. Dada uma 
on�guração de spins em um dado instante
t {σi(t)}=[σ1(t), ..., σN(t)] gerada, por exemplo, por algum algoritmo de MonteCarlo, o pro
esso de 
res
imento da superfí
ie 
onsiste em somar todos os valoresassumidos pela variável de spin σi(t

′) de um tempo ini
ial 0 até um tempo t. Para42



5.1 Mapeamento para Spins Dis
retos 43uma úni
a sequên
ia de estados de spins ({σi(0)}, {σi(1)}, ..., {σi(t)}) 
orrespondeuma determinada superfí
ie {hi(t)} 
om a altura hi(t) no sítio i dada por
hi(t) ≡

t
∑

t′=0

ρi(t
′), (5.1)onde ρi(t

′) é uma variável de�nida no sitio i. Por exemplo, para o modelo deBlume-Capel 
om S = 1 a variável do sítio i assumirá o valor da variável de spinneste sítio, ρi(t
′) = σi(t

′), para o modelo de Potts 
om q = 2 temos ρi(t
′) = +1 ou

−1 quando σi(t
′) = 0 ou 1, ρi(t

′) = +1, 0 ou −1 quando σi(t
′) = 0, 1 ou 2 parao modelo de Potts q = 3, e assim por diante, do mesmo modo para o modelo deRelógio 
om p estados. O per�l gerado a partir da equação (5.1) de�ne um pro
essode 
res
imento do tipo SOS (solid-on-solid), resultando em agregados 
ompa
tose uma superfí
ie sem reentrân
ia. A interfa
e evolui no tempo pela deposição(ρ > 0) e evaporação (ρ < 0) das partí
ulas no substrato ini
ialmente liso. Na fasede baixas temperaturas (fase ferromagnéti
a) nos modelos de spins nós esperamosque o pro
esso de evaporação/deposição domine e a altura média da interfa
eaumente 
om o tempo. Já na fase de altas temperaturas (fase paramagnéti
a)os dois pro
essos, deposição e evaporação, o
orrem 
om mesma probabilidade, emmédia, fazendo 
om que a velo
idade de 
res
imento da interfa
e 
aia a zero .A �gura 5.1 mostra alguns exemplos de superfí
ies típi
as geradas a partir daequação (5.1) para o modelo de Ising 
om S = 1/2 na rede quadrada. Note que para

T < Tc a deposição é aleatória des
orrela
ionada (o 
omprimento de 
orrelação épequeno) mas o sistema está magnetizado, por isso a altura média do per�l é maiordo que para T > Tc onde o 
res
imento da superfí
ie também é des
orrela
ionado.Para T ≃ Tc o sistema é 
ara
terizado por todos tamanhos possíveis de agregados
ausando assim grandes �utuações nas alturas pois os sistema está 
orrela
ionado.Nesse ponto é bom ressaltar que para todos os modelos, as superfí
ies tem amesma aparên
ia, mudando é 
laro o valor da altura hi pois o metódo de deposição(ou 
orrosão) do substrato depende do modelo em questão.
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T > Tc

T    Tch
i

T < Tc

 ~  

Figura 5.1: Superfí
ies geradas a partir de 
on�gurações de spins (de equilíbrio) domodelo de Ising 
om S = 1/2 na rede quadrada. São mostrados três superfí
ies típi
aspara T < T
(E)
c , T ≃ T

(E)
c e T > T

(E)
c , que foram geradas utilizando o mesmo tempo desimulação.5.2 Mapeamento para Spins ContínuosPara o modelo do Rotor Planar (duas dimensões) temos duas 
omponentesde spins, Sx = cos(θ) e Sy = sen(θ), 
om ângulo (θ) variando num intervalo de

0 < θ < 2π. Sendo assim, as 
omponentes de spins Sx e Sy podem assumir valoresreais entre −1 < Sx < 1, positivos (deposição) e negativos (
orrosão). Note que,agora, diferentemente dos modelos 
om estados dis
retos, estamos depositando um�gás de partí
ulas�, de forma que as variáveis para a altura são números reais. Paraesse modelo, a variável do sitio i da equação (5.1) é de�nida por
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ρi(t

′) = Sx (5.2)Então, temos que para os 
asos em que os estados de spins são 
ontínuos aaltura hi(t) no sítio i vai ser dada por
hi(t) ≡

t
∑

t′=0

Sx(t
′). (5.3)Como não temos nenhuma anisotropia no modelo 
onsiderado (Rotor Planar),tanto faz usar a 
omponente Sx ou Sy na equação (5.3) que os resultados são osmesmos. Na �gura 5.2, mostramos dois exemplos de superfí
ies típi
as geradas apartir da equação (5.3) para o modelo do rotor planar, sendo uma na transição

T = TBKT e outra na fase desordenada T > TBKT . Para uma maior 
lareza da�gura 5.2, não foi mostrada a superfí
ie para T < TBKT , que é muito semelhante

 ~  

 h
i

T > TBKT

T    TBKT

Figura 5.2: Superfí
ies geradas a partir de 
on�gurações de spins (de equilíbrio) domodelo de Rotor Planar em uma rede quadrada. São mostrados duas superfí
ies típi
aspara T < TBKT e T ≃ TBKT .
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aso T = TBKT . Isso era esperado, pois para temperaturas menores que TBKTo sistema é 
ríti
o.



Capítulo 6
Modelos de Potts e Blume-Capel

Usando a té
ni
a de Monte Carlo, simulamos o modelo de Potts 
om q estadose o modelo de Blume-Capel 
om S = 1, 
ujos resultados serão apresentados neste
apítulo. O modelo de Relógio 
om p estados e o modelo Rotor Planar em redesquadradas serão dis
utidos no próximo 
apítulo. Nosso objetivo bási
o é estudar o
omportamento das interfa
es obtidas através de mapeamentos das 
on�guraçõesde spins. Veri�
aremos que essas superfí
ies apresentam um pi
o de rugosidadenas temperaturas 
ríti
as dos modelos. Estudaremos essas interfa
es utilizandoas ferramentas já usadas em modelos de 
res
imento de interfa
es reais, 
omoaquelas que se desenvolvem entre dois meios de materias diferentes. Cal
ularemosos expoentes de Hurst H , de 
res
imento βW e da rugosidade α. Veri�
aremosnumeri
amente a relação analíti
a já deduzida anteriormente, equação (4.31), entreos expoentes de 
res
imento e os expoentes 
ríti
os dos modelos. Finalmente,dis
utiremos a in�uên
ia da ordem da transição sobre a dinâmi
a de 
res
imentodessas superfí
ies.Ressaltamos aqui que todas as simulações deste trabalho foram feitas 
om
ondição ini
ial em que todos os spins estão no estado de maior valor S do spin e
om um substrato liso, onde faremos a 
orrosão e deposição de partí
ulas. Só depoisdo sistema termalizado é que 
al
ulamos as quantidades de interesse, 
om ex
eção47



6.1 Resultados para os Modelos de Potts e Blume-Capel 48do expoente de 
res
imento βW que é 
al
ulado sem que o sistema termalize.Para 
ada expoente 
al
ulado realizamos um tipo de simulação diferente, porexemplo, para 
al
ular o expoente de 
res
imento βW não é pre
iso esperar osistema termalizar, o que signi�
a pou
o 
usto 
omputa
ional. Sendo assim,podemos simular redes de tamanhos maiores (L = 512). Já para 
al
ular osexpoentes da rugosidade α, de Hurst H e dinâmi
o z é pre
iso esperar o sistematermalizar, o que impli
a em grandes tempos reais de simulação, limitando o maiortamanho de rede usado para estes 
ál
ulos (L = 224). O número de amostrastambém foi ajustado de a
ordo 
om o expoente medido, variando de M = 100 até
M = 2000 amostras.6.1 Resultados para os Modelos de Potts e Blume-CapelPara simpli�
ar a nomen
latura dos modelos, vamos em alguns 
asos adotar aseguinte notação:

• modelo de Blume-Capel 
om spin S =⇒ BCS

• modelo de Blume-Capel 
om spin S=1 e anisotropia d =⇒ BCd=0,dtc,1.9...

• modelo de Ising 
om spin S = 1/2 =⇒ IS=1/2

• modelo de Potts 
om q estados =⇒ Pq

• modelo de Potts 
om q = 2, 3, 4, ... =⇒ Pq=2,3,4,...



6.1 Resultados para os Modelos de Potts e Blume-Capel 496.1.1 Expoente de Hurst H e Comprimento Cara
terísti
o
ε∗Para 
ara
terizar as 
orrelações espa
iais da superfí
ie no regime em que βW ≃

1/2, ou seja, para tempos (t >> tc), 
al
ulamos o expoente de Hurst H de a
ordo
om a de�nição da equação (4.10). Para 
al
ular o expoente H pre
isamos 
al
ulara rugosidade lo
al destas superfí
ies para vários valores de tamanho da janela εe fazer o grá�
o W (ε) em função da janela ε2 em es
alas logarítmi
as. A �gura6.1 mostra um grá�
o típi
o de W (ε) em função da janela ε para o modelo deBlume-Capel 
om S = 1 no ponto tri
ríti
o (dtc = 1, 9655 e Tc = 0, 609384 [40℄)para vários tamanhos de rede (L). Note que W (ε) segue uma lei de potên
ia 
om
ε, para ε < ε∗, e depois satura quando ε −→ L, onde ε∗ é o 
omprimento dejanela onde o
orre a mudança no 
omportamento da rugosidade W . A in
linaçãoda 
urva, na região em que ε < ε∗, é justamente o expoente de Hurst H . Note queo 
omprimento 
ara
teristi
o ε∗ 
res
e 
om o aumento da rede (L)

10
1

10
2

ε

10
3

10
4

W

L = 48
L = 64
L = 96
L = 128
L = 160
L = 192
L = 224

ε∗

H

Blume-Capel S=1

(L=224)

d
tc

=1,9655

Figura 6.1: Comportamento da rugosidade 
om a es
ala ε para os modelos de Blume-Capel 
om S = 1 (dtc=1,9655). A in
linação da reta, para ε < ε∗ (linha tra
ejada), éo expoente de Hurst H. As simulações foram feitas para vários tamanhos de rede (L).Foram feitas médias 
om 100 amostras e um tempo de simulação t = 2 × 105PMC.
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10
1

10
2

ε

10
3

10
4

W

Potts
q = 2

BC
d

tc

BC
d = 1,9712

Potts
q = 7

Figura 6.2: Comportamento da rugosidade 
om a es
ala ε para os modelos de Blume-Capel 
om spin S e Potts 
om q estados para q = 2 (segunda ordem), d = 1.9655 (pontotri
ríti
o) e d = 1.9712 e q = 7 (primeira ordem). Este grá�
o foi feito para um tamanhotípi
o de rede (L = 224). Foram feitas médias 
om 100 amostras .A �gura 6.2 mostra o 
omportamento da rugosidade 
om várias es
alas ε para omodelo de Blume-Capel S = 1 e Potts 
om q estados para o maior tamanho de rede(L = 224) usada para esta medida. Note que para todos os modelos a rugosidade
res
e 
om o tamanho da janela ε até um 
erto valor, depois satura quando ε −→ L.Na �gura 6.1 mostramos um valor típi
o (L = 224) do 
omprimento 
ara
terísti
o(ε∗ = 103(1)), 
omprimento onde o
orre uma mudança de 
omportamento narugosidade, ou seja, um �
ruzamento�. Observe que este valor 
res
e 
om o tamanhoda rede L assim 
omo o valor do expoente de Hurst H , 
omo mostrado na �g. 6.1.As �guras 6.3 e 6.4 mostram, respe
tivamente, o 
omportamento do expoente deHurst e do 
omprimento 
ara
terísti
o ε∗ em função do tamanho da rede L.Analisando a �gura 6.3 do expoente de Hurst H para vários sistemas, 
on
luimosque o expoente de Hurst H tem aproximadamente o mesmo valor para sistemas nosquais o
orre transição de segunda ordem (H ≈ 0, 725), são eles: Potts (q = 2 e q =

3) e Blume-Capel (d = 0) e para o ponto tri
ríti
o (dtc). Nas transições de primeiraordem, onde o 
omprimento de 
orrelação é �nito, o expoente de Hurst tem valoresdiferentes dos sistemas em que o
orre transição de segunda ordem. Observe que a
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Figura 6.3: Expoente de Hurst H em função do tamanho da rede L para o modelo dePotts 
om q estados e Blume-Capel spin-S. A menor rede 
orresponde a L = 48. Foramfeitas médias 
om 100 amostras.
urva para os modelos de Potts q = 7 (primeira ordem) e Blume-Capel d = 1, 9712(primeira ordem) têm valores assintóti
os diferentes, isto é expli
ado pelo fato deque para Potts q = 7 o sistema ainda tem uma 
erta in�uên
ia de segunda ordem,por isso seu valor é maior (H ≈ 0, 57) que o Blume-Capel d = 1, 9712 (H ≈ 0, 47).Nós esperamos que o valor do expoente de Hurst H tenha aproximadamente omesmo valor H ≈ 1/2, que é o valor esperado em um sistema onde o 
res
imentoé feito através de uma deposição aleatória. Comportamento similar o
orre 
omoutros valores de d no modelo de Blume-Capel e q no modelo de Potts. Todos essesvalores 
al
ulados serão dis
utidos na tabela 6.1.Analisando a �gura 6.4, do 
omprimento 
ara
terísti
o ε∗ para vários sistemasem função do tamanho da rede L, vemos que para os sistemas nos quais o
orremtransição de segunda ordem, esse 
omprimento 
res
e 
om o tamanho da redeseguindo uma lei de potên
ia do tipo ε∗ ∼ Lλ. Obtemos, aproximadamente osmesmos valores dos expoentes, a saber, λ = 0, 85(2) para Pq=3, λ = 0, 84(1) para
Pq=2, λ = 0, 84(1) para BCd=0 e λ = 0, 8289(1) para BCd = dtc. A reta da �gura6.4 é a regressão feita no ponto tri
ríti
o no modelo de Blume-Capel (estrelas).
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Figura 6.4: Comprimento 
ara
terísti
o ε∗ em função de L (es
ala logaritími
a) paraos modelos de Potts 
om q estados e Blume-Capel spin-S. Este grá�
o foi feito para osseguintes tamanhos de rede (L = 48, 64, 96, 128, 160, 192 e 224). Foram feitas médias
om 100 amostras.Portanto, este 
omprimento 
ara
terísti
o ε∗ diverge 
om o tamanho da rede L. Defato, na referên
ia [23℄ os autores asso
iam este 
omprimento 
ara
terísti
o ε∗ ao
omprimento de 
orrelação ξ do sitema magnéti
o. Sendo assim, podemos entenderpor que para sistemas em que o
orre transições de primeira ordem o 
omprimento
ara
terísti
o satura e para transições de segunda ordem diverge 
om o tamanho dosistema L, pois o 
omprimento de 
orrelação tem este mesmo 
omportamento, ouseja, o 
omprimento 
ara
terísti
o ε∗ é propor
ional ao 
omprimento de 
orrelação
ξ.6.1.2 Expoente de Cres
imento βWA partir da de�nição (4.4) podemos 
al
ular o expoente de 
res
imento βW paraos modelos em questão. Para isso, basta monitorar o 
res
imento da rugosidade W
om o tempo e analisar este 
omportamento. Na �gura 6.5 mostramos um grá�
otípi
o do 
omportamento da rugosidade W em função do tempo para o modelo deIsing S=1/2 em T = Tc para vários tamanhos de rede L. Note que diferentementedo que a
onte
e no modelo de Deposição Balísti
a [17℄, a rugosidade não satura
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Figura 6.5: Rugosidade W em função do tempo t para o modelo de Ising S=1/2 em
T = Tc para vários tamanhos de rede L. A linha 
ontínua indi
a o valor de tc para umarede �nita e as linhas pontilhadas são guias para dois valores extremos de βW . Foramfeitas médias sobre 1000 amostras e um tempo de simulação de t = 105PMC .
om o tempo, mas tem dois regimes diferentes. Um para t < tc em que o expoentede 
res
imento atinge um valor assintóti
o (L −→ ∞) βW ≈ 0, 94 e outro para
t > tc em que o expoente de 
res
imento é βW ≈ 0, 50. O tempo em que o
orreessa mudança de 
omportamento tc, é o tempo de relaxação do sistema. Observetambém que esse tempo tc aumenta 
om o tamanho da rede L.Na �gura 6.6 mostramos um 
omportamento do tempo de �
ruzamento� tc emfunção do tamanho da rede para o modelo de Ising S = 1/2. Observe que essesegue uma lei de potên
ia 
om o tamanho da rede (tc ∼ LzW ), sendo zW ≈ 2, 16(5)o expoente dinâmi
o, que está 
on
ordando 
om o valor do expoente dinâmi
o
z ≈ 2, 17(5) para o algoritmo de banho térmi
o en
ontrado na referên
ia [45℄.Na �gura 6.7 mostramos o 
omportamento da rugosidade W em função dotempo para temperaturas fora da 
riti
alidade (| T − Tc |= 1) para o modelode Blume-Capel spin S e Potts 
om q estados. Após um pequeno tempo todosos sistemas apresentam o mesmo valor do expoente de 
res
imento β ≈ 1/2. Areta pontilhada na �gura 6.7 é um guia que nos mostra uma in
linação β = 1/2.
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Figura 6.8: Rugosidade W em função do tempo t para o modelo de Blume-Capel
S = 1 e Potts 
om q estados na 
riti
alidade T = Tc. A linha pontilhada é um guia para
β = 1/2, este grá�
o foi feito para um tamanho típi
o de rede L = 64 e as médias 
om1000 amostras.
riti
alidade T = Tc, para um tamanho de rede típi
o L = 64. Note que paratempos grandes t >> tc, o expoente de 
res
imento é aproximadamente o mesmopara todos os modelos (βW ≃ 1/2). A diferença é que para atingir o regimeesta
ionário βW = 1/2, 
ada sistema demora um tempo de relaxação tc diferente.No modelo de Blume-Capel para d = 1, 9712, o sistema demora menos para relaxardo que os outros sistemas. O que a
onte
e é que neste modelo a transição de fase éde primeira ordem, em que o 
omprimento de 
orrelação é �nito. Apesar do modelode Potts q = 7 ter uma transição de primeira ordem, ele tem ainda um 
aráter desegunda ordem, a
arretando assim num tc maior que para d = 1, 9712 no modelode Blume-Capel.De a
ordo 
om a de�nição (4.4), na 
riti
alidade T = Tc, a in
linação da retada �gura 6.5 para tempos pequenos t << tc, é o expoente de 
res
imento βW parao tamanho de rede em questão. Observando a �gura 6.5 
on
luimos que que esteexpoente depende do tamanho da rede L. A �gura 6.9 mostra o 
omportamentodesse expoente em função de 1/Lφ para o modelo de Blume-Capel 
om d = dtc
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Figura 6.9: Expoente de 
res
imento βW em função de 1/Lφ para o modelo de Blume-Capel S = 1 (dtc) e modelo de Potts (q = 3 e q = 10) em T = Tc. Este grá�
o foifeito para vários tamanhos de rede (L=32, 48, 64, 128 e 256), as linhas são os valores daextrapolação (L → ∞). Foram feitas médias 
om 1000 amostras em todos os tamanhos.de ajuste para obter a melhor reta entre os pontos, ou seja, não depende dosexpoentes 
ríti
os (β, ν e z) dos modelos em questão. Para 
ada 
aso obtemos umvalor de φ diferente, a saber, φ = 0, 88 para Blume-Capel 
om d = dtc, φ = 0, 63e φ = 0, 30 para o modelo Potts 
om q = 3 e q = 10 estados, respe
tivamente. Osvalores extrapolados (L → ∞) para o expoente de 
res
imento βW são mostradosna tabela 6.1 e na �gura 6.10.Na tabela 6.1 mostramos os valores 
al
ulados analiti
amente pela equação(4.29) para o expoente de 
res
imento (β(E)
W - o índi
e (E) é para indi
ar 
ál
uloexato), e os valores 
al
ulados via grupo de renormalização [40℄ da temperatura
ríti
a T

(E)
c , e também os resultados obtidos neste trabalho para o expoente de
res
imento βW , temperatura 
ríti
a TW e expoente de Hurst H para alguns 
asosde transição de primeira e segunda ordem nos modelos de Potts 
om q estados eBlume-Capel spin S. Salientamos que no modelo Potts para q = 6 e q = 7, eno ponto tri
ríti
o para modelo de Blume-Capel S = 1 
om d = dtc os erros da
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β

(E)
W βW T

(E)
c TW HIsing S = 1/2 0,942 0,945(4) 2,269 2.266(3) 0,725(6)Ising S = 1 0,942 0,950(8) 1,694 1,695(2) 0,715(6)Potts q = 3 0,939 0,937(1) 0,995 0,993(5) 0,730(4)Potts q = 4 0,969 0,970(6) 0,910 0,909(2) -Potts q = 5 - 0,941(1) 0,852 0,849(2) -Potts q = 6 - 0,830(6) 0,8076 0,8070(5) -Potts q = 7 - 0,800(1) 0,7731 0,7732(5) 0,574(3)Potts q = 10 - 0,699(4) 0,701 0,700(2) -

BCd = 1.95 0,942 0,946(7) 0,656 0,656(1) -
BCd = 1.9655 0,968 0,970(3) 0,6094 0,6090(5) 0,709(5)
BCd = 1.9712 - 0,820(7) 0,588 0,590(2) 0,468(5)
BCd = 0 0,942 0,950(8) 1,694 1,695(2) 0,715(6)Tabela 6.1: Tabela 
om os valores dos expoentes de 
res
imento (β(E)

W e βW ), temperatura
ríti
a (T (E)
C e TW ) e expoente de Hurst (H), para os modelos de Potts 
om q estados eBlume-Capel spin-S.extrapolação na temperatura 
ríti
a estão na quarta 
asa de
imal, enquanto quepara os outros 
asos este erro está na ter
eira 
asa de
imal. Observe que tanto oexpoente de 
res
imento βW 
omo a temperatura 
ríti
a TW estão de a
ordo 
omoo esperado até na ter
eira 
asa de
imal, que foi a pre
isão obtida por nós 
om ostempos, tamanhos e números de amostras estudados.Na �gura 6.10 mostramos o 
omportamento do expoente de 
res
imento βW(valores extrapolados 
omo na �g. 6.9) e do expoente de Hurst H em funçãodo parâmetro de anisotropia de rede d para o modelo de Blume-Capel 
om spin

S = 1 (�gura 6.10(b)) e para o modelo de Potts 
om q estados (�gura 6.10(a)) emfunção do número de estados q do modelo. Observe que obtemos uma diferença
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Figura 6.10: Expoente de 
res
imento βW e expoente de Hurst H em função doparâmetro (d) de anisotropia de rede em T = Tc para o modelo de Blume-Capel S = 1(em baixo) e em função do número de estados (q) para o modelo de Potts 
om q estados(em 
ima). Os valores deste grá�
o são todos extrapolados no limite em que (L −→ ∞) .
lara entre o valor do expoente de 
res
imento βW para uma transição de primeiraordem (q < 4 e d > dtc) e seu valor em uma transição de segunda ordem (q > 4 e
d < dtc).Para o modelo de Blume-Capel 
om spin S = 1, o ponto tri
ríti
o (d = dtc) é afronteira entre a linha de transição de primeira ordem 
om a de segunda ordem [40℄,
omo mostrado na �gura 6.14. No diagrama (�g. 6.10 (b), obtido via o expoentede 
res
imento, o valor desse é aproximadamente o mesmo βW = 0, 942(5) paratransições na linha de segunda ordem (veja tabela 6.1). No ponto tri
ríti
o dtc =

1, 9655, obtemos um pi
o suave no valor do expoente de 
res
imento, diferen
iando-se assim do valor deste para as linhas de primeira e de segunda ordem. Na linhade primeira ordem o valor de βW vai diminuindo 
om o aumento de d até atingir
βW = 0, 50, o que já era esperado, pois nesse 
aso o 
omprimento de 
orrelação ξdo sistema é �nito, assim a deposição é aleatória des
orrela
ionada resultando em
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βW = 0, 50.No modelo de Potts 
om q estados também é observado um mesmo
omportamento do expoente de 
res
imento βW , ou seja, valores diferentes paratransições de segunda e primeira ordem. Os valores dos expoentes de 
res
imentoesperados e 
al
ulados estão na tabela 6.1, onde vemos que para q > 4 o valor desteexpoente vai também em direção de βW = 0, 50. O problema no modelo de Pottsé que mesmo onde o
orre transição de primeira ordem para q > 4, ainda existe um
aráter de transição de segunda ordem para valores de q próximos de q = 4. Porisso, para q = 10 o valor do βW ainda não é o esperado.O expoente de Hurst H apresenta um 
omportamento similar ao do expoente
βW , apenas 
om uma 
onvergên
ia mais rápida para o valor H = 0, 50 nos sistemasem que o 
omprimento de 
orrelação é pequeno.6.1.3 Diagrama de FasesNesta seção vamos apresentar um método alternativo que determina astemperaturas 
ríti
as dos modelos de Potts 
om q estados e Blume-Capel spin
S 
om uma boa pre
isão (erros na ter
eira ou quarta 
asa de
imal). Ressaltamosaqui que existem outros métodos que determinam a temperatura 
ríti
a destesmodelos 
om maior pre
isão, mas a idéia aqui é apresentar um novo método que,sem pre
isar usar funções de partição ou qualquer outro parâmetro termodinâmi
o,determine a temperatura 
ríti
a dos modelos em questão.A �gura 6.11 mostra a rugosidadeW em função da temperatura T para o modelode Blume-Capel 
om spin S e Potts 
om q estados para um tamanho de rede típi
o
L = 64. Observe que existe um pi
o na rugosidade próximo à temperatura 
ríti
ados modelos men
ionados (para qualquer valor de d e q), na transição de primeiraordem esse pi
o é mais a
entuado do que na transição de segunda ordem e atémesmo no ponto tri
ríti
o (dtc).
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o típi
o do 
omportamento da rugosidade
W em função da temperatura T para o modelo de Blume-Capel 
om S = 1 noponto tri
ríti
o. Note que existe um pi
o na rugosidade próximo à temperatura
ríti
a termodinâmi
a do modelo, 
omo também uma dependên
ia 
om o tamanhoda rede, à medida que L aumenta o pi
o vai se aproximando da temperatura 
ríti
ado modelo. O grá�
o inserido na �gura 6.12 mostra uma ampliação na região ondetem o pi
o para uma tamanho típi
o de rede L = 40. Para melhor determinação datemperatura no pi
o TW , pre
isamos fazer um re�namento em torno da temperaturade pi
o 
om um intervalo 
ada vez menor.Na �gura 6.13 mostramos o valor desta temperatura TW (L) para vários valoresde L e en
ontramos o valor assintóti
o (L −→ ∞) para d = 0, 0 no modelo deBlume-Capel 
om S = 1 e Potts 
om q = 10. Comportamentos similares o
orrempara outros valores de d e q. Nesta �gura um 
omportamento do tipo Tc = TW +

AL−1/x foi usado. Note que para d = 0 um ajuste foi obtido 
om x = ν = 1 (
lassede universalidade de Ising) e para q = 10 um bom ajuste foi obtido 
om expoente
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Figura 6.11: Rugosidade W em função da Temperatura T para o modelo de Blume-Capel S=1 (d = 0, 1.0, 1.9655 e 19712) e Potts 
om q estados (q = 2, 3, 7 e 10). O tempoesperado para o sistema termalizar foi t = 20000 PMC e as médias foram feitas sobre 200amostras.
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x = d = 2 (transição de primeira ordem).A �gura 6.14 mostra o diagrama de fases do modelo de Blume-Capel S = 1en
ontrado de duas maneiras diferentes: uma usando grupo de renormalizaçãofenomenológi
o [40℄, e outra da maneira proposta neste trabalho. Observando estediagrama de fases vemos que o uso da rugosidade W para dete
tar transições de faseem sistemas magnéti
os se mostra um método bastante e�
iente. Nessa té
ni
a nãopre
isamos em momento algum de 
al
ular funções termodinâmi
as, e os diagramasde fases são obtidos 
om um 
usto 
omputa
ional relativamente pequeno, em alguns
asos, 
omo por exemplo para o 
ál
ulo do expoente de 
res
imento nem é pre
isoesperar o sistema termalizar.
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Figura 6.14: Diagrama de fase do modelo de Blume-Capel S=1. Os 
ír
ulos vazios,estrelas e o quadrado são dados retirados da ref. [40℄, a linha tra
ejada está em d = 0(modelo de Ising S=1) e os triângulos são valores obtidos usando o método proposto nestetrabalho. O tempo esperado para o sistema termalizar foi t = 20000 PMC e as médiasforam feitas sobre 200 amostras.
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ala de Family-Vi
sekO fato da rugosidade W 
res
er inde�nidamente 
om o tempo até mesmo paratemperaturas 
ríti
as nas transições de segunda ordem, 
omo pode ser visto na�gura 6.8, deve-se a um ruído intrínse
o do algoritmo de Monte Carlo. Depois deum transiente, o sistema segue um 
aminho aleatório no espaço de fase, adi
ionandoassim um ruído Gaussiano na rugosidade W 
om o tempo.Esse ruído gera um fator difusivo na média térmi
a, resultando em um
omportamento assintóti
o t1/2. Isto signi�
a que α −→ ∞ e a relação de es
alade Family-Vi
sek (zW = α/βW ) não é mais válida. Um 
aminho para eliminar esseruído intrínse
o da rugosidade W , e estudar a evolução da superfí
ie sem qualquer
res
imento trivial, é de�nir um nova rugosidade W ∗ de forma que
W (ǫ, t) = t1/2W ∗(ǫ, t). (6.1)Assim, a rugosidade sem ruído W ∗(ǫ, t) deve mostrar um 
omportamento similar aum 
res
imento de uma superfí
ie regular num pro
esso de 
res
imento, es
alando
om W ∗(ǫ, t >> tc) ∼ ǫH∗ , para tempos pequenos W ∗(t) ∼ tβ

∗

W e para temposgrandes 
om W ∗(L,∞) ∼ Lα∗ , onde também tc ∼ Lz∗
W . Isto signi�
a que para

t >> tc para um dado L, a rugosidade sem ruído é 
onstante 
om o tempo e o
omportamento de W ∼ t1/2 é preservado.Nós esperamos que H∗ = H , z∗W = z, β∗
W = βW − 1/2 e que α∗ possa serobtido agora através dos grá�
os de W ∗(L,∞) em função de L. Na �gura 6.15nós mostramos alguns exemplos típi
os do valor de saturação de W ∗ em funçãodo tamanho do sistema L em uma es
ala logarítmi
a. Nós observamos que paratransições de primeira ordem as 
urvas de W ∗×L saturam, o que resulta em α∗ = 0no limite termodinâmi
o. Isso é 
onsistente 
om o fato de que nas transições deprimeira ordem o 
omprimento de 
orrelação é �nito. No ponto tri
ríti
o e nastransições de fase de segunda ordem, o expoente da lei de potên
ia W ∗

sat ∼ Lα∗ é
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Figura 6.15: Comportamento do valor de saturação da rugosidade sem ruído W ∗ emfunção do tamanho do sistema L. As 
urvas mostradas são do modelo de Blume-Capel
om d = 0, d = 1, 9172 e d ≃ dt. As barras de erro são menores que o tamanho dossímbolos.justamente o expoente da rugosidade α∗. Então, podemos mostrar que a relaçãode es
ala de Family-Vi
sek se mantém para estes 
asos, 
om α∗ no lugar de α e
zW = α∗/β∗

W .Por exemplo, para o modelo de Blume-Capel 
om d = 0 nós obtemos da tabela4.2 β∗
W = 0, 942 − 1/2 = 0, 442. Portanto, o valor de α∗ = zβ∗

W = 0, 959 está dea
ordo 
om o valor medido α∗ = 0, 954(7) da �gura 6.15. Resultados similares sãoobtidos para outras transições de segunda ordem, in
lusive para o modelo de Potts.No ponto tri
ríti
o nós obtemos α∗ = zβ∗
W = 1, 02, o que sugere que esta superfí
iepode ter uma super-rugosidade (o termo super-rugosidade é usado para α∗ > 1).Um grá�
o na es
ala logaritmi
a da rugosidade W ∗ em função do tempo t parao modelo BCd=0 é mostrado na �gura 6.16. O grá�
o menor inserido nessa �guramostra o 
olapso destas 
urvas para α∗ = 0, 954(7) e z = 2, 17. Para tempospequenos, o 
olapso falha porque o sistema ainda está des
orrela
ionado. Nósobservamos que para transições de segunda ordem o expoente da rugosidade lo
al

H é diferente (menor) que o valor do expoente da rugosidade global α∗ indi
andoassim que essas superfí
ies não são auto-a�ns. Desde que as �utuações lo
ais ou
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Figura 6.16: Comportamento do valor de saturação da rugosidade sem ruído W ∗ emfunção do tempo t para o modelo de Blume-Capel 
om d = 0 para diferentes tamanhos desistemas L. O detalhe mostra o 
olapso destas 
urvas para α∗ = 0, 954(7) and z = 2, 17.globais das superfí
ies es
alam 
om expoentes diferentes, a rugosidade sem ruído
W ∗ apresenta o que se 
hama na literatura de es
ala an�mala [52, 53, 54℄. Porexemplo, para a 
lasse de universalidade do modelo de Ising nós obtemos α∗ =

0, 954(7), enquanto que H ≃ 0, 72, para o modelo de Blume-Capel 
om d ≃ dtnós obtemos α∗ = 0, 98(2) enquanto que H = 0, 709(5). Este fato é 
onsistente
om a idéia de que, em transições 
ontínuas, as 
orrelações nos modelos de spinssão distintas para grandes e pequenas es
alas. Como era esperado, para transiçõesde primeira ordem a es
ala an�mala é mais forte. Note que nesse 
aso α∗ = 0 e
H ≃ 1/2.



Capítulo 7
Modelos Rotor Planar e Relógio

Até agora utilizamos apenas modelos 
om spins dis
retos mapeados em modelosde 
res
imento de superfí
ie e obtivemos resultados termodinâmi
os interessantes,sem pre
isar utilizar nenhuma função termodinâmi
a. Neste 
apítulo, vamosapli
ar a mesma metodologia num modelo de spin 
ontínuo em duas dimensões(o modelo do Rotor Planar) e outro dis
reto (Relógio 
om p estados), sendo queesse último, no limite em que p → ∞, reduz-se justamente ao Rotor Planar.7.1 Resultados para o Modelo Rotor PlanarO modelo do Rotor Planar (spins 
om duas 
omponentes), bem 
omo o maisgeral XY (spins 
om três 
omponentes) não possuem ordem de longo al
an
e e o
omprimento de 
orrelação e a sus
eptibilidade divergem exponen
ialmente paratemperaturas abaixo de TBKT , sendo que o sistema é 
ríti
o para T < TBKT . Emgeral, o 
ál
ulo da temperatura de transição TBKT não é trivial, pelo menos nãotão simples quanto a temperatura 
ríti
a de modelos 
om transições 
ontínuas.Vamos aqui obtê-la usando o expoente de 
res
imento βW bem 
omo a rugosidadeda superfí
ie gerada.
66



7.1 Resultados para o Modelo Rotor Planar 677.1.1 Temperatura de Transição TBKTSabemos da de�nição do expoente de 
res
imento, equação (4.4), que não éne
essário esperar que o sistema termalize para que possamos realizar o seu 
ál
ulo,resultando em pou
o tempo 
omputa
ional. A ideia ini
ial é veri�
ar se esseexpoente é hábil para dete
tar as transições de fases do modelo estudado.
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Figura 7.1: Expoente de 
res
imento βW em função da temperatura T para o modeloRotor Planar para diferentes tamanhos de redes L. As médias foram feitas 
om M = 104amostras 
om um tempo de t = 200 PMC. As linhas verti
ais mostram as temperaturasde transição para duas redes extremas. As barras de erros são menores que os símbolos.A �gura 7.1 mostra o 
omportamento do expoente de 
res
imento βW em funçãoda temperatura T do modelo Rotor Planar para diferentes tamanhos de rede L.Notamos, primeiro, que para baixas temperaturas o valor de βW tende a os
ilar emtorno de uma média, enquanto que o mesmo tende a saturar 
om o aumento dotamanho do sistema L. Notamos, também, que para temperaturas altas o expoentetende para 1/2, independente do tamanho da rede. Como não temos a presença deum pi
o bem de�nido nesse expoente �
a então difí
il determinar, de uma maneiramais pre
isa, a temperatura na qual o
orre a transição para um tamanho típi
o derede (o que não o
orre 
om a rugosidade, 
omo veremos mais adiante). Podemos,entretanto, estimar a temperatura de transição 
omo sendo aquela na qual o valordo expoente de 
res
imento 
omeça a diminuir, a partir de um valor 
onstante



7.1 Resultados para o Modelo Rotor Planar 68para baixas temperaturas. Para as redes L = 32 e L = 128 as 
orrespondentestemperaturas estão indi
adas pelas linhas tra
ejadas verti
ais na �gura 7.1. Pode-se ver 
laramente que existe uma dependên
ia 
om o tamanho da rede. Uma análisede tamanho �nito nesse 
aso deve levar em 
onta o 
aráter dessa transição, quenão possui um 
omportamento tipo lei de potên
ia.Como sabemos que nesse modelo o 
omprimento de 
orrelação ξ tem umadependên
ia exponen
ial dada por [45℄
ξ = exp

(

B
√

TL
BKT − TBKT

)

, (7.1)e que, 
om ξ ∼ L, teremos
TL

BKT = TBKT +
C

(ln L)2
, (7.2)onde TL

BKT é a estimativa da temperatura de transição para a rede L, TBKTé a temperatura de transição no limite termodinâmi
o, B e C são 
onstantes.Uma análise de tamanho �nito 
om a equação (7.2) está mostrada na �gura
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Figura 7.2: Temperatura de transição TL
BKT em função de 1/(ln(L))2 para o modeloRotor Planar. As médias foram feitas 
om M = 104 amostras 
om um tempo de t =

200 PMC.7.2. Utilizando os maiores valores de redes (note o 
omportamento logarítmi
o)obtivemos um valor da temperatura de transição no limite termodinâmi
o TBKT =
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0, 90(2), 
on
ordando 
om os valores existentes na literatura [44℄. Enfatizamosaqui que a grande vantagem de se usar o expoente de 
res
imento para determinaressa temperatura é que não pre
isamos esperar o sistema termalizar, diminuindoradi
almento o tempo de simulação de 2×104 PMC para 200 PMC, o que impli
aem um ganho signi�
ativo no tempo real de pro
essanento. Porém, pare
e que apre
isão não é muito boa na determinação das temperaturas para 
ada rede.A �gura 7.3 mostra, por outro lado, o 
omportamento da rugosidade W emfunção da temperatura T para o modelo Rotor Planar para vários tamanhos deredes L. Note que nesse 
aso a rugosidade tem um pi
o bem de�nido, em umatemperatura que será 
onsiderada a 
orrespondente temperatura de transição, aqual 
ontinua a depender do tamanho da rede, permitindo também uma analisede tamanho �nito. Entretanto para essa grandeza foram ne
essários da ordem de
2 × 104 PMC.
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Figura 7.3: Rugosidade W em função da temperatura T para o modelo Rotor Planar
om vários tamanhos de redes L. As médias foram feitas 
om M = 1000 amostras 
omum tempo de t = 2 × 104 PMC.A título de exemplo, a �gura (7.4) mostra o 
omportamento de TL
BKT , obtidoatravés da rugosidade, em função de 1/Lφ, em que φ é apenas um parâmetrode ajuste para a melhor reta. Pode-se notar que o ajuste é ex
elente e obtemos

TBKT = 0, 975(2) para φ = 0, 96. Claro que nesse 
aso a temperatura não está em
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Figura 7.4: Temperatura de transição TL
BKT em função de 1/Lφ para o modelo RotorPlanar, ajustando a melhor reta 
om φ = 0, 96 para vários tamanhos de rede (L =

16, 20, 24, 28, 32, 40, 64, 80, 96 e 160). As médias foram feitas 
om M = 1000 amostras
om um tempo de t = 2 × 104 PMC.a
ordo 
om o que se espera TBKT ≈ 0, 89.Como para o modelo do Rotor Planar o 
omprimento de 
orrelação ξ é umafunção exponen
ial da temperatura, o 
omportamento de tamanho �nito deve serlogarítmi
o, de a
ordo 
om a equação (7.2), ou seja, um grande aumento de rede
L resulta em uma pequena variação na 
orrespondente temperatura de transição
TL

BKT . Isso signi�
a que seria ne
essário tamanhos de redes 
ada vez maiores parase atingir o 
omportamento assintóti
o. Na �gura 7.5 foram portanto desprezadostamanhos de redes pequenos (L = 16 − 32) para fazermos o ajuste. En
ontramos,nesse 
aso, uma temperatura de transição TBKT = 0, 89(1), que agora está dea
ordo 
om o valor en
ontrado na literatura [44, 55℄ e 
om o obtido pelo expoenteda rugosidade para tempos pequenos. Uma inspeção na �gura 7.5 mostra ainda quepara a rugosidade o 
omportamento assintóti
o só é obtido para redes um pou
omaiores do que no 
aso do expoente βW .
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Figura 7.5: Temperatura de transição TL
BKT em função de 1/(ln(L))2 para o modelo doRotor Planar 
om vários tamanhos de rede. A linha sólida é o ajuste para os tamanhos

L = 64, 80, 96, 128 e 160. As médias foram feitas 
om M = 1000 amostras 
om um tempode t = 2 × 104 PMC.7.2 Resultados para o Modelo de Relógio 
om pestadosNesse 
aso trataremos o modelo nos 
asos p ≥ 4, uma vez que para p = 2 e
p = 3 que 
orrespondem, respe
tivamente, aos modelos de Ising e de Potts de trêsestados, os mesmos já foram estudados em 
apítulos anteriores. Além do mais, aregião p ≥ 5 é a mais interessante para esse modelo, devido a universalidade natemperatura de transição da fase onda de spin para a fase desordenada.7.2.1 Expoente de Cres
imento βWA �gura 7.6 mostra o 
omportamento do expoente de 
res
imento βW em funçãoda temperatura T do modelo 
om p = 16 para diferentes tamanhos de rede L.Podemos ver 
laramente uma transição a baixas temperaturas que 
orresponde amudança da fase ferromagnéti
a para a fase de onda de spin. Pode-se ainda ver queexiste uma transição a temperaturas mais altas entre a fase onda de spin e a fasedesordenada. Porém, aqui, devido a pequena dependên
ia 
om o tamanho da rede
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Figura 7.6: Expoente de 
res
imento βW em função da temperatura T para o modelo deRelógio p = 16 para diferentes tamanhos de redes L. As médias foram feitas 
om M = 104amostras 
om um tempo de t = 200 PMC. A temperatura T1 indi
a a transição da faseordenada ferromagnéti
a para a fase ordenada de onda de spin (spin-wave). As barras deerros são menores que os símbolos.essa temperatura de transição, diferentemente do que o
orreu no modelo do RotorPlanar da seção anterior, �
a muito difí
il estimar essa temperatura utilizando esseexpoente. Notamos ainda que o valor de βW satura 
om o aumento do tamanhoda rede L, embora exista uma depênden
ia 
lara para pequenos valores de L. Na
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Figura 7.7: Expoente de 
res
imento βL
W em função do tamanho da rede L para omodelo de Relógio p = 16 para quatro temperaturas, T = 0, 40 e T = 0, 80 na fase ondade spin; T = 1, 60 na fase paramagnéti
a e T = 0, 04 na fase ferromagnéti
a. As médiasforam feitas 
om M = 104 amostras 
om um tempo de t = 200 PMC. As barras de errossão menores que os símbolos.
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om p estados 73�gura 7.7 mostramos o 
omportamento do expoente de 
res
imento βW em funçãodo tamanho do sistema L para quatro valores de temperatura, a saber, T = 0, 04na fase ferromagnéti
a; T = 0, 40 e T = 0, 80 na fase onda de spin; e T = 1, 60 nafase paramagnéti
a. Como esperado, tanto na fase ferromagnéti
a quanto na faseparamagnéti
a βW ≈ 1/2, já na fase onda de spin (T = 0, 40 e T = 0, 80) o valorde β 
res
e 
om o tamanho do sistema e satura para grandes valores de L.
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Figura 7.8: Análise de tamanho �nito para o expoente de 
res
imento βL
W parao modelo do Relógio 
om p = 10. A linha sólida é o ajuste para os tamanhos

L = 24, 28, 32, 64, 80, 96 e 160. As médias foram feitas 
om M = 104 amostras 
omum tempo de t = 200 PMC. As barras de erros são menores que os símbolos.Na �gura 7.8 mostramos uma análise de tamanho �nito para βL
W , onde os ajustessão do tipo lei de potên
ia 1/Lφ, 
om φ = 2, 1(1) sendo o melhor ajuste para astrês temperaturas mostradas. Obtemos então os seguintes resultados βL=∞

W (T =

0, 40) = 0, 8932(6), βL=∞
W (T = 0, 60) = 0, 8839(4) e βL=∞

W (TBKT ) = 0, 8691(2).Note que esses valores estão próximos dos obtidos para a maior rede βL=160
W (T =

0, 40) = 0, 890(5), βL=160
W (T = 0, 60) = 0, 882(4) e βL=160

W (TBKT ) = 0, 866(4).Portanto, o valor estimado do expoente de 
res
imento no limite termodinâmi
o émuito próximo daquele da maior rede.Uma inspeção na �gura 7.6 sugere que o valor da temperatura de transição
T1 não depende do tamanho da rede L. De fato, na �gura 7.9 mostramos o
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Figura 7.9: Temperatura de transição entre as fases ordenadas T1 em função do tamanhoda rede L para o modelo de Relógio p = 16 e p = 10. As médias foram feitas 
om
M = 104 amostras 
om um tempo de t = 200 PMC. As barras de erros são menores queos símbolos.
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Figura 7.10: Comportamento do expoente de 
res
imento βW em função da temperatura
T para o modelo de Relógio 
om p estados em uma rede de tamanho L = 32. As médiasforam feitas 
om M = 104 amostras 
om um tempo de t = 200 PMC. As barras de errossão menores que os símbolos.
omportamento da temperatura T1 em função do tamanho da rede L para omodelo de Relógio p = 16 e p = 10. Embora as temperaturas sejam diferentespara diferentes valores de p, as mesmas são quase 
onstantes para vários valoresdo tamanho de rede. Na �gura 7.10 mostramos o 
omportamento do expoentede 
res
imento βW em função da temperatura T para o modelo de Relógio 
om
p estados em uma rede de tamanho L = 32 e vários valores de p. Agora a
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om p estados 75temperatura de transição T1(p) depende do número de estados p, dependên
iaessa já estudada por outros métodos [44℄. Qualitativamente, per
ebemos algumasdiferenças e semelhanças no 
omportamento dessas 
urvas variando apenas o valorde p. Com base na �gura 7.10 vamos enumerar algumas dessas semelhanças ediferenças:
• p = 4 −→ temos um úni
o pi
o da rugosidade W na temperatura de transição

Tc. Como esperado, esse valor é bem pro�ximo do valor da metade datemperatura 
riíti
a do modelo de Ising (p = 2), além de indi
ar somenteuma transição 
ontínua;
• p = 5 −→ apare
e um pequeno patamar, permitindo assim de�nir duastemperaturas de transição T1 e T2, o que não foi possível determinar emtrabalhos anteriores [44℄, porém, 
omo vamos ver na seção 7.5, no limitetermodinâmi
o essas temperaturas são iguais T1 = T2 = TBKT ;
• p = 6 −→ as temperaturas de transição são mais bem de�nidas e o
omportamento da 
urva é semelhante aos 
omportamentos 
om valores de pmaiores, mas o valor médio do expoente de 
res
imento na fase onda de spin

βW = 0, 825, é um pou
o maior que para os 
asos em que p > 6;
• p > 6 −→ temos uma região (aproximadamente T = 0, 70 − 0, 90) em queo valor do expoente de 
res
imento é o mesmo para qualquer p > 6, porexemplo para T = 0, 80 temos βW = 0, 797. Todas as 
urvas tem o mesmo
omportamento e o valor das temperaturas de transição T1 dependem dovalor de p, mas a temperatura T2 pare
e ser a mesma para p > 6;7.2.2 Temperaturas de Transição T1, T2 e TBKTComo mostrado na �gura 7.9, o valor da temperatura de transição entre as fases�ordenadas� quase não depende de L. Assim, determinamos T1 para L = 32, o que
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om p estados 76não é um valor muito pequeno e o tempo de 
omputação é razoavelmente 
urto.
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Figura 7.11: Temperatura de transição T1 em função de 1/p2 para o modelo de Relógio
om p estados em uma rede de tamanho L = 32. A linha 
ontínua é o ajuste linear dospontos e as médias foram feitas 
om M = 104 amostras 
om um tempo de t = 200 PMC.Na �gura 7.11 mostramos o 
omportamento dessa temperatura de transição
T1 em função de 1/p2 para o modelo de Relógio 
om p estados para uma rede detamanho L = 32. A es
olha de uma dependên
ia 
om o inverso do quadrado nonúmero de estados foi proposta anteriormente [44℄. A linha sólida é o ajuste lineardos pontos para valores de p > 5 onde en
ontramos T1β = 0, 04(2) + 25(1)/p2,valores bem aproximados do valor esperado de a
ordo 
om a ref. [44℄ (T1β =

23, 4/p2).Observando a �gura 7.6 pode-se ver que o expoente de 
res
imento βW é 
apazde dete
tar, 
lara e quantitativamente, a temperatura de transição T1. Por outrolado, dessa mesma �gura notamos uma di�
uldade em se determinar a temperatura
T2, pois além de não apresentar uma dependên
ia muito nítida 
om o tamanho dosistema L (diferente do que o
orreu no 
aso 
ontínuo da última seção), não temosum 
ritério para se de�nir essa transição em uma rede �nita. Sendo assim, devemosolhar agora para o 
omportamento da rugosidade W em função da temperatura Tpara tempos grandes (t >> tc), o que está mostrado na �gura 7.12. Notamos queo valor da temperatura de transição T2(L) (bem 
omo a própria temperatura T1)
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Figura 7.12: Rugosidade W em função da temperatura T para o modelo de Relógio 
om
p = 10 para vários tamanhos de rede. As médias foram feitas 
om M = 2000 amostras
om um tempo de simulação t = 2 × 104 PMC. As linhas pontilhadas mostram astemperaturas de transição T2 para duas redes extremas. As barras de erros são menoresque os símbolos.pode ser mais fa
ilmente obtida e é também uma função do tamanho da rede.
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Figura 7.13: Rugosidade W em função do temperatura T para o modelo de Relógio 
om
p estados para uma rede L = 32. As linhas tra
ejadas verti
ais indi
am as temperaturas
T1 de a
ordo 
om a referên
ia [44℄. As médias foram feitas 
om M = 2000 amostras
om um tempo de simulação t = 2 × 104 PMC. As barras de erros são menores que ossímbolos.Na �gura 7.13 mostramos o 
omportamento da rugosidade W em função dotemperatura T para o modelo de Relógio 
om p estados para uma rede L = 32,onde as linhas tra
ejadas indi
am as temperaturas T1 dada pela ref. [44℄. Vimos que



7.2 Resultados para o Modelo de Relógio 
om p estados 78a temperatura de transição T1 é função de p, 
omo já foi observado 
om o expoentede 
res
imento βW . Dentro das barras de erros en
ontramos o mesmo resultadoquando utilizamos o expoente de 
res
imento βW (T1β = 0, 03(2) + 25(1)/p2) equando utilizamos a rugosidade W (T1W = 0, 03(1)+23, 5(6)/p2), 
al
ulando entãoum valor médio temos T1 = 0, 03(2)+24(1)/p2. Na �gura 7.14 mostramos os ajustespara os dois 
asos no modelo de Relógio 
om p estados.
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Figura 7.14: Temperatura de transição T1 em função de 1/p2 para o modelo de Relógio
om p estados. As linhas 
ontínuas são os ajustes dos pontos, as médias foram feitas 
om
M = 2000 amostras 
om um tempo de t = 2 × 104 PMC.Podemos observar também da �gura 7.13 que as temperaturas de transição
T2 para p > 5 tem aproximadamente o mesmo valor (T2 ≈ 1, 06) para um dadotamanho de rede. Na verdade, já foi observado que para p > 7 a temperaturade transição é a mesma do modelo Rotor Planar [44℄. No presente 
aso, em queo tamanho da rede é �nito (L = 32), o sistema ainda não apresenta a mesmatemperatura de transição do Rotor Planar no limite termodinâmi
o (T2 = 0, 89).Esperamos que para tamanhos de redes maiores o modelo de Relógio 
om p = 10estados tenha a mesma temperatura T2 do Rotor Planar.Como no 
aso do Rotor Planar, obtemos também um bom ajuste utilizandolei de potên
ia (TL

2 = T∞
2 + bLφ), que sabemos não ser o ajuste 
orreto. A títulode exemplo, na �gura 7.15 mostramos os dois ajustes do tipo lei de potên
ia para
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Figura 7.15: Temperatura de transição T2 em função de 1/Lφ para o modelo de Relógio
om p = 10 estados (φ = 1, 05) para vários tamanhos de rede (L = 16, 20, 32, 64 e 80)e Rotor Planar (φ = 0, 96 e L = 16, 20, 24, 28, 32, 64, 80, 96, 128 e 160), as linhas sólidassão os melhores ajustes para os pontos. As médias foram feitas 
om M = 1000 − 2000amostras 
om um tempo de t = 2 × 104 PMC.a temperatura de transição T2 nos modelos de Relógio 
om p = 10 estados eRotor Planar, no limite termodinâmi
o en
ontramos as mesmas temperaturas T2 =

0, 975(2) 
om φ = 0, 96 (Rotor Planar) e T2 = 0, 970(4) 
om φ = 1, 05 (Relógio
p = 10), onde φ é apenas um ajuste para a melhor reta. É interessante ressaltarque esse valor está 8% a
ima do valor en
ontrado na literatura para o modelo RotorPlanar TBKT = 0, 89. Entretanto, esse resultado indi
a um 
arater universal paraesses modelos, que será 
on�rmado quando usarmos um ajuste logarítmi
o do tipo
1/(ln(L))2.Portanto, na �gura 7.16 usamos este ajuste e dentro das barras de errosobtivemos o resultado esperado na literatura TBKT = 0, 89 [44℄, sendo eles, RotorPlanar TBKT = 0, 89(1) e Relógio 
om p = 8 estados TBKT = 0, 898(7). Note queapesar de usarmos um ajuste linear na �gura 7.15 e obter o um valor diferente doesperado para a temperatura de transição T2 = 0, 97(2) 6= TBKT , os valores dessassão os mesmos para os dois modelos. A diferença é que quando utilizamos umajuste logarítmi
o essas temperaturas são iguais (dentro do erro) ao valor esperado,isso signi�
a que independente do ajuste (linear ou logarítmi
o) a temperatura de
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Figura 7.16: Temperatura de transição T2 em função de 1/(ln(L))2 para o modelo deRelógio 
om p = 8 estados (L = 20, 32, 64, 80, 96, 128 e 160) e Rotor Planar 
om (L =

64, 80, 96, 128 e 160). As linhas sólidas são os ajustes dos pontos. As médias foram feitas
om M = 1000 − 2000 amostras 
om um tempo de t = 2 × 104 PMC.transição do modelo de Relógio (p > 7) é sempre igual a do modelo do RotorPlanar (T2 = TBKT ). Esses fatos 
on�rmam que o modelo de Relógio (p > 7) tema mesma temperatura de transição T2 do Rotor Planar (
aso limite em que p → ∞no modelo do Relógio 
om p estados).7.3 Rugosidade sem Ruído W ∗ e Lei de Es
alaComo dis
utido no 
apítulo 6, o valor do expoente da rugosidade sem ruído α∗pode de�nir uma 
lasse de universalidade, ou seja, modelos 
om mesmo valor de
α∗ perte
em a mesma 
lasse de universalidade. Além disso, foi mostrado tambémque α∗ = 0 em transições de fase de primeira ordem, e α∗ > 0 para transição desegunda ordem. Nesta seção vamos 
al
ular o expoente da rugosidade α∗ (de�nidopela equação (4.5)) para veri�
ar o seu valor nas transições T1 e T2, isto é, quandoo sistema muda da fase ferromagnéti
a para a fase onda de spin e da fase ondade spin para a fase paramagnéti
a, bem 
omo para alguns valores de temperaturana fase onda de spin. Isso porque o expoente da rugosidade sem ruído na faseferromagnéti
a e na fase paramagnéti
a é nulo.
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Figura 7.17: Rugosidade sem ruído W ∗ em função do tempo t para o modelo Relógio
om p = 10 estados para uma temperatura T = 0, 40 e vários tamanhos de L. As médiasforam feitas 
om M = 1000 amostras e um tempo máximo de t = 106 PMC.Na �gura 7.17 mostramos o 
omportamento da rugosidade sem ruído (de�nidapela equação 6.1) em função do tempo t para uma dada temperatura típi
a
T = 0, 40, na fase onda de spin para o modelo de Relógio 
om p = 10 estados.Observamos que após a o
orrên
ia de um máximo, para tempos grandes t >> tc arugosidade sem ruído W ∗ satura, apresentando além disso uma dependên
ia 
omo tamanho da rede L 
om a esperada lei de es
ala dada por W ∗(L, t >> tc) =

W ∗
sat(L) ∼ Lα∗ . Antes de 
al
ular esse expoente, vejamos o que a
onte
e 
om oRotor Planar (já estudado na seção anterior). Nesse 
aso a rugosidade sem ruído

W ∗ também satura para tempos grandes, 
omo é mostrado na �gura 7.18. Note queexiste uma diferença de 
omo rugosidade satura nesses dois modelos. No modelodo Relógio 
om p = 10 estados a rugosidade aumenta partindo de um mesmo valor,independente do tamanho da rede, para tempos muito pequenos t << tc, 
res
e atéum 
erto tempo, diminue de valor e para tempos grandes t >> tc satura. No 
asodo Rotor Planar o 
omportamento é mais suave. Entretanto, esse 
omportamentodiferente nos dois 
asos não in�uen
ia o 
ál
ulo do expoente da rugosidade semruído, pois o mesmo só depende do seu valor saturado. Na �gura 7.19 mostramosesse valor de saturação W ∗
sat(L) em função do tamanho da rede L para os modelos
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Figura 7.18: Rugosidade sem ruído W ∗ em função do tempo t para o modelo RotorPlanar para uma temperatura típi
a T = 0, 60 na região de onda de spin. As médiasforam feitas 
om M = 1000 amostras e um tempo máximo de t = 2 × 105 PMC.do Relógio 
om p = 10 e Rotor Planar, obtidos das �guras 7.17 e 7.18. Comoexemplo, são mostrados também na mesma �gura o 
omportamento da rugosidadesem ruído para algumas temperaturas típi
as a saber, T = 0, 40 (fase onda de spin)e T1 = 0, 24 (transição da fase ordenada para fase onda de spin) para o modelodo Relógio 
om p = 10, T = 0, 60 (fase onda de spin) e TBKT (transição da fase
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Figura 7.19: Comportamento do valor de saturação da rugosidade sem ruído W ∗ emfunção de vários tamanhos da rede L. As 
urvas mostradas são dos modelos de Relógio
om p = 10 (T = 0, 24 e T = 0, 40) e Rotor Planar (T = 0, 60 e T = TBKT ). Os valoresmostrados são dos expoentes da rugosidade sem ruído. As barras de erro são menoresque o tamanho dos símbolos. As médias foram feitas 
om M = 100− 2000 amostras 
omum tempo de t = 105 − 107 PMC.
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ala 83onda de spin para a fase desordenada) para o Rotor Planar. Note que apenas no
aso de T1 = 0, 24 o valor de saturação da rugosidade sem ruído não segue uma leide potên
ia e satura 
om o aumento da rede L, ou seja, α∗ = 0. Na ref. [44℄ foi
onje
turado que a transição da fase ordenada para a fase onda de spin é de segundaordem, porém nossos resultados (α∗ = 0) indi
am uma transição de primeira ordem,
omo dis
utido no 
apítulo 6. Nos outros 
asos o valor de saturação da rugosidadesem ruído segue uma lei de potên
ia 
om o expoente diferente de zero. Os valores
al
ulados foram α∗ = 0, 875(4) em T = TBKT e α∗ = 0, 89(1) em T = 0, 60 noRotor Planar, α∗ = 0, 88(1) para T = 0, 40 e α∗ = 0, 86(2) para T = TBKT nomodelo do Relógio 
om p = 10, os quais estão mostrados na tabela 7.1 (para umamaior 
lareza da �gura 7.19, não foram mostrados os dados para T = TBKT nomodelo do Relógio). De modo similar obtemos α∗ = 0, 87(1) para o modelo doRelógio p = 10 na temperatura T = 0, 60, valor bem próximo daquele obtido natemperatura T = 0, 40. Note que independente da temperatura ou modelo, dentrodas barras de erro, α∗ é o mesmo tanto na fase onda de spin quanto na transiçãode Berezinski-Kosterlitz-Thouless. Isso 
on�rma não somente o 
arater universalda linha de transição BKT , 
omo também a universalidade �estendida� na faseonda de spin do modelo do Relógio 
om p estados (os pontos para temperatura
T = 0, 60 en
ontram-se dentro da região onde se espera quantidades temodinâmi
asindependentes de p [44℄).Outra quantidade de interesse é o expoente dinâmi
o z. Para o modelo de

RP (TBKT ) RP (T = 0, 60) Rp=10(T1 = 0, 24) Rp=10(T = 0, 40) Rp=10(TBKT )

α∗ 0,875(4) 0,89(1) 0 0,88(1) 0,86(2)Tabela 7.1: Tabela do valores 
al
ulados para o expoente da rugosidade sem ruído α∗,para os modelos de Relógio 
om p = 10 estados (Rp = 10) e Rotor Planar (RP ).
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Figura 7.20: Colapso da rugosidade sem ruído W ∗ em função do tempo t para modelode Relógio 
om p = 10 
om vários tamanhos da rede L. z é o expoente dinâmi
o e α∗ e oexpoente da rugosidade sem ruído. As médias foram feitas 
om M = 2000 amostras 
omum tempo de t = 2 × 104 PMC.Relógio 
om p = 10 estados em T = 0, 40, do 
apítulo anterior temos que β∗
W =

βW − 1/2 e da seção 7.2.1 que βW (L = ∞) = 0, 8932(6), portanto β∗
W (L = ∞) =

0, 3932(6) e da tabela 7.1 temos α∗ = 0, 88(1). Como da equação (4.6) temos
z = α∗/β∗

W , podemos 
al
ular o expoente dinâmi
o z = 2, 24(3), que está de a
ordo
om os valores en
ontrados na literatura [45℄ para o algoritmo de Banho Térmi
outilizado nesse modelo. Para o modelo do Rotor Planar, no qual usamos o algoritmode Metropolis, em T = TBKT , sabemos que β∗
W (L = ∞) = 0, 404(2) e α∗ =

0, 875(7), resultando em z = 2, 17(2), também 
on
ordando o valor esperado paraesse algoritmo. É importante dizer que es
olhemos valores típi
os de temperatura
T para efetuar esses 
ál
ulos, pois para quaisquer outros valores na mesma faseobtíamos o mesmo resultado, independente do modelo.Observando mais atentamente as �guras 7.17 e 7.18 vemos que o valor darugosidade sem ruído W ∗ possui uma dependên
ia não somente 
om o tamanhoda rede L, mas também 
om o tempo de relaxação tc (de�nido pela eq. (4.6)).Utilizando então a relação de es
ala de Family-Vi
sek (4.12), podemos rees
alar arugosidade sem ruído e o tempo de maneira a eliminar a dependên
ia do tamanhoda rede L. Na �gura 7.20 mostramos o 
olapso das 
urvas da �gura 7.17 para o
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Figura 7.21: Colapso da rugosidade sem ruído W ∗ em função do tempo t para modeloRotor Planar 
om vários tamanhos da rede L. z é o expoente dinâmi
o e α∗ e o expoenteda rugosidade sem ruído. As médias foram feitas 
om M = 1000 amostras 
om um tempode t = 2 × 104 PMC.modelo de Relógio 
om p = 10 estados. Para tempos pequenos (t << tc) temos umtransiente no qual o sistema �
a des
orrela
ionado, não tendo assim dependên
ia
om o tamanho da rede L. Na �gura 7.21 mostramos o mesmo 
olapso das 
urvasda �gura 7.18 rees
aladas 
om o tamanho da rede L. Esses 
olapsos mostram quea relação de es
ala de Family-Vi
sek é válida para os modelos de Relógio 
om pestados e Rotor Planar, bem 
omo para os outros modelos estudados neste trabalho.7.4 Diagrama de FasesNa seção 6.1.3, salientamos a importân
ia de se ter o diagrama de fases de umsistema. Apresentamos portanto, na �gura 7.22 o diagrama de fases para o modelode Relógio 
om p estados, obtido utilizando a presente té
ni
a. Notamos 
laramentea presença de três fases distintas, a saber, a fase ordenada ferromagnéti
a para
T < T1, a fase onda de spin para T1 < T < T2 e a fase desordenada paramagnéti
apara T > T2. Os quadrados azuis são as temperaturas 
ríti
as da região onde nãotemos a fase onda de spin, isto é, só há uma temperatura de transição Tc da faseordenada para a fase desordenada. Os 
ír
ulos verdes são os valores da temperatura
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Figura 7.22: Diagrama de fases para o modelo de Relógio 
om p estados. Os quadradosazuis são as temperaturas 
ríti
as Tc dos modelos de Ising (p = 2), Potts (q = 3) edois modelos de Ising desa
oplados (p = 4). Os 
ír
ulos verdes são as temperaturas detransição T1 (p > 5); a linha 
ontínua verde é o ajuste de T1(p); a linha vermelha é o
orrespondente ajuste obtido na ref. [44℄. Os triângulos vermelhos são as temperaturasde transição T2 (p ≥ 5) e o asterís
o vermelho é a temperatura TBKT para o Rotor Planar(p = ∞).de transição T1 obtidos da média dos valores de T1β e T1W da �gura 7.14 e a linhaverde é o 
orrespondente ajuste desses dados. A linha vermelha é o resultado obtidopara T1 na ref. [44℄, a saber, T1 = 23, 4/p2. Como já foi dis
utido anteriormente, eda �gura 7.22, vê-se que os valores estão bem próximos. Enfatizamos aqui que essatemperatura T1 foi obtida para uma rede L = 32, uma vez que, 
omo mostradona �gura 7.9, não observamos nenhuma dependên
ia dessa temperatura 
om otamanho da rede L nas simulações por nós realizadas. Os triângulos vermelhos
orrespondem as temperaturas de transição T2 para p ≥ 5. Observe que elas têm omesmo valor de TBKT , dentro das barras de erros, que são menores que os símbolos.O asteris
o vermelho lo
aliza a temperatura do Rotor Planar no limite p → ∞.Esse diagrama de fases tem algumas semelhanças e diferenças 
om o diagramaapresentado por Lappili et al [44℄. Dentre as semelhanças podemos 
itar: i)há uma ex
elente 
on
ordân
ia 
om as temperaturas 
ríti
as Tc para p ≤ 4;
ii) levando em 
onta as barras de erros, obtemos os mesmos resultados para a
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om p = 5 87temperatura de transição T1 para p > 5; iii) T2 é 
onstante p ≥ 8. Quanto àsdiferenças temos: i) a temperatura T2 por nós obtida é a mesma que a do RotorPlanar para p ≥ 5, enquanto que na ref. [44℄ a temperatura por eles obtida édiferente, bem 
omo o 
aráter da transição, para p ≤ 7; ii) temos um indí
ioda transição em T1 ser de primeira ordem, 
omo foi 
omentado na seção 7.3.Com relação ao item i, 
onvém ainda ressaltar que, enquanto Lappili et al [44℄a�rmam ser uma transição em T2 diferente de BKT para p ≤ 7, Challa et al [42℄propõe que para p ≥ 5 a transição é do tipo Berezinski-Kosterlitz-Thouless. ParaLappili et al uma transição é do tipo BKT quando a
onte
e os seguintes fatos:
1) des
ontinuidade no módulo da heli
idade; 2) 
omprimento de 
orrelação 
omdivergên
ia exponen
ial; 3) de
aimentos da função de 
orrelação e da magnetizaçãodependentes da temperatura. Para nós, ser BKT é ter 
ara
terísti
as similares àsen
ontradas para transição no modelo Rotor Planar. Como o 
aso p = 5 pare
enão estar ainda muito 
laro, vamos dis
utir seus resultados na próxima seção.7.5 Modelo do Relógio 
om p = 5Até hoje, pelo que 
onhe
emos da literatura, não se tem uma idéia 
lara do tipode transição que o
orre na região 5 ≤ p ≤ 7. Para Eltizur e 
olaboradores [41℄ étipo BKT para p ≥ 6 e eles não dizem 
omo deve ser em p = 5. Já os trabalhosdas referên
ias [42, 43℄ a�rmam que para p = 6 é BKT nas temperaturas T1 e
T2. Contrariando os resultados a
ima, Lapilli e 
olaboradores [44℄ a�rmam que atransição T1 não é BKT para p ≥ 5 e T2 só é do tipo BKT para p ≥ 8, in
lusive
om 
olapso termodinâmi
o. Veremos nessa seção 
omo os resultados da presenteté
ni
a podem dar informações ao 
aso espe
í�
o p = 5.Na �gura 7.23 mostramos o 
omportamento da rugosidade W em função datemperatura T para p = 5, onde se observa, 
laramente, que a temperatura detransição T2 tem uma dependên
ia 
om o tamanho da rede L, enquanto T1 é
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Figura 7.23: Rugosidade W em função do temperatura T para o modelo de Relógio 
om
p = 5 para vários tamanhos de rede L. As linhas pontilhadas mostram as temperaturasde transição T2 e T1. As médias foram feitas 
om M = 2000 amostras 
om um tempo desimulação t = 2 × 104 PMC. As barras de erros são menores que os símbolos.prati
amente o mesmo T1 = 0, 91(2). Estimamos o valor de T1(L) e T2(L) 
omosendo o pi
o do valor da rugosidade para o tamanho L.Na �gura 7.24 estão mostradas algumas análises de tamanho �nito para atemperatura T2 
om dois tipos de 
omportamento, um 
om lei de potên
ia e outrologarítmi
o. As temperaturas de transição en
ontradas, no limite termodinâmi
o,
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Figura 7.24: Comportamento da temperatura de transição T2 em função do tamanhoda rede L para o modelo de Relógio 
om p = 5 e vários tamanhos de rede L =

28, 32, 40, 48, 64, 80. Os 
ír
ulos 
heios são os pontos ajustados ao ajuste logarítmi
odo tipo 1/(ln(L))2 e os quadrados vazios são os mesmos pontos 
om um ajuste do tipo leide potên
ia 1/Lφ 
om φ = 1. As médias foram feitas 
om M = 2000 amostras 
om umtempo de simulação t = 2 × 104 PMC.



7.5 Modelo do Relógio 
om p = 5 89para os dois ajustes foram T2 = 0, 97(1) para o ajuste linear e T2 = 0, 90(2)para o ajuste logarítmi
o. Dentro das barras de erro, esses valores são iguais aosobtidos para p > 5, indi
ando que para p = 5 temos uma mesma temperaturade Berezinkii-Kosterlitz-Thouless TBKT = 0, 89. Notamos também que essatemperatura T2 
onverge para o valor 
orrespondente à temperatura T1, sugerindorealmente que temos somente uma transição em p = 5. Salientamos aqui, queesse resultado ainda não tinha sido obtido em trabalhos anteriores, ajudando aes
lare
er uma parte das dúvidas que a literatura traz nessa região. Tendo emvista o exposto a
ima, isto é, a mesma temperatura BKT para p ≥ 5 somoslevados a a
reditar que a universalidade �estendida� é também apli
avél para
p ≤ 7. Entendemos 
omo universalidade �estendida� o fato os valores numéri
osdas grandezas termodinâmi
as a
ima de uma determidada temperatura terem omesmo valor númeri
o [44℄.



Capítulo 8
Con
lusões

Estudamos a representação de interfa
es de�nindo um modelo de
res
imento baseado na dinâmi
a dos modelos de Potts 
om q estados, Blume-Capel 
om S = 1, Relógio 
om p estados e Rotor Planar em uma rede quadradae estudamos os expoentes da rugosidade das interfa
es geradas por esses modelos.Utilizamos as té
ni
as desenvolvidas na área de 
res
imento de superfí
ies para
ara
terizar a 
riti
alidade desses modelos magnéti
os.8.1 Modelos de Potts e Blume-CapelNós mostramos que o 
res
imento das superfí
ies exibe 
ara
terísti
as dinâmi
asdiferentes, medidas pelo expoente de 
res
imento βW , o expoente de Hurst H eo expoente da rugosidade sem ruído α∗. Para T 6= Tc o 
res
imento é sempredes
orrela
ionado, ou seja, temos uma deposição aleatória dando um expoente de
res
imento βW ≃ 1/2 e H ≃ 1/2. Próximo à temperatura de transição T ≃ Tca rugosidade apresenta uma mudança no 
omportamento, passa de um regime
orrela
ionado (t < tc) para um des
orrela
ionado (t > tc). Neste �
ruzamento� oexpoente de 
res
imento muda de valor β
(c)
W > 1/2 para βW ≃ 1/2. O tempo de�
ruzamento� tc mede a o tempo de relaxação τ do sistema �nito para os modelos90



8.2 Modelos Rotor Planar e Relógio 91de spins em Tc.Para um tempo �xo t >> tc, a rugosidade W tem um pi
o em uma temperatura
TW (L). Quando tomamos este valor de TW (L) em função de L−1/x no limitetermodinâmi
o, este 
on
orda 
om o valor da temperatura 
ríti
a dos modelosde spins na rede quadrada. Os pi
os em W nas transições de segunda ordem sãomais suaves do que nas transições de primeira ordem e no ponto tri
ríti
o.Da tabela 6.1 nós podemos notar que os expoentes de 
res
imento e de Hurst(βw e H) das superfí
ies para q = 2, d = 0 e d = 1, 95 (isto é, transições de fase desegunda ordem) indi
am a mesma 
lasse de universalidade (dentro das barras deerros), 
omo era esperado. Para q = 3, q = 4, e no ponto tri
ríti
o, os expoentessão diferentes e estão de a
ordo 
om a equação (4.31). Entretanto, nestes 
asos,os valores dos expoentes não mudam muito, mesmo para 
lasses de universalidadediferentes, 
omo por exemplo os modelos de Potts q = 3 
om H = 0, 730(4) e Ising
S = 1/2 
om H = 0, 725(6) .A relação de es
ala de Family-Vi
sek é valida para a rugosidade sem ruído W ∗
om uma relação de es
ala an�mala intrínsi
a, 
ara
terísti
a de superfí
ies que nãosão auto-a�ns.8.2 Modelos Rotor Planar e RelógioMostramos também que o método proposto nesse trabalho pode ser apli
adonão somente em modelos 
om spins dis
retos (Potts, Blume-Capel e Relógio),mas também para modelos 
om spins 
ontínuos (Rotor Planar). Obtivemos umatemperatura de transição para o modelo do Rotor Planar TBKT = 0, 89(1) queestá de a
ordo 
om os valores en
ontrados na literatura, indi
ando que o método ée�
iente também nesse 
aso.Para o modelo do Relógio 
onseguimos dete
tar as suas três fases (ordenada,onda de spin e desordenada). O expoente da rugosidade sem ruído é nulo tanto na



8.3 Comentários Finais 92fase ordenada quanto na desordenada, o que já era de se esperar, pois o sistema estádes
orrela
ionado. Na fase onda de spin o valor do expoente da rugosidade semruído é aproximadamente 
onstante α∗ ≈ 0, 87 em qualquer temperatura, sendoesse valor, dentro da barra de erro, o mesmo do Rotor Planar para qualquer p > 5,indi
ando assim um 
aráter universal. Determinamos também as temperaturas
ríti
as dos modelos de duas maneiras diferentes, uma via expoente de 
res
imento
βW e outra via Rugosidade W e obtivemos os mesmos resultados, dentro dasbarras de erro. Tanto a temperatura T1 quanto a temperatura T2 estão em
on
ordân
ia 
om os valores obtidos por outros métodos. Além disso 
onseguimosdeterminar essas temperaturas para p = 5, e mostramos que elas se igualam nolimite termodinâmi
o, resultado este ainda não en
ontrado por nós na literatura.Nesses modelos, veri�
amos que a relação de es
ala de Family-Vi
sek tambémé válida.8.3 Comentários FinaisDe a
ordo 
omo o presente estudo, podemos determinar a ordem da transição, atemperatura 
ríti
a, 
omo também alguns expoentes 
ríti
os estáti
os e dinâmi
osdos modelos de spins através do mesmo método de es
ala apli
ados em fen�menos de
res
imento de superfí
ie. Nossos resultados para o expoente de Hurst no equilíbrio(t >> tc) são 
onsistentes 
om as 
orrelações de longo al
an
e na segunda ordem(H > 1/2) e 
om 
orrelações de 
urto al
an
e (H = 1/2) nas transições de fasede primeira ordem. Além do mais, o expoente da rugosidade sem ruído α∗ é nuloem uma transição de primeira ordem, enquanto que para transições de segundaordem, α∗ > 0. Embora esse estudo seja restrito aos modelos de Potts, Blume-Capel, Relógio e Rotor Planar, todos em uma rede quadrada, nós a
reditamos queessa té
ni
a de mapeamento possa ser estendida ao estudo de qualquer transiçãoobservada em modelos de spins. Por exemplo: i) modelo de Blume-Capel para spin



8.3 Comentários Finais 93
S = 3/2, 2, ...; ii) modelos diluídos para os quais as temperaturas de transição nãosão triviais de serem obtidas através do uso de métodos padrões; iii) o modelo XYvetorial de Blume-Emmery-Gri�ths, dentre outros. Pretendemos investigar essastransições em trabalhos futuros.
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