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Resumo

O objetivo desta tese é estudar estados de varidveis continuas, Gaussianos e
nao-Gaussianos monomodais, evoluindo sob efeito de um canal dissipativo. As-
sim, definimos dois problemas: estudar as propriedades quanticas do estado e
estudar o canal dissipativo. Para abordar estes problemas, revisamos brevemente
as ferramentas matematicas utilizadas, que sao: teoria de estimativas quanticas,
equacoes mestras e variaveis continuas. Nos capitulos seguintes estudamos, respec-
tivamente: (i) o problema da estimativa do parametro de perda, i.e. o parametro
de dissipagao, de um canal bosonico utilizando estados nao-Gaussianos; (ii) como
algumas propriedades quanticas de estados Gaussianos de 1-modo e estados de
superposicao coerente evoluem segundo uma dinamica nao-unitaria. Como resul-
tados do primeiro item, nds conseguimos estimar, de maneira 6tima, o parametro
de perda do canal, por exemplo utilizando estados de Fock; para o segundo item
fornecemos os tempos caracteristicos e limites para as condigoes iniciais dos esta-
dos para que estes apresentem, efetivamente, a propriedade de compressao. Ainda
mostramos uma comparacao entre a evolucao da entropia de von Neumann de
um estado Gaussiano de 1-modo sob a influéncia de um reservatério com infini-
tos graus de liberdade e um com poucos graus de liberdade (mas com alguns
deles mostrando instabilidade). Também apresentamos resultados preliminares e
perspectivas, dentre elas um trabalho onde estamos estudando como um estado
Gaussiano monomodal, evoluindo unitariamente segundo um Hamiltoneano que
contém caracteristicas de instabilidade e nao-unitariamente segundo uma equagao
mestra, e qual é a competicao que existe entre a dissipacao e a instabilidade.



Abstract

The objective of this thesis is to study continuous variables states, single mode
Gaussian and non-Gaussian, evolving under the effect of a dissipative channel.
Thereby, we define two problems: study the quantum properties of the state and
the dissipative channel. To address these problems, we review briefly the mathe-
matical tools that we used, namely: quantum estimation theory, master equations
and continuous variables. In the following chapters we study, respectively: (i) the
problem of estimation of the loss parameter, i.e. the dissipation parameter, of
a bosonic channel using non-Gaussian states; (ii) how some quantum properties
of single mode Gaussian states and coherent superposition states evolve under a
non-unitary dynamics. Some results for the first item, we estimate, in an optimal
way, the loss parameter of the channel, for example using Fock states; for the sec-
ond item we provide the characteristic times and the initial condition limits of the
state in order that they show, effectively, the squeezing property. We show also a
comparison between the evolution of the von Neumann entropy of a single mode
Gaussian state under the influence of a reservoir with infinite degrees of freedom
and one with only few degrees of freedom (but some of them showing instability).
Moreover we present preliminary results and perspectives, among them a work
where we are studying how a single mode Gaussian state, evolving unitarily ac-
cording to a Hamiltonian containing characteristic of instability and non-unitarily
as a master equation, and what is the relation that exist between dissipation and
instability.
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CapiTULO 1

Introducao

Mesmo apds aproximadamente cem anos de sua criagao, a mecanica quanti-
ca (MQ) continua sendo uma fonte inesgotdvel de pesquisa e tem se mantido em
constante evolucao, tanto em sua estrutura matematica quanto conceitualmente.
Mas o que torna a mecanica quantica tao especial? Segundo Richard Feynman,
0 Unico mistério na mecanica quantica reside no fato dela apresentar estados de
superposicao. Destes estados varios efeitos nao-classicos sao obtidos tais como
emaranhamento, nao-localidade, e interferéncia em particulas macroscopicas [1, 2].
Nas ultimas décadas, esses efeitos ganharam grande importancia conceitual e tec-
nolégica com a informacao quantica [2]. Essa drea tenta estudar as propriedades
quanticas e utiliza-las para otimizar o processamento de informacao de maneiras
que um computador classico nao seria capaz de desempenhar. Por exemplo, um
algoritmo quantico deve ser capaz de fatorar um ntimero inteiro em seus fatores
primos em tempo polinomial [3], porém ainda nao existe um equipamento — com-
putador — que possa realmente implementar algoritmos quanticos.

Para processarmos informagao utilizamos uma determinada propriedade fisica
do sistema para armazend-la, bem como para manipuld-la. Como exemplo, pode-
mos pensar em informacoes contidas num computador pessoal, no caso um bit

1. Esta informagao, o bit, se encontra nos circuitos integrados (i.e., no

classico
estado eletronico do mesmo), nos discos rigidos (no estado de magnetizacao do
disco rigido), etc, onde ela pode ser manipulada. Ao trabalharmos com infor-

macao quantica, neste caso um bit quantico®[4, 5], também desejamos manipuld-la

1'Um bit cldssico pode assumir dois valores, 0 ou 1.
2Um bit quantico possui um diferencial com relacdo ao bit cldssico, pois pode assumir estados
. ) 0)+]1
de superposicao, por exemplo: |bit) = % Podemos trabalhar com estes estados por exemplo

em ressonancia magnética nuclear, ou experimentos de eletrodinamica de cavidades.



e processa-la eficientemente. O grande trunfo de se trabalhar com informagao
quantica é o fato de podermos utilizar estados de superposicao e estados emara-
nhados na implementagao de algoritmos [2].

Visto que os sistemas fisicos estao sujeitos a perdas, é vital sabermos como
as propriedades dos sistemas se comportam sob tais efeitos, tanto classica quanto
quanticamente. Num computador pessoal, os circuitos integrados possuem perdas,
grande parte por efeito Joule, e um dos desafios para um engenheiro é minimiza-
las. Em mecanica quantica uma das principais fontes de ruido é a decoeréncia
[6]. Decoeréncia ¢ um termo antigo em mecanica quantica e significa a capacidade
que um ambiente possui (por ambiente entenda-se reservatério térmico, dissipagao,
difusdo, colisoes, etc.) de reduzir os efeitos de interferéncia, obviamente nos graus
de liberdade que se deterioram sob tais efeitos, dos estados quanticos, levando
estes para os estados denominados ponteiros, e assim os estados tendem a ‘perder’
seus efeitos quanticos (entre aspas pois queremos dizer que a propriedade quantica
do estado tende a nao ser mais eficaz, tanto em termos de armazenamento de
informagao quanto na capacidade de acessarmos experimentalmente). Os efeitos de
decoeréncia em MQ também sao vistos como um passo na direcao de se encontrar
um limite quantico-classico, problema ainda em aberto na fisica [6].

Uma abordagem particularmente interessante consiste em processar informagao
quantica (IQ) em varidveis continuas (VC) [7, 8] — estados Gaussianos e nao-
Gaussianos — onde a informagao é codificada em quadraturas quantizadas dos
modos do campo eletromagnético. A maior motivacao para se trabalhar com infor-
macao quantica em VC ¢ a alta eficiéncia na implementacao de alguns protocolos
(preparagao, medi¢ao e manipulacdo de estados emaranhados) em propriedades
das quadraturas do campo (squeezing, distribuigao do nimero de fétons, etc) [7].
Uma vasta literatura sobre VC em sistemas Gaussianos e informacgao quantica esté
contida em [9] e referéncias inclusas. Um exemplo claro desta eficiéncia é a pos-
sibilidade de se fazer computacao quantica tolerante a erros em estados de VC

[10].

Assim, temos dois pontos a serem tratados: (i) queremos compreender como
as propriedades quanticas sao deterioradas ao evoluirem sob efeito de um canal
bosonico; (ii) como quantificar esta perda de informagao. Note a importancia de
ambos os pontos: desejamos trabalhar com informacgao (que eventualmente devera
ser enviada de um ponto a outro através de um canal que provavelmente ira provo-
car perdas no estado) e esta estara codificada em estados quanticos, portanto em



propriedades quanticas dos mesmos. Nesta tese abordamos os dois pontos citados
anteriormente, especificamente para estados de variaveis continuas Gaussianos e
nao-Gaussianos monomodais, sendo que estes estao sob efeito de um canal dissi-
pativo.

Para abordarmos os dois pontos acima, no capitulo 2 fizemos uma breve revisao
das ferramentas matematicas que utilizamos para estudar tanto o canal quanto as
propriedades dos estados de variaveis continuas. Revisamos a teoria de estimati-
vas quanticas (TEQ), onde definimos os objetos matematicos principais como a
informacao de Fisher classica e quantica, o limite de Cramér-Rao, a derivada lo-
garitmica simétrica, etc. Também apresentamos uma breve, e nao excessivamente
detalhada, deducao da equacao mestra com a qual trabalhamos, mostrando seu
significado fisico. Por fim neste capitulo, definimos a classe geral de estados que
iremos trabalhar: sistemas de variaveis continuas.

Para quantificar a dissipagao, ou o canal que o estado estd submetido, tra-
balhamos basicamente com um problema de estimativas: queremos estimar, com
a maior precisao tedrica possivel, o parametro de dissipacao do canal. Ou seja,
queremos utilizar recursos quanticos para obter o valor mais proximo do verdadeiro
do ‘quanto’ o canal deteriora o estado, que é o parametro de dissipacao. No capi-
tulo 3, utilizamos a TEQ para atacar o problema citado, e conseguimos estimar o
parametro de perda de maneira étima, usando estados nao-Gaussianos [11].

No capitulo 4 estudamos como vérias propriedades quanticas (especificamente
a entropia de von Neumann, a distribuicao do nimero de fétons, negatividade
da funcao de Wigner e compressao) de estados Gaussianos e nao-Gaussianos, se
comportam sob efeito de dissipacao. Analisamos o tempo caracteristico de cada
propriedade, isto é, em quanto tempo cada uma delas se torna ineficaz. Também
fizemos um estudo sobre quais sao os limites que os estados iniciais devem respeitar,
de modo a apresentarem a propriedade quantica de compressao (squeezing)[12, 13].
Além disso, mostramos brevemente como a entropia de von Neumann varia para
sistemas Gaussianos de 1-modo acoplados a um reservatério com poucos graus de

liberdade [14].



No capitulo 5 mostramos um trabalho em andamento, onde estamos estu-
dando estados Gaussianos de 1-modo, sob acao de um Hamiltoniano que possui
caracteristicas de instabilidade, e também acoplado a uma evolucao nao-unitaria.
Queremos ver neste trabalho, de forma analitica, a competicao entre a dissipagao e
a instabilidade. Apresentamos o ferramental matematico que estamos utilizando,
além de resultados preliminares. No capitulo 6 mostramos as conclusoes desta
tese.



CAPITULO 2

Ferramentas Matematicas Basicas

“E um erro acreditar que € possivel resolver qualquer
problema importante usando batatas.”

A vida, o universo e tudo mais - Douglas Adams

2.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma breve revisao tedrica sobre equacoes mestras e
sobre varidveis continuas (VC) em mecanica quantica (MQ), dando exemplos no
estudo de VC em informacao quantica. Além disso, iremos apresentar as bases
da Teoria de Estimativas Quanticas (TEQ), que estudamos em nosso estagio de
doutorado sanduiche. No estudo de TEQ iremos abordar o assunto nos baseando
nas referéncias [15, 16]. Em seguida — no estudo de equagao mestra — seguimos os
passos da referéncia [17]. Ao estudarmos VC em MQ iremos seguir as referéncias

[18].
2.2 Teoria de estimativas quanticas

Seja o seguinte esquema: dadas N cépias de um estado quantico desconhecido
(no caso, um parametro desconhecido qualquer), um fisico deseja efetuar medidas
neste sistema, e destas estimar qual era o estado. Basicamente nosso colega ex-
perimental precisa fazer duas otimizagoes: (i) qual é a melhor medida a ser feita;
(ii) como analisar os dados a fim de obter um bom estimador (iremos definir o que
¢ um estimador nas subsegoes em seguida). Vamos, de maneira muito resumida,
caracterizar as etapas que o fisico deve passar para obter esta estimativa étima:
estados, medidas, estatistica (anélise dos dados).



2.2 Teoria de estimativas quanticas 9

2.2.1 Estados quanticos

Em mecanica quantica podemos descrever o sistema pela sua funcao de onda
|1)) (no caso, um ket no espago de Hilbert) ou pelo operador densidade p do
sistema. Um operador densidade (ou matriz densidade) é um operador positivo
semi-definido (p > 0 = p' = p) que possui traco igual a 1 (trp = 1).

Para um estado puro, temos que p?> = p, se isto nao ocorre o estado ¢ dito
misto. O operador densidade de um estado puro pode ser escrito como p = [1) (1],
enquanto o operador densidade de um estado misto pode ser escrito da forma (néo

tnica) p = =, pilthi) (Y], com 32, pi = 1.
2.2.2 Medidas Projetivas

A MQ prevé com exatidao a probabilidade que um evento aconteca (ou seja
uma saida de uma certa medida) dentro de um conjunto de saidas possiveis. Uma
medida projetiva em M(Q pode ser representada da seguinte forma: seja € a saida
de uma medida, e €2 o conjunto — finito — onde ‘vivem’ estas saidas (ou seja, apenas
um numero finito de saidas é possivel), uma medida projetiva é um conjunto finito
de operadores M., com € € Q (i.e., € é o resultado de uma medida), onde M, > 0,
Ml =M, e > cco M = 1. Note que cada M, é um projetor, que pode ser definido
por

M. = [e){el,

ou seja, a agao de M, num estado, digamos |¢), ird ‘projetar’ o vetor |¢) sobre o
vetor |e)!. Este tipo de medida, dada por um conjunto de projetores, é dita medida
projetiva. Imediatamente apés realizarmos uma medida projetiva M = ) _eM.,
num estado |¢) por exemplo, ele se torna (dado que o resultado da medida foi ¢):

_ M¢)
p(e)’

onde p(e) = (¢|M.|¢). Note que para qualquer projetor P sempre vale P? = P.

[¥)

Se fizermos uma medida M num estado quantico p, com possiveis saidas €, a
probabilidade de obtermos um resultado particular da medida ¢ dada pela regra
de Born: p.(p) = tr pM,. Assim, se temos um ensemble de estados identicamente
preparados e fizermos a medida M em cada componente, obtemos a saida € com

! Assim o projetor seleciona a por¢ao de |@) que é paralela a |e).
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frequéncia p(p).2

Exemplo

Consideremos os seguintes projetores:
M, =
M, =

onde |m| = 1. As probabilidades de obtermos as saidas 1 e 2, no seguinte estado
14+7-6

(estado de qu-bit mais geral): p = =57, sao:
IL+m-7
p1 = trpM; = 5 0
1l—m-n
p2 = trpMy = Tn,

onde & sdo as bem conhecidas matrizes de Pauli - ¢ = (0, 0,,0,) — e 7] é um vetor
que localiza o estado na esfera de Bloch. Note que M; e Ms sao projetores:

1+m-d1+m-o

M?2 =

g 2 2
_1E2m -5+ (M- 5)?
- 4
21+ 1m-0)
-y

A situagao acima pode ser representada na figura 2.1. Nela estd representada uma
esfera de Bloch, assim o angulo que posiciona o vetor m, vetor que ‘localiza’ a
medida, na esfera indica como iremos medir o estado.

2.2.3 Estatistica

O problema que queremos tratar é: dadas N-cépias de um estado quantico
(onde assumiremos que o estado (operador densidade) é parametrizado por 6, ou
seja, p — p(0)) p(0), queremos estimar o valor de # da melhor forma possivel,

2M ¢ uma medida POVM, M, sdo seus elementos.
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Figura 2.1: Representacao grafica do exemplo acima.

realizando o menor nimero de medidas étimas no sistema. Para este fim, de-
vemos analisar estatisticamente um conjunto de dados, e veremos que o objeto
matematico principal neste estudo é a Informacao de Fisher, que iremos definir
abaixo (tanto num conceito cldssico quanto quantico).

Como mencionamos anteriormente, a M(Q nao prevé o resultado exato de um
experimento, mas sim a probabilidade de que uma saida de um evento ocorra
(o resultado de uma medida), assim, nesta sec¢do, iremos estudar resumidamente
alguns pontos de estatistica classica e quantica. A pergunta principal que queremos
responder é: quao ‘diferentes’ duas distribuicoes de probabilidade podem ser?

2.2.8.1 FEstatistica Classica

Sejam p e g duas distribuicoes de probabilidade que possuem o mesmo espaco
de saida €, definimos a distancia entre elas como (distancia de Hellinger)[19]:

dir(a:p) = Y (VPe = Vae)* = 2(1 = F(g,p)),

€

onde F'(¢,p) = Y. /PeGec é 0 overlap entre p e q.

Dada uma medida M, se duas distribuicoes de probabilidade sao distantes de
uma quantidade pequena § (ou seja, o quanto duas distribui¢oes de probabilidade
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sao similares), temos®:

d%(p(8, M), p(6 + 6, M)) Z[ (0, M)apdads + O(|0]%), (2.1)
ap

onde (6, M), 3 ¢ um elemento da Matriz Informagao de Fisher |20, 21]:

Dape (6, M)D3p.(6, M)
I(0,M)ag = > ’ iy (2.2)
5 pe(0, M)

Nas equagoes acima, temos que Jy(g) ¢ a derivada com relacdo ao parametro a(f),
2, estd indicando que somaremos sobre as saidas onde p. # 0. No nosso caso,
trabalhamos com estimativas uniparamétricas, portanto:

= p(6, M) (mnpé(: M)) . (2.3)

€Ny

Mais abaixo iremos dar uma interpretacao para a informacao de Fisher.

FEstimadores e Limite de Cramér-Rao

Apés nosso colega experimental efetuar a medida ele (ou ela) obtém dados,
e destes dados ele deseja obter um valor estimado do parametro § com o menor
erro possivel. Isto é feito através da ideia de estimadores, que sao definidos como
sendo a fungao h:0—0c¢ R, € — ée, do espago de saidas, (), para o espago
de parametros, ©*. Ou seja: dada uma saida e de uma medida M., podemos
construir um estimador, 6.5. Este estimador nos d4 um valor, um ntmero real,
para o parametro 6, a partir da saida € que obtivemos da medida M.. O que
desejamos € que esta nossa funcao 0 possua um valor tao proximo quanto possivel

3Note que o resultado é uma expansao em série de Taylor em torno de §, com § tendendo a
0, da expressao para a distancia de Hellinger.

4Isto é: a funcdo 6 leva um resultado do espago de medidas ) para o espaco de parametros
©, levando uma saida de uma medida € para um parametro 9;.

5Observe que a notacao 6 nao significa que 6 é um operador, mas sim um estimador que é
uma funcao. Porém esta é a linguagem utilizada na area de teoria de estimativas. Durante o
texto fica claro quando estamos tratando de estimadores ou de operadores, portanto, a menos
que nao haja nenhuma ambiguidade no texto, iremos manter a mesma notacao para estimadores
e operadores.
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do valor verdadeiro do parametro desconhecido 6.

E claro também que, ao processar os dados, o experimental deseja obter o valor
do estimador mais proximo do valor verdadeiro do parametro, ou seja, quer obter
o estimador com a menor matriz de erro médio quadratico possivel, que é definida
por: V(8,0, M) =Eg(0—60)(0—0)" ouV (6,0, M)ag = 3 tr pMc(fea—ba)(0e5—05),
onde E(x) é o valor esperado da varidvel x, definido da seguinte maneira: dada
uma varidvel randomica® discreta z, com probabilidade p(x), temos

E(x;) = Z Tip(7;),

se a distribuigdo de probabilidades assumir uma densidade de probabilidade f(z)
entao temos

E(z) = / v f(z)dz.

Note que explicitamos que o valor esperado é tomado com relacao ao valor ver-
dadeiro do parametro 6: Eg(é). Em nosso trabalho estudamos estimadores nao
tendenciosos, isto ¢, o valor esperado do estimador é igual ao valor verdadeiro:
Eg[f] = 0. Para estes estimadores temos que V(,60, M) = Covy(6), onde Couvy(6)

¢ a matriz de covariancia do estimador, dada por:

Covg(6)i; = Eg(0:6;) — Eg(6;)Eqg(6;).

Para estimadores nao tendenciosos o limite de Cramér-Rao sempre vale: seja
M um POVM e 6 um estimador nao tendencioso de 6. Neste caso, a variancia do
estimador # é limitada pelo inverso da informacao de Fisher [22]:

V(0,0,M) > 1(6,M)"". (2.4)

Uma propriedade importante é que, dadas N cépias de um sistema e a mesma
medida M, temos [20, 21]:

1(6, M)~

0.0, M) >
V<77 )— N

(2.5)

SVarigvel randémica ou varidvel aleatéria. Podemos enxergi-la como sendo uma varidvel
desconhecida que pode assumir, dentro de um conjunto de valores possiveis, qualquer valor em
qualquer instante de tempo.
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No comego desta se¢ao mostramos as duas otimizacoes que um experimental
deve fazer, recapitulando: (i) qual é a melhor medida a ser feita; (ii) como analisar
os dados a fim de obter um bom estimador. Um resultado interessante que diz
respeito ao segundo item é que o estimador de mdzima verossimilhang¢a (EMV)
atinge o seguinte limite:

Varg(0N) =V (0,0, M) (2.6)

para N — o0 (éN implica no estimador obtido apés N cépias serem analisadas),
ou seja, podemos nos limitar a encontrar a melhor medida a ser feita no sistema
pois um estimador 6timo é dado pelo EMV’. Em nosso trabalho especificamente
nao trabalhamos diretamente com a obten¢ao do melhor estimador, dado o argu-
mento acima sobre o EMV, portanto agora iremos apenas definir o mesmo, sem
nos preocuparmos tanto com detalhes: definimos o EMV da seguinte forma: seja

—_

=Z1,...,=y varidveis randomicas independentes e uniformemente distribuidas com
funcao de probabilidade Pr[= = €] = p.(f). O EMV é definido como:

| N
Opmy = argmat E In pz, (),
i=1
onde argmax é o argumento do maximo, isto é, o conjunto de pontos do argumento
dado para os quais o valor da expressao atinge o valor maximo.

2.2.3.2  FEstatistica Quantica

Se temos dois estados quanticos podemos distingui-los fazendo uma medigao
apropriada em ambos e comparando o resultado do experimento. Ao estudarmos
estatistica classica, na secao anterior, vimos que podemos definir uma distancia en-
tre duas distribuicoes de probabilidade, p. e ¢, através da distancia de Hellinger.
Vimos anteriormente que podemos associar a Informacao de Fisher com a distancia
entre duas distribuicoes de probabilidade. Em mecanica quantica estamos interes-
sados nao em quao diferentes duas distribuicoes de probabilidade sao, mas sim em
quao distantes dois estados sao. Assim, faremos uma andlise analoga para estados
quanticos e definiremos uma ‘distancia’ entre estes, a chamada distancia de Bures
(23, 24, 25], a fim de saber quao ‘distantes’ nossos estados estao. Assim, temos
que:

diy(p. ') = max dj; [p(p, M), p(p', M)] = 2(1 = Flp, p)), (2.7)

70 termo Varg(6) significa a variancia de . A variancia para uma varidvel z ¢ definida como:
2 2
Var(z) = E(z*) — [E(x)]".
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onde

F(p.p') = try/\/pp'V/p, (2.8)

esta tltima expressao é chamada fidelidade quantica 8.

Suponhamos que nosso estado quantico seja parametrizado por #. Assim como
calculamos a distancia de Hellinger na secao anterior, faremos para dois estados
quanticos préximos, assim:

&p(0). p(0 + 6)] =2 (1 ~ Vol + /a0 )

onde assumimos que ¢ é pequeno comparado a 6.

Iremos expandir a distancia de Bures em torno de ¢. Definindo:

8,6) = \/V/p@)p(0 + )/p(0),

e tomando a derivada do quadrado da expressao anterior com relagao a ¢ temos:

(05A(0,0)) A0, 9) + A0, 0) (0,A(0,9)) = V/p(0)9pp(0 + &)/ p(0).  (2.9)

Agora, iremos avaliar a expressao acima em ¢ = 0, e multiplicar pela direita e pela

12 assim?:

A©)p(0) + p(B)A(9)
2

esquerda por p(6)~

= 0pp(0), (2.10)

onde A(0) = 2p(0)Y2(9,A(0, ¢)|p=0)p(8)~/? é chamado derivada logaritmica simétrica
(DLS). Tomando o trago de (2.10), temos para a primeira derivada da distancia
de Bures:

05l [p(0), p(0 + )]lo—0 = —2tr[05 A0, §)]ls—0 = —2tx[Tpp(6)] = 0. (2.11)

Assim, partimos para o segundo termo. Tirando a segunda derivada de A%(6, ¢):

p(0)(05p(0 + 0))\/ p(0) = (05A(0,0))A(0,0) + A0, ¢)(05A(0,6)) +
+2(05A(0,6))(05A(0, ¢)), (2.12)

80 sfmbolo max); significa que iremos fazer uma maximizacio da distancia de Hellinger,
d%p(p, M), p(p', M)], sobre todas as medidas possiveis.
9No nosso caso estamos assumindo que p(6) # 0.
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agora avaliando em ¢ = 0 e tomando o trago, temos:

21r(03 A0, )lgmo] + 5 tr[p(BIAB)] = 0, (213)
{O3A(, ) lymo] =~ H(O) (2.14)

onde
H(0) = tfp(0)A(0)? (215)

é a chamada Informacao de Fisher Quantica (IFQ) 1°. Assim, a distancia de Bures
fica:

dp[p(0),p(0 + ¢)] = ZH(0)¢” + O(|¢]*). (2.17)

Uma propriedade importante da informa(;ao de Fisher quantica ¢é a seguinte: dadas
N cépias de um sistema, e seja H™ () a informacao de Fisher global, assim temos:

HN(0) = NHY(9).
As dedugoes acima valem quando p(f) > 0, porém é possivel demonstrar [16] que
os resultados s@o validos também para o caso geral onde p(f) > 0.

Um resultado importante a respeito da [FQ é o seguinte, chamado de inequac¢ao
de Braunstein-Caves [25]: suponha um estado quantico p parametrizado por 6.
Para qualquer medida M sempre vale:

1(6, M) < H(6), (2.18)

onde I(6, M) e H(A) sao as informacoes de Fisher cldssica e quantica respectiva-
mente. Desta desigualdade segue o limite de Cramér-Rao quantico: seja f um
estimador nao tendencioso de 6, a seguinte desigualdade vale [20, 21] (sob certas
condigoes, que nao iremos detalhar):

V(6,0,M) > H(H)™". (2.19)

1ONote que fizemos a andlise para o caso uniparamétrico, que foi o caso estudado. A deducio
para o caso mais geral, onde varios parametros sao estimados, é a extengao direta da deducao
feita nesta secao, e a Matriz de Informacao de Fisher Quantica fica:

Hap(6) = Rtr[p(0)Aa (O)A5(6)], (2.16)

onde a(/3) diz respeito ao parametro 6,3
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Alguns comentérios a respeito dos resultados acima:

e Note que a IFQ nao depende de uma medida especifica, assim uma medida
otima ¢ aquela que satura a desigualdade de Braunstein-Caves, i.e. que faz
I(0, M) = H(0). Isto nem sempre é possivel, porém para alguns casos sim,
por exemplo em problemas uniparamétricos (o problema que tratamos, que
serd detalhado em um capitulo posterior, é de estimativa uniparamétrica).
Nestes casos, a igualdade é atingida ao fazermos medidas na base onde a
DLS ¢ diagonal, ou seja, os elementos do POVM 6timo serao projetores no
subespaco definido pelos autovetores comuns da DLS;

e Como vimos, esperamos que o estimador de maxima verossimilhanca, para N
cHpias do sistema, possua covariancia igual a matriz de erro médio quadrético.
Assim, o limite de Cramér-Rao fica:

H(6)™
N

Varg(0V) > (2.20)
entao nosso problema de otimizacao se resume em encontrar as medidas 6ti-
mas que maximizam a IFQ, pois assim teremos uma minimizacao da variancia
do estimador com relagao ao valor verdadeiro do parametro.

e Podemos dar a seguinte interpretacao para a informacao de Fisher: ela quan-
tifica quanto uma distribuigao de probabilidade (ou o estado quantico, para a
versao quantica obviamente) é sensivel dado que a alteremos de um pequeno
valor § (por exemplo, observando as equagoes (2.1) e (2.4)). Se alteramos
uma distribuicao de probabilidade de uma quantidade pequena ¢ e ela se dis-
tingue bastante da distribuicao original isto implica em uma informacao de
Fisher maior, e assim pelo limite de Cramér-Rao e pela distancia de Hellinger,
iremos estar nos afastando da distribuicao de probabilidade original.

2.3 Equacao Mestra - Dissipacao em mecanica
Quantica
“Obey your Master!!!l”

Master of Puppets - Metallica
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Ao trabalharmos com sistemas quanticos abertos, estamos pensando em um
sistema principal S (em cujas propriedades estamos interessados), interagindo com
um sistema R, ambiente ou reservatorio térmico, sobre o qual apenas nos interessa
sua influéncia sobre S. De fato, trabalhamos com o seguinte Hamiltoneano

H=Hg+ Hr + Hgp, (2.21)

onde Hg e Hg sao os Hamiltoneanos do sistema e do ambiente (reservatério) e
Hgr é o Hamiltoneano de interacao entre os dois subsistemas. Na andlise deste
problema, desejamos somente informacao do sistema principal, entao iremos es-
crever o operador densidade do sistema completo como x(t) e definir o operador
densidade reduzido do sistema como

o(t) = telx(0)]. (2.22)
A equagao de Schroedinger para x(t) é

) 1
%) = = [H,x(0)] (2.23)
Podemos passar a equagao acima para o quadro de interacao fazendo
() = e%(Hs+HR)tX(t)e—%(Hs+HR)t7 (2.24)

que nos da a seguinte “equagao de Schroedinger”(no quadro de interacao):

£(0) = = [Hsa(t), X(0). (2.25)

Podemos integrar formalmente a equacao acima, resultando em

W) = xO0)+ 5 [ (Fonlt). 50t (2.26)

substituindo para x(¢) em (2.25) temos

(0 = om0, 30 - ;[ [Hsn ), (Hsnl) Ot @220

Esta equacao é exata. Agora iremos fazer algumas aproximacgoes para que pos-
samos resolver a integral em (2.27), chegando assim na equagao diferencial que
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desejamos.

2.3.1 Aproximacao de Born e aproximacao Markoviana

Assumindo que a interacgao foi “ligada” em t = 0 e que antes disso o sistema
e o ambiente nao interagiram teremos:

x(0) = p(0) ® Ry, (2.28)
onde Ry é o operador densidade inicial do reservatorio. Definindo
p(t) = tr X ()] = =15 p(t)e = Hst (2.29)

temos a seguinte equacao mestra

t

p= 3 | el lfsn(t) st KO} (2.30)

onde fizemos
tI‘R[HSRRo] = 0.

Assim que nosso sistema for “ligado”, i.e. t > 0, ele ird se correlacionar com
o reservatorio. Assumimos que o acoplamento entre sistema e reservatoério é fraco
e também que o reservatorio é muito grande em comparagao ao sistema, portanto
fica praticamente inalterado. Porém, o sistema sera drasticamente alterado pelo
reservatorio (queremos um sistema amortecido). Entao escrevemos

X(t) = p(t)Ro + O(Hgr). (2.31)

Com a justificativa acima fazemos a chamada aproximacao de Born, que con-
siste em dizer que o reservatério desacopla do sistema para todo o tempo ¢t. Assim
escrevemos (2.30) como

t

= (s (0), (st 50 Rol (2.32)

A equagao (2.32) ainda é motivo de discussdo na comunidade, pois a idéia da
dinamica nao-unitaria da equagao mestra é a de que as correlagoes entre sistema
e reservatério anulassem as correlagoes quanticas do sistema. Mas o sistema é
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desacoplado do reservatorio para todo o tempo, o que soa no minimo estranho. O
grande sucesso entre teoria e experimento dé crédito ao resultado acima obtido.

A equagdo (2.32) é nao-Markoviana, ja que a evolucdo futura depende da
evolucao passada. A aproximacao Markoviana simplifica o cédlculo da integral
acima e é justificada pelo fato do reservatério ser muito grande (em comparagao
ao sistema) e mantido em equilibrio térmico, assim ele nao ird guardar por muito
tempo informagoes relativas ao sistema, ou seja, assumindo que as correlacoes tem-
porais do reservatorio decairem muito mais rapido que as correlagoes do sistema.
Assumindo este fato podemos escrever

t

= =3 [ nllsn(0). st 50 Rllyr (233

Vale ressaltar que existem modelos exatos (por exemplo [26]) modelando a dinamica
entre sistema e reservatorio e os resultados sao similares aos obtidos pela equacao
mestra.

A partir da equagao (2.33) temos que fazer um modelo especifico para nosso
sistema global a fim de resolver a integral. Sejam os seguintes Hamiltoneanos
(partes de (2.21)):

Hs = hwa'a, (2.34)

HR = Zhwjrjrj, (235)
J

Hsp = Z FL(F&;CZT; + rja’r;) = h(al't +a'T), (2.36)

J

Os Hamiltoneanos acima descrevem um oscilador harmonico (sistema S) com fre-
quéncia wy e operadores de aniquilacdo/criagao, a/a’ respectivamente. O reser-
vatério (R) é modelado como sendo infinitos osciladores harmonicos (r; e TJT) de
frequéncia w;. A interacao entre S e R ¢ feita através da constante k;; além de
linear a interacao é tomada na aproximacao de onda-girante.

A equagao mestra (2.33), tomando o cuidado de estudar as correlagoes entre
os modos do reservatério (certificando que estes decaem muito mais rapidamente
que as correlagdes do sistema), toma a seguinte forma (ap6s ser feito o trago sob o
reservatério e tomado o limite de continuo de frequéncias do reservatério):

p = a(apa’ —a'ap) + Blapa’ + a'pa — a'ap — paa’) + H.C., (2.37)
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onde a e 3 sao coeficientes que dependem de parametros do reservatoério, como a
temperatura 1"

t 00
a = /odT/o dwe™ @707 6(W) |k (w) |
t [e§)
f = / dr / due™ =07 g (00) () 27w, T),

onde 7(w,T) essencialmente reflete a temperatura do reservatério, g(w) e k(w)
sao a densidade de estados e o acoplamento entre S e R no limite de frequéncias
continuo, respectivamente.

A equagao mestra para o oscilador harmoénico amortecido (2.37), na represen-
tacao de Schroedinger fica da seguinte forma:

p = —iwglata, p] + %(ﬁ +1)(2apa’ — a'ap — pa'a)
—i—%ﬁ(Qana —aa'p — paal), (2.38)

onde v = 2mg(wo)|r(wo)|? = 2rCw] (onde a C' é uma constante e j é um inteiro
positivo!l) e

ef~w0/kBT

ﬁ = ﬁ(wo, T) = —1 — e—~wO/kBT7

i. e., v é o acoplamento do reservatorio com o oscilador principal e n diz respeito
a temperatura 1" do reservatorio.

Uma interpretagao fisica da equagao (2.38) fica clara quando estudamos a
probabilidade p,, = (n|p|n) do oscilador estar no n-ésimo estado de energia:

=70+ 1) (n+ 1)ppr1 —y(@+ 1)np, + y0np,—1 — y(n + 1)p,. (2.39)

A equacao acima descreve a taxa de transicoes entre os estados n+ 1, n — 1 e
n do oscilador harmonico amortecido. Respectivamente temos que os coeficientes
representam a taxa com a qual o estado faz as seguintes transicoes:

e n + 1 e decair para o estado n;

Usamos esta expressio: v = 2mg(wo)|k(wo)|? = 2rCw! como um modelo de acoplamento
entre o sistema e reservatério no limite de continuo, tal que as correlagoes entre os modos do
reservatorio se anulem muito mais rapidamente que as correlagoes entre o sistema e o reservatorio.
Por exemplo, para o nosso caso, j = 3 ja nos dd uma boa aproximagao.
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e n e decair para o estado n — 1;
e n — 1 e excitar para o estado n e

e 1 e excitar para o estado n + 1.

Em nossos trabalhos estudamos basicamente a equagao mestra acima (2.38),
sob o ponto de vista de sistemas de varidveis continuas.

2.4 Variaveis continuas

Um sistema quantico de variaveis continuas de n-modos é definido como sendo
descrito pelo espaco de Hilbert

H =) Hs (2.40)
k=1

onde os espacos de Hilbert H;, sao de dimensao infinita. Como exemplo podemos
citar o Hamiltoneano que descreve uma cole¢ao de n osciladores harménicos (ou
seja, os modos do campo em questao)

n
. o 1
H=>" hw, (a;ak + 5) , (2.41)
k=1
onde os operadores &J,L e ay (ag|0), = 0) sdo os operadores de criac¢ao e aniquilagao,
respectivamente. Estes operadores respeitam as seguintes relacoes de comutagao:
[ar, 4] = O, [ak,al,] = [ag, aw] = 0. (2.42)

Usaremos unidades tais que h = 1.

As quadraturas do campo para cada modo serao

G = ay, + aj
o= BT
V2
~ ot
. ar — a
P o= ——=t (2.43)

V2

Podemos agrupar os operadores acima em um vetor, a fim de colocar as relagoes
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de comutacao de uma forma que fique mais clara sua conexao com grupos sim-
pléticos'?. Definindo

A

R = (thﬁl,Q%ﬁ%---,quﬁn)T (244)

podemos escrever a relacao de comutagao posi¢ao/momento da seguinte forma:
[Ry, B = 10, (2.45)

onde () é a forma simplética
T 0 1
0= = ) 2.46

Os auto-vetores do operador aniquilacao constituem o conjunto dos estados
coerentes, muito importante em déptica quantica, informacao quantica, etc. Os
estados coerentes possuem varias caracteristicas distintas, por exemplo o conjunto
de todos os estados coerentes é ‘super-completo’ no seu espaco de Hilbert, no
sentido que — irei omitir o sub-indice k, supondo sempre sistemas de VC de 1

. ~ ~ . . / . _lOél_OC|2
modo — dois estados coerentes nao sao ortogonais, i.e. (d/|a) = e , mas
apesar disso o conjunto dos estados coerentes forma uma relacao de completeza:

1= /d2a|a>(a| (2.47)

onde |o) é o estado coerente ala) = ala) = D(a)|0), onde D(a) é o operador
deslocamento
D(a)) = e®@'—"a, (2.48)

Isto é, se um estado quantico, evoluindo como um oscilador harmonico, esta no
estado coerente |a), existe uma probabilidade nao-nula dele estar no estado |o/);
também, por haver uma relacao de completeza, podemos escrever qualquer estado
coerente como uma soma (uma integral no caso) de estados coerentes. Assim
podemos decompor numa forma diagonal qualquer estado.

Em termos dos estados de Fock (que expandem o espago de Hilbert no caso
do oscilador harmonico, Hy = span{|ny)}) os estados coerentes podem ser escritos

12Um grupo simplético de 2n entradas reais por exemplo, Sp(2n,R), é o grupo de matrizes
simpléticas (ou seja, as matrizes M sdo tais que: MTQM = e determinante igual a 1) 2n
por 2n com entradas em R, que possui a operacao de multiplicacdo de matrizes. A algebra que
satisfaz este grupo é o conjunto de matrizes A, de entradas reais, que satisfaz: QA+ ATQ = 0.
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como A
1.2 > o
ja) = e 21"y " —Jj). (2.49)
|
21
Para muitos modos podemos escrever o operador deslocamento como
D, = &9 (2.50)

onde RT é a transposta de R, (2.44). Assim temos |e) = D,|0) onde € € R*".

Um estado quantico de um sistema de dimensao infinita também pode ser
totalmente descrito pela sua funcao caracteristica:

A

xs(€) = el 2 tr(pD,), (2.51)

| - ||* é a norma em R*". O vetor € pertence a um espaco 2n-dimensional, que é
chamado espaco de fase, em analogia com a dinamica Hamiltoneana classica.

Se fizermos uma transformada de Fourier na funcao caracteristica, a rela-
cionamos as chamadas distribuicoes de quasi-probabilidade Wi(e€), que também
descrevem totalmente os estados quanticos. As distribuigoes sao chamadas de
quasi-probabilidade por poderem apresentar partes negativas — uma “assinatura
quantica” como iremos comentar mais a frente neste trabalho. Mais precisamente

escrevennos 1

T2

Wi(e) = /R2 s (K)e™ d® k. (2.52)

Neste trabalho iremos concentrar as atengoes na chamada func¢do de Wigner,
que é definida como Wy(e). Em termos de |x) a fun¢ao de Wigner pode ser escrita

como .
W(z,p) = — / (x — 2'|p|lx + ') Pd . (2.53)

7TT'L
2.4.1 Estados Gaussianos

Por definicao, estados Gaussianos sao os estados que possuem funcgoes carac-
teristicas e fungoes de quasi-probabilidade Gaussianas. Uma caracteristica impor-
tante dos estados Gaussianos é que eles se mantém Gaussianos sob uma evolugao
(i.e., um Hamiltoneano) no maximo quadrética nos operadores posi¢do e momento
(ou criac@o e aniquilagao).
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Um estado Gaussiano é completamente caracterizado pelos primeiros e se-
gundos momentos estatisticos das quadraturas do campo, ou seja, pelo vetor de
primeiros momentos R = <<R1>, (Ra), ..., (Rn>> e pela matriz de covariancia

(MC) o, cujos elementos sao:
(R;R; + RjR;) — (R)(R;). (2.54)

Os primeiros momentos podem ser ajustados arbitrariamente por operagoes locais
unitarias. Tais operagoes deixam invariantes propriedades fisicas importantes —
como entropia e emaranhamento — assim iremos fazer R = 0.

A funcao de Wigner de um estado Gaussiano pode ser escrita como

W(R) = ﬂ (2.55)
m/deto '

onde R = (q1,p1,- -, Qn,Dn)-

Uma descricao completa de um estado Gaussiano pode ser feita estudando
as propriedades da MC ¢. No formalismo de mecanica estatistica, os elementos
da MC sao as funcoes de correlacao de 2-pontos entre as 2n varidveis canonica-
mente conjugadas. Note também que se multiplicarmos as entradas da matriz de
covariancia por hwyg, vemos que os termos da diagonal podem ser expressos como
energia, de modo que tro se relaciona com a energia média do estado.

Por exemplo, a MC de um estado Gaussiano de 1-modo (que é o estado que
trabalhamos até o momento) é:

@) Map+pa)
"‘(%<xp+px> ) ) (2:56)

onde fizemos () = (p) = 0. J4 a MC de um estado comprimido de 2-modos (que
possui emaranhamento) com fator de compressao r pode ser escrita como:

cosh 2r 0 sinh 2r 0
0 cosh 2r 0 —sinh 2r
= ) 2.
o sinh 2r 0 cosh 2r 0 (2.57)

0 — sinh 2r 0 cosh 2r
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Uma propriedade importante das MC’s é a decomposicao de um estado Gaus-
siano em modos normais. Uma MC pode sempre ser escrita na forma de Williamson

o=5"S, (2.58)

onde S € Sp(2n,R) e v é a MC
= é v 03 (2.59)
0 Vi

Note que a MC pode ser vista como uma matriz formada por varias matrizes
de ordem 2 x 2. Analisando desta forma, cada matriz que compoe a diagonal
principal é a MC local do modo k. Ja as matrizes fora da diagonal representam as
correlagoes (quanticas e cldssicas) entre os modos, isto é (exemplo em 2-modos):

01 €12
o= < T : (2.60)
812 0-2
onde oy e 03 sao as MCs de cada modo e ¢;; as correlacoes entre os modos.

Para que uma matriz de covariancia corresponda a um sistema fisico ela tem
que satisfazer alguns vinculos, pois nela estao contidas todas as informagoes (lo-
calmente invariantes) do sistema — tal como um operador densidade p tem que
satisfazer algumas propriedades para corresponder a um sistema fisico. Estes vin-
culos, juntamente com as relagdes de comutagao entre os operadores z e p (ou a e
a’) implicam em

o +iQ > 0. (2.61)

A relacao acima deve ser satisfeita para qualquer estado de varidveis continuas
(Gaussiano ou ndo-Gaussiano) de modo a representar um estado fisico; ela também
implica em o > 0. A desigualdade (2.61) '? ¢ a forma mais completa do principio
de incerteza para os operadores canonicamente conjugados (forma de Robertson-
Schroedinger [27]).

13A inequacdo (2.61) diz respeito aos auto-valores da matriz o + i), ou seja, os auto-valores
de o + i) devem ser positivos.
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2.4.2 Informacgao codificada em um estado Gaussiano

Parafraseando Adesso e Illuminati [18, 28]: “O grau de informagao contido
num estado quantico corresponde a quantidade de conhecimento que possuimos a
priori de predizer a saida de qualquer teste feito no estado”.

Uma medida da quantidade de informacao é a pureza do estado p, definida
por:
p(p) = trp”. (2.62)

Temos que ;1 = 1 quando o estado é puro e p < 1 para estados mistos.

Podemos também medir a quantidade de “desinformacao”, ou a quantidade de
mistura que o sistema possui, ou seja a Entropia. Existem varias definicoes de
entropia, cada qual com seus defeitos/qualidades. Aqui iremos definir a entropia
linear:

Se(p) =1—ulp) =1 —trp”, (2.63)

e a entropia de von Neumann:
Sy(p) = —trplnp. (2.64)

Podemos também definir entropias relativas para um sistema composto de subsis-
temas, mas como trabalhamos com sistemas de 1-modo, iremos apenas citar uma,
a chamada informacao mutua:

I(p) = Sv(p1) + Sv(p2) — Sv(p), (2.65)

onde p; corresponde ao sistema ¢ e p ao sistema global.

Para estados Gaussianos as quantidades acima se reduzem a um estudo da
MC o. Temos que a pureza é:

wp) = (2.66)

Sv(p) = Z f(wi) (2.67)
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) = (m + %) In (a: + %) _ (x _ %) In <x _ %) (2.68)

e v; é o espectro simplético (forma de Williamson) da MC. Por completeza, irei

onde

citar também a forma da informacao mitua para um estado Gaussiano de 2-modos:

I(pag) = Sv(pa) + Sv(ps) — Sv(pas)- (2.69)

Note que, ao trabalharmos com estados Gaussianos, nao héa distin¢ao entre
estudarmos o estado do sistema, p, ou a matriz de covariancia, . Assim, as
equagoes acima podem ser usadas da mesma forma para a MC, por exemplo a
informagao mutua para um estado Gaussiano de 2-modos:

I((TAB) = Sv(O'A) + Sv(UB) - SV(O_AB)a (270)

onde o4 é a MC global e 04(p) ¢ a MC do modo A (B).



CAPiTULO 3

Estimativa do Parametro de
Dissipacao de um Canal Bosonico

Durante nosso estagio sanduiche feito na Universita degli Studi di Salerno,
Itélia, estudamos a Teoria de Estimativas Quanticas. Com esta teoria em maos,
abordamos o problema da estimativa do parametro de perda (dissipagao) de um
canal bosonico [11].

Suponha um fisico experimental que possua duas estagoes de trabalho sepa-
radas e conectadas por um canal. Nosso colega pode transmitir estados quanticos
(estados coerentes, estados comprimidos, estados de numero, etc.) neste canal,
por exemplo com o proposito de implementar um tipo de comunicagao. O sinal
de entrada em geral sera alterado pelo canal. O problema é determinar quan-
titativamente qual tipo de ruido afeta o sinal. O que desejamos obter é qual o
estado de teste 6timo que deve ser enviado pelo canal, e qual a medida 6tima na
saida precisa ser realizada a fim de estimar o parametro de perda com a maxima
precisao possivel. No trabalho [29] os autores solucionaram o problema utilizando
estados Gaussianos, mais faceis de produzir e manusear por exemplo utilizando 6p-
tica linear, porém a medida 6tima encontrada pelos autores envolve medidas nao
Gaussianas, como contagem de fotons, o que dificulta sua realizagao. Outro de-
talhe é que ao utilizarmos estados Gaussianos a otimizagao é sub-6tima, atingindo
o limite de maxima precisdo somente em casos limites (que iremos mencionar no
decorrer deste capitulo).

Neste capitulo iremos estudar a estimagao do parametro de perda utilizando
estados nao-Gaussianos. Mostraremos claramente que para qualquer regiao de
energia dos estados de entrada existe sempre um estado nao-Gaussiano que melhora
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a estimativa do parametro comparado com os estados Gaussianos.
3.1 Canais Bosonicos e Estimativas Quanticas

No capitulo 2 estudamos resumidamente os principais pontos da TEQ. Vi-
mos que podemos utilizd-la para estudar um parametro desconhecido do sistema.
Neste capitulo iremos utilizar as ferramentas desta teoria (derivada logaritmica
simétrica, informacao de Fisher quantica, limite de Cramér-Rao, etc) para estudar
um parametro desconhecido relativo ao acoplamento entre sistema e reservatoério.
Faremos isso através de um ‘truque’ matematico, onde iremos reparametrizar,
essencialmente, o tempo e com a equacao mestra iremos poder calcular os objetos
matematicos necessarios para investigar um problema de estimativas quanticas.
Esta parametrizacao sera detalhada abaixo.

Vamos considerar aqui um canal bosonico descrito pela equacao mestra dp/dt =
(7v/2)L[alp, onde:
L[a)p = 2apa’ — a'ap — pa'a, (3.1)

e a é o operador aniquilagao no espaco de Fock. Nosso objetivo é estudar a esti-
mativa 6tima do parametro de perda v, mas para isto iremos fazer uma repara-
metrizacao, de fato para obtermos expressoes simplificadas para nossos calculos.
Estimar o parametro v é equivalente a estudar o parametro ¢ € (0,7/2) definido
por

tan® ¢ = exp(yt) — 1. (3.2)

Em termos de ¢ a equagao mestra fica da seguinte forma:

j—g = tan ¢L[a]p, (3.3)
cuja solucao geral é da forma [30]:
= (sin® )"
po= 30 O (o gyetaan (el cos ), (3.0

n=0

Recapitulando alguns elementos de TEQ), vistos no capitulo 2, porém no con-
texto que queremos aplicar neste problema. A estimacao étima de ¢ é atingida
assintoticamente ao enviarmos N copias independentes e identicamente distribui-
das do estado de teste 6timo py no canal e realizando em cada cépia a medida
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6tima no sinal de saida ps;. A finalidade disto é construir o estimador qAb que ira
inferir o valor verdadeiro de ¢ com minima variancia possivel. Para qualquer en-
trada pg, a medida 6tima no estado de saida pode ser determinada em termos da
derivada logaritmica simétrica (DLS) A(¢) definida implicitamente como o opera-
dor Hermitiano que satisfaz:

dpg/dp = (1/2)[psA(¢) + A(D)pg]- (3.5)

Usando a decomposicdo espectral p, = Y, pr|tr)(¥r|, a DLS pode ser escrita
COmo:

1
Gsps = 5 lpsho + Nopy)
T
Ospo = 5 an\wmwnmwA¢anlwn><wn|]
. -
Dops = 5 an\wnanmwmxwm!+an\wm><wm|A¢!wn><wnr],

trocando m por m e n por m no ultimo termo (pois sdo apenas indices mudos,
podemos trocar os nomes), temos:

1
a¢p¢> = §Z<pn+pm)|wn><d}n|A¢>|wm><wm‘

Temos também que:

Dsps = Y 1) (nlDpp|tm) (ml.
Assim, podemos escrever a equagao (3.5) como:

S 650} il ool Wl = 5 30+ P il olti) il

n,m

Das equagoes acima podemos tirar a seguinte expressao:

_ 20nlOspelim)
(UalAgltp) = = ele bl (3




3.1 Canais Bosonicos e Estimativas Quanticas 32

sabemos também que [31, 32] um operador X, em sua forma matricial, pode ser
escrito como

X =) la")a"|X]a") (]

assim podemos escrever a equagao (3.6) como:

(V] 0ppo|thm)
22 ot p |[Un) (Yl (3.7)

Esta tltima expressao é a que utilizamos para o calculo da DLS.

As medidas descritas como sendo projetores na base onde a DLS é diagonal
saturam o limite de Cramér-Rao:

Var ¢ 3.8
onde a informacao de Fisher quantica (IFQ) H(¢) é definida como:
H(9) = trlpsh3). (39)

Nosso problema entao se resume em determinarmos o estado de entrada étimo com
uma dada energia média finita, n, tal que a IFQ do estado final seja méxima.

O limite maximo de precisao atingivel por um estado quantico é calculado
supondo que podemos acessar os graus de liberdade do reservatério (i.e. dos
infinitos osciladores internos do canal). Claro que esta suposi¢ao é ideal, mas o
limite é atingivel como iremos mostrar. Neste caso temos que o limite de Cramér-

Rao fica:
Varg|d] > —.
oldl 2 =%
Isto significa que uma estimativa étima necessita de estados de entrada que nos

(3.10)

dao na saida uma IFQ exatamente igual a 4n, para cada uma das N copias. Se
os estados de entrada sao limitados a classe de estados Gaussianos de 1-modo, a
estimativa nunca é 6tima: o limite maximo s6 ¢é atingido assintoticamente para
¢ tendendo a 0 ou 7/2, enquanto a IFQ para o melhor estado Gaussiano pode
chegar a apenas ~ 2n para perdas intermedidrias!. Neste trabalho mostramos que
estados nao-Gaussianos, no caso estados de Fock, e superposi¢oes dos primeiros
destes estados sao de fato 6timos para a estimativa do parametro de perda em

'Note que ¢ = 0 implica em v = 0 e ¢ = /2 implica em v — oco.
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canais bosonicos com a precisao maxima permitida pela mecanica quantica.
3.2 Estados de Fock

Consideremos primeiramente, como estados de entrada, estados de Fock py =
|n)(n|, onde n = n. O estado evoluido é dado por, de acordo com (3.4):

n

po = S (0"} ) cos? )~ o~ . (3.11)

k=0

A DLS para este caso é:

A(¢) = tand > (gi/ far)|k) (], (3.12)
k=0
onde
9 =2 [fo—r—1(k+ 1)(1 = Opp) — fu-rk] e fo= <Z) (sin® ¢)*(cos® ¢)"* (3.13)

. A informacao de Fisher quantica é:

H(¢) =tan’ ¢y (g7/for) = 40. (3.14)

Vemos pela equacgao (3.14) que os estados de Fock nos dao a estimativa dtima e
incondicional do parametro de perda independente do valor verdadeiro do mesmo.
Assim, um esquema de medidas adaptativas se torna desnecessdrio neste caso?

(diferentemente do caso Gaussiano).

Ainda neste caso, mostramos que as medidas 6timas que devem ser realizadas
em cada copia, e assim projetando no auto-espaco de A, para obtermos a saturacao
do limite de Cramér-Rao, podem ser implementadas somente por contagem de
fotons. Dado o grande controle experimental atingido nas técnicas de medidas
por contagem de fétons [5] e a alta fidelidade de se produzir estados de Fock

2Medidas adaptativas sdo aquelas em que nio possuimos todas as N cépias de uma sé vez
para medirmos, mas uma copia de cada vez. Assim, é possivel utilizar a medida feita na cépia
anterior, por exemplo a cépia k — 1, para escolher qual medida deve ser realizada na préxima
copia, k.
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de, por exemplo, n < 10 fétons [33] (em experimentos com campos Gpticos ou

Y
deterministicamente em cavidades de microondas), escolhendo 7 = 2 como uma
energia ideal para trabalharmos, nossos resultados fornecem o caminho para a
verificacao experimental da TEQ e as medidas da DLS para inferir o valor do

parametro de perda de canais de dissipagao.

Pode-se argumentar que, na prética, estados Gaussianos (estados coerentes ou
estados comprimidos) sd@o mais simples de se produzir e manipular que estados de
Fock, porém aqui mostramos que o resultado para estados coerentes estd muito
distante do resultado 6timo. Abaixo mostraremos figuras contendo os resultados
para os estados de Fock em comparacao com estados de superposicao dos mesmos,
estados coerentes e estados Gaussianos comprimidos.

Como exemplo, no regime de perdas pequenas ou médias (¢ < 7/4), corres-
pondendo como modelo para canais de fibras opticas, a precisao atingida por um
estado de Fock de 2 fotons, ou seja n = 2, pode ser atingida por um campo coe-
rente com energia muito maior (n = 26 para ¢ = 7/16 e n = 105 para ¢ = 7/32),
um aumento em energia que pode nao ser bem vindo em termos de otimizagao,
devido ao fato de uma entrada com energia muito alta pode danificar o canal.

De fato, para a implementacao experimental da estimativa do canal, é dese-
javel que as entradas possuam baixa energia para que o mesmo nao seja alterado,
a fim de permitir que possamos introduzir repetidamente os estados de saida. As-
sim, como os estados de Fock nao atingem energias inferiores a 1, e também sé
possuem energias discretas, vamos nas proximas secoes identificar classes de esta-
dos nao-Gaussianos que podem atingir o limite méaximo de precisao na estimativa
do parametro de perda para qualquer valor de energia, especialmente no regime
0<n< 1.

3.3 Estados tipo ‘qubit’

O candidato mais simples como estado inicial no regime de baixas energias é
a superposicao do estado de vacuo |0) e o estado de 1-féton |1):

po = 1w6”) (") (3.15)

onde |¢(()1) ) = cos0|0) + ¥ sinf|1). O nimero médio de fétons neste caso é dado
por: i = sin? 6.
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O estado evoluido, calculado a partir de (3.4), é:

ps = co|0)(0] + c1|1){0] + 1 [0) (1] + 2| 1) (1], (3.16)
onde
co = 1—sin*fcos? ¢
e = €¥sinfcosfcos o
¢y = sin?6cos® o.

Diagonalizando o estado acima e calculando a DLS:

L
Ay =2tang Y " [Ug) (i (3.17)

onde pe g variamdela2e

lco — Nif” e (co— Ap)(co — Ag)*
L = 2 E ;i — (A A
Pa A\ Nqu ( p q) N_N, ’

) p-'q

Nj = \/‘01’2_'_(00_)\]')27
1 L2 .4
A = 5(1—\/1—8111 2¢ sin 6’),
1 ‘2 .4
Ay = 5(1—1-\/1—3111 2¢ sin 0),

) = 5 [eil0) + (o = A
i) = - [eil0) + (eo = M)

Calculando a TFQ (H(¢) = tr[psAj]) temos o seguinte resultado (independente

de p):
HW(¢) = 4n[1 — (1 — @) cos® ¢]. (3.18)

Note que (figuras 3.1 e 3.2) os exemplos simples acima — estados de Fock e estados
tipo qubit — nos dao um aumento consideravel sobre a melhor estimativa feita com
estados Gaussianos para parametro de perda (dissipagao) com valor intermediério,
porém nos regimes de dissipacao pequena e baixa energia os estados Gaussianos
(que neste limite sdo simples estados comprimidos [29]) ainda sdo estados de teste
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melhores.

Nas figuras abaixo mostramos os resultados para todos os estados que estu-
damos, incluindo estados tipo qutrit e ququart que serao tratados nas préximas
secoes.

3.4 Estados tipo ‘qutrit’

Nesta secao consideramos superposicoes do vacuo e dos dois primeiros estados
de Fock, assim nosso estado inicial é:

po = [ (W), (3.19)

onde
1987 = cos a|0) 4 ¢ sin asin B|1) + ¢ sin v cos 3]2). (3.20)

Note que a pode ser fixado como funcao de 3 e n,

- 2n
Q= arcsin W .

O calculo da DLS envolve a diagonalizagao de uma matriz 3 x 3, i.e. o estado
final. A IFQ deve ser otimizada (maximizada), para um dado 7, para as fases u
e v e também para o parametro 3 (este ultimo parametro varia de § = 0, que
corresponde a uma superposigao de |0) e |2), até 5 = 7/2, que corresponde a uma
superposi¢ao do tipo qubit, |0) e |1), tratado na segao anterior).

A maximizagao para as fases nos dd p = v = w. O valor étimo de § pode ser
encontrado numericamente para cada valor de n e ¢, ver figura 3.3. A IFQ para
este caso é mostrada nas figuras 3.1 e 3.2, onde o cdlculo foi feito numericamente.
O estado tipo qutrit nos da resultados melhores que o estado tipo qubit, como era
esperado, e também obtemos uma melhora sobre os estados Gaussianos 6timos,
para a mesma energia, para todo o intervalo dos parametros, ou seja para qualquer
valor do parametro de perda.

No limite de estados com energia tendendo a zero, n — 0, o estado 6timo
Gaussiano é o estado de vécuo comprimido, cuja IFQ é H@(¢) = 4n[l + 2%]/[1 +
22(1 + 1) + 2% (onde z = tan®¢), enquanto o estado 6timo de qutrit é uma
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Figura 3.1: Informagao de Fisher Quantica H(¢) versus o parametro de perda ¢ para
diferentes valores da energia de entrada n. Linha sélida preta: estados 6timos
Gaussianos [29]; linha tracejada azul: estados de Fock |n); linha pontilhada

roxa: estados tipo-qubit ]1/1(()1)>; linha ponto-trago laranja: estado 6timo de
qutrit ]1/1(()2)>; linha ponto-ponto-traco verde: estados 6timos tipo-ququart

B5).
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Figura 3.2: Informagao de Fisher Quantica H(¢) versus a energia de entrada dos es-
tados iniciais n para diferentes valores do parametro de perda ¢. Linha

sélida preta: estados étimos Gaussianos [29]; linha pontilhada roxa: estados
tipo-qubit |¢((]1)>; linha ponto-traco laranja: estado 6timo de qutrit w[(f) )

linha ponto-ponto-traco verde: estados étimos tipo-ququart |¢(()3)). A linha
pontilhada fina mostra o limite quantico maximo, H (¢) = 4n.

superposigao de |0) e |2) (8 = 0) com IFQ:
HP(¢) =4n[l + 22)/[1 + 2(2 — a + 2] > H Y (¢). (3.21)

No limite 7 — 1, o valor de [ tende a 7/2, @ — 7/2 e o estado de qutrit converge
para o estado de Fock |1).

3.5 Relacao com estados de-Gaussificados

Uma pergunta que gostariamos de esclarecer é se este estado pode ser inter-
pretado como um truncamento de dimensao finita de um estado nao-Gaussiano
mais geral, de dimensao infinita, e qual seria este estado. Para isto, consideramos
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Figura 3.3: Superficie hachurada: ver explicacao no texto na se¢ao ‘Relagao com estados
de-Gaussificados’ para um estado truncado de photon subtracted. Linhas
pontilhadas: valores de 8 étimos como funcao de 7, correspondendo ao valor

maximo da IFQ entre todos os estados tipo qutrit, para diferentes valores
T w 3n w® bm 3m T«

de ¢ (de baixo para cima ¢ = {5, 5, 16> 1> 16> 8 5)-

um estado nao-Gaussiano de photon subtracted:
ot = N'aD(n)S(r)|0)(0]S"(r) D' (n)a', (3.22)

onde n ¢ o deslocamento do campo e r é a compressao do mesmo. FEstudamos
a projecao deste estado no subespaco gerado pelo vacuo e pelos dois primeiros
estados de Fock. Esta escolha é devida ao fato de que as estratégias de adicao ou
subtracao de fétons estao entre as ferramentas mais promissoras para a producao
de fontes dépticas ndo-Gaussianas [34, 35].

O truncamento de estados do tipo pi¢ é dado por:
") = c0[0) + ea]1) + cal2) (3.23)

, onde os coeficientes ¢; = k;/(k% + k? + k3)Y/2, com ko = n(tanhr + 1), k; =
k2 —tanhr, ky = 271/2k(k2 — 3tanhr). Os coeficientes k; sdo fungdes do médulo
do deslocamento 1 e a amplitude da compressao r (a fase relativa & compressao
pode ser feita igual a 0 para maximizar a IFQ). O que encontramos foi que o

estado puro p(() "9 e p (nGr) =[G ()G | sempre possuem uma alta fidelidade,
r.e. F = Tr[p(() )p(()nGtr)] > 92%. Ao adicionarmos alguns poucos termos na

superposicao a fidelidade rapidamente aumenta para 99%.

O numero médio de fétons 7 é uma funcao nao-linear de n e r. Entao, a
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fim de visualizar a maximizacao de H sobre estes dois parametros, para um valor
fixo de 7, nés variamos 1 e r no espago real (pois sao parametros reais) e mos-
tramos na drea hachurada na figura 3.3 os valores atingiveis de 3 (caracterizando
a parametrizacao original dos estados de qutrit para uma energia fixa) versus os
valores de n que sao gerados pela variacao dos parametros. Ou seja, um estado do
tipo (3.23) pode possuir parametros que atingem algum ponto da regiao hachu-
rada na figura 3.3. Encontramos que existem combinacoes de 7 e r para o estado
photon subtracted truncado tais que o angulo # pode assumir praticamente todos
os valores no intervalo [0,7/2] para cada n € [0,1]. A superposi¢ao da regiao
hachurada com as curvas de 8 em funcao de n nos da o valor maximo da Infor-
macao de Fisher Quantica sobre todos os estados de qutrit, para diferentes valores
de ¢. Isto é, a area hachurada da figura 3.3 nos da os valores atingiveis no espaco
dos coeficientes 3 e n dos estados de qutrit, como fungao dos parametros n e r
associados ao truncamento dos estados photon subtracted truncados?.

Excluindo-se uma pequena regiao de baixas energias e dissipacao extrema-
mente alta (em que praticamente todos os estados, como estados nao-Gaussianos
truncados, estados de qubit, qutrit, etc. nos dao praticamente o mesmo resultado,
préximo ao limite de precisdo no nosso problema de estimativa), sempre existem
valores de 7 e r tais que o estado de photon subtracted truncado reproduz exa-
tamente o estado de qutrit étimo (pictoricamente, as linhas pontilhadas existem
justamente na regiao hachurada da figura 3.3). Por outro lado, esta conclusao nao
se aplica quando estudamos o truncamento de estados Gaussianos até o estado de
12) (i.e. paur = b1|0) + ba|1) + b3]2), onde b; sao coeficientes definidos da mesma
forma que os k; para os estados truncados photon subtracted). Estes nao sao 6ti-
mos entre entre os estados de qutrit para varios valores de energias e parametros de
dissipacgao, porém, devido ao fato de serem essencialmente nao-Gaussianos, estes
estados nos dao resultados melhores para o problema em questao que os estados
Gaussianos originais.

Este ultimo fato, dos estados Gaussianos truncados melhorarem a otimizacao
da TFQ em comparacao com os estados Gaussianos originais, mostra claramente
que uma estratégia de ‘de-Gaussificacao’, seja implementada por meio de trun-
camento, subtracao de fotons, ou ambos, geralmente nos da resultados melhores
no problema de estimativas do parametro de perda num canal bosonico. E ra-
zoavel conjecturar que existem familias de estados nao-Gaussianos (por exemplo

3A ideia é: comparamos os estados de qutrit com os estados (3.23) e estes tltimos podem
atingir qualquer ponto na regiao hachurada da figura 3.3
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estados nao truncados photon subtracted) que representam fontes Gtimas para o
problema em questao no regime de baixas energias, atingindo o limite maximo
permitido de precisao também para dissipagao intermediaria, onde superposicoes
dos primeiros estados de Fock ndo saturam o limite 47 para a IFQ H(¢) (apesar
de se aproximarem muito deste limite).

3.6 Superposicoes de ordem superior

As conclusoes anteriores podem ser confrontadas ao investigarmos o efeito da
adicao de termos de ordem superior nas superposicoes. Considere por exemplo os
estados de ququart

po = U8 N (3.24)

com |¢(()3)) =322, caln). A TFQ 6tima pode ser obtida ao otimizarmos numerica-
mente os coeficientes ¢, para cada nn e ¢ (resultados nas figuras 3.1 e 3.2).

Com estes estados conseguimos uma melhora ainda maior sobre os estados
de qubit e qutrit, bem como sobre os estados Gaussianos. A sucessao de curvas
para H®*)(¢) sugere uma convergéncia para 4n para k — oo. Podemos concluir,
ou conjecturar, que a melhor estimativa necessita de estados nao-Gaussianos para
qualquer valor de energia e para qualquer valor do parametro de perda (dissipacao).

Note que nem todos os estados nao-Gaussianos melhoram a precisao na esti-
mativa do parametro em questao. Por exemplo, a IF(Q para estados de superposiao
coerente é quase sempre menor que as calculadas utilizando estados Gaussianos.

3.7 Conclusao

Mostramos que estados nao-Gaussianos, como estados de Fock e superposicoes
destes, sao os melhores estados de entrada a fim de atingir uma precisao maxima
na estimativa do parametro de perda num canal bosonico. O fato dos estados de
Fock serem 6timos pode ser entendido devido ao fato do parametro a ser estimado
¢ essencialmente uma taxa de decaimento da energia do campo, e como os estados
de Fock sao auto-estados do observavel energia eles possuem incerteza em energia
Zero na sua preparac¢ao, pelo menos em termos teodricos.



CapiTULO 4

Quantificacao de propriedades
quanticas em superposicoes
coerentes e em estados
Gaussianos

Neste capitulo iremos discutir especificamente nosso trabalho em que estu-
damos a quantificacao de propriedades quanticas em estados de superposicao coe-
rente (os chamados estados tipo ‘gato de Schroedinger’) e em estados Gaussianos
[12, 13] — note que ambos constituem estados de varidveis continuas, porém os
estados de superposicao coerente nao sao Gaussianos. A pergunta que nos dire-
cionamos neste trabalho foi: quao rapido estes dois tipos de estado perdem sua
potencialidade de exibir propriedades quanticas (tanto propriedades individuais
de cada um dos estados quanto as que eles podem possuir em comum)? Também
fizemos uma comparagao quantitativa (analitica) entre estes dois estados, através
do calculo da fidelidade entre eles.

Ainda neste capitulo, mostramos resumidamente um trabalho que fizemos em
colaboracao, onde comparamos o crescimento da entropia de von Neumann para
sistemas que estao acoplados a reservatérios com infinitos graus de liberdade (como
mostramos no capitulo 2 no estudo de equagoes mestras) e para sistemas acoplados
a reservatérios com poucos graus de liberdade (como um ‘reservatério’ formado
apenas por um oscilador harmonico invertido). Os detalhes estao no final deste
capitulo e na referéncia [14].
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4.1 Estados de Superposicao

Como estado inicial usamos:
1 i0
) = = (180) + 1 = B0)). (4.1

onde

N = \/2(1 + e~ 200l cos 0) (4.2)

e |fp) é um estado coerente. Se § = 0(m) temos uma superposi¢do par (impar).
Estes estados podem ser experimentalmente produzidos tanto em CQED (eletro-
dindmica quantica de cavidades) [36] e por pulsos propagantes [37] e sdo princi-
palmente utilizados para estudar os efeitos de decoeréncia e transicoes classico-
quanticas.

A dinamica dissipativa que estudamos é (ja citada anteriormente):

p=Lp, (4.3)
onde
L = —iwld'a,]+k(Ap+1)(2a-a' —a'a-—-dla)
+k np(2a’ - a — aa' - — - aal), (4.4)

onde w é a frequéncia do oscilador principal (evolugao unitaria), np é o nimero
médio de excitacoes do ambiente e k£ é a constante de acoplamento entre sistema-
reservatorio. Usamos neste trabalho A = 1.

A solugao para o caso de temperatura zero é dada por

palt) = ez {IBONSWI+ | = BON-BON + £, 1) %
X (BWO)(=BO] + e = BONAWOD |, (4.5)

onde N é a normalizacdo (4.2),

f(Bo,t) = e—2(Bo*=18(®)I?) (4.6)

B(t) = Boe~ TR, (4.7)
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Note que a solucao estacionaria é o estado Gaussiano puro
pa(t — o) =10)(0]. (4.8)

Nesta sessao iremos considerar somente o caso de temperatura zero.

O operador densidade (4.5) possui os seguintes autovetores [38]

) = 55 180 +1 = BN,
(4.9)
o) = 55 1) = = 6(0)
cujos auto-valores sao dados por
pe(t) = %(1 e=20ORY (] 4 o=2080P=180P) o5 ).
(4.10)
o) = %Q — e 2BORY(] — o20BP-IBOP) oq )
Nt) = y/2(1+ e 2o0P)
(4.11)

No(t) = /21— e-20P),

Os subscritos e e o correspondem a superposicoes pares e impares respectivamente.

4.1.1 Interferéncia e Compressao (Squeezing)

A potencialidade de estados de superposicao produzirem interferéncia no es-
paco de fase esta codificada nas partes negativas da respectiva funcao de Wigner.
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A evolucao temporal da fun¢ao de Wigner de estados da forma (4.1) é dada por:

Wi(e e t) = % {exp [—2|8]* — 2[€|?] cosh [4|ﬁ|28‘3 (%)}

+£(Bo, t)e 2" cos {e RS (%)] } .
(4.12)

A equacdo acima ¢ obtida usando a relacdo W (e, e*) = 2 tr[paD(e)(—1)2D(e)],
onde D(¢) é o operador deslocamento, (—1)P é o operador paridade, € = \/g (x+ip),
os simbolos R, & correspondem a parte real e imaginaria da fungao, respectiva-
mente. Alguns resultados para a funcao de Wigner (FW) em tempo zero (t = 0)
para o estado de superposigao coerente (ESC) par e impar sdo mostrados nas
figuras 4.1-4.2, para diferentes valores de (3.

Figura 4.1: Funcao de Wigner em tempo igual a zero (¢ = 0) para os estados de super-
posicao par. Parametros utilizados: 6 =0, w = 1, k = 0.1, 5y = 0.8 (figura
da esquerda) e By = 1.5 (figura da direita).

As partes negativas da FW para o mesmo valor de 3y sao sistematicamente
maiores para ESC impares. Contudo elas desaparecem simultaneamente no co-
nhecido tempo de decoeréncia 7 = (4|5y|*k)~!. Quando este tempo caracteristico
é alcancado, nenhum efeito quantico é efetivo, nem squeezing ou oscilacoes no
numero de fétons. Estes fenomenos, contudo, possuem escalas de tempo diferentes
que o tempo de decoeréncia. Na figura 4.1 (esquerda) é claro (a0 menos qualitati-
vamente) que a FW do ESC par, com pequenos valores de f3y, é quasi-Gaussiana, a
diferenga crucial é que ela possui valores negativos (mostra interferéncia). Quando
aumentamos o valor de (3, as partes negativas da fungao de Wigner do ESC par sao
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Figura 4.2: Funcao de Wigner em tempo igual a zero (¢t = 0) para os estados de super-
posicao fmpar. Parametros utilizados: § = w, w = 1, £k = 0.1, Gy = 0.8
(figura da esquerda) e By = 1.5 (figura da direita).

evidentes. A FW do ESC impar sempre possui valor negativo, de valor absoluto
alto, particularmente no ponto x = p = 0.

Uma maneira fisicamente interessante de entender a dinamica da FW para o
ESC par e impar é o seguinte: na figura 4.3 abaixo mostramos a fidelidade de cada
estado com o estado de vdcuo (que é atingido assintoticamente) como fungao do

tempo. A fidelidade F(pa,|0)(0]) = 1/(0]p4|0) é dada por

961812

F2(pa, 0)(0]) = = (14 f (0. 1) cos ). (4.13)

onde f(fy,t) é dada por (4.6), N é a normalizacao (4.2) e () é dado por (4.7).

Inicialmente o ESC impar nao contem o vacuo em sua estrutura. No entanto,
jé& que este estado é um ponto fixo na dinamica (estado ponteiro), ele precisa ser
populado. Como pode ser visto na figura, ele é rapidamente populado. Para o ESC
par, se By < 1.14 (para nossas escolhas de parametros), a probabilidade inicial de
encontrar o estado de vacuo neste estado é sempre maior que 50%. Af estd a grande
diferengca com o ESC fmpar. Enquanto o ultimo popula rapidamente o estado de
vacuo, o ESC par comecga por popular outros estados mantendo a populagao do
vacuo praticamente inalterada. Apds este transiente inicial diferente ambos os
estados possuem dinamica similar, evoluindo assintoticamente para o vacuo |0)(0.

Agora mostramos que o tempo caracteristico de squeezing é menor que o de
efeitos de interferéncia. A ferramenta que utilizamos para investigar o squeezing
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Figura 4.3: Fidelidade entre o estado de vécuo e o ESC par (# = 0, linha sélida) e impar
(0 = 7, linha pontilhada). Parametros: fy = 0.8, w = 1, k = 0.1. A escala
de tempo é: time = wt.

em uma das quadraturas é o determinante da matriz de covariancia o (2.56):

—de (%) 5 (xp + px)
D“)‘dt(%wwm ) (414

Para os ESC temos:

(x%) = %{1 + 8%+ 87+ 4]|\€2|2 [1 — coS(t‘))e_ZWOP] }

) = —%{ —14+62+57 - 4]‘\%'2 [1 — COS(Q)G_QWOF] }

(zp+px) = —i(6*—57).

Nés usamos o determinante da MC pois os termos fora da diagonal cancelam
precisamente as rapidas oscilacoes nas quadraturas devido a frequéncia da parte
unitéria. Pode ser visto das equagoes para (z?) e (p®) (também na referéncia [39])
que o ESC par é sempre comprimido e o ESC impar nunca é — pelo menos squeezing
até 2¢ ordem.

Nas figuras 4.4 mostramos a evolugao de D(t) em func¢ao do tempo. Como
pode ser visto da figura, o squeezing no ESC par (“filtrado” pelo determinante) é
caracterizado por um aumento em D(¢). O tempo em que o determinante chega
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ao maximo (e na “visibilidade” do squeezing) depende de 3, da seguinte forma

1 sinh (2|3,]%)
9= ——In|— 1~ 4.1
¢ 2% [ 4|6o|? cos 0 (4.15)

e os efeitos de squeezing sé sao “visiveis” para pequenos valores de (3, isto é, se

sinh (2|%|*)

—— < L. 4.1
4|5o|? cos d < (4.16)

Note que, nas relagoes acima, estd explicito a auséncia de squeezing para ESC
fmpares 6 = 7 (j& que assumimos 5 > 0 e t5 € R). Para os ESC pares temos

0<t <, (4.17)

onde 7 é o tempo de decoeréncia. Para valores grandes de 3y, a quadratura com-
primida é essencialmente constante, e o determinante da MC é muito similar para
ambos ESC par e impar. Note que a visibilidade desta propriedade quantica é
devida a dois fatores: a condicao inicial deve obedecer a desigualdade acima e o
tempo caracteristico deve ser “experimentalmente viavel”.

4.1.2 Distribuicao do niimero de fétons

Uma caracteristica marcante em sistemas quanticos (podemos pensar que a
fisica quantica “nasceu” com esta caracteristica, no trabalho sobre radiagao de
corpo negro de Planck) é que eles podem apresentar uma distribui¢ao do nimero de
particulas (particulas bosonicas no nosso caso) granulada ou oscilatéria, enquanto
um espectro classico é continuo. Nas figuras abaixo mostramos a evolugao temporal
da distribuicao do nimero de fétons para os ESC par e impar.

A expressao analitica para essas curvas é dada por — sendo P, = (n|p|n):

P — olowp 28O

~ar L (1) f(Bo. ) cosd]. (4.18)

Note que a dindmica dissipativa tende a destruir a paridade inicial do estado (por
paridade quero dizer oscilagoes nesta distribui¢ao). O tempo caracteristico desta
propriedade ¢ aproximadamente o mesmo que para o squeezing do ESC par. Note
que as oscilagoes desaparecem a medida que o sistema evolui.

E sabido também que enquanto estados coerentes possuem distribui¢ao do
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Figura 4.4: Evolugao de D(t) em fun¢ao do tempo. Parametros: w =1,k = 0.1, 8y = 0.8
(figura de cima) e fy = 1.5 (figura de baixo). A linha sélida corresponde,
em ambos os grificos, a estados de superposi¢ao par e a corva pontilhada
aos estados fmpares. Um detalhe sobre a figura de cima: a escala a direita
corresponde a curva sélida enquanto a escala a esquerda corresponde a curva
pontilhada.

ntimero de fétons Poissoniana, ESC pares (impares) possuem distribuigdo super
(sub)-Poissoniana (sob uma dinamica da forma utilizada por nés). Isto pode ser
medido pelo chamado parametro de Mandel (), definido como

Q=-+—"1_7 (4.19)

onde (n) e {(An)?) sao a média e a variancia do niimero de fétons, respectivamente.
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Figura 4.5: Evolugao temporal da distribuicao do ntimero de fétons para os ESC par.
Parametros: w =1, k = 0.1, § = 0, Sy = 0.8 (figura de cima) e 5y = 1.5
(figura de baixo).

Se a distribui¢ao é sub-Poissoniana (@ < 0) o estado é quantico. Se @ > 0
(estatistica Poissoniana e super-Poissoniana) no entanto, nada pode ser dito. Por
exemplo, no nosso caso, o ESC par é “tao quantico” quanto o impar, apesar de
apresentar estatistica super-Poissoniana (como luz “classica”). Isso evidencia que
para decidirmos quando um estado é quantico ou nao, mais de um observavel
pertinente deve ser medido. A excecao para este caso é o conjunto de estados
que apresentam funcao de Wigner negativa, neste caso uma simples medida desta
negatividade é suficiente para excluir qualquer analogo classico.
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Figura 4.6: Evolugao temporal da distribuicao do nimero de fétons para os ESC impar.
Parametros: w =1, k = 0.1, 6 = 7, By = 0.8 (figura de cima) e 5y = 1.5
(figura de baixo).

4.1.3 Entropia de von Neumann

Com os autovalores das matrizes densidade dos ESC par e impar em maos,
podemos facilmente calcular a entropia de von Neumann do sistema, que é mostrada
nas figuras 4.7 para diferentes valores de 3. A entropia de von Neumann é dada

por
Slp] = —tr(pInp) (4.20)

a para ESC
S[pA] = —Do lnpo — Pe lnpe- (421)

Note que a entropia aumenta seu valor até o tempo de decoeréncia, quando ela
comegca a decair a zero — que é a entropia do estado final de vécuo.
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Figura 4.7: Entropia de von Neumann em fungao do tempo. A linha sélida (pontilhada)
corresponde ao ESC par (impar). Parametros: w = 1, k = 0.1, 8y = 0.8
(figura da esquerda) e By = 1.5 (figura da direita).

4.2 Estados Gaussianos: estados térmicos com-
primidos e deslocados
Nés utilizamos o Liouvilleano dado por (4.4), mas agora nés incluimos tem-

peratura, isto é, consideramos i > 0. Se o estado inicial é Gaussiano (1-modo),
ele pode ser escrito como

pp = D(00)S(r0, $0)preS' (ro, do) D (cro) (4.22)

onde D(«) é o operador deslocamento, S(r, ¢) é o operador de squeezing, o subs-
crito 0 denota valores iniciais e p, é o operador densidade térmico com nimero
médio de excitacoes igual a v. Mais explicitamente temos

D(a) = exp(aa’ —a*a), (4.23)
_ Toani 12— —ip 2
S(r, o) exp (zre a Sre va >, (4.24)
1 v
L = In(——)alal. 4.25
P 1+Vexp[n(y+1)aa} (4.25)

Note que v nao é o numero médio de excitagoes, mas o nimero médio de ex-
citagoes térmicas (ou seja: vy mede a impureza inicial do estado, g diz respeito
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a temperatura do reservatorio e v esta relacionado as excitagoes térmicas do es-
tado). A evolugao (que é quadratica, ou bilinear) preserva o carater Gaussiano do
operador densidade, a diferenca é que seus parametros adquirem uma dependéncia
temporal, ou seja, o estado fica da seguinte forma:

pp =D(a)S(r,¢)p.S'(r,¢)D' (a), (4.26)
onde
alt) = age” WHh! (4.27)
o(t) = ¢o—2wt, (4.28)
v(t) = \/x2(t) — [(Vo + %) Sinh(2r0)e—2’“] - %,
(4.29)
z(t) = (1/0 + %) cosh(2rq)e 2k 4 (ﬁB + %) (1 — e 2Kty
(4.30)
_ 1 [t 5)e 4 (s 4 5)(e — 1)
rt) = 41 {(yojté)e2’“0—1—(%34—%)(62“—1)}
(4.31)

A incerteza de Robertson-Schroedinger (determinante da matriz de covarian-
cia) e a entropia de von Neumann sao relacionados por

D) = {y(t) + %] , (4.32)
Slpt)] = [v(t)+1]In[v(t) + 1] — v(t) Inv(t).
(4.33)

Note que, no caso de estados Gaussianos (EG), a entropia é completamente de-
terminada por uma relagao entre quadraturas, dado por D(t), e é sempre analitica.
Note também que, diferentemente dos ESC, a entropia é independente da intensi-
dade do campo 6tico («), que pode ser uma vantagem experimental.
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4.2.1 Compressao (Squeezing)

A funcao de Wigner de um EG é sempre positiva — motivo pelo qual este
estado é de certo modo controverso na literatura, alguns alegando que ele nao é
“quantico”. A FW evoluida de um EG descrita pelo Liouvilliano (4.4) agindo em
um estado inicial de um EG de 1-modo, (4.22), é

Wigp) = S = (IB) [2<(x —a)? (F4F5)2>]

T (v + D) F? 4
Fy (x—20)® (F4F5)°
— — — 4.34

onde L;(z) é a funcdo de Laguerre de ordem [ e argumento = e definimos [40]

Fy = coshr +e®sinhr,

1 —isin ¢sinhr(coshr + e sinhr)
(coshr + cos ¢ sinh r)(coshr + e*® sinh )’
coshr + e™* sin ¢ sinh r

F =

F =

coshr + e sin ¢sinhr ’

F, = \/(:osh2 r + sinh? r + 2 cos ¢ cosh rsinh r,
Fs = 2(p+po) —i(x —xo)(Fy — Fy). (4.35)

A evolucao dos parametros é dada por (4.27)-(4.31).

A fungao de Wigner de um estado Gaussiano de 1-modo pode ser escrita da
seguinte forma fechada Gaussiana:

W(x,p) = ﬁexp{—

%[(1 — tanh(2r) cos ¢)(x — xO)Q +

+(1+ tanh(2r) cos 6) (p = po)*] + —
2

(r —20)(p —po)}'
(4.36)

Como dissemos antes, podemos acessar o squeezing olhando para o determi-
nante da matriz de covariancia (4.32) (e consequentemente neste caso, olhando
para a entropia). Na figura 4.8 mostramos a evolu¢ao do determinante da MC
em fungao do tempo. Seu comportamento (e a discuss@o sobre) é muito similar
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ao do ESC par mostrado anteriormente. Aqui, o tempo em que o determinante
atinge seu valor maximo é (este resultado foi encontrado também na ref. [41], onde
estudaram a entropia linear)

2ng +1
d
X (2vg cosh(2rg) + cosh(2rg) — 2np — 1)} }

16 = (2k)‘1{ n2—In [

C

(4.37)

onde

1
d = 2cosh(2rg) [nB(V0+1)+V0(nB+1)+—]

2
1\2 1\?
2 (Ag+-) —2 ).

Assumimos que o tempo caracteristico tem que ser positivo e real. As “propriedades
quanticas” do estado (neste caso o squeezing) serdo visiveis se v satisfizer [12, 13|

1
Yo <5 [2np cosh (279) + cosh (2rg) — 1] . (4.38)

Vale lembrar que, dada uma condicao inicial vy, a temperatura do reservatério tam-
bém nao pode ser muito alta, pois se fosse o sistema apenas tenderia ao equilibrio
rapidamente. De fato, dado um valor de vy, a temperatura deve satisfazer

1
np < 5 21 cosh (2rg) + cosh (2ry) — 1], (4.39)

para que um aumento em D(t) (ou na entropia) seja visivel. Claro que a visibili-
dade mencionada no paragrafo anterior é consequéncia de dois fatores: a condicao
inicial deve satisfazer a inequacao acima (4.38) e a escala de tempo precisa ser
experimentalmente acessivel.
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A equacgao (4.38) estabelece um limite superior na condi¢ao inicial de “im-
pureza” que um estado deve ter tal que, mesmo sob efeito de dissipagao, a pro-
priedade de squeezing possa ser acessada.

E interessante que este tempo caracteristico independe da intensidade do
campo «, fato demonstrado numericamente em [42]. Para nossas escolhas de para-
metros, t¢ é comparavel a tJ (tempo caracteristico do ESC par). Porém, é possivel
obter t¢ > tJ, por exemplo simplesmente aumentando a intensidade do campo «
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Figura 4.8: Evolucao temporal do determinante da MC. Parametros: w = 1, k£ = 0.1,
ng = 0, 19 = 1; na linha sdlida: vy = 0 e utiliza-se a escala da direita; na
linha pontilhada: 1y = 3 e a escala da esquerda.

do ESC. Como exemplo, se impusermos (a'a)pg = (a'a)gsc e escolhermos os
seguintes parametros: w =1, np =0,k =0.1, 9 =0, |Gy| = 0.8, g = 0.0 e § = 0,
o fator de squeezing tem que ser ro >~ 0.73 e o tempo caracteristico respeitara

0<t?<té<r, (4.40)

onde 7 é o tempo de decoeréncia para o ESC, t5 e t& sdo dados por (4.15) and
(4.37) respectivamente.

4.2.2 Distribuicao do niimero de fétons
Analisando os EG deslocados e comprimidos, podemos ver que eles também

possuem estatistica super-Poissoniana (sob esta dinamica). O parametro de Man-
del para os EG sao sempre maiores que zero, i.e. @ > 0. Para um EG é conhecido
)
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que a distribuicao de fétons é dada por [41, 43]
mQ(0)(— )"2 Z(A+|B])"
- A |B]
X —
pe El(n — k)! [A \BJ
(O 29
e[ 2CD
A—|B|
R(Cei%)
XHQn,Qk 1 = = |5 (441)
A+ |B|
onde H; ¢é o polinomio de Hermite de ordem j e
mQ(0) = [(1+A)— B
(1—|—A)|C'|2 $[B(C*)* + B*(C?]
X exp
(1+ A) | B|?
(4.42)
onde
A = v+ (2v+1)sinh®r (4.43)
B = —(2v+1)e”sinhrcoshr (4.44)
C = a (4.45)
e finalmente
~ v(v+1)
A = 4.46
V2 + (v + )1 + cosh(2r)] (4.46)
5o e (v —1—1 1) sinh(2r) (4.47)
v2 4+ (v + 3)[1 + cosh(2r)]
& - C[3 + (v +1/2) cosh(2r)] — C*e(v + 1) sinh(2r)
B V2 + (v + )1 + cosh(2r)]
(4.48)

A evolucao de P, é mostrada nas figuras 4.9. Fica claro que, se o estado

respeita (4.38), oscilagoes na distribuigao do nimero de f6tons pode ser observada,
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senao o estado se comporta como um estado térmico classico.

Figura 4.9: Evolucao temporal de P,. Parametros: ag =0, ¢9g =0, 70 =1, k =0.1e
np = 0. Figura de cima: vy = 0 e na figura de baixo: vy =3

Seguindo as idéias de [44], a fungao de correlagao de segunda ordem para EG
comprimidos é uma “testemunha de quanticidade”

(aTa'aa)

900) = ey

(4.49)

(2) < 3 os efeitos quanticos sao

Se ¢® > 3 0 estado € intrinsecamente quantico, se ¢
despreziveis. Em nossos calculos pudemos observar que para valores de condigoes

iniciais respeitando (4.38) o estado é quantico segundo este critério.
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Figura 4.10: Entropia de von Neumann em fun¢ao do tempo para um EG de 1-modo.
Parametros: w =1, ng =0, k =0.1, 7o = 1, vy = 0 (linha sélida, escala da
direita) e 1y = 3 (linha pontilhada, escala da esquerda).

4.2.3 Entropia de von Neumann

Na figura 4.10 mostramos os resultados para a entropia de von Neumann de
um EG 1-modo, para diferentes valores de 1. O tempo caracteristico da entropia
é igual, neste caso, ao tempo caracteristico para o squeezing (maximo de D(t)), e
podemos concluir que a mesma relagao (4.38) vale para a entropia também. Note
também que a entropia (e qualquer observavel que depende somente de v(t)) é
independente da amplitude do campo «(t) e da fase do squeezing ¢(t).

4.3 Estados Gaussianos versus estados de super-
posicao coerente — Fidelidade

Nas secoes anteriores noés revisamos algumas propriedades de ESC e de EG,

e como estas propriedades evoluem no tempo. Nés comparamos estes estados por

andlise grafica da evolugao temporal de tais propriedades e, mesmo que qualitati-

vamente, nds conseguimos algumas conclusoes ao fazermos algumas comparacoes
entre os estados estudados.

Agora, apresentamos uma comparacao mais quantitativa entre os estados,
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através da fidelidade, definida por

F =tr\/\/paps\/pa (4.50)

onde p4 e pp sdo (4.5) e (4.26) respectivamente. Com este resultado podemos
quantificar como estes estados se parecem um com o outro.

A expressao para a fidelidade é

F =\ )\+ + )\_7 (451)

- A= EEE ‘/(62_ of + 4ldf (4.52)
b = pelelpsle)
= j;z{wmgm +(=Blpsl — B) + 23%<—5|p3\5>}
e (4.53)
¢ = pololpslo)
— 2o {(81ps15) + (~Slosl - B) ~ 2R(~Blpal )}
O (4.54)
d = /pepolelpslo)
_ @{wwm — (=Blps| = B) + 2@%(—5|p3m>}.
(4.55)

Os outros termos sao
1

\/(V + 1)2 cosh® r — v2 tanh®r

2 1 h 2
. {( v+ 1)tan 7“?)?[2 ]}

(v +1)2 — v2tanh”r
_ In2[(v + 1) + v tanh® 7] }

(v +1)2 — v2tanh®r

(BlpslB) =

X exp {
(4.56)
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1
\/(1/ + 1)2 cosh? r — v2 tanh® r
(2v + 1) tanhr R[¢?]
X
P { (v +1)2 — 2 tanh? T}
CSPI(r + 1) + vtanh® 7] }
(v 4 1)2 — v2 tanh®r

(=Blps| = B) =

Xexp{
(4.57)

1
\/(y + 1)2 cosh® r — v2 tanh®r

(2v + 1) tanhr [C* + n?]
e { 2(v +1)2 — 202 tanh? r }
P+ P
2
Cnr(v+1) }

B (v 4+ 1)2cosh®r — v2sinh®r

<—5|PB|5> =

xexp{

onde definimos

= (8" +a")e's (4.59)
n=(5—a) s, (4.60)

Para entender as expressoes (grandes e complicadas) para a fidelidade, mostra-
mos a frente os gréficos da fidelidade em fungao do tempo nas figuras 4.11-4.12 (a
escala de tempo dos graficos é: time = wt). A escolha ag ~ 0.0 é devida as rotinas
numéricas utilizadas. De fato, usamos oy = 1072, Em cada figura, mostramos o
tempo de decoeréncia para um ESC 7 (7 = (4|60|*k)™!) e o tempo caracteristico
de squeezing para os ESC e para o EG — (4.15) e (4.37) respectivamente — nas
linhas verticais.

Analisando as figuras podemos concluir o mesmo que antes, porém num modo
muito mais quantitativo. Nas figuras 4.11 nés mostramos a fidelidade entre EG
comprimidos com vy = 0 e ESC pares e impares com 3y = 0 e By = 2.0, respecti-
vamente. Pode-se ver que a fidelidade inicial é sempre alta para ESC pares com
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Figura 4.11: Fidelidade entre os estados de superposicao coerente e estados Gaussianos
de 1-modo. Escala de tempo: time = wt. Parametros: w = 1, k = 1,
ro =1, a9 ~ 0.0, pg = 0, np =0, 1y = 0, # = 0 (linha sélida) e § = 7 (linha
pontilhada). Figura da esquerda: 3y = 0.8. Figura da direita: Gy = 2.0
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Figura 4.12: Fidelidade entre os estados de superposicao coerente e estados Gaussianos
de 1-modo. Escala de tempo: time = wt. Parametros: w =1, k = 1,
ro =1, a9~ 0.0, ¢9 =0,np =0, vy = 3, § =0 (linha sélida) e § = 7 (linha
pontilhada). Figura da esquerda: 5y = 0.8. Figura da direita: 5y = 2.0

pequenos valores de 3y, mas quando aumentamos esta condi¢ao inicial a fidelidade
decresce. O ESC par com 3, = 0.8 é aproximadamente Gaussiano — tirando o fato
dele possuir funcao de Wigner negativa — e ele se comporta como um EG, isto é, a
propriedade de squeezing domina as outras propriedades quanticas que ele possui.
Quando aumentamos o valor de 3y, a propriedade de interferéncia domina e o es-
tado nao se assemelha a um EG. Para valores de 3 nao respeitando a desigualdade
(4.16) vemos que o ESC par nao possui alta fidelidade e rapidamente se comporta
como o ESC impar.
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Nas figuras 4.12 mostramos os resultados para o EG com vy = 3 e os ESC
pares e impares com 3y = 0 e By = 2 respectivamente. Ambos os ESC par e impar
se comportam de maneira semelhante nestes casos. No primeiro caso, o EG nao é
“tao comprimido” quanto o ESC par e a fidelidade entre eles é baixa. No segundo
caso, a propriedade de interferéncia dos ESC domina e a fidelidade entre eles e o
EG é praticamente igual.

4.4 Aumento de entropia em sistemas Gaussianos
instaveis

Também estudamos a relacao entre o niimero de graus de liberdade do reser-
vatério e o crescimento de entropia. Em um trabalho de colaboragao [14] estu-
damos como a entropia de von Neumann varia no tempo (assintoticamente) para
sistemas acoplados a reservatérios nao com infinitos graus de liberdade, como os
estudados no restante deste capitulo, mas a reservatorios com poucos graus de
liberdade. O diferencial neste trabalho é que os reservatérios estudados possuem
caracteristica de instabilidade. Nao iremos detalhar muito este trabalho, mas os
pontos principais serao discutidos abaixo.

A conexao entre perda de informagao e sistemas cadticos [45] nos fez, recente-
mente, investigar sistemas de variaveis continuas em estados Gaussianos de 1-modo
que podem ser escritos da seguinte forma

pe = D()S(r,0)p.S"(r,¢)D' (@), (4.61)

onde D(a) é o operador deslocamento, S(r,¢) é o operador de squeezing (com-
pressao) (ambos serao explicitados posteriormente) e p, é o operador densidade
térmico com numero médio de excitagoes v,

1 v
0, = In(—— )a'a). 4.62
P 1+Vexp<n(y+1>aa> (4.62)

Em nosso trabalho [14] utilizamos uma rela¢do bem conhecida na literatura

entre a entropia de von Neumann, Sy = — tr[ps In(pg)], e a matriz de covarian-
cia de estados Gaussianos (equacao (2.67)). Acoplamos o sistema a reservatorios
com caracteristicas de instabilidade (oscilador harmonico invertido e oscilador
paramétrico) para estudar sua perda de pureza - mais precisamente estudamos
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os seguintes sistemas, descritos pelos seguintes Hamiltoneanos:

2 Ww2R2 R w242 o
=8 S0 B g, (4.63)
¢ 1
H(t)y=>) 5 (P} + (wf — qeos2t) #7) + g(:i'l — iy)?, (4.64)
i=1,2

onde o subindice 1 se refere ao sistema e o subindice 2 ao ‘reservatério’ .

Usando a equagao (2.67) podemos escrever a entropia de von Neumann da
seguinte forma:

Svip)=—tr(prInp,) =@ +1)In(r+1) —viny, (4.65)

onde v é o numero médio de excitacoes do estado térmico p, e p, é o operador
densidade reduzido do sistema. O determinante da MC do sistema pode ser escrito

1 2
D = det ( Ter Tap > = (y+ 5) , (4.66)

Ogp Oqq

da seguinte forma

Ouy = 5 tr(p{&,§}) —tr(2p) tr(yp) e &, sao os operadores posicao e seu respectivo
momentum conjugado. Como D pode ser escrito em relacao a v, podemos escrever
Sy em funcao de D facilmente.

Para os sistemas acima (chamados sistemas de Anosov) conseguimos mostrar
que a entropia de von Neumann varia linearmente no tempo:

Sp(t) ~ In(Cyp) /2 + M, (4.67)

onde Cy é uma constante e X é o expoente de Lyapunov [46]

1
A = sup limsup —In ||[La, A(t, t0)]]], (4.68)

acR? t—oo t

onde o = (ay, ) € A(t,t,) é um operador limitado (isto é, com norma finita:
[|A[] = sup,, [|A[[/]|¢]]). O operador Ly, = a,p + a4G é o gerador de translagoes

I'Note que este é um ‘toy model’, onde modelamos um reservatério térmico com somente um
oscilador, onde normalmente se usam infinitos osciladores. O que queremos observar é o efeito
da instabilidade no crescimento da entropia do sistema.
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no espaco de fase, numa direcao «, portanto a definicdo acima é uma extensao
direta do expoente de Lyapunov classico.

Interessante notar que o expoente de Lyapunov quantico, para este caso, é
igual ao expoente classico, ou seja, mostramos que o crescimento da entropia de
von Neumann para determinados sistemas possui um carater universal, i.e. nao
depende de vérios parametros e condicoes iniciais como em outros tratamentos 2.

4.5 Conclusao

Neste capitulo estudamos em detalhes algumas propriedades em comum de
superposigoes coerentes e estados Gaussianos (estados térmicos deslocados e com-
primidos) de 1-modo. Analisamos a compressao (squeezing), oscilagoes no nimero
de fotons e a entropia de von Neumann para ambos os casos. Mostramos que em
estados de superposicao coerente cada propriedade possui um tempo caracteristico
proprio enquanto os estados Gaussianos apresentam apenas um tempo caracteris-
tico (4.37). O estado de superposigao par apresenta compressao, assim como o
estado Gaussiano pode apresentar, e podemos acessar esta propriedade através da
matriz de covariancia. Mostramos que, para ambos os casos o efeito de compressao
somente pode ser observado para condigoes iniciais especiais ((4.16) e (4.38)) e em
escalas de tempo acessiveis experimentalmente ((4.15) e (4.37)).

Ainda neste trabalho, comparamos os efeitos de ambas as classes de estados
quantitativamente analisando a fidelidade entre os estados Gaussianos (térmicos,
comprimidos e deslocados) e as superposigoes coerentes (tanto pares quanto im-
pares) concluindo que se os estados respeitam as inequagoes mencionadas anteri-
ormente, para os estados Gaussianos e as superposicoes pares, a fidelidade entre
os estados Gaussianos de 1-modo e os estados tipo ‘gato de Schroedinger’ possui
um alto valor.

Por fim, mostramos que ao acoplarmos um estado Gaussiano monomodal a
um reservatorio instavel, como o oscilador harmonico invertido, sua entropia varia
linearmente com o tempo, demonstrando a conjectura de Zurek sobre este assunto
(que diz que reservatérios com poucos graus de liberdade que possuam instabilidade
sao mais efetivos no que diz respeito a decoeréncia que reservatérios com infinitos

2Sobre o sfmbolo sup: dado um subconjunto S de um conjunto ordenado 7' (por exemplo, T
pode ser o conjunto dos nimeros reais), o supremo (sup) de S, se existir, é o menor elemento de
T que seja maior ou igual a cada elemento de S. Por exemplo: sup{z e R: 0 <z < 1} =1.
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osciladores harmonicos).



CAPITULO 5

Trabalhos em andamento e ideias
futuras

“The waiting drove me mad.”

Corduroy - Pearl Jam

Nos capitulos anteriores estudamos alguns trabalhos ja finalizados. Aqui ire-
mos discutir alguns trabalhos em andamento e comentar o que pretendemos tra-
balhar no futuro préximo.

5.1 Oscilador harmonico com frequéncia depen-
dente do tempo

Como dito nos capitulos anteriores, um estado Gaussiano numa evolucao no
maximo quadratica mantém seu carater Gaussiano. E sabido também que depen-
dendo da dindmica pode-se gerar squeezing em EG [47]. Neste trabalho estamos
estudando o comportamento de um estado Gaussiano sob influéncia de dissipagao
(4.4), porém o Hamiltoneano (a parte unitaria da dinamica) possui uma frequéncia
variavel no tempo; assim podemos estudar o comportamento da geracao de squee-
zing versus a dissipagao que atua no sistema e observar se a dinamica nao-unitaria
pode retardar ou até parar os efeitos de geracao de squeezing.

5.1.1 Estados Gaussianos 1-modo

No capitulo anterior mostramos como os parametros de um EG

p = D(a)S(r,$)p,S(r, ) D' (), (5.1)
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varia sob influéncia de uma dinamica nao unitaria. Aqui vamos escrever a solucao
geral para os parametros, mas agora em funcao das variancias dos operadores a e
a'. Os parametros o, ¢, v e r irdo variar da seguinte forma:

a = (a) (5
o = (af) (5
el — JUTGT (5.4)

1\? 1 (55)
v = Oata — = | — OatatOaa — = .
T 2 tat 2

1
In (UaTa 2 + VO-aTaTO-aa) . (56)
Oata — % ~ vV 0atatOaa

Onde definimos

Ogtgt = <aT2> - <GJT>27 (57)
Oaa = <a2> - <a>2a
Ogta = {d'a) — (a"){a) + 1.

Em suma, se obtivermos a evolucdo temporal para as variancias ¢’s acima,
saberemos a evolucao do estado p completo.

5.1.2 Dinamica dependente do tempo sob influéncia de dissipagao

Estudamos a evolugao das variancias (5.7), (5.8) e (5.9) sob a seguinte dinamica:

p=Lp, (5.10)
com
L = —iw[H, ]+ k(ig+1)(2a-a" —dfa-—-afa)
+k np(2a’ - a — aa’ - — - aal). (5.11)

E a mesma dinamica nao-unitaria estudada no capitulo anterior.
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O Hamiltoneano estudado H é dependente do tempo, da seguinte forma:
i ooy P 1 24\ A2
H(G,p,t) = s— + smw?(t)¢>. (5.12)

Este Hamiltoneano pode ser escrito como [48]

H(a,al t) = {fl () (fﬂd + %) + fo(t) (a'* + aQ)] : (5.13)

) = % ((%?)2 + 1) (5.14)
fat) = % ((%?)2 - 1) . (5.15)

Note que a dinamica completa é quadratica, portanto a ‘forma Gaussiana’ do

onde

estado nao é alterada.
5.1.2.1 Equagées e solugdes para (@) e (af).
Para os primeiros momentos estatisticos encontramos:

(@) = —[(fi+k)a) + 2if>(a’)] (5.16)
(af) = +[(ifi — k){al) + 2if2(a)). (5.17)

As equagoes acima podem ser melhor entendidas se definirmos os valores esperados
de “momentum” e “posi¢ao” como

(@) = (a)+(a) (5.18)
a) — (ZT
(p) = (@ () (5.19)

@) =~ + K)g) — 2k(@) (5.20)
W) - —(“’ “)><q>—k<p>. (5.21)
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A solugao da equagao de movimento para o valor esperado (q) é

(@)(t) = Q(t)e™, (5.22)

onde a funcdo Q(t) obedece a equagao classica de movimento

Q) + W (1)Q(t) = 0. (5.23)

Similar a outros autores ([47], [49]), encontramos que o valor esperado da posigao
e momento de um EG, desde que a evolucao seja no maximo quadratica, segue o
comportamento classico mas com um decaimento exponencial devido a dissipacao.

5.1.3 Solucao Analitica da fungao de Wigner e da funcao caracteristica

Tentamos estudar este sistema a partir de métodos de solucao via Algebra
de Lie, porém os calculos finais se tornaram impraticaveis. Assim, decidimos
seguir o caminho dado pela referéncia [50], onde os autores elaboram o ferramental
matematico para se determinar a evolucao da funcdo caracteristica (ou da funcédo
de Wigner) sob influéncia de um reservatério como da equagao (5.11). Note que,
assim como o estado do sistema p possui toda a informagao relativa ao mesmo, a
funcao de Wigner e a funcao caracteristica também possuem, e nosso trabalho se
resume em descobrirmos uma destas fungoes (e sua respectiva evolugao temporal)
para caracterizar o estado. Iremos aqui fazer um breve resumo dos resultados dos
trabalhos de [50] e explicitar nossos resultados até entdo.

5.1.3.1 Caso sem dissipacdo

Comegaremos pela definigao da funcao de Wigner (ja definida no capitulo 2,
porém iremos introduzir uma outra notacao):

_) 1 / ) / . /
W(@) =5~ /dCI' <q + %|p|q - %> exp (—z%> : (5.24)

onde # = (p,q). Sob uma evolu¢do no méximo quadrética, a fungdo de Wigner
propaga classicamente [50]:
0

57 W@ = {H(@), W@}, (5.25)
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_ 8f 69 8f 8g z ~ . ’ . — = —
onde {f,g} = 5252 — 555 ¢ o paréntese de Poisson cldssico, e H(Z) = 7 - HZ.

Entao, podemos escrever [51]:
Wi(#) = Wo(R_), (5.26)

onde
R_; = exp(2QH1), (5.27)

onde 2 é a forma simplética definida no capitulo 2:

Q:<_01 (1)) (5.28)

Note que (5.27) dé a evolugao cldssica do Hamiltoneano de um ponto & no espago de
fase, ou seja, dado um Hamiltoneano H () a evolugao das variaveis, classicamente,
¢ dada por: 7y = RyZ, ou mais explicitamente:

(e)=(n () 2

onde as fungbes u; e v; seguem uma equagao da seguinte forma (para o Hamil-
toneano (5.12)):
¢+ w(t)de = 0, (5.30)

onde ¢; representa tanto u quanto v, o que os diferencia é a condicao inicial uti-
lizada. Da equagao (5.29) vemos que:

R, = ( O e ) . (5.31)

Vg U

A transformada de Fourier da fun¢ao de Wigner (fungao caracteristica):

(@) = % / di exp <—%5 A f) W(z) (5.32)

também propaga de uma forma andloga a (5.26) no caso sem dissipagao. O simbolo
A significa: £ AT = £,q — &p. Assim:

— —

Xt(§) = xo(R—¢§). (5.33)
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Assim, como estamos trabalhando com estados Gaussianos de 1-modo, ob-
tendo uma expressao para (5.31) podemos calcular Wy(R_,Z) pois:

exp (—3VoV7T)
Wo(V) = , 5.34
oV) TV det o ( )

onde V = (¢,p) e 0 é a matriz de covariancia (dada no capitulo 2). Ja a funcao

—

caracteristica yo(¢) é dada por:

= 1

(@) = 5 [ diexp-il6a — &) Wal2). (5.35)

Desde modo, temos a solucao geral do problema para o caso sem dissipagao.
5.1.3.2 Caso com dissipacao

A solugdo para a equacao caracteristica (detalhes em [50]), numa evolugao da
forma (5.11), é:

—

(@ = xal€ g exp (-5 MOE). (530
onde

t
M) =3 /0 d'e ORE (1T + TRy, (5.37)
J

onde k é a constante de dissipa¢ao em (5.11) e j = 1,2 pois estamos tratando de
um sistema de 1-modo. As variaveis de corda, i.e. £, possuem a seguinte variacao
temporal:

& = "R,E. (5.38)

No nosso caso temos:

() - ()

assim, temos: )17 + 117 = k(ng + 11 e LI + 11,7 = knpl.

Note que a influéncia da dinamica dissipativa ocorre no termo M(t) — (5.37) —
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e na evolugao da variavel de corda é’ —(5.38). O termo R, continua sendo a matriz
de evolu¢ao Hamiltoneana classica de Z, i.e. a matriz (5.31).

Assim, da mesma forma que no caso sem dissipacao, ao obtermos um resultado
para R; possuiremos a evolugao do estado, porém neste caso precisamos computar
a matriz M(t).

5.1.3.3 FExemplos que desejamos estudar

Como dito antes, queremos estudar estados Gaussianos de 1-modo, que sao
totalmente caracterizados pelos seus primeiros e segundos momentos estatisticos:
(@), (D), (4%, (p%), (Z£LL). Ao possuirmos a evolugdo temporal de x(£), podemos
calcular qualquer dos momentos estatisticos do estado, pois:

o\" o\" =
fmgmy = [ — - : 5.39
o= (5) (o) x@),. 539
Em particular:
2 0?
- 2, 5.40
(@*) 7e - (5.40)
2 o &
(p*) s (5.41)
7 |i=o
@p+pg\ _ , (9 9
(557) = o (agag) L o

Assim, o que precisamos é, dado um sistema especifico (onde queremos estudar
sistemas com caracteristicas de instabilidade ou geragao de squeezing), encontrar
a matriz M(t) para caracterizar o estado fisico, e deste modo estudarmos a ‘com-
peticao’ entre a dissipagao e a instabilidade do sistema.

Iremos estudar Hamiltoneanos quadraticos como (5.12) em casos triviais mas
importantes.

e O primeiro ¢ o oscilador harmonico invertido (OHI):
w(t) = iwp. (5.43)

O OHI é um toy model [14, 45] usado para entender os efeitos de instabilidade
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e geragao de squeezing. Este modelo possui a caracteristica importante que
uma das quadraturas (sem dissipagao) diverge exponencialmente da outra,
devido a caracteristica de instabilidade que este sistema possui;

e Também queremos estudar o toy model proposto por [47], onde a dependéncia
temporal de w é dada por:

wr = woy/1 + 7, (5.44)

onde v é uma constante;

e Outro exemplo importante seria estudar os potenciais das chamadas arma-
dilhas de Paul [52], onde

w(t) = v/a + 2qcos(t). (5.45)

Esta segunda dependéncia temporal é o exemplo mais importante que pre-
tendemos estudar, devido a suas aplicagoes praticas.

Dependéncia temporal: w(t) = iwy

Para o OHI temos que a matriz R; é (onde fizemos wy = 1):

cosht sinht
R, = . 5.46
‘ ( sinht cosht ) (5.46)

A evolugao da varidvel de corda segue:
E,t = eiktR,té: (547)

e a matriz M(¢) possui a seguinte forma:

0

1
M(t) = 2k(ny + 5)/ dret” [cosh 2r ( (1) (1) ) + sinh 2z ( (1) (1) )] . (5.48)
—t

Necessitamos também da funcao caracteristica inicial y do estado Gaussiano
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de 1-modo:

Xo(€) = exp [i(po&, — w0p) — % <VO + %) (¥ +e720E) | . (5.49)

Com estes resultados podemos facilmente computar x; e os momentos estatisti-
cos e assim calcular propriedades importantes como o determinante da matriz de
covariancia, plotado na figura 5.1, e a entropia de von Neuman, figura 5.2.

Det
1.0¢

08
06
04
0.2

00 02 04 06 08 10

t

Figura 5.1: Evolucao do determinante da matriz de covariancia em funcao do tempo
para o OHI. Parametros: wy =1, 79 = 1, 1y = 0, np = 0, k = 0.5 (azul),
k=1 (lilds) e k = 1.5 (bege).

Note nas figuras acima, fig. 5.1 e 5.2, que se o parametro de dissipagao k é
menor que a ‘frequéncia natural’ do OHI — wy — a entropia cresce rapidamente
assumindo um comportamento linear com o tempo, assim como mostramos em
nosso trabalho [14], demonstrando que o fato do sistema possuir instabilidade o
forca a ir rapidamente para um estado de alta entropia. Se k = wy, conseguimos
ver que o crescimento linear da entropia é ‘freado’, mas seu valor tende a crescer.
J& para valores onde k > wy a entropia atinge um valor de saturagao, mostrando
que pelo menos para este modelo simples existe realmente uma competigao entre
dissipacao e instabilidade.

Como visto em nosso trabalho [14], o potencial relativo as armadilhas de Paul,

w(t) = /a+2qcos(Qt), possui pontos de instabilidade onde a entropia de von
Neuman varia linearmente no tempo. Estes pontos, em primeira aproximagao,
sao exatamente o potencial do OHI, indicando que também nestes casos efeitos
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S
3.0;

25
2.0
15
1.0
05/

Figura 5.2: Evolucao da entropia de von Neuman em funcao do tempo para o OHI.
Parametros: wg =1, 790 =1, 19 =0, ng = 0, k = 0.5 (azul), k = 1 (lilds) e
k= 1.5 (bege).

dissipativos também podem impedir este crescimento rapido da entropia.

Dependéncia temporal: w; = wy/1 +

Para esta dependéncia temporal de w(t), no momento possuimos apenas a
matriz Ry, que é dada por (5.31), onde as fungoes u e v satisfazem a equagao

by + W21+ 1), = 0, (5.50)

para as seguintes condigoes iniciais: u(0) = 1, @(0) = 0, v(0) =0 e v(0) = 1. A
solugdo da equagao acima é [47] (onde fizemos wy = 1):

¢ = CiVU J1j3(2) + Cov/tYy3(2), (5.51)

onde C e Cy sao constantes de integragao, Ji/3(2) e Y1/3(2) sao funcoes de Bessel
de ordem 1/3 e

1 2
t'=t+-, z= 3 3. (5.52)
Y

No momento estamos fazendo os célculos da matriz M(t) para este caso, que
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¢ basicamente:

1 0
M(t) = 2k (nB + 5) / dze®**RIR,, (5.53)
—t

e ainda nao obtivemos resultados concretos para serem apresentados.

5.2 Estados Gaussianos e nao Gaussianos n-modos,
etc.

Recentemente fizemos um estudo sobre a dinamica de emaranhamento entre
2 modos Gaussianos preparados em uma cavidade de microondas, e vimos que,
assintoticamente, o emaranhamento pode persistir, extinguir em tempo finito ou
em tempo assintético (¢ — oo) [53]. Os detalhes deste trabalho nao estao no es-
copo desta tese, porém como trabalho futuro pretendemos estudar mais a fundo
este sistema incluindo estados nao Gaussianos. Poderiamos, por exemplo, estudar
a dinamica de estados de ‘gato de Schroedinger’, comprimidos ou nao, se com-
portam sob efeitos de dissipacao, tanto em canais Gaussianos quanto em canais
nao-Gaussianos.

Outros projetos que possuimos sao:

e Aspectos dinamicos do emaranhamento de estados nao-Gaussianos bi-partidos:
neste trabalho queremos estudar a dinamica do emaranhamento num sistema
bi-partido nao-Gaussiano, sob efeito de dissipacao, onde pretendemos identi-
ficar como o emaranhamento entre as partes se comporta. Intuitivamente ve-
mos que o emaranhamento, sendo uma propriedade quantica, deve diminuir
com o tempo, assim como outras propriedades quanticas. Porém, isto nao é
obvio, visto que existem sistemas onde, mesmo sem emaranhamento, ainda
existem correlagoes nao cléssicas;

e Estimacao de parametros em sistemas emaranhados: podemos, imediata-
mente, aplicar técnicas de TEQ, com a finalidade de estimar parametros em
sistemas emaranhados, como por exemplo em sistemas comprimidos na va-
ridvel de spin [54], e estudar a relagao entre emaranhamento e uma melhora
em medidas de propriedades quanticas;

e Emaranhamento em estados tri-partido e limite classico em experimentos
de difragado atomica: a partir do estudo dos trabalhos [55, 56, 57], temos a
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intencao de estudar os aspectos dinamicos de propriedades quanticas, prin-
cipalmente emaranhamento, de sistemas com 3 graus de liberdade em inter-
ferometria atomica. Nestes sistemas, através de uma rede de difracao por
onde se passam atomos, podemos ou nao ver franjas de interferéncia (devido
a um campo estatico que é localizado logo apés a rede de difragao). Ainda
nao muito estudado, apesar de extremamente interessante, este sistema seria
um excelente teste para estudarmos emaranhamento entre graus de liberdade
internos, e também para analisarmos limite classico.



CAPITULO 6

Conclusoes

A proposta principal desta tese é realizar um estudo de estados de varidveis
continuas monomodais (estados que possuam natureza intrinsicamente quantica),
tanto Gaussianos quanto nao-Gaussianos, sob efeito de dissipagao. Assim, foram
dois passos a serem cumpridos: estudamos (i) o canal responsével pela dissipacao
dos estados e (ii) como as propriedades quanticas de cada ‘classe’ de estados (Gaus-
sianos e nao-Gaussianos) se comportam sob o efeito de dissipagao. Assim, no capi-
tulo 3 estudamos estados nao-Gaussianos evoluindo sob influéncia de um canal
bosonico, a fim de estimarmos o valor do parametro de dissipacao; e nos proxi-
mos capitulos estudamos os sistemas (estados Gaussianos e nao-Gaussianos) e suas
propriedades, evoluidos sob uma dinamica dissipativa de um canal bosonico.

No capitulo 2 fizemos uma breve revisao tedrica das ferramentas matemati-
cas basicas que utilizamos para a solucao dos problemas atacados. Estudamos
a teoria de estimativas quanticas, seus principais objetos mateméaticos (derivada
logaritmica simétrica, informacao de Fisher classica e quantica, limite de Cramér-
Rao, etc.) e como podemos estimar, teoricamente, o valor de um parametro com a
maior precisao possivel. Também apresentamos uma deducao, apesar de simplista,
da equagao mestra que trabalhamos (isto é, a equacao que modela o canal de dis-
sipagdo que estudamos com maior detalhe). Ao fim deste capitulo apresentamos
o conceito de varidveis continuas em mecanica quantica, e como podemos estudar
algumas propriedades destes, como a entropia de von Neunmann.

Com as ferramentas acima em maos, no capitulo seguinte estudamos um pro-
blema de estimativa em mecanica quantica, mais especificamente a estimativa
do parametro de perda, i.e. a dissipagdo, do canal estudado no capitulo 2 (a
equagao mestra deduzida para temperatura igual a zero). Vimos que estados nao-
Gaussianos melhoram a precisao da medida do parametro de perda comparados
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a estados Gaussianos. Em especial os estados de Fock (py = |n)(n|) saturam o
limite de Cramér-Rao, atingindo o maximo de precisao alcancavel teoricamente,
para qualquer energia discreta n = 0,1,2,.... Para energias pequenas, ou energias
nao-discretas, estudamos superposicoes dos primeiros estados de Fock e verificamos
que superposicoes tipo qu-trit e estados de photon subtracted truncados, superam
os estados Gaussianos no problema da estimativa do parametro de perda de um
canal bosonico. Assim, podemos afirmar que estados nao-Gaussianos sao os esta-
dos 6timos a serem utilizados a fim de obtermos a melhor estimativa do parametro
em questao.

No capitulo 4 fizemos uma comparacao detalhada entre estados Gaussianos de
1-modo e estados de superposicao coerente par e impar. Estudamos varias pro-
priedades destes estados, como distribuicao do nimero de fétons, negatividade da
fungao de Wigner, entropia de von Neumann e squeezing (compressao). Vimos
que os estados de superposicao par, para parametros de deslocamento — ou forca
do — campo pequenos (da ordem de Gy < 1.14), apresentam efetivamente squee-
zing numa de suas quadraturas, e se comportam de maneira semelhante a estados
Gaussianos de 1-modo. Mostramos também que efeitos de compressao para es-
tados Gaussianos monomodais e estados de superposicao par apresentam efeitos
de compressao para condigoes iniciais especiais, visto que a escala de tempo seja
acessivel experimentalmente. Uma conclusao importante destes trabalhos foi o
fato de que, para estados Gaussianos de 1-modo, existe um limite na impureza ini-
cial do mesmo para que este apresente efeitos quanticos efetivos (i.e. a inequacao
(4.38)). Ainda neste capitulo, revisamos muito brevemente nosso trabalho [14],
onde mostramos que estados Gaussianos acoplados a sistemas com poucos graus
de liberdade, porém que contenham caracteristicas de instabilidade, possuem um
crescimento assintotico de sua entropia de von Neumann que é linear com o tempo,
diferentemente do que acontece com sistemas acoplados a infinitos graus de liber-
dade, onde a entropia alcanga um patamar.

Por fim, apresentamos um trabalho em andamento, onde estamos estudando
estados Gaussianos de 1-modo, sob acao de uma evolugao unitaria que pode ser
dependente do tempo, i.e. o Hamiltoneano pode possuir uma dependéncia tem-
poral. Queremos estudar uma evolugao temporal que possua caracteristicas de
instabilidade e a influéncia de efeitos dissipativos sobre estes sistemas. Analisamos
este problema via o formalismo matematico desenvolvido por Ozério [50], onde
utilizamos a funcao caracteristica do sistema e sua evolugao temporal. Como
exemplo, simples porém importante, estudamos uma evolugao de um estado Gaus-
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siano numa evolucao temporal tipo oscilador invertido, onde H(t) = p? — wix? por
exemplo. Vimos que se a dissipacao k for maior que a frequéncia natural do os-
cilador invertido, o crescimento da entropia de von Neumann é ‘freiado’, de modo
a se estabilizar (o que n@o ocorre se o oscilador invertido nao estiver dissipando,
ou se k < wy). Pretendemos num futuro préximo estudar o exemplo onde a fre-
quéncia varia como: w(t) = wg+/7t. Para este caso ainda nao possuimos resultados
concretos.
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