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Tendo escrito e não falado nada áı em cima, vamos ao que interessa... quero expres-
sar aqui meu muito obrigado:
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que já vi trabalhando), Marcelo França, Karen Romero, Júlia Parreira, Walter
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e famı́lia, Rachel, Pará, Erlon, Shakira, Carlitos Parra, demais colombianos, Thi-
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Resumo

O objetivo desta tese é estudar estados de variáveis cont́ınuas, Gaussianos e

não-Gaussianos monomodais, evoluindo sob efeito de um canal dissipativo. As-

sim, definimos dois problemas: estudar as propriedades quânticas do estado e

estudar o canal dissipativo. Para abordar estes problemas, revisamos brevemente

as ferramentas matemáticas utilizadas, que são: teoria de estimativas quânticas,

equações mestras e variáveis cont́ınuas. Nos caṕıtulos seguintes estudamos, respec-

tivamente: (i) o problema da estimativa do parâmetro de perda, i.e. o parâmetro

de dissipação, de um canal bosônico utilizando estados não-Gaussianos; (ii) como

algumas propriedades quânticas de estados Gaussianos de 1-modo e estados de

superposição coerente evoluem segundo uma dinâmica não-unitária. Como resul-

tados do primeiro item, nós conseguimos estimar, de maneira ótima, o parâmetro

de perda do canal, por exemplo utilizando estados de Fock; para o segundo item

fornecemos os tempos caracteŕısticos e limites para as condições iniciais dos esta-

dos para que estes apresentem, efetivamente, a propriedade de compressão. Ainda

mostramos uma comparação entre a evolução da entropia de von Neumann de

um estado Gaussiano de 1-modo sob a influência de um reservatório com infini-

tos graus de liberdade e um com poucos graus de liberdade (mas com alguns

deles mostrando instabilidade). Também apresentamos resultados preliminares e

perspectivas, dentre elas um trabalho onde estamos estudando como um estado

Gaussiano monomodal, evoluindo unitariamente segundo um Hamiltoneano que

contém caracteŕısticas de instabilidade e não-unitariamente segundo uma equação

mestra, e qual é a competição que existe entre a dissipação e a instabilidade.



v

Abstract

The objective of this thesis is to study continuous variables states, single mode

Gaussian and non-Gaussian, evolving under the effect of a dissipative channel.

Thereby, we define two problems: study the quantum properties of the state and

the dissipative channel. To address these problems, we review briefly the mathe-

matical tools that we used, namely: quantum estimation theory, master equations

and continuous variables. In the following chapters we study, respectively: (i) the

problem of estimation of the loss parameter, i.e. the dissipation parameter, of

a bosonic channel using non-Gaussian states; (ii) how some quantum properties

of single mode Gaussian states and coherent superposition states evolve under a

non-unitary dynamics. Some results for the first item, we estimate, in an optimal

way, the loss parameter of the channel, for example using Fock states; for the sec-

ond item we provide the characteristic times and the initial condition limits of the

state in order that they show, effectively, the squeezing property. We show also a

comparison between the evolution of the von Neumann entropy of a single mode

Gaussian state under the influence of a reservoir with infinite degrees of freedom

and one with only few degrees of freedom (but some of them showing instability).

Moreover we present preliminary results and perspectives, among them a work

where we are studying how a single mode Gaussian state, evolving unitarily ac-

cording to a Hamiltonian containing characteristic of instability and non-unitarily

as a master equation, and what is the relation that exist between dissipation and

instability.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Mesmo após aproximadamente cem anos de sua criação, a mecânica quânti-

ca (MQ) continua sendo uma fonte inesgotável de pesquisa e tem se mantido em

constante evolução, tanto em sua estrutura matemática quanto conceitualmente.

Mas o que torna a mecânica quântica tão especial? Segundo Richard Feynman,

o único mistério na mecânica quântica reside no fato dela apresentar estados de

superposição. Destes estados vários efeitos não-clássicos são obtidos tais como

emaranhamento, não-localidade, e interferência em part́ıculas macroscópicas [1, 2].

Nas últimas décadas, esses efeitos ganharam grande importância conceitual e tec-

nológica com a informação quântica [2]. Essa área tenta estudar as propriedades

quânticas e utilizá-las para otimizar o processamento de informação de maneiras

que um computador clássico não seria capaz de desempenhar. Por exemplo, um

algoritmo quântico deve ser capaz de fatorar um número inteiro em seus fatores

primos em tempo polinomial [3], porém ainda não existe um equipamento – com-

putador – que possa realmente implementar algoritmos quânticos.

Para processarmos informação utilizamos uma determinada propriedade f́ısica

do sistema para armazená-la, bem como para manipulá-la. Como exemplo, pode-

mos pensar em informações contidas num computador pessoal, no caso um bit

clássico1. Esta informação, o bit, se encontra nos circuitos integrados (i.e., no

estado eletrônico do mesmo), nos discos ŕıgidos (no estado de magnetização do

disco ŕıgido), etc, onde ela pode ser manipulada. Ao trabalharmos com infor-

mação quântica, neste caso um bit quântico2[4, 5], também desejamos manipulá-la

1Um bit clássico pode assumir dois valores, 0 ou 1.
2Um bit quântico possui um diferencial com relação ao bit clássico, pois pode assumir estados

de superposição, por exemplo: |bit〉 = |0〉+|1〉√
2

. Podemos trabalhar com estes estados por exemplo
em ressonância magnética nuclear, ou experimentos de eletrodinâmica de cavidades.
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e processá-la eficientemente. O grande trunfo de se trabalhar com informação

quântica é o fato de podermos utilizar estados de superposição e estados emara-

nhados na implementação de algoritmos [2].

Visto que os sistemas f́ısicos estão sujeitos a perdas, é vital sabermos como

as propriedades dos sistemas se comportam sob tais efeitos, tanto clássica quanto

quanticamente. Num computador pessoal, os circuitos integrados possuem perdas,

grande parte por efeito Joule, e um dos desafios para um engenheiro é minimizá-

las. Em mecânica quântica uma das principais fontes de rúıdo é a decoerência

[6]. Decoerência é um termo antigo em mecânica quântica e significa a capacidade

que um ambiente possui (por ambiente entenda-se reservatório térmico, dissipação,

difusão, colisões, etc.) de reduzir os efeitos de interferência, obviamente nos graus

de liberdade que se deterioram sob tais efeitos, dos estados quânticos, levando

estes para os estados denominados ponteiros, e assim os estados tendem a ‘perder’

seus efeitos quânticos (entre aspas pois queremos dizer que a propriedade quântica

do estado tende a não ser mais eficaz, tanto em termos de armazenamento de

informação quanto na capacidade de acessarmos experimentalmente). Os efeitos de

decoerência em MQ também são vistos como um passo na direção de se encontrar

um limite quântico-clássico, problema ainda em aberto na f́ısica [6].

Uma abordagem particularmente interessante consiste em processar informação

quântica (IQ) em variáveis cont́ınuas (VC) [7, 8] – estados Gaussianos e não-

Gaussianos – onde a informação é codificada em quadraturas quantizadas dos

modos do campo eletromagnético. A maior motivação para se trabalhar com infor-

mação quântica em VC é a alta eficiência na implementação de alguns protocolos

(preparação, medição e manipulação de estados emaranhados) em propriedades

das quadraturas do campo (squeezing, distribuição do número de fótons, etc) [7].

Uma vasta literatura sobre VC em sistemas Gaussianos e informação quântica está

contida em [9] e referências inclusas. Um exemplo claro desta eficiência é a pos-

sibilidade de se fazer computação quântica tolerante a erros em estados de VC

[10].

Assim, temos dois pontos a serem tratados: (i) queremos compreender como

as propriedades quânticas são deterioradas ao evolúırem sob efeito de um canal

bosônico; (ii) como quantificar esta perda de informação. Note a importância de

ambos os pontos: desejamos trabalhar com informação (que eventualmente deverá

ser enviada de um ponto a outro através de um canal que provavelmente irá provo-

car perdas no estado) e esta estará codificada em estados quânticos, portanto em
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propriedades quânticas dos mesmos. Nesta tese abordamos os dois pontos citados

anteriormente, especificamente para estados de variáveis cont́ınuas Gaussianos e

não-Gaussianos monomodais, sendo que estes estão sob efeito de um canal dissi-

pativo.

Para abordarmos os dois pontos acima, no caṕıtulo 2 fizemos uma breve revisão

das ferramentas matemáticas que utilizamos para estudar tanto o canal quanto as

propriedades dos estados de variáveis cont́ınuas. Revisamos a teoria de estimati-

vas quânticas (TEQ), onde definimos os objetos matemáticos principais como a

informação de Fisher clássica e quântica, o limite de Cramér-Rao, a derivada lo-

gaŕıtmica simétrica, etc. Também apresentamos uma breve, e não excessivamente

detalhada, dedução da equação mestra com a qual trabalhamos, mostrando seu

significado f́ısico. Por fim neste caṕıtulo, definimos a classe geral de estados que

iremos trabalhar: sistemas de variáveis cont́ınuas.

Para quantificar a dissipação, ou o canal que o estado está submetido, tra-

balhamos basicamente com um problema de estimativas: queremos estimar, com

a maior precisão teórica posśıvel, o parâmetro de dissipação do canal. Ou seja,

queremos utilizar recursos quânticos para obter o valor mais próximo do verdadeiro

do ‘quanto’ o canal deteriora o estado, que é o parâmetro de dissipação. No caṕı-

tulo 3, utilizamos a TEQ para atacar o problema citado, e conseguimos estimar o

parâmetro de perda de maneira ótima, usando estados não-Gaussianos [11].

No caṕıtulo 4 estudamos como várias propriedades quânticas (especificamente

a entropia de von Neumann, a distribuição do número de fótons, negatividade

da função de Wigner e compressão) de estados Gaussianos e não-Gaussianos, se

comportam sob efeito de dissipação. Analisamos o tempo caracteŕıstico de cada

propriedade, isto é, em quanto tempo cada uma delas se torna ineficaz. Também

fizemos um estudo sobre quais são os limites que os estados iniciais devem respeitar,

de modo a apresentarem a propriedade quântica de compressão (squeezing)[12, 13].

Além disso, mostramos brevemente como a entropia de von Neumann varia para

sistemas Gaussianos de 1-modo acoplados a um reservatório com poucos graus de

liberdade [14].
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No caṕıtulo 5 mostramos um trabalho em andamento, onde estamos estu-

dando estados Gaussianos de 1-modo, sob ação de um Hamiltoniano que possui

caracteŕısticas de instabilidade, e também acoplado a uma evolução não-unitária.

Queremos ver neste trabalho, de forma anaĺıtica, a competição entre a dissipação e

a instabilidade. Apresentamos o ferramental matemático que estamos utilizando,

além de resultados preliminares. No caṕıtulo 6 mostramos as conclusões desta

tese.



Caṕıtulo 2

Ferramentas Matemáticas Básicas

“É um erro acreditar que é posśıvel resolver qualquer
problema importante usando batatas.”

A vida, o universo e tudo mais - Douglas Adams

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão teórica sobre equações mestras e

sobre variáveis cont́ınuas (VC) em mecânica quântica (MQ), dando exemplos no

estudo de VC em informação quântica. Além disso, iremos apresentar as bases

da Teoria de Estimativas Quânticas (TEQ), que estudamos em nosso estágio de

doutorado sandúıche. No estudo de TEQ iremos abordar o assunto nos baseando

nas referências [15, 16]. Em seguida – no estudo de equação mestra – seguimos os

passos da referência [17]. Ao estudarmos VC em MQ iremos seguir as referências

[18].

2.2 Teoria de estimativas quânticas

Seja o seguinte esquema: dadas N cópias de um estado quântico desconhecido

(no caso, um parâmetro desconhecido qualquer), um f́ısico deseja efetuar medidas

neste sistema, e destas estimar qual era o estado. Basicamente nosso colega ex-

perimental precisa fazer duas otimizações: (i) qual é a melhor medida a ser feita;

(ii) como analisar os dados a fim de obter um bom estimador (iremos definir o que

é um estimador nas subseções em seguida). Vamos, de maneira muito resumida,

caracterizar as etapas que o f́ısico deve passar para obter esta estimativa ótima:

estados, medidas, estat́ıstica (análise dos dados).
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2.2.1 Estados quânticos

Em mecânica quântica podemos descrever o sistema pela sua função de onda

|ψ〉 (no caso, um ket no espaço de Hilbert) ou pelo operador densidade ρ do

sistema. Um operador densidade (ou matriz densidade) é um operador positivo

semi-definido (ρ ≥ 0 ⇒ ρ† = ρ) que possui traço igual a 1 (tr ρ = 1).

Para um estado puro, temos que ρ2 = ρ, se isto não ocorre o estado é dito

misto. O operador densidade de um estado puro pode ser escrito como ρ = |ψ〉〈ψ|,
enquanto o operador densidade de um estado misto pode ser escrito da forma (não

única) ρ =
∑

i pi|ψi〉〈ψi|, com
∑

i pi = 1.

2.2.2 Medidas Projetivas

A MQ prevê com exatidão a probabilidade que um evento aconteça (ou seja

uma sáıda de uma certa medida) dentro de um conjunto de sáıdas posśıveis. Uma

medida projetiva em MQ pode ser representada da seguinte forma: seja ε a sáıda

de uma medida, e Ω o conjunto – finito – onde ‘vivem’ estas sáıdas (ou seja, apenas

um número finito de sáıdas é posśıvel), uma medida projetiva é um conjunto finito

de operadores Mε, com ε ∈ Ω (i.e., ε é o resultado de uma medida), onde Mε ≥ 0,

M †
ε = Mε e

∑
ε∈Ω Mε = 1. Note que cada Mε é um projetor, que pode ser definido

por

Mε = |ε〉〈ε|,
ou seja, a ação de Mε num estado, digamos |φ〉, irá ‘projetar’ o vetor |φ〉 sobre o

vetor |ε〉1. Este tipo de medida, dada por um conjunto de projetores, é dita medida

projetiva. Imediatamente após realizarmos uma medida projetiva M =
∑

ε εMε,

num estado |φ〉 por exemplo, ele se torna (dado que o resultado da medida foi ε):

|ψ〉 =
Mε|φ〉√

p(ε)
,

onde p(ε) = 〈φ|Mε|φ〉. Note que para qualquer projetor P sempre vale P 2 = P .

Se fizermos uma medida M num estado quântico ρ, com posśıveis sáıdas ε, a

probabilidade de obtermos um resultado particular da medida é dada pela regra

de Born: pε(ρ) = tr ρMε. Assim, se temos um ensemble de estados identicamente

preparados e fizermos a medida M em cada componente, obtemos a sáıda ε com

1Assim o projetor seleciona a porção de |φ〉 que é paralela a |ε〉.
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frequência pε(ρ).2

Exemplo

Consideremos os seguintes projetores:

M1 =
1 + ~m · ~σ

2
,

M2 =
1− ~m · ~σ

2
,

onde |m| = 1. As probabilidades de obtermos as sáıdas 1 e 2, no seguinte estado

(estado de qu-bit mais geral): ρ = 1+~η·~σ
2

, são:

p1 = tr ρM1 =
1 + ~m · ~η

2
,

p2 = tr ρM2 =
1− ~m · ~η

2
,

onde ~σ são as bem conhecidas matrizes de Pauli – ~σ = (σx, σy, σz) – e ~η é um vetor

que localiza o estado na esfera de Bloch. Note que M1 e M2 são projetores:

M2
i =

1± ~m · ~σ
2

1± ~m · ~σ
2

=
1± 2~m · ~σ + (~m · ~σ)2

4

=
2(1± 1~m · ~σ)

4
= Mi.

A situação acima pode ser representada na figura 2.1. Nela está representada uma

esfera de Bloch, assim o ângulo que posiciona o vetor ~m, vetor que ‘localiza’ a

medida, na esfera indica como iremos medir o estado.

2.2.3 Estat́ıstica

O problema que queremos tratar é: dadas N -cópias de um estado quântico

(onde assumiremos que o estado (operador densidade) é parametrizado por θ, ou

seja, ρ → ρ(θ)) ρ(θ), queremos estimar o valor de θ da melhor forma posśıvel,

2M é uma medida POVM, Mε são seus elementos.
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2(1-p)

2 p

Figura 2.1: Representação gráfica do exemplo acima.

realizando o menor número de medidas ótimas no sistema. Para este fim, de-

vemos analisar estatisticamente um conjunto de dados, e veremos que o objeto

matemático principal neste estudo é a Informação de Fisher, que iremos definir

abaixo (tanto num conceito clássico quanto quântico).

Como mencionamos anteriormente, a MQ não prevê o resultado exato de um

experimento, mas sim a probabilidade de que uma sáıda de um evento ocorra

(o resultado de uma medida), assim, nesta seção, iremos estudar resumidamente

alguns pontos de estat́ıstica clássica e quântica. A pergunta principal que queremos

responder é: quão ‘diferentes’ duas distribuições de probabilidade podem ser?

2.2.3.1 Estat́ıstica Clássica

Sejam p e q duas distribuições de probabilidade que possuem o mesmo espaço

de sáıda Ω, definimos a distância entre elas como (distância de Hellinger)[19]:

d2
H(q, p) =

∑
ε

(
√

pε −√qε)
2 = 2(1− F (q, p)),

onde F (q, p) =
∑

ε

√
pεqε é o overlap entre p e q.

Dada uma medida M , se duas distribuições de probabilidade são distantes de

uma quantidade pequena δ (ou seja, o quanto duas distribuições de probabilidade



2.2 Teoria de estimativas quânticas 12

são similares), temos3:

d2
H(p(θ,M), p(θ + δ,M)) =

1

4

∑

αβ

I(θ,M)αβδαδβ + O(||δ||3), (2.1)

onde I(θ,M)α,β é um elemento da Matriz Informação de Fisher [20, 21]:

I(θ,M)αβ =
∑
ε∈Ω+

∂αpε(θ, M)∂βpε(θ, M)

pε(θ, M)
. (2.2)

Nas equações acima, temos que ∂α(β) é a derivada com relação ao parâmetro α(β),

Ω+ está indicando que somaremos sobre as sáıdas onde pε 6= 0. No nosso caso,

trabalhamos com estimativas uniparamétricas, portanto:

I(θ, M) =
∑
ε∈Ω+

pε(θ, M)

(
∂ ln pε(θ,M)

∂θ

)2

. (2.3)

Mais abaixo iremos dar uma interpretação para a informação de Fisher.

Estimadores e Limite de Cramér-Rao

Após nosso colega experimental efetuar a medida ele (ou ela) obtém dados,

e destes dados ele deseja obter um valor estimado do parâmetro θ com o menor

erro posśıvel. Isto é feito através da ideia de estimadores, que são definidos como

sendo a função θ̂ : Ω → Θ ∈ R, ε → θ̂ε, do espaço de sáıdas, Ω, para o espaço

de parâmetros, Θ4. Ou seja: dada uma sáıda ε de uma medida Mε, podemos

construir um estimador, θ̂ε
5. Este estimador nos dá um valor, um número real,

para o parâmetro θ, a partir da sáıda ε que obtivemos da medida Mε. O que

desejamos é que esta nossa função θ̂ possua um valor tão próximo quanto posśıvel

3Note que o resultado é uma expansão em série de Taylor em torno de δ, com δ tendendo a
0, da expressão para a distância de Hellinger.

4Isto é: a função θ̂ leva um resultado do espaço de medidas Ω para o espaço de parâmetros
Θ, levando uma sáıda de uma medida ε para um parâmetro θ̂ε.

5Observe que a notação θ̂ não significa que θ̂ é um operador, mas sim um estimador que é
uma função. Porém esta é a linguagem utilizada na área de teoria de estimativas. Durante o
texto fica claro quando estamos tratando de estimadores ou de operadores, portanto, a menos
que não haja nenhuma ambiguidade no texto, iremos manter a mesma notação para estimadores
e operadores.
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do valor verdadeiro do parâmetro desconhecido θ.

É claro também que, ao processar os dados, o experimental deseja obter o valor

do estimador mais próximo do valor verdadeiro do parâmetro, ou seja, quer obter

o estimador com a menor matriz de erro médio quadrático posśıvel, que é definida

por: V (θ̂, θ, M) = Eθ(θ̂−θ)(θ̂−θ)T ou V (θ̂, θ,M)αβ =
∑

ε tr ρMε(θ̂εα−θα)(θ̂εβ−θβ),

onde E(x) é o valor esperado da variável x, definido da seguinte maneira: dada

uma variável randômica6 discreta x, com probabilidade p(x), temos

E(xi) =
∑

i

xip(xi),

se a distribuição de probabilidades assumir uma densidade de probabilidade f(x)

então temos

E(x) =

∫
xf(x)dx.

Note que explicitamos que o valor esperado é tomado com relação ao valor ver-

dadeiro do parâmetro θ: Eθ(θ̂). Em nosso trabalho estudamos estimadores não

tendenciosos, isto é, o valor esperado do estimador é igual ao valor verdadeiro:

Eθ[θ̂] = θ. Para estes estimadores temos que V (θ̂, θ, M) = Covθ(θ̂), onde Covθ(θ̂)

é a matriz de covariância do estimador, dada por:

Covθ(θ̂)ij = Eθ(θ̂iθ̂j)− Eθ(θ̂i)Eθ(θ̂j).

Para estimadores não tendenciosos o limite de Cramér-Rao sempre vale: seja

M um POVM e θ̂ um estimador não tendencioso de θ. Neste caso, a variância do

estimador θ̂ é limitada pelo inverso da informação de Fisher [22]:

V (θ̂, θ,M) ≥ I(θ, M)−1. (2.4)

Uma propriedade importante é que, dadas N cópias de um sistema e a mesma

medida M , temos [20, 21]:

V (θ̂, θ, M) ≥ I(θ, M)−1

N
. (2.5)

6Variável randômica ou variável aleatória. Podemos enxergá-la como sendo uma variável
desconhecida que pode assumir, dentro de um conjunto de valores posśıveis, qualquer valor em
qualquer instante de tempo.
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No começo desta seção mostramos as duas otimizações que um experimental

deve fazer, recapitulando: (i) qual é a melhor medida a ser feita; (ii) como analisar

os dados a fim de obter um bom estimador. Um resultado interessante que diz

respeito ao segundo item é que o estimador de máxima verossimilhança (EMV)

atinge o seguinte limite:

V arθ(θ̂
N) = V (θ̂, θ, M) (2.6)

para N → ∞ (θ̂N implica no estimador obtido após N cópias serem analisadas),

ou seja, podemos nos limitar a encontrar a melhor medida a ser feita no sistema

pois um estimador ótimo é dado pelo EMV7. Em nosso trabalho especificamente

não trabalhamos diretamente com a obtenção do melhor estimador, dado o argu-

mento acima sobre o EMV, portanto agora iremos apenas definir o mesmo, sem

nos preocuparmos tanto com detalhes: definimos o EMV da seguinte forma: seja

Ξ1, . . . , ΞN variáveis randômicas independentes e uniformemente distribúıdas com

função de probabilidade Pr[Ξ = ε] = pε(θ). O EMV é definido como:

θ̂EMV = argmax
1

N

N∑
i=1

ln pΞi
(θ),

onde argmax é o argumento do máximo, isto é, o conjunto de pontos do argumento

dado para os quais o valor da expressão atinge o valor máximo.

2.2.3.2 Estat́ıstica Quântica

Se temos dois estados quânticos podemos distingúı-los fazendo uma medição

apropriada em ambos e comparando o resultado do experimento. Ao estudarmos

estat́ıstica clássica, na seção anterior, vimos que podemos definir uma distância en-

tre duas distribuições de probabilidade, pε e qε, através da distância de Hellinger.

Vimos anteriormente que podemos associar a Informação de Fisher com a distância

entre duas distribuições de probabilidade. Em mecânica quântica estamos interes-

sados não em quão diferentes duas distribuições de probabilidade são, mas sim em

quão distantes dois estados são. Assim, faremos uma análise análoga para estados

quânticos e definiremos uma ‘distância’ entre estes, a chamada distância de Bures

[23, 24, 25], a fim de saber quão ‘distantes’ nossos estados estão. Assim, temos

que:

d2
B(ρ, ρ′) = max

M
d2

H [p(ρ,M), p(ρ′,M)] = 2 (1− F (ρ, ρ′)) , (2.7)

7O termo V arθ(θ̂) significa a variância de θ̂. A variância para uma variável x é definida como:
V ar(x) = E(x2)− [E(x)]2.
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onde

F (ρ, ρ′) = tr
√√

ρρ′
√

ρ, (2.8)

esta última expressão é chamada fidelidade quântica 8.

Suponhamos que nosso estado quântico seja parametrizado por θ. Assim como

calculamos a distância de Hellinger na seção anterior, faremos para dois estados

quânticos próximos, assim:

d2
B[ρ(θ), ρ(θ + φ)] = 2

(
1− tr

√√
ρ(θ)ρ(θ + φ)

√
ρ(θ)

)
,

onde assumimos que φ é pequeno comparado a θ.

Iremos expandir a distância de Bures em torno de φ. Definindo:

A(θ, φ) =

√√
ρ(θ)ρ(θ + φ)

√
ρ(θ),

e tomando a derivada do quadrado da expressão anterior com relação a φ temos:

(∂φA(θ, φ)) A(θ, φ) + A(θ, φ) (∂φA(θ, φ)) =
√

ρ(θ)∂φρ(θ + φ)
√

ρ(θ). (2.9)

Agora, iremos avaliar a expressão acima em φ = 0, e multiplicar pela direita e pela

esquerda por ρ(θ)−1/2, assim9:

λ(θ)ρ(θ) + ρ(θ)λ(θ)

2
= ∂θρ(θ), (2.10)

onde λ(θ) = 2ρ(θ)−1/2(∂φA(θ, φ)|φ=0)ρ(θ)−1/2 é chamado derivada logaŕıtmica simétrica

(DLS). Tomando o traço de (2.10), temos para a primeira derivada da distância

de Bures:

∂φd
2
B[ρ(θ), ρ(θ + φ)]|φ=0 = −2 tr[∂φA(θ, φ)]|φ=0 = −2 tr[∂θρ(θ)] = 0. (2.11)

Assim, partimos para o segundo termo. Tirando a segunda derivada de A2(θ, φ):

√
ρ(θ)(∂2

φρ(θ + φ))
√

ρ(θ) = (∂2
φA(θ, φ))A(θ, φ) + A(θ, φ)(∂2

φA(θ, φ)) +

+2(∂φA(θ, φ))(∂φA(θ, φ)), (2.12)

8O śımbolo maxM significa que iremos fazer uma maximização da distância de Hellinger,
d2

H [p(ρ,M), p(ρ′,M)], sobre todas as medidas posśıveis.
9No nosso caso estamos assumindo que ρ(θ) 6= 0.
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agora avaliando em φ = 0 e tomando o traço, temos:

2 tr[∂2
φA(θ, φ)|φ=0] +

1

2
tr[ρ(θ)λ(θ)2] = 0, (2.13)

assim

tr[∂2
φA(θ, φ)|φ=0] = −1

4
H(θ) (2.14)

onde

H(θ) = tr[ρ(θ)λ(θ)2] (2.15)

é a chamada Informação de Fisher Quântica (IFQ) 10. Assim, a distância de Bures

fica:

d2
B[ρ(θ), ρ(θ + φ)] =

1

4
H(θ)φ2 + O(|φ|3). (2.17)

Uma propriedade importante da informação de Fisher quântica é a seguinte: dadas

N cópias de um sistema, e seja HN(θ) a informação de Fisher global, assim temos:

HN(θ) = NH1(θ).

As deduções acima valem quando ρ(θ) > 0, porém é posśıvel demonstrar [16] que

os resultados são válidos também para o caso geral onde ρ(θ) ≥ 0.

Um resultado importante a respeito da IFQ é o seguinte, chamado de inequação

de Braunstein-Caves [25]: suponha um estado quântico ρ parametrizado por θ.

Para qualquer medida M sempre vale:

I(θ, M) ≤ H(θ), (2.18)

onde I(θ,M) e H(θ) são as informações de Fisher clássica e quântica respectiva-

mente. Desta desigualdade segue o limite de Cramér-Rao quântico: seja θ̂ um

estimador não tendencioso de θ, a seguinte desigualdade vale [20, 21] (sob certas

condições, que não iremos detalhar):

V (θ̂, θ, M) ≥ H(θ)−1. (2.19)

10Note que fizemos a análise para o caso uniparamétrico, que foi o caso estudado. A dedução
para o caso mais geral, onde vários parâmetros são estimados, é a extenção direta da dedução
feita nesta seção, e a Matriz de Informação de Fisher Quântica fica:

Hαβ(θ) = < tr[ρ(θ)λα(θ)λβ(θ)], (2.16)

onde α(β) diz respeito ao parâmetro θα(β).
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Alguns comentários a respeito dos resultados acima:

• Note que a IFQ não depende de uma medida espećıfica, assim uma medida

ótima é aquela que satura a desigualdade de Braunstein-Caves, i.e. que faz

I(θ, M) = H(θ). Isto nem sempre é posśıvel, porém para alguns casos sim,

por exemplo em problemas uniparamétricos (o problema que tratamos, que

será detalhado em um caṕıtulo posterior, é de estimativa uniparamétrica).

Nestes casos, a igualdade é atingida ao fazermos medidas na base onde a

DLS é diagonal, ou seja, os elementos do POVM ótimo serão projetores no

subespaço definido pelos autovetores comuns da DLS;

• Como vimos, esperamos que o estimador de máxima verossimilhança, para N

cópias do sistema, possua covariância igual à matriz de erro médio quadrático.

Assim, o limite de Cramér-Rao fica:

V arθ(θ̂
N) ≥ H(θ)−1

N
, (2.20)

então nosso problema de otimização se resume em encontrar as medidas óti-

mas que maximizam a IFQ, pois assim teremos uma minimização da variância

do estimador com relação ao valor verdadeiro do parâmetro.

• Podemos dar a seguinte interpretação para a informação de Fisher: ela quan-

tifica quanto uma distribuição de probabilidade (ou o estado quântico, para a

versão quântica obviamente) é senśıvel dado que a alteremos de um pequeno

valor δ (por exemplo, observando as equações (2.1) e (2.4)). Se alteramos

uma distribuição de probabilidade de uma quantidade pequena δ e ela se dis-

tingue bastante da distribuição original isto implica em uma informação de

Fisher maior, e assim pelo limite de Cramér-Rao e pela distância de Hellinger,

iremos estar nos afastando da distribuição de probabilidade original.

2.3 Equação Mestra - Dissipação em mecânica

Quântica

“Obey your Master!!!!”

Master of Puppets - Metallica
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Ao trabalharmos com sistemas quânticos abertos, estamos pensando em um

sistema principal S (em cujas propriedades estamos interessados), interagindo com

um sistema R, ambiente ou reservatório térmico, sobre o qual apenas nos interessa

sua influência sobre S. De fato, trabalhamos com o seguinte Hamiltoneano

H = HS + HR + HSR, (2.21)

onde HS e HR são os Hamiltoneanos do sistema e do ambiente (reservatório) e

HSR é o Hamiltoneano de interação entre os dois subsistemas. Na análise deste

problema, desejamos somente informação do sistema principal, então iremos es-

crever o operador densidade do sistema completo como χ(t) e definir o operador

densidade reduzido do sistema como

ρ(t) = trR[χ(t)]. (2.22)

A equação de Schroedinger para χ(t) é

χ̇(t) =
1

i~
[H,χ(t)]. (2.23)

Podemos passar a equação acima para o quadro de interação fazendo

χ̃(t) = e
i
~ (HS+HR)tχ(t)e−

i
~ (HS+HR)t, (2.24)

que nos dá a seguinte “equação de Schroedinger”(no quadro de interação):

˙̃χ(t) =
1

i~
[H̃SR(t), χ̃(t)]. (2.25)

Podemos integrar formalmente a equação acima, resultando em

χ̃(t) = χ(0) +
1

i~

∫ t

0

[H̃SR(t′), χ̃(t′)]dt′, (2.26)

substituindo para χ̃(t) em (2.25) temos

˙̃χ(t) =
1

i~
[H̃SR(t), χ̃(0)]− 1

~2

∫ t

0

[H̃SR(t), [H̃SR(t′), χ̃(t′)]]dt′. (2.27)

Esta equação é exata. Agora iremos fazer algumas aproximações para que pos-

samos resolver a integral em (2.27), chegando assim na equação diferencial que
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desejamos.

2.3.1 Aproximação de Born e aproximação Markoviana

Assumindo que a interação foi “ligada” em t = 0 e que antes disso o sistema

e o ambiente não interagiram teremos:

χ(0) = ρ(0)⊗R0, (2.28)

onde R0 é o operador densidade inicial do reservatório. Definindo

ρ̃(t) = trr[χ̃(t)] = e
i
~HStρ(t)e−

i
~HSt (2.29)

temos a seguinte equação mestra

˙̃ρ = − 1

~2

∫ t

0

trR{[H̃SR(t), [H̃SR(t′), χ̃(t′)]]}dt′ (2.30)

onde fizemos

trR[H̃SRR0] = 0.

Assim que nosso sistema for “ligado”, i.e. t > 0, ele irá se correlacionar com

o reservatório. Assumimos que o acoplamento entre sistema e reservatório é fraco

e também que o reservatório é muito grande em comparação ao sistema, portanto

fica praticamente inalterado. Porém, o sistema será drasticamente alterado pelo

reservatório (queremos um sistema amortecido). Então escrevemos

χ̃(t) = ρ̃(t)R0 +O(HSR). (2.31)

Com a justificativa acima fazemos a chamada aproximação de Born, que con-

siste em dizer que o reservatório desacopla do sistema para todo o tempo t. Assim

escrevemos (2.30) como

˙̃ρ = − 1

~2

∫ t

0

trR{[H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t′)R0]]}dt′. (2.32)

A equação (2.32) ainda é motivo de discussão na comunidade, pois a idéia da

dinâmica não-unitária da equação mestra é a de que as correlações entre sistema

e reservatório anulassem as correlações quânticas do sistema. Mas o sistema é
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desacoplado do reservatório para todo o tempo, o que soa no mı́nimo estranho. O

grande sucesso entre teoria e experimento dá crédito ao resultado acima obtido.

A equação (2.32) é não-Markoviana, já que a evolução futura depende da

evolução passada. A aproximação Markoviana simplifica o cálculo da integral

acima e é justificada pelo fato do reservatório ser muito grande (em comparação

ao sistema) e mantido em equiĺıbrio térmico, assim ele não irá guardar por muito

tempo informações relativas ao sistema, ou seja, assumindo que as correlações tem-

porais do reservatório decáırem muito mais rápido que as correlações do sistema.

Assumindo este fato podemos escrever

˙̃ρ = − 1

~2

∫ t

0

trR{[H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)R0]]}dt′. (2.33)

Vale ressaltar que existem modelos exatos (por exemplo [26]) modelando a dinâmica

entre sistema e reservatório e os resultados são similares aos obtidos pela equação

mestra.

A partir da equação (2.33) temos que fazer um modelo espećıfico para nosso

sistema global a fim de resolver a integral. Sejam os seguintes Hamiltoneanos

(partes de (2.21)):

HS = ~ω0a
†a, (2.34)

HR =
∑

j

~ωjr
†
jrj, (2.35)

HSR =
∑

j

~(κ∗jar†j + κja
†rj) = ~(aΓ† + a†Γ). (2.36)

Os Hamiltoneanos acima descrevem um oscilador harmônico (sistema S) com fre-

quência ω0 e operadores de aniquilação/criação, a/a† respectivamente. O reser-

vatório (R) é modelado como sendo infinitos osciladores harmônicos (rj e r†j) de

frequência ωj. A interação entre S e R é feita através da constante κj; além de

linear a interação é tomada na aproximação de onda-girante.

A equação mestra (2.33), tomando o cuidado de estudar as correlações entre

os modos do reservatório (certificando que estes decaem muito mais rapidamente

que as correlações do sistema), toma a seguinte forma (após ser feito o traço sob o

reservatório e tomado o limite de cont́ınuo de frequências do reservatório):

˙̃ρ = α(aρ̃a† − a†aρ̃) + β(aρ̃a† + a†ρ̃a− a†aρ̃− ρ̃aa†) + H.C., (2.37)
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onde α e β são coeficientes que dependem de parâmetros do reservatório, como a

temperatura T :

α =

∫ t

0

dτ

∫ ∞

0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2

β =

∫ t

0

dτ

∫ ∞

0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n(ω, T ),

onde n(ω, T ) essencialmente reflete a temperatura do reservatório, g(ω) e κ(ω)

são a densidade de estados e o acoplamento entre S e R no limite de frequências

cont́ınuo, respectivamente.

A equação mestra para o oscilador harmônico amortecido (2.37), na represen-

tação de Schroedinger fica da seguinte forma:

ρ̇ = −iω
′
0[a

†a, ρ] +
γ

2
(n + 1)(2aρa† − a†aρ− ρa†a)

+
γ

2
n(2a†ρa− aa†ρ− ρaa†), (2.38)

onde γ = 2πg(ω0)|κ(ω0)|2 = 2πCωj
0 (onde a C é uma constante e j é um inteiro

positivo11) e

n = n(ω0, T ) =
e−~ω0/kBT

1− e−~ω0/kBT
,

i. e., γ é o acoplamento do reservatório com o oscilador principal e n diz respeito

à temperatura T do reservatório.

Uma interpretação f́ısica da equação (2.38) fica clara quando estudamos a

probabilidade pn = 〈n|ρ|n〉 do oscilador estar no n-ésimo estado de energia:

ṗn = γ(n + 1)(n + 1)pn+1 − γ(n + 1)npn + γnnpn−1 − γn(n + 1)pn. (2.39)

A equação acima descreve a taxa de transições entre os estados n + 1, n − 1 e

n do oscilador harmônico amortecido. Respectivamente temos que os coeficientes

representam a taxa com a qual o estado faz as seguintes transições:

• n + 1 e decair para o estado n;

11Usamos esta expressão: γ = 2πg(ω0)|κ(ω0)|2 = 2πCωj
0 como um modelo de acoplamento

entre o sistema e reservatório no limite de cont́ınuo, tal que as correlações entre os modos do
reservatório se anulem muito mais rapidamente que as correlações entre o sistema e o reservatório.
Por exemplo, para o nosso caso, j = 3 já nos dá uma boa aproximação.
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• n e decair para o estado n− 1;

• n− 1 e excitar para o estado n e

• n e excitar para o estado n + 1.

Em nossos trabalhos estudamos basicamente a equação mestra acima (2.38),

sob o ponto de vista de sistemas de variáveis cont́ınuas.

2.4 Variáveis cont́ınuas

Um sistema quântico de variáveis cont́ınuas de n-modos é definido como sendo

descrito pelo espaço de Hilbert

H =
n⊗

k=1

Hk (2.40)

onde os espaços de Hilbert Hk são de dimensão infinita. Como exemplo podemos

citar o Hamiltoneano que descreve uma coleção de n osciladores harmônicos (ou

seja, os modos do campo em questão)

Ĥ =
n∑

k=1

~ωk

(
â†kâk +

1

2

)
, (2.41)

onde os operadores â†k e âk (ak|0〉k = 0) são os operadores de criação e aniquilação,

respectivamente. Estes operadores respeitam as seguintes relações de comutação:

[âk, â
†
k′ ] = δkk′ , [â†k, â

†
k′ ] = [âk, âk′ ] = 0. (2.42)

Usaremos unidades tais que ~ = 1.

As quadraturas do campo para cada modo serão

q̂k =
âk + â†k√

2

p̂k =
âk − â†k

i
√

2
. (2.43)

Podemos agrupar os operadores acima em um vetor, a fim de colocar as relações



2.4 Variáveis cont́ınuas 23

de comutação de uma forma que fique mais clara sua conexão com grupos sim-

pléticos12. Definindo

R̂ = (q̂1, p̂1, q̂2, p̂2, . . . , q̂n, p̂n)T (2.44)

podemos escrever a relação de comutação posição/momento da seguinte forma:

[R̂k, R̂l] = iΩkl, (2.45)

onde Ω é a forma simplética

Ω =
n⊕

k=1

ω, ω =

(
0 1

−1 0

)
. (2.46)

Os auto-vetores do operador aniquilação constituem o conjunto dos estados

coerentes, muito importante em óptica quântica, informação quântica, etc. Os

estados coerentes possuem várias caracteŕısticas distintas, por exemplo o conjunto

de todos os estados coerentes é ‘super-completo’ no seu espaço de Hilbert, no

sentido que – irei omitir o sub-́ındice k, supondo sempre sistemas de VC de 1

modo – dois estados coerentes não são ortogonais, i.e. 〈α′|α〉 = e−|α
′−α|2 , mas

apesar disso o conjunto dos estados coerentes forma uma relação de completeza:

1 =

∫
d2α|α〉〈α| (2.47)

onde |α〉 é o estado coerente a|α〉 = α|α〉 = D̂(α)|0〉, onde D̂(α) é o operador

deslocamento

D̂(α) = eαâ†−α∗â. (2.48)

Isto é, se um estado quântico, evoluindo como um oscilador harmônico, está no

estado coerente |α〉, existe uma probabilidade não-nula dele estar no estado |α′〉;
também, por haver uma relação de completeza, podemos escrever qualquer estado

coerente como uma soma (uma integral no caso) de estados coerentes. Assim

podemos decompor numa forma diagonal qualquer estado.

Em termos dos estados de Fock (que expandem o espaço de Hilbert no caso

do oscilador harmônico, Hk = span{|nk〉}) os estados coerentes podem ser escritos

12Um grupo simplético de 2n entradas reais por exemplo, Sp(2n,R), é o grupo de matrizes
simpléticas (ou seja, as matrizes M são tais que: MT ΩM = Ω e determinante igual a 1) 2n
por 2n com entradas em R, que possui a operação de multiplicação de matrizes. A álgebra que
satisfaz este grupo é o conjunto de matrizes A, de entradas reais, que satisfaz: ΩA + AT Ω = 0.
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como

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
j=0

αj

√
j!
|j〉. (2.49)

Para muitos modos podemos escrever o operador deslocamento como

Dε = eiRT Ωε, (2.50)

onde RT é a transposta de R, (2.44). Assim temos |ε〉 = Dε|0〉 onde ε ∈ R2n.

Um estado quântico de um sistema de dimensão infinita também pode ser

totalmente descrito pela sua função caracteŕıstica:

χs(ε) = es‖ε‖2/2 tr(ρD̂ε), (2.51)

‖ · ‖2 é a norma em R2n. O vetor ε pertence a um espaço 2n-dimensional, que é

chamado espaço de fase, em analogia com a dinâmica Hamiltoneana clássica.

Se fizermos uma transformada de Fourier na função caracteŕıstica, a rela-

cionamos às chamadas distribuições de quasi-probabilidade Ws(ε), que também

descrevem totalmente os estados quânticos. As distribuições são chamadas de

quasi-probabilidade por poderem apresentar partes negativas – uma “assinatura

quântica” como iremos comentar mais a frente neste trabalho. Mais precisamente

escrevemos

Ws(ε) =
1

π2

∫

R2n

χs(κ)eiκT Ωεd2nκ. (2.52)

Neste trabalho iremos concentrar as atenções na chamada função de Wigner,

que é definida como W0(ε). Em termos de |x〉 a função de Wigner pode ser escrita

como

W (x, p) =
1

πn

∫

Rn

〈x− x′|ρ|x + x′〉eix′·pdnx′. (2.53)

2.4.1 Estados Gaussianos

Por definição, estados Gaussianos são os estados que possuem funções carac-

teŕısticas e funções de quasi-probabilidade Gaussianas. Uma caracteŕıstica impor-

tante dos estados Gaussianos é que eles se mantém Gaussianos sob uma evolução

(i.e., um Hamiltoneano) no máximo quadrática nos operadores posição e momento

(ou criação e aniquilação).
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Um estado Gaussiano é completamente caracterizado pelos primeiros e se-

gundos momentos estat́ısticos das quadraturas do campo, ou seja, pelo vetor de

primeiros momentos ~R =
(
〈R̂1〉, 〈R̂2〉, . . . , 〈R̂n〉

)
e pela matriz de covariância

(MC) σ, cujos elementos são:

σij =
1

2
〈R̂iR̂j + R̂jR̂i〉 − 〈R̂i〉〈R̂j〉. (2.54)

Os primeiros momentos podem ser ajustados arbitrariamente por operações locais

unitárias. Tais operações deixam invariantes propriedades f́ısicas importantes –

como entropia e emaranhamento – assim iremos fazer ~R = 0.

A função de Wigner de um estado Gaussiano pode ser escrita como

W (R) =
e−

1
2
Rσ−1RT

π
√

det σ
, (2.55)

onde R = (q1, p1, . . . , qn, pn).

Uma descrição completa de um estado Gaussiano pode ser feita estudando

as propriedades da MC σ. No formalismo de mecânica estat́ıstica, os elementos

da MC são as funções de correlação de 2-pontos entre as 2n variáveis canonica-

mente conjugadas. Note também que se multiplicarmos as entradas da matriz de

covariância por ~ωk, vemos que os termos da diagonal podem ser expressos como

energia, de modo que tr σ se relaciona com a energia média do estado.

Por exemplo, a MC de um estado Gaussiano de 1-modo (que é o estado que

trabalhamos até o momento) é:

σ =

( 〈x2〉 1
2
〈xp + px〉

1
2
〈xp + px〉 〈p2〉

)
, (2.56)

onde fizemos 〈x〉 = 〈p〉 = 0. Já a MC de um estado comprimido de 2-modos (que

possui emaranhamento) com fator de compressão r pode ser escrita como:

σ =




cosh 2r 0 sinh 2r 0

0 cosh 2r 0 − sinh 2r

sinh 2r 0 cosh 2r 0

0 − sinh 2r 0 cosh 2r


 . (2.57)
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Uma propriedade importante das MC’s é a decomposição de um estado Gaus-

siano em modos normais. Uma MC pode sempre ser escrita na forma de Williamson

σ = ST νS, (2.58)

onde S ∈ Sp(2n,R) e ν é a MC

ν =
n⊕

k=1

(
νk 0

0 νk

)
. (2.59)

Note que a MC pode ser vista como uma matriz formada por várias matrizes

de ordem 2 × 2. Analisando desta forma, cada matriz que compõe a diagonal

principal é a MC local do modo k. Já as matrizes fora da diagonal representam as

correlações (quânticas e clássicas) entre os modos, isto é (exemplo em 2-modos):

σ =

(
σ1 ε12

εT
12 σ2

)
, (2.60)

onde σ1 e σ2 são as MCs de cada modo e εij as correlações entre os modos.

Para que uma matriz de covariância corresponda a um sistema f́ısico ela tem

que satisfazer alguns v́ınculos, pois nela estão contidas todas as informações (lo-

calmente invariantes) do sistema – tal como um operador densidade ρ tem que

satisfazer algumas propriedades para corresponder a um sistema f́ısico. Estes v́ın-

culos, juntamente com as relações de comutação entre os operadores x e p (ou a e

a†) implicam em

σ + iΩ ≥ 0. (2.61)

A relação acima deve ser satisfeita para qualquer estado de variáveis cont́ınuas

(Gaussiano ou não-Gaussiano) de modo a representar um estado f́ısico; ela também

implica em σ ≥ 0. A desigualdade (2.61) 13 é a forma mais completa do prinćıpio

de incerteza para os operadores canonicamente conjugados (forma de Robertson-

Schroedinger [27]).

13A inequação (2.61) diz respeito aos auto-valores da matriz σ + iΩ, ou seja, os auto-valores
de σ + iΩ devem ser positivos.
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2.4.2 Informação codificada em um estado Gaussiano

Parafraseando Adesso e Illuminati [18, 28]: “O grau de informação contido

num estado quântico corresponde à quantidade de conhecimento que possúımos a

priori de predizer a sáıda de qualquer teste feito no estado”.

Uma medida da quantidade de informação é a pureza do estado ρ, definida

por:

µ(ρ) = tr ρ2. (2.62)

Temos que µ = 1 quando o estado é puro e µ < 1 para estados mistos.

Podemos também medir a quantidade de “desinformação”, ou a quantidade de

mistura que o sistema possui, ou seja a Entropia. Existem várias definições de

entropia, cada qual com seus defeitos/qualidades. Aqui iremos definir a entropia

linear:

SL(ρ) = 1− µ(ρ) = 1− tr ρ2, (2.63)

e a entropia de von Neumann:

SV (ρ) = − tr ρ ln ρ. (2.64)

Podemos também definir entropias relativas para um sistema composto de subsis-

temas, mas como trabalhamos com sistemas de 1-modo, iremos apenas citar uma,

a chamada informação mútua:

I(ρ) = SV (ρ1) + SV (ρ2)− SV (ρ), (2.65)

onde ρi corresponde ao sistema i e ρ ao sistema global.

Para estados Gaussianos as quantidades acima se reduzem a um estudo da

MC σ. Temos que a pureza é:

µ(ρ) =
1√

det σ
, (2.66)

a entropia de von Neumann é (n-modos):

SV (ρ) =
n∑

i=1

f(νi) (2.67)
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onde

f(x) =

(
x +

1

2

)
ln

(
x +

1

2

)
−

(
x− 1

2

)
ln

(
x− 1

2

)
(2.68)

e νi é o espectro simplético (forma de Williamson) da MC. Por completeza, irei

citar também a forma da informação mútua para um estado Gaussiano de 2-modos:

I(ρAB) = SV (ρA) + SV (ρB)− SV (ρAB). (2.69)

Note que, ao trabalharmos com estados Gaussianos, não há distinção entre

estudarmos o estado do sistema, ρ, ou a matriz de covariância, σ. Assim, as

equações acima podem ser usadas da mesma forma para a MC, por exemplo a

informação mútua para um estado Gaussiano de 2-modos:

I(σAB) = SV (σA) + SV (σB)− SV (σAB), (2.70)

onde σAB é a MC global e σA(B) é a MC do modo A (B).



Caṕıtulo 3

Estimativa do Parâmetro de

Dissipação de um Canal Bosônico

Durante nosso estágio sandúıche feito na Università degli Studi di Salerno,

Itália, estudamos a Teoria de Estimativas Quânticas. Com esta teoria em mãos,

abordamos o problema da estimativa do parâmetro de perda (dissipação) de um

canal bosônico [11].

Suponha um f́ısico experimental que possua duas estações de trabalho sepa-

radas e conectadas por um canal. Nosso colega pode transmitir estados quânticos

(estados coerentes, estados comprimidos, estados de número, etc.) neste canal,

por exemplo com o propósito de implementar um tipo de comunicação. O sinal

de entrada em geral será alterado pelo canal. O problema é determinar quan-

titativamente qual tipo de rúıdo afeta o sinal. O que desejamos obter é qual o

estado de teste ótimo que deve ser enviado pelo canal, e qual a medida ótima na

sáıda precisa ser realizada a fim de estimar o parâmetro de perda com a máxima

precisão posśıvel. No trabalho [29] os autores solucionaram o problema utilizando

estados Gaussianos, mais fáceis de produzir e manusear por exemplo utilizando óp-

tica linear, porém a medida ótima encontrada pelos autores envolve medidas não

Gaussianas, como contagem de fótons, o que dificulta sua realização. Outro de-

talhe é que ao utilizarmos estados Gaussianos a otimização é sub-ótima, atingindo

o limite de máxima precisão somente em casos limites (que iremos mencionar no

decorrer deste caṕıtulo).

Neste caṕıtulo iremos estudar a estimação do parâmetro de perda utilizando

estados não-Gaussianos. Mostraremos claramente que para qualquer região de

energia dos estados de entrada existe sempre um estado não-Gaussiano que melhora
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a estimativa do parâmetro comparado com os estados Gaussianos.

3.1 Canais Bosônicos e Estimativas Quânticas

No caṕıtulo 2 estudamos resumidamente os principais pontos da TEQ. Vi-

mos que podemos utilizá-la para estudar um parâmetro desconhecido do sistema.

Neste caṕıtulo iremos utilizar as ferramentas desta teoria (derivada logaŕıtmica

simétrica, informação de Fisher quântica, limite de Cramér-Rao, etc) para estudar

um parâmetro desconhecido relativo ao acoplamento entre sistema e reservatório.

Faremos isso através de um ‘truque’ matemático, onde iremos reparametrizar,

essencialmente, o tempo e com a equação mestra iremos poder calcular os objetos

matemáticos necessários para investigar um problema de estimativas quânticas.

Esta parametrização será detalhada abaixo.

Vamos considerar aqui um canal bosônico descrito pela equação mestra dρ/dt =

(γ/2)L[a]ρ, onde:

L[a]ρ = 2aρa† − a†aρ− ρa†a, (3.1)

e a é o operador aniquilação no espaço de Fock. Nosso objetivo é estudar a esti-

mativa ótima do parâmetro de perda γ, mas para isto iremos fazer uma repara-

metrização, de fato para obtermos expressões simplificadas para nossos cálculos.

Estimar o parâmetro γ é equivalente a estudar o parâmetro φ ∈ (0, π/2) definido

por

tan2 φ = exp(γt)− 1. (3.2)

Em termos de φ a equação mestra fica da seguinte forma:

dρ

dφ
= tan φL[a]ρ, (3.3)

cuja solução geral é da forma [30]:

ρφ =
∞∑

n=0

(sin2 φ)n

n!
(cos φ)a†aanρ0(a

†)n(cos φ)a†a. (3.4)

Recapitulando alguns elementos de TEQ, vistos no caṕıtulo 2, porém no con-

texto que queremos aplicar neste problema. A estimação ótima de φ é atingida

assintóticamente ao enviarmos N cópias independentes e identicamente distribúı-

das do estado de teste ótimo ρ0 no canal e realizando em cada cópia a medida
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ótima no sinal de sáıda ρφ. A finalidade disto é construir o estimador φ̂ que irá

inferir o valor verdadeiro de φ com mı́nima variância posśıvel. Para qualquer en-

trada ρ0, a medida ótima no estado de sáıda pode ser determinada em termos da

derivada logaŕıtmica simétrica (DLS) Λ(φ) definida implicitamente como o opera-

dor Hermitiano que satisfaz:

dρφ/dφ = (1/2)[ρφΛ(φ) + Λ(φ)ρφ]. (3.5)

Usando a decomposição espectral ρφ =
∑

k ρk|ψk〉〈ψk|, a DLS pode ser escrita

como:

∂φρφ =
1

2
[ρφΛφ + Λφρφ]

∂φρφ =
1

2

[∑
n

ρn|ψn〉〈ψn|Λφ + Λφ

∑
n

ρn|ψn〉〈ψn|
]

∂φρφ =
1

2

[∑
n,m

ρn|ψn〉〈ψn|Λφ|ψm〉〈ψm|+
∑
n,m

ρn|ψm〉〈ψm|Λφ|ψn〉〈ψn|
]

,

trocando m por n e n por m no último termo (pois são apenas ı́ndices mudos,

podemos trocar os nomes), temos:

∂φρφ =
1

2

∑
n,m

(ρn + ρm)|ψn〉〈ψn|Λφ|ψm〉〈ψm|.

Temos também que:

∂φρφ =
∑
n,m

|ψn〉〈ψn|∂φρφ|ψm〉〈ψm|.

Assim, podemos escrever a equação (3.5) como:

∑
n,m

|ψn〉〈ψn|∂φρφ|ψm〉〈ψm| = 1

2

∑
n,m

(ρn + ρm)|ψn〉〈ψn|Λφ|ψm〉〈ψm|.

Das equações acima podemos tirar a seguinte expressão:

〈ψn|Λφ|ψm〉 =
2〈ψn|∂φρφ|ψm〉

ρn + ρm

, (3.6)
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sabemos também que [31, 32] um operador X, em sua forma matricial, pode ser

escrito como

X =
∑

a′,a′′
|a′′〉〈a′′|X|a′〉〈a′|,

assim podemos escrever a equação (3.6) como:

Λφ =
∑
n,m

2
〈ψn|∂φρφ|ψm〉

ρn + ρm

|ψn〉〈ψm|. (3.7)

Esta última expressão é a que utilizamos para o cálculo da DLS.

As medidas descritas como sendo projetores na base onde a DLS é diagonal

saturam o limite de Cramér-Rao:

V arφ[φ̂] ≥ 1

NH(φ)
, (3.8)

onde a informação de Fisher quântica (IFQ) H(φ) é definida como:

H(φ) = tr[ρφΛ
2
φ]. (3.9)

Nosso problema então se resume em determinarmos o estado de entrada ótimo com

uma dada energia média finita, n̄, tal que a IFQ do estado final seja máxima.

O limite máximo de precisão atinǵıvel por um estado quântico é calculado

supondo que podemos acessar os graus de liberdade do reservatório (i.e. dos

infinitos osciladores internos do canal). Claro que esta suposição é ideal, mas o

limite é atinǵıvel como iremos mostrar. Neste caso temos que o limite de Cramér-

Rao fica:

V arφ[φ̂] ≥ 1

4n̄N
. (3.10)

Isto significa que uma estimativa ótima necessita de estados de entrada que nos

dão na sáıda uma IFQ exatamente igual a 4n̄, para cada uma das N cópias. Se

os estados de entrada são limitados à classe de estados Gaussianos de 1-modo, a

estimativa nunca é ótima: o limite máximo só é atingido assintoticamente para

φ tendendo a 0 ou π/2, enquanto a IFQ para o melhor estado Gaussiano pode

chegar a apenas ∼ 2n̄ para perdas intermediárias1. Neste trabalho mostramos que

estados não-Gaussianos, no caso estados de Fock, e superposições dos primeiros

destes estados são de fato ótimos para a estimativa do parâmetro de perda em

1Note que φ = 0 implica em γ = 0 e φ = π/2 implica em γ →∞.
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canais bosônicos com a precisão máxima permitida pela mecânica quântica.

3.2 Estados de Fock

Consideremos primeiramente, como estados de entrada, estados de Fock ρ0 =

|n〉〈n|, onde n̄ = n. O estado evolúıdo é dado por, de acordo com (3.4):

ρφ =
n∑

k=0

(sin2 φ)k

(
n

k

)
(cos2 φ)(n−k)|n− k〉〈n− k|. (3.11)

A DLS para este caso é:

Λ(φ) = tan φ

n∑

k=0

(gk/fn−k)|k〉〈k|, (3.12)

onde

gk = 2 [fn−k−1(k + 1)(1− δk,n)− fn−kk] e fk =

(
n

k

)
(sin2 φ)k(cos2 φ)n−k (3.13)

. A informação de Fisher quântica é:

H(φ) = tan2 φ

n∑

k=0

(g2
k/fn−k) = 4n̄. (3.14)

Vemos pela equação (3.14) que os estados de Fock nos dão a estimativa ótima e

incondicional do parâmetro de perda independente do valor verdadeiro do mesmo.

Assim, um esquema de medidas adaptativas se torna desnecessário neste caso2

(diferentemente do caso Gaussiano).

Ainda neste caso, mostramos que as medidas ótimas que devem ser realizadas

em cada cópia, e assim projetando no auto-espaço de Λφ para obtermos a saturação

do limite de Cramér-Rao, podem ser implementadas somente por contagem de

fótons. Dado o grande controle experimental atingido nas técnicas de medidas

por contagem de fótons [5] e a alta fidelidade de se produzir estados de Fock

2Medidas adaptativas são aquelas em que não possúımos todas as N cópias de uma só vez
para medirmos, mas uma cópia de cada vez. Assim, é posśıvel utilizar a medida feita na cópia
anterior, por exemplo a cópia k − 1, para escolher qual medida deve ser realizada na próxima
cópia, k.
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de, por exemplo, n . 10 fótons [33] (em experimentos com campos ópticos ou

deterministicamente em cavidades de microondas), escolhendo n̄ = 2 como uma

energia ideal para trabalharmos, nossos resultados fornecem o caminho para a

verificação experimental da TEQ e as medidas da DLS para inferir o valor do

parâmetro de perda de canais de dissipação.

Pode-se argumentar que, na prática, estados Gaussianos (estados coerentes ou

estados comprimidos) são mais simples de se produzir e manipular que estados de

Fock, porém aqui mostramos que o resultado para estados coerentes está muito

distante do resultado ótimo. Abaixo mostraremos figuras contendo os resultados

para os estados de Fock em comparação com estados de superposição dos mesmos,

estados coerentes e estados Gaussianos comprimidos.

Como exemplo, no regime de perdas pequenas ou médias (φ < π/4), corres-

pondendo como modelo para canais de fibras ópticas, a precisão atingida por um

estado de Fock de 2 fótons, ou seja n̄ = 2, pode ser atingida por um campo coe-

rente com energia muito maior (n̄ = 26 para φ = π/16 e n̄ = 105 para φ = π/32),

um aumento em energia que pode não ser bem vindo em termos de otimização,

devido ao fato de uma entrada com energia muito alta pode danificar o canal.

De fato, para a implementação experimental da estimativa do canal, é dese-

jável que as entradas possuam baixa energia para que o mesmo não seja alterado,

a fim de permitir que possamos introduzir repetidamente os estados de sáıda. As-

sim, como os estados de Fock não atingem energias inferiores a 1, e também só

possuem energias discretas, vamos nas próximas seções identificar classes de esta-

dos não-Gaussianos que podem atingir o limite máximo de precisão na estimativa

do parâmetro de perda para qualquer valor de energia, especialmente no regime

0 ≤ n̄ ≤ 1.

3.3 Estados tipo ‘qubit’

O candidato mais simples como estado inicial no regime de baixas energias é

a superposição do estado de vácuo |0〉 e o estado de 1-fóton |1〉:

ρ0 = |ψ(1)
0 〉〈ψ(1)

0 |, (3.15)

onde |ψ(1)
0 〉 = cos θ|0〉 + eiϕ sin θ|1〉. O número médio de fótons neste caso é dado

por: n̄ = sin2 θ.
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O estado evolúıdo, calculado a partir de (3.4), é:

ρφ = c0|0〉〈0|+ c∗1|1〉〈0|+ c1|0〉〈1|+ c2|1〉〈1|, (3.16)

onde

c0 = 1− sin2 θ cos2 φ

c1 = eiϕ sin θ cos θ cos φ

c2 = sin2 θ cos2 φ.

Diagonalizando o estado acima e calculando a DLS:

Λφ = 2 tan φ
∑
p,q

Lpq

λp + λq

|ψq〉〈ψp|, (3.17)

onde p e q variam de 1 a 2 e

Lpq = 2
∑

i

λi
|c0 − λi|2

N2
i

|c1|2
NqNp

− (λp + λq)
(c0 − λp)(c0 − λq)

∗

NpNq

,

Nj =
√
|c1|2 + (c0 − λj)2,

λ1 =
1

2

(
1−

√
1− sin2 2φ sin4 θ

)
,

λ2 =
1

2

(
1 +

√
1− sin2 2φ sin4 θ

)
,

|ψ1〉 =
1

N1

[−c∗1|0〉+ (c0 − λ1)|1〉]

|ψ2〉 =
1

N2

[−c∗1|0〉+ (c0 − λ2)|1〉] .

Calculando a IFQ (H(φ) = tr[ρφΛ
2
φ]) temos o seguinte resultado (independente

de ϕ):

H(1)(φ) = 4n̄[1− (1− n̄) cos2 φ]. (3.18)

Note que (figuras 3.1 e 3.2) os exemplos simples acima – estados de Fock e estados

tipo qubit – nos dão um aumento considerável sobre a melhor estimativa feita com

estados Gaussianos para parâmetro de perda (dissipação) com valor intermediário,

porém nos regimes de dissipação pequena e baixa energia os estados Gaussianos

(que neste limite são simples estados comprimidos [29]) ainda são estados de teste
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melhores.

Nas figuras abaixo mostramos os resultados para todos os estados que estu-

damos, incluindo estados tipo qutrit e ququart que serão tratados nas próximas

seções.

3.4 Estados tipo ‘qutrit’

Nesta seção consideramos superposições do vácuo e dos dois primeiros estados

de Fock, assim nosso estado inicial é:

ρ0 = |ψ(2)
0 〉〈ψ(2)

0 |, (3.19)

onde

|ψ(2)
0 〉 = cos α|0〉+ eiµ sin α sin β|1〉+ eiν sin α cos β|2〉. (3.20)

Note que α pode ser fixado como função de β e n̄,

α = arcsin

(√
2n̄

cos(2β) + 3

)
.

O cálculo da DLS envolve a diagonalização de uma matriz 3 × 3, i.e. o estado

final. A IFQ deve ser otimizada (maximizada), para um dado n̄, para as fases µ

e ν e também para o parâmetro β (este último parâmetro varia de β = 0, que

corresponde a uma superposição de |0〉 e |2〉, até β = π/2, que corresponde a uma

superposição do tipo qubit, |0〉 e |1〉, tratado na seção anterior).

A maximização para as fases nos dá µ = ν = π. O valor ótimo de β pode ser

encontrado numericamente para cada valor de n̄ e φ, ver figura 3.3. A IFQ para

este caso é mostrada nas figuras 3.1 e 3.2, onde o cálculo foi feito numericamente.

O estado tipo qutrit nos dá resultados melhores que o estado tipo qubit, como era

esperado, e também obtemos uma melhora sobre os estados Gaussianos ótimos,

para a mesma energia, para todo o intervalo dos parâmetros, ou seja para qualquer

valor do parâmetro de perda.

No limite de estados com energia tendendo a zero, n̄ → 0, o estado ótimo

Gaussiano é o estado de vácuo comprimido, cuja IFQ é H(G)(φ) = 4n̄[1 + z2]/[1 +

2z(1 + n̄) + z2] (onde z = tan2 φ), enquanto o estado ótimo de qutrit é uma
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Figura 3.1: Informação de Fisher Quântica H(φ) versus o parâmetro de perda φ para
diferentes valores da energia de entrada n̄. Linha sólida preta: estados ótimos
Gaussianos [29]; linha tracejada azul: estados de Fock |n̄〉; linha pontilhada
roxa: estados tipo-qubit |ψ(1)

0 〉; linha ponto-traço laranja: estado ótimo de
qutrit |ψ(2)

0 〉; linha ponto-ponto-traço verde: estados ótimos tipo-ququart
|ψ(3)

0 〉.
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Figura 3.2: Informação de Fisher Quântica H(φ) versus a energia de entrada dos es-
tados iniciais n̄ para diferentes valores do parâmetro de perda φ. Linha
sólida preta: estados ótimos Gaussianos [29]; linha pontilhada roxa: estados
tipo-qubit |ψ(1)

0 〉; linha ponto-traço laranja: estado ótimo de qutrit |ψ(2)
0 〉;

linha ponto-ponto-traço verde: estados ótimos tipo-ququart |ψ(3)
0 〉. A linha

pontilhada fina mostra o limite quântico máximo, H(φ) = 4n̄.

superposição de |0〉 e |2〉 (β = 0) com IFQ:

H(2)(φ) = 4n̄[1 + z2]/[1 + z(2− n̄ + z] ≥ H(G)(φ). (3.21)

No limite n̄ → 1, o valor de β tende a π/2, α → π/2 e o estado de qutrit converge

para o estado de Fock |1〉.

3.5 Relação com estados de-Gaussificados

Uma pergunta que gostariamos de esclarecer é se este estado pode ser inter-

pretado como um truncamento de dimensão finita de um estado não-Gaussiano

mais geral, de dimensão infinita, e qual seria este estado. Para isto, consideramos
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Figura 3.3: Superf́ıcie hachurada: ver explicação no texto na seção ‘Relação com estados
de-Gaussificados’ para um estado truncado de photon subtracted. Linhas
pontilhadas: valores de β ótimos como função de n̄, correspondendo ao valor
máximo da IFQ entre todos os estados tipo qutrit, para diferentes valores
de φ (de baixo para cima φ = π

16 , π
8 , 3π

16 , π
4 , 5π

16 , 3π
8 , π

2 ).

um estado não-Gaussiano de photon subtracted :

ρ
(nG)
0 = N−1aD(η)S(r)|0〉〈0|S†(r)D†(η)a†, (3.22)

onde η é o deslocamento do campo e r é a compressão do mesmo. Estudamos

a projeção deste estado no subespaço gerado pelo vácuo e pelos dois primeiros

estados de Fock. Esta escolha é devida ao fato de que as estratégias de adição ou

subtração de fótons estão entre as ferramentas mais promissoras para a produção

de fontes ópticas não-Gaussianas [34, 35].

O truncamento de estados do tipo ρnG
0 é dado por:

|ψ(nGtr)〉 = c0|0〉+ c1|1〉+ c2|2〉 (3.23)

, onde os coeficientes cj = kj/(k
2
0 + k2

1 + k2
2)

1/2, com k0 = η(tanh r + 1), k1 =

k2
0 − tanh r, k2 = 2−1/2k0(k

2
0 − 3 tanh r). Os coeficientes kj são funções do módulo

do deslocamento η e a amplitude da compressão r (a fase relativa à compressão

pode ser feita igual a 0 para maximizar a IFQ). O que encontramos foi que o

estado puro ρ
(nG)
0 e ρ

(nGtr)
0 = |ψ(nGtr)〉〈ψ(nGtr)| sempre possuem uma alta fidelidade,

i.e. F = Tr[ρ
(nG)
0 ρ

(nGtr)
0 ] > 92%. Ao adicionarmos alguns poucos termos na

superposição a fidelidade rapidamente aumenta para 99%.

O número médio de fótons n̄ é uma função não-linear de η e r. Então, a
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fim de visualizar a maximização de H sobre estes dois parâmetros, para um valor

fixo de n̄, nós variamos η e r no espaço real (pois são parâmetros reais) e mos-

tramos na área hachurada na figura 3.3 os valores atinǵıveis de β (caracterizando

a parametrização original dos estados de qutrit para uma energia fixa) versus os

valores de n̄ que são gerados pela variação dos parâmetros. Ou seja, um estado do

tipo (3.23) pode possuir parâmetros que atingem algum ponto da região hachu-

rada na figura 3.3. Encontramos que existem combinações de η e r para o estado

photon subtracted truncado tais que o ângulo β pode assumir praticamente todos

os valores no intervalo [0, π/2] para cada n̄ ∈ [0, 1]. A superposição da região

hachurada com as curvas de β em função de n̄ nos dá o valor máximo da Infor-

mação de Fisher Quântica sobre todos os estados de qutrit, para diferentes valores

de φ. Isto é, a área hachurada da figura 3.3 nos dá os valores atinǵıveis no espaço

dos coeficientes β e n̄ dos estados de qutrit, como função dos parâmetros η e r

associados ao truncamento dos estados photon subtracted truncados3.

Excluindo-se uma pequena região de baixas energias e dissipação extrema-

mente alta (em que praticamente todos os estados, como estados não-Gaussianos

truncados, estados de qubit, qutrit, etc. nos dão praticamente o mesmo resultado,

próximo ao limite de precisão no nosso problema de estimativa), sempre existem

valores de η e r tais que o estado de photon subtracted truncado reproduz exa-

tamente o estado de qutrit ótimo (pictoricamente, as linhas pontilhadas existem

justamente na região hachurada da figura 3.3). Por outro lado, esta conclusão não

se aplica quando estudamos o truncamento de estados Gaussianos até o estado de

|2〉 (i.e. ρGtr = b1|0〉 + b2|1〉 + b3|2〉, onde bj são coeficientes definidos da mesma

forma que os kj para os estados truncados photon subtracted). Estes não são óti-

mos entre entre os estados de qutrit para vários valores de energias e parâmetros de

dissipação, porém, devido ao fato de serem essencialmente não-Gaussianos, estes

estados nos dão resultados melhores para o problema em questão que os estados

Gaussianos originais.

Este último fato, dos estados Gaussianos truncados melhorarem a otimização

da IFQ em comparação com os estados Gaussianos originais, mostra claramente

que uma estratégia de ‘de-Gaussificação’, seja implementada por meio de trun-

camento, subtração de fótons, ou ambos, geralmente nos dá resultados melhores

no problema de estimativas do parâmetro de perda num canal bosônico. É ra-

zoável conjecturar que existem famı́lias de estados não-Gaussianos (por exemplo

3A ideia é: comparamos os estados de qutrit com os estados (3.23) e estes últimos podem
atingir qualquer ponto na região hachurada da figura 3.3
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estados não truncados photon subtracted) que representam fontes ótimas para o

problema em questão no regime de baixas energias, atingindo o limite máximo

permitido de precisão também para dissipação intermediária, onde superposições

dos primeiros estados de Fock não saturam o limite 4n̄ para a IFQ H(φ) (apesar

de se aproximarem muito deste limite).

3.6 Superposições de ordem superior

As conclusões anteriores podem ser confrontadas ao investigarmos o efeito da

adição de termos de ordem superior nas superposições. Considere por exemplo os

estados de ququart

ρ0 = |ψ(3)
0 〉〈ψ(3)

0 | (3.24)

com |ψ(3)
0 〉 =

∑3
n=0 cn|n〉. A IFQ ótima pode ser obtida ao otimizarmos numerica-

mente os coeficientes cn para cada n̄ e φ (resultados nas figuras 3.1 e 3.2).

Com estes estados conseguimos uma melhora ainda maior sobre os estados

de qubit e qutrit, bem como sobre os estados Gaussianos. A sucessão de curvas

para H(k)(φ) sugere uma convergência para 4n̄ para k → ∞. Podemos concluir,

ou conjecturar, que a melhor estimativa necessita de estados não-Gaussianos para

qualquer valor de energia e para qualquer valor do parâmetro de perda (dissipação).

Note que nem todos os estados não-Gaussianos melhoram a precisão na esti-

mativa do parâmetro em questão. Por exemplo, a IFQ para estados de superposião

coerente é quase sempre menor que as calculadas utilizando estados Gaussianos.

3.7 Conclusão

Mostramos que estados não-Gaussianos, como estados de Fock e superposições

destes, são os melhores estados de entrada a fim de atingir uma precisão máxima

na estimativa do parâmetro de perda num canal bosônico. O fato dos estados de

Fock serem ótimos pode ser entendido devido ao fato do parâmetro a ser estimado

é essencialmente uma taxa de decaimento da energia do campo, e como os estados

de Fock são auto-estados do observável energia eles possuem incerteza em energia

zero na sua preparação, pelo menos em termos teóricos.



Caṕıtulo 4

Quantificação de propriedades

quânticas em superposições

coerentes e em estados

Gaussianos

Neste caṕıtulo iremos discutir especificamente nosso trabalho em que estu-

damos a quantificação de propriedades quânticas em estados de superposição coe-

rente (os chamados estados tipo ‘gato de Schroedinger’) e em estados Gaussianos

[12, 13] – note que ambos constituem estados de variáveis cont́ınuas, porém os

estados de superposição coerente não são Gaussianos. A pergunta que nos dire-

cionamos neste trabalho foi: quão rápido estes dois tipos de estado perdem sua

potencialidade de exibir propriedades quânticas (tanto propriedades individuais

de cada um dos estados quanto as que eles podem possuir em comum)? Também

fizemos uma comparação quantitativa (anaĺıtica) entre estes dois estados, através

do cálculo da fidelidade entre eles.

Ainda neste caṕıtulo, mostramos resumidamente um trabalho que fizemos em

colaboração, onde comparamos o crescimento da entropia de von Neumann para

sistemas que estão acoplados a reservatórios com infinitos graus de liberdade (como

mostramos no caṕıtulo 2 no estudo de equações mestras) e para sistemas acoplados

a reservatórios com poucos graus de liberdade (como um ‘reservatório’ formado

apenas por um oscilador harmônico invertido). Os detalhes estão no final deste

caṕıtulo e na referência [14].
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4.1 Estados de Superposição

Como estado inicial usamos:

|ψ〉 =
1

N

(
|β0〉+ eiθ| − β0〉

)
, (4.1)

onde

N =
√

2(1 + e−2|β0|2 cos θ) (4.2)

e |β0〉 é um estado coerente. Se θ = 0(π) temos uma superposição par (́ımpar).

Estes estados podem ser experimentalmente produzidos tanto em CQED (eletro-

dinâmica quântica de cavidades) [36] e por pulsos propagantes [37] e são princi-

palmente utilizados para estudar os efeitos de decoerência e transições clássico-

quânticas.

A dinâmica dissipativa que estudamos é (já citada anteriormente):

ρ̇ = Lρ, (4.3)

onde

L· = −iω[a†a, ·] + k(n̄B + 1)(2a · a† − a†a · − · a†a)

+k n̄B(2a† · a− aa† · − · aa†), (4.4)

onde ω é a frequência do oscilador principal (evolução unitária), nB é o número

médio de excitações do ambiente e k é a constante de acoplamento entre sistema-

reservatório. Usamos neste trabalho ~ = 1.

A solução para o caso de temperatura zero é dada por

ρA(t) =
1

N2

{
|β(t)〉〈β(t)|+ | − β(t)〉〈−β(t)|+ f(β0, t)×

×(eiθ|β(t)〉〈−β(t)|+ e−iθ| − β(t)〉〈β(t)|)
}

, (4.5)

onde N é a normalização (4.2),

f(β0, t) = e−2(|β0|2−|β(t)|2) (4.6)

e

β(t) = β0e
−(iω+k)t. (4.7)
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Note que a solução estacionária é o estado Gaussiano puro

ρA(t →∞) = |0〉〈0|. (4.8)

Nesta sessão iremos considerar somente o caso de temperatura zero.

O operador densidade (4.5) possui os seguintes autovetores [38]

|e(t)〉 =
1

Ne(t)
[|β(t)〉+ | − β(t)〉] ,

(4.9)

|o(t)〉 =
1

No(t)
[|β(t)〉 − | − β(t)〉]

cujos auto-valores são dados por

pe(t) =
1

N2
(1 + e−2|β(t)|2)(1 + e−2(|β0|2−|β(t)|2) cos θ),

(4.10)

po(t) =
1

N2
(1− e−2|β(t)|2)(1− e−2(|β0|2−|β(t)|2) cos θ)

e

Ne(t) =
√

2(1 + e−2|β(t)|2)

(4.11)

No(t) =
√

2(1− e−2|β(t)|2).

Os subscritos e e o correspondem a superposições pares e ı́mpares respectivamente.

4.1.1 Interferência e Compressão (Squeezing)

A potencialidade de estados de superposição produzirem interferência no es-

paço de fase está codificada nas partes negativas da respectiva função de Wigner.
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A evolução temporal da função de Wigner de estados da forma (4.1) é dada por:

W (ε, ε∗, t) =
4

N2

{
exp

[−2|β|2 − 2|ε|2] cosh

[
4|β|2<

(
ε

β

)]

+f(β0, t)e
−2|ε|2 cos

[
θ − 2|β|2=

(
ε

β

)]}
.

(4.12)

A equação acima é obtida usando a relação W (ε, ε∗) = 2 tr[ρAD(ε)(−1)bnD−1(ε)],

onde D(ε) é o operador deslocamento, (−1)bn é o operador paridade, ε =
√

ω
2
(x+ip),

os śımbolos <, = correspondem à parte real e imaginária da função, respectiva-

mente. Alguns resultados para a função de Wigner (FW) em tempo zero (t = 0)

para o estado de superposição coerente (ESC) par e ı́mpar são mostrados nas

figuras 4.1-4.2, para diferentes valores de β0.
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Figura 4.1: Função de Wigner em tempo igual a zero (t = 0) para os estados de super-
posição par. Parâmetros utilizados: θ = 0, ω = 1, k = 0.1, β0 = 0.8 (figura
da esquerda) e β0 = 1.5 (figura da direita).

As partes negativas da FW para o mesmo valor de β0 são sistematicamente

maiores para ESC ı́mpares. Contudo elas desaparecem simultaneamente no co-

nhecido tempo de decoerência τ = (4|β0|2k)−1. Quando este tempo caracteŕıstico

é alcançado, nenhum efeito quântico é efetivo, nem squeezing ou oscilações no

número de fótons. Estes fenômenos, contudo, possuem escalas de tempo diferentes

que o tempo de decoerência. Na figura 4.1 (esquerda) é claro (ao menos qualitati-

vamente) que a FW do ESC par, com pequenos valores de β0, é quasi-Gaussiana, a

diferença crucial é que ela possui valores negativos (mostra interferência). Quando

aumentamos o valor de β0, as partes negativas da função de Wigner do ESC par são
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Figura 4.2: Função de Wigner em tempo igual a zero (t = 0) para os estados de super-
posição ı́mpar. Parâmetros utilizados: θ = π, ω = 1, k = 0.1, β0 = 0.8
(figura da esquerda) e β0 = 1.5 (figura da direita).

evidentes. A FW do ESC ı́mpar sempre possui valor negativo, de valor absoluto

alto, particularmente no ponto x = p = 0.

Uma maneira fisicamente interessante de entender a dinâmica da FW para o

ESC par e ı́mpar é o seguinte: na figura 4.3 abaixo mostramos a fidelidade de cada

estado com o estado de vácuo (que é atingido assintoticamente) como função do

tempo. A fidelidade F (ρA, |0〉〈0|) =
√
〈0|ρA|0〉 é dada por

F 2(ρA, |0〉〈0|) =
2e−|β(t)|2

N2

(
1 + f(β0, t) cos θ

)
, (4.13)

onde f(β0, t) é dada por (4.6), N é a normalização (4.2) e β(t) é dado por (4.7).

Inicialmente o ESC ı́mpar não contem o vácuo em sua estrutura. No entanto,

já que este estado é um ponto fixo na dinâmica (estado ponteiro), ele precisa ser

populado. Como pode ser visto na figura, ele é rapidamente populado. Para o ESC

par, se β0 . 1.14 (para nossas escolhas de parâmetros), a probabilidade inicial de

encontrar o estado de vácuo neste estado é sempre maior que 50%. Aı́ está a grande

diferença com o ESC ı́mpar. Enquanto o último popula rapidamente o estado de

vácuo, o ESC par começa por popular outros estados mantendo a população do

vácuo praticamente inalterada. Após este transiente inicial diferente ambos os

estados possuem dinâmica similar, evoluindo assintoticamente para o vácuo |0〉〈0|.
Agora mostramos que o tempo caracteŕıstico de squeezing é menor que o de

efeitos de interferência. A ferramenta que utilizamos para investigar o squeezing
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Figura 4.3: Fidelidade entre o estado de vácuo e o ESC par (θ = 0, linha sólida) e ı́mpar
(θ = π, linha pontilhada). Parâmetros: β0 = 0.8, ω = 1, k = 0.1. A escala
de tempo é: time = ωt.

em uma das quadraturas é o determinante da matriz de covariância σ (2.56):

D(t) = det

( 〈x2〉 1
2
〈xp + px〉

1
2
〈xp + px〉 〈p2〉

)
. (4.14)

Para os ESC temos:

〈x2〉 =
1

2ω

{
1 + β2 + β∗2 +

4|β|2
N2

[
1− cos(θ)e−2|β0|2

] }

〈p2〉 = −ω

2

{
− 1 + β2 + β∗2 − 4|β|2

N2

[
1− cos(θ)e−2|β0|2

] }

〈xp + px〉 = −i(β2 − β∗2).

Nós usamos o determinante da MC pois os termos fora da diagonal cancelam

precisamente as rápidas oscilações nas quadraturas devido à frequência da parte

unitária. Pode ser visto das equações para 〈x2〉 e 〈p2〉 (também na referência [39])

que o ESC par é sempre comprimido e o ESC ı́mpar nunca é – pelo menos squeezing

até 2a ordem.

Nas figuras 4.4 mostramos a evolução de D(t) em função do tempo. Como

pode ser visto da figura, o squeezing no ESC par (“filtrado” pelo determinante) é

caracterizado por um aumento em D(t). O tempo em que o determinante chega
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ao máximo (e na “visibilidade” do squeezing) depende de β0 da seguinte forma

tSc = − 1

2k
ln

[
sinh (2|β0|2)
4|β0|2 cos θ

]
(4.15)

e os efeitos de squeezing só são “viśıveis” para pequenos valores de β0, isto é, se

0 <
sinh (2|β0|2)
4|β0|2 cos θ

< 1. (4.16)

Note que, nas relações acima, está expĺıcito a ausência de squeezing para ESC

ı́mpares θ = π (já que assumimos tSc > 0 e tSc ∈ R). Para os ESC pares temos

0 ≤ tSc ≤ τ, (4.17)

onde τ é o tempo de decoerência. Para valores grandes de β0, a quadratura com-

primida é essencialmente constante, e o determinante da MC é muito similar para

ambos ESC par e ı́mpar. Note que a visibilidade desta propriedade quântica é

devida a dois fatores: a condição inicial deve obedecer a desigualdade acima e o

tempo caracteŕıstico deve ser “experimentalmente viável”.

4.1.2 Distribuição do número de fótons

Uma caracteŕıstica marcante em sistemas quânticos (podemos pensar que a

f́ısica quântica “nasceu” com esta caracteŕıstica, no trabalho sobre radiação de

corpo negro de Planck) é que eles podem apresentar uma distribuição do número de

part́ıculas (part́ıculas bosônicas no nosso caso) granulada ou oscilatória, enquanto

um espectro clássico é cont́ınuo. Nas figuras abaixo mostramos a evolução temporal

da distribuição do número de fótons para os ESC par e ı́mpar.

A expressão anaĺıtica para essas curvas é dada por – sendo Pn = 〈n|ρ|n〉:

Pn = e−|β(t)|2 2|β(t)|2n

N2n!
[1 + (−1)nf(β0, t) cos θ] . (4.18)

Note que a dinâmica dissipativa tende a destruir a paridade inicial do estado (por

paridade quero dizer oscilações nesta distribuição). O tempo caracteŕıstico desta

propriedade é aproximadamente o mesmo que para o squeezing do ESC par. Note

que as oscilações desaparecem à medida que o sistema evolui.

É sabido também que enquanto estados coerentes possuem distribuição do
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Figura 4.4: Evolução de D(t) em função do tempo. Parâmetros: ω = 1, k = 0.1, β0 = 0.8
(figura de cima) e β0 = 1.5 (figura de baixo). A linha sólida corresponde,
em ambos os gráficos, à estados de superposição par e a corva pontilhada
aos estados ı́mpares. Um detalhe sobre a figura de cima: a escala à direita
corresponde a curva sólida enquanto a escala à esquerda corresponde a curva
pontilhada.

número de fótons Poissoniana, ESC pares (́ımpares) possuem distribuição super

(sub)-Poissoniana (sob uma dinâmica da forma utilizada por nós). Isto pode ser

medido pelo chamado parâmetro de Mandel Q, definido como

Q =
〈(∆n)2〉 − 〈n〉

〈n〉 , (4.19)

onde 〈n〉 e 〈(∆n)2〉 são a média e a variância do número de fótons, respectivamente.
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Figura 4.5: Evolução temporal da distribuição do número de fótons para os ESC par.
Parâmetros: ω = 1, k = 0.1, θ = 0, β0 = 0.8 (figura de cima) e β0 = 1.5
(figura de baixo).

Se a distribuição é sub-Poissoniana (Q < 0) o estado é quântico. Se Q ≥ 0

(estat́ıstica Poissoniana e super-Poissoniana) no entanto, nada pode ser dito. Por

exemplo, no nosso caso, o ESC par é “tão quântico” quanto o ı́mpar, apesar de

apresentar estat́ıstica super-Poissoniana (como luz “clássica”). Isso evidencia que

para decidirmos quando um estado é quântico ou não, mais de um observável

pertinente deve ser medido. A exceção para este caso é o conjunto de estados

que apresentam função de Wigner negativa, neste caso uma simples medida desta

negatividade é suficiente para excluir qualquer análogo clássico.
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Figura 4.6: Evolução temporal da distribuição do número de fótons para os ESC ı́mpar.
Parâmetros: ω = 1, k = 0.1, θ = π, β0 = 0.8 (figura de cima) e β0 = 1.5
(figura de baixo).

4.1.3 Entropia de von Neumann

Com os autovalores das matrizes densidade dos ESC par e ı́mpar em mãos,

podemos facilmente calcular a entropia de von Neumann do sistema, que é mostrada

nas figuras 4.7 para diferentes valores de β0. A entropia de von Neumann é dada

por

S[ρ] = − tr(ρ ln ρ) (4.20)

a para ESC

S[ρA] = −po ln po − pe ln pe. (4.21)

Note que a entropia aumenta seu valor até o tempo de decoerência, quando ela

começa a decair a zero – que é a entropia do estado final de vácuo.
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Figura 4.7: Entropia de von Neumann em função do tempo. A linha sólida (pontilhada)
corresponde ao ESC par (́ımpar). Parâmetros: ω = 1, k = 0.1, β0 = 0.8
(figura da esquerda) e β0 = 1.5 (figura da direita).

4.2 Estados Gaussianos: estados térmicos com-

primidos e deslocados

Nós utilizamos o Liouvilleano dado por (4.4), mas agora nós inclúımos tem-

peratura, isto é, consideramos nB ≥ 0. Se o estado inicial é Gaussiano (1-modo),

ele pode ser escrito como

ρB = D(α0)S(r0, φ0)ρν0S†(r0, φ0)D†(α0) (4.22)

onde D(α) é o operador deslocamento, S(r, φ) é o operador de squeezing, o subs-

crito 0 denota valores iniciais e ρν é o operador densidade térmico com número

médio de excitações igual a ν. Mais explicitamente temos

D(α) = exp(αa† − α∗a), (4.23)

S(r, φ) = exp
(1

2
reiφa†2 − 1

2
re−iφa2

)
, (4.24)

ρν =
1

1 + ν
exp

[
ln

(
ν

ν + 1

)
a†a

]
. (4.25)

Note que ν não é o número médio de excitações, mas o número médio de ex-

citações térmicas (ou seja: ν0 mede a impureza inicial do estado, nB diz respeito
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à temperatura do reservatório e ν está relacionado às excitações térmicas do es-

tado). A evolução (que é quadrática, ou bilinear) preserva o caráter Gaussiano do

operador densidade, a diferença é que seus parâmetros adquirem uma dependência

temporal, ou seja, o estado fica da seguinte forma:

ρB = D(α)S(r, φ)ρνS†(r, φ)D†(α), (4.26)

onde

α(t) = α0e
−(iω+k)t, (4.27)

φ(t) = φ0 − 2ωt, (4.28)

ν(t) =

√
x2(t)−

[
(ν0 +

1

2
) sinh(2r0)e−2kt

]2

− 1

2
,

(4.29)

x(t) =

(
ν0 +

1

2

)
cosh(2r0)e

−2kt +

(
nB +

1

2

)
(1− e−2kt),

(4.30)

r(t) =
1

4
ln

[
(ν0 + 1

2
)e2r0 + (nB + 1

2
)(e2kt − 1)

(ν0 + 1
2
)e−2r0 + (nB + 1

2
)(e2kt − 1)

]
.

(4.31)

A incerteza de Robertson-Schroedinger (determinante da matriz de covariân-

cia) e a entropia de von Neumann são relacionados por

D(t) =

[
ν(t) +

1

2

]2

, (4.32)

S[ρ(t)] = [ν(t) + 1] ln [ν(t) + 1]− ν(t) ln ν(t).

(4.33)

Note que, no caso de estados Gaussianos (EG), a entropia é completamente de-

terminada por uma relação entre quadraturas, dado por D(t), e é sempre anaĺıtica.

Note também que, diferentemente dos ESC, a entropia é independente da intensi-

dade do campo ótico (α), que pode ser uma vantagem experimental.
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4.2.1 Compressão (Squeezing)

A função de Wigner de um EG é sempre positiva – motivo pelo qual este

estado é de certo modo controverso na literatura, alguns alegando que ele não é

“quântico”. A FW evolúıda de um EG descrita pelo Liouvilliano (4.4) agindo em

um estado inicial de um EG de 1-modo, (4.22), é

W (q, p) =
∑

l

1

π

(−|F3|ν)l

(ν + 1)l+1
Ll

[
2
((x− x0)

2

F 2
4

+
(F4F5)

2

4

)]

× F4

|F1| exp

[
−(x− x0)

2

F 2
4

− (F4F5)
2

4

]
, (4.34)

onde Ll(x) é a função de Laguerre de ordem l e argumento x e definimos [40]

F1 = cosh r + eiφ sinh r,

F2 =
1− i sin φ sinh r(cosh r + eiφ sinh r)

(cosh r + cos φ sinh r)(cosh r + eiφ sinh r)
,

F3 =
cosh r + e−iφ sin φ sinh r

cosh r + eiφ sin φ sinh r
,

F4 =

√
cosh2 r + sinh2 r + 2 cos φ cosh r sinh r,

F5 = 2(p + p0)− i(x− x0)(F
∗
2 − F2). (4.35)

A evolução dos parâmetros é dada por (4.27)-(4.31).

A função de Wigner de um estado Gaussiano de 1-modo pode ser escrita da

seguinte forma fechada Gaussiana:

W (x, p) =
1

π(ν + 1
2
)
exp

{
− cosh(2r)

2ν + 1
[(1− tanh(2r) cos φ)(x− x0)

2 +

+(1 + tanh(2r) cos φ)(p− p0)
2] +

sin φ sinh(2r)

ν + 1
2

(x− x0)(p− p0)
}

.

(4.36)

Como dissemos antes, podemos acessar o squeezing olhando para o determi-

nante da matriz de covariância (4.32) (e consequentemente neste caso, olhando

para a entropia). Na figura 4.8 mostramos a evolução do determinante da MC

em função do tempo. Seu comportamento (e a discussão sobre) é muito similar
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ao do ESC par mostrado anteriormente. Aqui, o tempo em que o determinante

atinge seu valor máximo é (este resultado foi encontrado também na ref. [41], onde

estudaram a entropia linear)

tGc = (2k)−1
{

ln 2− ln
[2n̄B + 1

d
(4.37)

× (2ν0 cosh(2r0) + cosh(2r0)− 2n̄B − 1)
]}

onde

d = 2 cosh (2r0)

[
n̄B (ν0 + 1) + ν0 (n̄B + 1) +

1

2

]

−2

(
n̄B +

1

2

)2

− 2

(
ν0 +

1

2

)2

.

Assumimos que o tempo caracteŕıstico tem que ser positivo e real. As“propriedades

quânticas” do estado (neste caso o squeezing) serão viśıveis se ν0 satisfizer [12, 13]

ν0 <
1

2
[2n̄B cosh (2r0) + cosh (2r0)− 1] . (4.38)

Vale lembrar que, dada uma condição inicial ν0, a temperatura do reservatório tam-

bém não pode ser muito alta, pois se fosse o sistema apenas tenderia ao equiĺıbrio

rapidamente. De fato, dado um valor de ν0, a temperatura deve satisfazer

n̄B <
1

2
[2ν0 cosh (2r0) + cosh (2r0)− 1] , (4.39)

para que um aumento em D(t) (ou na entropia) seja viśıvel. Claro que a visibili-

dade mencionada no parágrafo anterior é consequência de dois fatores: a condição

inicial deve satisfazer a inequação acima (4.38) e a escala de tempo precisa ser

experimentalmente acesśıvel.

A equação (4.38) estabelece um limite superior na condição inicial de “im-

pureza” que um estado deve ter tal que, mesmo sob efeito de dissipação, a pro-

priedade de squeezing possa ser acessada.

É interessante que este tempo caracteŕıstico independe da intensidade do

campo α, fato demonstrado numericamente em [42]. Para nossas escolhas de parâ-

metros, tGc é comparável a tSc (tempo caracteŕıstico do ESC par). Porém, é posśıvel

obter tGc À tSc , por exemplo simplesmente aumentando a intensidade do campo α
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Figura 4.8: Evolução temporal do determinante da MC. Parâmetros: ω = 1, k = 0.1,
nB = 0, r0 = 1; na linha sólida: ν0 = 0 e utiliza-se a escala da direita; na
linha pontilhada: ν0 = 3 e a escala da esquerda.

do ESC. Como exemplo, se impusermos 〈a†a〉EG = 〈a†a〉ESC e escolhermos os

seguintes parâmetros: ω = 1, nB = 0, k = 0.1, ν0 = 0, |β0| = 0.8, α0 = 0.0 e θ = 0,

o fator de squeezing tem que ser r0 ' 0.73 e o tempo caracteŕıstico respeitará

0 < tSc < tGc < τ, (4.40)

onde τ é o tempo de decoerência para o ESC, tSc e tGc são dados por (4.15) and

(4.37) respectivamente.

4.2.2 Distribuição do número de fótons

Analisando os EG deslocados e comprimidos, podemos ver que eles também

possuem estat́ıstica super-Poissoniana (sob esta dinâmica). O parâmetro de Man-

del para os EG são sempre maiores que zero, i.e. Q ≥ 0. Para um EG é conhecido
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que a distribuição de fótons é dada por [41, 43]

Pn = πQ(0)(−1)n2−2n(Ã + |B̃|)n

×
n∑

k=0

1

k!(n− k)!

[Ã− |B̃|
Ã + |B̃|

]k

×H2k

[
i
=(C̃e−i φ

2 )√
Ã− |B̃|

]

×H2n−2k

[
i
<(C̃e−i φ

2 )√
Ã + |B̃|

]
, (4.41)

onde Hj é o polinômio de Hermite de ordem j e

πQ(0) = [(1 + A)2 − |B|2]1/2

× exp

{
− (1 + A)|C|2 + 1

2
[B(C∗)2 + B∗C2]

(1 + A)2 − |B|2
}

(4.42)

onde

A = ν + (2ν + 1) sinh2 r (4.43)

B = −(2ν + 1)eiφ sinh r cosh r (4.44)

C = α (4.45)

e finalmente

Ã =
ν(ν + 1)

ν2 + (ν + 1
2
)[1 + cosh(2r)]

(4.46)

B̃ = − eiφ(ν + 1
2
) sinh(2r)

ν2 + (ν + 1
2
)[1 + cosh(2r)]

(4.47)

C̃ =
C[1

2
+ (ν + 1/2) cosh(2r)]− C∗eiφ(ν + 1

2
) sinh(2r)

ν2 + (ν + 1
2
)[1 + cosh(2r)]

.

(4.48)

A evolução de Pn é mostrada nas figuras 4.9. Fica claro que, se o estado

respeita (4.38), oscilações na distribuição do número de fótons pode ser observada,
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senão o estado se comporta como um estado térmico clássico.
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Figura 4.9: Evolução temporal de Pn. Parâmetros: α0 = 0, φ0 = 0, r0 = 1, k = 0.1 e
n̄B = 0. Figura de cima: ν0 = 0 e na figura de baixo: ν0 = 3

Seguindo as idéias de [44], a função de correlação de segunda ordem para EG

comprimidos é uma “testemunha de quanticidade”

g(2)(0) =
〈a†a†aa〉
〈a†a〉2 . (4.49)

Se g(2) > 3 o estado é intrinsecamente quântico, se g(2) ≤ 3 os efeitos quânticos são

despreźıveis. Em nossos cálculos pudemos observar que para valores de condições

iniciais respeitando (4.38) o estado é quântico segundo este critério.
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Figura 4.10: Entropia de von Neumann em função do tempo para um EG de 1-modo.
Parâmetros: ω = 1, nB = 0, k = 0.1, r0 = 1, ν0 = 0 (linha sólida, escala da
direita) e ν0 = 3 (linha pontilhada, escala da esquerda).

4.2.3 Entropia de von Neumann

Na figura 4.10 mostramos os resultados para a entropia de von Neumann de

um EG 1-modo, para diferentes valores de ν0. O tempo caracteŕıstico da entropia

é igual, neste caso, ao tempo caracteŕıstico para o squeezing (máximo de D(t)), e

podemos concluir que a mesma relação (4.38) vale para a entropia também. Note

também que a entropia (e qualquer observável que depende somente de ν(t)) é

independente da amplitude do campo α(t) e da fase do squeezing φ(t).

4.3 Estados Gaussianos versus estados de super-

posição coerente – Fidelidade

Nas seções anteriores nós revisamos algumas propriedades de ESC e de EG,

e como estas propriedades evoluem no tempo. Nós comparamos estes estados por

análise gráfica da evolução temporal de tais propriedades e, mesmo que qualitati-

vamente, nós conseguimos algumas conclusões ao fazermos algumas comparações

entre os estados estudados.

Agora, apresentamos uma comparação mais quantitativa entre os estados,
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através da fidelidade, definida por

F = tr
√√

ρAρB
√

ρA (4.50)

onde ρA e ρB são (4.5) e (4.26) respectivamente. Com este resultado podemos

quantificar como estes estados se parecem um com o outro.

A expressão para a fidelidade é

F =
√

λ+ +
√

λ−, (4.51)

onde

λ± =
b + c±

√
(b− c)2 + 4|d|2

2
(4.52)

e

b = pe〈e|ρB|e〉
=

pe

N2
e

{
〈β|ρB|β〉+ 〈−β|ρB| − β〉+ 2<〈−β|ρB|β〉

}

(4.53)

c = po〈o|ρB|o〉
=

po

N2
o

{
〈β|ρB|β〉+ 〈−β|ρB| − β〉 − 2<〈−β|ρB|β〉

}

(4.54)

d =
√

pepo〈e|ρB|o〉
=

√
pepo

NeNo

{
〈β|ρB|β〉 − 〈−β|ρB| − β〉+ 2i=〈−β|ρB|β〉

}
.

(4.55)

Os outros termos são

〈β|ρB|β〉 =
1√

(ν + 1)2 cosh2 r − ν2 tanh2 r

× exp
{(2ν + 1) tanh r <[η2]

(ν + 1)2 − ν2 tanh2 r

}

× exp
{
− |η|2[(ν + 1) + ν tanh2 r]

(ν + 1)2 − ν2 tanh2 r

}

(4.56)
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〈−β|ρB| − β〉 =
1√

(ν + 1)2 cosh2 r − ν2 tanh2 r

× exp
{(2ν + 1) tanh r <[ζ2]

(ν + 1)2 − ν2 tanh2 r

}

× exp
{
− |ζ|2[(ν + 1) + ν tanh2 r]

(ν + 1)2 − ν2 tanh2 r

}

(4.57)

〈−β|ρB|β〉 =
1√

(ν + 1)2 cosh2 r − ν2 tanh2 r

× exp
{(2ν + 1) tanh r [ζ2 + η2]

2(ν + 1)2 − 2ν2 tanh2 r

}

× exp
{
− |ζ|2 + |η|2

2

− ζην(ν + 1)

(ν + 1)2 cosh2 r − ν2 sinh2 r

}

(4.58)

onde definimos

ζ = (β∗ + α∗)ei φ
2 (4.59)

η = (β − α)e−i φ
2 . (4.60)

Para entender as expressões (grandes e complicadas) para a fidelidade, mostra-

mos à frente os gráficos da fidelidade em função do tempo nas figuras 4.11-4.12 (a

escala de tempo dos gráficos é: time = ωt). A escolha α0 ' 0.0 é devida às rotinas

numéricas utilizadas. De fato, usamos α0 = 10−20. Em cada figura, mostramos o

tempo de decoerência para um ESC τ (τ = (4|β0|2k)−1) e o tempo caracteŕıstico

de squeezing para os ESC e para o EG – (4.15) e (4.37) respectivamente – nas

linhas verticais.

Analisando as figuras podemos concluir o mesmo que antes, porém num modo

muito mais quantitativo. Nas figuras 4.11 nós mostramos a fidelidade entre EG

comprimidos com ν0 = 0 e ESC pares e ı́mpares com β0 = 0 e β0 = 2.0, respecti-

vamente. Pode-se ver que a fidelidade inicial é sempre alta para ESC pares com
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Figura 4.11: Fidelidade entre os estados de superposição coerente e estados Gaussianos
de 1-modo. Escala de tempo: time = ωt. Parâmetros: w = 1, k = 1,
r0 = 1, α0 ' 0.0, φ0 = 0, nB = 0, ν0 = 0, θ = 0 (linha sólida) e θ = π (linha
pontilhada). Figura da esquerda: β0 = 0.8. Figura da direita: β0 = 2.0

Figura 4.12: Fidelidade entre os estados de superposição coerente e estados Gaussianos
de 1-modo. Escala de tempo: time = ωt. Parâmetros: w = 1, k = 1,
r0 = 1, α0 ' 0.0, φ0 = 0, nB = 0, ν0 = 3, θ = 0 (linha sólida) e θ = π (linha
pontilhada). Figura da esquerda: β0 = 0.8. Figura da direita: β0 = 2.0

pequenos valores de β0, mas quando aumentamos esta condição inicial a fidelidade

decresce. O ESC par com β0 = 0.8 é aproximadamente Gaussiano – tirando o fato

dele possuir função de Wigner negativa – e ele se comporta como um EG, isto é, a

propriedade de squeezing domina as outras propriedades quânticas que ele possui.

Quando aumentamos o valor de β0, a propriedade de interferência domina e o es-

tado não se assemelha a um EG. Para valores de β0 não respeitando a desigualdade

(4.16) vemos que o ESC par não possui alta fidelidade e rapidamente se comporta

como o ESC ı́mpar.
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Nas figuras 4.12 mostramos os resultados para o EG com ν0 = 3 e os ESC

pares e ı́mpares com β0 = 0 e β0 = 2 respectivamente. Ambos os ESC par e ı́mpar

se comportam de maneira semelhante nestes casos. No primeiro caso, o EG não é

“tão comprimido” quanto o ESC par e a fidelidade entre eles é baixa. No segundo

caso, a propriedade de interferência dos ESC domina e a fidelidade entre eles e o

EG é praticamente igual.

4.4 Aumento de entropia em sistemas Gaussianos

instáveis

Também estudamos a relação entre o número de graus de liberdade do reser-

vatório e o crescimento de entropia. Em um trabalho de colaboração [14] estu-

damos como a entropia de von Neumann varia no tempo (assintoticamente) para

sistemas acoplados a reservatórios não com infinitos graus de liberdade, como os

estudados no restante deste caṕıtulo, mas a reservatórios com poucos graus de

liberdade. O diferencial neste trabalho é que os reservatórios estudados possuem

caracteŕıstica de instabilidade. Não iremos detalhar muito este trabalho, mas os

pontos principais serão discutidos abaixo.

A conexão entre perda de informação e sistemas caóticos [45] nos fez, recente-

mente, investigar sistemas de variáveis cont́ınuas em estados Gaussianos de 1-modo

que podem ser escritos da seguinte forma

ρ̂G = D(α)S(r, φ)ρ̂νS†(r, φ)D†(α), (4.61)

onde D(α) é o operador deslocamento, S(r, φ) é o operador de squeezing (com-

pressão) (ambos serão explicitados posteriormente) e ρ̂ν é o operador densidade

térmico com numero médio de excitações ν,

ρ̂ν =
1

1 + ν
exp

(
ln

(
ν

ν + 1

)
â†â

)
. (4.62)

Em nosso trabalho [14] utilizamos uma relação bem conhecida na literatura

entre a entropia de von Neumann, SV = − tr[ρG ln(ρG)], e a matriz de covariân-

cia de estados Gaussianos (equação (2.67)). Acoplamos o sistema a reservatórios

com caracteŕısticas de instabilidade (oscilador harmônico invertido e oscilador

paramétrico) para estudar sua perda de pureza - mais precisamente estudamos
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os seguintes sistemas, descritos pelos seguintes Hamiltoneanos:

Ĥ =
p̂2

1

2
+

ω2
1x̂

2
1

2
+

p̂2
2

2
− ω2

2x̂
2
2

2
+ αx̂1x̂2 (4.63)

e

H(t) =
∑
i=1,2

1

2

(
p̂2

i +
(
ω2

i − q cos 2t
)
x̂2

i

)
+

g

2
(x̂1 − x̂2)

2, (4.64)

onde o sub́ındice 1 se refere ao sistema e o sub́ındice 2 ao ‘reservatório’ 1.

Usando a equação (2.67) podemos escrever a entropia de von Neumann da

seguinte forma:

SV [ρ̂] = − tr (ρ̂r ln ρ̂r) = (ν + 1) ln(ν + 1)− ν ln ν, (4.65)

onde ν é o número médio de excitações do estado térmico ρν e ρr é o operador

densidade reduzido do sistema. O determinante da MC do sistema pode ser escrito

da seguinte forma

D = det

(
σpp σqp

σqp σqq

)
=

(
ν +

1

2

)2

, (4.66)

σxy = 1
2
tr (ρ̂ {x̂, ŷ})−tr(x̂ρ̂) tr(ŷρ̂) e x̂, ŷ são os operadores posição e seu respectivo

momentum conjugado. Como D pode ser escrito em relação a ν, podemos escrever

SV em função de D facilmente.

Para os sistemas acima (chamados sistemas de Anosov) conseguimos mostrar

que a entropia de von Neumann varia linearmente no tempo:

Sr(t) ∼ ln(C20)/2 + λt, (4.67)

onde C20 é uma constante e λ é o expoente de Lyapunov [46]

λ = sup
α∈R2

lim sup
t→∞

1

t
ln ‖[Lα, A(t, t0)]‖, (4.68)

onde α = (αp, αq) e A(t, to) é um operador limitado (isto é, com norma finita:

||A|| = supψ ||Aψ||/||ψ||). O operador Lα = αpp̂ + αq q̂ é o gerador de translações

1Note que este é um ‘toy model ’, onde modelamos um reservatório térmico com somente um
oscilador, onde normalmente se usam infinitos osciladores. O que queremos observar é o efeito
da instabilidade no crescimento da entropia do sistema.
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no espaço de fase, numa direção α, portanto a definição acima é uma extensão

direta do expoente de Lyapunov clássico.

Interessante notar que o expoente de Lyapunov quântico, para este caso, é

igual ao expoente clássico, ou seja, mostramos que o crescimento da entropia de

von Neumann para determinados sistemas possui um caráter universal, i.e. não

depende de vários parâmetros e condições iniciais como em outros tratamentos 2.

4.5 Conclusão

Neste caṕıtulo estudamos em detalhes algumas propriedades em comum de

superposições coerentes e estados Gaussianos (estados térmicos deslocados e com-

primidos) de 1-modo. Analisamos a compressão (squeezing), oscilações no número

de fótons e a entropia de von Neumann para ambos os casos. Mostramos que em

estados de superposição coerente cada propriedade possui um tempo caracteŕıstico

próprio enquanto os estados Gaussianos apresentam apenas um tempo caracteŕıs-

tico (4.37). O estado de superposição par apresenta compressão, assim como o

estado Gaussiano pode apresentar, e podemos acessar esta propriedade através da

matriz de covariância. Mostramos que, para ambos os casos o efeito de compressão

somente pode ser observado para condições iniciais especiais ((4.16) e (4.38)) e em

escalas de tempo acesśıveis experimentalmente ((4.15) e (4.37)).

Ainda neste trabalho, comparamos os efeitos de ambas as classes de estados

quantitativamente analisando a fidelidade entre os estados Gaussianos (térmicos,

comprimidos e deslocados) e as superposições coerentes (tanto pares quanto ı́m-

pares) concluindo que se os estados respeitam as inequações mencionadas anteri-

ormente, para os estados Gaussianos e as superposições pares, a fidelidade entre

os estados Gaussianos de 1-modo e os estados tipo ‘gato de Schroedinger’ possui

um alto valor.

Por fim, mostramos que ao acoplarmos um estado Gaussiano monomodal a

um reservatório instável, como o oscilador harmônico invertido, sua entropia varia

linearmente com o tempo, demonstrando a conjectura de Zurek sobre este assunto

(que diz que reservatórios com poucos graus de liberdade que possuam instabilidade

são mais efetivos no que diz respeito à decoerência que reservatórios com infinitos

2Sobre o śımbolo sup: dado um subconjunto S de um conjunto ordenado T (por exemplo, T
pode ser o conjunto dos números reais), o supremo (sup) de S, se existir, é o menor elemento de
T que seja maior ou igual a cada elemento de S. Por exemplo: sup{x ∈ R : 0 < x < 1} = 1.
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osciladores harmônicos).



Caṕıtulo 5

Trabalhos em andamento e ideias

futuras

“The waiting drove me mad.”

Corduroy - Pearl Jam

Nos caṕıtulos anteriores estudamos alguns trabalhos já finalizados. Aqui ire-

mos discutir alguns trabalhos em andamento e comentar o que pretendemos tra-

balhar no futuro próximo.

5.1 Oscilador harmônico com frequência depen-

dente do tempo

Como dito nos caṕıtulos anteriores, um estado Gaussiano numa evolução no

máximo quadrática mantém seu caráter Gaussiano. É sabido também que depen-

dendo da dinâmica pode-se gerar squeezing em EG [47]. Neste trabalho estamos

estudando o comportamento de um estado Gaussiano sob influência de dissipação

(4.4), porém o Hamiltoneano (a parte unitária da dinâmica) possui uma frequência

variável no tempo; assim podemos estudar o comportamento da geração de squee-

zing versus a dissipação que atua no sistema e observar se a dinâmica não-unitária

pode retardar ou até parar os efeitos de geração de squeezing.

5.1.1 Estados Gaussianos 1-modo

No caṕıtulo anterior mostramos como os parâmetros de um EG

ρ̂ = D̂(α)Ŝ(r, φ)ρ̂νŜ
†(r, φ)D̂†(α), (5.1)
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varia sob influência de uma dinâmica não unitária. Aqui vamos escrever a solução

geral para os parâmetros, mas agora em função das variâncias dos operadores a e

a†. Os parâmetros α, φ, ν e r irão variar da seguinte forma:

α = 〈â〉 (5.2)

α∗ = 〈â†〉 (5.3)

eiφ =

√
σaa

σa†a†
(5.4)

ν =

√(
σa†a − 1

2

)2

− σa†a†σaa − 1

2
(5.5)

r =
1

4
ln

(
σa†a − 1

2
+
√

σa†a†σaa

σa†a − 1
2
−√σa†a†σaa

)
. (5.6)

Onde definimos

σa†a† ≡ 〈a†2〉 − 〈a†〉2, (5.7)

σaa ≡ 〈a2〉 − 〈a〉2, (5.8)

σa†a ≡ 〈a†a〉 − 〈a†〉〈a〉+ 1. (5.9)

Em suma, se obtivermos a evolução temporal para as variâncias σ′s acima,

saberemos a evolução do estado ρ completo.

5.1.2 Dinâmica dependente do tempo sob influência de dissipação

Estudamos a evolução das variâncias (5.7), (5.8) e (5.9) sob a seguinte dinâmica:

ρ̇ = Lρ, (5.10)

com

L· = −iω[Ĥ, ·] + k(n̄B + 1)(2a · a† − a†a · − · a†a)

+k n̄B(2a† · a− aa† · − · aa†). (5.11)

É a mesma dinâmica não-unitária estudada no caṕıtulo anterior.
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O Hamiltoneano estudado Ĥ é dependente do tempo, da seguinte forma:

Ĥ(q̂, p̂, t) =
p̂

2m
+

1

2
mω2(t)q̂2. (5.12)

Este Hamiltoneano pode ser escrito como [48]

Ĥ(â, â†, t) =

[
f1(t)

(
â†â +

1

2

)
+ f2(t)

(
â†2 + â2

)]
, (5.13)

onde

f1(t) =
ω0

2

((
ω(t)

ω0

)2

+ 1

)
(5.14)

f2(t) =
ω0

4

((
ω(t)

ω0

)2

− 1

)
. (5.15)

Note que a dinâmica completa é quadrática, portanto a ‘forma Gaussiana’ do

estado não é alterada.

5.1.2.1 Equações e soluções para 〈ȧ〉 e 〈ȧ†〉.
Para os primeiros momentos estat́ısticos encontramos:

〈ȧ〉 = −[(if1 + k)〈a〉+ 2if2〈a†〉] (5.16)

〈ȧ†〉 = +[(if1 − k)〈a†〉+ 2if2〈a〉]. (5.17)

As equações acima podem ser melhor entendidas se definirmos os valores esperados

de “momentum” e “posição” como

〈q〉 = 〈a〉+ 〈a†〉 (5.18)

〈p〉 =
〈a〉 − 〈a†〉

i
. (5.19)

As equações de movimento para 〈q〉 e 〈p〉 são:

〈q̈〉 = −(ω2(t) + k2)〈q〉 − 2k〈q̇〉 (5.20)

〈ṗ〉 = −
(

ω2(t)

ω0

)
〈q〉 − k〈p〉. (5.21)
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A solução da equação de movimento para o valor esperado 〈q〉 é

〈q〉(t) = Q(t)e−kt, (5.22)

onde a função Q(t) obedece a equação clássica de movimento

Q̈(t) + ω2(t)Q(t) = 0. (5.23)

Similar a outros autores ([47], [49]), encontramos que o valor esperado da posição

e momento de um EG, desde que a evolução seja no máximo quadrática, segue o

comportamento clássico mas com um decaimento exponencial devido a dissipação.

5.1.3 Solução Anaĺıtica da função de Wigner e da função caracteŕıstica

Tentamos estudar este sistema a partir de métodos de solução via Álgebra

de Lie, porém os cálculos finais se tornaram impraticáveis. Assim, decidimos

seguir o caminho dado pela referência [50], onde os autores elaboram o ferramental

matemático para se determinar a evolução da função caracteŕıstica (ou da função

de Wigner) sob influência de um reservatório como da equação (5.11). Note que,

assim como o estado do sistema ρ possui toda a informação relativa ao mesmo, a

função de Wigner e a função caracteŕıstica também possuem, e nosso trabalho se

resume em descobrirmos uma destas funções (e sua respectiva evolução temporal)

para caracterizar o estado. Iremos aqui fazer um breve resumo dos resultados dos

trabalhos de [50] e explicitar nossos resultados até então.

5.1.3.1 Caso sem dissipação

Começaremos pela definição da função de Wigner (já definida no caṕıtulo 2,

porém iremos introduzir uma outra notação):

W (~x) =
1

2π~

∫
dq′

〈
q +

q′

2
|ρ̂|q − q′

2

〉
exp

(
−i

pq′

~

)
, (5.24)

onde ~x = (p, q). Sob uma evolução no máximo quadrática, a função de Wigner

propaga classicamente [50]:

∂

∂t
Wt(~x) = {H(~x),Wt(~x)}, (5.25)
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onde {f, g} = ∂f
∂q

∂g
∂p
− ∂f

∂p
∂g
∂q

é o parêntese de Poisson clássico, e H(~x) = ~x · H~x.

Então, podemos escrever [51]:

Wt(~x) = W0(R−t~x), (5.26)

onde

R−t = exp(2ΩHt), (5.27)

onde Ω é a forma simplética definida no caṕıtulo 2:

Ω =

(
0 1

−1 0

)
. (5.28)

Note que (5.27) dá a evolução clássica do Hamiltoneano de um ponto ~x no espaço de

fase, ou seja, dado um Hamiltoneano H(~x) a evolução das variáveis, classicamente,

é dada por: ~xt = Rt~x, ou mais explicitamente:

(
pt

qt

)
=

(
v̇t u̇t

vt ut

)(
p

q

)
(5.29)

onde as funções ut e vt seguem uma equação da seguinte forma (para o Hamil-

toneano (5.12)):

φ̈t + ω2(t)φt = 0, (5.30)

onde φt representa tanto u quanto v, o que os diferencia é a condição inicial uti-

lizada. Da equação (5.29) vemos que:

Rt =

(
v̇t u̇t

vt ut

)
. (5.31)

A transformada de Fourier da função de Wigner (função caracteŕıstica):

χ(~ξ) =
1

2~π

∫
d~x exp

(
− i

~
~ξ ∧ ~x

)
W (~x) (5.32)

também propaga de uma forma análoga a (5.26) no caso sem dissipação. O śımbolo

∧ significa: ~ξ ∧ ~x = ξpq − ξqp. Assim:

χt(~ξ) = χ0(R−t
~ξ). (5.33)
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Assim, como estamos trabalhando com estados Gaussianos de 1-modo, ob-

tendo uma expressão para (5.31) podemos calcular W0(R−t~x) pois:

W0(V ) =
exp

(−1
2
V σ−1V T

)

π
√

det σ
, (5.34)

onde V = (q, p) e σ é a matriz de covariância (dada no caṕıtulo 2). Já a função

caracteŕıstica χ0(~ξ) é dada por:

χ0(~ξ) =
1

2π

∫
d~x exp [−i(ξpq − ξqp)] W0(~x). (5.35)

Desde modo, temos a solução geral do problema para o caso sem dissipação.

5.1.3.2 Caso com dissipação

A solução para a equação caracteŕıstica (detalhes em [50]), numa evolução da

forma (5.11), é:

χt(~ξ) = χ0(~ξ−t) exp

(
−1

2
~ξ ·M(t)~ξ

)
, (5.36)

onde

M(t) =
∑

j

∫ t

0

dt′e2k(t′−t)RT
t′−t(l

′
jl
′T
j + l

′′
j l
′′T
j )Rt′−t, (5.37)

onde k é a constante de dissipação em (5.11) e j = 1, 2 pois estamos tratando de

um sistema de 1-modo. As variáveis de corda, i.e. ~ξ, possuem a seguinte variação

temporal:
~ξt = ektRt

~ξ. (5.38)

No nosso caso temos:

l
′
1 =

(
0√

k(nB + 1)

)
, l

′′
1 =

( √
k(nB + 1)

0

)
,

l
′
2 =

(
0√
knB

)
, l

′′
2 =

( −√knB

0

)
,

assim, temos: l
′
1l
′T
1 + l

′′
1 l
′′T
1 = k(nB + 1)1 e l

′
2l
′T
2 + l

′′
2 l
′′T
2 = knB1.

Note que a influência da dinâmica dissipativa ocorre no termo M(t) – (5.37) –
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e na evolução da variável de corda ~ξ – (5.38). O termo Rt continua sendo a matriz

de evolução Hamiltoneana clássica de ~x, i.e. a matriz (5.31).

Assim, da mesma forma que no caso sem dissipação, ao obtermos um resultado

para Rt possuiremos a evolução do estado, porém neste caso precisamos computar

a matriz M(t).

5.1.3.3 Exemplos que desejamos estudar

Como dito antes, queremos estudar estados Gaussianos de 1-modo, que são

totalmente caracterizados pelos seus primeiros e segundos momentos estat́ısticos:

〈q̂〉, 〈p̂〉, 〈q̂2〉, 〈p̂2〉, 〈
q̂p̂+p̂q̂

2

〉
. Ao possuirmos a evolução temporal de χ(~ξ), podemos

calcular qualquer dos momentos estat́ısticos do estado, pois:

〈a†man〉 =

(
∂

∂ξp

)m (
− ∂

∂ξq

)n

χ(~ξ)

∣∣∣∣
~ξ=0

. (5.39)

Em particular:

〈
q̂2

〉
=

∂2

∂ξ2
p

χt

∣∣∣∣∣
~ξ=0

, (5.40)

〈
p̂2

〉
=

∂2

∂ξ2
q

χt

∣∣∣∣∣
~ξ=0

, (5.41)

〈
q̂p̂ + p̂q̂

2

〉
= (−1)

(
∂

∂ξp

∂

∂ξq

χt

) ∣∣∣∣∣
~ξ=0

. (5.42)

Assim, o que precisamos é, dado um sistema espećıfico (onde queremos estudar

sistemas com caracteŕısticas de instabilidade ou geração de squeezing), encontrar

a matriz M(t) para caracterizar o estado f́ısico, e deste modo estudarmos a ‘com-

petição’ entre a dissipação e a instabilidade do sistema.

Iremos estudar Hamiltoneanos quadráticos como (5.12) em casos triviais mas

importantes.

• O primeiro é o oscilador harmônico invertido (OHI):

ω(t) = iω0. (5.43)

O OHI é um toy model [14, 45] usado para entender os efeitos de instabilidade
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e geração de squeezing. Este modelo possui a caracteŕıstica importante que

uma das quadraturas (sem dissipação) diverge exponencialmente da outra,

devido à caracteŕıstica de instabilidade que este sistema possui;

• Também queremos estudar o toy model proposto por [47], onde a dependência

temporal de ω é dada por:

ωt = ω0

√
1 + γt, (5.44)

onde γ é uma constante;

• Outro exemplo importante seria estudar os potenciais das chamadas arma-

dilhas de Paul [52], onde

ω(t) =
√

a + 2q cos(Ωt). (5.45)

Esta segunda dependência temporal é o exemplo mais importante que pre-

tendemos estudar, devido à suas aplicações práticas.

Dependência temporal: ω(t) = iω0

Para o OHI temos que a matriz Rt é (onde fizemos ω0 = 1):

Rt =

(
cosh t sinh t

sinh t cosh t

)
. (5.46)

A evolução da variável de corda segue:

~ξ−t = e−ktR−t
~ξ, (5.47)

e a matriz M(t) possui a seguinte forma:

M(t) = 2k(nb +
1

2
)

∫ 0

−t

dxe2kx

[
cosh 2x

(
1 0

0 1

)
+ sinh 2x

(
0 1

1 0

)]
. (5.48)

Necessitamos também da função caracteŕıstica inicial χ0 do estado Gaussiano
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de 1-modo:

χ0(~ξ) = exp

[
i(p0ξq − x0ξp)− 1

2

(
ν0 +

1

2

) (
e2r0ξ2

p + e−2r0ξ2
q

)]
. (5.49)

Com estes resultados podemos facilmente computar χt e os momentos estat́ısti-

cos e assim calcular propriedades importantes como o determinante da matriz de

covariância, plotado na figura 5.1, e a entropia de von Neuman, figura 5.2.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Det

Figura 5.1: Evolução do determinante da matriz de covariância em função do tempo
para o OHI. Parâmetros: ω0 = 1, r0 = 1, ν0 = 0, nB = 0, k = 0.5 (azul),
k = 1 (lilás) e k = 1.5 (bege).

Note nas figuras acima, fig. 5.1 e 5.2, que se o parâmetro de dissipação k é

menor que a ‘frequência natural’ do OHI – ω0 – a entropia cresce rapidamente

assumindo um comportamento linear com o tempo, assim como mostramos em

nosso trabalho [14], demonstrando que o fato do sistema possuir instabilidade o

força a ir rapidamente para um estado de alta entropia. Se k = ω0, conseguimos

ver que o crescimento linear da entropia é ‘freado’, mas seu valor tende a crescer.

Já para valores onde k > ω0 a entropia atinge um valor de saturação, mostrando

que pelo menos para este modelo simples existe realmente uma competição entre

dissipação e instabilidade.

Como visto em nosso trabalho [14], o potencial relativo às armadilhas de Paul,

ω(t) =
√

a + 2q cos(Ωt), possui pontos de instabilidade onde a entropia de von

Neuman varia linearmente no tempo. Estes pontos, em primeira aproximação,

são exatamente o potencial do OHI, indicando que também nestes casos efeitos
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Figura 5.2: Evolução da entropia de von Neuman em função do tempo para o OHI.
Parâmetros: ω0 = 1, r0 = 1, ν0 = 0, nB = 0, k = 0.5 (azul), k = 1 (lilás) e
k = 1.5 (bege).

dissipativos também podem impedir este crescimento rápido da entropia.

Dependência temporal: ωt = ω0

√
1 + γt

Para esta dependência temporal de ω(t), no momento possúımos apenas a

matriz Rt, que é dada por (5.31), onde as funções u e v satisfazem a equação

φ̈t + ω2
0(1 + γt)φt = 0, (5.50)

para as seguintes condições iniciais: u(0) = 1, u̇(0) = 0, v(0) = 0 e v̇(0) = 1. A

solução da equação acima é [47] (onde fizemos ω0 = 1):

φ = C1

√
t′J1/3(z) + C2

√
t′Y1/3(z), (5.51)

onde C1 e C2 são constantes de integração, J1/3(z) e Y1/3(z) são funções de Bessel

de ordem 1/3 e

t′ = t +
1

γ
, z =

2

3

√
γt′3. (5.52)

No momento estamos fazendo os cálculos da matriz M(t) para este caso, que
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é basicamente:

M(t) = 2k

(
nB +

1

2

) ∫ 0

−t

dxe2kxRT
x Rx, (5.53)

e ainda não obtivemos resultados concretos para serem apresentados.

5.2 Estados Gaussianos e não Gaussianos n-modos,

etc.

Recentemente fizemos um estudo sobre a dinâmica de emaranhamento entre

2 modos Gaussianos preparados em uma cavidade de microondas, e vimos que,

assintoticamente, o emaranhamento pode persistir, extinguir em tempo finito ou

em tempo assintótico (t → ∞) [53]. Os detalhes deste trabalho não estão no es-

copo desta tese, porém como trabalho futuro pretendemos estudar mais a fundo

este sistema incluindo estados não Gaussianos. Podeŕıamos, por exemplo, estudar

a dinâmica de estados de ‘gato de Schroedinger’, comprimidos ou não, se com-

portam sob efeitos de dissipação, tanto em canais Gaussianos quanto em canais

não-Gaussianos.

Outros projetos que possúımos são:

• Aspectos dinâmicos do emaranhamento de estados não-Gaussianos bi-partidos:

neste trabalho queremos estudar a dinâmica do emaranhamento num sistema

bi-partido não-Gaussiano, sob efeito de dissipação, onde pretendemos identi-

ficar como o emaranhamento entre as partes se comporta. Intuitivamente ve-

mos que o emaranhamento, sendo uma propriedade quântica, deve diminuir

com o tempo, assim como outras propriedades quânticas. Porém, isto não é

óbvio, visto que existem sistemas onde, mesmo sem emaranhamento, ainda

existem correlações não clássicas;

• Estimação de parâmetros em sistemas emaranhados: podemos, imediata-

mente, aplicar técnicas de TEQ, com a finalidade de estimar parâmetros em

sistemas emaranhados, como por exemplo em sistemas comprimidos na va-

riável de spin [54], e estudar a relação entre emaranhamento e uma melhora

em medidas de propriedades quânticas;

• Emaranhamento em estados tri-partido e limite clássico em experimentos

de difração atômica: a partir do estudo dos trabalhos [55, 56, 57], temos a
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intenção de estudar os aspectos dinâmicos de propriedades quânticas, prin-

cipalmente emaranhamento, de sistemas com 3 graus de liberdade em inter-

ferometria atômica. Nestes sistemas, através de uma rede de difração por

onde se passam átomos, podemos ou não ver franjas de interferência (devido

a um campo estático que é localizado logo após a rede de difração). Ainda

não muito estudado, apesar de extremamente interessante, este sistema seria

um excelente teste para estudarmos emaranhamento entre graus de liberdade

internos, e também para analisarmos limite clássico.



Caṕıtulo 6

Conclusões

A proposta principal desta tese é realizar um estudo de estados de variáveis

cont́ınuas monomodais (estados que possuam natureza intrinsicamente quântica),

tanto Gaussianos quanto não-Gaussianos, sob efeito de dissipação. Assim, foram

dois passos a serem cumpridos: estudamos (i) o canal responsável pela dissipação

dos estados e (ii) como as propriedades quânticas de cada ‘classe’ de estados (Gaus-

sianos e não-Gaussianos) se comportam sob o efeito de dissipação. Assim, no caṕı-

tulo 3 estudamos estados não-Gaussianos evoluindo sob influência de um canal

bosônico, a fim de estimarmos o valor do parâmetro de dissipação; e nos próxi-

mos caṕıtulos estudamos os sistemas (estados Gaussianos e não-Gaussianos) e suas

propriedades, evolúıdos sob uma dinâmica dissipativa de um canal bosônico.

No caṕıtulo 2 fizemos uma breve revisão teórica das ferramentas matemáti-

cas básicas que utilizamos para a solução dos problemas atacados. Estudamos

a teoria de estimativas quânticas, seus principais objetos matemáticos (derivada

logaŕıtmica simétrica, informação de Fisher clássica e quântica, limite de Cramér-

Rao, etc.) e como podemos estimar, teoricamente, o valor de um parâmetro com a

maior precisão posśıvel. Também apresentamos uma dedução, apesar de simplista,

da equação mestra que trabalhamos (isto é, a equação que modela o canal de dis-

sipação que estudamos com maior detalhe). Ao fim deste caṕıtulo apresentamos

o conceito de variáveis cont́ınuas em mecânica quântica, e como podemos estudar

algumas propriedades destes, como a entropia de von Neunmann.

Com as ferramentas acima em mãos, no caṕıtulo seguinte estudamos um pro-

blema de estimativa em mecânica quântica, mais especificamente a estimativa

do parâmetro de perda, i.e. a dissipação, do canal estudado no caṕıtulo 2 (a

equação mestra deduzida para temperatura igual a zero). Vimos que estados não-

Gaussianos melhoram a precisão da medida do parâmetro de perda comparados
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a estados Gaussianos. Em especial os estados de Fock (ρ0 = |n〉〈n|) saturam o

limite de Cramér-Rao, atingindo o máximo de precisão alcançável teoricamente,

para qualquer energia discreta n̄ = 0, 1, 2, . . .. Para energias pequenas, ou energias

não-discretas, estudamos superposições dos primeiros estados de Fock e verificamos

que superposições tipo qu-trit e estados de photon subtracted truncados, superam

os estados Gaussianos no problema da estimativa do parâmetro de perda de um

canal bosônico. Assim, podemos afirmar que estados não-Gaussianos são os esta-

dos ótimos a serem utilizados a fim de obtermos a melhor estimativa do parâmetro

em questão.

No caṕıtulo 4 fizemos uma comparação detalhada entre estados Gaussianos de

1-modo e estados de superposição coerente par e ı́mpar. Estudamos várias pro-

priedades destes estados, como distribuição do número de fótons, negatividade da

função de Wigner, entropia de von Neumann e squeezing (compressão). Vimos

que os estados de superposição par, para parâmetros de deslocamento – ou força

do – campo pequenos (da ordem de β0 . 1.14), apresentam efetivamente squee-

zing numa de suas quadraturas, e se comportam de maneira semelhante a estados

Gaussianos de 1-modo. Mostramos também que efeitos de compressão para es-

tados Gaussianos monomodais e estados de superposição par apresentam efeitos

de compressão para condições iniciais especiais, visto que a escala de tempo seja

acesśıvel experimentalmente. Uma conclusão importante destes trabalhos foi o

fato de que, para estados Gaussianos de 1-modo, existe um limite na impureza ini-

cial do mesmo para que este apresente efeitos quânticos efetivos (i.e. a inequação

(4.38)). Ainda neste caṕıtulo, revisamos muito brevemente nosso trabalho [14],

onde mostramos que estados Gaussianos acoplados a sistemas com poucos graus

de liberdade, porém que contenham caracteŕısticas de instabilidade, possuem um

crescimento assintótico de sua entropia de von Neumann que é linear com o tempo,

diferentemente do que acontece com sistemas acoplados a infinitos graus de liber-

dade, onde a entropia alcança um patamar.

Por fim, apresentamos um trabalho em andamento, onde estamos estudando

estados Gaussianos de 1-modo, sob ação de uma evolução unitária que pode ser

dependente do tempo, i.e. o Hamiltoneano pode possuir uma dependência tem-

poral. Queremos estudar uma evolução temporal que possua caracteŕısticas de

instabilidade e a influência de efeitos dissipativos sobre estes sistemas. Analisamos

este problema via o formalismo matemático desenvolvido por Ozório [50], onde

utilizamos a função caracteŕıstica do sistema e sua evolução temporal. Como

exemplo, simples porém importante, estudamos uma evolução de um estado Gaus-
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siano numa evolução temporal tipo oscilador invertido, onde H(t) = p2−ω2
0x

2 por

exemplo. Vimos que se a dissipação k for maior que a frequência natural do os-

cilador invertido, o crescimento da entropia de von Neumann é ‘freiado’, de modo

a se estabilizar (o que não ocorre se o oscilador invertido não estiver dissipando,

ou se k < ω0). Pretendemos num futuro próximo estudar o exemplo onde a fre-

quência varia como: ω(t) = ω0

√
γt. Para este caso ainda não possúımos resultados

concretos.
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