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RESUMO

A proposta deste trabalho é examinar a dinâmica do emaranhamento entre dois constituintes

de um sistema tripartido fechado, no sentido de que não existe nenhuma perda de energia. Este

sistema é constituído por dois átomos na aproximação de doisníveis com transições atômicas

iguais e um único modo de campo numa cavidade, onde um dos átomos é posto para interagir

no regime ressonante com o único modo de campo, via interaçãodeJaynes-Cummings. O inter-

esse aqui é a evolução do emaranhamento entre os dois átomos,quantificado pela concorrência

de Wootters. Será analisada a influência do estado inicial docampo no aparecimento de bicos

na evolução temporal da concorrência. Experimentalmente,a quantificação de emaranhamento,

dada pela concorrência, é difícil de se obter. Por isso, paraeste sistema, sob as condições ini-

ciais impostas, serão definidos dois operadores capazes de acompanhar a dinâmica do emaran-

hamento e diretamente mensuráveis: ooperador de correlaçãodado pelo produto das inversões

atômicas dos átomos e ooperador de Bell. Serão analisados os efeitos do estado inicial do

campo em uma combinação linear de dois estados de Fock sobre as dinâmicas destes oper-

adores.
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ABSTRACT

The proposal of this work is to study the bipartite entanglement between two constituents
of a tripartite closed system, in the sense that there is no energy loss. The system consists
of a pair of two-level atoms with equal transitions and one electromagnetic field mode in a
cavity, with one of the atoms interacting with the field mode via Jaynes-Cummingsinteraction.
We study the time evolution of entanglement between the two atoms, quantified by Wootters’
concurrence. The influence of initial state of the field in the appearance of singularities in
this time evolution is discussed. Since concurrence is hardto determine experimentally, we
define two directly measurable observables which, for the special initial conditions we study,
can follow the entanglement behavior: thecorrelation operator, given by the product of the
population inversions, and theBell operator. We study the effects of initial states given by
superpositions of two Fock states.
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INTRODUÇÃO

O emaranhamento é uma característica intrínseca da Mecânica Quântica que permite cor-

relação em sistemas quânticos para qual não existe análogo clássico. Isto tem sido ponto de

discusão da Mecânica Quântica desde os tempos de Schrödinger [1, 2] e Einstein, Podolsky e

Rosen [3]. Atualmente, acredita-se que o emaranhamento é um recursoimportante eminfor-

mação quânticaecomputação quântica[4].

A computação quântica pode ser desenvolvida com base nasuperposiçãoquântica e no

emaranhamento[5]. A computação Clássica usa “bits” para armazenar informação. Estes

“bits” podem ter dois estados diferentes usualmente denominados: 0 ou 1. A computação e

informação quânticas têm conceito análogo, o “quantum bit”, ou “qubit”. A diferença entre o

“bit” e o “qubit” é que, a Mecânica Quântica permite formar combinações lineares de estados

|0〉 e |1〉, assim

|ψ〉= α|0〉+β |1〉, (1)

ondeα eβ são números complexos, que satisfazem a condição de normalização|α|2+ |β |2=1.

O estado (1) é um vetor num espaço vetorial complexo. Com a medição projetiva P̂0 = |0〉〈0|
ou P̂1 = |1〉〈1|, o qubit (1) pode resultar em 0 com probabilidade|α|2 = 〈ψ|P̂0|ψ〉 ou 1 com

probabilidade|β |2 = 〈ψ|P̂1|ψ〉. Depois da medição o sistema estará no estado|0〉′ = P̂0|ψ〉√
〈ψ|P̂0|ψ〉

ou |1〉′ = P̂1|ψ〉√
〈ψ|P̂1|ψ〉

.

Outro fenômeno que pode ser importante para a computação e a informação quânticas é

o emaranhamento, que é puramente quântico. Um estado puro dedois sistemas 1 e 2 é dito

emaranhado quando for não fatorável,|ψ〉 6= |ψ1〉⊗ |ψ2〉, caso contário o sistema é dito dese-

maranhado.

Um exemplo de estado puro de dois sistemas 1 e 2 emaranhados, éo estado de Bell

|ψ〉= 1√
2
(|ψ1〉⊗ |ψ2〉+ |ψ1〉′⊗|ψ2〉′), (2)

onde|ψ1〉 é ortonormal a|ψ1〉′, e |ψ2〉 é ortonormal a|ψ2〉′. Observe que no estado (2) não

pode-se afirmar o estado do sistema 1 e o estado do sistema 2. Após a medição no sistema 1 é

que pode-se dizer em qual estado o sistema se encontra|ψ1〉 ou |ψ1〉′. O mesmo acontece com
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o sistema 2. O estado (2) pode ser um estado de polarização de dois fótons emaranhados, estado

atômico de dois átomos emaranhados, etc.

O emaranhamento em sistemas quânticos pode deteriorar-se devido à interação com outros

sistemas, chamados ambientes. A perda de emaranhamento nestes sistemas, que são acopla-

dos a ambientes, é usualmente irreversível. O efeito destrutivo do ambiente tem dificultado

extremamente a computação quântica, por isso, muitas pesquisas têm sido realizadas sobre este

assunto: o emaranhamento e ambiente [6–9].

Sistemas atômicos são de particular interese neste trabalho, porque podem ser aprisionados,

localizados e postos a interagir com ambientes simples, as cavidades ópticas. Muitas investi-

gações são focadas no estudo do emaranhamento de átomos interagindo com um campo numa

cavidade. Esta interação pode ser dada pelo modelo deJaynes-Cummings, que é de funda-

mental interese [10]. Este tipo de sistema pode exibir o fenômeno chamado morte súbita do

emaranhamento [11,12], que é a perda abrupta de emaranhamento. Recentes experimentos têm

confirmado a “morte súbita” do emaranhamento em outros sistemas [13,14].

Em sistemas constituídos por átomos e cavidades, por exemplo, num sistematripartite com-

posto por dois átomos e um modo de campo numa cavidade ideal sendo que apenas um destes

átomos interage com o campo na cavidade viaJaynes-Cummingsforam estudadas a evolução

e a transferência de emaranhamento [15]. Nesta referência foi mostrado que o emaranhamento

entre os átomos é transferido para um dos átomos e o campo na cavidade. O estado inicial

considerado para a cavidade foi um estado de Fock. Neste estudo, foi usada a concorrência [16]

para examinar o emaranhamento.

Objetivo do presente trabalho é analisar a dinâmica do emaranhamento entre os átomos no

sistema citado na referência [15], quantificada pelaconcorrênciaapresentada por Wootters [16].

Com a finalidade de acompanhar a dinâmica do emaranhamento numa medida experimental,

serão definidos dois operadores: oproduto das inversões atômicase ooperador de Bell[17].

Será analisado o efeito do estado inicial do campo em combinação linear de dois estados de

Fock na dinâmica do emaranhamento.

Justifica-se a busca destes operadores no desenvolvimento deste trabalho pelo fato de que a

quantificação do emaranhamento é de interesse prático e os quantificadores de emaranhamento

existentes na literatura são difíceis de serem obtidos experimentalmente.

Este trabalho está dividido assim: no capítulo1, apresentam-se de maneira simplificada

algumas ferramentas importantes para o desenvolvimento deste trabalho como o operador den-

sidade e algumas de suas propriedades. Serão tratados os quantificadores de emaranhamento
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em estados puros que são as entropias e para estados não-puros, a quantificação pode ser dada

pelaconcorrênciade Wootters ou pela negatividade. E ainda neste capítulo será abordado o

emaranhamento e as desigualdades de Bell [18]. No capítulo2, apresenta-se o sistema átomo-

campo, o átomo na aproximação de dois níveis e o campo quantizado em uma cavidade óptica.

Posteriormente, obtém-se a interação entre dois níveis de transições de um átomo com o único

modo de campo: o modelo deJaynes-Cummingsna aproximação de onda girante. Após isso,

apresenta-se a evolução temporal do sistema átomo-campo. No capítulo3, apresenta-se o sis-

tema tripartido, constituído por um átomo dentro de uma cavidade ideal e um outro completa-

mente não interagente com essas duas partes, a interação do átomo com o campo na cavidade é

via Jaynes-Cummings. Em seguida, obtém-se a dinâmica do emaranhamento entre os átomos,

dada pela concorrência. E, a propósito de acompanhar a dinâmica do emaranhamento, definem-

se dois operadores, ooperador de correlaçãoe ooperador de Bell. Em seguida, analisa-se a

evolução temporal dos valores esperados deste operadores sob a influência do estado inicial do

campo em uma combinação linear de dois estados de Fock.

Toda a análise da dinâmica do emaranhamento neste trabalho éde cunho exclusivamente

teórico e analítico.
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1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capítulo é discutido de maneira concisa um dos tópicosmais intrigantes e fascinantes

da Teoria Quântica, o emaranhamento. São apresentadas e discutidas algumas ferramentas

importantes no estudo do emaranhamento para o desenvolvimento deste trabalho: o operador

densidade e alguns quantificadores do emaranhamento, como as entropias, a negatividade e a

concorrência. E também serão discutidas as desigualdades de Bell e o emaranhamento.

1.1 Operador densidade

Na Mecânica Quântica, usa-se o espaço de HilbertH . Neste espaço, qualquer vetor pode

ser expresso em uma combinação linear dos vetores de alguma base,{| ni〉}i=1,2,3,...,N ortonor-

mal, sendoN a dimensão do espaçoH . Estados puros neste espaço são tratados como se segue:

definindo um sistemaΞ com estado|ψ〉 e expandindo este estado na base ortonormal{| ni〉},

tem-se

|ψ〉=
N

∑
i=1

Ci | ni〉, (1.1)

ondeCi = 〈ni|ψ〉, com
N

∑
i=1

|Ci|2 = 1, sendo|Ci|2 = 〈ψ|P̂i|ψ〉 a probabilidade de encontrar o

sistema no estado| ni〉′ = P̂i|ψ〉√
〈ψ|P̂i|ψ〉

correspondente ao projetorP̂i = |ni〉〈ni|.

Define-se a matriz densidade de um estado puro, como se segue

ρ̂ = |ψ〉〈ψ|. (1.2)

Para este operador densidade é fácil verificar que ele é hermitiano,ρ̂† = ρ̂ , positivoρ̂ ≥ 0, de

traço unitário Tr(ρ̂) = 1 e obedece a condição

ρ̂2 = ρ̂ , (1.3)

chamada de pureza. Desta última propriedade, pode-se concluir que seus autovalores são 1 e 0.
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Pode-se obter o valor médio do observávelÔ em termos do operador densidade, assim

< Ô>= Tr(ρ̂Ô). (1.4)

Para a mistura estatística de vários estados puros|ψ1〉, |ψ2〉, . . ., |ψn〉, com probabilidadesp1,

p2, · · · , pn de cada estado ser preparado, o operador densidade é dado por

ρ̂ = ∑
i

pi |ψi〉〈ψi| com ∑
i

pi = 1, pi ≥ 0. (1.5)

Deste modo, pode-se expressar todas as predições físicas dosistema em termos dêρ , sendo a

média de operadores densidade|ψi〉〈ψi |, pesados pela probabilidadepi .

As propriedades do operador densidade para estados mistos são: de traço Tr(ρ̂) = 1, posi-

tivo ρ̂ ≥ 0, hermitianoρ̂† = ρ̂ e não pureza

ρ̂2 6= ρ̂ , (1.6)

seus autovalores estão entre 0 e 1. Para obter a densidade de estado puro (1.2) faz-sepi = 1

para algumi na equação (1.5). Pode-se observar que a mistura estatística é uma generalização

do estado puro.

Usando o mesmo procedimento para encontrar o valor médio de um observável para estados

puros, pode-se obter o valor médio do observávelÔ para estados mistos, dado por

< Ô>= Tr(ρ̂Ô). (1.7)

Portanto, o valor médio de um observável, tem a mesma forma tanto para estados puros, quanto

para estados mistos.

Se um sistema for representado por um HamiltonianoĤ, dependente do tempo ou não, a

evolução deste sistema é dada pela equação de Schrödinger, quando o sistema é puro. Para um

estado não-puro, faz-se a evolução do operador densidade (1.5), considerando este operador

densidade em tempo fixot0 e o ensemble não perturbado, a probabilidadepi permanece con-

stante. Então a evolução temporal só depende do estado|ψi〉. Para este caso, pode-se concluir

que num tempot qualquer, o operador densidade pode ser escrito assim

ρ̂(t) = ∑
i

pi |ψi(t)〉〈ψi(t)|, (1.8)

dado que|ψi(t)〉 satisfaz a equação de Schrödinger

d
dt
|ψi(t)〉=− i

h̄
Ĥ|ψi(t)〉, (1.9)



1.2 Sistemas compostos 6

tem-se
d
dt

ρ̂(t) =− i
h̄
[Ĥ, ρ̂(t)], (1.10)

onde[Ĥ, ρ̂(t)] representa o comutador dêH com ρ̂(t). A Equação (1.10) é chamada equação

de Von Neumann que representa a dinâmica do operador densidade. ParaĤ independente do

tempo, a solução formal da equação de von Neumann se escreve assim

ρ̂(t) = e−
i
h̄Ĥ(t−t0)ρ̂(t0)e

i
h̄Ĥ(t−t0). (1.11)

Esta solução pode ser confirmada inserindo a expressão (1.11) na equação de von Neumann

(1.10). O operadorÛ(t) = e−
i
h̄Ĥ(t−t0), chamado de propagador, descreve a evolução temporal

do operador densidade de acordo com a Equação (1.11).

1.2 Sistemas compostos

Esta secção foi desenvolvida com base em notas de aula de A. F.R. de Toledo de Piza [19].

Num sistemaΞ, composto den subsistemasΞ1,Ξ2, . . . ,Ξn, com cada subsistemaΞk sendo

representado por um estado|ψk〉 que pertence ao espaço de HilbertHk com dimensãoNk e

base ortonormal{|n(k)ik
〉}ik=0,...,Nk−1, o espaço de Hilbert associado ao sistema totalΞ é dado

pelo produto tensorial dos espaçosHk, assimH = H1⊗H2⊗·· ·⊗Hn com dimensão total

N1×N2×·· ·×Nn. Uma base ortonormal no espaço totalH pode ser definida assim

{|n(1)i1
〉⊗ |n(2)i2

〉⊗ · · ·⊗ |n(n)in 〉}ik=(0,...,Nk−1) = {|n(1)i1
n(2)i2

· · ·n(n)in 〉}ik=(0,...,Nk−1).

O estado total|ψ〉 emH pode ser dado pelo produto tensorial de cada subsistema, assim

|ψ〉 = |ψ1〉⊗ |ψ2〉⊗ · · ·⊗ |ψn〉, mas nem sempre é possível escrever o estado total|ψ〉 como o

produto tensorial de estados|ψk〉. De modo geral, qualquer estado|ψ〉 emH pode ser escrito

assim

|ψ〉= ∑
i1,i2,...,in

Ci1,i2,...,in|n
(1)
i1
〉⊗ |n(2)i2

〉⊗ · · ·⊗ |n(n)in 〉

ou pela matriz densidade

ρ̂ = ∑
i1,i2,...,in
j1, j2,..., jn

ρi1,i2,...,in ; j1, j2,..., jn|n
(1)
i1

n(2)i2
· · · n(n)in

〉〈n(1)j1
n(2)j2

· · · n(n)jn
|.

Neste caso, podem-se ter estados puros ou mistos.

SejaÔk um operador emHk. Então, o produto tensorial̂O1⊗ Ô2⊗·· ·⊗ Ôn é um operador
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emH . A atuação deste operador em um vetor|ψ〉 emH é dado por

(Ô1⊗ Ô2⊗·· ·⊗ Ôn)|ψ〉= ∑
i1,i2,...,in

Ci1,i2,...,inÔ1|n(1)i1
〉⊗ Ô2|n(2)i2

〉⊗ · · ·⊗ Ôn|n(n)in 〉.

A extenção de um operadorÔk , atuando somente emHk paraH , se escreve assim

˜̂Ok = Î1⊗ Î2⊗·· ·⊗ Îk−1⊗ Ôk⊗ Îk+1⊗·· ·⊗ În−1⊗ În,

ondeÎk representa o operador identidade nok-ésimo espaço.

Dado um sistema constituído de dois subsistemasΞ1 eΞ2, descrito por um operador densi-

dadeρ̂ que atua no espaço de HilbertH =H1⊗H2, para saber qual o operador densidade que

descreve o subsistemaΞ1, toma-se valor esperado em̂ρ do operadorÔ1⊗ Î2, ondeÔ1 atuará

somente no subsistemaΞ1 e Î2 é o operador identidade que atuará no subsistemaΞ2.

Partindo do valor esperado dêO1⊗ Î2, dado por

< Ô1⊗ Î2 >= Tr(Ô1⊗ Î2ρ̂),

explicitando em termos da base produto{|n(1)i1
n(2)i2

〉}, obtém-se

Tr(Ô1⊗ Î2ρ̂) = ∑
i1,i2

〈n(1)i1
n(2)i2

|Ô1⊗ Î2ρ̂ |n(1)i1
n(2)i2

〉=

= ∑
i1,i2, j1, j2

〈n(1)i1
n(2)i2

|Ô1⊗ Î2|n(1)j1
n(2)j2

〉〈n(1)j1
n(2)j2

|ρ̂|n(1)i1
n(2)i2

〉=

= ∑
i1,i2, j1, j2

〈n(1)i1
|Ô1|n(1)j1

〉δi2 j2〈n
(1)
j1

n(2)j2
|ρ̂ |n(1)i1

n(2)i2
〉=

= ∑
i1, j1

〈n(1)i |Ô1|n(1)j1
〉∑

i2

〈n(1)j1
n(2)i2

|ρ̂ |n(1)i1
n(2)i2

〉=

= ∑
i1, j1

〈n(1)i |Ô1|n(1)j1
〉〈n(1)j1

|∑
i2

〈n(2)i2
|ρ̂|n(2)i2

〉|n(1)i1
〉=

= Tr1(Ô1ρ̂(1)), com ρ̂(1) ≡ ∑
i2

〈n(2)i2
|ρ̂ |n(2)i2

〉,

onde Tr1(·) indica o traço no subsistemaΞ1. E ρ̂(1) representa a matriz densidade reduzida do

subsistemaΞ1.

Para obter o operador densidade do segundo subsistema, o mesmo cálculo é feito com o

operador̂I1⊗ Ô2, fazendo isso, obtém-se o resultado análogo ao anterior

< Î1⊗ Ô2 >= Tr2(Ô2ρ̂(2)) com ρ̂(2) ≡ ∑
i1

〈n(1)i1
|ρ̂|n(1)i1

〉, (1.12)



1.3 Emaranhamento 8

onde Tr2(·) indica o traço no subsistemaΞ2. E ρ̂(2) é definida como a matriz densidade reduzida

do subsistemaΞ2.

Usando a notação para as operações de traço parcial para a obtenção das densidades reduzi-

das explicitadas acima, tem-se

ρ̂(1) = Tr2(ρ̂) e ρ̂(2) = Tr1(ρ̂), (1.13)

sendo que Trj(·) representa o traço parcial sobre o sistemaj.

Note que estes operadores são independentes das particulares bases deH1 eH2 (e portanto

da particular base produto). As matrizes densidade reduzidas têm propriedades em comum com

os operadores densidade completosρ̂ , são hermitianas, traço unitário e podem satisfazer a

condição de pureza, Tr(ρ̂( j)) = Tr((ρ̂( j))2) ou não pureza, Tr(ρ̂( j)) 6= Tr((ρ̂( j))2).

Através da não pureza de operadores densidade reduzidos, pode-se estudar o emaranhamento

no caso de estados puros, isso será tratado na próxima secção.

1.3 Emaranhamento

Nesta secção usa-se a decomposição de Schimidt [20], para qualquer estado puro|ψ〉 ∈
H1⊗H2, existem bases ortogonais,{|n(1)i 〉} {|n(2)i 〉} emH1 eH2, tais que

|ψ〉= ∑
i

√
pi |n(1)i 〉⊗ |n(2)i 〉, (1.14)

onde
√

pi , chamados coeficientes de Schmidt, são números reais positivos, que satisfazem a

condição∑i pi = 1. A matriz densidade para este estado se escreve assim

ρ̂ = |ψ〉〈ψ|= ∑
i, j

√
pi p j |n(1)i 〉⊗ |n(2)i 〉〈n(1)j |⊗〈n(2)j |. (1.15)

Tomando o traço parcial dêρ sobre os subsistemasΞ1 e Ξ2, tem-se

ρ̂(1) = Tr2(ρ̂) = ∑
i

pi |n(1)i 〉〈n(1)i | e ρ̂(2) = Tr1(ρ̂) = ∑
i

pi |n(2)i 〉〈n(2)i |, (1.16)

ondeρ̂(1) e ρ̂(2) representam as matrizes densidades dos subsistemasΞ1 e Ξ2 respectivamente.

Se o operador densidade reduzido do subsistemaρ̂( j) for puro, isto é,ρ̂( j)=(ρ̂( j))2, de

acordo com a propriedade de pureza, Equação (1.3), ρ̂( j) possui apenas um autovalor não nulo,

pi = 1 para algumi. Nesse caso a decomposição do vetor do estado (1.14) para o sistema
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composto tem um único termo fatorado e esse vetor não é emaranhado:

|ψ〉= |n(1)i 〉⊗ |n(2)i 〉. (1.17)

A pureza dos operadores densidade reduzidos é portanto equivalente à fatorabilidade de|ψ〉, e,

consequentemente, a sua não pureza, isto é,ρ̂(1) 6= (ρ̂(1))2, de acordo com a propriedade de não

pureza, Equação (1.6), ρ̂( j) possui autovalores 0< pi < 1 para mais que umi. Neste caso se

escreve vetor de estado (1.14) como a soma de termos fatorados

|ψ〉= ∑
i

√
pi |n(1)i 〉⊗ |n(2)i 〉. (1.18)

Portanto, a não pureza dos operadores densidade reduzidos sinaliza emaranhamento do vetor de

estado. O emaranhamento que existe no vetor de estado|ψ〉 permite ter correlações quânticas,

sem analogia com as correlações na Mecânica Clássica.

Para mostrar que estas correlações são diferentes, será considerado primeiro um caso na

Mecânica Clássica, sendo um análogo clássico do decaimentoem cascata, dado por Peres [21].

Imagine uma bomba, inicialmente em repouso, que explode em duas partes assimétricas, que

J

JJ=0

1

2

Figura 1.1:Uma bomba inicialmente em repouso, explode em
dois fragmentos com momentos angulares iguais e opostos. Esta
figura foi retirada da referência [21].

possuem momento angular~J1 e ~J2 =−~J1, Figura1.1. Um observador detecta o primeiro frag-

mento e mede

r~u = sign(~u.~J1), (1.19)

em uma direção fixa e arbitrária do vetor unitário~u e sign fornece o sinal do produto escalar

entre os vetores. Da mesma forma, o segundo observador detecta o outro fragmento e mede

r~v = sign(~v.~J2), (1.20)

na direção fixa e arbitrária do vetor unitário~v e sign fornece o sinal do produto escalar entre os

vetores.

Suponha que este experimento seja repetidoN vezes e considerando todas as medições nas

direções fixas~u e~v. Sendor~u, j e r~v, j os resultados medidos pelos nossos observadores para a
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j-ésima bomba, cada observador pode calcular as médias

< r~u >= ∑
j

r~u, j/N e < r~v >= ∑
j

r~v, j/N, (1.21)

Como as direções de~J1 e ~J2 são aleatoriamente distribuídas, as médias são ambas nulas. Na

presença de alguma comunicação, os observadores podem calcular uma correlação,

< r~u r~v >= ∑
j

r~u, j r~v, j/N, (1.22)

que, em geral, não desaparece. Por exemplo, se~u=~v, eles sempre obtêmr~u, j =−r~v, j , de modo

que< r~u r~v >=−1.

Para~u e~v arbitrários, a correlação esperada< r~u r~v > pode ser encontrada como segue:

considere uma esfera unitária, cortada por um plano equatorial perpendicular~u, como mostrado

na Figura1.2. Toda vez que~J1 tiver seu vetor acima do plano equatorial perpendicular a~u

0~

0

uv

~

Figura 1.2: Ilustração para obter a correlação clássica
Cclássica. Na área achurada, r~u r~v = 1 e na área não achurada,
r~u r~v =−1

temos quer~u, j = 1, do contrário, se o vetor estiver abaixo do plano, entãor~u, j =−1. O mesmo

é obtido para~J2 em relação ao plano equatorial definido perpendicularmentea~v. Dessa forma

a esfera unitária fica dividida em quatro regiões referentesao ângulo entre~u e~v. Ao repetir o

experimento muitas vezes,N → ∞ , obtém-se os resultados correlacionados com uma proba-

bilidade 2θ/(2π) e anti-correlacionados com uma probabilidade 2(π −θ)/(2π). As probabil-

idades foram calculadas observando o ângulo entre os planosdefinidos por~u e~v. Como~J1 é

uniformemente distribuído, obtém-se a correlação clássica

Cclássica=< r~ur~v >= [θ − (π −θ)]/π =−1+2θ/π . (1.23)

Na Mecânica Quântica, um exemplo que exibe correlações diferentes das correlações en-

contradas na Mecânica Clássica, encontra-se no caso de duaspartículas de spin12 separadas
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espacialmente e muito longe uma da outra no estado singleto,

|ψ〉= 1√
2
(| ↑〉1| ↓〉2−| ↓〉1| ↑〉2),

onde| ↓〉1 e | ↑〉1 são os estados da particula 1, respectivamente em alguma direção e similar-

mente para| ↓〉2 e | ↑〉2. Os observadores medem os observáveis~u.~σ1 e~v.~σ2, onde~σ1 e ~σ2

são vetores relativos às duas partículas, suas componentesnas direçõesx, y, z são as matrizes

de Pauli. As direções dos vetores unitários~u e~v são livremente escolhidas pelos observadores.

Como antes, os resultados são chamadosr~u e r~v, e podem ter valores±1. Os valores médios das

medidasr~u e r~v são previstos pela Mecânica Quântica como< r~u >=< r~v >= 0, e a correlação

entre elas da seguinte forma

Cquântica=< r~ur~u >= Tr[|ψ〉〈ψ|(~u.σ̂1⊗~v.σ̂2)] =−cos(θ). (1.24)

Figura 1.3:Comparação entre as correlações quânticas (linha sólida) eas
correlações clássicas (linha pontilhada).

A Figura 1.3 mostra as expressões das definições das correlações (1.23) e (1.24). Nesta

figura, pode-se observar que o emaranhamento no estado singleto permite correlações mais

fortes que as correlações na Mecânica Clássica definida por (1.23), exceto nos casos onde ambas

são iguais a 0 ou±1.

Um passo importante agora será quantificar o emaranhamento que existe nos estados puros.

As medidas do “grau de emaranhamento” dos dois subsistemas quando o estado do sistema

composto é descrito por um estado puro|ψ〉, podem ser definidas em termos de medidas do

“grau de não idempotência” dos operadores densidade reduzidos. As medidas frequentemente

utilizadas para estes estados são medidas entrópicas.
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1.3.1 Medidas de emaranhamento em estados puros

Esta subsecção foi desenvolvida com base em notas de aula de A. F. R. de Toledo de Piza

[19].

Para um estado bipartido e puro (1.14), as medidas de emaranhamento mais comuns são:

1. Entropia de von Neumann;

S(ρ̂(1))≡−Tr[ρ̂(1)log
2
ρ̂(1)] =−∑

i
pi log2pi ≥ 0. (1.25)

2. Entropia linear;

S(ρ̂(1))1 ≡ Tr[ρ̂(1)]−Tr[(ρ̂(1))2] = 1−∑
i

p2
i ≥ 0. (1.26)

3. Entropia “2-Rényi”;

S(ρ̂(1))R ≡−log2(Tr[(ρ̂(1))2]) = log2(∑
i

p2
i )≥ 0. (1.27)

Todas estas medidas são obtidas de forma análoga paraS(ρ̂(2)). O valor de cada uma dessas me-

didas não depende do subsistema considerado por envolver unicamente os autovalorespi e pelo

fato de que os dois operadores reduzidos têm os mesmos autovalores não nulos, Equação (1.16).

Nessas expressões o log2 indica logaritmos na base 2. A escolha dessa base é arbitrária no sen-

tido que diferentes bases correspondem essencialmente a diferentes escalas. A entropia de von

Neumann com logaritmo na base 2 pode ser vista como expressa em “bits”. As propriedades

comuns às três medidas são: o valor mínimo (zero) é atingido para densidades reduzidas idem-

potentes, e portanto indica ausência de emaranhamento, Equação (1.17), e o valor máximo para

o sistema de dimensão finitaN é atingido quandopi =
1
N para todoi, isso significa que todos os

estados do sistema são igualmente populados,|ψ〉= 1√
N

N

∑
i=1

|n(1)i 〉⊗ |n(2)i 〉.

1.3.2 Emaranhamento em estados não puros

Um estado não puro de um sistema bipartido pode ser caracterizado por um operador den-

sidadeρ̂ emH = H1⊗H2. Diz-se que o operador densidade é não emaranhado quando este

poder ser escrito de forma separável [22],

ρ̂ = ∑
i

pi ρ̂
(1)
i ⊗ ρ̂(2)

i com ∑
i

pi = 1. (1.28)
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Neste estado só existe correlações tipo clássicas. Este estado pode ser preparado por duas

pessoas (Alice e Bob) separadas espacialmente viaOperações Locais e Comunicação Clássica.

Para preparar o estado (1.28), Alice gera números aleatórios para a amostra de distribuição de

probabilidadepi , se o resultado encontrado fori, Alice realiza uma operação quântica local e

prepara o estadôρ(1)
i e informa a Bob o resutado encontrado por meio de um canal de comuni-

cação clássico (telefone, e-mail, etc), após receber a mensagem, Bob através de uma operação

quântica local prepara o estadoρ̂(2)
i .

Estados não puros descritos por operadores densidade são emaranhados quando tais oper-

adores não puderem ser representados de forma separável como o operador (1.28).

Um procedimento ou critério conhecido que decida sobre a separabilidade ou não separabil-

idade de um operador densidade, usa mapas positivosΛ que transformam operadores positivos

ρ̂ ≥ 0 em outros operadoresΛ(ρ̂) ≥ 0 também positivos. Um mapa positivo mais simples e

muito usado é viaoperador de transposiçãoT . Para um operador densidadeρ numa base

{|n〉} emH a operação de transposição pode ser definida, assim

T (ρnn′) = T (〈n|ρ̂|n′〉) = 〈n′|ρ̂|n〉. (1.29)

Como o operador densidadêρ é hermitiano positivo, a transposta é o complexo conjugado.

Portanto, a transposta de um operador densidade é um operador densidade com os mesmos

autovalores.

Visto queT é um mapa positivo emH , a sua extensãoT1 ⊗ 12 chamada detrans-

posição parcialemH =H1⊗H2, pode transformar operadores positivos em operadores não-

positivos [23]. O operador tansposição parcial transforma operador positivo em operador posi-

tivo, atuando em estados separáveis, por exemplo, a transposição paracial da Equação (1.28),

(T1⊗12)ρ̂ = ∑
i

piT1(ρ̂
(1)
i )⊗ ρ̂(2)

i , (1.30)

comoT1(ρ̂
(1)
i ) é positivo, portanto todos os autovalores de(T1⊗12)ρ̂ são positivos. Entre-

tanto, para o estado maximamente emaranhado

|ψ〉= 1√
N

N−1

∑
i=0

|n(1)i 〉⊗ |n(2)i 〉, (1.31)

que possui operador densidade

ρ̂ =
1
N ∑

i, j
|n(1)i n(2)i 〉〈n(1)j n(2)j |, (1.32)
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suatransposta parcial, apresenta a seguinte forma

(T1⊗12)ρ̂ =
1
N ∑

i, j
|n(1)j n(2)i 〉〈n(1)i n(2)j |, (1.33)

para a dimensãoN = 2, sua representação na forma matricial é

(T1⊗12)ρ̂ =
1
2















1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1















, (1.34)

na base{|n(1)0 n(2)0 〉, |n(1)0 n(2)1 〉, |n(1)1 n(2)0 〉, |n(1)1 n(2)1 〉}. Este operador possui autovalores,µ1 =

µ2 = µ3 = +1
2 e µ4 = −1

2. Portanto, é um operador não positivo, porque este apresenta um

autovalor negativo.

O critério da transposta parcial positiva de separabilidade, é conhecido com critério de

separabilidade dePeres-Horodecki, que é uma condição necessário e suficiente para sistema

bipartido com baixas dimensões 2⊗2 e 2⊗3 [24], que pode ser resumido assim

Se(T1 ⊗ 12)ρ̂ for positivo, o estadôρ é separável e se(T1⊗ 12)ρ̂ for não

positivo, o estadôρ é inseparável.

Com base neste critério será apresentado um quantificador deemaranhamento chamado de

negatividade.

1.3.3 Negatividade

A negatividade é proveniente do critério de separabilidadeda matriz densidadêρ de um

estado bipartido puro ou misto. Para quantificar o emaranhamento entre estes subsistemas, foi

definido um quantificador [25] da seguinte forma

N(ρ̂) = ∑
i
|µi |, (1.35)

sendo a soma dos módulos dos autovalores negativosµi da transposta parcial dêρ .

Por exemplo, pode-se usar a negatividade para calcular o emaranhamento no estado de

Werner [22], que é um estado misto de dois qubits, dado por

ρ̂W =
1− p

4
Î ⊗ Î + p|ψ〉〈ψ| com 06 p6 1, (1.36)
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ondeÎ e |ψ〉 representam o operador identidade e o estado singleto

|ψ〉= 1√
2
(|01〉− |10〉). (1.37)

Escrevendo (1.36) na base padrão ordenada{|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}, obtém-se

ρ̂W =
1
4















1− p 0 0 0

0 1+ p −2p 0

0 −2p 1+ p 0

0 0 0 1− p















. (1.38)

Aplicando a transposição parcial em̂ρW, encontra-se

(T1⊗12)ρ̂W = 1
4















1− p 0 0 −2p

0 1+ p 0 0

0 0 1+ p 0

−2p 0 0 1− p















, (1.39)

cujos autovalores são,µ1 = µ2 = µ3 = (1+ p)/4 eµ4 = (1−3p)/4. Como 06 p6 1 a possível

violação da positividade vem deste último, parap> 1/3. Portanto, da definição (1.35), obtém-

se a negatividade

N(ρ̂w) =

{

0 se 06 p6 1
3

(3p−1)/4 se 1
3 < p6 1,

(1.40)

observe que esta função cresce linearmente comp. Para 1/3< p6 1 o estadôρw encontra-se

emaranhado,N(ρ̂w)> 0, e para 06 p6 1/3 o estadôρw é separávelN(ρ̂w) = 0.

Na próxima subsecção será apresentado outro quantificador de emaranhamento em estados

mistos e puros, a concorrência.

1.3.4 Concorrência

Nesta secção apresenta-se a concorrência de Wootters [16], definida como um quantificador

de emaranhamento em estados puros e mistos de dois qubits, dada por

C(ρ̂) = max{0,
√

λ1−
√

λ2−
√

λ3−
√

λ4}, (1.41)

as grandezasλi ’s são os autovalores em ordem decrescente da matriz

ς = ρ̂σ̂ (1)
y ⊗ σ̂ (2)

y ρ̂∗σ̂ (1)
y ⊗ σ̂ (2)

y ,
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ondeρ̂∗ é o complexo conjugado dêρ na base padrão{|00〉, |01〉, |10〉, |11〉} e σ̂y é a matriz de

Pauli. Para estados separáveisC(ρ̂) = 0 e para estados maximamente emaranhadosC(ρ̂) = 1.

Por exemplo, a concorrência pode ser usada para calcular o emaranhamento no estado de

Werner (1.38). Após encontrar os autovalores da matrizς que são,λ1 = (3p+1
4 )2 e λ2 = λ3 =

λ4 = (1−p
4 )2. Da definição (1.41), obtém-se a concorrência

C(ρ̂w) =

{

0 se 06 p6 1
3

(3p−1)/2 se 1
3 < p6 1,

(1.42)

observa-se que esta função cresce linearmente comp. Para 06 p6 1
3 o estadoρ̂w é separável,

C(ρ̂w) = 0, e para1
3 < p6 1 o estadôρw encontra-se emaranhadoC(ρ̂w)> 0.

Das Equações (1.40) e (1.43) pode-se concluir que

2N(ρ̂w) =C(ρ̂w) =

{

0 se 06 p6 1
3

(3p−1)/2 se 1
3 < p6 1,

(1.43)

a negatividade multiplicada por um fator 2 é igual a concorrência para o estadôρW.

Se uma matriz densidade contém apenas os elementos diferentes de zero ao longo da diag-

onal principal e da anti-diagonal,

ρ̂ =















a 0 0 w

0 b z 0

0 z∗ c 0

w∗ 0 0 d















com Tr(ρ̂) = a+b+c+d = 1, (1.44)

chamada de forma “normal” ou “padrão” de estado misto de doisqubits [26,27], então a con-

corrência pode ser facilmente obtida,

C(ρ̂) = 2max{0, |z|−
√

ad, |w|−
√

bc}. (1.45)

Um caso de particular importância, será encontrado no sistema tripartido no capítulo3, a

matriz densidade reduzida que representa duas partes do sistema, apresentaw = 0, para este

caso, a equação para a concorrência torna-se

C(ρ̂) = 2max{0, |z|−
√

ad}. (1.46)

Com o intuito de comparação, a negatividade também foi calculada. Aplicando a trans-
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posição parcial em (1.44), obtém-se

(T1⊗12)ρ̂ =















a 0 0 z∗

0 b w∗ 0

0 w c 0

z 0 0 d















, (1.47)

que possui autovalores1
2[(b+c)±

√

(b+c)−4(bc−|w|2)] e 1
2[(a+d)±

√

(a+d)−4(ad−|z|2)].
A violação da postividade só pode ser dos menores autovalores 1

2[(a+d)−
√

(a+d)−4(ad−|z|2)]
e 1

2[(b+c)−
√

(b+c)−4(bc−|w|2)]. Portanto, pela definição (1.35), obtém-se a negatividade

N(ρ̂) =
1
2

max

{

0,−
[

(a+d)−
√

(a+d)2−4(ad−|z|2)
]

,

−
[

(b+c)−
√

(b+c)2−4(bc−|w|2)
]}

. (1.48)

Nestas duas últimas subsecções foi discutido de maneira simplificada alguns quantificadores

de emaranhamento para estados bipartidos puros e mistos.

1.4 Desigualdades de Bell

As desigualdades de Bell estão fundamentadas nas hipótesesde localidadee realismo, que

foram levantadas no famoso argumento de Einstein, Podolskye Rosen (EPR) [3], que ques-

tionaram a completeza da Mecânica Quântica. Segundo ERP,realismosignifica que as pro-

priedades de uma partícula é intrínseca e independe da observação, por exemplo, a posição e

momento de uma partícula, e que, a medição apenas revela estas propriedades. E alocalidade

significa que, as propriedades de uma partícula são localmente distribuídas.

Para formular as desigualdades de Bell considere, por exemplo, para um sistema clássico

bipartido a distribuição de probabilidade conjunta, dada por

p(a,b|x,y)≥ 0 com ∑
a,b

p(a,b|x,y) = 1, (1.49)

ondea representa o resultado de uma mediçãox eb o resultado de uma mediçãoy. As medições

x, y e seus respectivos resultadosa, b e a probabilidade conjuntap(a,b|x,y) formam uma cor-

relação [28].
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As probabilidades associadas a cada parte do sistema são dadas por

p(a|x,y) = ∑
b

p(a,b|x,y) e p(b|x,y) = ∑
a

p(a,b|x,y), (1.50)

denominadas probabilidades marginais, onde a probabilidade p(a|x,y) de obtera depende da

mediçãox e da escolha da mediçãoy, o mesmo vale para a probabilidade marginalp(b|x,y).
Essa dependência das medições nestes sistemas permitiria uma comunicação com velocidade

superluminal entre os sistemas. Para evitar isso, toma-se cada medição em um sistema indepen-

dente do outro, com esta condição, tem-se as probabilidadesmarginaisnão sinalizadoras

p(a|x) = ∑
b

p(a,b|x,y) e p(b|y) = ∑
a

p(a,b|x,y). (1.51)

É viável considerar um sistema constituído de dois sistemasdenominados A e B que tiveram

origem em uma mesma fonte e foram enviados para dois observadores distantes denominados

Alice e Bob, onde Alice realiza medições sobre o sistema A e Bob realiza medições no sistema

B. A influência das medições em um sistema não pode propagar-se para outro sistema com

velocidade superior a velocidade da luz, isto chama-secausalidade local. Porém, isso não

implica na ausência de correlações entre os dois sistemas. Por hipótese, a correlação entre

os sistemas pode ter sido originada na fonte, e cada sistema carrega essa informação, sendo

representada por um conjunto de variáveisλ que pode ser discreta ou contínua, pesadas por

uma distribuição de probabilidadeρ(λ ) [18]. Sob esta hipótese, a probabilidade de Alice medir

a depende da mediçãox e da variávelλ , p(a|x,λ ) e a probabilidade de Bob medirb depende

da mediçãoy e da variávelλ , p(b|y,λ ). Então, a probabilidade conjunta pode ser escrita como

uma soma emλ na forma

p(a,b|x,y) = ∑
λ

ρ(λ )p(a|x,λ )p(b|y,λ ) com ρ(λ ), p(a|x,λ ), p(b|y,λ )≥ 0, (1.52)

∑
λ

ρ(λ ) = 1, ∑
a

p(a|x,λ ) = 1 e ∑
b

p(b|y,λ ) = 1,

ondep(a,b|x,y) com as mediçõesx, y e seus respectivos resultadosa, b e a variávelλ formam

uma correlação local. O conjunto formado porp(a,b|x,y) que obedece a condição (1.52) é con-

vexo com número finito de vértices. Este conjunto é chamado depolitopo local. Este politopo

é contornado por facetas sendo que cada faceta pode ser representada por uma equação linear

dada por

∑
a,b,x,y

Cxy
abp(a,b|x,y) = S,

ondeCxy
ab e S são coeficientes. As soluções comuns a todas as facetas satisfazem as desigual-
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dades

∑
a,b,x,y

Cxy
abp(a,b|x,y)6 S,

tais desigualdades são chamadasdesigualdades de Bell, que devem ser satisfeitas por todas

teorias locais e causais.

• Um exemplo de desigualdade de Bell

Considere o caso anterior com probabilidade conjuntap(a,b|x,y) onde Alice pode fazer

duas mediçõesx no sistema A denotadas por{0,1} e pode obter dois resultados possíveisa=

±1 e identicamente para Bob. Para esse conjunto de medições define-se o seguinte parâmetro

B≡ E(x= 0,y= 0)+E(x= 0,y= 1)+E(x= 1,y= 0)−E(x= 1,y= 1), (1.53)

com a notaçãoE(x,y) = p(a = b|x,y)− p(a 6= b|x,y). Sob a hipótese de localidade existem

ρ(λ ), p(a|x,λ ) e p(b|y,λ ) de modo que

p(a= b|x,y) = ∑
λ

ρ(λ )[p(−1|x,λ )p(−1|y,λ )+ p(1|x,λ )p(1|y,λ )], (1.54)

p(a 6= b|x,y) = ∑
λ

ρ(λ )[p(−1|x,λ )p(1|y,λ )+ p(1|x,λ )p(−1|y,λ )]. (1.55)

Usando as relações (1.54), (1.55), E(x,y) e a condição de normalização (1.52), a Equação (1.53)

pode ser reescrita assim

B= 2∑
λ

ρ(λ ){[2p(a=−1|x= 0,λ )−1] [p(b=−1|y= 0,λ )+ p(b=−1|y= 1,λ )−1]+

[2p(a=−1|x= 1,λ )−1] [p(b=−1|y= 0,λ )− p(b=−1|y= 1,λ )]}, (1.56)

que está restrita ao intervalo

|B|6 2. (1.57)

Esta é umadesigualdade de Bellconhecida como desigualdade deClauser, Horne, Shimony e

Holt (CHSH) [29].

• A desigualdade de Bell e a Mecânica Quântica

Considere o observávelÂx = ∑aa|ax〉〈ax|, Alice pode fazer medições neste observável e

medira=−1,1 na direçãox= 0,1. E Bob pode fazer medições no observávelB̂y=∑bb|by〉〈by|
e medir autovaloresb=−1,1 em direçõesy= 0,1. Então, o valor esperado deÂx⊗B̂y no estado
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ρ̂ é dado por

〈Âx⊗ B̂y〉= Tr[ρ̂(Âx⊗ B̂y)] =
1

∑
a=−1

1

∑
b=−1

abp(a,b|x,y) comp(a,b|x,y)≡ Tr[ρ̂(|ax〉〈ax|⊗ |by〉〈by|)]

=p(−1,−1|x,y)− p(1,−1|x,y)− p(−1,1|x,y)+ p(1,1|x,y) =

=p(a= b|x,y)− p(a 6= b|x,y)→ E(x,y). (1.58)

Com isso, a relação (1.53) pode ser escrita em termos dos valores esperados do operadores

assim

B= 〈Â0⊗ B̂0〉+ 〈Â0⊗ B̂1〉+ 〈Â1⊗ B̂0〉−〈Â1⊗ B̂1〉. (1.59)

Desta equação pode-se escrever um operador de Bell associado a desiguladade (1.57), dado por

B̂= Â0⊗ B̂0+ Â0⊗ B̂1+ Â1⊗ B̂0− Â1⊗ B̂1, (1.60)

que escrito desta forma pode-se obter o parâmetro (1.59) para um estado quântico:B=< B̂>.

Agora, supondo duas partículas de spin1
2 denominadasA eB geradas por uma fonte comum

e que estas partículas estão maximamente emaranhadas no estado singleto

|ψ−〉=
1√
2
(| ↓A↑B〉− | ↑A↓B〉), (1.61)

onde| ↑A〉 representa o estado do spin da patículaA em alguma direção espacial e de maneira

similar tem-se| ↑B〉. A partículaA é enviada para Alice e a partículaB é enviada para Bob.

Alice pode escolher fazer medições nos observáveis

Â0 = σ̂x (1.62)

Â1 = σ̂z, (1.63)

ondeσ̂z e σ̂x são matrizes de Pauli. E Bob também pode escolher fazer medições nos ob-

serváveis,

B̂0 = σ̂x′ =
1√
2
(σ̂x+ σ̂z), (1.64)

B̂1 = σ̂z′ =
1√
2
(σ̂x− σ̂z), (1.65)

com direções das medições em uma inclinação de 45o em relação às respectivas direções de

medição de Alice conforme a Figura1.4. Tomando o valor esperado do observável (1.60) no

estado singleto (1.61), obtém-se uma violação da desigualdade de Bell

〈B̂〉= Tr(B̂|ψ−〉〈ψ−|) =−2
√

2. (1.66)
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45 o

Figura 1.4:Representação das direções das medições dos
autovalores da partículaA e da partículaB.

Como|〈B̂〉|=2
√

2, para as partículas emaranhadas no estado singleto, a correlação das medições

não pode satisfazer uma distribuição de probabilidades locais. A violação da desigualdade de

Bell foi encontrada experimentalmente usando pares de fótons emaranhados [30]. Com isso,

o operador de Bell (1.60) pode ser uma ferramenta para detectar emaranhamento num estado

quântico quando este for um estado singleto.

Observa-se que este operador não é uma ferramenta geral parase detectar emaranhamento.

Veja que as partículas no estado tripleto

|ψ+〉=
1√
2
(| ↓A↑B〉+ | ↑A↓B〉), (1.67)

não violam adesiguladade de Bell(1.60), isto é,

〈B̂〉= Tr(B̂|ψ+〉〈ψ+|) = 0. (1.68)

Para detectar o emaranhamento neste estado, pode-se escrever um novo operador na forma

B̂
′ ≡ Â0⊗ B̂0+ Â0⊗ B̂1− Â1⊗ B̂0+ Â1⊗ B̂1, (1.69)

tomando o valor esperado deste operador no estado tripleto (1.67) tem-se uma violação da nova

desigualdade de Bell, dada por

〈B̂′〉= Tr(B̂
′|ψ+〉〈ψ+|) = 2

√
2. (1.70)

Este resultado está de acordo com a referência [31], todo estado puro de dois “qubits” viola

alguma desigualdade de Bell.
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2 SISTEMA ÁTOMO-CAMPO

Neste capítulo, apresenta-se uma das ferramentas importantes para compreender a interação

entre dois níveis de transições de um átomo e um campo de modo único: o modelo deJaynes-

Cummings. Após isso, apresenta-se a evolução temporal do sistema átomo-campo.

2.1 O Hamiltoniano

A interação entre campos eletromagnéticos e átomos é conteúdo fundamental em óptica

quântica, que pode servir como base para tecnologias de informação quântica [32–35].

Uma das interações importantes na Mecânica Quântica é a interação entre dois níveis de um

átomo e um campo eletromagnético contido em uma cavidade óptica [36]. Uma cavidade óptica

é um arranjo de espelhos que permite a formação de uma onda estacionária do campo [37].

Este campo nesta cavidade é quantizado como um conjunto de osciladores harmônicos. Um

caso simples, é uma cavidade constituída por dois espelhos planos e paralelos. Esta cavidade

chama-se cavidade de Fabry-Perot, Figura2.1. Com este tipo de cavidade tem-se a dificuldade

de manter o campo preso e a dificuldade de manter a pureza do modo de vibração. Para sanar

estas dificuldades, usam-se cavidades constituídas por espelhos curvos confocais, Figura2.2.

Neste tipo de cavidade o campo será refletido para o centro e obtém-se um maior ganho na

pureza do modo de vibração.

Figura 2.1: Desenho es-
quemático da cavidade de
Fabry-Perot .

Figura 2.2: Desenho es-
quemático de uma cavidade
confocal.
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Na interação entre o campo dentro de uma cavidade e um átomo, como exibido esquemati-

camente na Figura2.3, o átomo passa a absorver fótons do campo na cavidade e tambémemitir

fótons na cavidade por emissão de radiação. A interação entre o átomo e o campo pode ser

Figura 2.3: Representação
da interação entre um campo
quantizado e um átomo.

descrita por um Hamiltoniano na aproximação de dipolo e ondagirante: o modelo deJaynes-

Cummings[10], que apresenta algumas vantagens. Ele pode ser resolvido exatamemte. Este

é um modelo que descreve muito bem a interação átomo-campo, porque fornece resultados

compatíveis com resultados experimentais [38,39]. A interação deJaynes-Cummings, pode ser

entendida como a interação de um átomo com um ambiente simples, isto é, um único modo

de campo numa cavidade. Pois, o conceito de ambiente é normalmente considerado como um

conjunto de muitos osciladores harmônicos [40].

Para a dedução do modelo deJaynes-Cummings, considera-se um átomo (por exemplo, um

átomo de hidrogênio) com o núcleo na origem do sistem de coordenadas, com cargae, em um

campo eletromagnético confinado em uma cavidade com paredesrefletoras conforme a Figura

2.3. O Hamiltoniano para este sistema, na aproximação de dipolo[41], é dado por

Ĥ = ĤA+ Ĥc−er̂ .Ê, (2.1)

ondeĤA e Ĥc representam os Hamiltonianos do átomo e do campo eletromagnético quantizado,

respectivamente,er̂ representa o operador momento de dipolo do elétron em relação ao núcleo

atômico, eÊ representa o operador campo elétrico na posição do núcleo.

Na próxima subsecção será apresentado o Hamiltoniano e o momento de dipolo do átomo.

2.1.1 O átomo

O Hamiltoniano do átomôHA possui uma equação de autovalor dada por

ĤA|i〉= Ei |i〉, (2.2)
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ondeEi é o i-ésimo autovalor dêHA e |i〉 é o autovetor correspondente. Estes autovetores for-

mam uma base ortonormalδi j = 〈i| j〉 e completa∑i |i〉〈i|= Î . Definido o operador de transição

atômicaσ̂i j = |i〉〈 j|, o Hamiltoniano do átomo pode ser expresso assim

ĤA = ∑
i

Eiσ̂ii . (2.3)

O momento de dipoloer̂, em termos do operador de transição, pode ser escrito na forma

er̂ = ∑
i j
〈i|er̂| j〉σ̂i j = ∑

i, j

~℘i j σi j , (2.4)

onde~℘i j = e〈i|r̂| j〉 é o elemento de matriz de transição de dipolo-elétrico. O operador atômico

σ̂i j , satisfaz a relação de comutação, abaixo

[σ̂i j , σ̂kl] = δ jkσ̂il −δil σ̂k j. (2.5)

O átomo possui muitos níveis de energia, neste capítulo e no próximo considera-se a inter-

ação de um modo do campo em ressonância ou próximo da ressonância com a transição entre

dois níveis de energia do átomo, que correspondem aos dois autovetores| ↑〉 e | ↓〉, excitado

e fundamental, respectivamente, com autovaloresE↑ e E↓, Figura2.4. Este átomo com esta

aproximação chama-se átomo de dois níveis.

Figura 2.4: Representação es-

quemática do campo de frequên-

cia ω em ressonância com dois

níveis do átomo.

Neste caso, define-se a notação

σ̂z = σ̂↑↑− σ̂↓↓ = | ↑〉〈↑ |− | ↓〉〈↓ |, (2.6)

σ̂+ = σ̂↑↓ = | ↑〉〈↓ |, (2.7)

σ̂− = σ̂↓↑ = | ↓〉〈↑ | (2.8)

eσ̂↑↑+σ̂↓↓= Î , ondeÎ é matriz identidade. O operadorσ̂+ toma

o átomo no estado fundamental e eleva para estado excitado, o

operadorσ̂− faz a operação inversa. Os operadoresσ̂+, σ̂− e σ̂z

satisfazem a álgebra de spin-1
2 das matrizes de Pauli.

[σ̂−, σ̂+] =−σ̂z, (2.9)

[σ̂−, σ̂z] = 2σ̂−. (2.10)

Utilizando (2.6) e σ̂↑↑+ σ̂↓↓ = Î , o Hamiltoniano do átomôHA, pode ser escrito assim

ĤA = E↑σ̂↑↑+E↓σ̂↓↓ =
E↑+E↓

2
+

(

E↑−E↓
2

)

σ̂z, (2.11)
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escolhendoE↑ +E↓ = 0 e E↑ −E↓ = h̄ω, sendoω a frequência de transição atômica eh̄ a

constante de Planckh dividida por 2π . O HamiltonianoĤA toma a seguinte forma

ĤA =
h̄ω
2

σ̂z. (2.12)

Na próxima subsecção apresenta-se o processo de quantização do campo eletromagnético.

2.1.2 O campo quantizado

Esta subsecção foi desenvolvida com base no livro de Mandel eWolf [42].

Para quantizar o campo eletromagnético, inicia-se com a descrição clássica das equações

de Maxwell. Estas equações descrevem os vetores dos campos elétrico e magnético,~E(~r, t) e

~B(~r, t), respectivamente, onde~r ∈ R3. Considera-se o campo eletromagnético em uma cavidade

onde não existem fontes, carga e corrente elétrica, contornada por uma superfície refletoraS

fechada [10], de volumeV. Nesta região as equações de Maxwell são

∇×~B(~r, t) =
1
c2

∂
∂ t

~E(~r, t), (2.13)

∇×~E(~r, t) =− ∂
∂ t

~B(~r, t), (2.14)

∇.~B(~r, t) = 0, (2.15)

∇.~E(~r, t) = 0, (2.16)

ondec é a velocidade da luz no vácuo. A condição imposta pela Equação (2.15) permite escrever

o campo magnético em termos de um potencial vetor~A(~r, t),

~B(~r, t) = ∇×~A(~r, t). (2.17)

Com esta equação e a Equação (2.14), pode-se escrever o campo elétrico em função do potencial

vetor~A(~r, t) e de um potencial escalarΦ(~r, t) da seguinte forma

~E(~r, t) =−∇Φ(~r, t)− ∂
∂ t
~A(~r, t). (2.18)

Com as Equações (2.17), (2.18) e usando a identidade∇×
(

∇×~A
)

= ∇
(

∇.~A
)

−∇2~A, pode-se

escrever as Equações (2.13) e (2.16) em termos do potencial escalar e do potencial vetor,

∇2Φ(~r, t)+
∂
∂ t

[

∇.~A(~r, t)
]

= 0, (2.19)

∇2~A(~r, t)− 1
c2

∂ 2

∂ t2
~A(~r, t)−∇

[

∇.~A(~r, t)+
1
c2

∂
∂ t

Φ(~r, t)

]

= 0, (2.20)
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tem-se duas equações diferenciais acopladas, para resolvê-las, pode-se escolher a condição

∇.~A(~r, t) = 0, (2.21)

chamadaCalibre de Coulombou Calibre Transverso. Fazendo isto, a Equação (2.19) reduz-se

a equação de Laplace,

∇2Φ(~r, t) = 0, (2.22)

esta equação fornece um potencial escalar que propaga-se instantaneamente. Porém, segundo

a relatividade nenhuma perturbação eletromagnética propaga-se com velocidade superior a ve-

locidade da luz. Portanto, para evitar este comportamento não físico faz-se o potencial escalar

nulo

Φ(~r, t) = 0.

Então, com a condição (2.21) e a soluçãoΦ(~r, t) = 0, o potencial vetor satisfaz a equação de

onda homogênea dada por

∇2~A(~r, t)− 1
c2

∂ 2

∂ t2
~A(~r, t) = 0. (2.23)

E os campos (2.17) e (2.18) tomam as seguintes formas

~B(~r, t) = ∇×~A(~r, t). (2.24)

~E(~r, t) =− ∂
∂ t
~A(~r, t). (2.25)

Para obter as equações dos campos~E(~r, t) e ~B(~r, t), faz-se uma decomposição de Fourier

de~A(~r, t) em relação as variáveisx, y, z. Considerando o campo eletromagnético contido numa

cavidade na forma de um cubo de ladoL e volumeV = L3, impondo as condições de contorno

periódicas sobre o potencial vetor

~A(~r +L~s, t) = ~A(~r, t) com ~s=±x̂,±ŷ,±ẑ, (2.26)

esta condição significa que o potencial vetor num ponto numa face é igual a potencial vetor num

ponto na face oposta. A expansão de Fourier de~A(~r, t) em termos dos modos de onda plana

assume a seguinte forma

~A(~r, t) =

(

1
ε0V

)1
2

∑
~k

~U~k(t)e
i~k.~r , (2.27)

com~k= 2π
L (nx,ny,nz), n j = 0,±1,±2, ..., j = x,y,z, ondeε0, a constante dielétrica do vácuo, é



2.1 O Hamiltoniano 27

introduzida por conveniência. E a soma∑
~k

representa

∑
~k

=
+∞

∑
kx=−∞

+∞

∑
ky=−∞

+∞

∑
kz=−∞

.

A equação (2.27) permite a condição

~U−~k(t) =
~U∗
~k
(t). (2.28)

Da condição de contorno (2.21), pode-se obter

~k.~Uk(t) = 0. (2.29)

A partir desta equação, define-se um par de vetores reais ortonormais~εk1,~εk2 , que obedecem

as condições
~k.~ε~ks= 0 e ~ε~ks.~ε~ks′ = δss′ com s= 1,2.

Ao substituir~A(~r, t) na equação de onda homogênea (2.23), obtém-se a equação

(

1
ε0V

)1
2

∑
~k

(

∂ 2

∂ t2 +ν2
k

)

~U~k(t)e
i~k.~r = 0, (2.30)

com expansão na base
{

ei~k.~r
}

linearmente independente, com frequência angularνk = ck e k

o módulo de~k. Pela independência linear é necessário que todos coeficientes desta expansão

sejam nulos. Sob esta condição pode-se escrever a equação diferencial

(

∂ 2

∂ t2 +ν2
k

)

~U~k(t) = 0 para todo ~k. (2.31)

A solução geral desta equação, de acordo com a condição (2.28), é dada por

~U~k(t) =~c~ke
−iνkt +~c∗−~ke

iνkt . (2.32)

escrevendo~c~k em termos de~εk1,~εk2, tem-se

~c~k =
2

∑
s=1

c~ks
~ε~ks. (2.33)

Ao substituir as Equações (2.33) e (2.32) na Equação (2.27), obtém-se

~A(~r, t) =

(

1
ε0V

)
1
2

∑
~k,s

[

c~ks
~ε~kse

i(~k.~r−νkt) +c.c.
]

, (2.34)
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onde c.c. denota complexo conjugado do termo anterior. Conhecido o potencial vetor (2.27) e

potencial escalarΦ(~r, t) = 0, os campos (2.18) e (2.17) tomam as seguintes formas

~E(~r, t) = i

(

1
ε0V

)1
2

∑
~k,s

[

ν~kc~ks
~ε~kse

i(~k.~r−νkt)−c.c
]

(2.35)

e

~B(~r, t) = i

(

1
ε0V

)
1
2

∑
~k,s

[

c~ks(
~k×~ε~ks)e

i(~k.~r−νkt)−c.c
]

. (2.36)

A energia do campo clássico

De posse dos campos~E(~r, t) e ~B(~r, t) pode-se obter a energia do campo eletromagnético,

dada por [43]

H =
1
2

∫

V

[

ε0~E
2(~r, t)+

1
µ0

~B2(~r, t)

]

dV. (2.37)

Ao substituir os campos~E(~r, t) e~B(~r, t), usando as relações
∫

V
ei(~k−~k′ ).~rdV =Vδ~k~k′ (2.38)

e
(

~k×~ε∗ks

)

.
(

~k×~εks′
)

= k2δss′ , (2.39)

a energia toma a seguinte forma

H = 2∑
~k,s

ν2
k |c~ks|

2, (2.40)

que é uma soma sobre os modos. Para a proposta de quantização do HamiltonianoH, faz-se

para cada modo a introdução de um par de variáveis canônicas reaisq~ks e p~ks definidas deste

modo

q~ks=
(

c~ks+c∗~ks

)

, (2.41)

p~ks=−iνk

(

c~ks−c∗~ks

)

. (2.42)

Em termos deq~ks e p~ks, a Equação (2.40) fica

H =
1
2∑
~k,s

(

p2
~ks
+ν2

k q2
~ks

)

, (2.43)

Esta equação é semelhante a energia de um sistema de osciladores harmônicos independentes

de frequênciaνk e massaM = 1, para cada modo~k e polarizaçãos. O estado do campo de

radiação clássica é especificado pelo conjunto de todas as variáveis canônicasq~ks(t) e p~ks(t).

Em termos de variáveis canônicas, as Equações (2.35) e (2.36) para os campos~E(~r, t) e
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~B(~r, t), tornam-se

~E(~r, t) = i

(

1
ε0V

)
1
2

∑
~k,s

[

(

νkq~ks+ ip~ks

)

~εkse
i(~k.~r−νkt)−c.c.

]

, (2.44)

~B(~r, t) = i

(

1
ε0V

)1
2

∑
~k,s

[(

q~ks+
i

νk
p~ks

)

~k×~ε~kse
i(~k.~r−νkt)−c.c.

]

. (2.45)

A quantização

Utilizando o método de segunda quantização, que consiste emidentificar as variáveis canôni-

casq~ks e p~ks aos operedores correspondentes ˆq~ks e p̂~ks, que obedecem as relações de comutação

[

q̂~ks, p̂~k′s′
]

= iℏδ~k′~k′δs′s′ (2.46)

[

q̂~ks, q̂~k′s′
]

=
[

p̂~ks, p̂~k′s′
]

= 0, (2.47)

a Equação (2.43), em termos destes operadores ˆq~ks e p̂~ks, toma a seguinte forma

Ĥ =
1
2∑
~k,s

(

p̂2
~ks
+ν2

k q̂2
~ks

)

. (2.48)

A partir desta equação introduz-se os operadores não-hermitianos denominados operadores de

aniquilação ˆa~ks e de criação ˆa†
~ks

dados por

â~ks=
1√

2h̄νk

(

νkq̂~ks+ i p̂~ks

)

, (2.49)

â†
~ks

=
1√

2h̄νk

(

νkq̂~ks− i p̂~ks

)

. (2.50)

As relações de comutação entre ˆa~ks e â†
~ks

seguem das Equações (2.46) e (2.47):

[

â~ks, â
†
~k′s′

]

= δ~k′~k′δs′s′ , (2.51)

[

â~ks, â~k′s′
]

=
[

â†
~ks
, â†

~k′s′

]

= 0. (2.52)

Usando as relações (2.49) e (2.50) as equações para os camposÊ(~r, t) e B̂(~r, t) podem ser

escritas em termos dos operadores ˆa~ks e â†
~ks

,

Ê(~r, t) = ∑
~k,s

(

h̄νk

2ε0V

)1
2 [

iâ~ks
~εkse

i(~k.~r−νkt)+h.c.
]

, (2.53)
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B̂(~r, t) = ∑
~k,s

(

h̄
2νkε0V

)1
2 [

iâ~ks

(

~k×~ε~ks

)

ei(~k.~r−νkt) +h.c.
]

, (2.54)

onde h.c. denota hermitiano conjugado do termo anterior.

Energia do campo quantizado

Usando as Equações (2.49), (2.50) e a relação de comutação (2.51), o operador Hamiltoni-

ano (2.48), em termos de ˆaks e â†
~ks

, se escreve assim

Ĥ = h̄∑
~k,s

νk

(

â†
~ks

â~ks+
1
2

)

. (2.55)

Esta equação representa o Hamiltoniano do campo eletromagnético quantizado, onde ˆa†
~ks

e â~ks

representam os operadores de criação e aniquilação de fótons,νk é a frequência de oscilação do

campo ēh é a constante de Planckh dividida por 2π . A contribuição∑~k,s
1
2h̄νk para a energia,

chama-se contribuição de ponto zero.

Para o campo de um único modo na cavidade o Hamiltoniano (2.55) do campo eletromag-

nético reduz-se para

Ĥ = h̄ν
(

n̂+
1
2

)

com n̂= â†â. (2.56)

Na próxima subsecção serão apresentados os autoestados e asautoenergias do Hamiltoni-

ano do campo eletromagnético.

2.1.3 Estados de Fock

Considera-se o campo de um modo de vibração com frequênciaν e estado|n〉. Estes estados

|n〉, formam uma base{|n〉}n=0,1,2,··· completa e ortonormal no espaço vetorial complexoH

com dimensão infinita. Nesta subsecão apresentam-se algumas propriedades importantes dos

estados de Fock. Para detalhes destes estados, veja a referência [44].

Para o hamiltonianôH = h̄ν
(

n̂+ 1
2

)

comn̂= â†â tem-se a equação de autovalor

Ĥ|n〉= En|n〉, (2.57)

com autoenergiaEn = h̄ν
(

n+ 1
2

)

, onden= 0,1,2, . . .

A atuação do operador destruição ˆa no estado|n〉 e no estado do vácuo é respectivamente

â|n〉=
√

n|n−1〉 e â|0〉= 0. (2.58)
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De maneira similar, tem-se o operador criação atuando no estado|n〉, assim

â†|n〉=
√

n+1|n+1〉. (2.59)

O estado|n〉 pode ser gerado, através de aplicações sucessivas do operador de criação no estado

de vácuo|0〉, da seguinte maneira

|n〉=
(

â†
)n

√
n!

|0〉. (2.60)

Na próxima subsecção apresenta-se a interação entre o átomoe o campo quantizado.

2.1.4 A interação átomo-campo

Conforme a equação (2.1) a interação átomo-campo na aproximação de dipolo é dada por

−er̂ .Ê, (2.61)

onde o campo elétrico, de acordo com a Equação (2.53), na aproximação de dipolo para um

único modo, toma a seguinte forma

Ê(0, t) =

(

h̄ν
2ε0V

)
1
2 (

iâe−νt − iâ†eνt
)

~ε. (2.62)

O momento de dipolo dado pela Equação (2.4) para um átomo de dois níveis na representação

de Heisenberg se escreve assim

er̂(t) = ~℘↑↓σ̂−(t)+ ~℘↓↑σ̂+(t), (2.63)

onde

er̂(t) = eiĤAt/ℏer̂e−iĤAt/ℏ com ĤA =
h̄ω
2

σ̂z. (2.64)

Usa-se a identidade

eαÂB̂e−αÂ = B̂+α
[

Â, B̂
]

+
α2

2!

[

Â,
[

Â, B̂
]]

+ · · · (2.65)

e após algumas manipulações algébricas das Equações (2.63) e (2.64), obtém-se

er̂(t) = ~℘↑↓σ̂−e−iωt + ~℘↓↑σ̂+eiωt . (2.66)
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Escrevendo a interação de dipolo (2.61) em termos dos operadores do átomo e do campo na

representação de Heisenberg, tem-se

−er̂(t).Ê(t) =

(

h̄ν
2ε0V

)
1
2
(

~℘↑↓σ̂−e−iωt + ~℘↓↑σ̂+eiωt) .
(

iâe−νt − iâ†eνt
)

~ε =

=h̄
[

g↑↓σ̂−âe−i(ω+ν)t +g∗↑↓σ̂−â†e−i(ω−ν)t +g↓↑σ̂+âei(ω−ν)t +g∗↓↑σ̂+â†ei(ω+ν)t
]

,

(2.67)

com

g↑↓ =−i

(

ν
2h̄ε0V

)
1
2
~℘↑↓.~ε e g↓↑ =−i

(

ν
2h̄ε0V

)
1
2
~℘↓↑.~ε, (2.68)

ondeg(·) representa constante de acoplamento entre o átomo e o campo.

O particular interesse aqui é o caso em que a freqüência de transição do átomo coincide

com o modo ressonante do campo na cavidade. A condição de ressonância é obtida através do

ajuste da cavidade de modo que a frequência de um dos modos de cavidade coincide com o da

transição atômica(ω = ν).

No caso ressonante ou próximo da ressonância (ω ≈ ν), tem-se|ω − ν| ≪ |ω + ν|. Em

consequência disso, os termos proporcionais ae±i(ω+ν)t oscilam muito rápido, sendo difíceis

de serem dectectados pelos detectores ópticos, por esta razão desprezam-se os termos propor-

cionais ae±i(ω+ν)t , porque estes termos têm pouca contribuição para a evoluçãodo sistema. A

interação de dipolo (2.67), nesta aproximação, se escreve desta forma

−er̂(t).Ê(t)≈ h̄
[

g∗↑↓σ̂−â†+g↓↑σ̂+â
]

. (2.69)

Esta aproximação chama-seAproximação de Onda Girante(do inglêsRotating Wave Approxi-

mation)(RWA), é adotada frequentemente na óptica quântica. Nestainteração pode-se analisar

o seguinte, o termôσ−â† corresponde ao processo de interação que o átomo transita donível

superior| ↑〉 para o nível inferior| ↓〉 e um fóton é criado. Por outro lado, o segundo termoσ̂+â

descreve o processo pelo qual o átomo excita de| ↓〉 para| ↑〉, um fóton é absorvido.

Na próxima subsecção será apresentado o Hamiltoniano do sistema.

2.1.5 O modelo de Jaynes-Cummings

De posse da interação de dipolo (2.69), do Hamiltoniano do átomo (2.56) e do campo

quantizado (2.12), levando estes resultados na Equação (2.1), obtém-se o Hamiltoniano

ĤJC= h̄ωâ†â+
1
2

h̄ωσ̂z+ h̄
[

g∗↑↓σ̂−â†+g↓↑σ̂+â
]

. (2.70)
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Este Hamiltoniano chama-se modelo deJaynes-Cummingsna Aproximação de Onda Girante

e no regime ressonante. O primeiro termo desta equação é a enegia do campo, o segundo

representa a energia do átomo e o último termo representa a interação átomo-campo. Pode-se

observar que omitiu-se a energia de ponto zero, pois esta nãotem nenhuma interferência na

evolução do sistema.

Por simplicidade toma-se constante de acoplamentog uma quantidade real que pode ser

escrita assim

g= g∗↑↓ = g↓↑. (2.71)

Sob esta condição, o Hamiltoniano deJaynes-Cummings, toma a seguinte forma

ĤJC= h̄ωâ†â+
1
2

h̄ωσ̂z+ h̄g
[

σ̂−â†+ σ̂+â
]

. (2.72)

A evolução do sistema

Escreve-se (2.72) na forma

ĤJC= Ĥ0+ ĤI (2.73)

com

Ĥ0 = h̄ωâ†â+
1
2

h̄ωσ̂z (2.74)

representando o Hamiltoniano do átomo e do campo independentemente e

ĤI = h̄g
[

σ̂−â†+ σ̂+â
]

(2.75)

representando o Hamiltoniano de interação.

O estado|ψ〉 do sistema em um tempot pode ser escrito como uma combinação linear dos

autoestados| ↑〉⊗ |n〉, | ↓〉⊗ |n〉 do HamiltonianoĤ0 da seguinte forma

|ψ(t)〉= ∑
n

[

C↑,n(t)| ↑ n〉+C↓,n(t)| ↓ n〉
]

, (2.76)

onde| ↑ n〉, representa o estado excitado do átomo en é o número de fótons na cavidade. Uma

descrição similar para o estado| ↓ n〉. Os termosC↑,n(t) eC↓,n(t) são coeficientes complexos,

que obedecem a condição de normalização∑n
[

|C↑,n(t)|2+ |C↓,n(t)|2
]

= 1. A evolução do es-

tado|ψ(t)〉 é dada segundo a equação de Schrödinger na representação de interação, assim

ih̄
∂
∂ t

|ψ(t)〉= ĤI(t)|ψ(t)〉, (2.77)
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Note que na condição de ressonância, o HamiltonianoĤ0 comuta comĤI

[

ĤI , Ĥ0
]

= 0, (2.78)

implica dizer queĤI é uma constante no tempôHI(t)= ĤI . Em consequência, a Equação (2.77)

pode ser reescrita assim

ih̄
∂
∂ t

|ψ(t)〉= ĤI |ψ(t)〉. (2.79)

Para obter a evolução dos coeficientes de|ψ(t)〉, substitui-se a Equação (2.76) na (2.77). Como

a interação (2.75) causa somente transições do tipo| ↑〉⊗ |n〉 ↔ | ↓〉⊗ |n+1〉, obtém-se

d
dt

C↓,n(t) = 0 para n= 0, (2.80)

d
dt

C↑,n(t) =−ig
√

n+1C↓,n+1(t), para n≧ 1 (2.81)

d
dt

C↓,n+1(t) =−ig
√

n+1C↑,n(t), (2.82)

que são equações diferenciais lineares acopladas de primeira ordem. Destas equações, pode-se

obter duas equações diferenciais de segunda ordem

d2

dt2
C↑,n(t)+g2(n+1)C↑,n(t) = 0, (2.83)

d2

dt2
C↓,n+1(t)+g2(n+1)C↓,n+1(t) = 0. (2.84)

As condições iniciais impostas são

C↑,n(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=C↑,n(0) e

d
dt

C↑,n(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
n+1C↓,n+1(0), (2.85)

C↓,n+1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=C↓,n+1(0) e

d
dt

C↓,n+1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
n+1C↑,n(0). (2.86)

Para resolver as Equações (2.83) e (2.84), supõem-se soluções do tipo

C↑,n(t) = Aeiφt e C↓,n+1(t) = Beiϕt . (2.87)

ondeA e B são coeficientes complexos,φ e ϕ são frequências. Ao substituir estas soluções nas

Equações (2.83) e (2.84), obtém-se

φ± = ϕ± =±Ωn

2
, (2.88)

ondeΩn = 2g
√

n+1. As condiçõesφ± e ϕ± implicam em duas soluções para (2.83) e duas

para (2.84) respectivamente. Sabe-se que a combinação linear das soluções de uma equação

diferencial linear homogênea também é solução. Portanto, as soluções para (2.83) e (2.84)
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podem ser escritas da seguinte forma

C↑,n(t) = A+ei Ωn
2 t +A−e−i Ωn

2 t e C↓,n+1(t) = B+ei Ωn
2 t +B−e−i Ωn

2 t . (2.89)

Impondo a condição (2.85), obtêm-se os coeficientesA±. De maneira similar obtêm-se os

coeficientesB± da condição de contorno (2.86). Portanto, a solução geral se escreve desta

forma

C↓,n(t) =C↓,n(0) = constante, para n= 0 (2.90)

C↑,n(t) =C↑,n(0)cos

(

Ωnt
2

)

− iC↓,n+1(0)sen

(

Ωnt
2

)

, para n≧ 1, (2.91)

C↓,n+1(t) =C↓,n+1(0)cos

(

Ωnt
2

)

− iC↑,n(0)sen

(

Ωnt
2

)

, (2.92)

ondeΩn=2g
√

n+1 chama-se frequência de Rabi don-ésimo dubleto. A partir destas equações,

podem-se obter informações físicas importantes referentes ao campo quantizado e ao átomo.

Por exemplo, emaranhamento entre o átomo e o campo. Se inicialmente o átomo estiver no

estado excitado e o campo no estado|n〉, tem-seC↑,n(0) = 1 e todos outros coeficientes são

nulos. Conforme esta condição, o estado do sistema em um tempo t se escreve assim

|ψ(t)〉= cos

(

Ωnt
2

)

| ↑ n〉− isen

(

Ωnt
2

)

| ↓ n+1〉. (2.93)

Observa-se que, em geral, o átomo e o campo encontram-se emaranhados e que este emaran-

hamento depende periodicamente do tempo de interação entreeles.
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3 DINÂMICA DO
EMARANHAMENTO EM UM
SISTEMA TRIPARTITE

Neste capítulo, apresenta-se a dinâmica do emaranhamento num sistema tripartite, que

consiste de dois átomos na aproximação de dois níveis e um único modo de campo em uma

cavidade, onde esta cavidade interage apenas com um dos átomos, descrita pelo modelo de

Jaynes-Cummingsconforme a secção2.1.5.

O interesse aqui é a dinâmica do emaranhamento entre os dois átomos, quantificada pela

concorrência de Wootters [16]. Com a finalidade de acompanhar esta dinâmica serão definidos

dois operadores, um deles é ooperador de correlação, dado pelo produto das inversões atômi-

cas, e o outro operador é ooperador de Bell[17]. Será analisado o comportamento da concor-

rência e dos valores esperados dos operadores sob diferentes condições iniciais do estado do

campo. Observa-se que, para o campo inicialmente no estado de Fock, o valor esperado do op-

erador de correlação reflete a dinâmica do emaranhamento. Porém, para uma combinação linear

de dois estados de Fock, ooperador de correlaçãonão reflete a dinâmica do emaranhamento.

Já ooperador de Bellreflete a dinâmica do emaranhamento para o estado de vácuo. Mas, para

um estado de Fock ou uma combinação linear de dois estados de Fock, ooperador de Bellnão

reflete a dinâmica do emaranhamento.

3.1 O sistema tripartite

Aqui será considerado o sistema físico proposto na referência [15], que é um sistema tri-

partido composto por dois átomosA e B na aproximação de dois níveis e um único modo de

campo numa cavidade idealC como mostra a Figura3.1.

O átomoB permanece completamente livre, sem nenhuma interação com omodo do campo

na cavidadeC nem com o átomoA. Só existe interação entre o campo na cavidadeC e o átomo
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Átomo A Átomo B

Cavidade C

Figura 3.1:Representação esquemática do sistema
tripartite, dois átomosA e B e um único modo de
campo na cavidadeC.

A. Considerando as transições atômicas dos átomosA e B iguais e o átomoA em ressonância

(ω = ν) com o único modo do campo na cavidade, o Hamiltoniano para o sistema pode ser

escrito assim

Ĥtotal=
h̄ω
2

σ̂z
A +

h̄ω
2

σ̂z
B + h̄ωâ†â+ h̄g

(

σ̂−
Aâ†+ σ̂+

A â
)

, (3.1)

sendo constituído pelos Hamiltonianos dos átomosA e B na aproximação de dois níveis, pelo

Hamiltoniano do campo e pela interação deJaynes-Cummingsentre o átomoA e o campo.

σ̂z é o operador inversão atômica,σ̂− e σ̂+ são os operadores abaixamento e levantamento,

respectivamente, ˆa† e â são os operadores de criação e aniquilação de fótons eg representa a

constante de acoplamento entre o átomoA e o campo.

Na referência [15], foram analisadas a evolução e transferência de emaranhamento entre as

partes, considerando o campo inicialmente no estado de Fock|n〉 e os dois átomos inicialmente

no estado emaranhado

|ψátomos〉= cosα| ↑A〉⊗ | ↓B〉+senα| ↓A〉⊗ | ↑B〉, (3.2)

sendoα um fator angular.

Neste trabalho será considerado o estado do campo como uma combinação linear de dois

estados de Fock, dado por

|ψcampo〉= cosγ|n〉+senγ|m〉, com m 6= n, (3.3)

sendoγ um fator angular e será mantido os dois átomos no estado emaranhado (3.2). Veja

que o estado inicial|n〉 pode ser recuperado fazendoγ = jπ
2 , j = 0,±1,±2, . . .. O objetivo de

considerar o estado do campo em uma combinação linear é analisar sua influência na dinâmica

do emaranhamento entre os átomos.
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O estado inicial total do sistema é dado pelo produto tensorial dos estados (3.2) e (3.3)

|ψ(0)〉= |ψátomos〉⊗ |ψcampo〉. (3.4)

• A evolução temporal

Escreve-se o Hamiltoniano (3.1) como a soma

Ĥtotal= Ĥ0+ ĤI , (3.5)

onde

Ĥ0 =
h̄ω
2

σ̂z
A +

h̄ω
2

σ̂z
B + h̄ωâ†â (3.6)

representa o Hamiltoniano livre dos átomos e do campo e

ĤI = h̄g
(

σ̂−
Aâ†+ σ̂+

A â
)

(3.7)

representa o Hamiltoniano da interação entre o átomoA e o campo. O termo de interação, causa

transições dos tipos

| ↑A〉⊗ | ↓B〉⊗ |p〉 ↔ | ↓A〉⊗ | ↓B〉⊗ |p+1〉, (3.8)

| ↓A〉⊗ | ↑B〉⊗ |p〉 ↔ | ↑A〉⊗ | ↑B〉⊗ |p−1〉, com p= n,m. (3.9)

Sendo que os estados| ↓↑ n〉, | ↓↑ m〉, | ↑↓ n〉, | ↑↓ m〉, | ↓↓ n+1〉, | ↓↓ m+1〉, | ↑↑ n−1〉 e

| ↑↑m−1〉 são autoestados do HamiltonianoĤ0. O estado|ψ(t)〉 do sistema total em um tempo

t pode ser escrito como uma combinação linear destes estados,

|ψ(t)〉=C↑,↓,n(t)| ↑↓ n〉+C↓,↑,n(t)| ↓↑ n〉+C↓,↓,n+1(t)| ↓↓ n+1〉+C↑,↑,n−1(t)| ↑↑ n−1〉+

+C↑,↓,m(t)| ↑↓ m〉+C↓,↑,m(t)| ↓↑ m〉+C↓,↓,m+1(t)| ↓↓ m+1〉+C↑,↑,m−1(t)| ↑↑ m−1〉,
(3.10)

ondeCl (t) são coeficientes complexos, que satisfazem a condição de normalização∑l |Cl(t)|2=
1. O estado (3.10) satisfaz a equação de Schrödinger, novamente na representação de interação

ih̄
∂
∂ t

|ψ(t)〉= ĤI(t)|ψ(t)〉. (3.11)

ComoĤ0 comuta comĤI ,
[

ĤI , Ĥ0
]

= 0, (3.12)

ĤI é constante no tempo. Em consequência disso a Equação (3.11) reduz-se para

iℏ
∂
∂ t

|ψ(t)〉= ĤI |ψ(t)〉. (3.13)
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Ao substituir|ψ(t)〉 na equação de Schrödinger (3.13), obtém-se

ih̄

[

Ċ↑,↓,n(t)| ↑↓ n〉+Ċ↓,↑,n(t)| ↓↑ n〉+Ċ↓,↓,n+1(t)| ↓↓ n+1〉+Ċ↑,↑,n−1(t)| ↑↑ n−1〉+

+Ċ↑,↓,m(t)| ↑↓ m〉+Ċ↓,↑,m(t)| ↓↑ m〉+Ċ↓,↓,m+1(t)| ↓↓ m+1〉+Ċ↑,↑,m−1(t)| ↑↑ m−1〉
]

=

=h̄g

[

C↑,↓,n(t)| ↓↓ n+1〉
√

n+1+C↓,↑,n(t)| ↑↑ n−1〉
√

n+C↓,↓,n+1(t)| ↑↓ n〉
√

n+1+

+C↑,↑,n−1| ↓↑ n〉
√

n+C↑,↓,m(t)| ↓↓ m+1〉
√

m+1+C↓,↑,m(t)| ↑↑ m−1〉
√

m+

+C↓,↓,m+1(t)| ↑↓ m〉
√

m+1+C↑,↑,m−1(t)| ↓↑ m〉
√

m

]

com Ċ···(t)≡
d
dt

C···(t). (3.14)

Igualando os respectivos coeficientes obtém-se as seguintes equações diferenciais de primeira

ordem acopladas,

Ċ↑,↓,n(t) =−ig
√

n+1C↓,↓,n+1(t), Ċ↑,↓,m(t) =−ig
√

m+1C↓,↓,m+1(t),

Ċ↓,↑,n(t) =−ig
√

nC↑,↑,n−1(t), Ċ↓,↑,m(t) =−ig
√

mC↑,↑,m−1(t), (3.15)

Ċ↓,↓,n+1(t) =−ig
√

n+1C↑,↓,n(t), Ċ↓,↓,m+1(t) =−ig
√

m+1C↑,↓,m(t),

Ċ↑,↑,n−1(t) =−ig
√

nC↓,↑,n(t), Ċ↑,↑,m−1(t) =−ig
√

mC↓,↑,m(t).

Destas equações obtém-se as equações lineares homogêneas de segunda ordem

C̈↑,↓,n(t)+g2(n+1)C↑,↓,n(t) = 0, C̈↑,↓,m(t)+g2(m+1)C↑,↓,m(t) = 0, (3.16)

C̈↓,↑,n(t)+g2(n)C↓,↑,n(t) = 0, C̈↓,↑,m(t)+g2(m)C↓,↑,m(t) = 0, (3.17)

C̈↓,↓,n+1(t)+g2(n+1)C↓,↓,n+1(t) = 0, C̈↓,↓,m+1(t)+g2(m+1)C↓,↓,m+1(t) = 0, (3.18)

C̈↑,↑,n−1(t)+g2(n)C↑,↑,n−1(t) = 0 C̈↑,↑,m−1(t)+g2(m)C↑,↑,m−1(t) = 0, (3.19)

com condições iniciais impostas pelas Equações (3.4) e (3.15) que são

C↑,↓,n(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= cosγ cosα e Ċ↑,↓,n(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
n+1C↓,↓,n+1(0), (3.20)

(3.21)

C↓,↑,n(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= cosγ senα e Ċ↓,↑,n(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
nC↑,↑,n−1(0), (3.22)

C↓,↓,n+1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= 0 e Ċ↓,↓,n+1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
n+1C↑,↓,n(0), (3.23)

C↑,↑,n−1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= 0 e Ċ↑,↑,n−1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
nC↓,↑,n(0), (3.24)
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C↑,↓,m(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= senγ cosα e Ċ↑,↓,m(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
m+1C↓,↓,m+1(0), (3.25)

C↓,↑,m(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= senγ senα e Ċ↓,↑,m(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
mC↑,↑,m−1(0), (3.26)

C↓,↓,m+1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= 0 e Ċ↓,↓,m+1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
m+1C↑,↓,m(0), (3.27)

C↑,↑,m−1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
= 0 e Ċ↑,↑,m−1(t)

∣

∣

∣

∣

t=0
=−ig

√
mC↓,↑,m(0). (3.28)

Para obter as soluções das Equações (3.16)-(3.19) supõem-se soluções da forma

Cl(t) = Al e
iφp t com p= n,m e l =↑↓ p, ↓↑ p, ↓↓ p+1, ↑↑ p−1. (3.29)

Das Equações (3.16)-(3.19) obtém-se

φ±
p =±g

√

p+1 e φ±
p−1 =±g

√
p. (3.30)

A solução geral para cada equação diferencial homogênea (3.16)-(3.19) é dada pela seguinte

combinação linear

Cl (t) = A+
l ei φ+

p t +A−
l ei φ−

p t . (3.31)

Das condições de contorno (3.20)-(3.28) obtém-se os coeficientesA+
l e A−

l . Os coeficientes

não-nulos para|ψ(0)〉 dado pela Equação (3.4) tomam a seguinte forma

C↑,↓,p(t) = cosα cosγ cos

(

Ωpt

2

)

,

C↓,↑,p(t) = senα cosγ cos

(

Ωp−1t

2

)

,

C↓,↓,p+1(t) =−i cosα cosγ sen

(

Ωpt

2

)

,

C↑,↑,p−1(t) =−i senα cosγ sen

(

Ωp−1t

2

)

, (3.32)

sendoΩp = 2g
√

p+1, p = n,m, a frequência de Rabi dop-ésimo dubleto. Estes coeficientes

dependem das condições iniciais, dos fatores angularesα e γ, do número de fótonsn e m na

cavidade e da constante de acoplamentog.

• A matriz densidade

Para obter informação do sistema atômico, será usada a matriz densidade reduzida, dada

pelo traço parcial sobre o campo. Com a condição|n−m|> 2, esta matriz densidade se escreve



3.1 O sistema tripartite 41

assim

ρ̂AB(t) = Trcampo

[

|ψ(t)〉〈ψ(t)|
]

=
n+1

∑
n′=n−1

〈n′|ψ(t)〉〈ψ(t)|n′〉+ (3.33)

+
m+1

∑
m′=m−1

〈m′|ψ(t)〉〈ψ(t)|m′〉. (3.34)

EscrevendôρAB(t) na forma matricial, tem-se

ρ̂AB(t) =















a 0 0 0

0 b z 0

0 z∗ c 0

0 0 0 d















, (3.35)

na base padrão{| ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉}, sendoz∗ o conjugado complexo dez, onde os termos

a, b, c, d ez são dados por

a= |C↓,↓,n+1(t)|2+ |C↓,↓,m+1(t)|2 = |senα cosγ sen(gt
√

n)|2+

+|senα senγ sen(gt
√

m)|2,

b= |C↑,↓,n(t)|2+ |C↑,↓,m(t)|2 = |cosα cosγ cos(gt
√

n+1)|2+

+|cosα senγ sen(gt
√

m+1)|2,

c= |C↓,↑,n(t)|2+ |C↓,↑,m(t)|2 = |senα cosγ cos(gt
√

n)|2+

+|senα senγ cos(gt
√

m)|2,

d = |C↑,↑,n−1(t)|2+ |C↑,↑,m−1(t)|2 = |cosα cosγ sen(gt
√

n+1)|2+

+|cosα senγ sen(gt
√

m+1)|2,

z=C↑,↓,n(t)C
∗
↓,↑,n(t)+C↑,↓,m(t)C

∗
↓,↑,m(t)|=senα cosα [cos2 γ cos(gt

√
n) cos(gt

√
n+1)+

+sen2 γ cos(gt
√

m) cos(gt
√

m+1)].

(3.36)

Na base padrão os termos da diagonal deρ̂AB(t), a, b, c e d representam as populações e os

termos cruzadosz e z∗ representam as coerências. Como os átomosA e B formam um sistema

qubit-qubit o emaranhamento entre eles poderá ser quantificado tanto pela concorrência quanto

pela negatividade.
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3.2 A dinâmica do emaranhamento

Nas subsecções posteriores será analisada a dinâmica do emaranhamento entre os átomos

A e B, via concorrência, subsecção3.2.1, operador de correlação, subsecção3.2.2 e de um

operador de Bell, subsecção3.2.3, sob diferentes condições iniciais do estado do campo.

3.2.1 A concorrência

Para a matriz densidadêρAB de acordo com a subsecção1.3.4, a concorrência entre os

átomos assume a seguinte forma

C(ρ̂AB) = 2max
{

0, |z|−
√

ad
}

, (3.37)

onde os coeficientes são dados pela Equação (3.36). Para a condição|z| >
√

ad o sistema

encontra-se emaranhamento. Para|z| 6
√

ad o sistema encontra-se desemaranhado. A seguir

será analisado o emaranhamento e desemaranhamento dos átomos sob a influência do estado

inicial do campo. Substituindo os coeficientes (3.36) na Equação (3.37), obtém-se

C(ρ̂AB) =2max

{

0, |senα cosα cos2γ cos(gt
√

n+1) cos(gt
√

n)+

+senα cosα sen2γ cos(gt
√

m+1) cos(gt
√

m)|−

−
{[

|senα cosγ sen(gt
√

n)|2+ |senα senγ sen(gt
√

m)|2
]

×

×
[

|cosα cosγ sen(gt
√

n+1)|2+ |cosα senγ sen(gt
√

m+1)|2
]}

1
2
}

. (3.38)

Para obter a concorrência entre os átomos com o campo inicialmente no estado|n〉, faz-se

γ = 0 na expressão acima, que resume-se

C(ρ̂AB)|=2max

{

0, |senα cosα cos(gt
√

n+1) cos(gt
√

n)|−

−|senα sen(gt
√

n)||cosα sen(gt
√

n+1)|
}

. (3.39)

Para os parâmetrosα = 3π/4 [corresponde aos átomos inicialmente no estado singleto
1√
2
(| ↑↓〉− | ↓↑〉)] e γ = π

4 , n= 1, m= 4 [corresponde ao campo inicialmente em combinação
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linear 1√
2
(|1〉+ |4〉)] a Equação (3.38) pode ser escrita assim

C(ρ̂AB) =max

{

0,
1
2
|cos(

√
2gt)cos(gt)+cos(

√
5gt)cos(2gt)|−

− 1
2

{[

sen2(gt)+sen2(2gt)

][

sen2(
√

2gt)+sen2(
√

5gt)

]}
1
2
}

. (3.40)

Para os valores dos parâmetrosα = 3π/4 [corresponde aos átomos inicialmente no estado

singleto1
2(| ↑↓〉−| ↓↑〉)] e n= 1 [corresponde ao campo inicialmente no estado|1〉] a Equação

(3.39) da concorrência resume-se para

C(ρ̂AB) = max

{

0, |cos(
√

2gt) cos(gt)|− |sen(
√

2gt)||sen(gt)|
}

. (3.41)

A evolução das Equações (3.41) e (3.40) é representada no gráfico da Figura3.2.

Figura 3.2: Evolução da concorrência para os parâmetros, n= 1, α = 3π
4 ,

γ = 0 (linha pontilhada) e m= 4, n= 1, α = 3π
4 e γ = π

4 (linha sólida) em
06 gt 6 2π.

Na Figura3.2, a linha sólida representa a concorrência (3.40) sob a influência do campo no

estado inicial 1√
2
(|4〉+ |1〉). A linha pontilhada representa a concorrência (3.41) sob a influência

do campo no estado inicial|1〉.

Observa-se que o emaranhamento é máximo emt = 0 e após um tempot > 0, o emaran-

hamento cai abruptamente a zero. Esta perda de emaranhamento chama-se “morte súbita”

[45]. Os dois átomos permanecem desemaranhados por um certo intervalo de tempo, depois

o emaranhamento retorna parcialmente para os dois átomos. Isso acontece tanto para (3.40)

quanto para (3.41).

Veja que para a concorrência (3.41) representada pela linha pontilhada existem intervalos
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de tempo onde os átomos estão desemaranhadosC(ρ̂AB) = 0, ou seja,

|cos(
√

2gt) cos(gt)|< |sen(
√

2gt)||sen(gt)|, (3.42)

quando o módulo das coerências é menor que a raiz quadrada do produto dos módulos das

populações.

Para o estado do sistema total (3.10), sob a mesmas condições iniciais da Equação (3.41),

o estado do sistema num tempot qualquer toma a seguinte forma

|ψ(t)〉= 1√
2

[

−cos
(√

2gt
)

| ↑↓ 1〉+cos(gt)| ↓↑ 1〉+ i sen
(√

2gt
)

| ↓↓ 2〉− i sen(gt)| ↑↑ 0〉
]

.

(3.43)

Analisando o emaranhamento no estado total (3.43) as conclusões são diferentes em relação

à análise feita do emaranhamento entre os átoms dado pela concorrência, veja que de acordo

com a condição (3.42) existem pontos específicos onde não existe emaranhamentoC(ρ̂AB) = 0,

dados por

gt =
jπ

2
√

2
ou gt =

jπ
2
, j = 1,3,5, . . . .

O estado do sistema emgt = jπ
2
√

2
é dado por

|ψ(t)〉= 1√
2

[

cos

(

jπ
2
√

2

)

| ↓↑ 1〉+ i(−1)
j−1
2 | ↓↓ 2〉− i sen

(

jπ
2
√

2

)

| ↑↑ 0〉
]

(3.44)

e paragt = jπ
2 o estado do sistema é

|ψ(t)〉= 1√
2

[

−cos

(

j
√

2π
2

)

| ↑↓ 1〉+ i sen

(

j
√

2π
2

)

| ↓↓ 2〉+ i| ↑↑ 0〉
]

. (3.45)

De acordo com os estados (3.44) e (3.45) o emaranhamento encontra-se distribuído entre os

átomos e o campo, ou seja, os estados dos átomos e do campo não podem ser escritos de forma

fatorada. Tomando o traço sobre o campo, observa-se de imediato emρ̂AB que não existe

emaranhamento entre os átomos. Porém, ao tomar o traço sobreo átomoA ou sobre o átomo

B, observa-se o campo emaranhado com um dos átomos. Isto é diferente do estado tripartite

maximamente emaranhado deGreenberger-Horne-Zeilingerou estado GHZ,

|ψGHZ〉=
1√
2
(| ↑1↑2↑3〉+ | ↓1↓2↓3〉)

quando analisa-se o estado total vê-se o emaranhamento distribuído entre as partes. Porém, ao

tomar o traço sobre uma das partes

ρ̂1,2 = Tr3(|ψGHZ〉〈ψGHZ|) =
1
2
(| ↑1↑2〉〈↑1↑2 |+ | ↓1↓2〉〈↓1↓2 |)
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é possível vê que as outras duas ficam desemaranhadas.

Veja também que o gráfico da concorrência apresenta bicos e que estes não foram analisados

na referência [15]. Aqui será dada uma explicação simples para isso. De acordocom a equação

da concorrência para o estado inicial do campo|1〉,

C(ρ̂AB) = max

{

0, |cos(
√

2gt) cos(gt)|− |sen(
√

2gt)||sen(gt)|
}

. (3.46)

existe emaranhamento entre os átomos quando

|cos(
√

2gt) cos(gt)|> |sen(
√

2gt)||sen(gt)|.

Neste caso, bicos aparecem nos instantes onde concorrênciaé não diferenciável, isso acontence

quando tem-se|sen(
√

2gt)| ou |sen(gt)| nulos, ou seja, quando

gt =
jπ√

2
, j = 1,2,3, . . . ou gt = jπ , j = 1,2,3, . . . .

Observe-se que os pontos (1) e (3) correspondem agt = jπ√
2

com j = 1 e j = 2 respectivamente,

enquanto o ponto (2) corresponde agt = jπ com j = 1.

Para a concorrência no estado inicial do campo
1√
2
(|1〉+ |4〉),

C(ρ̂AB) =max

{

0,
1
2
|cos(

√
2gt)cos(gt)+cos(

√
5gt)cos(2gt)|−

−1
2

{[

sen2(gt)+sen2(2gt)

][

sen2(
√

2gt)+sen2(
√

5gt)

]}1
2
}

, (3.47)

existe emaranhamento entre os átomos quando

|cos(
√

2gt)cos(gt)+cos(
√

5gt)cos(2gt)|>
{[

sen2(gt)+sen2(2gt)

][

sen2(
√

2gt)+sen2(
√

5gt)

]}1
2

,

neste caso (veja no gráfico, linha sólida) aparecem bicos, porque o primeiro termo entre colchete

anula-se, isso acontece para

gt = jπ , j = 1,2, . . . .

Na Figura3.2, o ponto (4) corresponde aj = 1.

A Equação (3.38) param= 5, n= 1 e para os mesmos valores deγ e α usados em (3.47)
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toma a seguinte forma

C(ρ̂AB) =max

{

0,
1
2
|cos(

√
2gt)cos(gt)+cos(

√
6gt)cos(

√
5gt)|−

−1
2

{[

sen2(gt)+sen2(
√

5gt)

][

sen2(
√

2gt)+sen2(
√

6gt)

]}
1
2
}

(3.48)

que tem sua evolução temporal exibida na Figura3.2. Observa-se que não aparecem bicos,

porque não é possível anular o primeiro ou segundo termo entre colchetes na equação acima.

Figura 3.3: Evolução da concorrência para os parâmetros, m= 5, n= 1,
α = 3π

4 e γ = π
4 em06 gt 6 2π.

Depois destas análises gráficas do aparecimento dos bicos, pode-se descrever analitica-

mente as equações das concorrências (3.38) e (3.39) e concluir o seguinte. ParaC(ρ̂AB) > 0,

Equação (3.39), os bicos aparecem quando um dos termos|senα sen(gt
√

n)| ou|cosα sen(gt
√

n+1)|
é nulo, o que acontece nos pontos

gt =
jπ√

n
, j = 1,2, ... ou gt =

jπ√
n+1

, j = 1,2, . . .

para qualquern> 1.

ParaC(ρ̂AB)> 0, Equação (3.38), os bicos aparecem quando anula-se um dos dois colchetes
[

|senα cosγ sen(gt
√

n)|2+ |senα senγ sen(gt
√

m)|2
]

ou
[

|cosα cosγ sen(gt
√

n+1)|2+ |cosα senγ sen(gt
√

m+1)|2
]

.

Como o primeiro e o segundo colchetes contêm somas de senos aoquadrado, o primeiro
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colchete é nulo quando os senos forem nulos simultaneamente, isso acontece em

gt =
jπ√

n
, j = 1,2, ... para m= q2n, n> 1, q∈Q1, |n−m|> 2.

De maneira similar o segundo colchete anula-se em

gt =
jπ√
n+1

, j = 1,2, ... para m+1= q2(n+1), q∈Q2, |n−m|> 2.

Para uma combinação diferente den emonde não é possivel anular nenhum dos colchetes, não

é possível ter bicos.

Na Figura3.2, observa-se ainda que para tempos próximos det = 0 a combinação linear

no estado do campo contribui para o adiantamento da morte súbita (linha sólida) do emaran-

hamento entre os átomos.

Em seguida será definido um operador de correlação, com ele, conhecendo o estado inicial

emaranhado dos átomos, será possível acompanhar a dinâmicado emaranhamento entre eles.

3.2.2 Operador de correlação

A quantificação do emaranhamento em sistemas quânticos é difícil de se obter experimen-

talmente. Por exemplo, para quantificar o emaranhamento entre os átomos dada pela concorrên-

cia descrita na secção anterior, é necessário determinar todos os elementos da matriz densidade

através de uma tomografia de estado [46]. Nesta secção será definido umoperador de corre-

laçãoque é mais acessível experimentalmente. Com este operador,para o estado atômico inicial

|ψátomos〉 Equação (3.2), é possível obter informações da dinâmica do mesmo. O operador de

correlação é definido assim

σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z =















1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1















, (3.49)

na base padrão, ondêσ A
z e σ̂ B

z são as inversões atômicas dos átomosA e B. Para analisar a

dinâmica do estado atômico toma-se o valor esparado de (3.49) em ρ̂AB, dado por

1Conjunto dos números racionais
2



3.2 A dinâmica do emaranhamento 48

〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉= Tr
(

ρ̂ABσ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z

)

= Tr





























a 0 0 0

0 −b −z 0

0 −z∗ −c 0

0 0 0 d





























= (a−b−c+d), (3.50)

esta equação só apresenta dependência dos termos da diagonal (populações) dêρAB: a, b, c

e d dados pela Equação (3.36). Veja que somente com esta equação não pode-se obter infor-

mação do emaranhamento entre os dois átomos, pois esta equação não contém os termosz e z∗
responsáveis pelo o emarahamento.

Substituindo os coeficientes da Equação (3.50), obtém-se

〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉=|senα cosγ sen(gt
√

n)|2+ |senα senγ sen(gt
√

m)|2−

−|cosα cosγ cos(gt
√

n+1)|2−|cosα senγ sen(gt
√

m+1)|2−

−|senα cosγ cos(gt
√

n)|2−|senα senγ cos(gt
√

m)|2+

+ |cosα cosγ sen(gt
√

n+1)|2+ |cosα senγ sen(gt
√

m+1)|2, (3.51)

Para obter o valor esperado do operador de correlação sob a influência do campo inicial-

mente no estado|n〉, faz-seγ = 0 na equação acima, que resume-se a

〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉=|senα sen(gt
√

n)|2−|cosα cos(gt
√

n+1)|2−

−|senα cos(gt
√

n)|2+ |cosα sen(gt
√

n+1)|2. (3.52)

• Análise da dinâmica do operador de correlação e da concorrência

Para valores dos parâmetrosα = 3π/4 [corresponde aos átomos no estado singleto
1√
2
(| ↓↑〉− | ↑↓〉)] e γ = 0, n = 0 [corresponde ao campo no estado de vácuo|0〉], o estado

do sistema [Equação (3.10)], a concorrência (3.39) e valor esperado do operador de correlação

(3.52) num tempot qualquer, são respectivamente

|ψ(t)〉= 1√
2
[−cos(gt)| ↑↓ 0〉+ | ↓↑ 0〉+ i sen(gt)| ↓↓ 1〉] , (3.53)

CAB = max{0, |cos(gt)|}, (3.54)

〈σ̂A
z ⊗ σ̂B

z 〉=−cos2(gt). (3.55)

A evolução temporal das Equações (3.54) e (3.55) é exibida na Figura3.4.
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Figura 3.4:Evolução do valor esperado do operador de correlação (linha
sólida) e concorrência (linha pontilhada) para os parâmetros, n= 0, α =
3π/4 e γ = 0 em06 gt 6 2π.

Observa-se que, emgt = jπ , j = 0,2, . . . , onde a concorrência é máximaC(ρ̂AB) = 1 nos

pontos (1) e (5) na figura, o estado do sistema é

|ψ(t)〉= 1√
2
[| ↓↑〉− | ↑↓〉]⊗|0〉, (3.56)

ou seja, os átomos estão no estado singleto e o campo no estadode vácuo. Emgt = jπ , j =

1,3, . . . , onde a concorrência é máxima no ponto (3), o estado do sistema atômico encontra-se

no estado tripleto e o campo no estado de vácuo

|ψ(t)〉= 1√
2
[| ↓↑〉+ | ↑↓〉]⊗|0〉. (3.57)

Quandogt = jπ/2, j = 1,3, . . . , a concorrência é nulaC(ρ̂AB) = 0 nos pontos (2) e (4) o

estado do sistema é

|ψ(t)〉= 1√
2
| ↓〉⊗

[

| ↑ 0〉+ i(−1)
j−1
2 | ↓ 1〉

]

. (3.58)

Neste caso o emaranhamento entre os átomosA e B foi transferido para o átomoB e o campo.

Observe no gráfico que não há intervalos de tempos onde a concorrência é nula. Aqui há

somente intantes periódicos onde anula-se a concorrência,que é diferente do que acontece nas

Figuras3.2e 3.3e na referência [47]. Esta referência mostra que para os átomos inicialmente

no estado de Werner e o campo no estado|0〉, dependendo da mistura no estado pode haver

intervalos de tempos onde a concorrência é nula .

Analisando a concorrência (3.54) e o valor esperado do operador de correlação (3.52),

observa-se que a concorrência (3.54) é máximaC(ρ̂AB) = 1 em gt = jπ , j = 0,1,2, . . . e o



3.2 A dinâmica do emaranhamento 50

valor esperado é minimo〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉 = −1. Neste caso, o emaranhamente encontra-se dis-

tribuído entre os átomos com mostram as Equações (3.56) e (3.57). Para a concorrência nula

C(ρ̂AB) = 0 emgt = jπ
2 , j = 1,3,5, . . . , o valor esperado é nulo〈σ̂ A

z ⊗ σ̂ B
z 〉 = 0. Neste caso

os átomos estão desemaranhados, o emaranhamento foi transferido para o átomoB e o campo,

conforme a Equação (3.58).

Em suma, tem-se, para o estado inicial atômico considerado eo campo inicialmente no

estado de vácuo, neste sistema existe apenas uma excitação que está contida no sistema atômico.

Emgt = jπ o valor esperado do operador de correlação é sempre〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉=−1, a excitação

encontra-se totalmente entre os átomos, neste caso, o sistema atômico encontra-se emaranhado

no singleto paraj = 0,2, ... ou tripleto paraj = 1,3, ... . E quando o valor esperado deste

operador for nulo〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉 = 0 em gt = jπ
2 , a excitação foi transferida do átomoA para

o campo na cavidade, neste caso os átomos encontram-se desemaranhados paraj = 0,1, ....

Portanto, este operador sob a condição inicial do campo no estado |0〉, reflete a dinâmica do

emaranhamento.

Para valores dos parâmetrosn = 1 [corresponde ao campo no estado|1〉] e α = 3π
4 [cor-

responde aos átomos no estado singleto1√
2
(| ↓↑〉− | ↑↓〉)] as expressões para a concorrência

(3.39) e o valor esperado do operador de correlação (3.52) são respectivamente

C(ρ̂AB) = max
{

0, |cos(
√

2gt)cos(gt)|− |sen(
√

2gt)||sen(gt)|
}

, (3.59)

〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉=−1
2

[

cos(2gt)+cos(2
√

2gt)
]

. (3.60)

Figura 3.5:Evolução do valor esperado do operador de correlação (linha
sólida) e concorrência (linha pontilhada) para os parâmetros, n= 1, α =
3π/4 e γ = 0 em06 gt 6 2π.

Na Figura3.5, observe que, quando o valor esperado do operador de correlação é positivo
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ou nulo〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉 ≥ 0, a concorrência é nulaC(ρ̂AB) = 0 , ou seja, não existe emaranhamento

no sistema. Por outro lado, quando o sistema encontra-se emaranhado,C(ρ̂AB)> 0, o valor es-

perado do operador de correlação é negativo〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉< 0. Com o valor esperado do operador

de correlação pode-se conhecer se o sistema encontra-se emaranhado ou não, para o campo na

cavidade inicilamente no estado|1〉.

Paraα = 3π
4 [corresponde aos átomos no estado singleto1√

2
(| ↓↑〉− | ↑↓〉)] e γ = π

4 , n =

1, m= 4 [corresponde ao campo em superposição linear1√
2
(|1〉+ |4〉)] as expressões para a

concorrência (3.38) e o valor esperado do operador de correlação (3.2.2) são dadas por

C(ρ̂)AB =max

{

0,
1
2
|cos(

√
2gt)cos(gt)+cos(

√
5gt)cos(2gt)|−

−1
2

{[

sen2(gt)+sen2(2gt)

][

sen2(
√

2gt)+sen2(
√

5gt)

]} 1
2
}

, (3.61)

〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉=−1
4

[

cos(2gt)+cos(4gt)+cos(2
√

2gt)+cos(2
√

5gt)

]

. (3.62)

A evolução temporal destas equações é exibida na Figura3.6.

Figura 3.6: Evolução do valor esperado do op-
erador de correlação (linha sólida) e concorrência
(linha pontilhada) para os parâmetros, n= 1, m= 4
α = 3π/4 e γ = π/4 em06 gt 6 2π.

Observa-se, para um tempot > 0, quando o valor esperado do operador de correlação é

positivo 〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉 > 0, a concorrência é nulaC(ρ̂AB) = 0, isto é, os átomos encontram-se

desemaranhados. Porém, em intervalos de tempos onde o valoresperado do operador de corre-

lação é negativo〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉< 0, tanto tem-se concorrência positivaC(ρ̂AB)> 0, isto é, o sistema
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encontra-se emaranhado, quanto tem-se também concorrência nulaC(ρ̂AB) = 0, isto é, o átomos

encontram-se desemaranhados. Portanto, com o estado do campo inicialmente em combinação

linear de dois estados de Fock, o valor esperado do operador de correlação não reflete bem

a dinâmica do emaranhamento. Porque, com ele, pode-se obterinformação parcial sobre a

dinâmica do emaranhamento, pois nos intervalos de tempos onde os valores de〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉 são

positivos, pode-se afirmar que o sistema encontra-se desemaranhado. Porém, no intervalos de

tempos onde os valores〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉 são negativos, não pode-se afirmar que sistema encontra-se

emaranhado.

Na próxima subsecção será apresentado a evolução temporal do valor esperado de um op-

erador de Bell considerando o campo no estado|n〉 ou em uma superposição linear cosγ|n〉+
senγ|m〉.

3.2.3 Operador de Bell

Nesta subsecção utiliza-se um operador de Bell, conhecido como operador de Clauser,

Horne, Shimony e Holt (CHSH) [29], descrito na secção1.4, dado por

B̂= σ̂ A
x ⊗ σ̂ B

x′ + σ̂ A
x ⊗ σ̂ B

z′ + σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

x′ − σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z′ , (3.63)

ondeσ̂ A
x,z é a componente do spin da partículaA nas direções (x, z) de maneira similar tem-se

σ̂ B, com

σ̂x′ =
1√
2
(σ̂x+ σ̂z), (3.64)

σ̂z′ =
1√
2
(σ̂x− σ̂z). (3.65)

Supondo que os dois átomos são enviados para dois observadores denominados Alice e Bob que

estão muito distantes um do outro. Alice pode fazer a escolhadas medições sobre os átomosA

nas direçõesx e z. E Bob pode também fazer a escolha das medições sobre os átomos B, nas

direçõesx′ ez′, Figura1.4.

Usando as relações (3.65) e (3.64) e após algumas manipulações algébricas simples é pos-

sível escrever o operador de Bell (3.63), assim

B̂=
√

2















1 0 0 1

0 −1 1 0

0 1 −1 0

1 0 0 1















, (3.66)
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na base padrão.

Para acompanhar a dinâmica do emaranhamento no sistema atômico toma-se o valor esper-

ado do operador de Bell (3.66) emρAB, dado por

〈B̂(t)〉= Tr(ρAB(t)B̂) =
√

2Tr





























a 0 0 a

0 −b+z b−z 0

0 z∗−c z∗−c 0

d 0 0 d





























=

=
√

2(a−b−c+d+z+z∗), (3.67)

os termosa, b, c, d e z são dados pela Equação (3.36), sendoz∗ o conjugado complexo de

z. Observa-se que esta equação é diferente do valor esperado〈σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z 〉, porque além do fator
√

2, também encontram-se presentes os termoszez∗ que são responsáveis pelo emaranhamento

entre os átomos.

Substituindo os coeficientes (3.36) na Equação (3.67), obtém-se o valor esperado do oper-

ador de Bell em um tempot qualquer, com a condição inicial de interesse cosγ|n〉+senγ|m〉,

〈B̂(t)〉=
√

2

{

cos2γ sen2 α sen2(gt
√

n)+sen2 γ sen2 α sen2(gt
√

m)+

+sen2 γ cos2 α sen2(gt
√

m+1)+cos2 γ cos2α sen2(gt
√

n+1)−

−sen2 γ cos2 α cos2(gt
√

m+1)−cos2 γ cos2α cos2(gt
√

n+1)−

−sen2 γ sen2 α cos2(gt
√

m)−cos2 γ sen2α cos2(gt
√

n)+

+2 cos2 γ cosα senα cos(gt
√

n+1) cos(gt
√

n)+

+2 sen2 γ cosα senα cos(gt
√

m) cos(gt
√

m+1)

}

. (3.68)

Para obter o valor esperado do operador de Bell considerandoo campo inicialmente no estado

de Fock|n〉, faz-seγ = 0 na equação acima, que fica assim

〈B̂(t)〉=
√

2{sen2 α sen2(gt
√

n)+cos2 α sen2(gt
√

n+1)−

−cos2α cos2(gt
√

n+1)−sen2(α) cos2(gt
√

n)+

+2 cosα cos(gt
√

n+1) senα cos(gt
√

n)}. (3.69)

• A análise das dinâmicas do valor esperado do operador de Bell, da concorrência e

do estado|ψ(t)〉

Para os parâmetrosα = 3π/4 [corresponde aos átomos no estado singleto1√
2
(| ↓↑〉−| ↑↓〉)]

e γ = 0, n = 0 [corresponde ao campo no estado de vácuo|0〉] o estado do sistema, Equação
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(3.10), a concorrência (3.39) e o valor esperado do operador de Bell (3.69) num tempot qual-

quer, são respectivamente

|ψ(t)〉= 1√
2
[−cos(gt)| ↑↓ 0〉+ | ↓↑ 0〉+ i sen(gt)| ↓↓ 1〉] , (3.70)

C(ρ̂AB) = max{0, |cos(gt)|} (3.71)

e

〈B̂(t)〉=−
√

2
2

{

1+2cos(gt)+cos(2gt)

}

. (3.72)

A evolução temporal do valor eperado do operador de Bell (3.69) e da concorrência (3.71) é

exibida na Figura3.7. Observe que, inicialmente, a desigualdade de Bell é violada |〈B̂(t)〉|> 2

Figura 3.7:Evolução do valor esperado do operador de Bell (linha sólida) e
concorrência (linha pontilhada) para os parâmetros, n= 0, α = 3π/4 eγ = 0
em06 gt 6 2π.

depois deixa de violar por um período de tempo, tornando a violar novamente.

Emgt= jπ
2 , j = 1,3,5, . . . , a concorrência é nulaC(ρ̂AB) = 0 e não violando a desigualdade

de Bell |〈B̂〉| = 0, o estado do sistema neste instante é|ψ(t)〉= | ↓〉⊗ 1√
2
(| ↑ 0〉+ i(−1)

j−1
2 | ↓

1〉), observe que o átomoB encontra-se emaranhado com o campo, enquanto o átomoA está

no estado fundamental. Este estado corresponde aos pontos (2) e (4) na Figura3.7 onde a

concorrênciaC(ρ̂AB) é nula.

Paragt = jπ , j = 1,3,5, . . . , a concorrência é máximaC(ρ̂AB) = 1, porém, não violando a

desigualdade de Bell|〈B̂(t)〉|= 0. O estado correspondente a este instante é|ψ(t)〉= 1√
2
(| ↑↓

〉+| ↓↑〉)⊗|0〉. Neste instante os átomosA e B encontram-se emaranhados no estado tripleto
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e o campo no estado de vácuo, isto é, o emaranhamento retornouaos dois átomos, porém, não

violando a desigualdade de Bell|〈B̂(t)〉|= 0 , veja o ponto (3) na Figura3.7onde a concorrência

é máximaC(ρ̂AB) = 1.

Quando o valor esperado do operador de Bell atinge o valor máximo |〈B̂〉| = 2
√

2 em

gt = jπ com j = 0,2,4, . . . , que corresponde aos pontos (1) e (5) onde a concorrência é máxima

C(ρ̂AB) = 1, o estado total correspondente é|ψ(t)〉 = 1√
2
(| ↑↓〉−| ↓↑〉)⊗ |0〉. Neste instante

os átomosA e B estão maximamente emaranhados no estado singleto e o campo no estado de

vácuo.

Para os valores dos parâmetrosα = 3π/4 [corresponde aos átomos no estado singleto
1√
2
(| ↓↑〉− | ↑↓〉)] e γ = 0, n = 1 [corresponde ao campo no estado|1〉], o valor esperado do

operador de Bell (3.69) e concorrência (3.39) num tempot são respectivamente

〈B̂(t)〉=−
√

2
2

{

cos(2gt)+cos(2
√

2gt)+2cos(gt)cos(gt
√

2)

}

, (3.73)

C(ρ̂AB) = max
{

0, |cos(
√

2gt)cos(gt)|− |sen(
√

2gt)||sen(gt)|
}

. (3.74)

A evolução do valor esperado do operador de Bell (3.73) e da concorrência (3.74) é exibida na

Figura3.8.

Figura 3.8:Evolução do valor esperado do operador de Bell (linha sólida) e
concorrência (linha pontilhada) para os parâmetros, n= 1, α = 3π/4 eγ = 0
em06 gt 6 2π.

Na Figura3.8oberva-se que em instantest > 0, à esquerda da linha vertical a concorrência

é positivaC(ρ̂AB) > 0 e ocorre violação da desigualdade de Bell. Entretanto, para instantes à

direita da linha vertical a concorrência pode ser positivaC(ρ̂AB) > 0, mas não ocorre violação

da desigualdade de Bell.
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Para cálculos posteriores pode ser encontrado violação da desigualdade de Bell em algum

gt > 2π , nesta região, ocorre uma violação da desigualdade de Bell próxima da violação máx-

ima,|〈B̂(t)〉|= 2
√

2 , quando a concorrência é próxima do valor máximoC(ρ̂AB) = 1. Por outro

lado, em alguns instantes onde a concorrência aproxima-se do valor máximoC(ρ̂AB) = 1 não

implica em uma violação da desigualdade de Bell.

Para os valores dos parâmetrosα = 3π
4 [corresponde aos átomos no estado singleto

1√
2
(| ↓↑〉−| ↑↓〉)] e γ = π

4 , n=1,m=4 [corresponde ao campo em superposição linear1√
2
(|1〉+

|4〉)], o valor esperado do operador de Bell (3.69) e a concorrência (3.39) num tempot são

respectivamente

〈B̂(t)〉=−
√

2
4

{

cos(2gt)+cos(2
√

2gt)+cos(2
√

5gt)+

+2cos(gt)cos(
√

2gt)+2cos(2gt)cos(
√

5gt)

}

, (3.75)

C(ρ̂AB) =max

{

0,
1
2
|cos(

√
2gt)cos(gt)+cos(

√
5gt)cos(2gt)|−

− 1
2

{[

sen2(gt)+sen2(2gt)

][

sen2(
√

2gt)+sen2(
√

5gt)

]} 1
2
}

. (3.76)

As dinâmicas do valor esperado do operador de Bell (3.75) e da concorrência (3.76) são

exibidas na Figura3.9. Nesta figura pode-se observar que, emt > 0, à esquerda da linha vertical,

Figura 3.9:Evolução do valor esperado do operador de Bell (linha sólida) e
concorrência (linha pontilhada) para os parâmetros, n= 1, m= 4, α = 3π/4
e γ = π/4 em06 gt 6 2π.

a concorrência é positivaC(ρ̂AB)> 0 e ocorre violação da desigualdade de Bell. Por outro lado,

para instantes à direita da linha vertical, a concorrência épositivaC(ρ̂AB) > 0, mas não ocorre
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violação da desigualdade de Bell.

Novamente, tomando cálculos posteriores, pode-se obervarque ocorre violação da de-

sigualdade de Bell em algumgt > 2π . Nesta região ocorre violação da desigualdade Bell,

não tão próxima de|〈B̂(t)〉|= 2
√

2, como no caso anterior. Por outro lado, em instantes onde a

concorrência aproxima-se do valor máximo,C(ρ̂AB) = 1, não tem-se violação da desigualdade

de Bell.

Em suma, para o valor esperado do operador de Bell descrito pela Equação (3.68), foi visto

que é possível violação da desigualdade de Bell para o estadosingleto, enquanto para o estado

tripleto não ocorre violação desta desigualdade de Bell. Observou-se também que a existência

do emaranhamento não é condição suficiente para violar a desigualdade de Bell.

• Detecção do estado tripleto

Para detectar o emaranhamento no estado tripleto, usa-se o operador de Bell descrito pela

Equação (1.69), dado por

B̂′ = σ̂ A
x ⊗ σ̂ B

x′ + σ̂ A
x ⊗ σ̂ B

z′ − σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

x′ + σ̂ A
z ⊗ σ̂ B

z′ , (3.77)

com as Equações (3.65) e (3.64) é possível escrever este operador da seguinte forma

B̂
′
=
√

2















−1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 1 0

1 0 0 −1















. (3.78)

Para estudar a dinâmica do emaranhamento no sistema atômicotoma-se o valor esperado

do operador de Bell (3.78) emρAB dado por

〈B̂′(t)〉= Tr(ρAB(t)B̂
′
) =

√
2Tr





























−a 0 0 a

0 b+z b+z 0

0 z∗+c z∗+c 0

d 0 0 −d





























=

=
√

2(−a+b+c−d+z+z∗), (3.79)

sendoz∗ o conjugado complexo dez, os termosa, b, c, d e z são dados pela Equação (3.36).

Substituindo a Equação (3.36) na Equação (3.79), obtém-se o valor esperado do operador de
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Bell

〈B̂′(t)〉=
√

2

{

−cos2 γ sen2α sen2(gt
√

n)−sen2γ sen2α sen2(gt
√

m)+

−sen2γ cos2 α sen2(gt
√

m+1)−cos2 γ cos2 α sen2(gt
√

n+1)+

+sen2γ cos2 α cos2(gt
√

m+1)+cos2 γ cos2 α cos2(gt
√

n+1)+

+sen2γ sen2 α cos2(gt
√

m)+cos2 γ sen2 α cos2(gt
√

n)+

+2 cos2γ cosα senα cos(gt
√

n+1) cos(gt
√

n)+

+2 sen2γ cosα senα cos(gt
√

m) cos(gt
√

m+1)

}

. (3.80)

Para obter o valor esperado do operador de Bell considerandoo campo no estado de Fock

|n〉, faz-seγ = 0 na equação acima, que fica assim

〈B̂′(t)〉=
√

2

{

−sen2α sen2(gt
√

n)−cos2α sen2(gt
√

n+1)+

+cos2 α cos2(gt
√

n+1)+sen2α cos2(gt
√

n)+

+2 cosα senα cos(gt
√

n) cos(gt
√

n+1)

}

. (3.81)

Como foi visto anteriormente, o operador de Bell (3.78) não reflete a dinâmica do emaran-

hamento para as condições iniciais do campo1√
2
(|1〉+ |4〉) e |1〉, aqui será analisado somente

o caso em que a desigualdade de Bell reflete bem o emaranhamento, ou seja, considerando o

campo inicialmente no estado de vácuo.

Para os parâmetrosα = 3π/4 [corresponde aos átomos no estado singleto1√
2
(| ↓↑〉−| ↑↓〉)]

e γ = 0, n= 0 [corresponde ao campo no estado de vácuo|0〉], o valor esperado do operador de

Bell (3.81) e a concorrência (3.39) num tempot qualquer são, respectivamente,

〈B̂′(t)〉=
√

2
2

{1−2cos(gt)+cos(2gt)} , (3.82)

C(ρ̂AB) = max{0, |cos(gt)|}. (3.83)

A dinâmica do valor esperado do novo operador de Bell (3.82) e da concorrência (3.83) é

exibida na Figura3.10.

Em gt = jπ , j = 1,3,5, . . . , ocorre a violação máxima da desigualdade de Bell|〈B̂′
(t)〉|=

2
√

2, o estado total correspondente a este instante é|ψ(t)〉 = 1√
2
(| ↑↓〉+| ↓↑〉)⊗ |0〉. Neste

instante, os átomosA eB estão maximamente emaranhados no estado tripleto1√
2
(| ↑↓〉+| ↓↑〉)

e o campo no estado de vácuo|0〉. Isto corresponde ao ponto (3) onde a concorrência é máxima



3.2 A dinâmica do emaranhamento 59

Figura 3.10:Evolução do valor esperado do novo operador de Bell (linha
sólida) e concorrência (linha pontilhada) para os parâmetros, n= 0, α =
3π/4 e γ = 0 em06 gt 6 2π.

C(ρ̂AB) = 1.

Quandogt = jπ
2 , j = 1,3, . . . , não ocorre violação|〈B̂′

(t)〉|= 0, o emaranhamento entre os

átomos é nuloC(ρ̂AB) = 0 e o estado total correpondente a este instante é|ψ(t)〉= | ↓〉⊗ 1√
2
(| ↑

0〉+ i| ↓ 1〉). Neste instante o átomoB está emaranhado com a cavidade, enquanto o átomoA

está no estado fundamental. Isto corresponde aos pontos (2)e (4) onde a concorrência é nula

C(ρ̂AB) = 0.

Em gt = jπ , j = 0,2, . . . , não ocorre violação da desigualdade de Bell〈B̂′(t)〉 = 0, e a

concorrência é máximaC(ρ̂AB) = 1, o estado total correspondente é|ψ(t)〉 = 1√
2
(| ↑↓〉−| ↓↑

〉)⊗|0〉. Neste instante os átomosA eB encontram-se emaranhados no estado singleto1√
2
(| ↑↓

〉−| ↓↑〉) e cavidade no estado de vácuo|0〉, o emaranhamento retornou aos átomos, porém, não

violando esta desigualdade de Bell|〈B̂′(t)〉|= 0. Este instante corresponde aos pontos (1) e (5)

onde a concorrência é máximaC(ρ̂AB) = 1. Observe que, neste instante, existe emaranhamento

entre os átomos, porém não ocorrendo a violação da desigualdade de Bell para o operadorB̂′(t).

Em suma, o operador de BellB̂(t) (3.63) detectou emaranhamento no estado singleto e não

detectou o estado tripleto. Já o operador de BellB̂′(t) (3.77) foi capaz de detectar emaran-

hamento no estado tripleto e não detectou no estado singleto. Então, para detectar emaran-

hamento é preciso construir um operador adequado para cada estado, conforme [31].
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Para o sistema tripartido considerado, constituído por dois átomos e um modo de campo em

uma cavidade, onde os dois átomos inicialmente no estado singleto e o campo inicialmente em

uma combinação linear de dois estados de Fock, foi analisadaa dinâmica do emaranhamento

entre os dois átomos quantificada pela concorrência de Wootters. Observou-se que a expressão

da concorrência para o estado de Fock|n〉 paran> 1, apresenta bicos devido ao anulamento de

alguns termos desta expressão, para o estado do campo incialmente em uma combinação linear

cosγ|n〉+senγ|m〉 o aparecimento dos bicos depende da combinação den em.

Definiram-se dois operadores correspondentes a observáveis, ooperador de correlaçãoe

o operador de Bell, que podem ser capazes de refletir o emaranhamento numa medida experi-

mental.

Foi verificada a dinâmica dooperador de correlaçãocom campo na cavidade inicialmente

no estado de Fock|n〉, tanto para o campo no estado de vácuo, como paran> 1 este operador

reflete bem a dinâmica do emaranhamento entre os átomos. Parao estado inicial do campo

em uma combinação linear de dois estados de Fock, este operador não reflete bem a dinâmica

do emaranhamento, fornecendo apenas uma informação parcial sobre a dinâmica do emaran-

hamento.

Para a dinâmica dooperador de Bellcom a campo na cavidade no estado de vácuo, ocorre

violação máxima para o estado singleto e para o estado tripleto não ocorre violação. Para o

estado de Fock|n〉 comn> 1 e para uma combinação linear de dois estados de Fock, este op-

erador também não reflete a dinâmica do emaranhamento, pois aexistência do emaranhamento

não é suficiente para ter uma violação da desigualdade de Bell.

Para detectar o emaranhamento no estado tripleto foi definido um novooperador de Bell,

com ele foi capaz de violar maximamente a desigualdade de Bell para este estado, com o campo

inicialmente no estado de vácuo, porém, com este novo operador não ocorre violação para o

estado singleto.

Finalmente, pode-se concluir que a dinâmica do emaranhamento, embora possa ser espel-

hada em observáveis, a escolha desses observáveis depende muito do modelo em questão e

ainda das condições iniciais do campo.
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O modelo que foi analisado é simples, de maneira que este podeser bastante explorado.

Futuramente, pode ser feita a análise das dinâmicas da concorrência e do operador de correlação

param−n= 2 em−n= 1. E também podem ser investigadas estas dinâmicas com dissipação

no sistema.
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