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escolha. Clacla, no meio dessa nossa maluquice toda você me ensina tanto
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Resumo

Apresentamos dois exemplos de tunelamento em poços de potencial du-

plos. O primeiro é um estudo da localização num sistema dissipativo de

um corpo realizado a partir de uma analogia com um sistema de spin-1/2

num campo magnético uniforme. O segundo exemplo é uma investigação

do processo de tunelamento de um condensado de Bose-Einstein num poço

de potencial duplo a partir de uma hamiltoniana de muitos corpos. Apesar

do modelo de dois modos não ser suficientemente reaĺıstico para um grande

número de part́ıculas (N ≥ 200), ele aponta uma explicação para a não obser-

vação de tunelamento para certas condições iniciais completamente diferente

daquela dada em Michael Albiez et al, Phys. Rev. Lett. 95, 010402 (2005).

Observamos uma “transição de fase” relacionada às propriedades espectrais

da hamiltoniana de muitos corpos e às condições iniciais que, para um desba-

lanceamento de populações suficientemente grande, apresenta probabilidades

de ocupação concentrada em dubletos.
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Abstract

We present two examples of tunneling in double well potentials. The

first is a study of the localization in a dissipative one-particle system by

means of an analogy with a spin-1/2 system in a uniform magnetic field.

The second example is an investigation of the tunneling process of a Bose-

Einstein Condensate in a double well potential from the point of view of

a many body Hamiltonian. Although the two-mode model for the process

is not realistic for large enough number of particles (N ≥ 200), for certain

initial conditions, it points out a completely different explanation for the

non-observation of tunneling from that given in Michael Albiez et al, Phys.

Rev. Lett. 95, 010402 (2005). We observe a “phase transition” related to

spectral properties of the Hamiltonian and the initial conditions which, for

large enough initial population imbalance, presents occupation probabilities

concentrated in doublets.
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Caṕıtulo 1

Introdução

“No meio do caminho tinha uma pedra

tinha uma pedra no meio do caminho

tinha uma pedra

no meio do caminho tinha uma pedra”.

(Carlos Drummond de Andrade)

Tunelamento de part́ıculas massivas é uma manifestação da natureza

ondulatória da matéria. No eletromagnetismo clássico, ao jogar luz num

prisma de forma a obter reflexão total observa-se também uma onda evanes-

cente. Se colocarmos outro prisma a uma pequena distância do primeiro

prisma numa região onde existe a onda evanescente, essa onda é trasmi-

tida atraves do segundo prisma [2]. Esse fenômeno pode ser entendido como

um tunelamento de ondas eletromagnéticas clássicas. A descoberta de ma-

teriais radioativos por Marie Curie no final do século XIX foi o embrião

da teoria de tunelamento quântico. Esses materiais possuem taxas carac-

teŕısticas de decaimento, ou “meia-vida” e, além disso, emissões radioativas

possuem energias caracteŕısticas. Em 1928, George Gamow [3] e, de forma

independente, Ronald Gurney e Edward Condon [4, 5] compreenderam a

desintegração alfa em termos da “perfuração” quântica da barreira de poten-

cial coulombiano pela função de onda da part́ıcula alfa de dentro do núcleo

para o exterior. Gamow resolveu o potencial modelo para o núcleo e disso

derivou a relação entre a meia-vida da part́ıcula e a energia de emissão de

radiação. Logo depois, esses dois grupos já começaram a se perguntar se se-

ria posśıvel a part́ıcula tunelar também para dentro do núcleo. Na verdade,

um ano antes dos trabalhos de Gamow com decaimento alfa, em 1927, um

f́ısico alemão chamado Friedrich Hund [6] já havia notado a possibilidade do
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que ele chamava de “penetração de barreira”no cálculo do desdobramento da

energia fundamental num poço de potencial duplo. Esse fenômeno aparece,

por exemplo, nas transições de “inversão” da molécula de amônia (veja por

exemplo ref.[7]). Nesse mesmo ano, Lothar Nordheim [8] usou a equação

de Schrödinger no cálculo do coeficiente de reflexão de um elétron incidindo

sobre vários tipos de interface e notou que, mesmo que tenha energia insu-

ficiente para vencer a barreira classicamente, ele ainda poderia atravessá-la.

Nordheim extendeu, ainda, o caso de tunelamento entre estados ligados para

o caso de tunelamento entre estados cont́ınuos. J. Robert Oppenheimer [9]

subsequentemente calculou a taxa de ionização do hidrogênio num campo

externo.

A transição de “inversão”da molécula de amônia e decaimento alfa, fenô-

menos estudados por Hund e por Gamow, respectivamente, são formas dis-

tintas de tunelamento. A distinção essencial entre esses dois fenômenos é que

neste, a relação de fase entre as amplitudes, por estar em lados diferentes da

barreira podem ser negligenciados, já que uma vez atravessada a barreira,

os sistema não volta e “interfere consigo mesmo”; e naquele é crucial levar

as relações de fase em conta, já que o sistema oscila coerentemente entre os

dois lados da barreira. Por isso mesmo, muitos f́ısicos chamam o tipo de

tunelamento estudado por Hund de coerência quântica e esse será o escopo

desta dissertação.

Em 1962, Brian Josephson previu o chamado “efeito Josephson” [10].

Esse fenômeno é o tunelamento coerente numa escala macroscópica num sis-

tema descrito por duas funções de onda macroscópicas fracamente ligadas

com coerência global de fase. A primeira evidência experimental desse efeito

occoreu em 1963 [11], numa “junção de Josephson´´ que é formada por dois

supercondutores acoplados separados por uma fina barreira isolante, A de-

scoberta do efeito Josephson abriu novos horizontes para uma larga gama de

aplicações[12]. Hoje em dia junções são usadas, por exemplo, em SQUIDS

(Superconducting Quantum Interference Devices), que permitem a medição

de campos magnéticos extremamente fracos com uma resolução da ordem de

10−14T. Apesar de ter sido desenvolvida no contexto de supercondutores, a

teoria do efeito Josephson pode ser aplicada a todo sistema f́ısico descrito por

funções de onda macroscópicas fracamente acopladas, em particular Conden-

sados de Bose-Einstein.
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Nesta dissertação estudamos dois exemplos de tunelamento coerente em

estados ligados de um poço de potencial duplo. O primeiro é um modelo

esquemático onde o poço duplo é caracterizado por um spin-1/2 e um reser-

vatório dissipativo é também levado em conta. O outro é um modelo reaĺıstico

para o tunelamento num sistema de muitos corpos, baseado em observações

experimentais. Em ambos os casos, enfatizamos a evolução temporal da

dinâmica de tunelamento, focando nos efeitos de decoerência no primeiro

caso e, no segundo caso, na importância tanto da condição inicial quanto

de propriedades espectrais do sistema. Calculamos peŕıodos de oscilações

de Josephson em dois condensados de Bose-Einstein fracamente acoplados e

discutiremos a aparente localização do sistema para determinadas condições

iniciais.

O caṕıtulo 2 desta dissertação é um sobrevôo por alguns conceitos fun-

damentais que serão usados ao longo do trabalho. No caṕıtulo 3 nós desen-

volvemos um modelo esquemático para o estudo de decoerência e localização

de uma part́ıcula num poço de potencial duplo. O caṕıtulo 4 é dedicado

aos condensados de Bose-Einstein, incluindo uma introdução histórica, uma

abordagem teórica e um resumo dos principais resultados experimentais com

BECs. O caṕıtulo 5 é o estudo da dinâmica de tunelamento de um conden-

sado de Bose-Einstein colocado num poço potencial duplo, cuja realização

experimental foi feita em 2005 [1].



Caṕıtulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste caṕıtulo revisaremos algumas ferramentas necessárias para a com-

preensão desta dissertação. As referências se encontram ao longo do texto.

2.1 O Espaço de Fock e Segunda Quantização

O espaço de Fock é um sistema algébrico usado na mecânica quântica

para descrever estados quânticos com um número de part́ıculas variável ou

não conhecido. Um exemplo de um estado do espaço de Fock é

|Ψ〉 = |φ1, φ2, ..., φn〉 (2.1)

descrevendo n part́ıculas, cada uma tendo a função de onda φi. Cada φi é

uma função de onda qualquer do espaço de Hilbert H para uma part́ıcula.

Quando falamos de uma part́ıcula no estado φi é importante ter em mente que

na mecânica quântica part́ıculas idênticas são indistingúıveis, e num mesmo

espaço de Fock todas as part́ıculas são idênticas (para descrever várias espé-

cies de part́ıculas é só fazer o produto tensorial de espaços de Fock diferentes).

Uma das caracteŕısticas mais importantes desse formalismo é que estados são

intrinsicamente simetrizados de forma que , por exemplo, se o estado acima

|Ψ〉 é fermiônico, ele será zero se dois ou mais dos φi forem iguais por causa

do Prinćıpio de exclusão de Pauli. Também é importante pontuar que os

estados são normalizados por construção. Uma base útil e conveniente para

esse espaço é a base de número de ocupação. Se |Ψ〉i for uma base de H então

podemos denotar o estado com n0 part́ıculas no estado |Ψ〉0, n1 part́ıculas
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no estado |Ψ〉1,..., nk part́ıculas no estado |Ψ〉k como

|n0, n1, ..., nk〉, (2.2)

com cada ni assumindo o valor 0 ou 1 para part́ıculas fermiônicas e 0, 1, 2, ...

para bósons. Tal estado é chamado estado de Fock e descreve um conjunto

de part́ıculas não interagentes em números bem definidos. O estado puro

mais geral é a superposição linear de estados de Fock.

Operadores importantes nesse formalismo são os operadores ψm(~r) que

são lineares mas não hermitianos e agem sobre vetores do espaço de Fock.

Temos as relações de comutação

[ψm(~r), ψ†
m′(~r′)] = δmm′δ(~r − ~r′)

[ψm(~r), ψm′(~r′)] = 0 (2.3)

no caso de bósons, e anticomutação no caso de férmions

{ψm(~r), ψ†
m′(~r

′)} = δmm′δ(~r − ~r′)

{ψm(~r), ψm′(~r′)} = 0. (2.4)

Onde [A,B] = AB −BA e {A,B} = AB +BA e o ı́ndicie m (m′) identifica

as diferentes part́ıculas. É conveniente expandir a dependência de ~r dos

operadores de campo ψm(~r) em termos de um conjunto ortonormal e completo

de funções φk(~r), escrevendo-os sob a forma

ψm(~r) =
∑

k

φk(~r)akm. (2.5)

Usando as propriedades de ortonormalização das funções φk, podemos ex-

pressar os operadores akm como

akm =

∫

d3rφ∗
k(~r)ψm(~r), (2.6)

que satisfazem as relações de comutação

[akm, a
†
k′m′ ] = δkk′δmm′

[akm, ak′m′ ] = 0 (2.7)
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no caso de bósons idênticos, e anticomutação no caso de férmions

{akm, a
†
k′m′} = δkk′δmm′

{akm, ak′m′} = 0. (2.8)

Nos dois casos, uma classe de operadores que podemos construir é a dos

chamados operadores de número. A partir dos operadores de campo ψm(~r)

obtemos os operadores

Nm =

∫

d3~rψ†
m(~r)ψm(~r) e N =

∑

m

Nm,

ou, usando (2.5) e as propriedades de ortonormalização e φk, obtemos:

Nkm = a†kmakm, Nm =
∑

k

a†kmakm, e N =
∑

m

Nm.

A razão desses operadores serem chamados operadores de número é esclare-

cida ao observar as relações de comutação abaixo (que valem tanto para

bósons quanto para férmions)

[Nm, ψm′(~r)] = −δmm′ψm′(~r),

[N,ψm′(~r)] = −ψm′(~r),

[Nm, ψ
†
m′(~r)] = δmm′ψ†

m′(~r),

[N,ψ†
m′(~r)] = ψ†

m′(~r)

e ainda

[Nkm, ak′m′ ] = −δkk′δmm′ak′m′ ,

[Nm, akm′ ] = −δmm′akm′ ,

[N, akm′ ] = −akm′ ,

[Nkm, a
†
k′m′ ] = δkk′δmm′a†k′m′ ,

[Nm, a
†
km′ ] = δmm′a†km′

[N, a†km′ ] = a†km′ .

É importante observar que

N †
km = Nkm e [Nkm, Nk′m′ ] = 0 (2.9)
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(bósons ou férmions),isso significa que tanto Nm como N são escritos como

uma soma de operadores hermitianos que comutam entre si e que portanto po-

dem ser todos diagonalizados simultaneamente. Assim, os autovalores desses

operadores poderão sempre ser escritos como somas de autovalores dos Nkm.

Supondo que |nkm〉 seja um autovetor de Nkm com autovalor nkm, segue que

, se a†km|nkm〉 6= 0,

Nkma
†
km|nkm〉 = a†kmNkm|nkm〉 + [Nkm, a†km]|nkm〉

= (nkm + 1)a †km |nkm〉

e, se akm|nkm〉 6= 0,

Nkmakm|nkm〉 = akmNkm|nkm〉 + [Nkm, akm]|nkm〉
= (nkm − 1)akm|nkm〉.

Agora,

nkm = 〈nkm|Nkm|nkm〉 = 〈nkm|a†kmakm|nkm〉 = ||akm|nkm〉|| ≥ 0, (2.10)

Dessas relações decorre que os autovalores nkm devem ser números inteiros

não-negativos, e que

akm|nkm = 0〉 = 0. (2.11)

Esses resultados servem tanto para bósons quanto para férmions, no entanto,

no caso de férmions, segue das relações de anticomutação (2.8) que a†2km ≡ 0,

de modo que,

a†2km|nkm = 0〉 = a†km|nkm = 1〉 = 0 (2.12)

e os autovalores de Nkm são apenas 0 e 1 no caso de férmions. Esse mesmo

resultado pode ser obtido notando que, no caso de férmions, os operadores

Nkm são na realidade operadores de projeção (N 2
km = Nkm).

Como consequência desses fatos e da definição de Nm e de N como soma

dos Nkm, os espectros de Nm e de N consistem dos inteiros 0, 1, 2, ... Esses

operadores são interpretados como associados respectivamente ao número de

part́ıculas no estado de spinm e ao total de part́ıculas. Isso na realidade torna

essa quantidade uma variável dinâmica associada a um operador no espaço de

Fock, como mencionado inicialmente. O autovetor de N com autovalor zero,

|0〉, corresponde ao“vácuo”. Os operadores a†km e akm, por sua vez, funcionam
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como operadores de criação e de aniquilação de part́ıculas. Autovetores de

Nm e de N com autovalores νm > 0, ν > 0 são obtidos atuando sobre |0〉
com ν operadores de criação. No caso de férmions, esses operadores devem

ser todos diferentes, já que o produto de dois operadores iguais é nulo devido

à propriedade de anticomutatividade dos operadores de campo.

2.2 A Distribuição de Bose-Einstein

A estat́ıstica quântica para bósons indistingúıveis foi introduzida pelo

cientista indiano Satyendra Bose [27] em 1924. Para calcular as diferentes

e distingúıveis formas em que um sistema pode ser arranjado para produzir

uma dada partição, primeiramente avaliamos o número de arranjos distin-

gúıveis de ni part́ıculas dentre os gi estados degenerados com energia Ei que

resultam em funções de onda simétricas. Esse número de arranjos é igual ao

número de maneiras nas quais ni objetos idênticos podem ser distribúıdos

dentro de gi caixas, sem definição de um limite para o número de part́ıculas

em cada caixa. O número de arranjos posśıveis de part́ıculas e divisões entre

uma caixa e outra é igual ao número de permutações de ni + gi − 1 objetos,

dividido por ni! (já que as part́ıculas são indistingúıveis) e por (gi − 1)! (as

divisões entre as caixas também são idênticas). Com isso, o número total de

arranjos das ni part́ıculas dentre os gi estados é

(ni + gi − 1)!

ni!(gi − 1)!
. (2.13)

Obtemos o número total de maneiras distingúıveis de formar a partição n1,

n2, n3,...dentre os ńıveis de energia E1, E2, E3,... multiplicando todas as

expressões do tipo (2.13) para cada ńıvel de energia.

P =
(n1 + g1 − 1)!

n1!(g1 − 1)!
.
(n2 + g2 − 1)!

n2!(g2 − 1)!
.
(n3 + g3 − 1)!

n3!(g3 − 1)!
=
∏

i

(ni + gi − 1)!

ni!(gi − 1)!
.

(2.14)

A partição mais provável é encontrada calculando o valor máximo de lnP

já que esta tem o mesmo máximo de P e se N � 1, lnP ! ∼= P lnP . Ela

corresponde aos números

ni =
gi

eα+βEi − 1
. (2.15)
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Essa é a distribuição de Bose-Einstein. Aqui 1/β = kT e α é um número

positivo determinado pela exigência que
∑

i ni = N .

2.3 A Esfera de Bloch

Para descrever estados quaisquer no espaço de Hilbert usamos a matriz

densidade ρ positiva definida por ρ = ρ†, T r(ρ) = 1. Para estados puros

ρ2 = ρ ⇒ Tr(ρ2) = 1 e para estados mistos Tr(ρ2) < 1. No espaço de

Hilbert para spins-1/2 temos os estados vetores puros descritos por

|ψ〉 =
1

√

(a2 + b2)

(

a

b

)

. (2.16)

Os observáveis posśıveis são (com ~ = 1)

Ŝx ≡
(

0 1

1 0

)

,

Ŝy ≡
(

0 −ı
ı 0

)

,

Ŝz ≡
(

1 0

0 −1

)

.

Tanto os estados mistos quanto os estados puros podem ser descritos pela

matriz densidade na parametrização de Bloch ρ1 (ρ1 = ρ†1, T rρ1 = 1):

ρ1 ≡
(

Sz Sx + ıSy

Sx − ıSy 1 − Sz

)

. (2.17)

Com 〈Ŝx〉 = Tr(ρŜx) = Sx, 〈Ŝy〉 = Tr(ρŜy) = Sy, 〈Ŝz〉 = Tr(ρŜy) = Sy.

Para todo estado podemos construir um vetor ~S = (Sx, Sy, Sz). O conjunto

desses vetores de módulo um, que representam estados puros, formam uma

esfera unitária chamada de esfera de Bloch. Os estados mistos, para os quais

||~S|| < 1 estão no interior dessa esfera.
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Figura 2.1: A esfera de Bloch e um vetor de Bloch ~S.
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2.4 Decoerência e a Forma de Lindblad

Na tentativa de compreender a fronteira da mecânica quântica com a

mecânica clássica surgiram varias teorias das quais uma das mais bem suce-

didas é a decoerência. Essencialmente essa teoria trata da destruição, pelo

“ambiente”, da coerência entre os estados de um sistema quântico.

O prinćıpio de superposição garante que qualquer superposição coerente

de estados quânticos é também um estado quântico. Mas nem sempre isso é

verdade ao se tratar de sistemas quânticos abertos nos quais a dinâmica pode

evoluir de superposições para misturas estat́ısticas. O conjunto de todos os

estados no espaço de Hilbert é enorme se comparado ao conjunto de esta-

dos em que são encontrados sistemas clássicos. Surge então a necessidade

de explicar a origem desse fenômeno que impede a existência da maioria

dos estados no espaço de Hilbert de alguns sistemas f́ısicos. Dáı a teoria

de decoerência, e sua principal consequência: a superseleção induzida pelo

ambiente.

A idéia é separar o sistema quântico global em um subsistema, con-

stitúıdo pelos graus de liberdade considerados relevantes, e um ambiente,

constitúıdo pelos graus de liberdade considerados irrelevantes. O ambiente

emaranha com o subsistema (que de agora em diante chamaremos de o “sis-

tema”), levando à destruição incessante de correlações de fase.

A equação diferencial que descreve a evolução temporal do operador den-

sidade ρ, ρ = ρ†, T r(ρ) = 1 que representa um determinado estado no espaço

de Hilbert é chamada equação mestra. Se for uma equação independente do

tempo terá a forma
d

dt
ρ = L(ρ). (2.18)

L é chamado de superoperador Liouvilliano, que atua sobre ρ. A solução

formal desta equação é dada por

ρ(t) = exp{Lt}ρ(0). (2.19)

Um caminho matemático para obter a equação mestra para um certo sistema

quântico, é estabelecer as condições que L deve satisfazer para garantir que

a solução (2.19) seja de fato um operador densidade (ρ positivo, hermitiano

e Tr(ρ) = 1). Nesse sentido há um teorema devido a Lindblad [21] em que o
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autor estabelece a forma que L deve ter:

L =
1

ı~
[H, •] +

∑

j

{2Lj • L†
j − L†

jLj • − • L†
jLj}, (2.20)

onde L e H são operadores quaisquer e • é utilizado para indicar onde entra o

operador sobre o qual L está agindo, e.g.: [H, •]ρ = [H, ρ]. Repare que, para

um sistema isolado, a equação de Shcrödinger para o operador densidade se

escreve
d

dt
ρ =

1

ı~
[H, ρ], (2.21)

ou seja, a equação (2.18), com L na forma (2.20), onde todos os Lj são

nulos e H é a Hamiltoniana livre hermitiana. Percebe-se, assim, que os

operadores de Lindblad Lj descrevem os efeitos do não isolamento do sistema,

sendo responsáveis pelo desvio da evolução temporal daquela que seria uma

evolução unitária.

A forma de Lindblad garante Tr(ρ(t)) = 1 e hermiticidade ao longo do

tempo, mas esse teorema é essencialmente matemático e pode contemplar

situações não f́ısicas [19]. Portanto do ponto de vista f́ısico, uma derivação

do Liouvilliano em termos de aproximações que levam a essa f́ısica é sempre

desejável.

No caṕıtulo seguinte estudaremos um exemplo de aplicação da forma de

Lindblad a um sistema de dois ńıveis acoplado a diferentes reservatórios e

mostramos que os termos fora da diagonal da matriz densidade ρ se anu-

lam para tempos longos. O sistema evolui então necessariamente para uma

mistura estat́ıstica.



Caṕıtulo 3

Um Modelo Simples para

Tunelamento

De acordo com a mecânica clássica, se uma part́ıcula for inicialmente

localizada de um lado de um poço de potenial duplo, e se a sua energia

for menor do que aquela da barreira central, a part́ıcula resta eternamente

daquele lado da poço. No entanto, a mecânica quântica prevê que se a

barreira é finita entao existe uma probabilidade não-nula da part́ıcula passar

para o outro lado da barreira, i.e. tunelar. Na verdade, se o sistema é isolado

e a part́ıcula está num ńıvel de energia baixo então a dinâmica da part́ıcula

apresentará oscilações entre os estados localizados do lado esquerdo e direito

da barreira central e em geral a part́ıcula estará deslocalizada nos dois lados

do poço.

Em contrapartida, sabemos que a coerência dos graus de liberdade que

tunelam pode ser destrúıda quando a part́ıcula interage e seu estado emaranha

com outros (muitos) graus de liberdade, os chamados reservatórios, num

efeito quântico conhecido como decoerência. Aqui apresentamos um estudo

esquemático do efeito da decoerência num poço potencial duplo no qual está

localizada um part́ıcula. 1

3.1 O Poço Duplo

Considere uma part́ıcula num potencial composto por dois poços infinitos

de largura a, centrados em x = ±b. A part́ıcula tem probabilidade nula de

atravessar a barreira infinita e passar de um poço para outro. Por essa razão,

1Esse trabalho foi submetido à revista Physica Scripta em Julho 2006.
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as energias posśıveis para essa part́ıcula não diferem daquelas posśıveis para

uma part́ıcula situada num potencial que consiste num único poço:

En =
~

2n2π2

2ma2
(3.1)

com

kn =
nπ

a
(3.2)

Surge uma degenerescência dos ńıveis de energia devido à presença de dois

poços. Observe que a mesma energia En pode ser associada a qualquer das

duas funções de onda abaixo:

φn
1(x) =











√

2
a

sin[kn(b + a
2
− x)] se b− a

2
≤ x ≤ b + a

2

0 caso contrário.

(3.3)

φn
2(x) =











√

2
a
sin[kn(b+ a

2
+ x)] se b− a

2
≤ −x ≤ b+ a

2

0 caso contrário.

(3.4)

Por razões que se tornarão claras mais adiante, é conveniente passar

para a representação numa outra base, formada pelos autoestados da Hamil-

toniana que são funções pares ou ı́mpares da posição. Nesse caso nossas

autofunções são as combinações lineares simétrica e antisimétrica:

φn
s (x) =

√

1

2
[φn

1 (x) + φn
2(x)],

φn
a(x) =

√

1

2
[φn

1 (x) − φn
2 (x)].

Nos estados |φn
a〉 e |φn

s 〉, a part́ıcula pode ser encontrada em um ou outro

poço. No que segue, nós nos limitaremos ao estado fundamental.

Imagine que a barreira separando os dois poços é abaixada até uma altura

finita V0. Vamos procurar a forma das funções de onda da part́ıcula nos seus

primeiros ńıveis de energia (E < V0).

Dentro dos dois poços quadrados o potencial é nulo (V (x) = 0). A função
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−b
0

b
x

a a

(a) φ1

1
(x)

−b
0

b
x

a a

(b) φ1

2
(x)

Figura 3.1: Os estados φ1
1(x) e φ1

2(x) são estados estacionários com a mesma ener-
gia E1 = ~

2π2/2ma2, respectivamente localizados no poço da direita
e da esquerda.

de onda tem portanto a forma

χ(x) =







A sin[k(b + a
2
− x)] se b− a

2
≤ x ≤ b + a

2

A′ sin[k(b + a
2

+ x)] se b− a
2
≤ −x ≤ b + a

2
.

onde k está relacionada à energia E daquele ńıvel pela relação:

E =
~

2k2

2m
. (3.5)

χ(x) sempre se anula em x = ±(b + a/2) porque V (x) é infinita nesses

pontos. Por outro lado, já que V0 é finito, χ(x) não é zero nos pontos x =
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±(b− a/2).

Mais uma vez, já que V (x) é par, podemos procurar as autofunções pares,

χs(x), e ı́mpares, χa(x), do Hamiltoniano (fig. 3.2). Aqui é fácil perceber que

A′
s = As e A′

a = −Aa. Os autovalores associados a χs e χa serão denotados

por Es e Ea.

−b
0

b
x

a a

(a) φ1

s
(x)

−b 0 b
x

(b) φ1

a
(x)

Figura 3.2: As autofunções simétrica χs e antissimétrica χa para o poço duplo com
barreira central finita. Observe que as funções de onda não desapare-
cem no intervalo −(b−a/2) ≤ x ≤ (b−a/2) o que implica que há uma
probabilidade não-nula da part́ıcula incialmente localizada de um lado
do poço, tunelar atraves da barreira.

No intervalo −(b − a/2) ≤ x ≤ (b − a/2), a função de onda não é nula

(fig.3.2), como era o caso em que a barreira central era infinita, isso ilustra

que há uma probabilidade não-nula da part́ıcula atravessar a barreira. Esse é
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o fenômeno quântico chamado tunelamento. Do ponto de vista da mecânica

clássica a part́ıcula não atravessaria a barreira enquanto V0 fosse maior que

a energia da part́ıcula. No intervalo −(b − a/2) ≤ x ≤ (b − a/2) a função

de onda é uma combinação linear das exponenciais eqs,ax e e−qs,ax e portanto,

nesse intervalo, as funções χs e χa podem ser escritas como

χs(x) = Bs cosh qsx

χa(x) = Ba sinh qax. (3.6)

Onde qs e qa são definidas em termos de Es,a e V0 por

qs,a =

√

2m

~2
(V0 − Es,a) =

√

α2 − k2
s,a (3.7)

onde V0 = ~2α2

2m
. Usando as condições de contorno em x = ±(b − a/2)

encontramos

tan(ksa) = −ks

qs
coth[qs(b−

a

2
)]

= − ks
√

α2 − k2
s

coth[
√

α2 − k2
s(b−

a

2
)] (3.8)

tan(kaa) = −ka

qa
tanh[qa(b−

a

2
)]

= − ka
√

α2 − k2
a

tanh[
√

α2 − k2
a(b−

a

2
)] (3.9)

Essas equações podem ser resolvidas graficamente. Um dado número

de ráızes são encontradas: k1
s , k

2
s , ..., k

1
a, k

2
a, ... A ráız k1

s é diferente de k1
a já

que as duas equações trancendentais são distintas: as energias En
s e En

a são

portanto diferentes. Se deixarmos α → ∞ em (3.8) e (3.9), somos levados

a tan(ks,aa) = 0 e kn
s,a → nπ/a que é o valor encontrado em (3.2). Isso

significa que quando V0 se torna muito grande, En
s e En

a ambas aproximam

das energias posśıveis no poço de potencial infinito. Note que quanto mais

V0 excede En, mas perto ficam as duas energias En
s e En

a .

Note então que o fato de termos obtido duas equações transcendentais

diferentes para as energias Ea e Es mostra que a possibilidade de tunela-

mento remove a degenerescência dos primeiros ńıveis de energia do poço du-
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plo, dando origem a dubletos (E1
s , E

1
a), (E2

s , E
2
a). Já que o dubleto (E1

s , E
1
a)

tem menor energia, |E1
s − E1

a| < |E2
s − E2

a |. Então, se a barreira V0 é alta

(En
s , E

n
a << V0 para n pequeno) então a separação entre dubletos vizinhos

(|En+1
s −En

s |) é muito maior que a separação de energia entre os dois ńıveis de

cada dubleto. Isso nos permite tratar separadamente cada dubleto como um

sistema de dois ńıveis. Aqui trataremos o primeiro dubleto como um sistema

de dois ńıveis e desconsideraremos os outros ńıveis de energia do poço duplo.

Repare que, se o sistema é isolado, a dinâmica da part́ıcula armadilhada

apresenta oscilações entre os estados localizados do lado esquerdo e direito da

barreira central e em geral a part́ıcula ficará deslocalizada dos dois lados da

barreira. Aqui estudaremos esquematicamente o que acontece se o sistema

não é isolado, i.e. que efeito tem o acoplamento do sistema com um ambiente

na dinâmica de uma part́ıcula num poço potencial duplo.

3.2 Um Modelo Esquemático

Retornemos ao poço duplo. De agora em diante, consideraremos so-

mente o primeiro dubleto do espectro do poço e faremos uma analogia desse

sistema de dois ńıveis com uma part́ıcula de spin-1/2 precessando em torno

de um campo magnético [7]. Existem infinitas maneiras de construir essa

analogia. Escolheremos associar a cada lado do poço os autoestados | − x〉
(lado esquerdo do poço) e | + x〉 (lado direito do poço) da componente Sx

do spin. Nesse caso, os estados estacionários simétrico e antisimétrico, da-

dos respectivamente por |s〉 = | + x〉 + | − x〉/
√

2 e |a〉 = | + x〉 − | − x〉/
√

2,

serão associados aos autoestados de Sz (σz = |s〉〈s| − |a〉〈a|). O movimento

oscilatório da part́ıcula através da barreira central, o que é nada mais que

uma sucessão de interferências construtivas e destrutivas das funções de onda

simétrica e antissimétrica, pode ser associada à precessão desse spin-1/2 fic-

t́ıcio em torno de um campo magnético uniforme paralelo ao eixo Oz, com

frequência ω = |E0s−E0a |
~

. A dinâmica desse sistema isolado é então descrita

pela Hamiltoniana H = −ω
2
σz.

Considerado como um sistema quântico aberto, a evolução da part́ıcula

de spin-1/2 pode ser descrita por uma equação mestra de Lindblad (Eq.2.20):

ρ̇ = −iω
2

[σz, ρ] −
1

2

n
∑

k=1

{Γ†
kΓkρ+ ρΓ†

kΓk − 2ΓkρΓ
†
k}, (3.10)
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V0

Figura 3.3: O poço duplo simétrico. Nós associamos cada lado da barreira de
potencial pela qual a part́ıcular pode tunelar com os autoestados da
componente de spin Sx.

Podemos associar flutuações aleatórias na altura ou largura da barreira, com

preservação de simetria, a um reservatório de fase, o sistema de spin repre-

sentado por Γ1 =
√
k1σz, lembrando que σz é a matriz de Pauli

σz ≡
(

1 0

0 −1

)

.

Justificamos essa associação com o seguinte argumento: pequenas flutuações

na dimensão da barreira não mudam os autoestados do sistema. Elas resul-

tam unicamente em variações na frequência ω, causando defasagem entre os

estados simétrico e antissimétrico, o que caracteriza um reservatório de fase.

Na analogia com o campo magnético, essas flutuações na barreira correspon-

dem a flutuações no campo Bz, mantendo fixos Bx = 0 e By = 0.

Outra fonte de decoerência pode ser associada a flutuações na posição da

barreira dentro do poço. Um ligeiro deslocamento na posição da barreira re-

sulta em novos autoestados para o sistema. Estes podem ser obtidos através

de combinaçoes lineares dos autoestados do poço duplo simétrico. Na analo-

gia com o campo magnético, o processo inteiro pode ser descrito como uma

pequena flutuação Bx , por exemplo. Podemos associar esse fenômeno com

um reservatório tipo spin-flip descrito por Γ2 =
√
k2σx, onde σx é a matriz

de Pauli

σx ≡
(

0 1

1 0

)
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.

Primeiro vamos considerar apenas o reservatório de fase Γ1, i.e. as flu-

tuações simétricas nas dimensões da barreira central. A equação mestra

descrevendo a evolução do sistema é:

ρ̇ = −iω
2

[σz, ρ] − k1(ρ− σzρσz), (3.11)

já que σz = σ†
z e σ2

z = 1. Para resolver a equação mestra acima nós consid-

eramos a parametrização de Bloch

ρ(t) =
1

2

(

1 + Sz(t) Sx(t) + iSy(t)

Sx(t) − iSy(t) 1 − Sz(t)

)

, (3.12)

com a condição inicial de um estado puro qualquer (spin numa direção arbi-

trária).

ρ(0) =
1

2

(

1 + cos θ e−iφ sin θ

eiφ sin θ 1 − cos θ

)

. (3.13)

Inserindo (3.12) em (3.11) obtemos as equações de movimento para Sx, Sy e

Sz:

Ṡx = −2k1Sx + ωSy,

Ṡy = −ωSx − 2k1Sy,

Ṡz = 0. (3.14)

Como podeŕıamos esperar, o reservatório de fase preserva a componente Sz

do spin, o que significa que os autoestados de Sz são soluções estacionárias

da equação (3.11). A solução para a equação mestra (3.11) é dada por

Sx(t) = e−2k1t(A cosωt+B sinωt),

Sy(t) = −e−2k1t(A sin (ωt) +B cos (ωt)),

Sz(t) = C, (3.15)

com as constantes A, B e C determinadas pelo estado inicial. A matriz

densidade dependente do tempo é dada por

ρ(t) =
1

2

(

1 + cos θ e−iφ sin θe−2(k1+iω)t

eiφ sin θe−2(k1−iω)t 1 − cos θ

)

. (3.16)
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Por exemplo, vamos considerar o estado inicial | + x〉, i.e. θ = π/2 e φ = 0,

o que corresponde a uma superposição dos autoestados simétrico e anti-

simétrico do poço. Nesse caso, a part́ıcula está inicialmente localizada do

lado esquerdo da barreira. Note, no entanto, que a localização da part́ıcula

deve ser vista como uma interferência construtiva das soluções simétrica e

antisimétrica do potencial. Note ainda que uma vez que o sistema evolui no

tempo, a part́ıcula tunela através da barreira e a probabilidade de encontrá-la

do lado esquerdo do poço será dada por:

Pl(t) = Tr{ρ(t)| + x〉〈+x|}

Pl(t) =
1

2

[

1 + e−2k1t cos (ωt)
]

. (3.17)

No processo de decoerência o sistema de interesse emaranha com o reser-

vatório, estabelecendo correlações quânticas com o mesmo e perdendo suas

coerências internas. Uma medida desse emaranhamento do sistema com o

reservatório e sua subsequente perda de coerência é a pureza do sistema ζ,

que aqui evolui no tempo de acordo com a equação:

ζ = 2Trρ2(t) − 1 = e−4k1t. (3.18)

A probabilidade acima mostra que a part́ıcula oscila entre os dois poços, mas

tende assintoticamente a se localizar, agora no sentido clássico do termo, com

igual probabilidade de estar à direita ou à equerda da barreria central.

Pl(∞) = Pr(∞) = 1/2. (3.19)

Por localização clássica nós entendemos que o estado inicial puro é convertido

numa mistura estat́ıstica, i.e. não é mais posśıvel observar interferência no

sistema.

Note que para um ângulo arbitrário θ, a matriz densidade em t � k−1
1

tende novamente para uma mistura estat́ıstica dos estados |+z〉 e |−z〉, mas

agora com populações diferentes:

ρ(t→ ∞) =
1

2

(

1 + cos θ 0

0 1 − cos θ

)

. (3.20)

Esse resultado era esperado dado que o reservatório de fase afeta somente a
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Figura 3.4: O sistema acoplado a um reservatório σz: A perda de pureza do sis-
tema e a probabilidade (Pl(t) = 1

2

[

1 + e−2k1t cos (ω)
]

) da part́ıcula ser
encontrada do lado esquerdo do poço, dado que esta seja também a
condição inicial (θ = π

2 e φ = 0). Dados k1 = 1 e ω = 10. Note que
a pureza (ζ = 2Trρ2(t) − 1 = e−4k1t) do sistema tende a zero, indi-
cando perda de coerência, que a probabilidade tende a 1/2, indicando
localização.

coerência do estado quântico, i.e., preserva as populações originais do estado

quântico na base σz.

A esfera de Bloch ajuda a ter uma maior compreensão visual desses

efeitos (veja a figura ( 3.5)). Primeiro, devemos nos lembrar que o vetor

de Bloch representa um operador densidade e portanto pode ser visto como

uma média de ensemble em realizações com estados puros. O sistema isolado,

i.e. sem dissipação, implicaria em trajetórias circulares com componente z

constante e velocidade de evolução constante. O reservatório de fase induz

flutuações na velocidade de evolução do vetor e então as componentes x e y do

vetor de Bloch decaem exponencialmente. Para tempos longos (comparado a
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k−1
1 ) o vetor estará muito próximo da projeção do estado inicial no eixo Oz.

Figura 3.5: Um diagrama esquemático de um vetor de Bloch evoluindo dentro de
uma esfera de Bloch para uma condição inicial definida pelos ângulos θ
e φ. Somente as componentes x e y do vetor de Bloch são afetadas pelo
reservatório. A componente z é preservada e, no limite assintótico, o
vetor de Bloch tende à projeção do estado inicial no eixo Oz.

É interessante observar que existem dois estados que não são afetados

pelo reservatório. Os estados | + z〉 e | − z〉 são estados que não perdem

pureza.

Em seguida vamos considerar o sistema acoplado a um reservatório tipo

spin-flip, o que corresponde, nessa analogia, a variações aleatórias na posição

da barreira dentro do poço (i.e. uma perturbação que não conserva simetria).

A equação mestra correspondente é dada por:

ρ̇ = −ıω
2

[σz, ρ] − k2{ρ− σxρσx}, (3.21)
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já que σx = σ†
x e σ2

x = 1. Nesse caso, as equações de movimento para Sx, Sy

e Sz são:

Ṡx = ωSy,

Ṡy = −2k2Sy − ωSx,

Ṡz = −2k2Sz. (3.22)

A solução para a equação (3.21) é:

ρ(t) =
1

2

(

1 + e−2k2t cos θ c∗(t)

c(t) 1 − e−2k2t cos θ

)

, (3.23)

com

c(t) = sen(θ)e−k2t

[

e−ıφ cos(εt) +
sen(εt)

ε

(

k2e
ıφ − ıωe−ıφ

)

]

,

onde ε = k2
2 − ω2. Novamente a interação com o reservatório destrói a co-

erência quântica do estado inicial, e o estado final (k2t � 1) é uma mistura

estat́ıstica. Como antes, o estado assintótico é localizado no sentido clássico

(estat́ıstico) da palavra.

Se o sistema é inicialmente preparado no estado | + x〉 (θ = π/2,φ =

0), uma vez que ele evolui no tempo, a part́ıcula atravessa a barreira e a

probabilidade de encontrá-la do lado esquerdo do poço será dada por

Pl(t) =
1

2

(

1 + e−k2t
)

(cos εt +
k2

ε
sin εt), (3.24)

e a pureza ζ do sistema evolui no tempo de acordo com

ζ = 2Trρ2(t) − 1 = |c(t)|2 − 1. (3.25)

Ao observar a evolução temporal da pureza do estado (figure 3.6) percebe-

mos claramente duas dinâmicas distintas. Nas redondezas de peŕıodos in-

teiros e semi-inteiros (indicados por linhas verticais na figura (3.6)), quando

a part́ıcula tem grande probabilidade de ser encontrada em um lado do poço,

a curva da pureza do estado apresenta plateaux, indicando que a perda de

pureza é mais lenta nesses momentos. sendo maior a perda nos momentos

em que a part́ıcula estaria “atravessando“ a barreira.
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Figura 3.6: O sistema acoplado ao reservatório σx: a pureza ζ do sistema e
a probabilidade de encontrar a part́ıcula do lado esquerdo do poço
(Pl(t) = 1

2

(

1 + e−k2t
)

(cos εt + k2

ε sin εt)) dado o estado inicial θ = π
2

and φ = 0. Aqui usamos k2 = 1 e ω = 10. Percebemos duas dinâmicas
distintas na curva ζ = e−2k2t[(cos εt+ k2

ε sin εt)2 + ω2

ε2
sin εt2]. O plateau

ocorre em momentos em que o sistema tem grande probabilidade de
ser encontrado em um dos lados do poço, indicados pelas linhas ver-
ticais na figura (esse são tempos próximos a um número inteiro ou
semi-inteiro de peŕıodos de tunelamento).

Note que novamente o acoplamento faz variar o eixo de rotação do vetor

de Bloch dentro da esfera de Bloch (figura 3.7). No limite assintótico (k2t >>

1) todos os pontos são igualmente prováveis e o vetor de Bloch tende ao centro

da esfera.

Para ω >> k2, os estados | ± z〉 são os mais robustos, mas nesse caso

não há vetor que seja rigorasamente preservado na evolução temporal. As

flutuações na posição da barreira induzem rotações aleatórias em torno do

eixo Ox de modo que quando a part́ıcula está localizada de um lado do poço

(o vetor de Bloch está alinhado com o eixo Ox) ela fica momentaneamente

imune ao reservatório. Isso significa que o reservatório tipo spin-flip tenderia

a manter os estados |±x〉 constantes, mas a evolução unitária os“tira”do eixo

Ox, e eles passam então a ser afetados pelo reservatório, sofrendo decoerência
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(figura 3.7).

Figura 3.7: Quando o sistema é acoplado a um reservatório tipo spin-flip, não há
qualquer vetor de Bloch que permanece fixo. Aqui mostramos um dos
estados ponteiro, alinhado com o eixo Ox. Mesmo esse estado não é
completamente preservado porque ele é arrancado do seu eixo original
pela evolução unitária o tornando vulnerável ao reservatório.

3.3 Conclusão

Neste caṕıtulo desenvolvemos um modelo esquemático para analisar de-

coerência num sistema de dois ńıveis num potencial externo tipo poço duplo.

Através da analogia com um spin-1/2 precessando num campo magnético,

encontramos a dinâmica da matriz densidade acoplada a dois reservatórios

difusivos diferentes. Em ambos os casos a decoerência localiza o sistema e não

apresenta mais dinâmica oscilatória entre os dois lado do poço de potencial

duplo.



Caṕıtulo 4

Condensados de Bose-Einstein

4.1 O que é um BEC?

O trabalho que deu origem aos condensados de Bose-Einstein (BEC) foi

escrito por Satyendra Bose [27] em 1924, com tradução para o alemão por

Albert Einstein. Havia uma nota do tradutor que dizia que em sua opinião

tratava-se de “uma contribuição de peso, que fornece também uma teoria

quântica dos gases ideais”. O t́ıtulo do trabalho de Bose“A fórmula de Planck

e a hipótese dos quanta de luz” já indica que o assunto tratado é a radiação de

corpo negro. Bose usa as ideias da mecânica estat́ıstica aplicadas diretamente

aos quanta de luz. O que Einstein fez em seguida foi extender o tratamento a

um sistema de part́ıculas livres. O fenômeno de condensação de Bose-Einstein

é consequência da estat́ıstica quântica que nasce da indistinguibilidade de

part́ıculas idênticas e da conservação do número de part́ıculas.

Do ponto de vista clássico podemos pensar num gás ideal de part́ıculas

livres a uma temperatura alta como sendo formado por part́ıculas que são

como bolas de gude. Elas se deslocam entre as paredes do frasco e ocasional-

mente colidem-se. Por outro lado, se usamos a hipótese de de Broglie na qual

part́ıculas são ondas de matéria, então temos que pensar nas part́ıculas em

termos de pequenos pacotes de onda, cujo tamanho é dado aproximadamente

pelo comprimento de onda de de Broglie, λdB. Esse comprimento de onda é

relacionado à velocidade térmica das part́ıculas por λdB = ~/mv, onde m é a

massa das part́ıculas e ~ é a constante de Planck. Enquanto a temperatura é

alta, os pacotes de onda são muito pequenos, e o conceito de indistinguibil-

idade é irrelevante porque ainda podemos seguir a trajetória individual de

cada pacote de onda e usar conceitos clássicos. No entanto, quanto mais frio
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Figura 4.1: Condensados de Bose-Einstein ocorrem quando o com-
primento de onda de de Broglie dos átomos se torna
maior que seu espaçamento médio. Figura extráıda de
http://online.itp.ucsb.edu/online/plecture/ketterle/.

o gás menor a velocidade das part́ıculas que o compõem e, portanto, maior

o comprimento de onda de de Broglie associado a elas. Quando pacotes de

onda individuais se sobrepõem fica imposśıvel seguir trajetórias individuais

até o ponto em que é formada uma única grande onda de matéria (veja figura

4.1).

É esse o racioćınio básico por trás dos trabalhos escritos por Einstein a

partir do trabalho do Bose de 1924. Além disso, a grande diferença entre o

gás de fótons, estudado por Bose, e o gás de part́ıculas, estudado por Einstein,

é que esse último conserva o número de part́ıculas, o que obrigou Einstein a

modificar a dedução de Bose para introduzir essa condição, responsável, em

última análise, pela condensação. Einstein desenvolveu três artigos [28, 29,

30] e previu que quando o comprimento de onda de de Broglie é comparável

ao espaçamento entre part́ıculas, há uma transição de fase. As part́ıculas



4.2 Fótons e Átomos: Porque Fótons Não Formam Condensados 31

se juntam num único estado quântico e se comportam como uma grande

onda de matéria. A indistinguibilidade quântica de part́ıculas idênticas é a

chave desse racioćınio. A transição de fase prevista por Einstein acontece em

sistemas formados por bósons. No caso de férmions o prinćıpio de exclusão de

Pauli garante que as part́ıculas jamais ocuparão o mesmo estado quântico, o

que faz com que o gás de férmions tenha um comportamento completamente

distinto daquele do gás bosônico.

Para obter um BEC é necessário que o gás de bósons seja resfriado a

densidade constante. Mas por muito tempo os f́ısicos acreditaram que seria

imposśıvel formar um BEC porque o sistema iria congelar antes da formação

do condensado gasoso. Num diagrama de fases geralmente não há lugar

para BEC entre as fases gasosa, ĺıquida e sólida da substância. Por muito

tempo os cientistas acreditaram que sua única manifestação poderia ser no

hélio ĺıquido. Entretanto, o fato de lidar com um ĺıquido, e não um gás,

exigiu grandes modificações dos conceitos simples introduzidos por Einstein.

A solução que os f́ısicos encontraram para esse impasse foi abrir mão da

completa estabilidade térmica. Se pegarmos uma substância bastante dilúıda,

ao resfriar o sistema, os átomos demoram para se agrupar e formarem um

sólido. Por um certo tempo tem-se um gás atômico frio metaestável que

dura cerca de dez segundos ou até minutos. Depois disso o condensado dá

lugar a um sólido. Usando então gases bastante dilúıdos de átomos alcalinos

foi posśıvel observar pela primeira vez a condesação de Bose-Einstein em

1995 com um grupo em Boulder e o outro no MIT [31, 32]. Essas primeiras

observações abriram enorme espaço para atividades experimentais e teóricas

com sistemas de muitos corpos a baixas temperaturas.

4.2 Fótons e Átomos: Porque Fótons Não

Formam Condensados

“Cierro los ojos y veo una bandada de pájaros. La visión dura un

segundo o acaso menos; no sé quántos pájaros vi. ¿Era definido o

indefinido su número? El problema involucra el de la existencia

de Dios. Si Dios existe, el número es definido, porque Dios sabe

cuantos pájaros vi. Si Dios no existe, el número es indefinido,

porque nadie pudo llevar la cuenta. En tal caso, vi menos de

diez pájaros (digamos) y más de uno, pero no vi nueve, ocho,
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ciete, ceis, cinco, quatro, tres o dos pájaros. Vi un número entre

diez y uno que no es nueve, ocho, siete, seis, cinco, etcétera. Ese

número entero es inconcebible; ergo, Dios existe.” (J. L. Borges,

Argumentum Ornithologicum).

A distribuição de Bose-Einstein encontrada na sessão 2.2,

ni =
gi

eα+βEi − 1
(4.1)

relativa a part́ıculas indistingúıveis é bastante parecida com a fórmula de

Planck do espectro de corpo negro para radiação eletromagnética.

P (ε) ∝ 1

ehν/kT − 1
(4.2)

onde a energia do fóton ε = hν é expressa pela frequência ν da radiação e

a constante de Planck h. (Foi omitido o número de modos por intervalo de

energia, nos deixando simplesmente com a população de um estado quân-

tico). Na equação (4.1), 1/β = kT e α = −µ/kT é um número positivo

determinado pela exigência que
∑

i ni = N , constante. A quantidade µ (que

tem dimensões de energia) corresponde ao que se chama potencial qúımico,

um parâmetro que garante a conservação do número total de part́ıculas.

A diferença entre a fórmula de Planck e a estat́ıstica de Bose-Einstein é

exatamente no valor de µ que na primeira é zero. Isso expressa, que difer-

entemente do caso de part́ıculas massivas, não há conservação do número de

fótons. Bose, no seu trabalho de 1924 [27], deduziu o espectro de corpo negro

de Planck combinando as naturezas ondulatória e corpuscular da luz. Em

seguida, Einstein usou a hipótese de de Broglie para generalizar o tratamento

de Bose para part́ıculas massivas [28], colocando a exigência de conservação

do número de part́ıculas através da introdução do parâmetro adicional µ.

A ocupação média das células do espaço de fases 〈ni〉 pode ser escrita em

termos do potencial qúımico como

〈ni〉 =
1

e
Ei−µ

kT − 1
. (4.3)

Observe que a expressão (4.3) revela uma limitação importante sobre µ:

como 〈ni〉 não pode ser negativo, é preciso que (Ei − µ)/kT > 0, ou seja,
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Ei > µ para todos os Ei. Em outras palavras, o potencial qúımico µ deve ser

menor que a menor energia posśıvel do sistema. Quanto mais µ tiver que se

aproximar do menor Ei, mais a ocupação média das células correspondentes

será favorecida com relação às demais. O mecanismo numérico por trás da

condensação de Bose-Einstein é, a partir desse ponto de vista, o favorecimento

extraordinário da ocupação média das células de menor energia quando, para

acomodar o número prescrito N de bósons, é preciso que µ se aproxime

drasticamente desse limite superior. Se N não for definido, como é o caso de

fótons, esse argumento falha e não há transição de fase.

4.3 Gás Ideal de Bósons numa Armadilha

No que segue, um gás tridimensional de átomos bosônicos, que por en-

quanto são assumidos não-interagentes, é descrito no formalismo do ensemble

grande canônico. Os átomos são armadilhados num potencial externo V (~r) e

ocupam os estados de uma part́ıcula da armadilha com energias Ei. A ocu-

pação desses estados é dada pela função distribuição de Bose (4.3) O número

total de átomos nos estados excitados pode ser escrito como

N −N0 =

∫

ρ(Ei)dEi

e
Ei−µ

kBT − 1
(4.4)

onde ρ(E) é a densidade de estados do gás atômico armadilhado no potencial

externo V (~r).

Agora, a hamiltoniana segundo-quantizada para bósons não-interagentes

num potencial externo V (~r) pode ser escrita como

H =
∑

n

Ena
†
nan. (4.5)

Onde os operadores a†n, an são os operadores de criação e aniquilação associ-

ados a φn(~r) (veja sessão 2.1). As energias En são os autovalores associados

às autofunções φn(~r) normalizadas e estacionárias de uma part́ıcula na ar-

madilha

−~
2∆2φn(~r)

2M
+ V (~r)φn(~r) = Enφn(~r) (4.6)

Repare que o grau de liberdade de spin foi ignorado nessa formulação,
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o que é uma aproximação razoável não somente para bósons sem spin, mas

também para bósons com spin porém restritos a um subestado magnético

definido, como é o caso de armadilhas magnéticas.

O operador número nesse arranjo é dado por

N =
∑

n

a†nan (4.7)

e o operador densidade grande-canônico tem a forma

ρ =
∏

n

e
− 1

kBT
(En−µ)a†

nan

(

1 − e− En−µ
kBT

)−1 . (4.8)

Novamente repare que a convergência da série impõe que En−µ > 0 para

todo n, o que implica que o limite superior E0 para o potencial qúımico µ. A

temperaturas altas o potencial qúımico é grande e negativo. Quando o gás

atômico é resfriado, µ aproxima a energia do estado fundamental E0 até que,

a uma temperatura cŕıtica Tc, µ se torna igual a E0. Nesse caso, o número

máximo de átomos nos estados excitados se torna limitado e a ocupação do

estado fundamental N0 se torna uma fração macroscópica do número total

de átomos N . No limite T → 0 todos os átomos estão no estado fundamental

do potencial externo e ocorre a condensação de Bose-Einstein. No que segue,

definimos a escala de energia E0 ≡ 0, de forma que devemos ter −∞ < µ < 0.

Como foi mencionado na sessão anterior o valor de µ é determinado pelo

número total fixo de part́ıculas. Para esse efeito temos que avaliar

〈N〉 =
∑

n

〈Nn〉,

〈Nn〉 =
e−β(En−µ)

1 − e−β(En−µ)
≡ ze−βEn

1 − ze−βEn
, (4.9)

onde a fugacidade foi introduzida (z = eβµ). Pelos limites inferior e superior

para o potencial qúımico µ, segue que, na escala de energia escolhida, 0 < z <

1. Para uma dada temperatura T , o valor da fugacidade deve ser determinado

usando a condição subsidiária que fixa o número total de part́ıculas, já que

ele determina o potencial qúımico naquela temperatura. A ocupação média

do menor estado de uma part́ıcula da armadilha pode ser escrito em termos
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da fugacidade como

N0 =
z

1 − z
. (4.10)

A determinação do potencial qúımico µ ou da fugacidade z envolve o

espectro de uma part́ıcula En e portanto requer a especificação do poten-

cial armadilhador V (~r). Uma escolha simples, mas certamente “reaĺıstica” é

aquela de um potencial harmônico anisotrópico

V (~r) ≈ M

2
(ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3z
2) (4.11)

que leva ao espectro

En ≈ en1n2n3
= ~ω1n1 + ~ω2n2 + ~ω3n3, (4.12)

ni = 0, 1, 2, ... i = 1, 2, 3.

Por razões numéricas é conveniente escrever 〈Nn〉 usando a fórmula para a

soma de uma série geométrica

〈Nn〉 =
ze−βEn

1 − ze−βEn
= ze−βEn

∞
∑

ν=0

zνe−βνEn =
∞
∑

ν=1

zνe−βνEn (4.13)

de forma que nossa escolha do potencial armadilhador possui

〈Nn1n2n3
〉 =

∞
∑

ν=1

zν exp (−νn1
~ω1

kT
− νn2

~ω2

kT
− νn3

~ω3

kT
). (4.14)

O número total médio de part́ıculas é então [34]

〈N〉 =

∞
∑

n1,n2,n3=0

〈Nn1n2n3
〉 =

∞
∑

ν=1

zν

i=1
∏

3

1

1 − e−ν
~ωi
kT

. (4.15)

A partir da equação (4.15) pode-se determinar a fugacidade z numericamente

como função da temperatura. Isso completa a determinação do operador

densidade térmico ρ para bósons ideais numa armadilha harmônica. No caso
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de uma armadilha isotrópica, (ω1 = ω2 = ω3 = ω), ficamos com

〈N〉 =

∞
∑

ν=1

zν

(

1 − e−ν ~ω
kT

)3 (4.16)

Retornando à equação (4.4), lembramos que o número total de part́ıculas nos

estados excitados pode ser escrito como

〈N ′〉 = 〈N〉 − 〈N0〉 =
∞
∑

n=1

1

e
1

kT
(En−µ) − 1

<
∞
∑

n=1

1

e
En
kT − 1

≡ 〈N ′
max〉. (4.17)

Essa desigualdade segue do fato que z < 1. Logo, se 〈N〉 > 〈N ′
max〉,

pelo menos 〈N〉 − 〈N ′
max〉 part́ıculas devem ocupar o menor estado de uma

part́ıcula, E0. O número 〈N ′
max〉 é chamado número de saturação. No caso

de uma armadilha harmônica isotrópica, esse número é aproximadamente

〈N ′
max〉 ' 1, 202

(

kT

~ω

)3

. (4.18)

Essa fórmula é bastante útil para determinar a escala de temperatura para

um gás ideal armadilhado. A temperatura cŕıtica T harm
c na qual a estimativa

de 〈N ′
max〉 se torna igual ao número total de part́ıculas 〈N〉,

T harm
c =

~ω

k
(

〈N〉
1, 202...

)
1

3 (4.19)

é a temperatura abaixo da qual bósons começam a acumular no estado de

menor energia E0, como foi mencionado anteriormente.

Resultados obtidos resolvendo numericamente equação (4.16) para a fu-

gacidade e usando a equação (4.10) para avaliar a ocupação do estado de

menor energia E0 como função da temperatura são mostrados para uma

armadilha harmônica isotrópica na figura 4.2. Colocando os valores das con-

stantes envolvidas na equação (4.19), obtemos

T harm
c = 4, 5N1/3 ν(Hz) × 10−11K (4.20)

onde ν = ω/2π é a frequência da armadilha (em Hertz) e a temperatura

cŕıtica é dada em graus Kelvin. Com um valor t́ıpico usado nos experimentos
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Figura 4.2: Ocupação do estado de menor energia, N0/N , e fugacidade, z, (grá-
fico de baixo, linhas cont́ınuas) como função de T/Tc, para os valores
indicados do número total de part́ıculas da armadilha harmônica. O
gráfico de cima é o logaritmo de N0/N . Figura extráıda do Braz. J.
Phys. 34 no3B, 1102 (2004).

ν = 200Hz, vemos que T harm
c está por volta de 40, 200 e 400 nano-Kelvin

para 〈N〉 igual a 100, 10.000 e 100.000, respectivamente.

4.3.1 Armadilhas harmônicas “Quase Unidimensionais”

Armadilhas anisotrópicas podem ser estudadas a partir da equação (4.15).

Aqui consideramos o caso de uma armadilha “quase unidimensional”[34], em

que ω1 ' ω2 � ω3 = ω, com ω/2π na região de 200Hz. Para estimar

o número de saturação nesse caso, ignoramos a contribuição das excitações

transversais na equação (4.17), e obtemos

〈N ′
max〉 '

kT

~ω
ln

(

2kT

~ω

)

. (4.21)

Logo a temperatura cŕıtica T qod
c para esse caso é determinada pela equação

〈N〉 =
kT qod

c

~ω
ln

(

2kT qod
c

~ω

)

. (4.22)
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Figura 4.3: Semelhante à figure 4.2 para um gás ideal de bósons armadilhado numa
armadilha quase unidimensional. A temperatura cŕıtica Tc é dada
agora pela equação (4.22), para os valores indicados para o número
total de part́ıculas na armadilha com ω1/ω3 = ω2/ω3 = 104.Figura
extráıda do Braz. J. Phys. 34 no3B, 1102 (2004).

Abaixo estão gráficos semelhantes aos gráficos na figura 4.2 para uma ar-

madilha harmônica quase unidimensional.

4.4 Parâmetros Relevantes e Ordens de Grandeza

A condensação de um sistema homogêneo de bósons ideais de massa M

pode ser caracterizada em termos de dois parâmetros de comprimento. Um

deles está relacionado ao espaçamento médio entre particulas, e pode ser

tomado como ρ
−1/3
P ≡ L/〈NL3〉1/3, onde ρP é a densidade de part́ıculas. O

segundo parâmetro pode ser tomado como o comprimento de onda térmico

λT ≡ 2π~√
2MkT

associado à temperatura cŕıtica Tc, λTc
como

ρPλ
3
Tc

= 2, 612... × π3/2. (4.23)

ou, em termos do comprimento de onda de de Broglie, λdB = λT/
√
π, es-

crevemos

ρPλ
3
dB = 2, 612... , T = Tc. (4.24)
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Essa é a chamada densidade de espaço de fase para um gás homogêneo.

É interessante observar que a densidade de espaço de fase se torna maior

quando a densidade de part́ıculas aumenta e a temperatura é diminuida, de

forma que o valor cŕıtico representa o valor mı́nimo a ser alcançado para

se obter o condensado. Essa é a raiz da interpretação dos BECs como um

efeito quântico coletivo no qual o grau de localização permitido para difer-

entes part́ıculas, representado por λdB, se torna menor que a distância entre

part́ıculas (representada por ρ
−1/3
P ).

É interessante expressar o comprimento de onda de de Broglie em cen-

t́ımetros:

λdB =
1, 747

√

M(amu)T (µK)
× 10−4cm (4.25)

onde M(amu) é a massa dos átomos em unidades de massa atômica, ν(Hz)

é a frequência da armadilha harmônica em hertz e T (µK) é a temperatura

em micro-Kelvin.

Nos experimentos tratados no caṕıtulo 5 desta dissertação, com frequên-

cia t́ıpica da armadilha ω = 2π × 80Hz e número de átomos na ordem de

N = 1000, a equação leva à temperatura cŕıtica TC ≈ 40nK.

4.5 Gás Bosônico Não Ideal Dilúıdo

Interações entre átomos têm um papel essencial na formação de BECs.

Um importante processo para obter um BEC é o resfriamento por evaporação

(veja seçao 4.6). Nesse processo, a armadilha é montada de forma a deixar

que os átomos mais energéticos escapem, levando à redução da temperatura

através do reestabelecimento do equiĺıbrio térmico. Esse reeestabelecimento

do equiĺıbrio térmico depende de interações tipo átomo-átomo. Logo, para

produzir um condensado“ideal”, a interação entre átomos é primeiro ajustada

para um valor conveniente para o resfriamento do gás (esse ajuste é feito

modificando o comprimento de espalhamento, que será visto ainda nesta

sessão). Então um condensado (não-ideal) é gerado, e apartir dele obtém-se

um condensado “ideal” ajustando a zero a força de interação [33].

Geralmente interações entre átomos são extremamente complexas e de-

vem conter efeitos atrativos o suficiente para explicar a formação de moléculas

ou das fases sólida e ĺıquida. No entanto, a temperaturas muito baixas as
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complexidades das interações átomo-átomo não são muito perceb́ıveis na fase

gasosa, já que tratamos de um gás dilúıdo. Considerando uma colisão átomo-

átomo com valores de momento relativo correspondentes a energias cinéticas

kT com T na região de sub-micro Kelvin, processos de espalhamento são efe-

tivamente restritos ao espalhamento elástico de onda-s, e são completamente

caracterizados pelo deslocamento de fase correspondente. Isso restringe a

capacidade de correlação imediata das forças interatômicas à nuclear, ou até

abaixo, desde que permaneçamos numa fase gasosa e fria.

Como foi mencionado na sessão (4.1), a caracteŕıstica atrativa das forças

interatômicas, responsável pela existência de moléculas e das fases ĺıquida e

sólida a baixas temperaturas, sinaliza que os sistemas gasosos não ideais de

muitos corpos que sofrem condensação de Bose-Einstein não são estáveis. Na

sua formação, eles não caminham para seu estado fundamental, mas sim para

um estado excitado, metaestável. Qualitativamente, o tempo de vida dessa

fase metaestável é aumentada se o gás frio é dilúıdo. Isso porque colisões de

três corpos, que são a única forma eficiente de perder energia, têm menor

probabilidade de ocorrência comparado a colisões elásticas de dois corpos,

responsáveis por estabelecer e manter o equiĺıbrio térmico.

4.5.1 Interação efetiva simples

Consideremos duas part́ıculas com energia relativa ~
2k2/2m, ~k sendo o

momento relativo e m a massa reduzida, de forma que somente ondas-s são

afetadas pelo potencial entre part́ıculas. A seção de choque para o espalha-

mento dessas duas part́ıculas pode ser expressa em termos do deslocamento

de fase da onda-s δ0(k) como

dψ

dΩ
=
sen2(δ0(k))

k2
−→ a2 (4.26)

onde a tem dimensões de comprimento. Não há dependência da seção de

choque no ângulo de espalhamento do centro de massa. Isso significa que

espalhamento a energias muito baixas é insenśıvel à natureza detalhada do

potencial entre part́ıculas, já que seus efeitos relativos podem ser caracter-

izados por um único parâmetro. Significa também que δ0(k) não é muito

adequado para esse propósito haja visto o denominador k2, que requer o

desaparecimento de sen(δ0(k)) quando k → 0 para qualquer valor finito do

comprimento de espalhamento.
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Por esse motivo introduz-se o comprimento de espalhamento a, definido

como

lim
k→∞

k

sen(δ0(k))
≡ −1

a
, (4.27)

o que coincide com o parâmetro de comprimento introduzido em (4.26).

Ao se tratar de gases atômicos frios e dilúıdos, uma abordagem usual é

considerar somente interações efetivas de dois corpos de alcance zero. Essas

podem ser representadas por

veff(~r1~r2) =
4π~

2a

M
δ(~r1 − ~r2). (4.28)

A hamiltoniana efetiva de muitos corpos para um sistema de N bósons idên-

ticos numa armadilha externa representada pelo potencial de um corpo V (~r)

é escrita como

Heff =
N
∑

i=1

(

p2
i

2M
+ V (~ri) +

1

2

N
∑

i6=j=1

λδ(~ri − ~rj)

)

com λ ≡ 4π~
2a

M
(4.29)

ou alternativamente, em termos de operadores de campo,

Heff =

∫

d3rH(~r),

H(~r) = ψ†(~r)(−~
2∇2

2M
+ V (~r))ψ(~r) +

λ

2
ψ†(~r)ψ†(~r)ψ(~r)ψ(~r) (4.30)

onde H é a densidade de hamiltoniana. Observe que os graus de liberdade de

spin foram ignorados, o que é válido não só para bósons idênticos com spin

nulo, mas também para bósons de spin não-nulo quando esses são restritos a

apenas um subestado magnético, como é o caso de armadilhas magnéticas.

O termo de interação de dois corpos inclúıdo na hamiltoniana efetiva (4.29),

tem caráter atrativo ou repulsivo dependendo no sinal do comprimento de

espalhamento a. Sabe-se que para um potencial puramente repulsivo a é

sempre positivo, mas para um potencial que não é puramente repulsivo, ou

que seja até puramente atrativo, o comprimento de espalhamento a pode ter

qualquer sinal. Logo, pelo fato do comprimento de espalhamento ser positivo,

só podemos concluir que o potencial é repulsivo.

A inclusão da interação efetiva de dois corpos veff também introduz um
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novo parâmetro de comprimento no sistema de muitos corpos associado ao

alcance efetivo da interação e que pode ser identificado com o comprimento

de espalhamento a. A relação desse parâmetro com a distância média entre

part́ıculas ρ
1/3
P , ρP sendo a densidade de part́ıculas, permite uma caracte-

rização quantitativa para a diluição do sistema em termos da quantidade

adimensional ρPa
3. A quantidade a3 representa o volume de interação, de

forma que ρPa
3 corresponde ao número médio de part́ıculas no volume de

interação.

Densidades t́ıpicas de condensados obtidos recentemente estão na ordem

de ρP ∼ 1015cm−3. Usando um valor t́ıpico a ' 100rB (rB é o raio de Bohr),

obtemos ρPa
3 ∼ 10−4. Logo essa quantidade está apta a ser usada como um

parâmetro de expansão quando lidamos com esses sistemas. É interessante

compará-la com a situação do hélio ĺıquido, para a qual ρPa
3 > 1.

4.6 Resfriamento dos Átomos

Para atingir as temperaturas baix́ıssimas nas quais as transições de fase

de BEC ocorrem, experimentais tiveram que procurar novos métodos de res-

friamento. Num experimento t́ıpico com BECs, se começa à temperatura

ambiente e reduz-se a temperatura em nove ordens de grandeza. Isso é feito

através de uma combinação de formas de resfriamento. Através do método

de resfriamento por laser pode-se chegar a temperaturas na ordem de micro-

Kelvin. Depois disso é necessário fazer resfriamento por evaporação.

No resfriamento por laser, incide-se um laser nos átomos que absorvem

um fóton e depois reemitem outro fóton numa outra direção. Na média a

cor dos fótons espalhados é ligeiramente deslocado para o azul com relação

ao laser incidente, i.e. o fóton espalhado tem energia um pouco maior que

o absorvido. Essa diferença de energia causa uma diminuição na velocidade

das part́ıculas atômicas. Os deslocamentos nos comprimentos de onda podem

ocorrer por causa do efeito Doppler (com o desclocamento proporcional à ve-

locidade atômica), ou por causa dos deslocamentos Stark (devido ao campo

elétrico dos raios de laser). Essa descrição explica como átomos perdem ener-

gia. Outra descrição enfatiza como o momento é transferido aos átomos. Se

os átomos são expostos a vários raios laser com frequência e polarização bem

definidas, então eles absorvem preferencialmente fótons na direção frontal.

Logo, a variação de momento do fóton diminui a velocidade do átomo. A
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emissão subsequente de um fóton ocorre em ângulos aleatórios e como re-

sultado, tomando a média sobre vários ciclos de absorção-emissão, não há

momento transferido à part́ıcula devido à emissão de fótons. Para fazer com

que átomos absorvam preferencialmente na direção frontal os experimentais

usam o deslocamento Doppler. Quando o átomo e a luz estão se propagando

em direções contrárias o deslocamento Doppler representa um aumento na

frequência do fóton no átomo. Quando o laser tem uma frequência menor em

relação à frequência de resonância atômica, o efeito Doppler leva o laser mais

perto da ressonância e aumenta a absorção de fótons. Para fótons vindo na

mesma direção do átomo o efeito Doppler desloca a frequência do laser para

ainda mais longe da frequência de ressonância do átomo.

Quando a núvem atômica se torna mais densa e mais fria, o efeito do

resfriamento descrito acima é dominada por outros processos, que causam

aquecimento. Nesse ponto os átomos estão suficientemente frios para serem

confinados por uma armadilha magnética. Armadilhar átomos neutros é mais

dif́ıcil que armadilhar ı́ons já que tais átomos não possuem carga global sobre

a qual possam agir campos elétricos e magnéticos. Os acoplamentos capazes

de gerar forças armadilhadoras só podem vir de interações entre os momen-

tos dipolares elétricos ou magnéticos com o gradiente de campos elétricos ou

magnéticos e é por isso que são usados átomos alcalinos para formar BECs.

Átomos alcalinos possuem um elétron desemparelhado e portanto momento

magnético. Os acoplamentos dos momentos magnéticos com o gradiente de

campos magnéticos são fracos comparados àqueles envolvendo cargas globais

e os poços de potencial correspondentes são bem menos profundos. Com isso

fica evidente a necessidade de reduzir ao máximo posśıvel a temperatura dos

átomos para diminuir sua energia cinética a um valor suficientemente baixo

para impedi-los de escapar à armadilha. Por outro lado, os átomos neutros

apresentam uma vantagem sobre os ı́ons. Não há repulsão eletrostática entre

esses átomos o que possibilita ao f́ısico experimental obter elevadas densi-

dades de átomos armadilhados, o que é muito importante para surgirem

efeitos de degenerescência quântica.

Depois de armadilhar os átomos, o sistema é ainda resfriado por um

método chamado resfriamento por evaporação onde se faz uma remoção se-

letiva dos átomos mais energéticos do sistema. Na armadilha magnética os

átomos mais energéticos podem atingir regiões que possuem campos mag-

néticos mais fortes, onde eles entram em ressonância com ondas de rádio ou
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microondas, o que muda seu momento magnético de tal forma que os átomos

escapam de armadilha. Com isso a temperatura média do sistema é abaixada

até ordens de nano-Kelvin.

4.7 Alguns Experimentos Pioneiros

Há muitos resultados experimentais relativos a fenômenos de interferên-

cia em condensados atômicos de Bose-Einstein. Aqui apresentaremos alguns

que foram pioneiros e tiveram grande impacto nessa área de pesquisa. Em

cada caso, o texto é apenas um guia para interpretar o conteúdo dos trabalhos

citados, e referências são feitas a figuras e equações que aparecem nelas.

(1) M. Kozuma et al., Coherent Splitting of Bose-Einstein Condensed Gas

with Optically Induced Bragg Diffraction (1999) [36];

J. E. Simsarian et al., Physical Review Letters, 85, 2040 (2000).

A figura 4.4 extráıda do primeiro trabalho esclarece bem o que é chamado

de interferência de Bragg de ordem n no qual existem dois lasers estimu-

ladores, com frequências ω e ω′ < ω respectivamente, e δ ≡ ω − ω′.

Quando um fóton de frequência ω é absorvido e em seguida é emitido

um fóton de frequência ω′, o sistema que faz isso (por exemplo um átomo)

ganha energia ~δ e momento (~/c)(ω + ω′)sen(θ/2) ' 2(~/c)δsen(θ/2). A

condição de Bragg de ordem n está satisfeita quando

n~δ =
P 2

n

2M
com Pn = 2n

~

c
δsen(

θ

2
). (4.31)

Assim, tudo se passa como se o estado inicial de momento do átomo φ0

estivesse acoplado com o estado cujo momento coincide com o da condição

de Bragg que esteja satisfeita, φPn
. Representamos o estado do átomo como

φ(t) = a(t)φ0 + b(t)φPn
, com a(0) = 1, b(0) = 0. (4.32)

Escrevendo o acoplamento efetivo entre o estado inicial e o outro como Gn,

obtemos as equações de movimento quânticas efetivas

i~ȧ(t) = Gnb(t); i~ḃ(t) = Gna(t). (4.33)
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Figura 4.4: O arranjo experimental de raios laser (a) e um diagrama de transição
parcial (b) para a difração n-ésima de Bragg. As parábola correspon-
dem à energia cinética P 2/2M . Figura extráıda de Phys. Rev. Lett.
82, 871 (1999).
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Figura 4.5: Padrão de interferência de dois condensados em expansão observados
após 40ms de“vôo”, para duas potências diferentes do laser de argônio.
Figura extráıda de Science 275, 637 (1997).

A solução dessas equações com a condição inicial dada (4.32) é

a(t) = cos(
Gnt

~
), b(t) = −ısen(

Gnt

~
), (4.34)

de modo que o estado de momento zero e o de momento Pn ficam se trans-

formando um no outro enquanto os lasers estimuladores estiverem ativos.

Interrompendo a sua atividade em um tempo tn tal que Gntn/~ = π/4 o

estado resultante do suposto átomo será

φ(tn) =
1√
2
(φ0 − ıφPn

). (4.35)

Para decidir se o que se consegue dessa forma corresponde à interferência de

um corpo, ou algo parecido com a interferência devida a correlações cinemáti-

cas é preciso decidir se, nas condições experimentais, esse tipo de transfor-

mação afeta o estado de todos os bósons simultaneamente ou se afeta apenas

uma parte deles.

Outros trabalhos relacionados a esse: J. Denschlag et al., Science, 287,

97 (2000) [39]; M. Kozuma et al., Science 286, 2309 (1999) [37].

(2) M. R. Andrews et al., Observation of Interference Between Two Bose

Condensates (1997) [38].
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Figura 4.6: Imagem de absorção de um BEC cortado em fatias caindo em queda
livre. Figura extraida de Science 275, 637 (1997).

Neste trabalho um condensado é cortado em duas partes e essas partes

se expandem até que se superpõem parcialmente. O que se observa são

figuras claras de interferência entre as duas partes (veja figura 4.5). Na

região de superposição os átomos de cada uma das duas partes do condensado

se expandem a partir de centros diferentes, e portanto adquirem momentos

quase opostos. Mas é preciso pensar em cada átomo como estando em uma

ou outra das metades do condensado original. Interferência de um corpo

corresponderia a todos os átomos estarem completamente deslocalizados na

extensão total das duas partes.

(3) B. P. Anderson e M. A. Kasevich, Macroscopic Quantum Interference

from Atomic Tunnel Arrays (1998) [40].

Nesse trabalho os autores observam interferência dos vazamentos em

queda livre de vários pedaços de um condensado inicial cortado em fatias

finas. As armadilhas foram colocadas nos anti-nós de uma onda óptica esta-

cionária.

O resultado mostrado nas figuras 4.6E e 4.6F podem ser reproduzidas

em termos de um modelo superpondo n amplitudes que representam ondas

de de Broglie calculadas usando a aproximação WKB (veja [41]).



Caṕıtulo 5

Tunelamento de um

Condensado de Bose-Einstein

num Poço Simétrico

Em 2005 foi realizado pela primeira vez um experimento que possibili-

tou a observação direta do tunelamento de um condensado de Bose-Einstein

armadilhado num poço de potencial duplo [1]. Um condensado de 87Rb é

preparado num poço duplo assimétrico, i.e. a barreira está descentralizada

no potencial. Espera-se até que o condensado atinja o equiĺıbrio e então o po-

tencial duplo é simetrizado de forma não-adiabática (em relação à dinâmica

de tunelamento). A partir dáı a dinâmica do sistema é observada através da

medição in situ da distribuição de densidade das part́ıculas. Fica evidente

então que a forma inicial do potencial determina a distribuição inicial de

part́ıculas. Os experimentais observaram que essa distribuição inicial tem um

papel crucial na dinâmica do condensado de Bose-Einstein evoluindo no poço

duplo simétrico. Se a diferença inicial de população entre os dois poços está

abaixo de um valor cŕıtico, os experimentais observam oscilações de Joseph-

son, i.e. os átomos tunelam para a direita e para a esquerda no tempo. No

entanto, se o desbalanceamento inicial de populações é grande, as oscilações

de Josephson não são observadas, e baseado num tratamento via campo mé-

dio os experimentais apontam para um fenômeno denominado self-trapping

ou autoarmadilhamento. Nós desenvolvemos uma interpretação alternativa,

baseada nas caracteŕısitcas do espectro da hamiltoniana de muitos corpos,

para o fato de não se observar tunelamento macroscópico nesses casos, ques-

tionando sobre a existência ou não do fenômeno de autoarmadilhamento.
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Acreditamos que a questão é o peŕıodo de tunelamento que, no caso de

grandes desbalanceamentos entre as populações dos dois poços no estado

inicial, é muito grande, i.e. maior que a janela temporal do experimento,

num efeito de muitos corpos.1.

5.1 O Experimento

Nesta seção nós vamos resumir os resultados do experimento da dinâmica

oscilatória de um BEC num poço de potencial duplo, para maiores detalhes

consulte [1, 42].

5.1.1 Montagem do poço de potencial duplo

As frequências da armadilha harmônica são calibradas nas direções x e z

excitando oscilações dipolares coletivas e deduzindo sua posição de centro de

massa como função do tempo de evolução das imagens de absorção obtidas.

Obtém-se as frequências harmônicas de armadilhamento ωx = 2π · 79(2)Hz

e ωz = 2π · 66, 0(2)Hz. A terceira frequência é calibrada de forma indireta

porque nessa montagem experimental não é posśıvel observar diretamente

oscilações no eixo y, ωy = 2π · 91(2)Hz. O espaçamento da rede é

d = 5.18(9)µm.

A profundidade do potencial periódico é calibrada medindo o movimento

relativo dos dois BECs no poço de potencial duplo. A oscilação dipolar

dentro dos repectivos poços é excitada aumentando não-adiabaticamente o

espaçamento dos poços. A profundidade do poço de potencial corresponde a

uma altura de barreira Vb = ~ · 263(20)Hz para o confinamento harmônico

usado experimentalmente (ωx = 2π · 78Hz).

5.1.2 Determinação das variáveis dinâmicas

A dinâmica de tunelamento macroscópico de um condensado de Bose-

Einstein num potencial duplo é governada pela evolução temporal de duas

variáveis dinâmicas, o desbalanceamento de populações e a fase relativa entre

as componentes da esquerda e da direita do poço duplo. No presente trabalho

nos concentraremos na primeira. O desbalanceamento de populações é obtido

pelas imagens de absorção tomadas depois de um dado tempo de propagação

1Esse trabalho foi submetido à revista Physical Review Letters em Julho 2006
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do BEC dentro do poço de potencial duplo. Para ter uma resolução clara dos

dois modos localizados, os experimentais aumentam a distância entre os dois

BECS antes de fazer a imagem da distribuição atômica. Quando a profundi-

dade da rede é aumentada, o tunelamento cessa momentaneamente de forma

que o desbalanceamento de populações é “congelado” durante esse processo.

A imagem de absorção da núvem atômica é tomada no tempo de separação

máxima δt = 1, 5ms. Nesse tempo, os dois pacotes de onda têm uma dis-

tância aproximada de 5, 5µm e podem então ser resolvidos pelo sistema de

imagem. Colocando o perfil da densidade óptica na direção x como uma soma

de duas funções gaussianas e na direção z com uma função gaussiana, são

obtidos os números de átomos nos poços individuais e o desbalanceamento

de populações

z =
N+ −N−

N
= 0, 23(3). (5.1)

5.1.3 Preparação do desbalanceamento inicial de populações

Para observar a dinâmica de tunelamento de um condensado de Bose-

Einstein dentro de um poço de potencial duplo simétrico um desbalancea-

mento inicial de populações z(0) 6= 0 é induzido. Isso é implementado exper-

imentalmente colocando adiabaticamente o BEC no estado fundamental de

um poço duplo assimétrico como mostrado na figura 5.1. A assimetria do po-

tencial e portanto o desbalanceamento de populações do estado fundamental

correspondente pode ser controlado ajustando o deslocamento relativo ∆x do

laser que realiza o confinamento harmônico na direção x com respeito à rede

óptica. O potencial é em seguida deslocado para a configuração simétrica de

potencial duplo. Isso inicia a dinâmica de tunelamento macroscópico.

5.1.4 Observação de oscilações de Josephson e autoarmadilhamento

Depois da preparação do estado inicial no potencial assimétrico e o sub-

sequente deslocamento para o potencial simétrico, as part́ıculas tunelantes

são diretamente observadas por meio de imagens de absorção. Figura 5.2

mostra as imagens (17, 5µm× 9, 9µm) do condensado de Bose-Einstein após

um tempo de evolução variável no poço de potencial duplo simétrico. Antes

de fazer as imagens, a barreira de potencial é repentinamente subida e o

confinamento harmônico na direção x é desligado. Isso resulta em oscilações

dipolares das núvens atômicas nos poços individuais.
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Figura 5.1: O desbalanceamento inicial de populações z(0) 6= 0 é preparado ar-
mando o BEC no estado fundamental do poço de potencial duplo as-
simétrico (∆x 6= 0) mostrado na figura da esquerda. O potencial é
em seguida deslocado para o caso simétrico para que a dinâmica de
tunelamento possa ser iniciada.Figura extráıda de http://www.kip.uni-
heidelberg.de/matterwaveoptics/thesis.htm [42]

Cada imagem corresponde a uma nova realização experimental. Do lado

esquerdo da figura 5.2 é evidente a dinâmica de tunelamento macroscópico.

O desbalanceamento de populações é ajustado para z(0) = 0, 28(6), o que é

implementado usando o deslocamento ∆x = 240(80)ηm da posição do con-

finamento harmônico na direção x. A evolução temporal da população dos

poços esquerdo e direito é diretamente viśıvel nas imagens de absorção. Os

átomos tunelam para a esquerda e para a direita no tempo. O desbalan-

ceamento de populações é invertido após aproximadamente 20ms e retorna

ao seu valor inicial após aproximadamente 45ms. À direita da figura 5.2

está a evolução temporal do BEC para z(0) = 0, 62(6), o que corresponde

a ∆x = 500(80)nm. A população dos dois poços é estacionária dentro da

margem de erro experimental.

A análise quantitativa da dinâmica de tunelamento é mostrada na figura

5.3 que mostra os resultados experimentais da evolução temporal do desba-

lanceamento de populações para z(0) = 0, 28(6). O peŕıodo de tunelamento

é de 40(2)ms. O desbalanceamento de populações oscila em torno de um

valor médio 〈z(t)〉t = 0.

Acima de um valor cŕıtico zc, tunelamento não é mais observado na janela

temporal do experimento. Figura 5.3b mostra a evolução temporal da vari-

ável dinâmica z(t) para z(0) = 0, 62(6). Nem z(t) nem a fase apresentam

comportamento oscilatório. Os autores chamam isso de self-trapping regime

ou regime de autoarmadilhamento. Esse fenômeno é atribúıdo à não lineari-

dade da equação de Gross-Pitaevskii que nasce de um tratamento de campo
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Figura 5.2: Observação do tunelamento macroscópico de um BEC num poço de po-
tencial duplo simétrico. Aqui estão mostradas imagens de evolução da
núvem atômica após um tempo de evolução variável. Em (a) oscilações
de Josephson são observadas, a partir de um desbalanceamento inicial
relativo de populações z(0) = 0, 28(6). Em (b) oscilações de Joseph-
son não são observadas para z(0) = 0.62(6), i.e. a população dentro
de cada poço é estacionária dentro da margem de erro experimental.
Figura extráıda de Phys. Rev. Lett. 95, 010402 (2005) [1].
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Figura 5.3: Análise quantitiva da evolução temporal das variáveis dinâmicas. (a)
Para z(0) = 0, 28(6), o desbalanceamento de populações oscila em
torno de um valor médio nulo numa escala de tempo 40(2)ms. A
sombra cinza no gráfico de cima indica o espalhamento dos dados pre-
visto na teoria devido à incerteza no desbalanceamento inicial de pop-
ulações. (b) Para z(0) = 0, 62(6) o desbalanceamento de populações
é quase estacionário durante o tempo observado. Figura extráıda de
Phys. Rev. Lett. 95, 010402 (2005) [1].

médio do sistema.

5.2 Descrição de Campo Médio para BECs:

a Equação de Gross-Pitaevskii

Como foi mencionado no caṕıtulo anterior, ao se tratar de gases atômicos

frios e dilúıdos, uma abordagem usual é considerar somente interações efetivas

de contato de dois corpos e o potencial de espalhamento pode ser aproximado

pelo potencial

U(~r − ~r′) = g3dδ(~r − ~r′) (5.2)

onde g3d = 4π~
2a/m denota a constante de acoplamento tridimensional.

Lembrando que o comprimento de espalhamento a é positivo para interação

repulsiva. Assumindo esse potencial efetivo e aplicando a aproximação de

Bogoliubov [43], E. P. Gross [44, 45] e L. L. Pitaevskii [46] desenvolveram

uma teoria de campo médio para a descrição de BECs a temperatura nula.

Nesse quadro o condensado é descrito pela função de onda macroscópica de

um corpo Ψ(~r, t) e obedece à equação de Gross-Pitaevskii

ı~
∂

∂t
Ψ(~r, t) =

[

− ~
2

2m
∇2 + Vext(~r) + g3dN |Ψ(~r, t)|2

]

Ψ(~r, t). (5.3)
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Essa descrição é muito usada, e com sucesso, para explicar experimentos

com BECs em termos de poucas quantidades f́ısicas. Nessa representação, a

função de onda do condensado é normalizada para a unidade e o quadrado

do seu valor absoluto determina a densidade atômica ρ(~r, t) = N · |Ψ(~r, t)|2.
A energia total consiste na energia cinética, a energia potencial dentro da

armadilha externa e a energia de interação de campo médio cujo valor é

proporcional ao quadrado da função de onda e é portanto referido como não-

linearidade. A equação de Gross-Pitaevskii não pode em geral ser resolvida

analiticamente. No caso limite de energia cinética dominante, essa equação

se reduz à equação de Schrödinger linear e recuperamos a função de onda do

estado fundamental do potencial externo. No caso contrário a esse podemos

ignorar o termo de energia cinética, o que correponde à chamada aproximação

de Thomas-fermi. A distribuição de densidade é portanto dada por

ρ(~r) = g−1(µ− Vext(~r)) Θ(µ− Vext(~r)) (5.4)

onde Θ é a função degrau unitária e µ é o potencial qúımico.

O fenômeno de autoarmadilhamento é atribúıdo à não-linearidade da

equação de Gross-Pitaevskii. Para maior detalhamento dessa abordagem

recomendamos as referências [35, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55].

5.3 Modelo Solúvel de Muitos Corpos para

um BEC de Dois Modos

Um sistema com dois modos é o caso mais simples de um sistema com

muitos modos. Uma situação t́ıpica aparece no caso de um poço de poten-

cial duplo como aquele representado esquematicamente na figura 5.4. Se a

barreira central for muito alta comparada à diferença de energia dentro do

dubleto, então uma simplificação posśıvel é a restrição da dinâmica a um

espaço de fases de dois modos. Isso é implementado usando os operadores de

criação

a†± =

∫

d3ru(r ⊥)φ±(z)φ†(~r), (5.5)

φ±(z) =
φ1(z) ± φ2(z)√

2
, (5.6)
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Figura 5.4: Representação esquemática de uma armadilha de poço duplo, com seu
dubleto de menor energia correspondente. O menor membro desse
dubleto tem a função de onda φ1 (que não possui nó), e a diferença
de energia ∆E ≡ E2 − E1 determina o peŕıodo de oscilação entre os
dois estados não estacionários e localizados (φ1 ± φ2)/

√
2 através de

2π~ = δE.

onde a função u(r ⊥) é a função de onda transversal “congelada” e φi(z),

i = 1, 2 as autofunções longitudinais do menor dubleto do poço duplo. Dessa

forma, φ±(z) são funções de onda estacionárias com picos de cada lado da

barreira.

A hamiltoniana básica a ser usada para caracterizar a dinâmica do sis-

tema é a hamiltoniana efetiva segundo-quantizada com a interação efetiva

de contato entre dois corpos (4.30) restrita a dois modos. Essa restrição é

implementada fazendo a seguinte substiuição nos operadores de campo

ψ(~r) −→
∑

±
u(r ⊥)φ±(z)a±, ψ

†(~r) −→
∑

±
u ∗ (r ⊥)φ ∗± (z)a†± (5.7)

que, depois de alguma álgebra, nos dá (4.30)

Heff −̃→HBH ≡ E+a
†
+a++E−a

†
−a−+α(a†+a−+a†−a+)+

Λ+

2
a†+a

†
+a+a++

Λ−
2
a†−a

†
−a−a−.

(5.8)
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As constantes E± são os elementos de matriz

E± = 〈uφ±|
p2

2M
+ V |uφ±〉. (5.9)

Note que se as funções deslocalizadas uφi, i = 1, 2 são tomadas como auto-

funções de p2/2M + V com autovalores Ei, então E+ = E− = (E1 + E2)/2.

O parâmetro α representa os elementos fora da diagonal de matriz

α = 〈uφ±|
p2

2M
+ V |uφ∓〉, (5.10)

tomados iguais, as funções de onda sendo ambas reais. Novamente, para

autofunções de p2/2M + V , encontramos α = (E1 − E2)/2 < 0. Isso revela,

em particular, que esse termo está relacionado ao tunelamento periódico de

part́ıculas através da barreira central.

A parte de dois corpos dá origem a dezesseis termos envolvendo integrais

espaciais de vários produtos distintos de funções de onda uφ± de quatro

modos. Entretanto, devido ao caráter localizado dessas funções de onda,

integrais sobre produtos das quatro funções de onda que não são iguais são

muito menores do que aquelas que mantivemos. Os parâmetros Λ± são logo

essencialmente iguais e são dados por

Λ = λ

∫

d3ru4(r ⊥)φ4
±(z). (5.11)

A hamiltoniana (5.8) é o modelo de dois śıtios de Bose-Hubbard no qual o

termo hopping é relacionado ao tunelamento entre os dois poços e existe uma

interação de dois corpos in situ além das diferentes energias posśıveis de um

corpo num śıtio. A forma padrão da hamiltoniana (5.8) para mais de dois

śıtios é

HBH =
∑

i

Eia
†
iai + α

∑

<i,j>

(a†iaj + a†jai) +
Λ

2

∑

i

a†ia
†
iaiai, (5.12)

onde < i, j > denota que os śıtios i e j são vizinhos.

Apesar das vantagens óbvias de uma aproximação de muitos corpos

porém com solução exata, há várias limitações a essa modelo. Assumir apenas

dois modos é uma aproximação à situação reaĺıstica, porém a maior restrição
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a esse modelo vem da hipótese de que os coeficientes α e Λ permanecem

constantes no tempo. Essa aproximação só é válida quando as interações de

muitos corpos produzem pequenas modificações nas propriedades do estado

fundamental dos poços individuais. Isso é verdade se a energia de interação

in situ é muito menor que o espaçamento de ńıveis da armadilha externa

(veja [50]). Nesse caso, N �
√

π
2

r0

|a| ∼ 200, onde a é o comprimento de espa-

lhamento e r0 é a incerteza na posição no estado fundamental do oscilador

harmônico.

5.3.1 Resultados para um sistema formado por dois poços

Nesse caso consideramos a hamiltoniana (5.8) com E+ = E− = 0 e

Λ+ = λ− = Λ, i.e.

HBH = α(a†+a− + a†−a+) +
Λ

2
(a†+a

†
+a+a+ + a†−a

†
−a−a−). (5.13)

Já que a armadilha é levada em conta em termos da escolha feita para os

orbitais relevantes uφi, i = 1, 2, não há referência expĺıcita aos graus de liber-

dade de posição exceto naquilo que é relacionado aos ı́ndices ± e ao caráter

localizado dos orbitais correspondentes. Ainda, não existem interações de

dois corpos entre bósons em diferentes śıtios, e o número total de bósons

N̂ = a†+a+ + a†−a− (5.14)

é uma constante de movimento.

Uma forma conveniente de lidar com a hamiltoniana (5.13) dentro de

um setor do espaço de fase segundo-quantizado tendo um número total de

part́ıculas bem definido é pela construção dos operadores

J± = Jx ± ıJy ≡ a†±a∓,

Jz ≡ a†+a+ − a†−a−
2

,

J ≡ a†+a+ + a†−a−
2

=
N̂

2
,

o que constitui a realização de Schwinger de álgebra de momento angular em

termos de dois modos bosônicos [56].
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Nesse contexto eles são frequentemente referidos como operadores de

“quase-spin” [57]. O papel do operador J é revelado através da relação

J2
x + J2

y + J2
z = J(J + 1) =

N̂

2

(

N̂

2
+ 1

)

, (5.15)

de forma que o valor do quase-spin é metade do número de bósons no setor

de espaço de fase considerado. A hamiltoniana de dois śıtios (5.13) pode ser

expressa em termos dos operadores de quase-spin como

HBH = 2αJx +
Λ

2
[(J + Jz)(J + Jz − 1) + (J − Jz)(J − Jz − 1)]

= 2αJx + ΛJ(J − 1) + ΛJ2
z . (5.16)

O segundo termo é uma constante de movimento e os dois termos restantes

são componentes cartesianas dos quase-spin que não comutam. Isso indica

que podemos diagonalizar o termo de hopping proporcional a α escolhendo

uma representação em termos dos autovetores simultâneos do quadrado do

spin total e da componente Jx, e nesse caso o termo de interação efetiva de

dois corpos terá elementos fora da diagonal. Ou alternativamente podemos

diagonalizar o termo de interação efetiva escolhendo uma representação na

qual J(J − 1) e Jz são diagonais e nese caso o termo de hopping terá elemen-

tos de matriz fora da diagonal. É essa a representação que usaremos aqui. O

estado fundamental para uma barreira completamente impermeável (α = 0)

é o estado |J = N/2, Jz = 0〉, o que corresponde a uma mesma população nos

dois poços (assumindo N par e interação efetiva de dois corpos repulsiva).

Na hamiltoniana (5.13), o termo de hopping favorece a deslocalização das

part́ıculas de forma a promover a relevância do menor membro do dubleto

quase-degenerado. Ao contrário, o termo de interação efetiva de dois corpos

favorece o estado mais simétrico da representação em Jz tendo metade das

part́ıculas de cada lado da barreira central. Em geral, o espectro de HBH

consiste em N+1 estados no setor de N bósons. Os autovalores e autovetores

podem ser obtidos diagonalizando a matriz hamiltoniana.
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5.3.2 Uma análise numérica.

Aqui daremos uma abordagem alternativa àquela baseada em efeitos de

campo médio e equação de Gross-Pitaveski para a não-observação de tunela-

mento quando o desbalanceamento inicial de populações é grande na expe-

riência explicada na seção (5.1). É importante notar que esse modelo, que usa

a hamiltoniana de Bose-Hubbard (5.8), apresenta essencialmente caracteŕısti-

cas t́ıpicas de sistemas de muitos corpos como os autoestados correlacionados

nos quais, em particular, os números de átomos em cada um dos poços não são

bem definidos, mas têm flutuações correlacionadas. De acordo com o modelo

aqui desenvolvido, para um certo intervalo do parâmetro |α/Λ| o espectro da

hamiltoniana de muitos corpos apresenta uma região com dubletos quase de-

generados. Para um desbalanceamento inicial de populações suficientemente

grande essencialmente um dubleto participará do processo de tunelamento.

O peŕıodo de tunelamento será dado aproximadamente por t ∼ ~/∆E onde

∆E é a pequena diferença de energia dos dubletos. Esse peŕıodo será muito

maior que a janela temporal dos experimentos. Por essa razão, a interpre-

tação da não observação de tunelamento no modelo é radicalemente diferente

daquela que vem da equação de Gross-Pitaveskii, atribuida à não-linearidade

na abordagem de campo médio.

Lembrando que no modelo de Bose-Hubbard a aproximação que consid-

era constantes no tempo os coeficientes α e Λ só é válida quando as interações

de muitos corpos produzem pequenas modificações nas propriedades do es-

tado fundamental dos poços individuais, o que implica em N �
√

π
2

r0

|a| ∼ 200,

não podemos fazer a análise numérica para as 1150 part́ıculas usada na expe-

riência que queremos analisar. No caso do 87Rb usado na referência [1] nossa

análise usando o modelo de Bose-Hubbard fica limitada a N � 200, embora

o parâmetro utilizado em nossas análises seja independetne do número to-

tal de part́ıculas. Primeiro fazemos um estudo da dinâmica de um sistema

de dez part́ıculas para ilustrar nossas idéias porque as escalas de tempo são

muito diferentes para mais part́ıculas; ou, em outras palavras, os membros

dos dubletos são por demais próximos em energia para que sua separação

- e, ao mesmo tempo, a estrutura dos autovetores correspondentes - seja

tratável numericamente com a precisão requerida. Depois mostramos que

a hamiltoniana para cem part́ıculas possui a mesma estrutura daquela para

dez part́ıculas e argumentaremos que a mesma f́ısica está presente no caso
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de cem part́ıculas.

Antes de tudo devemos modificar a hamiltoniana (5.13) de forma a incor-

porar a assimetria do poço que dá o desbalanceamento inicial de populaçoes

na experiência [1]. Uma forma simples de fazer isso é acrescentar nessa hamil-

toniana um termo linear em Jz

H = 2αJx + ΛJ2
z + δJz. (5.17)

Diagonalizamos essa hamiltoniana com δ 6= 0 e expandimos seu autoestado

de menor energia nos autovetores do poço simétrico (5.13). Isso determina

o estado inicial do sistema que irá evoluir no poço duplo simétrico. Será

essencial entender o espectro da hamiltoniana do poço simétrico (5.13) pois

ele nos fornece os peŕıodos de tunelamento posśıveis para o BEC armadi-

lhado. Na figura 5.5 temos o espectro de um sistema de dez part́ıculas num

poço simétrico δ = 0 com os parâmetros α = −0, 66,Λ = 1. Esse espectro

pode ser divido em duas regiões distintas: uma que é aproximadamente har-

mônica e outra que apresenta dubletos degenerados ou quase degenerados.

Para α = 0 o espectro de energia é composto unicamente de dubletos de-

generados. Para α < 0 essa degenerescência é gradualmente levantada. Isso

pode ser entendido em termos da altura da barreira, que para α = 0 é infinita

e as part́ıculas estão localizadas em cada poço. Como no caso analisado na

seção 2.1 que consistia de uma única part́ıcula no poço de potencial duplo

simétrico, à medida que abaixamos a barreira (aumentando o valor de |α/Λ|
na hamiltoniana (5.13), as part́ıculas ficam deslocalizadas dos dois lados do

poço e a degenerescência dos ńıveis de energia é levantada. No caso de inte-

ração in situ repulsiva (Λ > 0), o primeiro estado a perder degenerescência

é o estado fundamental. Para interação atrativa (Λ < 0) o primeiro estado

a perder degenerescência quando a barreira central se torna finita é aquele

de maior energia. No caso de interação repulsiva, que será o foco da nossa

análise, e para valores intermediários de |α/Λ| a diferença de energia interna

do último dubleto é muito menor que a diferença de energia entre o primeiro

e o último autoestado da hamiltoniana. Por exemplo, para N = 10 part́ıculas

e α/Λ = −0, 66 (veja figura 5.5), a razão desses dois valores é da ordem de

1.5 × 106. O processo de tunelamento é determinado por dois ingredientes:

o espectro da hamiltoniana do poço duplo simétrico e a condição inicial,

i.e. como esses autoestados são populados. Observamos que para pequenos

desbalanceamentos iniciais de populações (z(0) = 〈Jz(0)〉/N), as ocupações



5.3 Modelo Solúvel de Muitos Corpos para um BEC de Dois Modos 61

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

PSfrag replacements A
u
to

en
er

gi
as

,
E

n
/E

n
m

a
x

Autoestados

Figura 5.5: o espectro de hamiltoniana para dez part́ıculas num poço potencial
duplo com parâmetros α/Λ = −0.66 e δ = 0. A razão entre a diferença
de energia do estado fundamental até o último estado excitado e a
diferença entre os dois estados do último dubleto é da ordem de 1.5 ×
106.

são concentradas na parte mais baixa do espectro, essencialmente harmônica

(figura 5.5). Entretanto, para z(0) grande o suficiente esse cenário muda

radicalmente e essencialmente um único dubleto tende a ser ocupado na ex-

pansão do estado inicial. Isso é mostrado na figura 5.6. O eixo horizontal lista

os autoestados da figura 5.5. O eixo vertical é divido em linhas, cada uma

correspondendo a uma dada condição inicial, caracterizada por z(0). A colo-

ração indica a probabilidade de ocupação de cada estado. Então cada linha

é um retrato do estado inicial expandido na base da hamiltoniana simétrica.

A linha vermelha horizontal corresponde ao valor experimental cŕıtico zc(0) a

partir do qual tunelamento não é observado. Note que na figura 5.6 essa linha

separa as condições iniciais que são concentradas nos estados de não-dubleto

(à esquerda a linha vermelha vertical).

Na referência [1] o desbalanceamento populacional como função do tempo

é obtido. Para z(0) < zc(0) = 0, 5 ela oscila em torno do seu valor médio,

zero. Para z(0) > 0, 5 oscilações de pequenas amplitudes são observadas em

torno de um valor médio diferente de zero (veja a figura 5.3). Para simular

esse comportamento no contexto deste modelo precisamos primeiro fixar um

tempo de observação. Na figura 5.7 determinamos zc(0) através da média

temporal de z(t) como função do desbalanceamento inicial de populações

z(0). Percebemos que essa média é zero até zc(0) ∼ 0, 5 e dáı em diante
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Figura 5.6: A probablilidade de ocupação da base formada pelos autoestados da
hamiltoniana simétrica (eixo horizontal) para diferentes desbalancea-
mentos iniciais relativos de populações (eixo vertical), z = 2〈Jz(t =
0)〉/N . Os parâmtros usados foram N = 10,α/Λ = −0.66. A linha
vertical vermelha separa os estados de dubleto (à direita da linha) dos
estados mais baixos de energia que não formam dubletos (à esquerda
da linha). A linha vermelha horizontal foi desenhada em zc(t = 0).

apresenta crescimento suave. A partir dessa figura esperaŕıamos que nenhum

tunelamento ocorresse. Na figura 5.8(a) mostramos a evolução temporal de

z(t) e observamos que dentro da janela temporal da figura 5.7 existem ape-

nas oscilações de pequena amplitude que jamais cruzam z = 0. De fato, se

olharmos a figura 5.6 observamos uma concentração da ocupação inicial pre-

dominantemente no último dubleto. Extendendo o “tempo de observação”

(t ∼ ~/∆E ∼ 106
~/Λ) para essa mesma condição inicial, figura 5.8(b) revela

amplas oscilações de Josephson em torno de z = 0, indicando tunelamento

com peŕıodo dominante T ' 1, 2 × 106
~/Λ. As frequências dominantes cor-

respondem à diferença de energia dos mais prováveis pares de estados. Logo,

analisando exclusivamente a figura 5.8(a) podeŕıamos ter a falsa impressão

de autoaprisionamento, quando na verdade o peŕıodo de tunelamento é maior

que o tempo de observação. A análise f́ısica usada para um sistema de dez

part́ıculas foi repetido para cem part́ıculas. O espectro desse sistema com

α/Λ = −4.0 e δ = 0 apresenta a mesma estrutura daquele com dez part́ıcu-

las (figura 5.9). Figura 5.10 é análoga à figura 5.6. Novamente, o valor cŕıtico
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1

−0.99

−0.98

−0.97

−0.96

−0.95

−0.94

−0.93

−0.92

−0.91

−0.9

PSfrag replacements

D
es

b
al

an
ce

am
en

to
d
e

p
op

u
la

çõ
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Figura 5.8: A evolução temporal de z(t) para N = 10 part́ıculas α/Λ = −0.66.
A ocupação mais significativa é aquela do último dubleto, que tem
separação interna ∆E ' 8.3 × 10−7Λ.

zc(0) está diretamente relacionado à ocupação predominante dos autoestados

de dubleto do poço de potencial duplo simétrico (à esquerda da linha vertical

vermelha na figura 5.10 todos os estados não degenerados e à direita dessa

linha eles são essencialmente formados por dubletos degenerados ou quase
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Figura 5.9: O espectro de energia para cem part́ıculas num poço duplo simétrico
com parâmetros N = 100,α/Λ = −4.0, δ = 0. Abaixo do ponto de
inflexão não aparecem dubletos, mas os estados de maior energia são
dubletos quase degenerados.

degenerados).

Se alterarmos a razão α/Λ comparada àquela usada na figura 5.10 de

forma a ter uma barreira de potencial efetiva mais alta dentro do poço, a

dinâmica do sistema é menos senśıvel a mudanças na condição inicial. Isso

é esperado já que nos aproximamos do caso em que temos dois poços de

potencial separados por uma barreira infinita. o espectro desse poço con-

siste quase inteiramente de dubletos e peŕıodos posśıveis de tunelamento são

grandes. É importante pontuar que apesar da f́ısica que governa a dinâmica

de tunelamento ser única, a alteração de parâmetros como força de intera-

ção, potencial externo ou número de part́ıculas torna o regime de tunelamento

mais ou menos acesśıvel ao experimento.

5.4 Autoaprisionamento ou Longos Peŕıodos

de Tunelamento?

Apesar do modelo simples de hamiltoniana de muitos corpos usado aqui

não ser suficientemente reaĺıstico para grandes números de part́ıculas (N ≥
200), nossa análise aponta uma explicação para a não observação de tunela-
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Figura 5.10: A probabilidade de ocupação da base de autoestados da hamiltoniana
(eixo horizontal) para desbalanceamento inicial de populações (eixo
vertical), z = 〈Jz(t = 0)〉/N . Os parâmetros usados foram N =
100,α/Λ = −0.4. A linha vertical separa os estados completamente
não degenerados daqueles (à esquerda da linha) daqueles que formam
dubletos quase degenerados (à direita da linha). A linha vermelha
horizontal foi desenhada em zc(t = 0).
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mento na experiência [1] completamente diferente da usual. Não existem

não-linearidades neste sistema e logo o processo de tunelamento é explicado

unicamente em termos das condições iniciais e das propriedades espectrais

da hamiltoniana de muitos corpos. Nesse contexto, o espectro é dividido em

duas regiões, uma das quais consistindo em dubletos. Quando o desbalan-

ceamento inicial de populações é suficientemente grande somente os estados

de dubleto são apreciavelmente ocupados pela condição inicial. No entanto

a ocupação mesmo que pequena da parte mais baixa do espectro sempre

contribuirá com uma frequência de oscilação grande. Para pequenas janelas

temporais o sistema apresenta oscilações de pouca amplitude. Entretanto,

para maiores janelas temporais o tunelamento macroscópico se torna evi-

dente, mesmo que este possua muitas vezes peŕıodo de tunelamento maior

que os tempos caracteŕısticos dos experimentos. Essa é uma explicação alter-

nativa para o fenômeno de autoaprisionamento e acreditamos que a realização

de um experimento similar àquele da referência [1] usando um menor número

de part́ıculas ajudaria a tornar mais claro a não observação de tunelamento

quando o desbalanceamento de populações entre os dois lados do poço de

potencial duplo é muito grande.



Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Nesta dissertação estudamos dois exemplo de tunelamento coerente num

poço de potencial duplo. O primeiro exemplo é um modelo esquemático que

tem como objetivo uma compreensão clara e didática da dinâmica oscilatória

de um sistema consistindo em uma part́ıcula num poço duplo sujeito a de-

coerência. Esse modelo se basea na analogia com um spin-1/2 na presença

de uma campo magnético constante. Usamos a forma de Lindblad [21] para

obter a evolução temporal da matriz densidade no caso de acoplamento com

dois reservatórios distintos à temperatura nula. Em ambos os casos, vemos

que o acoplamento com o reservatório localiza a part́ıcula no poço duplo.

É importante ressaltar que estamos nos referindo a uma localização no sen-

tido clássico estat́ıstico da palavra, ou seja, a part́ıcula se localiza em um,

outro, ou ambos os poços. O estado inicialmente puro evolui para um estado

completamente misto no limite t→ 0.

A segunda parte dessa dissertação consiste num exemplo reaĺıstico de

tunelamento num sistema de muitos corpos, realizado experimentalmente

em 2005 [1]. Um condensado de Bose-Einstein evolui num poço de potencial

duplo e as condições iniciais são controladas experimentalmente. Na reali-

zação do experimento, o condensado é colocado na armadilha magnética de

forma a ter um dado número de bósons, dentre os 1150, de cada lado do

poço duplo. Isso é feito assimetrizando o potencial e esperando o equiĺıbrio

do sistema ser atingido, quando então, o potencial é simetrizado de forma

não adiabática. O sistema então evolui no poço simétrico e sua dinâmica

é observada através de imagens de absorção. Quando há um desbalancea-

mento populacional entre os dois lados do poço maior que um valor cŕıtico,

oscilações de Josephson não são mais observadas e o sistema aparenta es-
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tar localizado. Note que aqui, novamente, fala-se de localização no sentido

quântico estat́ıstico, já que flutuações das part́ıculas individuais continuam

a ocorrer. A função de onda macroscópica do BEC aparenta localizar. Os

autores desse trabalho experimental atribuem essa “transição de fase” a um

fenômeno chamado self-trapping ou autoaprisionamento, que é previsto no

contexto de um campo médio, um tratamento muito usado, geralmente com

sucesso, para sistemas de muitos corpos.

No presente trabalho, questionamos a passagem para o regime de self-

trapping no caso da experiência acima. Investigamos esse mesmo sistema,

agora do ponto de vista de uma hamiltoniana de muitos corpos restrita a

dois modos, na formulação de Bose-Hubbard. Apesar do modelo de dois mo-

dos não ser suficientemente reaĺıstico para sistemas com um grande número

de part́ıculas (N ≥ 200), ele oferece uma explicação completamente diferente

para a não observaçao de tunelamento no experimento analisado. Também

observamos uma “transição de fase” no mesmo valor cŕıtico de desbalancea-

mento inicial relativo de populações daquele encontrado na referência [1]. No

entanto, do ponto de vista da hamiltoniana de muitos corpos, a transiçao de

fase é relacionada a dois ingredientes: às propriedades espectrais da hamilto-

niana, que possui uma região aproximadamente harmônica e outra composta

por dubletos com pequena separação interna; e às condições iniciais que,

para um grande desbalanceamento de populações em cada lado do poço, ap-

resentam probabilidade de ocupação concentrada nos dubletos. Nesse caso,

o peŕıodo predominante de tunelamento macroscópico é dado aproximada-

mente por t ' ~/∆E, onde ∆E é o espaçamento interno do dubleto com

maior probabilidade de ocupação no estado inicial. Sabemos também que

o espaçamento interno dos dubletos presentes no espectro da hamiltoniana

de muitos corpos diminui com o aumento do número total de part́ıculas N .

Desse ponto de vista, acreditamos que a não observação de tunelamento para

determinadas condições iniciais nos experimentos com BECs num poço duplo

é um problema de janela temporal do experimento. O tunelamento ocorreria

se esperássemos mais tempo. Já que com 1150 part́ıculas o peŕıodo de tunela-

mento seria muito grande comparado até ao tempo de vida do condensado,

acreditamos que só um experimento que usasse um menor número de part́ıcu-

las seria capaz de “flagrar” o tunelamento macroscópico no caso de grande

desbalanceamento inicial relativo de populações nos poços de potencial.

Quanto a um posśıvel prosseguimento do trabalho, é importante comen-
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tar que recentemente foi apontado na referência [26] que alguns termos ex-

clúıdos do modelo de dois modos de Bose-Hubbard podem ter um papel

importante na situação experimental. O novos termos refletem a f́ısica da

transferência de átomos de um poço para o outro devido a colisões. A in-

clusão desses novos termos pode ser implementada na hamiltoniana de Bose-

Hubbard adicionando uma quantidade proporcional a J 2
x. O parâmetro de

controle de J2
x é a sobreposição relativa entre as autofunções da esquerda e

da direita. No entanto, é imprescind́ıvel pontuar que o espectro desse modelo

de dois modos “aprimorado” tem a mesma estrutura daquele usado aqui, i.e.

esse novo espectro de energia é também dividido numa região de dubletos e

uma região sem dubletos. Isso nos indica que a interpretação aqui encontrada

como alternativa ao autoaprisionamento deve ser confirmada na adaptação

do presente trabalho à hamiltoniana modificada, proposta em [26]. Outra

possibilidade de chegarmos mais perto da realidade seria estender nosso es-

tudo para uma hamiltoniana de muitos corpos com muitos modos. Esse

trabalho requer um tratamento numérico muito sofisticado e temos dúvidas

se os resultados seriam interpretáveis fisicamente.

Para concluir, é interessante notar que os dois exemplos estudados no

presente traballho investigam formas de localização em sistemas tunelando

coerentemente num poço de potencial duplo. No primeiro caso confirmamos

o que já era esperado, i.e. que a decoerência localiza o sistema ao afetar

os termos fora da diagonal da sua matriz densidade. No segundo caso, no

entanto, refutamos a localização sugerida pela teoria de campo médio. Ap-

resentamos uma interpretaçao alternativa na qual somente a condição inicial

não é capaz de localizar o sistema, mas sim retardar seu tunelamento. Es-

peramos que experimentos possam ser elaborados no futuro próximo para

verificar uma ou outra interpretação.
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“Não sou nada. Nunca serei nada. Não posso querer ser nada. À

parte isso, tenho em mim todos os sonhos do mundo.” (Fernando

Pessoa)


