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Resumo

Abordamos o problema de controlar a conducao de calor a par-
tir de modelos microscépicos, utilizando o modelo de uma cadeia de
osciladores harmonicos com reservatorios estocasticos acoplados auto-
consistentemente ao interior da cadeia, modelo este que retrata o com-
portamento observado em varios sistemas reais, i.e., o modelo obedece
A Lei de Fourier. E dado ao problema um tratamento analitico per-
turbativo, ou seja, a interacao entre particulas vizinhas ¢é introduzida
como perturbacao do problema de particulas isoladas.

Neste trabalho, mostramos como é possivel aumentar/diminuir o
fluxo de calor variando as massas das particulas vizinhas. O comporta-
mento da condutividade tem um decréscimo consideravel se inserimos
na cadeia diferencas grandes nas massas das particulas vizinhas.

Resultados analogos ao descrito acima sao obtidos quando se

variam os potenciais on site atuantes em sitios vizinhos.
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Abstract

We investigate the problem of the control of heat conduction
starting from microscopic models, by using the harmonic chain model
with self-consistent stochastic reservoirs, a model that describes the
behavior presented in several real systems, i.e., in such a model the
Fourier’s law holds. The problem is treated in a perturbative analysis:
precisely,the interparticle interaction is introduced as a perturbation
of the isolated system.

In this work, we show how to decrease/increase the heat current
inside the system by changing the nearest neighbor particle masses.
The thermal conductivity decreases when we consider a large difference
between nearest neighbor particles.

Similar results are found when we change the on site potential of

nearest neighbor sites.
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Capitulo 1

Introducao

A anélise da termodinamica a partir de modelos microscopicos quando
se esta a temperatura constante, i.e. a fisica estatistica de equilibrio foi
desenvolvido, por Boltzmann e outros, ha longo tempo com um enorme
sucesso na descricao de fenomenos fisicos diversos, alguns bastante
complexos, tais como transicoes de fase e producao de entropia. A
hipétese ergddica é o ponto central: é conhecida a distribuicao de
probabilidade de equilibrio, dada por Gibbs, e a partir dela se tiram
todas as informacoes do sistema. No entanto, pouco se sabe a respeito
da fisica estatistica de nao equilibrio. A deducao analitica das leis
fenomenoldgicas macroscopicas da termodinamica de nao-equilibrio a
partir de modelos microscopicos de particulas interagentes é ainda um
problema desafiador em fisica. Por exemplo, para a lei macroscopica
(fenomenolégica) de condugao de calor, i.e. a Lei de Fourier, nao se

sabem quais sao as condigcoes, necessarias e suficientes, nos modelos
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microscopicos para que seja valida, mesmo no caso unidimensional.
Esta lei afirma que o fluxo de calor é proporcional ao gradiente de
temperatura, com constante de proporcionalidade, que varia de um

meio para outro, dada pela condutividade térmica:
F =—krVT.

Esta lei é observada na grande maioria dos materiais, e chama-se
aqueles que nao a obedecem de andomalos. E uma lei fenomenologica
e depende de varidaveis macroscopicas, como, por exemplo, a tempe-
ratura. Sao desconhecidos os mecanismos matematicos microscépicos
que levam a existéncia desse comportamento e, por isso, essa questao
torna-se alvo de muitos estudos.

Diversos trabalhos foram desenvolvidos para analisar a validade
da Lei de Fourier a partir de modelos microscopicos. Muitos deles
foram feitos por simulacao computacional e apresentam resultados
conflitantes. Por exemplo, em [1] estuda-se a condutividade térmica
em sistemas unidimensionais que conservam o momento. Os autores
afirmam que a conservacao do momento é condicao suficiente para
que o sistema apresente conducao de calor anomala, i.e., para que
nao obedeca a Lei de Fourier. Contrapondo a afirmacao anterior, em
[2] é proposto um problema com potencial periddico que conserva o
momento. Esse potencial age entre vizinhos proximos e descreve pro-

blemas fisicos concretos, tais como a rotagao relativa de fragmentos
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de polimeros em torno do eixo longitudinal da molécula. As primeiras
e as ultimas particulas dessa rede unidimensional sao colocadas em
contato com banho térmico enquanto no interior as forcas que agem
sao apenas as do potencial (ndo ha banho interno). Para esse sistema,
a conducao de calor é normal, o que contradiz o trabalho anterior.

Em outro trabalho [3], sdo estudadas as propriedades de condugao
de calor em cristais harmonicos com diferentes potenciais on site. Sao
descritos resultados para on sites fortes, tipo senh-Gordon, e também
fracos, tipo poco simples limitado e peridédico seno-Gordon. A in-
teragdo entre particulas é linear (potencial harmoénico) e os banhos
térmicos sao ligados as primeiras e as ultimas Ny particulas da cadeia.
Analisa-se o fluxo no interior da cadeia. Como resultado tem-se a con-
clusao de que a anarmonicidade do potencial on site, independente de
ser forte ou fraca, é condicao suficiente para a condutividade ser finita.
Entretanto em [4], a proposigao acima é abordada e o resultado ques-
tionado. Usando os modelos de Frenkel-Kontorova, potencial quartico
e senh-Gordon, os autores mostram que a anarmonicidade do poten-
cial on site é insuficiente para garantir a normalidade na conducao de
calor.

A dificuldade em se obterem resultados consistentes com sim-
ulagao computacional reforca enormemente a necessidade de se estudar
analiticamente sistemas microscopicos com banhos térmicos acopla-

dos. Alguns esforcos foram despreendidos neste sentido [5] [6] [7] [8].
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Um trabalho pioneiro [9] coloca uma cadeia unidimensional de os-
ciladores harmonicos com interacao entre vizinhos proximos e calcula
exatamente a covariancia entre posicoes e momentos da distribuicao
gaussiana no estado estacionario. Conforme serda mostrado, no limite
termodinamico, o fluxo de calor depende apenas da diferenca das tem-
peraturas a que sao submetidas as extremidades. Esse resultado con-
traria a Lei de Fourier que da a dependéncia com o gradiente de tem-
peratura. Isso é o mesmo que dizer que a condutividade térmica cresce
indefinidamente com N e, portanto, nao é valida a Lei de Fourier.

Outro modelo para este problema [10] foi proposto, considerando
o cristal harmonico com reservatoérios estocasticos distintos acoplados
a cada sitio. As extremidades da cadeia unidimensional sao mantidas
a temperaturas fixas Ty, e T, e sao responsaveis por injetar energia no
sistema no lado mais quente e retira-lo na extremidade oposta. Sob
o ponto de vista fisico, os reservatorios no interior da cadeia podem
ser interpretados como uma representacao dos graus de liberdade nao
incluidos no Hamiltoniano, ou seja, os reservatérios internos represen-
tam a anarmonicidade do potencial. Este modelo, que sera detalhado
na sec¢ao seguinte, foi revisitado em [11] e estudado de maneira mate-
maticamente rigorosa. Encontra-se o perfil de temperaturas e chega-se
que é valida a Lei de Fourier com condutividade térmica independente
da temperatura.

O modelo utilizado neste trabalho apresenta potencial puramente
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harmonico. Sao sistemas simples que obedecem a dinamica linear.
Apesar da simplicidade, adotamos esse modelo para que possamos en-
tender como se comporta a condutividade quando variam os parametros
do sistema. Com isso, é possivel controlar a condutividade e o fluxo
de calor adequando os valores. Essa analise se torna extremamente
dificil para sistema mais complexos, como, por exemplo, com anar-
monicidade no potencial on site ou entre particulas.

E importante ressaltar que, ainda que nao se saibam exatamente
0s mecanismos que levam a condutividade no modo como é observada,
os conhecimentos alcangados com as pesquisas desenvolvidas sao su-
ficientes para construir alguns dispositivos tedricos [15]. Um exemplo
interessante é o diodo térmico [16] que é construido numericamente
considerando-se um modelo que obedece a Lei de Fourier apenas para
determinadas condigoes. Em decorréncia da juncao de cadeias com
comportamento distinto (uma cadeia anomala e uma normal), ocorre
que a energia é transportada mais facilmente em uma direcao.

O proposito deste trabalho é apresentar um tratamento analitico
do problema de controlar a condutividade térmica em um modelo que
retrata a realidade, i.e., que obedece a Lei de Fourier. Calculamos a
condutividade para casos em que ¢ fraca a interacao entre vizinhos
e mostramos que, quando as massas de particulas proximas nao sao
iguais, a condutividade diminui. O mesmo vale para o caso em que o

potencial on site (harmonico, em nosso caso)varia ponto a ponto. Em
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resumo, neste trabalho propomos mecanismos concretos, ainda que

tedricos, para se variar a condutividade térmica de certos sistemas.



Capitulo 2

Definicao do modelo

2.1 Modelo e abordagem do problema

O modelo a ser estudado [10] trata do cristal harmoénico com reser-
vatorios estocasticos em cada sitio, i.e., tomamos um sistema de N
particulas em d dimensoes com potencial harmonico de interacao en-
tre os sitios e potencial local (on site) também harmonico e conside-
ramos a dinamica de Langevin. Para fazer isso, associa-se a posicao
em relacao ao ponto de equilibrio g; e o momento conjugado p; para
cada particula de uma rede em contato com reservatorio térmico. O

Hamiltoniano é dado por:

Nd p2 Nd P. -
H = Z EZ + Z %qiqj. (21)
=1

ij=1
A principio, todas as particulas da rede tém a mesma massa, que
fazemos valer 1. Posteriormente, vamos inserir as massas no estudo.

A matriz & que da o potencial harmonico de interacao é defeinida

7
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positiva. Isso pode ser demonstrado matematicamente, mas usamos
a positividade de H para garantir a positividade de ®. A dinamica a

ser considerada aqui obedece a equacgao abaixo:

. . 1/2
qi = — Z (I)z',jqj' — Gigi + %/ ;- (2-2)
J

O segundo termo do lado direito da igualdade representa a dissipacao
de energia, proporcional a velocidade, sendo (; o coeficiente de friccao,
também chamado de coeficiente de acoplamento do sitio ¢ com o res-
pectivo reservatorio. A variavel 7; é o ruido branco descorrelacionado
no tempo e no espaco e representa uma forca aleatoria gerada pelo
contato com um reservatorio térmico. Esse ruido tem as seguintes

propriedades:

(ni(t)) =0, (2.3)

(i ()ni(t)) = di6(t —t'). (2.4)

Como se sabe, a intensidade da forca aleatéria esta relacionada com
a temperatura do banho térmico. Como o ruido branco utilizado tem
valor quadréatico médio igual a 1, multiplicamos por v; de forma a

embutir a temperatura do banho. O Teorema Dissipacao-Flutuacao

relaciona as grandezas abaixo:

Yi = 2kBCsz (25)
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onde T; é a temperatura do reservatorio acoplado ao sitio ¢, kg € a
constante de Boltzmann e usamos kg = 1. Dai, ve-se que a amplitude
da forca aleatdria estd relacionada com (;. Por isso, o coeficiente de
friccao é também chamado de acoplamento com o reservatorio.

Como aprendemos no estudo de equacoes diferenciais em mecanica
classica, (Hamilton, Jacobi, etc), é conveniente substituir a eq. 2.2,

de 2% ordem, por duas equacoes de 1% ordem

q; = Di,

. 1 2.6
pi=—2_;%ijq5 — Gpi + (2:6)

2
/ ;-

Definimos o vetor ¢ no espaco de fase, ¢ = ( 2 >, para colocar

as equagoes da dinamica na forma matricial seguinte:

o(t) = —Ag + om, (2.7)

1=(5 7 )= (o varr)

[' e T' sao matrizes diagonais N x N, tais que

Ui = oy,
Tij = Tjoi5.

onde

Tem-se, entao, a equacao diferencial estocastica que pode ser es-

crita na forma da equacao de Langevin:

dp = —Addt + odB(t), (2.8)
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onde B; é um processo estocastico cuja existéncia é garantida pelo
Teorema de Kolmogorov. Caimos no processo de Ornstein-Uhlembeck.
Para achar a solugdo, deve-se usar calculo de It [14] como se segue.

Primeiramente multiplicamos a equacao pelo fator integrante e
etdep + e Apdt = e*odB,. (2.9)

Como ¢ ¢ funcao de um processo estocéastico By, o diferencial acima

deve ser calculado observando-se a Formula de 1t0:

_of , 0f 19

df(gb, t) = dt + —d¢ + 537&

o 9 (do)?. (2.10)

Esse diferencial envolve (d¢)?. Isso vem do fato de que
dBtdBt - dt

e consequentemente

(do)? = odt.

Chega-se, entao, a solucao abaixo:

o(t) = e Mp(0) + / t e A=) gdB,. (2.11)
0

As propriedades de um sistema probabilistico devem ser anali-
sadas tomando-se os valores esperados. Para isso, calcula-se o valor
médio e correlacao de ¢(t). As integrais de Itd [14], para fungoes

f(t, By) bem comportadas, tém a seguinte propriedade:

</ f(t, B)dBy;) =0 (2.12)
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onde(.) representa o valor esperado em relagao a distribuigao de prob-
abilidade do ruido.
Aplica-se essa propriedade ao calculo do valor médio de ¢(t) e

encontramos:
(o(t)) = e~ (5(0)) (2.13)

O fato de o sistema nao ser deterministico permite que as condicoes
iniciais sejam dadas com certa distribuicao de probabilidade. Nao é
necessario saber exatamente ¢ no momento t = 0, e, por isso, faz
sentido usar (¢(0)).

Para calcular a covariancia de ¢, multiplica-se ¢(t)¢” ('), onde T
¢ a transposicao, e o elemento ¢, 7 da matriz resultante é exatamente
¢i(t)¢p;(t'). Usamos a eq. 2.11 para chegar que:

YUY = e MoOUOTe " 4 [ e A dBa 0T 4"

J¥ e Ag(0)dBTge A=) 4 [V [! e Al-9)5d B dBLge A ()
(2.14)

Quando se calcula o valor esperado, a propriedade 2.12 das in-
tegrais de Ito zera dois termos da equacao acima. A propriedade 2.4
do ruido branco transforma a integral dupla do ultimo termo em uma

integral simples, de forma que temos:

()T = e~ A(p(0)pT (0))e A"t + [T e Alt=5)g2e= AT =5)gg ¢ < ¢/
(¢(t)o(t) 0
(2.15)
O interesse deste estudo esta no estado estacionario, que deve ser

analisado no limite ¢ — oo e aqui nao depende das condicoes iniciais
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®(0). Percebe-se que em ambos os valores esperados, existe o termo
e~ 4t que deve tender a zero para que exista o estado estaciondrio.
Isso equivale a dizer que os autovalores de A tém que ser positivos ou
ter parte real positiva, caso sejam imaginarios. Isso serd brevemente
demonstrado a seguir.

Seja & = ( ?7 ) autovetor de A, com autovalor «, entao:

= (aqer) (%)

E consqiientemente:
QTPQ — aQ'TQ + *QTQ = 0.

O primeiro termo é positivo, porque ® é matriz definida positiva.
O segundo termo sera estritamente negativo se I'Q) # 0. Temos, entao,
uma equagao de 2°grau em «, cuja solugao serd o > 0 se « for real.
Caso seja imaginario, vemos que
1Q7TTQ
T2Q7Q

Retornando a eq. 2.11 vemos que (¢(t)) — 0 e

R[] 0.
(p(t)o" (t +6t)) = / A=) g2 AT 451 g
0

Podemos, por simplicidade, fazer ¢(0) = 0 e trabalhar apenas

com os termos de interesse. Assim, a covariancia assume a seguinte
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forma:
e =940 (s,8),  t>s;

Ct,s) =14 Ct,t)e D4 ¢ < (2.16)
fot e—s4g2e5A s, t = s.

Podemos efetuar céalculos simples com a covariancia no limite

t — 00. Sendo C' = lim C'(¢,t), temos:
AC + CAT = lim [j(Ae*o2%e A" 4 e g2 A" AT)ds =
= lim f(f L(—e M52 4% ds = o2
Ou seja, no limte t — oo, é vélida a seguinte equacao:
AC + CAT = o2, (2.17)

A equacao acima é de fundamental importancia na solucao do
problema. Em [17], os autores demonstram a existéncia e unicidade
de C, com as condigoes de que A seja estdvel (parte real dos auto-
valores negativa) e —o? seja nao negativo. Ambas as condicoes serao
satisfeitas se multiplicarmos ambos os lados por —1.

A relagao 2.17 também pode ser obtida a partir de 2.8 usando a
equagao de Fokker-Planck. Seja u(¢,t) a densidade de probabilidade

do sistema ter configuracao ¢ no tempo t. Entao, temos:

.1
: Zw iB1(0,8) + Zam ulo0). (218)

Avaliando a equagao acima, no estado estacionério us(¢), teremos

Ol

BT = 0.
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Como a solucao 2.11 é gaussiana, temos também

1
s o exp[—2 D (C71)i i),

onde C é a matriz de convariancia. Substituindo essas duas condicoes

em 2.18, obtemos novamente a eq. 2.17, por meio de célculos diretos.

2.2 Fluxo de Calor

A propriedade do sistema de grande interesse para avaliar a validade
da Lei de Fourier que envolve o fluxo de calor é dada por certas funcoes
de correlacao que apresentaremos neste secao. Entende-se por fluxo
a energia transmitida de um sitio a outro devido a diferenca de tem-
peratura. Para obter a forma dessa energia, é preciso definir H; o

Hamiltoniano por sitio, de forma que H = ) H;. Assim, chega-se que
P g 1 @)
HZ‘ = §—|—U (qz)+§zj:U (qi —Qj), (219)

onde UM e U® sio obtidos a partir de ®. O potencial harmonico é
um caso particular de UM e U®), mas a demonstracio que se segue é
valida para potenciais entre particulas com invariancia translacional.
O dltimo termo é multiplicado por % porque ao se fazer Y  H; ele
aparece 2 vezes. Por isso, coloca-se metade da energia potencial em
cada particula interagente.

A partir da definicao de H;, calcula-se a variacao de energia no
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sitio :

dH; 1

i W (o N+ = @) (0. — oM 4+ 6

= =it + VU (g)di + 5 Y VU (g — ¢)(di + ). (2:20)
Substitui-se ¢; e p; obtidos na equacao 2.6 da dinamica. Ressalta-se
que as relacbes devem ser substituidas usando-se o gradiente de UM

e U, porque esta demonstracao é valida para um caso mais geral,

além dos termos de dissipacao e de contato com banho térmico, ou

seja:
di = Di
i = —VUY = VU® —(pi .
Chega-se a:
d:ztzs[i == %VU(Z)(% — )i+ py) +pvim — P3G (2.21)

Podemos reescrever a equacao acima na seguinte forma:

0H,
ek —ZFHJ'-FR@',

onde
1
Fij =500 = ¢)(pi +pj)
3 2
Ri = pivyi'ni — pj G-
Essa é uma equagao de continuidade de energia, em que o primeiro

termo do membro direito representa o fluxo do sitio ¢ para j e o se-

gundo representa o fluxo entre o sitio ¢ e seu respectivo reservatoério.
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Calcula-se o valor esperado de R; da seguinte forma:

el

(Ri(t)) =~ (pimi) — Gi{p7).

O primeiro é calculado abaixo, onde p;n; € o elemento ;4 x i+ da matriz
o' t
(o) = (| A a(s)dsa (1)) =
0

t
1

/ e A=)g6(t — 5)ds = =0,
] 2

No célculo acima, foi usada a propriedade de §(s)

/ F)(s)ds = 27(0)

E o resultado do valor esperado entre o sitio e seu reservatoério
vale:

(Ri(t)) = G(T; — (p})) (2.22)

Retornando ao caso harmonico, vemos que ambos os fluxos estao

relacionados com a funcao de 2 pontos de ¢(t). Escrevemos a matriz

covariancia em quatro blocos, da seguinte forma:

c:(éﬁg), (2.23)

onde X, ; = (qiq;) Yi; = (0ipj) Zij = (qip;)-

E o valor médio dos fluxos pode ser reescrito como:

(Finj) =975,
(Ri(t)) = G(T; — Ya).

Estudaremos detalhadamente essas expressoes nas secoes seguintes.

(2.24)
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Alguns resultados da
literatura relacionados
ao modelo

Dentre os varios estudos realizados em sistemas com diferentes banhos
térmicos, destacamos alguns neste capitulo cujos resultados e técnicas

serao de grande relevancia no contexto deste trabalho.

3.1 Cadeia harmonica unidimensional, com
reservatorios nas extremidades

Em 1° lugar, estudamos o trabalho classico de Lebowitz, Lieb e Rieder
que analisa as propriedades do cristal harmonico no estado estacionario
de nao-equilibrio [9]. O modelo considerado consiste de N particulas

em 1 dimensao ligadas entre si por potenciais harmonicos iguais, i.e.,

17
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o Hamiltoniano do sistema ¢ dado por:

P} 1
onde
q)i,j = —w2A = w2(25m — 61'7]'_,_1 — 5@',]’—1)-

Nesta cadeia harmonica unidimensional, cada sitio interage so-
mente com seus primeiros vizinhos. Apenas os sitios das extremidades
estao em contato com o reservatoério térmico, sendo que os valores das
temperaturas valem 77y =T(1+n) e Ty =T(1 —n) com | n |< 1.
Como os sitios no interior da cadeia nao estao acoplados a nenhum
banho térmico, tem-se que o acoplamento (; =0, para:=2,.., N — 1
e (1 = (y = (. A partir desses dados, definem-se as matrizes R e E
que auxiliarao nos calculos para construir matrizes o e I' necessarias

nas equacoes 2.17.

Rij = 0; (015 + 0nj),
E; ;= 0;;(01; — Onj),

o = 2TC(R + nE), (32)
I'=(CR
Escreve-se novamente a matriz C' em quatro blocos N x N, na
forma
X Z

E sabido que a solucao para o sistema em equilibrio n = 0 satisfaz
a distribuicao de Gibbs. Entao, reescreve-se o problema com a seguinte

mudanca de variaveis:
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X = L[A™ 4+ pal,

Y =TI +ny), (3.3)
Z = %z

Jogando as novas variaveis em 2.17, obtém-se as 3 equacoes das

quais é possivel encontrar a matriz covariancia com calculos simples.

2=z,

y=zA+ zR, (3.4)
2FE —yR — Ry = v(Az — zA),

2
onde v = °CJ—2
Como solugao, encontram-se as matrizes X, Y e Z em funcao de

1 que é dado por:
1 1 !
w1 =1+ i 5(4V + %)z,

Finalmente, analisam-se as propriedades desse sistema, como, por
exemplo, a “temperatura cinética’de cada sitio, definida por T'(i,v) =

(p?). No limite de N — oo, tem o seguinte comportamento assintético:

Ty —voinT, =1
) T =) ), 2<i< i
T(i,v) = T(1+ 77V(901)2N_2i_1), % <i<N-1; (3.5)
Ty +voinT, 1= N.

Esse resultado é inesperado, uma vez que a temperatura cinética
¢ menor nos sitios préximos ao banho mais quente, e vice-versa.
Analisando o fluxo de calor, dado pela energia que flui do sitio 1

para 2, chegamos a:

F = W2Z1,27

2 v 1 : 3.6
P50+ 5 =504+ DT - Tw) 30
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O fluxo de calor no cristal harmonico com reservatérios apenas
nas extremidades é proporcional a T} — Tx em vez de depender do
gradiente % No limite de N — o0, o fluxo deveria ter comporta-
mento assintético com N~ e isso nao é observado. Considerando que

a condutividade térmica vale

Tr—T;\ !
_ N (R L
=D

ela vai para infinito no limite de muitas particulas e a Lei de Fourier
nao é valida no modelo harmonico com acoplamento entre vizinhos

proximos e reservatorios térmicos nas extremidades.

3.2 Perfil autoconsistente

O 2° trabalho a ser considerado [11] utiliza-se também do potencial
harmonico. Existe, agora, além do potencial de interacao com os sitios
vizinhos, o potencial on-site em cada particula e um reservatério es-
tocastico acoplado a cada sitio. Desta forma, o Hamiltoniano do sis-
tema ¢é escrito como sendo:
| N
H(g.p) = ) 507 +ula)) + ) v(g — gi-v). (3.7)
i

1

com u(q) = %qu, v(q) = %qz e condicoes de contorno de Dirichlet

go = qn+1 = 0. Chega-se que a matriz potencial vale

® = W*(—A + 2.
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Cada sitio esta conectado a um banho térmico diferente e in-
dependente, de temperatura 7; com um acoplamento ¢ > 0. Como
sabemos, a solucao estaciondaria é também solucao de 2.17. Dai se

obtém as 4 equacoes abaixo:
Z =77,
Y =(®X + X®) + (2l - I'Z),
U +T7Z2=dX — X, '
NT-Y)+(T-Y)I'=0Z—-27d

(3.8)

E possivel obter cada bloco de C (bloco X, Y ou Z) por uma
transformacao linear. Para isso, usa-se a matriz F' que diagonaliza
®, de forma que ® = FDFT. D é a matriz diagonal composta pelos
autovalores de .

Quando T; = T Vi, a covariancia estaciondria é dada por

o1 0
(eq,T) __ .
c —T< i I),

que é a Distribuicao de Gibbs a temperatura T

A intencao é analisar o fluxo que entra em uma extremidade e
sai na outra. Para isso, a troca de energia de uma particula com o
respectivo reservatério deve ser nula (R, = 0 = T; = Y};), exceto
nos sitios 1 e IN. Nesses, as temperaturas sao mantidas fixas 177 =
T, e Ty = Ty e sao responsaveis por injetar energia de um lado e
retird-la do outro. Esse perfil de temperaturas T; é chamado perfil
autoconsistente.

Para quaisquer temperaturas 17, e T > 0, existe um 1inico e posi-

tivo perfil de temperatura que satisfaz a condicao de autoconsisténcia.
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Todas as temperaturas do perfil sao pontos interiores no intervalo
[T7,,TR] e as propriedades microscépicas locais do estado estacionario
podem ser bem aproximadas pela medida de equilibrio a temperatura
T;. Isso justifica o entendimento de 7T; como sendo a temperatura local.

O fluxo de energia f; de ¢ para ¢ + 1 é constante em todos os
sitios, ou seja, (F;) = F ). A magnitude da corrente se relaciona
com as correlagoes (qq) e com &y (sendo &y = max; |T; — T;_4]) das

seguintes formas:

En < \JE(Te = Tr)F ),

B | (3.9)
(N -1)F%) = Q(Xll — Xnn)

Consequentemente, &y = O(N *%), que implica que a funcao cor-
relacao envolvendo finitos termos converge para os valores de equilibrio
local, se identificar T; como a temperatura do sistema no sitio 7.

Usando a hipotese de equilibrio local, chega-se ao valor de cor-

rente:

lim (N — 1)F W) = x(Ty, — Tg). (3.10)

N—o0
E a condutividade térmica ¢ dada por:

w2 1

(242t v2(4 + v?)

. (3.11)

K

E possivel calcular o perfil autoconsistente de temperatura:

1 —1
N -1

T, =15 + (TR — TL) + O('S(N))- (3.12)
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Um refinamento a esse modelo é considerado fazendo-se o acopla-
mento com o reservatorio variar ponto a ponto, ou seja, I'; ; = (;0; ;.
Como (; > 0, os autovalores de A continuam satisfazendo as condigoes
necessarias para que e~ 4" — 0, quando t — oo e pode-se refazer os
calculos para a matriz covariancia, energia transferida R; e corrente
de calor F;.

No entanto, nao é direto mostrar que continuam validos o equilibrio
local, a existéncia e a unicidade do perfil autoconsistente. Assume-

se que essas condicoes valem mesmo quando (; varia ponto a ponto.

Entao, no limite N — oc:

T, — T
(N) _ gL —-R 3.13
N (3:.13)

com

W
R=— :
C 2412+ /(4 +1?)

(Z@ <1+<N>.

Define-se a funcao

A(JZ) = limy_ %ZlgiSNm Cia T € [O, 1]

Entao, chega-se que o perfil de temperaturas vale:

T(x) = TL — (TR — TL) (314)
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E a condutividade térmica varia no espaco:
2
r(r) =

w 1
com ((x) = £A(2)

3.15
C(z)2+ 12 4+ /12(4 + 7)) (3.15)

Note que no intervalo em que ((z) = 0, o perfil de temperatura
permanece constante e a condutividade vai a infinito. Portanto, se
fizermos (; = 0 e (; = (v # 0, o caso resulta novamente no 1° modelo,

onde a condutividade diverge.

3.3 Meétodo perturbativo

O problema do sitema de particulas em que cada sitio estd em con-
tato com banho térmico pode também ser estudado utilizando outros
métodos, tais como o desenvolvido a partir do Teorema de Girsanov

[13]. A equacd@o que descreve a dinamica é dada por:
¢ =—Ap — AP'(¢) + on, (3.16)

onde

A=A+ 7,
0 -1
0 _
A= (./\/l 2I'T )’
0 0
j_<A@O)'
Nesta abordagem, a interacao entre particulas, devida a J, e

a anarmonicidade do potencial on site AP'(¢) sao introduzidas como

perturbacao do sistema inicial.
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Inicialmente, as particulas, que nao interagem entre si, estao sub-
metidas a um potencial on site harmonico dado pela matriz M = M1,
onde M é um escalar e I, a identidade, e sao ligadas ao respectivo reser-
vatério a temperatura 7;, com acoplamento (. A covariancia C(t, s),

dada pela equacao 2.16, pode ser calculada, se observarmos que:

A% ¢ I0 tanh(tp) ST I
= ht _— 2
e e 2cos(p){<01>+ p M —%I ;

(3.17)
p = \/%Q—M.

Neste caso, ao se tomar o limite ¢ — oo, percebemos que cada

com

sitio do sistema converge para o equilibrio e a distribuicao C'(¢,t) tende

L
— M
c=(Tr)

que é a distribuicao de Gibbs para cada sistema isolado a temperatura

a:

Posteriormente, para introduzir a interacao entre particulas e
o potencial on site anarmonico, usa-se o Teorema de Girsanov, que
fornece a medida dp para o novo processo como perturbagao da me-
dida duc ja conhecida. Mais precisamente, ele afirma que, para qual-

quer conjunto mensuravel A, p(A) = FEy[l4Z(t)], onde Ej, representa
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o valor esperado na medida duc, I4 é a fungao caracteristica e

Z(t) = ex ( "udB — 1 tUQdS),
(t) =exp (s 2 Jo . (3.18)
Viui = —=Tixdr — AP'())i
A partir deste ponto, usaremos a seguinte notacao para os indices:
je[l,N],i € [N+ 1,2N]ek € [1,2N].

Calculando as integrais acima e retomando as equagoes iniciais

do problema, chega-se a:

Z(t) = exp[=F1(6(1)) + F1(9(t)) — AF(6(1)) + AF2(¢(0))]x

exp[— [y Wy (6(s))ds — [y AWA(¢(s))ds — Jy AWy ((s))ds] °
(3.19)

onde
Fi(o(t) = 77 6T j9js
Fy(6(t)) = v, ' P'(0)idn,
Wi(o(s) = v ' 0ilTij AL wbr + oe AR ' Tijdi + %@’Ji,ﬂ[lji,jsﬁj,
WA(6(5)) = 7 'SP ALy + 7, P (8)iAvydr + %M[l(P{)Q(SL
Wi (6(s)) = 7 P'()iTij9;-

Entao, considerando o novo processo, agora com as perturbagoes,

tem-se para o valor esperado da funcao de dois pontos:

(Bu(t1)u(ta)) = L %(tlf)%;i@d“ﬁ thty < t. (3.20)

O céalculo de fluxo de calor e condutividade térmica envolve a

correlacao acima, quando t; = t,. Para efetuar esses calculos, usa-se
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o Teorema de Wick, que relaciona a funcao de 4 pontos com a funcao
de dois pontos, juntamente com a correlagao C/(t,s). E feita uma
expansao em primeira ordem do potencial entre particulas, de forma

que se encontra o seguinte valor médio:

(Bude) = Jim (60 (1)6, (1)) =

_ ﬁ(ju,vTu_ju,vTv); (IS [N+1,2N],"U€ [1,N],
| Tubue, u,v € [N +1,2N]

As condicoes que caracterizam o estado estacionario e definem o

perfil autoconsistente sao:

d(H;)
=0
dt ’
(&
<Rj> =0,

e permitem obter que o fluxo entre sitios vizinhos é constante, i.e.

Fi9o=Fo.3=..=F.
O fluxo é dado por:
TN j+1
F = ST, ).
Se definirmos )
TN+
Jy = ———— 3.21
podemos escrever as equacoes acima numa forma mais conveniente:

Jia(T; = Tj) = Jj(Tj1 = Tj) -
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Da 1* equagao, tira o valor para T em funcao de J;, 11 (conheci-
dos) e F (incognita). Substitui a expressao encontrada para Th na 2*
equacao e explicita T3 (também em funcdo de J;, Ty e F). Assim su-
cessivamente, até a (N — 1)* equacao, onde explicitamos T, conforme
segue:

15 = T
2 — FJ1+ 1)

1 1
Ty=r — T
} F<J2+J1>+1,

TN:F<

1 1
— T:.
ot +J2+J1)+ ]

Entao, para dadas temperaturas 17 e Ty, se os potenciais forem di-
ferentes de zero, obtém-se as temperaturas autoconsistentes de cada
sitio, o fluxo de calor e a condutividade térmica. Chega-se a forma

para o fluxo:
N-1

Ty —Th). (3.23)

K.|H

l:1
A condutividade, dada pela razao entre o fluxo e o gradiente de

temperatura, fica na seguinte forma:

e = (N 1)) %)—1. (3.24)

Por indugao, obtém-se a temperatura do sitio j:

N-1 1 7—1 1
Ty =T+ ( Z (Ty —T}). (3.25)
=1 l =1 l
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Vamos comparar os resultados acima com os obtidos de modo
exato no 2° modelo. O acoplamento reservatoério/sitio era dado por (.

A matriz do potencial era:
® = W*(—A +2).

Portanto, o termo de massa e a interacao com os vizinhos préximos

valem:
M = w*(2 +v?),
Jij = w0 N1
O valor de J;, com estes dados, fica:

w4

B 20w?(2+v?2)

Ji

E a condutividade sera:

w?

T 22+

O resultado obtido em 3.11 para a condutividade do mesmo sis-

K (3.26)

tema foi diferente do encontrado acima.

w2 1

(2421 v2(4 + v?)

K

Entretanto, no método perturbativo, foi feita uma expansao em

1* ordem do potencial entre particulas. Vamos fazer uma aproximacao

semelhante em 3.11. O potencial entre particulas era dado por w? e,

lembrando que v? u%, vemos que a expansao deve ser feita para v

grande:

14
V2(4 4 v2) = V2 (1 + ——) =12+ 2. (3.27)

212
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Usando a expansao acima, chegamos que a condutividade do 2°
modelo, em primeira ordem de w?, é:
W2

C2+12+12+2)

K =

(3.28)

O método perturbativo da exatamente o mesmo resultado do
método exato. Em ambos os casos conclui-se que o calor é conduzido
em conformidade com a Lei de Fourier. O fluxo de calor tem o com-
portamento assintético esperado e vai a zero com N~!. A condutivi-
dade assume um valor finito e os resultados obtidos sao equivalentes
na mesma expansao de primeira ordem na interacao entre primeiros

vizinhos.
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Resultados

Utilizamos a técnica desenvolvida na Secao Método Perturbativo para
sistemas com condicoes mais abrangentes. Parte dos resultados re-
tomam os valores ja conhecidos. Outra parte, que nao tem solugao
analitica conhecida, mostra resultados interessantes. Na primeira secao
retomanos o problema fazendo o acoplamento com o reservatério variar
ponto a ponto. O resultado é confrontado com o obtido na Secao Perfil
Autoconsistente e vemos que sao iguais nas condicoes em que ambos
sao validos. Na segunda secao, é feita uma breve modificacao nas
equacoes, onde incluimos a massa das particulas. O calculo da condu-
tividade com massas variaveis foi deixado para a terceira secao, onde
variamos também o potencial on site. Uma andlise do resultado é
feita para observar que o comportamento da condutividade térmica
muda consideravelmente quando hé diferenca entre as massas e/ou

potenciais on site vizinhos.

31
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4.1 Acoplamentos variaveis

A equagao 2.2, que dé a dinamica das particulas do sistema, permite
que o acoplamento (; possa variar ponto a ponto. No entanto, o Teo-
rema de Girsanov foi aplicado considerando todos os acoplamentos
iguais (; = (. Nesta primeira parte, vamos refazer os calculos apresen-
tados na secao anterior considerando que cada acoplamento tem um
valor especifico (;. O interesse em estudar o modelo com diferentes ¢
estd na possibilidade de estabelecermos uma relacao entre o modelo
com reservatorio em cada sitio e o com reservatorios nas extremidades
apenas: para isso tomariamos o limite (; — 0, para i = 2,..., N — 1.
A equacao da dinamica é dada por 3.16 e fazemos A = 0 porque tra-
balhamos apenas com o potencial harmonico. No problema inicial
sem perturbacao, cada particula esta submetida a um potencial dado
pela matriz M = MI, ligada a um reservatério de temperatura 7T;
e acoplamento (; variando de sitio para sitio. A covariancia C(t, s)
pode novamente ser calculada. Para isso, calculamos a forma para
e_tAO, e.g. por diagonalizagao, e chegamos que, para um tunico sitio
¢j = (4, pj) vale:

A _ e_%t ( cosh(tp;) 0 ) . Su'lhp(;pj)% anhpﬂ

0 Cosh(tpj) _Smh(tpj)M _smh(tm) G ’

P pi 2

(4.1)




Capitulo 4. Resultados 33

[ (2
pj: ZJ—M

A partir da equacao 2.16 temos que

_ [t —sA° 0 0 —sA0"
C(t,t)=J,e <0 2CjTj>e ds,

com

¢ e [coth sp; — ~L]
= f(f 26]1} Slnh2 Sp] e—st p? ¢ _pj ) ’ 2<'pj 2 ds
o [coth sp; — ﬁ] e *Pilcoth sp; — ﬁ]
(4.2)
No limite t — oo a covariancia do sistema tende a
TM™t 0
C(t,t) = ( 0 T > ) (4.3)

que ¢ a Distribui¢ao de Gibbs para cada sitio a temperatura 7). Para

t # s, temos a seguinte covariancia (para o sitio j):

C(t,s) = e~ (=93 ginh [(t — s)pj] %

i | T T;
coth [(t =)o) + 52| T L (4.4)
-5 coth[(t = s)py] — 52| 75

A nova medida de um conjunto mensuravel A, segundo o Teorema
de Girsanov, é dada por p(A) = Ey[l4Z(t)] e a forma para Z(t) estd
escrita em 3.19. Como estamos trabalhando apenas caso harmonico
(A =0), os termos Fy(o(t)), Wi(o(t)) e Wy s(4(t)) valem zero. Restam
apenas Fi(¢(t)) e Wi(p(t)). O valor esperado que devemos tomar é:

(9i(t)0;(t)) = Eoldig; Z(t)]. (4.5)
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Expandimos a eq. 3.20 até primeira ordem de J; ;. Observamos que:

Z(t) =1— Fi(t) + F1(0) — [y Wi(8(s))ds + O(T?),
J Z(t)dpc =1+ [ |[=F@) + Fi(0) = Jy Wa(6(s))ds| duc + O(T?)
(4.6)

E chegamos a:

(0ig)) = [f ¢id;[1 — Fu(t) + F1(0) — [, Wjds]dluc} X

. (4.7)
1= [[=Fa() + Fa(0) — fy Wydsld.]

Depois de multiplicar os termos acima, pode-se escrever de forma mais

compacta, conforme segue:

t

(0i(8)9; (1)) = (Dig)—(Dis; F1(1))+ (D5 F1(0)>—/0 (9i(t);(t); Wy(s))ds.
(4.8)

O valor esperado no lado esquerdo da igualdade deve ser tomado na

medida do sistema perturbado, enquanto no lado direito, a medida

usada ¢ duc. Os termos que envolvem a funcao de quatro pontos

sao transformados em trés termos de dois pontos, usando Teorema de

Wick:

(Didj ) = (Didj)(Drdr) + (i) (Pid1) + (i) (Pidn).  (4.9)

Depois de efetuados os céalculos, chegamos a:

1
(G-~ + )

A partir dessa correlacao, calculamos o perfil autoconsistente de

(9igj) =

7 (TiiTien — TijT5) - (4.10)

temperaturas, o fluxo de calor e condutividade térmica. Chegamos
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novamente as equacoes 3.25 a 3.24 do método perturbativo, com a

diferenga que neste caso

T
(G + Q)M

Vamos substituir nesse resultado os valores para J e M do 2°

J; =

modelo, que também foi estudado com acoplamento variavel sem analise
perturbativa. Constatamos que o perfil autoconsistente obtido na
solucao exata se equivale ao encontrado por este método, uma vez

que ¢ valida a igualdade:
N-1 - i
1 1 A
lim l L] 2 Al (4.11)
Nzl 0T =1 7! A1)

Quanto a andlise da condutividade, obtemos o seguinte valor:

com Nz = j.

w2

R:§M+2ﬂy (4.12)

(= e ch S} (4.13)

Esse resultado é equivalente aquele obtido em 3.13, o que pode ser
verificado refazendo a expansao 3.27 para valores grandes de v.

Se fizermos (; — 0 para ¢ = 2,...,N — 1, mantendo fixos (; e
(n, reencontramos o resultado do 1° modelo, em que a condutividade

diverge e a Lei de Fourier nao funciona.
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Enfatizamos novamente a igualdade entre os resultados dos calculos
exatos (Lebowitz et al.) e os perturbativos, via a abordagem com Teo-

rema de Girsanov.

4.2 Massas variaveis

Vamos considerar agora que o cristal harmonico é formado por particulas
de massa m;, 7 = 1,...,N. Para isso, devemos modificar o Hamilto-

niano do sistema, eq. (2.1), e as eq. (2.6) da dinamica, que ficam na

forma: )
p. (I) .,
H = —J D 0 4.14
j J:
m;qg; = pj,

T (4.15)
==y Ly — Gpj 70,

Reescrevemos na forma matricial, equivalente a eq. 3.16, porém

sem anarmonicidade (A = 0), e com a seguinte definicao da matriz A°:

~1
A’ = ( J\gl 2;%31—1 ) ’ (4.16)
sendo 9 a matriz diagonal que contém as massas, i.e., M, 1. = Mm;0; .
A insercao de massas variaveis modifica também a forma do fluxo
de calor. Para encontra-la, devemos redefinir a energia por sitio,

partindo da eq. 4.14, de maneira analoga ao que foi feito anterior-

mente. Agora, a definicao de H; passa a ser:

2

p;
H, = o Ng) + = ZU i — Q). (4.17)
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E a variacao da energia sera:

; P o1 ..
—2 =Ly + VU (q5)g; + 3 > VU g — )i+ ). (4.18)

Conclui-se que o fluxo de calor entre os sitios é dado pela ex-

pressao abaixo:

1 D
= = U2 (g — R 4.19
Fj—i 2V (QJ QZ)(mj+ml) ( )

Toma-se o valor esperado dos fluxos para coloca-los na forma

compacta abaixo, em funcao da covariancia:

P, .
(Fi0) = B 7,5,

<&@w44@_%g- (4.20)

4.3 Potencials on site variaveis

O potencial on site, ou termo de massa, considerado até agora era igual
para todos os sitios. No problema nao perturbado, fazemos que M =
MI. Nossa intencao ¢ poder variar também o valor de M em cada
sitio. Assim, o potencial M que era proporcional a identidade, passa
a ser uma matriz diagonal que escrevemos como (M) = M;0; .

E possivel calcular a covariancia C(t,s), a partir da eq.(2.16).

Chega-se a uma equacao equivalente a 4.4, bastando redefinir p; como:

S M
,0]— 4 mj'
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Como cada particula esta isolada das demais, a distribuicao de Gibbs
é atingida no equilibrio. Com acoplamento, massa e potencial on site

variaveis, a covariancia é dada por:

O = ( M;T SJ?T ) . (4.21)

Acrescenta-se a perturbacao representada por J para calcular a
correlacao (¢;¢;) na nova medida. Repetimos os procedimentos 4.6,
4.8 e 4.9 e chegamos ao que segue:

Jij(Ci-n + ) (Ti-n — T5)

(%—x - %)2 + (G-~ + ) <CiN%_j + C]%—x> i
(4.92)

<¢z‘¢j> -

As expressoes para perfil de temperaturas (eq. 3.25), fluxo de
calor (eq. 3.23) e condutividade térmica (eq. 3.24) continuam validas,

bastando para isso redefinir J;:

J, = . ‘Z?j(Ci—N +¢) (Ti-n — TJ)
(%—_Z - %—j) + (G-~ + §) (Ci—N%_j + G n]‘f_fi) TN
(4.23)
E a condutividade assume a forma:
K (% = %j—ﬁy MMy <Cl Ly Cz+1%l) MMy 1
N-1- ; ‘712+N,l+1(Q + Q1) " ~712+N,z+1

(4.24)
Encontramos, portanto, que sera valida a Lei de Fourier com a
condutividade acima, dada em funcao de acoplamento, massa e acopla-

mento variaveis de particula para particula.
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Vamos agora analisar o comportamento da condutividade em ca-
sos particulares. Primeiramente, analisamos a dependéncia da con-
dutividade quando todas as massas e potenciais on site sao iguais.
Colocamos também todas as interacoes entre particulas iguais. Ou
seja:

t7l+N,l+1 = j7VZ € [LN]

Também os acoplamentos sao feitos iguais em todos os sitios:

G =G VJ.

Neste caso, a forma que a condutividade assume é semelhante a
obtida anteriormente, e vale:

j2
- 2mM(¢

. (4.25)

Lembrando que foram usadas as seguintes igualdades:
M; = M,

m]‘Im.

Analisemos o caso em que as massas e potenciais on site podem
alterar. A massa da particula j pode assumir um dos valores {my,

ms}, dependendo da paridade de j:

m | impar;
m] — 1 ] par;
my, j par.
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Condicao analoga é imposta ao potencial on site:

| My j impar;
R A

Os valores de interacao entre particulas e de acoplamento com o reser-

vatorio continuam constantes:
TNt =T

G =¢

Com esses valores é possivel calcular o somatério existente em 4.24 e

a condutividade fica na seguinte forma:

2 -1, -1 72
k= Gmy my J (4.26)

2
M M- M M.
<m_i—m—§> +252<m—1+m—§)

Comparando a condutividade térmica dos dois casos, dadas por

4.25 e 4.26, vé-se que a condutividade térmica cai drasticamente quando
%—i >> %—j Para o caso de particulas de mesma massa e mesmo poten-
cial on site, a condutividade varia com o inverso de M, o coeficiente do
potencial. No caso de mesma massa mas diferentes potenciais on site,
a condutividade varia com o inverso do quadrado da diferenca entre
M e M,. Portanto podemos mudar drasticamente a condutividde do

sistema com manipulagoes como essa.
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Conclusao

O entendimento de propriedades macroscopicas e a deducao de leis
fenomenolodgicas da termodinamica de nao equilibrio a partir de mo-
delos microscépicos é ainda um problema desafiador e de grande im-
portancia em fisica. Em particular, o estudo da propagacao de calor
em sistema hamiltonianos tem tido grande interesse. Por exemplo, o
problema de fluxo de calor em sistemas unidimensionais com massas
variaveis é recorrente [20]. Em [12], os banhos térmicos foram coloca-
dos apenas nas extremidades. Considerando-se uma cadeia periédica,
i.e., (my,ma, ..., mc|mey1 = my) chega-se que, no limite termodinamico,
existe uma cota inferior para o fluxo, isto é, F nao vai a zero e a
condutividade cresce indefinidamente com N. Considerando uma dis-
tribuicao aleatdria de massa [19], chega-se que o fluxo vai a zero com
N~z. Note que a condutividade diverge mais lentamente x ~ N %, mas

ainda nao ¢ suficiente para obedecer a Lei de Fourier. Foi também estu-

41
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dada a cadeia harmonica de Fibonacci [21], modelo em que a seqiiéncia
das massas das particulas é dada por {m;|j = 1,...,N;m; = m, ou
mg} de acordo com a seqiiéncia de Fibonacci. Neste caso é mostrado
que £ ~ (In N)~!. Nenhum desses problemas obedece & Lei de Fourier.

Nao conhecemos nenhum estudo semelhante que trata do caso
de potenciais on site varidaveis. Entretanto, esses potenciais nao sao
apenas termos matematicos: eles tém um significado fisico bem co-
nhecido. Por exemplo, em sistemas de 1 ou 2 dimensoes, as estruturas
crescem sobre um substrato que exerce uma forca externa no sistema.
Essa forca é o gradiente do potencial on site.

Os resultados obtidos em 4.25 e 4.26 nos mostram que somos
capazes de controlar a condutividade. Introduzindo diferencas en-
tre massa e/ou potenciais on site vizinhos, vemos uma mudanga con-
sideravel na conducao de calor. Um sistema bom condutor térmico
se torna isolante térmico com uma mudanca nos parametros. Es-
peramos que essa ferramenta possa nos ser muito 1util na construcgao
analitica de dispositivos térmicos, e.g., um diodo térmico. Como visto
na Secao 2.1, em decorréncia da juncao de dois materiais que apresen-
tam condutividades bastantes distintos, chega-se que o sistema pode
favorecer a passagem do calor em um determinado sentido. Podemos,
em trabalhos futuros, investigar uma configuragao para as massas das
particulas ou para os potenciais on site que favorecam um sentido de

conducao de calor.



Apeéncice A

Vamos mostrar o célculo da covariancia (¢;(t)¢;(t)), a partir de

4.8
(0i(t)0; (1)) = (9it) — (diddy; F1(t))+
t
0 B0) = [ (00160 W) (1)
Lembrando que a média do lado direito deve ser tomada na me-

dida do sistema nao perturbado, cuja covariancia é dada por 2.16:
C(t,s) = e YC(t 1), t > s.

A covariancia C(t,t) pode ser calculada integrando a forma ex-
pressa em 2.16. E mais facil, no entanto, utilizar a distribuicao de

Gibbs, uma vez que cada sitio esta isolado a temperatura 7;.

MT 0
0 9T )

t—s)

A exponencial e~ 94" para um tnico sitio (gj,pj) € dada pela

eq. 4.1 com a seguinte definigao para p;:

G M
pj_ 4 mj
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E a covariancia do sistema isolado, para o sitio (g;, p;) vale:

. I — ,
Clt.s) = o (t-5)% 71, cosh (t —s)p; 0 L+
0 m;Tjcosh (t — s)p;j

( ;—; sinh (¢t — s)pj% sinh (¢ — s)pjf—j )

. G

sinh (t — s)pjf—j 55~ sinh (t —s)p;m;T;

Para facilitar o calculo em 1, dividimos W; em 3 expressoes:

t
4%} E/ bin(8)Mi_n7y; ' Tijbids,
0
t
Wy = /0 Di(5)C Ty (s)ds.

t
W= [ 5700 Tmid (),
de forma que W; = Wy + Wy + Wi,
Voltando a eq. 1, vamos calcular cada termo separadamente. O
primeiro é trivial e vale zero. O calculo do segundo estd mostrado

abaixo:

(0i(t); (): FL(1)) = ;' Tij ((ficdr) (D) + (i) (djir))

Tim (61 () (£); Fi(8)) = ;' T (mi—NTi—N]\Zj. + O)
J
| T
Im (0i(t);(t); F1(1)) = —2§z’—i\/j<4j.

Tratamento semelhante é dado a cada termo, sendo que os termos
que envolvem W ; devem ser integrados em ¢ antes de se tomar o limite

t — oo. Restringimo-nos a mostrar apenas os resultados:

im {3(1)6 (£): F3 (0)) = 0,
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Ty G+ G)

Jim {6(1)6,(2): Wa(1)

N QGU m; ’
N Ty (midy  omi\ (M M
RO W) = 5 (5 2 ) (o mi)

N Ty (M T, o, .. M M
Tim (s (£)¢; (£); WA (1)) = G, ( 20, 2@}-) (Cj GG+ )
Onde ,

Gij = (— — —j> + (G + ) (Cz'—J + ij) :
m; m; m; my
Somando todos os termos acima chegamos a:
Jij(Gi-n + ) (Ti-n — Tj).

<¢z‘¢j> =

m;—nN

(%—Z - %)2 + (G-~ + ) <CiN%_j + G MiN) i
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