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“O cientista nao estuda a natureza porque ela ¢é 1util;
estuda-a porque se delicia com ela, e se delicia com ela
porque ela é bela. Se a natureza nao fosse bela, nao va-
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Jules Henri Poincaré (1854-1912)
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RESUMO

A partir de um modelo simples para a corrente persistente em um anel limpo unidimen-
sional na presenca de um campo magnético uniforme, mostramos as propriedades dessa
corrente no caso ideal, sem desordem, tanto para uma geometria plana quanto para uma
fita de Mobius. Mostramos como incluir a desordem e calcular a corrente média para
um ensemble de anéis metalicos mesoscopicos, quase unidimensionais e isolados, na pre-
senca de uma desordem fraca. Modelamos a desordem por meios da Teoria de Matrizes
Aleatorias, que combinada a técnicas de supersimetria, possibilitam o céalculo analitico da
corrente persistente média . Mostramos a equivaléncia do modelo IWZ, que é um modelo
discreto, com o modelo continuo, calculando a corrente de maneira exata para o modo
zero e perturbativamente para os modos superiores. Calculamos ainda a corrente média
para um anel com um ponto quantico imerso na presenca de desordem. Concluimos que
a presenca do ponto quantico aumenta significativamente a amplitude da corrente sem
alterar as suas propriedades de simetria e periodicidade com relagao ao fluxo magnético

externo.



ABSTRACT

Starting from a simple model for the persistent current on a clean one-dimensional ring
in the presence of an homogeneous magnetic field, we show the properties of that current
in the ideal case, without disorder, for both a plane and a Md&bius-like geometry. We
also show how to treat disorder and calculate the averaged current for an ensemble of
isolated mesoscopic, quasi one-dimensional metal rings with a weak disorder. We model
the disorder by means of Random Matrix Theory, which combined with supersymmetry
techniques, has made possible to obtain the averaged persistent current. We show the
equivalence between the IWZ model, which is discrete, and the continuous model, by cal-
culating the current exactly for the zero mode and perturbatively for higher order modes.
We also calculate the averaged persistent current for a ring with an embedded quantum
dot with disorder. We conclude that the very presence of the quantum dot increases sig-
nificantly the current amplitude but does not alter the symmetry and periodicity of the

current with the external flux.



INTRODUCAO

As duas udltimas décadas do século XX presenciaram um progresso espetacular no estudo
de metais e semicondutores com desordem. Esses sistemas sao interessantes nao apenas
do ponto de vista das diferentes aplicagoes tecnoldgicas, mas também porque revelam
propriedades fisicas novas e incomuns, muito diferentes daquilo que se esperaria em ma-
teriais limpos comuns. Embora caracteristicas termodinamicas sejam influenciadas pela
desordem, os efeitos mais notaveis sao observados na cinética. E claro que, em muitos ca-
sos, pode-se usar a teoria classica de transporte baseada na equacao de Boltzmann para a
descrigao do movimento do elétron. Entretanto, se a desordem for forte ou a temperatura
baixa, efeitos quanticos tornam-se importantes, e para construir uma teoria nesse caso,

deve-se partir da equacgao de Schrodinger num potencial assumido aleatorio.

Durante muito tempo, o tnico método analitico de estudo desses sistemas foi a teoria
de perturbagao no potencial aleatério por meio do uso de fungoes de Green [1]. Grande
progresso foi feito no estudo do fenomeno que ¢é hoje conhecido como “localizacao fraca”.
Mais tarde, a perturbagao diagramatica mostrou-se bastante 1til para a investigacao de
efeitos mesoscopicos, em especial para as “flutuagoes universais da condutancia”. Em-
bora poderosas e tuteis, expansoes diagramaticas funcionam bem apenas quando os efeitos
quanticos sao fracos e as propriedades do sistema sao quase classicas. Por exemplo, ela nao
se mostra muito util no estudo de condutores mesoscopicos fracamente desordenados que
estao completamente isolados ou fracamente conectados a fios condutores ou, ainda, con-
dutores fracamente desordenados de geometria unidimensional, onde localizagao é sempre

possivel [2,3].

O artigo pioneiro de Efetov [4] trouxe uma nova luz aos métodos de cédlculo nessa area.
Ao utilizar o método de supersimetria usando tanto variaveis comuns quanto as de Grass-
mann, foi possivel estudar efeitos mesoscépicos, localizagao, efeito Hall quantico inteiro e
até mesmo funcgoes de correlagao para modelos unidimensionais de particulas com algum

tipo de interacao especial. Usando a abordagem supersimétrica, pode-se também derivar
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um modelo o nao-linear. Esse modelo contém supermatrizes () (8 x 8) com a restri¢ao

Q? = 1, cujo tamanho reduzido permite calculos diretos.

O primeiro caso nao trivial para o qual o modelo ¢ foi resolvido foi o de uma pequena
particula metdlica desordenada. Para encontrar, por exemplo, a funcao de correlagao
nivel-nivel, deve-se resolver uma versao zero-dimensional do modelo . De forma inespe-
rada, a funcao de correlacao coincide exatamente com a funcao correspondente conhecida
a partir da teoria de matrizes aleatérias. Esta foi inicialmente proposta numa base pu-
ramente fenomenoldgica para a descricao de nucleos complexos. A solucao do modelo
o zero-dimensional foi a primeira confirmacao analitica da teoria de matrizes aleatdrias.
Além disso, algum tempo depois, o modelo o zero-dimensional foi derivado a partir da
teoria de matrizes aleatérias, demonstrando, portanto, a equivaléncia entre as duas teo-

rias [5].

Mostrou-se ainda que os problemas de caos quantico sao equivalentes aos problemas de
desordem e, conseqiientemente, aqueles da fisica de ntcleos complexos. Todas essas teo-
rias sao bastante populares hoje devido aos novos desenvolvimentos na fisica de objetos
mesoscopicos. O sucesso recente em nanotecnologia tornou possivel a criagao de obje-
tos muito pequenos onde modelos tedricos, como bilhares quanticos, podem ser aplicados
diretamente a objetos experimentalmente acessiveis (pontos quanticos), ou, em especial,
no estudo de correntes persistentes em anéis metalicos mesoscépicos isolados. O modelo
o zero-dimensional é, portanto, uma ferramenta bastante conveniente e adequada para a

descrigao tedrica desses objetos mesoscdpicos.

Alguns trabalhos aplicaram o método de supersimetria para estudar as propriedades de
correntes persistentes em anéis metalicos com uma desordem fraca, porém sem incluir
a interacao entre particulas [6,7]. Outros trabalhos se concentraram no estudo das in-
teragoes, porém sem a presenga de desordem [8-11]. A solugdo de um problema com

desordem e interacao é do ponto de vista tedrico bastante dificil.

Neste trabalho, calculamos a corrente persistente num anel quase unidimensional e com

desordem, porém sem interagao entre particulas, numa abordagem diferente dos trabalhos
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existentes. Esta abordagem, proposta por lida, Weidenmdiller e Zuk [12], para o célculo da
condutancia, oferece uma maneira mais simples de se incluir a interagao entre particulas.
Weidenmiiller e Richert calcularam os efeitos da interacao na localizacao em um condutor
linear [13]. Embora nao tenhamos incluido a interagao entre particulas neste trabalho
em especial, conseguimos mostrar a equivaléncia entre esta abordagem, e a abordagem
tradicional. A inclusao da desordem é um passo natural no estudo deste problema, que

no entanto ainda é de dificil tratamento analitico.

O modelo IWZ também oferece uma maneira simples de se incluir o acoplamento do anel
com condutores externos ou outros dispositivos, como por exemplo um ponto quantico.
No tltimo capitulo calculamos portanto a corrente num anel mesoscépico com um ponto

quantico embebido nele.



1

CORRENTES PERSISTENTES

1.1 Primeiros anos

O interesse no estudo de correntes persistentes remonta a primeira metade do século XX,
quando F. London [14], em 1937, e F. Hund [15], no ano seguinte, escreveram trabalhos
sobre propriedades magnéticas de moléculas anulares. Mais tarde, com a formulacao da
teoria de supercondutividade [16] em 1957, e os trabalhos de Aharonov e Bohm [17] e
Byers e Yang [18] alguns anos depois, foi criado o conceito de corrente persistente no

contexto da supercondutividade.

Aharonov e Bohm mostraram que, devido a efeitos puramente quanticos, um elétron sente
o efeito de um campo magnético B préximo, mesmo estando numa regiao onde este campo
¢ nulo. Isso porque, numa regiao onde B = 0, nao ¢é necessariamente nulo o potencial
vetor A, tal que B = V x A. Como se sabe, é esse potencial que entra no cdlculo da agao
quantica e, portanto, modifica a fase da funcao de onda do elétron. Assim, a funcao de
onda do elétron depende do caminho que ele percorre, e pode-se, por exemplo, observar

fenomenos de interferéncia semelhantes ao da fenda dupla.

Byers e Yang por sua vez mostraram que em um cilindro supercondutor oco, sujeito a
um campo magnético interno, devemos ter um campo magnético nulo no seu interior,
porém ha um fluxo magnético ® nao nulo na parte oca. Nesse caso, os niveis de energia
sao fungoes periddicas pares em ® com um periodo de he/e, e a corrente no interior
do supercondutor pode ser calculada como a derivada da energia livre do sistema em
relacao a ®. O efeito Meissner garante que, no equilibrio, o campo magnético e a corrente
no interior do supercondutor sao zero, o que corresponde ao minimo da energia livre.
Caso o campo externo seja tal que o sistema nao esteja num desses minimos, correntes

na superficie do supercondutor aparecem de forma a alterar o fluxo magnético e levar o
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FIGURA 1 - Anel unidimensional atravessado por um fluxo magnético ®.

sistema para um ponto de minimo da curva.

Os trabalhos de Bloch [19,20], Schick [21], e Gunther e Imry [22] mencionam a possibi-
lidade de haver correntes circulantes para elétrons livres em anéis ou cilindros suficiente-
mente pequenos. A idéia de correntes persistentes que sao periddicas com o fluxo em anéis
metalicos comuns é mais recente e se baseia na observagao de que a fungao de onda do
elétron pode se estender coerentemente sobre toda a circunferéncia do anel. Para sistemas
estritamente unidimensionais, esta teoria foi proposta por Biittiker, Imry e Landauer em
diferentes artigos [23-25], onde se discute que o efeito de espalhamentos eldsticos, da tem-
peratura finita e espalhamentos inelasticos fracos é de criar um alargamento e separacao

dos niveis de energia, sem destruir a coeréncia de fase.

1.2 Corrente num anel unidimensional limpo

Cheung et al [26] calcularam de forma analitica a expressdo para a corrente de elétrons
livres em anéis unidimensionais na presenca de um campo magnético externo estatico. A
forma de se tratar esse problema é equivalente ao estudo do movimento de um elétron em
um sistema infinito com um potencial periédico. Independentemente de quao complicado
seja o potencial das impurezas, a questao central é que, apoés uma volta completa no anel,
obtém-se o mesmo potencial, embora a funcao de onda possa mudar sua fase dependendo

do fluxo magnético através do anel.

A presenca do campo magnético externo através do anel (Fig. 1) pode ser reduzida,
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simplesmente, as seguintes condigoes de fronteira para a fun¢ao de onda (Cf. Ap. A):

. d
e

= (1.1)

, d
satD=ev. G
x=L

z=0

onde definimos a fase de Aharonov-Bohm (A-B) por ¢ = 27®/®y. Aqui, ¢y = he/e é o
quantum de fluxo magnético, x a coordenada ao longo da circunferéncia e L o comprimento
da circunferéncia. As Egs. (1.1) implicam que os autoestados e autoenergias e, portanto,
todas as propriedades de equilibrio do anel sao periédicos com periodo $; em P, ou
equivalentemente, 27 na fase ¢. Essas equagcoes sao equivalentes aquelas que determinam
as ondas de Bloch para elétrons se movendo num potencial periédico, com o parametro
¢/ L fazendo o papel do momento; os niveis de energia do anel formam microbandas como
funcao de ¢ com periodo 27, andlogas as bandas eletronicas de Bloch na visao da zona-k

estendida.

A corrente total I(¢) ¢é a soma de todas as contribuicoes i, de todos os estados ponderados
com a probabilidade de ocupacao apropriada. A corrente i,, carregada por um nivel g, é

2ev,,
L Y

_ 10
~ h Ok

iy = U (1.2)

(o fator 2 é devido ao spin). Usando a analogia com o movimento de um elétron num
potencial periédico, podemos reescrever essa equagao como

2e Oe,, Oe,,
= — o 9 1.
in R 99 55 (1.3)

onde usamos a equivaléncia k = ¢/L. Esse cédlculo se aplica a temperatura nula. Para
temperatura finita, devemos tomar a derivada da energia livre com relacao ¢. Na Fig. 2,
vemos as energias dos autoestados ¢, como funcao do fluxo magnético para uma cadeia
unidimensional. Na auséncia de desordem, as curvas formam parabolas que se intersectam.
A inclusao de desordem leva a uma repulsao entre os niveis e, como resultado, aparecem

gaps nas interseccoes.

As propriedades bésicas da corrente persistente total podem ser melhor compreendidas
considerando o modelo mais simples de anéis ideais com um tnico canal e sem desordem,

atravessado por um fluxo magnético. Nesse modelo, as energias ¢,, e correntes 7, sao

K2 [2r o\ 1? , 2he b
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Energia (u.a.)
’Pi

3 27 -7 0 T 27 37

Fase de Aharonov-Bohm (¢)

FIGURA 2 - Niveis de energia eletronicos (u.a.) em funcao da fase A-B ¢ = 279 /P em
um anel unidimensional. As linhas cheias (tracejadas) correspondem a presenca (auséncia)

de desordem.

comn=0,£1,4+2,... e m a massa do elétron.

A corrente total a temperatura nula é obtida pela soma das contribui¢oes de todos os
niveis com energias menores do que o potencial quimico p. No caso unidimensional com
um numero fixo de elétrons (ensemble candnico), o potencial quimico é determinado pela
relagao p = (hKm)?/2mL? onde 2K é o ntimero total de elétrons num anel, e K, portanto,

o numero de niveis.

Como a corrente é peridédica em ¢ com um periodo 27, podemos nos restringir ao intervalo
[—7, ], 0 que seria equivalente & primeira de zona de Brillouin num cristal. A soma em
n para a corrente ¢ diferente dependendo se K é par ou impar. No caso de K = 2K, + 1

impar, temos que
Ko

1(¢) = Z in = —2—70% ; (1.5)

n=—Kpy
onde Iy = evp/L = heK/(2mL?). Para K = 2K par, a soma ¢ diferente:

¢>0: I(¢)= f: z‘n:—2fo<?—1), (1.6)

m
n=—Kop+1

Ko—1 gb
p<0: I(¢) = n;{ i = —210<; + 1> : (1.7)

A Fig. 3 mostra ambos os casos, e também a corrente média. Vemos que a corrente é

peridédica em ¢ com periodo 7 quando fazemos a média.
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/2 T

- —n‘/2

FIGURA 3 - Correntes persistentes em funcao da fase A-B ¢ para diferentes valores de
K: (a) K impar, (b) K par e (c) corrente média. A escala do eixo vertical ¢ em unidades

de 0,41y, com Iy = evp/L e vp a velocidade de Fermi.
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No trabalho de Cheung et al [26], foi mostrado ainda que a corrente decresce exponen-
cialmente com a temperatura e também decresce com e /¢ para uma desordem forte

(€ < L), onde £ é o comprimento de localizagao.

1.3 Efeitos topoldgicos

A realizagao experimental de anéis mesoscopicos com as topologias das fitas de Mobius
com torgdes simples e dupla [27] levantou a questao se as propriedades da corrente per-
sistente dependeriam da forma do anel. Uma afirmativa positiva implicaria uma estreita

relagao entre topologia e coeréncia quantica.

Alguns artigos tedricos sobre o assunto foram escritos [28-31], mas nenhum abordou os
aspectos gerais dessa corrente, e os resultados dos cédlculos numéricos sao especificos para
os modelos escolhidos. Calculamos entao a corrente de forma genérica, como feita no
artigo pioneiro de Cheung et al [26], com a diferenca agora que o sistema nao é mais
unidimensional, e devemos, por isso, tomar um cuidado especial com as condigoes de

contorno tanto dos modos longitudinais quanto dos transversais [32].

Vamos tratar, de forma geral, fitas com um nimero n de tor¢oes. Uma fita simples
corresponde a n = 0, a fita de Mobius, n = 1, a fita em 8, n = 2, etc (Cf. Fig. 4).
Tomamos um anel bidimensional com uma largura d muito menor do que a circunferéncia
L. Dessa forma, o movimento dos elétrons na direcao transversal é sempre balistico
(¢ > d). O anel pode entao ser modelado como um retangulo sujeito a condigoes de
contorno apropriadas. Introduzimos as coordenadas cartesianas (x,y), com x = (L/2m)0
a coordenada na direcao longitudinal e y na transversal. Os valores de 8§ = 0,27 e

y = £d/2 definem as fronteiras do retangulo.

O Hamiltoniano livre tem a forma

2 [(QW)Q 0 32} | 18)

T o o T

onde p é a massa (efetiva) dos elétrons. A fungao de onda de um elétron é separavel da
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(a) (b) ()

FIGURA 4 - Imagens de cristais de NbSez feitas por um microscopico eletronico de
varredura [27]. (a) Estrutura anular (n = 0). (b) Fita de Mobius (n = 1). (c¢) Fita em 8
(n=2).

seguinte forma
qjj,m(ea y) = Xj,m(‘g)qvbj(y) ) (19)

e os autovalores serao Ej,, = E; + E7".
Os modos transversais 1;(y) obedecem as condi¢oes de contorno
bi(=d/2) =0 =1;(d/2) , (1.10)

e os autovalores associados sao
22

E=——. 1.11
J 2,LLd2 ( )
O indice 7 = 1,2,... define o canal transversal.

As condigoes de contorno dos modos longitudinais dependem, como antes, da fase de A-B
¢, mas devemos ter também atencao especial com os modos transversais. Se n = 1, por
exemplo, quando o elétron parte do ponto (6,y), apds uma volta completa no anel, ele
se encontrard no ponto (6 £+ 2w, —y). A condigdo de contorno para a fun¢ao de onda
completa serd W, ,,(0 + 27, —y) = e** U, (0, y). O efeito da volta no anel depende se o
modo transversal 1;(y) é par ou impar com relacdo a troca de sinal de y. Modos pares

(correspondentes a valores de j impares) permanecem inalterados, enquanto os modos
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impares (j par) trocam de sinal. Assim, obtemos
Um0 £2m,y) = (=1 e™ 0, . (0,y) . (1.12)

Esta condicao é vélida para qualquer n impar. Caso n = 0 ou n par, nao ha nenhuma
alteragao nos modos transversais, e portanto, nao depende de j. Usando a condigcao de

contorno da Eq. (1.12), obtemos as autoenergias dos modos longitudinais

h? ¢ ?
EM = sl 1.13
T 2ul? {m+27r+ J’} (1.13)
com j definido acima, e m = 0,£1,%+2,... . A fase J;, leva em conta a simetria dos

modos transversais e a topologia do anel. Ela é definida como

1
—, para j par, n impar,

Ojm =4 2 (1.14)
0, em outro caso.

Enfatizamos as diferencas entre os casos com n par e impar. No primeiro caso, as energias,
como funcao de ¢, sao parabolas com minimos em ¢ = 27wm. No outro caso, ha duas classes
de parabolas: as correspondentes aos canais transversais com j impar sao idénticas ao caso
de n par; ja quando j é par, as parabolas possuem minimos em ¢ = 27m + 7. A Fig. 5
ilustra o caso para dois canais transversais com paridades opostas. Concluimos, portanto,
que existe uma diferenca entre o espectro de energia de uma fita de Mobius com um
nimero par ou impar de torgdes. Vejamos se esta diferenca também se manifesta de

forma genérica na corrente persistente.

A T =0, a corrente persistente é dada pela férmula

aEQ 2e 8E0
I(d) = —9c220 _ 22770 1.15
onde Fj é a energia do estado fundamental dada por
7m

Num sistema com 2K elétrons, os nimeros de ocupacao p; »,, sao iguais a 0 ou 1, escolhidos
de forma que Ej seja minimo e ij pim = K. Da Eq. (1.13) vemos que uma mudanga

do tipo ¢ — ¢ £ 27 equivale a m — m £ 1, e portanto a energia ¢ periédica em ¢ com
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Energia (h?/2md?)

|
T 0 T
—T 5 5 T

Fase de A-B ¢

FIGURA 5 - Niveis de energia eletronicos em fungao da fase A-B ¢ = 27® /P, para j = 1
(linha cheia) e j = 2 (linha pontilhada) com L/d = 5.
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um periodo de 2w. A corrente persistente compartilha a mesma propriedade e por isso

podemos nos restringir ao intervalo [—m, 7.

Antes de olharmos o caso mais geral, vamos abordar o caso de um tnico canal onde a
soma em j na Eq. (1.16) é restrita a um tnico valor de j. O numero de elétrons nesse
canal ¢ 2K;. O caso n = 0 ¢ idéntico ao que foi discutido na Secao 1.2 e independe de
j. Vejamos, portanto, o caso n = 1. Comparativamente ao caso sem tor¢ao (n = 0),
nao ha nenhuma mudanga para os canais pares (j impar). No entanto, a situacdo muda
qualitativamente neste caso para os canais impares devido a nova forma do espectro. Para
K; = 2K, par, a soma em m vai de —Kj até +Ky,—1. A corrente é idéntica a da Eq. (1.5).
Para K; = 2K, + 1 impar, a soma em m se estende de —Kj até +K, para ¢ < 0, e de
—Ky—1 até + Ky — 1 para ¢ > 0, e portanto, igual as Eqgs. (1.6) e (1.7). Assim, para os
canais impares da fita de Mobius, a corrente persistente muda em comparacao com o caso
sem torcao: a corrente para K; par no caso n = 0 é igual a corrente para K; impar no caso
n = 1, e vice-versa. Esta diferenca reflete diretamente a mudanca no espectro de uma
particula. Se fosse entao possivel preparar uma fita de Mobius com um tnico canal impar
e um numero conhecido de elétrons nele, entao o padrao em forma de dente-de-serra da
corrente persistente poderia ser usado para diferenciar genericamente uma fita com um

nimero par ou impar de torgoes.

Infelizmente, esse exemplo simples se torna obscurecido quando consideramos o caso de
muitos canais. Isso se faz necessario porque o nimero de elétrons num anel de dimensoes
realisticas é, pelo menos, da ordem de milhares, se nao muito maior, e a soma em j nao
pode se restringir a um unico valor de j. Vamos considerar, inicialmente, o caso de n
par e muitos canais. O nimero K; de elétrons no canal j dependerd da relacao entre as
energias E; e Ej.;. Assim, a forma precisa da corrente dependerd tanto da largura d do
anel e do nimero K de elétrons no anel. Porém, os seguintes argumentos se aplicam de
forma geral. Primeiramente, suponhamos por um instante que o ntimero de elétrons por
canal nao varie com ¢. Esta suposicao nao ¢ realistica, mas ajuda a esclarecer a situacao.
Entao, todos os canais com um nimero impar de elétrons irao contribuir conjuntamente

com uma funcao dente-de-serra para a corrente que é descontinua em ¢ = 0, enquanto
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todos os canais com um numero par de elétrons, com uma fungao que é descontinua em
¢ = £m. As amplitudes dessas descontinuidades sao dadas pelo ntimero de elétrons em
cada caso. Como resultado, a corrente é peridédica em ¢ com um periodo 27, mas possui
dentro de cada periodo uma estrutura de dente-de-serra dupla. Sera somente no caso em
que o numero de elétrons nos canais pares for igual ao dos canais impares que a corrente
terd um periodo w. Nossa suposicao, de que o niimero de elétrons em cada canal é fixo, é
no entanto irreal. Isso porque quando variamos ¢, niveis pertencentes a diferentes canais
se cruzam. Os valores de ¢ onde tais cruzamentos ocorrem dependem dos valores de j
dos canais e de d, e nao sao, portanto, genéricos. Tais cruzamentos alteram o nimero
de elétrons nos canais. Como resultado, a corrente ira adquirir outras estruturas tipo
dente-de-serra em valores de ¢ que diferem de 0 e £7. Contudo, a periodicidade de 27 da
corrente nao sera afetada. Quando fazemos a média sobre sistemas contendo diferentes
numeros de elétrons (como é feito quando se quer fazer uma média sobre o ensemble de
impurezas), espera-se que o periodo da corrente seja 7, pois existe agora um peso igual

para todas as possiveis realizagoes do sistema.

Se considerarmos agora o caso n = 1, vemos que situacao para os canais com j impar
¢ a mesma da descrita no pardgrafo anterior, enquanto os papéis de valores de K; par
e impar sao trocados quando j for par. Uma vez que esses nimeros nao sao conhecidos
individualmente, o resultado para a corrente persistente é genericamente o mesmo: a
corrente tem a forma de dente-de-serra com descontinuidades em ¢ = 0 e ¢ = £m. Outras
descontinuidades aparecem porque os numeros K; mudam com ¢. A corrente resultante é

periddica com periodo 27 e nao é genericamente diferente daquela para valores de n par.

Concluimos, assim, que nao ha uma diferenca genérica entre a corrente persistente em
anéis simples ou com um numero arbitrario de torgdes. A corrente tem genericamente
uma periodicidade 27 e (pelo menos) uma estrutura de dente-de-serra dupla. Em detalhe,
a estrutura depende do ordenamento preciso das energias dos modos transversais e do
nimero de elétrons no anel. Para uma desordem fraca, o efeito do espalhamento elastico
entre diferentes canais promove, como antes, a remoc¢ao da interseccao entre os niveis.

Como resultado, a corrente tem o seu perfil suavizado nas descontinuidades e ha uma
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diminuicao da amplitude. A corrente média é, portanto, independente do numero de

torgoes.

1.4 Experimentos

As observacoes experimentais das correntes persistentes em pequenos anéis metalicos na
ultima década do século XX, especialmente por Lévy et al. [33], Chandrasekhar et al. [34] e
Mailly, Chapelier e Benoit [35] forneceram finalmente dados reais apés anos de discussoes
tedricas [25,26,36-38]. Nesses experimentos, foi possivel observar a presenca de correntes
persistentes em amostras bastante impuras, nas quais o livre caminho médio elastico ¢ era
muito menor do que a circunferéncia L [33,34] ou da ordem deste [35]. Nos dois primeiros
casos, temos o elétron se movendo num regime difusivo, enquanto no terceiro, o regime é
aproximadamente balistico. No trabalho de Lévy et al., a experiéncia foi realizada num
conjunto de 107 anéis de cobre, com uma circunferéncia média L e largura dos anéis
de 2,2 pm e 0,13 pum respectivamente, e o livre caminho médio elastico era ¢ ~ 10 nm
< L. Encontrou-se uma corrente com periodo ®/2 e amplitude de aproximadamente
0,5cEqc/®g, onde E¢ é a energia de Thouless. O experimento de Chandrasekhar et al.
foi realizado para anéis de ouro isolados, e a corrente encontrada tinha periodo ®q e
amplitude da ordem de evg/L, onde vp é a velocidade de Fermi. O terceiro experimento
usou uma heteroestrutura de GaAs, encontrando, mais uma vez, um periodo de ®q e uma

amplitude de aproximadamente evp/ L.

Embora as predigoes tedricas estivessem de acordo com a experiéncia no que se refere a
periodicidade da corrente, nao ha uma concordancia precisa entre as amplitudes previstas e
os valores medidos [39]. Diferentes métodos tedricos para o tratamento da desordem nesses
anéis encontraram valores de uma a duas ordens de grandeza menores do que os resultados
experimentais. Tais cdlculos sao baseados em modelos de elétrons nao interagentes e que
se movem em um potencial periédico. A inclusao da interacao Coulombiana combina as
dificuldades de um problema de muitos corpos com aqueles da teoria estocastica e um

tratamento correto ainda é uma questao em aberto.
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1.5 Tratando a desordem

Para se fazer um tratamento analitico da desordem, descrevemos as impurezas como
um potencial aleatério e entao fazemos uma média sobre as possiveis realizacoes desse
potencial. Para tanto, devemos reescrever a corrente em termos de funcoes de Green.
Partindo da expressao para a corrente dada pela Eq. (1.3), encontramos

K o]
Oe E Oe
[(@) =23 E0 = o [ dB'S Z26(E —
(@) =203 G0 = 2 [ am Y Gha e

= —2c /OE dE' Tr{g—gé(E’ - H)} (1.17)

ic [P OH
- ETed Z——[(EF —H)' (B~ —H)!
) d r{aq)u )= ( ) ]},

onde 2K é o nimero total de elétrons no anel, E'* = E' 4 in, e o limite  — 0 estd

implicito. O limite da integral E deve ser escolhido tal que
€K<E<€K+1- (118)

Esta condigao nos mostra que nao podemos escolher E independente de ® ou da realizacao
do potencial aleatorio, pois e e k1 variam com ambas as grandezas, e nao podemos
relaxar a condicao acima pois calculos para anéis ideais mostraram aqui que a principal

contribuigao para a corrente total vem do 1ltimo nivel ocupado.

Para se resolver esse problema, Altland et al. [6] sugeriram uma generaliza¢ao do ensem-
ble canodnico, que se aplica bem a descricao do experimento realizado com um grande
nimero de anéis [33]: exige-se que o ntimero de elétrons em cada anel seja inteiro e fixo,
mas permite-se que ele varie de anel para anel em torno de um valor médio K dentro de
uma faixa 6 K < K; calcula-se a corrente média [(®) tomando-se a média nao s6 sobre o
potencial das impurezas, mas também sobre K. Na situacao experimental da Ref. [33],
o grande numero de anéis implica uma incerteza em suas geometrias e volumes, e con-
seqlientemente no nimero de elétrons que eles carregam. Assumindo que tais incertezas
sejam uma fracao de 1%, encontramos que 0K =~ 107---10% > 1 dentro de um ndmero
total de elétrons por anel estimando em 10'. Fazendo a média da Eq. (1.17) sobre um

conjunto de J K inteiros vizinhos, com autovalores ex correspondentes num intervalo S,
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temos

/dE/ dE’{[ gz: —gnHZ(s —gK—)H, (1.19)

onde ¢ é um infinitesimal positivo. A restri¢ao (1.18) para F se traduz (para K par) nas

seguintes condigoes para os limites F; e Ey do intervalo S:

Er—sr/2—1 < E1 < Er_sK /2 (1.20)

ERyor/2—1 < Ba < Egisk/o

Ambos E; e E5; dependem novamente de ¢ e da realizacao do potencial das impurezas,
porém para K > 1, podemos desconsiderar as restrigdes (1.20) e, portanto, manter
S independente dessas grandezas. Assim, é possivel calcular I(®) fazendo a média no
ensemble apenas do termo entre chaves na Eq. (1.19). Tal aproximacao pode ser justificada

com argumentos simples.

Célculos numéricos mostram que, para uma dada realizacao do potencial das impurezas,
£n(P) oscila com ¢ com uma amplitude da ordem de d, o espacamento médio dos niveis de
energia na superficie de Fermi. Dos 0 K autovalores contidos em S = [E}, Es] para ® = 0,
por exemplo, apenas alguns deixarao o intervalo enquanto ® varia de 0 a @y, e alguns
outros entrarao em S. O erro devido a manutencao de S fixo é da ordem de (§K)~!

que é desprezivel no caso em questao.

No caso da mudanga do potencial aleatério, Al'tshuler e Shklovskii [40] estimaram, para
® fixo, a variacado AK com a desordem do numero de autoestados num intervalo de
comprimento E. Para E > F¢ (a energia de Thouless dada por Ec = hn?D/L? D a
constante de difusdo), eles encontraram que AK ~ (E/Ey)3/*. Para manter o niimero de
autovalores no intervalo [0, E| fixo, E deveria variar de uma quantidade correspondente,
AE ~ d(E/E¢)%*. Para o experimento em questdo, F/d = 10'° e Eq/d = 300, tal que
AE =~ 10*d ¢ grande comparado a d, e nesse caso nao podemos justificar o relaxamento
das restrigoes (1.20) usando o fato de que 0 K é grande, como feito antes. Nesse caso, a jus-
tificativa é dada a posteriori: a média no ensemble da Eq. (1.19) depende explicitamente
apenas da diferenca F — E’; a dependéncia com a varidvel E + E’ é implicita através do

espacamento médio entre niveis. Mas este nao muda significativamente quando a energia
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varia alguns milhares de espacamentos médios. Neste sentido, a média sobre o termo
entre chaves da Eq. (1.19) é independente de E, e portanto também do comprimento do

intervalo S, justificando a aproximacao.

Antecipando os resultados a serem obtidos no Cap. 3, usamos que a média do termo entre
colchetes da Eq. (1.19), escrito como g(FE, E’), é uma funcao impar apenas da varidvel

w=FE — E' e que cai rapidamente quando |w| cresce. Assim,
(@) = — ¢ /dE/EdE’ (E-E)
T ek i), Y

E
:—;—[C(/dE/ dw g(w)
NECEREN (1.21)
c
>~ _ E
5K/sd /0 dw g(w)

= —QCd/ dwg(w).
0

Mantivemos S fixo com comprimento d 6 K. Usando os mesmos passos no desenvolvimento

da Eq. (1.17), podemos escrever g(w) como

OH

g(w) = Tr{6(E — H)} Tr{a—cD(S(E’ . H)}

Wb b (1.22)
e [ e~ V(6 1)) 4]

w=FE—-F' .

A barra representa a média sobre a desordem. Ao escrever a segunda linha da Eq. (1.22),
foram omitidos os termos contendo produtos de duas funcgoes de Green avancadas ou
retardadas. Tais termos dao contribuicoes que caem rapidamente para distancias maiores

que as dimensoes atomicas.
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SUPERSIMETRIA

2.1 Variaveis de Grassmann

As variaveis de Grassmann sao introduzidas de maneira completamente formal e se referem
a elementos de uma algebra nao-comutativa conhecida como Algebra de Grassmann. Num
grupo com n elementos desse tipo, x;, ¢ = 1,2,...,n, todos os elementos obedecem a

seguinte regra de anticomutacao:
def
{xi, X} = xix; +xix =0, (2.1)
paral <i,7 < n.

No caso particular em que 7 = j, encontramos que o quadrado de uma variavel arbitraria

X: € zero, e portanto também para qualquer poténcia maior do que um, isto é,

(
1, sen=0;

Xi = Xi, sen=1; (2.2)

\O, sen > 2.

Com essa propriedade, vemos que qualquer funcao K de variaveis de Grassmann é um

polindémio finito nessas variaveis, ou seja,

K(Xb X2+ Xn) = Z G(Oél, Qg, ..., O[TL)X?IXSQ o Xgn . (23)
a;=0,1

Introduzimos aqui uma transformacao linear de um conjunto de variaveis grassmannianas

pi, t =1,2,...,n no conjunto de variaveis y;:

Xi = Z @ik Pk - (2.4)
k=1
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Calculando o produto das diferentes x;, podemos verificar que

Podemos definir também a operacao de conjugagao complexa de uma varidvel de Grass-

mann em analogia a uma variavel complexa comum. Nesse caso, temos que

)" =x", (2.6a)
) =—x, (2.6b)
(x1x2)" = Xix5 - (2.6¢)

Note que a segunda operagao difere da defini¢ao usual, isto é, ao contrario do que ocorre
para variaveis comuns, tomar duas vezes o complexo conjugado de uma varidvel de Grass-
mann nao ¢ igual a propria variavel, mas sim menos ela. No entanto, esta propriedade
combinada com a terceira garante que o objeto yx* ¢ invariante sobre a operacao de

conjugacao complexa. Vejamos:

(XX = —x"x = xx" (c.q.d.)

Além disso, devemos notar que y e x* devem ser tratadas como duas varidveis indepen-
dentes, assim como uma variavel complexa comum tem duas varidveis independentes, a
parte real e a parte imaginaria. No entanto, no caso das varidveis de Grassmann nao

existe uma maneira de fazer tal decomposigao.

Duas outras operagoes que podem ser definidas para as varidveis de Grassmann sao a
derivacao e a integracao. Seja F' uma funcao de uma unica varidvel grassmanniana Y,
entao podemos calcular a derivada de F' em relagao a y da maneira usual. Calculamos a

variacao AF relativa a uma variagao Ay, isto é,
AF =F(x+Ax) — F(x) - (2.7)

Expandindo F(x) = a + by, encontramos que

dF
AF = bAx = —=b. (2.8)
dx
Caso F' seja uma funcdo de muitas varidveis, F'(xi,...,Xn), ¢ necessario definir dois

tipos de derivadas, a esquerda e a direita, isto devido a propriedade de anticomutacao
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das varidveis. Vejamos a derivada parcial de F' em relagao a y;. Calculamos a variagao
AF fazendo a substituicao y; — Ax; e entao, usando a propriedade de anticomutagao,
movemos Ay; para a esquerda ou para a direita. A derivada a esquerda (direita) da fungao
F em relacao a y; ¢ definida como o coeficiente de AF' depois (antes) de Ay;. Usando a

— —
notagdo 0 /Jy; para derivada a esquerda e 0 /Jx; para derivada a direita, temos

aF = s(2r) - () o 29)

Exemplo 2.1 : Seja F = x1 + 2x1x2. Calcule a derivada a esquerda e a

direita de F' em relacao a x;.

Calculemos a variacao AF":
AF = AXI + 2AX1 X2 -

Pelas defini¢oes, encontramos

Fl 9

—F=1+2 F—=1—2y5.

ox1 X ¢ ox1 X2
(X X/

A anticomutacao das variaveis y; implica na anticomutagao das operagoes de derivacao

em relacao a muitas variaveis, em especial,

2 2
or ___oF (2.10)
Ox10X2 Ix20x1

A integracao é definida de maneira completamente formal e coincide com a definicao da

derivada, como segue:

Deve-se ressaltar que o simbolo de integracao é puramente formal e nao deve ser pensado
como o limite de uma soma. Da mesma forma, o ntimero 1 é arbitrario e definido por

conveniéncia. Assim como no caso da derivacao, no caso de uma integral multipla, a
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ordem da integracao deve ser definida e respeitada devido a anticomutagao das variaveis

x; € dy;. Por exemplo,

/XlXQXmdXQ = — /deX1 /X2dX2 =-1

/ X1x2X3Xadx1dxadxsdxs = / x1dx1 / X2dx2 / X3dxs / Xadxs =1.

O resultado depende portanto do nimero de integragoes. Para evitar tal dependéncia,
definimos a integracao miltipla com a ordem invertida das varidveis y; e das integrais,

como segue

/X1X2 s XndxndXn-1--dxa =1, (2.12)
e obtemos sempre o valor +1. Para uma funcdo K de n varidveis {x;} definida pela
Eq. (2.3), temos que

/K(X)d[x] =a(l,1,...,1), (2.13)

onde d[x] = dx,dxn_1---dxa.

Uma transformagao linear nas variaveis de integragdo como definida pela Eq. (2.4), implica

que as diferenciais se transformam como

n

dy; = Z(a’l)ikdpk , (2.14)
k=1

1

onde ¢~ é a matriz inversa da matriz de transformacao a. Nesse caso, o elemento de

volume também se transforma como
d[x] = (deta)"d[g] , (2.15)

e as integrais se transformam como
[ K60 = @eta) ™ [ Klap)asl. (2.16)

E fdcil também verificar com a ajuda das propriedades (2.3) e (2.11), que um “shift” nas

variaveis de integracao nao altera o valor da integral, ou seja,

/Ku+m%n=/Kumm. (2.17)

Uma das integrais mais importantes e cujo uso serd muito explorado, ¢ a integral gaus-

siana. Sendo x um vetor com n varidveis y; e x' = (x*)T, o seu transposto conjugado,
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entao temos que

I= /exp(—XTAx) defdxi =det A, (2.18)

i=1

sendo A uma matriz hermitiana n x n. Podemos provar a equagao acima diagonalizando
a matriz A = uf\u, onde A é uma matriz diagonal com elementos reais e v uma matriz

unitaria. Fazendo a mudanca de varidveis p = uy e p' = y'u!, temos

I= /exp< Zpl Zpl> Hdp*dpl. (2.19)

Escrevendo a exponencial da soma como o produto de exponenciais e expandindo cada

termo, encontramos

/ exp(—pj Aipi) dpjdp; = H / — Xipipi)dpidp;

(2.20)

s ||E:

=1

E interessante notar nesse ponto que uma integral gaussiana sobre varidveis complexas

comuns S fornece

/exp (—STAS) ﬁ ' d Re(S;) d Im(S;) = (det A)~*. (2.21)

2.2 Supervetores e supermatrizes

E comum em fisica da matéria condensada o uso do prefixo super para se referir a todo
objeto matematico que envolve a combinacao dos dois tipos de varidveis: as comuns,
com propriedades comutativas, e as grassmannianas, com propriedades anticomutativas.
Embora, como veremos, os supervetores (ou supercampos) que aparecem na teoria nao
tenham uma interpretacao fisica, pois sao introduzidos apenas como uma ferramenta ma-
tematica, a linguagem se confunde com aquela usada na Supersimetria da Teoria Quantica
dos Campos. Entao, é usual se referir as varidveis comuns como bosoOnicas e as grass-
mannianas como fermionicas em analogia. Deve-se ressaltar que em Matematica formal,
costuma-se chamar um espaco de elementos comutativos e anticomutativos de espaco

graduado, e portanto também vetores e matrizes graduados.
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Um supervetor ¢ definido como uma seqiiéncia de varidveis comutativas S e anticomuta-

tivas y da seguinte forma!:

S1 X1
S S
0= , s=171. =11 (2.22)
\ : :
Sm Xn

O supervetor transposto é obtido de forma usual
6= (5" x") (2.23)
ST=(518 - Spn) . X" =(x1x2 -+ Xn) -

As operacoes de adicao e subtragao de supervetores, e a multiplicacao por um escalar é

feita da maneira usual para vetores.
O conjugado hermitiano #' de um supervetor ¢ definido por
6" = (67) (2.24)

onde a operagao de conjugagao complexa (*) para as varidveis grassmannianas é a dada

pelas Eq. (2.6) e para as varidveis comuns da forma usual.

O produto escalar (ou interno) de dois supervetores 6° e 67 é dado por
007 =355+ Y XN (2.25)
a=1 a=1

O modulo (ou comprimento) de um supervetor é dado pela Eq. (2.25) no caso em que
1= 7. E f4cil notar que o médulo de um supervetor é uma grandeza real no sentido da
conjugagao complexa, ou seja,

CATANEY AT (2.26)

No caso de 7 # j, encontramos a seguinte propriedade do produto escalar:

(6"6)) = 00" (2.27)

Neste ponto, preferimos seguir a convengao de Verbaarschot, Weidenmiiller e Zirnbauer [5] diferen-
temente de Efetov [4] que define o supervetor com os primeiros elementos anticomutativos e depois os

comutativos. Isso gera pequenas diferengas de sinal na definicao da supertransposi¢ao e do supertraco.
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Uma supermatriz é definida como sendo uma transformagao linear F' no superespago S,

F:S —S, que leva um supervetor 6 em outro supervetor 6,
0=F6. (2.28)

E claro que 6 deve ter a mesma estrutura do supervetor #, o que implica que F' deve ser

da seguinte forma:

a o
F =

p b

onde a e b sao matrizes de elementos comutativos e dimensoes m X m e n X n respecti-

, (2.29)

vamente, e o e p matrizes com elementos anticomutativos e dimensoes m X n e n X m.
E usual que se represente os elementos comutativos de supervetores e supermatrizes por

letras latinas, e os anticomutativos por letras gregas.

O produto de duas supermatrizes F' e G de ordem (m +n) x (m + n) é feito segundo as

regras convencionais
m+n

(FG)ij =Y FuGij. (2.30)
k=1

A supermatriz transposta F7 ¢ introduzida a partir da definicao usual como segue
T
Q?FTGQ = (F@l) (92 5 (231)

e a transposta de uma matriz comum, seja com elementos comutativos ou anticomutativos,
¢ dada simplesmente pela troca dos indices. Devido a anticomutagao dos elementos gras-
smannianos, a transposicao de uma supermatriz nao é analoga a de uma matriz comum.

Testemos num exemplo.

Exemplo 2.2 : Determine a transposta da sequinte supermatriz bidimensio-

nal:

F:
p b

Sejam 0T = (S} x1) e 07 = (S x2) dois supervetores quaisquer e
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a supermatriz transposta de F. Usando a definicao da Eq. (2.31), vemos que
S1(a’'Sy + 0'x2) + x1(p'S2 + bxa) = (aS1 + ox1)S2 + (pS1 + bx1) X2 -
Usando a anticomutatividade das variaveis grassmannianas, encontramos que

FT:ap

)

XX

O exemplo acima pode ser generalizado para mais dimensoes, e de forma geral encontramos

que

FT = : (2.32)

onde, como ja mencionado, a operagao de transposicao das matrizes a,b, o e p é feita da
maneira usual. Notamos entao que a supertransposicao difere da transposicao comum
pela mudanca de sinal no bloco esquerdo inferior?. Usando ainda a definicdo dada na

Eq. (2.31), é facil verificar a seguinte propriedade

()T = FFED. (2.33)

A matriz conjugada hermitiana é definida da maneira usual
Ff = (FT), (2.34)
com as seguintes propriedades
(FR) =FF e (FHYt=F. (2.35)

Vale notar que a operagao inversa a conjugagao hermitiana é ela propria, enquanto a da
supertransposi¢cao nao, ou seja, uma dupla supertransposicao nao leva uma supermatriz

de volta a ela mesma.

2Na notagao de Efetov [4], é o bloco superior direito que tem o sinal negativo
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2.3 Supertraco e superdeterminante

Uma operacao fundamental na teoria de matrizes é tomar o traco de uma matriz. No
entanto, a definicao usual do trago como a soma de todos os elementos da diagonal prin-
cipal nao é 1til no caso de supermatrizes pois nao preserva uma propriedade importante:
a invariancia por permutagoes ciclicas. Para uma supermatriz F' do tipo da Eq. (2.28),

temos que o supertraco (trg) é definido como

trg F =tra—trb (2.36)

onde tr representa a operacao convencional de traco®.

Exemplo 2.3 : Mostre que o supertrago como definido na Eq. (2.36) preserva
a invariancia por permutagao ciclica.
Sejam F) e F, duas supermatrizes do tipo da Eq. (2.28). Calculando o super-

traco do produto dessas matrizes, temos

a; o ay O
trg F1Fy = trg b 2
p1 b p2 b

= trlaiaz + o1pa — p1og — b1bo]

Analogamente,

as O a, o
tl"g F2F1 = tI’g ? 2 ! !
P2 by P1 by

= trlaga + o2p1 — p201 — baby]

Podemos usar agora a propriedade de invariancia ciclica do trago convencional,

e a anticomutacao das matrizes o e p para mostrar que
tI’g F1F2 = tl"g F2F1 .

XX

3Na convencao de Efetov, terfamos o sinal oposto para o traco, ou seja trg F' = trb — tr a.
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Além disso, a seguinte relacao é valida:

trg F = trg . (2.37)

Exemplo 2.4 : Mostre que o produto escalar de dois supervetores pode ser

escrito com o supertrago do didadico formado por esses supervetores, isto é
T T
P12 = trglps o]

Sejam S} e S5 varidveis comuns e x| e x4 variaveis de Grassmann. Os super-

vetores sao dados por

%

i =081 x1) e ¢
O produto escalar é portanto:
Pl o= SiSh+xixs-
Sendo M o diddico de ¢, e ¢! entdo suas componentes sao
Sy 81 S5
My = (pa 1)y = | ° o
X591 X5 X1
E facil ver pela definicao do supertraco que

trg M = tr Sy S —trxh xi = Y (S5 51 — x5 xi)

)

= (51 S5+ xixh)-

(XX

O superdeterminante pode ser definido a partir do supertrago em analogia ao determinante

e trago convencionais. A relagao é a seguinte

detg F' = exp(trgln F) . (2.38)
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A partir dessa igualdade, podemos derivar uma formula para calcular o superdeterminante

de uma supermatriz do tipo da Eq. (2.28). Partimos da identidade
F = = , (2.39)
e calculamos o argumento da exponencial da Eq. (2.38) como

a 0 0 alo
trgln F' = trgln + trgln ll + }
0 b blp 0

(2.40)

1 a tob~lp 0
=trlna —trlnb+ - trgln|1 —
2 1,

0 b~tpa~
=trlna —trlnb +trin[l —a 'ob 'p)
=trlnfa — ob™'p] + trInb !
Da relagao acima e da igualdade det M = exp(trIn M) para matrizes comuns, obtemos
detg F = det[a — ob ' p] det b ". (2.41)

Por fim, é facil mostrar, usando a relacao do superdeterminante com o supertraco, que

detg F1F2 = detg F1 detg F2 . (242)

2.4 Superintegrais

A definicdo de uma superintegral é uma simples generalizacdo de uma integral sobre
muitas variaveis, onde agora combinamos varidveis comuns com variaveis de Grassmann.
Se f(S, x) é uma fungao de m varidveis ordindrias S e n varidveis grassmannianas x, entao

a seguinte integral é bem definida:
o = [ £S04I, (2.43)
com o elementos de volume

d[S] = 77™/2dS,dS, - - -dS,,

d[x] = dxpdxn—1---dx:.
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As variaveis S devem ser integradas dentro de um dominio de integracao B, onde se

assume que a integral seja convergente.

Assim como no célculo com varidveis comuns, uma transformacao de variaveis gera um
Jacobiano, no célculo supersimétrico, aparece o seu equivalente, chamado Bereziniano [41].

Para uma funcao f que se anula nas fronteiras do dominio de integracao B, temos

/f(S,x)ddez /f(S(X,n),X(X,n))J(S,MX,n)dndX- (2.44)

O Bereziniano J(S, x| X,n) é o superdeterminante da supermatriz R das derivadas parci-

ais.

J(S, x| X,n) = detg R, R= (2.45)
B q
a5; il
Pik = X, QG = Sia—ﬁk
Bik = X, Qik = Xia—ﬁk

Claramente, a superintegral de maior interesse ¢ a gaussiana. Sendo # um supervetor e

F uma supermatriz, entao a seguinte integral gaussiana é obtida:
/ exp(—0TF)do*dd = (detg F)™ (2.46)

m n
dg*df = =~ [ [ dSpdSi [ [ dxidx (2.47)

k=1 i=1
E fcil verificar que no caso em que m = n e F' é bloco-diagonal com blocos idénticos em
relacao as variaveis S e y, o superdeterminante é um. Essa caracteristica se mostra muito

conveniente na hora de se escrever uma funcao de particao de um sistema.
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CALCULO PERTURBATIVO

3.1 Modelo IWZ

O modelo TWZ, em referéncia as iniciais de seus autores Iida, Weidenmdiller e Zuk [12], foi
proposto como uma nova abordagem ao problema das flutuagoes da condutancia, g, em
sistemas mesoscopicos que, em particular, leva em conta a influéncia do acoplamento com
os condutores externos. Nesse trabalho é estudada uma amostra linear, de comprimento
L com desordem no regime metalico. A abordagem consiste em dividir a amostra em K
fatias de largura ¢ igual ao caminho livre médio, e assumir que as desordens em diferentes
fatias nao sao correlacionadas. O Hamiltoniano da desordem é descrito por uma matriz
aleatéria com uma estatistica descrita pelo Ensemble Ortogonal Gaussiano (sigla GOE
em inglés). Foi mostrado na Ref. [12] que existe uma nova escala de comprimento Ly
que define a dependéncia da condutancia com o acoplamento aos condutores externos.
Para L > Ly, as propriedades de g dependem fracamente do acoplamento externo, e para
L muito grande, coincidem com os resultados para condutores quase unidimensionais no
limite de localizacao fraca. Por outro lado, para L < Lg, o acoplamento com os condutores
afeta fortemente o comportamento tanto da condutancia média quanto de sua variancia.
Além disso, mostrou-se que a suposi¢ao de uma estatistica GOE para o Hamiltoniano é

suficiente para se obter as flutuacoes universais da condutancia.

No nosso caso, consideramos um anel metalico mesoscopico, quase unidimensional, a baixa
temperatura. O perimetro do anel ¢ L. Um campo magnético constante e homogéneo,
B, atravessa o anel perpendicularmente ao plano deste. Consideramos apenas a fase de
Aharonov-Bohm, ® = AB, dada pela area do anel A e o campo magnético, e desprezamos
o efeito deste no movimento orbital dos elétrons no anel. Quando um elétron completa

uma volta no anel, ele adquire uma fase exp(£2i7®/Py), o sinal no expoente dependendo
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do sentido de circulacao do elétron. O elétron é espalhado difusamente pelas impurezas
no anel, e assumimos que essa desordem é fraca, tal que kgl > 1, onde kr é o niimero
de onda de Fermi e ¢ é o caminho livre médio elastico. Chamamos o comprimento de
coeréncia de fase de L4 e assumimos ao longo do trabalho que L, é menor do que o
comprimento de localizacao &. Exceto para o efeito do comprimento de coeréncia de fase,
desprezamos a interacao Coulombiana entre os elétrons. Assim, efetivamente, lidamos

com um problema de um tnico elétron.

Seguindo o modelo IWZ, consideramos o anel como sendo formado de K fatias com indices
k =1,..., K. As superficies separando fatias vizinhas sdo arranjadas radialmente (ou,
equivalentemente, transversalmente a direcdo da corrente através do anel). A distancia
entre superficies vizinhas, isto é, a espessura longitudinal de cada fatia, é dada por d =
L/K ~ (. Eventualmente, consideraremos o limite continuo fazendo K — oo e d — 0.
Em cada fatia, introduzimos uma base ortonormal de estados de uma particula |ku) e
associamos os operadores de criagao e aniquilacao oz};u e ag,. Aqui, p=1,2,...,N éum
indice corrente. Eventualmente, tomamos o limite N — oo. O Hamiltoniano do sistema

é a soma de dois termos. A dinamica dentro de cada fatia é descrita pelo Hamiltoniano
Hy =Y "> (Ho)®af o, . (3.1)
k pv

Desordem é simulada supondo que o Hamiltoniano (HO)(";) em cada fatia é um membro

de um ensemble de matrizes aleatorias. Na auséncia do campo magnético externo, B,

o sistema tem invariancia por inversao temporal. Introduzimos B de forma explicita,

de modo que podemos usar um ensemble gaussiano ortogonal (GOE) para (Hg)®). Os
(k)

elementos de matriz (Hy),» sdo varidveis aleatérias reais distribuidas de forma gaussiana,

com valor médio nulo e um segundo momento dado por

7 A2
(HO)/(J'I(;")(HO)/(LITJ - N(skk‘/ [5uu’5yy’ +5MV/5VM/] . (32)

A barra denota a média no ensemble. O parametro A define a largura 4\ do espectro e o
espagamento médio entre niveis de uma particula na superficie de Fermi é d oc A\/N!. Os

Hamiltonianos de desordem em diferentes fatias ndo siao correlacionados. O movimento

ICf. Ap. B
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do elétron através do anel é causado pelo Hamiltoniano de “pulo”, H;, conectando fatias

vizinhas e dado por

K N

Hy = Z Z[UQLMO‘(HUM + U*O‘Zkﬂ)uaku] ' (3.3)

Usamos uma notacao ciclica tal que ol = of{ 4 Assumimos que os termos de “pulo”

(K+L)p —

sao diagonais nos indices {ur} e as amplitudes sao complexas,
v =1vyexp(2in®/(KDy)) , v* = vgexp(—2ind/(K D)) , (3.4)

onde vy é real. O fatores de fase na Eq. (3.4) garantem que, quando um elétron d4 uma
volta completa no anel, ele adquire um fator de fase total correto exp{2mi®/®y}. Na
Ref. [12], foi mostrada a equivaléncia desse modelo com um modelo onde a desordem é
simulada por um Hamiltoniano da forma 7'+V', com T a energia cinética e V' um potencial

de desordem aleatorio.

Para calcular a corrente persistente, usamos o resultado obtido na Eq. (1.21) do Cap. 1.

(@) — — 24 " dw {Tr{g—g(E”f - H)l} Te{(E- — H)"'} + c.c.] (3.5)

T A2
dm= [y

w=E—FE'
As energias E't e E~ carregam incrementos imagindrios infinitesimais positivo e negativo

respectivamente.

3.2 Funcional gerador e supersimetria

Para se calcular a média no ensemble do produto dos dois tragos da Eq. (3.5), usamos a
técnica de supersimetria, em especial a combinagao de integrais gaussianas de variaveis de
Grassmann e comuns. Inicialmente, precisamos construir um funcional gerador, a partir

do qual obteremos a Eq. (3.5).

Sejam, portanto, Sk, (xxu) 0 elemento de um vetor K N-dimensional de variaveis comple-
xas ordindrias (de Grassmann) e D uma matriz KN x KN, com uma parte imaginaria

positiva de forma a assegurar a convergéncia das integrais gaussianas como definidas nas
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Egs. (2.18) e (2.21). Usamos a identidade det D = exp(Trln D) e escrevemos explicita-

mente todos os indices nas multiplicacoes dentro da exponencial:

/ eXp{ ZZS,W (K l>sly} = exp{—TrIln D} (3.6)
/ exp{ Z ZXIWDW Xzy} = exp{Trin D}. (3.7)

Definimos, agora, o seguinte funcional gerador a partir do vetor S:

/ d[s] exp{i DD S BT 600 — HED (@ + 5@))&}

Kkl pv (3'8)
=exp{— TrIn(E"™" — H(® +6P))},

Zs[0P]

onde 0® é uma varidvel auxiliar que servira apenas como artificio matematico para se
obter o primeiro traco da Eq. (3.5). Derivando, portanto, o funcional acima em relagao a

0P, encontramos

oOH
0P

0Zs[69]
26

:(det[E'+—H(cp)])—1Tr{ (B — H(@))‘l}. (3.9)

6P=0

Podemos, igualmente, definir um funcional em termos dos vetores Yy,

Zx[09] E/ eXp{ ZZVXW E" 6,00 — Hy (@ — 5@))Xlu}

(3.10)
=exp{TrIin(E" — H(® — 69))},
e obter
a%%[f] ’M}:O _ det[E* — H(®) Tr{ag(E,+ H(@))fl}. (3.11)

Tomando, finalmente, a derivada do produto desses dois funcionais em relacao a 6P,

obtemos

oH
0o

0Z3[60] Z, [60] ‘

95® =2 Tr{

(B — H(cp))—l}, (3.12)

§P=0

que fornece o traco que queriamos.

Usaremos agora o formalismo de supersimetria ao combinar ambas as variaveis ordinarias

e as de Grassmann num unico supervetor, assim definido

Si

P1 = (5T Xx1)- (3.13)

X1
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(Aqui omitimos os indices k, [, e ). Da mesma forma, introduzimos a supermatriz

Dt (p+9¢ 0
D, — (¢ +09) , (3.14)
0 D* (¢ —d9)
onde DT (¢) = E't — H(¢) e ¢ é uma notagao breve para 2r® /(K ®,). Explicitando todos

os indices e termos, temos

(Dl),(ﬁ/l) = [E" 0 — (H0>fﬁ,)] ® 13 0p

‘ | (3.15)
— eI 5 | g IOl tA0k) 01410
onde k; = diag(1, —1) e 15 = diag(1, 1) é a matriz unitaria 2 x 2.
Com essa notagao, o funcional gerador ¢ facilmente escrito como (Cf. Eq. (2.46))
Zy = /d[(pl] cieiDIer (Detg D1)~ !, (3.16)

onde d[p1] representa o produto d[S]d[x] e Detg, o superdeterminante, corre sobre todos

os indices (k,u e do superespago).

Agora, se tomamos a derivada de Z; em relagao a d¢, encontramos
aH

5 ! 5¢:o}’ (3.17)

E facil notar que Detg D; = 1 quando ¢ = 0 e que, para uma matriz bloco-diagonal M

07,
950 = (Detg Dy)™"

500 ki(Dy)~

Trg{

da forma M = diag(M, M), o supertrago Trg Mk, = 2Tr M. Assim, obtemos

07,

0
55 {5

99

B~ H(o) ™}, (3.18)

5=0
ou, equivalentemente,

2m 102,
K®o 2 000

T {gg B~ H(@)] "} =

. 3.19
st (3.19)

Pelo mesmo procedimento, podemos obter o segundo traco da Eq. (3.5), definindo um

supervetor o3 = (S, x2) e uma supermatriz Dy dada por
(D2) ) = [E7 0,060 — HEN(®)] ® 1 — jika 6,01, (3.20)
onde ky = diag(1, —1). O funcional gerador nesse caso é

Z2 = /d[@z] eiwjéDw2 = (Detg Dz)il. (321)
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Note o sinal negativo da exponencial para garantir a convergéncia da integral pois a parte
imaginéria de D é negativa. Tomando a derivada de Z; com respeito a j e fazendo j = 0,

encontramos o traco que queriamos:

T{[E” — H@®) 'y =22 . (3.22)

Para simplificar ainda mais a notagao, introduzimos um supervetor ¢, dado por

o= (3.23)

©2

e redefinimos as matrizes k; e ko de forma a acompanhar o aumento dimensional:

ki = diag(1,—-1,0,0) , (3.24)

ks = diag(0,0,1,—1) . (3.25)

Introduzimos ainda uma nova supermatriz L = diag(1, 1, —1, —1), e definimos F = (E'" +

E7)/2 ew = E~ — E'". Com essa nova notagao, temos
7= / d] &% E/* DL _ (Detg D)1, (3.26)

onde

DD _ (El4 — %L) 80 — (Ho)®)61414

" (3.27)
— V(¢4 00k1)6p -1 + V(=0 — 60k1) 0k 1410, — GK2 6,01
e V() = vy exp{igls}.
Assim, temos que o produto dos tracos da Eq. (3.5) pode ser obtido de
OH 2 1 0Z
Trs—(E" —H) '} Te{(E~ - H) '} = - : 3.28
r{ 95 ) } r{( ) = K$.10j009 lssoos (3:28)

Até o presente momento, o supervetor ¢y, tem dimensao quatro, com duas varidveis
ordindrias Sy, (p = 1,2) e duas varidveis de Grassmann, x,,. No entanto, por questoes
técnicas, precisamos dobrar o espaco, de forma a dar prosseguimento aos célculos, sem

qualquer prejuizo ao formalismo. Usamos a seguinte identidade:

QOTLI/ZDLI/Z(,D — %QOTLI/?DLl/QQO + %[QOTLI/?DLl/QQO]T
(3.29)
1/2 1/2
= Lyt D'y,
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O supervetor W pode ser construido pela simples justaposi¢ao de ¢ e ¢*, isto é,

QT: (90790*) = (517X17SQaXQa‘SLXTaS;aX;)a (330)
e as supermatrizes tém a forma
D 0 L 0

D’ . L . (3.31)
0 DT 0 LT

Nao ¢ dificil ver que LT = L e DT(¢) = D(—¢). Para uma melhor clareza na notagao,

reordenamos o vetor ¥ da seguinte forma
\IIT: (517STaXlaXTaS%S;aX%X;) . (332)

As supermatrizes devem ser modificadas de acordo, e se escrevem

L' = diag(1,1,1,1,—1,—-1, -1, —1) (3.33)
ki = diag(1,1,—1,-1,0,0,0,0) (3.34)
ks = diag(0,0,0,0,1,1, -1, —1) (3.35)

Introduzimos ainda uma supermatriz
3 = diag(1,—-1,1,—-1,1,—1,1, 1)

para dar conta da transposigao da supermatriz V(¢). Assim temos

D/(lf/l) = [E1lg — L/)0,,61 — (Ho) oy @ 15
' 2 ' (3.36)

— V(¢ + 6k1)6k1-1 + V(=& — 60k1)0k141]0, — TK2 000

V() = vo exp{igTs}. (3.37)

Observamos que exceto por Hj, todas as outras matrizes sao diagonais no espac¢o dos
estados |u) gerados pela desordem. Aproveitamos entao aqui para simplificar a notacao

e definir as seguintes supermatrizes:

A

E=FEly®1x (3.38a)
O=wl @1k (3.38b)
Vie = V(¢ + 0¢k1) 0k 11 + V(= — k1) k141 (3.38¢)

J=jky®1g (3.38d)
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Todas essas sdo supermatrizes num espago de (8K x 8K) dimensoes e diagonais, exceto

por V' que ¢é tridiagnoal no espaco K.
O funcional gerador é agora escrito como
Z = / d[W] exp{$VTL"2D'L**W} = (Detg D')~" (3.39)

onde d[V] = > d[S,]d[x,]. Note que, embora a dimensdo do superespaco tenha sido
dobrada, o niimero de varidveis de integracao continua o mesmo, o que é compensado

pelo fator % que aparece agora no expoente.

A expressao para a corrente fica

- cd o0 0?7
(@) = _47TK<I>0/O d”(aéqsaj

+ c.c.) . (3.40)
5¢=0=j

3.3 Meédia no ensemble

Para um Hamiltoniano H de dimensao N x N, membro do GOFE com média zero, podemos

mostrar a seguinte igualdade

o i TTHA — o 5(Tr HA)?

, (3.41)

onde A é uma matrix fixa N x N. Uma vez que H = 0, podemos expandir a exponencial

da seguinte forma

o iTrHA _ go ((;:L)TW
= ((;i; (2n — [ (T HAR|" (3.42)
-y S

Aqui usamos o teorema de Wick para expressar o fato de que para qualquer distribuicao
gaussiana, todos os momentos se fatorizam em segundos momentos e ha (2n — 1)l =

(2n)!/(2"n!) maneiras de se combinar os pares.

Usando a propriedade do supertraco descrita no Ex. 2.4, podemos escrever

(AR, = LY2W, ul 112 (3.43)
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tal que
— Z > Ul LV (—Hy) B o LWy, = —i Trg $HyA. (3.44)
kil pv

Usando a Eq. (3.2), encontramos que

1 2 )2
(5 Trg H0A> = I D (GG + OBy )i UL, L, W), Ly

kK’ uu’

3.45
= N Z Z LU LUy, + U LU, U L] (3.45)

)\ 2

Na tltima passagem usamos o fato de que o produto escalar W' LW é simétrico nos indices

11, V.

Assim, temos que

7 A2
_Lytpeg, Ll/?xp} - {—— T A2} . 3.46
eXp{ 5 0 N (3.46)
A média no ensemble do funcional gerador é agora de ordem quatro nos “supercampos”

¥ devido ao termo A? e é escrita como

7 = /d[\l/] exp{2WILV2D) L0 — X Trg A% (3.47)

~

com Dy =E —&/2 -V —J.

<

3.4 Transformacao de Hubbard—Stratonovitch

A média no ensemble das matrizes aleatdrias introduz um termo quartico na exponen-
cial do funcional gerador, o que cria uma dificuldade na realizacao da integracao. A
transformacao de Hubbard—Stratonovitch ajuda a resolver esse problema por meio da
introducao de um supercampo auxiliar. Definimos assim, para cada indice k, uma super-

matriz o de dimensao 8 x 8 que obedece a seguinte condicao

/d[ak] exp{—g trg(ok)Q}: 1. (3.48)
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Fazemos entao uma mudanca de varidvel o, — o4+ (1/N)A;. E mostrado na Ref. [4] e fa-
cilmente verificdvel que a integral da Eq. (3.48) nao muda de valor sob esta transformagao.

Assim

exp{—j—N Trg A2} /d[a] exp{—% Z trg(ox)? — % Z trg(akAk)} . (3.49)
k k

Chamamos a atencao que o simbolo trg soma apenas sobre os indices do superespago,
enquanto Trg soma também sobre os indices k. Para que essa transformagao seja possivel,

o deve ter as mesmas propriedades de simetria da matriz A.

Explicitamente mostramos que

trg oy Ay =Ny UL L'V, L0, =i Z Z Ul LY N0k, 0) L2 W, . (3.50)

Temos portanto que Z é dado por

7 = /d[a] exp{—%;trg(akf} /d[\l/] exp{gqﬁLl/W(j, gb)Ll/Q\I/} (3.51)

onde definimos

NG, ¢)=E—-2—-AS -V —J, (3.52)

> ={oy}. (3.53)
A integral agora, embora gaussiana, nao é direta pois N (j, ®) ndo é mais uma matriz
diagonal nos indices do superespaco devido a supermatriz 0. No Ap. C calculamos expli-

citamente essa integral. Como resultado obtemos

7 = / do] ) | (3.54)
onde

Clo] = —% S trg(on)? — gTrg WA, ). (3.55)

3.5 Aproximacao do ponto de sela

No limite N — oo, podemos usar o método do ponto de sela para avaliar a integral da

Eq. (3.54). O método consiste em fazer uma expansao de L[o] em torno do seu minimo,
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escrevendo
o =0 + N0y, , (3.56)
onde of é a solugao da equacio
oL
o] ~0. (3.57)
(SO’k Uk:UkG

Tal equacao é resolvida fazendo w = j =V = 0, de onde obtemos
o (E — Mod) =\, (3.58)

Inicialmente procuramos pelas solucoes diagonais que sao obtidas simplesmente tratando

oS = op como um escalar. Para todo k, encontramos duas solugoes:

+ E . E 2
of = 5 £ 1—<ﬁ> . (3.59)

Para garantir a convergéncia da integral em o, devemos escolher solugoes diferentes para os
blocos 1 (relativo & energia E’) e 2 (relativo a energia E') na representagao do superespago.

Assim, a solucao diagonal é escrita na forma de uma supermatriz dada por

E ,
op = 518 - ZAL, (360)

onde A = /1 — (E/2))? estd relacionado a densidade média de niveis, p(E), por p(E) =
NA/mX (Cf. Ap. B). Esta é a lei do semicirculo de Wigner encontrada para uma distri-

buicdo gaussiana [42].

Vemos que a Eq. (3.58) é invariante sobre uma transformacao de simetria T}, o que implica
que T} Yop T também é uma solucdo. As solucoes da equacdo de ponto de sela formam
portanto uma variedade que é parametrizada pelas transformacoes Ty. No Ap. D falamos
de maneira breve sobre essas matrizes; uma discussao mais completa e extensa pode ser
encontrada na Ref. [5]. Ressaltamos aqui que essas transformacgoes sao determinadas por

questdes de simetria e convergéncia. Assim, a forma geral de of' ¢

o =T 'opTy . (3.61)
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define as dire¢oes do “steepest descent”. A decomposi¢ao de o tal como na Eq. (3.56) é
andloga a separacao dos modos de Goldstone (o) e dos modos massivos (o) num modelo
de teoria quantica dos campos. Veremos adiante que o fluxo magnético faz o papel da

massa dos modos de Goldstone, o quais se tornam sem massa para ¢ = 0.

Uma vez que oy, é parametrizada pelas matrizes Ty e d P, podemos escrever a métrica da
integragao como

dlo] = F(6P)A[SPdu(t). (3.63)

Aqui, F(0P) é o jacobiano da transformacao e depende somente dos autovalores de 0P, e
du(t) apenas dos autovalores das matrizes t, e t, que sdo os geradores das transformacoes

T}.. Explicitamente temos

SPE 0
P, = , (3.64)
0 &Pk
1+ ¢k gk )1/2 itk
Tk _ ( 12 21) 12 . (365)
—it}, (1 + ththy) /2

Retornando a Lagrangeana da Eq. (3.55), primeiramente removemos a dependéncia do
logaritmo com w fazendo a mudanga de varidvel ¥ — ¥ — @/(2X). Depois usamos a
Eq. (3.56) para obter

il p— > [tre(of + N7260,)% + ;trg([az? + N7250,]L)]

4
N k (3.66)
- Trghn[E — A\(¥e + N7Y26%) -V — J]

Como estamos interessados no limite N — oo, observamos que w é da ordem de N~! pois
mede flutuagbes que sao da ordem do espagamento médio entre os niveis d x A\/N, e A
e F sdo independentes de N. Além disso, guiados por resultados anteriores [5,12,43],
temos que Nvg é da ordem de unidade. Expandimos entao o logaritmo em relagao a 6%
e desprezamos os termos de ordem N~! para obter a Lagrangeana efetiva do sistema

1 Nw
Letlo] = —2 E trg(dox)® + IN E trg(op L)

N 1
Y TrgIn[E — A8 —V — J] + 1 Trg(XadX)?.
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Notamos que Trg(Xg)? = 0 e os termos lineares em 6% se cancelam. Além disso, vemos

que devido ao fato de que [op,dPy] = 0, temos
(J]?(Sak)Q = Tkjl(O'Dépk)QTk . (368)

As variaveis T e 0 P ficam entao desacopladas, e a Lagrangeana efetiva também se desa-

copla em
1 E? E 9 0. G
ﬁef[O'] = —5 Trg{(l — 4—)\2 — ZﬁAL> (5Pk) :| -+ ﬁef[O' ] y (369)
onde
Nw N
0r1.G1 _ § G
Eef[O' ] = ﬁ k trg(ak L) - 5 TI'g hl[E - )\EG -V - J] . (370)

A integral sobre os modos massivos 0 P é gaussiana, e portanto direta. Como mostrado
na Ref. [5], o jacobiano F(§P) é igual a um préximo a variedade of' e sobre ela, exceto
por termos que se anulam no limite N — oo. Como conseqiiéncia, a integral sobre os
modos massivos resulta na unidade (mais detalhes sobre a parametrizagao de 0P e sua
integral podem ser encontrados na Ref. [44]). Assim, ficamos apenas com a integral sobre

os geradores das transformacoes Ty, e o funcional gerador é dado por

7 = / dp(t) el (3.71)

Podemos ainda expandir o logaritmo de L% em poténcias de V e J. Como J é infinitesimal
e V ¢ proporcional a vy, tal que v3 ~ N~! no limite N — oo retemos somente termos
lineares em J e quadraticos em V. Usamos ainda a condicao do ponto de sela, £ —AXg =
A/¥ g e encontramos

TrgIn[E — ASq — V — J] = TrgIn[A\/Sg] + TrgIn[1 — 126(V + J)]

1 1 )
~ =1 56] — g5(8aV)’

(3.72)

Aqui usamos o fato de que Try V' = 0 e que, sendo ¥ e J diagonais no espago dos indices
k, o traco do produto destes com V também se anula. Além disso, podemos reescalar J
tal que J — J/N e assim desprezamos termos de ordem JV?2. Logo, calculando a derivada
do funcional gerador em relacao as fontes j e d¢, encontramos

9?7 N2

97066 | j=o0=s0 T3 du(t) Trg(Xgks) Trg(XgV'2cV) oLoloC] : (3.73)
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onde
Vi =i 1k 0k 1 — i€ Tk Op g4 (3.74)
e
Nw N
Lo[o%] = "IN Trg(SgL) + 3% Trg(XeV)?. (3.75)

3.6 Propriedades de simetria

Seguindo a Ref. [6], mostramos que o funcional gerador Z e, portanto, também a corrente
persistente sao periddicos em ¢ com periodo (1/2)®y, e que a corrente persistente é impar

em ®. Para tanto, analisamos Z na forma da Eq. (3.71).

Para provar o primeiro argumento, consideremos a transformagao de varidveis T, —
T.(UD* ou
o — (Ug)For(UD)k (3.76)

onde a supermatriz U, tem dimensao oito, é unitaria e dada por
U, = exp(2irar;) . (3.77)

O angulo a é real. A condicao ciclica ok 1y = o1 implica que a = m/(2K) com m inteiro.
Através da substituicdo (3.76), a medida de integragao na expressao (3.71) é invariante e
também o termo proporcional a w no expoente. Para o termo Trgln[l — (Xq/A)(V + J)],
escrevemos o argumento do logaritmo como uma matriz bloco-diagonal, cada bloco com
indices de fatia (7, k). Nos elementos (X /A)V que aparecem acima da diagonal principal,
os V’s sdo proporcionais a supermatriz unitaria exp(i¢73), enquanto os V'’s abaixo da
diagonal principal sao proporcionais a conjugada Hermitiana da mesma matriz. Fazemos
a substitui¢ao (3.76) em Trgln[l — (Xg/A)(V + J)] e inserimos no logaritmo, como pré-
fator, a matriz identidade na forma 1 = ATA. Aqui A é unitdria e escolhida como uma
matriz bloco-diagonal com os blocos dados por A = diag(U,, (U,)?, (U,)?,...). Usamos
a invariancia ciclica do traco para mover o fator A" para a ultima posicao do argumento

K+1

do logaritmo. Usamos que V' comuta com U,, e que (U,) = U,. Como resultado,

encontramos que os fatores V' nos blocos acima da diagonal principal ficam multiplicados
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por U, e aqueles nos abaixo da diagonal principal, por U, enquanto cada um dos termos
Ulo;(Ul)? volta a ser oj. Assim, a substituicio de varidveis (3.76) induz a mudanca
¢ — ¢ — 2ma no argumento do logaritmo. Uma vez que U, comuta com ks, o termo
proporcional a J também é invariante sobre a transformacio (3.76). Concluimos que Z
é invariante sob a substituicdo ® — ® — (m/2)P, e, assim, periddico em ® com periodo
(1/2)®,. Chamamos a atencao que na Ref. [6], este resultado foi atribuido ao fato de que

a média no ensemble na Eq. (3.5) envolve anéis com um nimero par e impar de elétrons.

Para mostrar que a corrente persistente é impar em ®, primeiro mostramos que 7 é par em
®. Isso segue da observacao que a mudanca & — —& ¢é equivalente a transpor os blocos
(ndo as matrizes dentro dos blocos) na matriz 1 — (Xg/A\)(V + J). Tal transposigao pode
ser feita numa seqiiéncia de dois passos. No primeiro passo, multiplicamos a matriz 1 —
(X /A)(V+J) em ambos os lados pela matriz B. Aqui B consiste de K matrizes unidade
13 e zeros. As matrizes unidade sao colocadas nos blocos (1, K), (2, K —1),...,(K,1).
A matriz B% é a matriz unidade. Portanto, e por causa da invariancia ciclica do traco,
a multiplicacdo nos dois lados de 1 — (Xg/A)(V + J) por B deixa invariante o valor
do termo Trgln[l — Xg/A)(V + J)]. Fazendo a multiplicagao, descobrimos que V(¢)
foi substituido em todo lugar por V(—¢), e que a seqiiéncia o, 0§, ..., 0% dos sigma’s
em 1 — (Xg/A)(V + J) foi invertida. Renomeando os indices dos sigma’s, obtemos a

transposi¢ao procurada. Logo, Z ¢é par em ®. Uma vez que a corrente persistente é

obtida desta funcdo pela diferenciacdo com respeito a ®, segue que I é impar em .

Em suma, verificamos que a corrente persistente é impar em @, i.e., se anula em ¢ = 0.

Além disso, a corrente é periddica em ® com periodo (1/2)®,.

3.7 Expansao assintotica

Queremos fazer uma expansao assintética da corrente persistente em poténcias de (kpf) ™.
Foi mostrado na Ref. [12] que (krf)~! pode ser identificado com o parametro NvZ/A\? que
aparece no expoente da Eq. (3.73). Portanto, a expansao assintdtica em questao é gerada

pela expansao do expoente na Eq. (3.73) em poténcia dos geradores t* das matrizes Ty,
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retendo no expoente apenas termos até segunda ordem, expandindo o restante numa série

de Taylor e fazendo a as integrais gaussianas resultantes.

3.7.1 Expansao em série

Usando a parametrizagao das transformagoes T} dada pela Eq. (3.65), podemos escrever
Tk_lLTk da seguinte forma

T LT, = L + 2M, (3.78)

onde as matrizes M sao dadas por

thoth itho\/ (1 + thy 1%
Mk; _ 12%21 12 ( 21 12) ' (379)
Z'tgl (1 + tllc2t12€1) _t§1t1f2
Eq. (3.61) e (3.78) implicam
oF = op — 2iAM, . (3.80)

Para o primeiro termo no expoente da Eq. (3.73), usamos Eq. (3.80) e (3.79) e obtemos

Nw

) Trg(Xgl) — —impw Ztrg(t’th’;l) : (3.81)

k
onde p = NA/(m)\) = (Kd)™! ¢ a densidade local de niveis de energia por fatia. Esta
implicito que agora o supertraco sobre as matrizes t* deve ser pensado como sendo sobre

supermatrizes de dimensao quatro apenas.

Para o segundo termo do expoente de Eq. (3.73), encontramos

N . ‘
e Trg(SeV)” = —% Zk: trg (MyL + My €™ My e79™) (3.82)

onde ¢ = 4Nv2A?/\?. Como mostrado na Ref. [12], o parametro ¢ estd relacionado com

a constante de difusao por
¢
D= .
2mhp

(3.83)

Usamos a Eq. (3.79) e mantemos apenas os termos de ordem mais baixa nao-nulos nos
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t*’s. Entao
N 2
m Trg[EGV] —
— g Z trg (2th,t5, — t1, €T 5 e 7T —th, T3 i eTT) | (3.84)
k

com a defini¢ao 73 = diag(1, —1,1, —1).

O lado direito desta equacao possui, claramente, as propriedades de simetria mostradas
na Secao 3.6: ¢é simétrico em ¢ (se a mudanga & — —& é seguida por uma adequada
renomeacao dos indices dos t¥'s), e é periédico em ® com perfodo (1/2)®y. A tltima afir-
mativa segue, como na Secdo 3.6, da substituicao t* — (U,)* t* (Ul)%. Esta substituigao
deixa a medida dy invariante. O primeiro termo no expoente da Eq. (3.73) é independente

de ¢ e, logo, trivialmente compartilha das propriedades de simetria apresentadas.

A medida de integragao du(t) é calculada no Ap. D. Para a ordem mais baixa em t¥,
du(t) é simplesmente dada pelo produto das diferenciais das varidveis de integracao inde-

pendentes.

Consideremos agora os termos de fonte na Eq. (3.73). Notamos que a corrente per-
sistente é dada pela contribuigdo conera do produto Trg(XgV'EcV) Trg(Xgks). Isto,
porque o termo Tr{(E~ — H)~'} na Eq. (3.5) tem origem na grandeza chamada de 6 K na
Secao 1.5. Essa grandeza representa a diferenca entre o niimero real e médio de particulas
e, assim, se anula depois de feita a média sobre o ensemble. Dessa forma, mantemos
apenas aqueles termos na expansao em poténcias dos #/’s que contribuem com termos
conexos. Chamamos a atencao para o fato de que a contribuicao desconeza se anula iden-
ticamente. Substituindo a solucao de ponto de sela pelo termo de menor ordem op no
fator Trg(Xgks), gera-se um termo desconexo. Além disso, substituindo um ou ambos os

o’s do fator Trg[YgVEqV’| por op faz com que este fator se anule. Assim, temos

Trg(ScVEaV') Trg(Sckz) — 8iA Trg(MVMV') " trg(Myks) - (3.85)
k
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Usando as expressoes explicitas para V' e V', obtemos

Trg(MVMV') =

— g Z trg(]\/[k €T M1 e 9T kg — My e 99 My,_q %97 Tgkl) (3.86)
k
Em ordem mais baixa nos geradores t, encontramos

Trg(XeVEcV)

— divd A " trg ([t e 8, T —th, T 5 e TR mE)  (3.87)
k

Aqui k = diag(1,1, —1, —1). O outro termo de fonte é simples, e fornece

Trg» (Myky) = 2iA)  trg(th,4,k) . (3.88)
k k

Agrupando os termos, encontramos para a corrente persistente

onde definimos

¢ k 4k k _idTs jh+1 —igT k _i¢Ts 1k+1l —idT
— 3 E trg(2t12t21 — 175 A l; € 973 —t9; '3 115 e “‘STS)
k

(3.90)
+ 1 pw Z trg (t’thgl) ,
!
= Z trg (thit1sk) (3.91)
!
= Z trg ([ths ' e 9™ ¢ &0 —tf, T 5 e TR k) (3.92)

As reticémcias indicam os termos de ordem superior nos t*’s.

3.7.2 D:iffusons e cooperons

A Eq. (3.89) dé a corrente persistente em termos de integrais gaussianas sobre as varidveis
de integracdo contidas nas matrizes t¥, e t5,. Essas integrais podem ser feitas usando as
contragdes de Wick. Seguindo o Ap. D, escrevemos as matrizes 5, e t5 definidas na

Eq. (3.65) nas formas

AS)
3

(3.93)

k k _
ty = e ty =

C3 Dj Ci D,
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As supermatrizes bidimensionais D e C' estao definidas no Ap. D. Esta é uma nova

representacao, na qual as matrizes k e T tém as formas
k= diag(1,—1,1,—-1) ; 73 = diag(1,1,-1,—1) . (3.94)
A operagao trg deve ser também modificada de acordo.

As matrizes Dy e D5 contém as mesmas variaveis de integracao, e similarmente, os pares
Dy, Dy, C1,C5 e Cy,Cy. O calculo explicito mostra que para todo par de indices 7, [, as

seguintes relagoes sao verdadeiras:

trg[DID}) = trg[ Dy D)) trg[CICY] = trg[CLTY), (3.95)

trg[DID. k] = trg[DLDk] trg[CI O k] = trg[CLC ] (3.96)

Usando as definigoes (3.93) e as identidades (3.96), escrevemos a Lagrangeana efetiva, i.e.,

o expoente da Eq. (3.89) na forma

Llt) = —¢ > trg[(2+ a)(D{Dy) - DIDY" — DIT1Dyi
k
+ (24 a)(CECY) — e 20 CFT, T — %o O
:_gz{ 2 trg[DED,) + (I )y trg [T | (3.97)

Aqui, a = (irw)/(¢d). Eq. (3.97) mostra que decompusemos a Lagrangeana efetiva em
uma contribuicao que depende de ¢ e em outra que nao depende. Tal decomposicao cor-
responde ao que chamamos de modos de diffuson e de cooperon na teoria de perturbacao
diagramatica de impurezas. Os inversos dos propagadores de diffusons e cooperons sao

dados por

(Y = (24 @)k — Opger1 — Opge—1,
(3.98)

(T = (24 a)d — e 22 61 — 2641
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Para os termos de fonte encontramos

go(t) =2 Z{trg[p’fkb’ﬂ + trg[cfké’f]} (3.99)

—k+1

—k
gu(t) =2 {trg[D}* Dyk] - trg[DID k]
g (3.100)
+ % trg[CFHIT K] — o 24 trg[C’falfHk]}

3.7.3 Propriedades espectrais dos inversos dos propagadores das

funcoes definidas no sistema

Vamos discutir as propriedades espectrais das matrizes (II;');x e (II;1);5. Vamos ini-
cialmente fazer a = 0 (a inclus@o de ad;, um multiplo da matriz unidade, afeta nossa
conclusao de maneira trivial). E suficiente discutir o espectro da matriz (II; 1)k, j& que
(IT; 1)1, é um caso especial de (II;!);x, que pode ser obtida da matriz anterior fazendo
¢ = 0. A multiplicacdo da matriz diagonal diag(exp(4ima), exp(8ira), ..., exp(4Kira))
(a conjugada Hermitiana dessa matriz), com o = m/(2K) como na Segao 3.6, pelo lado
esquerdo (direito) de (II;');x é equivalente a troca de ¢ por ¢ — 2ma. Segue que o trago

de (II;');x e todos os outros invariantes construidos de (II;!);; sdo periédicos em @

com perfodo (1/2)®,. Trocar ¢ por —¢ é equivalente a tomar a transposta de (II; ')
e deixa o conjunto de autovalores inalterado. Portanto, esse conjunto ¢ simétrico em ¢
para ¢ = 0. Simetria e periodicidade combinadas implicam que podemos nos limitar ao
intervalo 0 < ® < (1/4)®,. A matriz (II;!);; é positiva semi-definida para ® = 0 e
O = (1/2)® ¢ ¢ positiva definida para 0 < & < (1/2)®,. Os autovalores nulos correspon-
dem aos autovetores (1,1,...,1)T (® = 0) e (exp(2i7/K) , exp(4ir/K),. .., exp(2in))T
(d = (1/2)®y). Estas ultimas afirmages espelham o fato que a representacao super-
simétrica da corrente persistente possui um modo zero. A integracao sobre este modo

deve ser feita de forma exata, em vez de perturbativamente. Tal calculo sera comentado

adiante.

A construgao dos autovalores e autovetores de (II;!);; é direta. A equagao de autovalor
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S€ escreve coimmo

(2 + CL)?/JJ' - exp(2i¢)wj+1 — exp(—2i¢)1bj,1 = )\w] . (3101)

As solugbes tém a forma 1); = exp(ij3) com [ real. A restricio x41 = ¢y limita g

ao conjunto de valores § = (2rm)/K com m = 0, £1,£2,.... Evitamos redundancia
restringindo m aos valores m = 0,1,..., (K — 1). Os autovalores A,,(®) sdo dados por
An(®) = a+2[1 — cos{2mrm/K — 47 ® /(K Py)}] . (3.102)

Notamos que o conjunto de autovalores é simétrico em ¢ = 0 e periddico em ¢ com periodo
®y/2. A assercdo nao se aplica a cada autovalor individualmente porque, como fungoes
de ¢, os autovalores se cruzam. Em ¢ = 0, o autovalor mais baixo se anula. A expansao

em série de poteéncia desse autovalor em ¢ = 0 comeca com um termo quadratico.

O conjunto de autovalores e autovetores de (IT;');x é trivialmente obtido fazendo ¢ = 0.
Eq. (3.102) mostra que os autovalores A, (0) € A(x—m)(0) sdo degenerados. Portanto, nos
restringimos aos valores de m = 0,1,..., K/2 para K par e m = 0,1,...,(K —1)/2
para K fmpar. Os autovalores com m = 0 e m = K/2 nao sao degenerados e tém os au-
tovetores normalizados ¢ = (1/VK)(1,...,1)T ¢ ¢5/? = (1/VK)(-1,1,...,—1,1)T,
respectivamente. Todos os outros autovalores sao duplamente degenerados com autove-
tores wj(»m) = (2/VK) cos(2rmj/K) e wj(»m) = (2/VK)sin(2rmj/K). A expansio de IT;*

em seus autovetores tem, assim, a forma

(M= - 5’”‘}(_ Okcpas (a+ 2[1 — cos(2rm/K)]) cos(2rm(j — 1)/ K) . (3.103)

m

A soma se estende de m = 0 até m = K/2 (K par) ou até m = (K —1)/2 (K impar).

3.7.4 Integracao gaussiana

A integragao é feita com a ajuda das contragoes de Wick para o produto go(t)g:(t).
Encontramos trés tipos de termos: aqueles que envolvem apenas as matrizes D, aqueles
que envolvem apenas as matrizes C' e os termos de interferéncia entre diffusons e cooperons.

Lembramos que devemos calcular a contribui¢ao conexa. Os termos de interferéncia nao



3 Calculo perturbativo 64

contribuem pois a Lagrangeana efetiva é uma soma de termos de diffuson e cooperon.
Vamos calcular entao os temos de cooperon. A contribuicao dos diffusons é obtida fazendo

¢ = 0 no resultado.

Para a contribuicao dos cooperons, a integral sobre os modos dos diffusons da um, restando

somente a integral gaussiana sobre os termos

4 Z{e%‘Zﬁ trg[C’f“@lfk] — e 0 trg[C’f@lfHk] }Z trg[C! k@ll] . (3.104)
K I

No Ap. E, derivamos as regras para as contracoes dessas matrizes. Notamos que devemos
sempre contrair uma matriz C; com uma matriz C';. As regras de contragdo sao as

seguintes:

(tre[ AC] BTY]) = ¢"M(IL.), trg Atrg B, (3.105)

(trg[AC]] trg[ BOY]) = ¢ M(I1,)., trg(AB), (3.106)

onde A e B sao supermatrizes 2 X 2. Com o auxilio do teorema de Wick, temos, por

exemplo,

(trg(CETITVk) trg(CLRT))

= (trg(CIHCIR)) (trg(CLRCY]) + ¢ (IL) o (trg(CLRCLE))

(3.107)
= 0+ ¢ (o) (Te) gy (trg k)
= 4¢7? (o) (L) 1 o1 -
Assim, a integracao da contribui¢ao dos cooperons dados na Eq. (3.104) é
16 S, - e m),, b (3.108)
(2 ) kk+1 ) k+1k :
k

Fazemos ¢ = 0, substituimos II. por II;, usamos a simetria de II; e encontramos que a

contribuicao dos diffusons se anula.

E mais ttil escrever a expressdo dada na Eq. (3.108) em termos dos autovalores de I
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que ja foram obtidos na se¢ao anterior. Para tanto consideremos

% [METE] = dg—;lﬂi + Hzl%rf
ddlg; _ dg;; ey 2H61H6dd%
ddlg; - —dg(;_ e (3.109)
Usando a expressao para II;! dada na Eq. (3.98), temos
d(%;)’”’ — 9 (e*m §jhe1 — €20 5j,k,1>, (3.110)

e portanto,

d(Me)er 3 d(TT; 1), (112) ¢

74 (3.111)

Assim, Eq. (3.108) é igual a

S~y 81 K@ A
(24~ dg N (2 27 Ao £

A (@) (3.112)

A expressao para a corrente é entao

100) = i /O h dwd% Zm:[/\m(@)]‘l + oo

. * AL (D)
- d m .
Zszg/O ”; 2 (@) O

Usamos a Eq. (3.102), a relagao a = (impw)/(, e fazemos a integrac¢ao sobre w. Encontra-

(3.113)

mos ) oo 1 K1 sin{(2rm/K) — 47® /(K ®,)}

I@) = Sy K =1 — cos{(2mm/K) — 4w ® /(K Do)} (3.114)

Para ® = 0, o modo zero carrega o indice m = 0 e da uma contribui¢ao singular. A
corrente é anti-simétrica em ® = 0 e periédica em ¢ com periodo /2. A menos da
singularidade esptria, a corrente deve se anular em ® =0 e em ® = (1/4)®y. Portanto,

é suficiente considerar T no intervalo 0 < ® < (1/4)®,.

A existéncia da singularidade associada ao modo zero é comum em modelos com certas
simetrias quando é feito um tratamento perturbativo. Para remover essa singularidade

devemos tratar esse modo de maneira exata, como faremos no préoximo capitulo.
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CALCULO EXATO DO MODO ZERO

No capitulo anterior encontramos uma singularidade no calculo da corrente persistente
associada ao modo zero para um fluxo magnético nulo. Foi mencionado que o fluxo
magnético faz o papel da massa dos modos de Goldstone do modelo sigma nao-linear.
Quando a massa se anula, o calculo perturbativo nao se aplica ao modo zero, e devemos

calcula-lo de modo exato.

4.1 Separacao do modo zero

Usando a Eq. (3.73), podemos escrever a corrente persistente como

- cd N? [ G
I=— — G Lol Trg (R VI V) Trg(X . 4.1
1K ®, 4A3/0dw/d[a Jem T Trg(RaViaV') Trg(Nake) + co (41
onde
N Nw

Gy _ 2
Lo[o™] = e Trg(XgV)* + Iy Trg(XcL) (4.2)
Vk‘l = Vo [ei¢7_3 5k7l_1 + e_i¢T3 5k7[+1] (43)
Vk/l = g [e"(m 7—3]{1519,171 - eiwﬁf3 T3k15k7l+1]. (44)

A matriz Yg é uma supermatriz que no espaco dos indices k, é diagonal com elementos
{05}, Para determinarmos o modo zero, podemos fazer uma transformada de Fourier

discreta na rede k, e escrever essas matrizes como

[y

K—
of =) Gmexp{2immj/K}. (4.5)
m=0

Vemos que o modo zero (m = 0), é constante no espago k. Escrevemos entao o modo zero

como

E
0p = — — 1A 4.
00 2\ ? Qa ( 6)
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onde () é uma supermatriz que independe dos indices k. Em termos de @), podemos

escrever

dw [ Q] exp{ —ytrgle ™ Qe Q) — i% trg(QL) |
4 (4.7)

X trg [e_i‘m Q, €™ Q} T3k1) trg(Qks) + c.c.,

onde definimos y = (Nv2A?K)/(2)?) = (K/8 e x = NKwA/\ = 7/d. No primeiro

supertraco dos termos de fonte, [, -] representa o comutador.

4.2 Parametrizacao

Seguindo a Ref. [7], escolhemos a seguinte parametrizagao para Q:
Q=Up"V;'QLVcUp. (4.8)

Esta parametrizacao é adequada para modelos com a presenga de campo magnético, onde

a matriz 73 esta presente, pois temos que Up e Vi comutam com 73.

As supermatrizes da Eq. (4.8) sao escritas como

cos0(C) isinB(C) x Cj
Qe = ) : : (4.9)
—isinf(C) x CF  —cosf(C)

Up = Va(D) 'URVa(D)VA(D) (4.10)

Vo =W(C)Vi(C), (4.11)

com

~ A~

vo — cos(@A(D)/Q) z’sin(?(D)/Q) (4.12)

isin(0(D)/2) cos(6(D)/2)

0 1,
Oy = . L, =diag(1, 1) (4.13)
Ly 0
- ibp(j) O . .
0(j) = . 05(4),0r(j) €R (4.14)

0 Or(j)
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com j = B, C e as matrizes Vi 5(j) dadas por

(j) = diag((v1(j )_1>v1(j),(02(j)T)_1>UQ(j)) (4.15)
exp( iU L 0a(j) = expi 0 ~&50) (4.16)
&) 0
(@)™ ) 5(j 0
V() = o= [V | (@17
0 1, 0 (bF(])

&12(j) sao varidveis complexas de Grassmann e ¢p p(j) varidveis reais ordindrias.
Devemos notar que nesta representacao, as matrizes 73 e k assumem a forma

= diag(1,1, -1, —1) and k= diag(1,-1,1,—1).
e portanto, {C’O(T), 73} = 0. Esta relacdo de anti-comutacao implica

¢ O = o 7197 (4.18)

4.3 Calculo dos supertracos

4.3.1 Termos da Lagrangeana

Comecemos com os termos da exponencial. O primeiro deles é:

trg(Q e’ Q™) = trg(Q¢ €™ Qe e”™) . (4.19)

Aqui usamos a invariancia do supertrago por permutacoes ciclicas e o fato de que 73

comuta com Up e V. O supertraco pode assim ser facilmente obtido e fornece
trg(Qg €™ QL e ™) = 2 trg(cos” 0(C) +sin?6(C) e 20
= 4 trg(cos® 0(C') + cos 2¢ sin é(C’)) (4.20)
— 4(1 - cos26) N3 (C) = A2(C)]

onde Ap(7) = cosh(0p(7)) e Ap(j) = cos(0r(7)).
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O segundo termo da exponencial é

trg(QL) = trg(Up' Vi 'QeVeUpL)

= trg(Va(D)V5 ' QL Ve Va(D) ' UHL(UR) ™)

Nessa passagem, usamos que Vi (D) e V3(D) comutam com L.

cos (D)

UBLUS) =

—isind(D)

isinf(D) —cosf(D)

Simplificamos a notacao escrevendo:

VeVa(D) ™' = diag(uy, @y, up, tia)

Uy = ei¢(C) (Ul (C)T)il efz'gzﬁ(D)

iy = 09Oy (C) D)

69

(4.21)

(4.22)

(4.23)
(4.24)

(4.25)

Para tornar mais claro o produto das matrizes, escrevemos as matrizes Q% e USL(UY) ™!

em blocos 2 X 2, como segue:

cos0(C) 0
0 cos 0(C)
Qe = i
0 —isin6(C)L,
—isin6(C) 0
cosO(D) 0
0 cos0(D)

UpL(Up)™ = A
isinf(D) 0

0 isin (D)

Assim o supertraco é dado por

0 isinO(C)
isiné(C’)Lg 0
—cosH(C) 0

0 —cos0(C)

—isinA(D) 0 -
0 —isinf(D)
—cos0(C) 0
0 —cos0(C)

trg(QL) = trg(uy ! cos O(C)uy cos O(D) + a7 " cos §(C)aiy cos §(D))

+ trg(uy ! cos 0(C)uy cos §(D) + 1y ' cos B(C) iy cos H(D)) .

I

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Expandimos a exponencial nas matrizes v;(C), v1(C)? etc, em termos das varidveis & (C')

e &(C). Como estas sao variaveis de Grassmann, obtemos um polinomio finito de grau



4 Célculo exato do modo zero 70

méximo £(C) = &(C)&;(C). Essas matrizes se escrevem, portanto, como

o) [1rEQR —E©
| 1-go)e)

Ly - |12 s©
§O)  1-80)2
o o

ey | FEO2E©
| —al0) 1-8(0)2)
e e

oyt - [LHEOR 8O
| —gl0) 1-8()2]

Calculamos entao o primeiro supertrago da Eq. (4.28):
trg(uy ! cos 0(C)uy cos (D)) =
= trg(e??) vy (C)T e ) cos H(C) ) (v (C)T) " e D) cos (D))

= trg(v1(C) 7" cos 0(C)(v1(C)T) L cosO(D))

e[GO a©) | Pee) o
GO 18Oz | 0 A
) [1+§%<0>/2 ~a(@) | [rs(D) o} (4.29)
) 18O | 0 (D)
As(ONs(D)(1+E(C))
| OSDIEO)
A(CAR(D)E(C)
FARCARD)(1 - E(C))]

= As(C)A(D) = Ar(C)Ar(D)] + ANC)AND)E(C)

com AX(j) = Ag(j) — Ar(j)-

O supertraco trg(a; ! cos (C) iy cos (D)) pode ser obtido diretamente de resultado ante-

rior fazendo as seguintes substituicoes:

3(7) = =0(j), (1(C)) ™ = wi(C) + &(C) = &(C) , &(C) = —&(0).
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Entao podemos ver que o resultado obtido é o mesmo:

trg(a; ! cos 0(C)iy cos (D))

— D(C)A(D) = Ar(COAR(D)] + ANC)ANDIE(C) . (4.30)
Os dois outros supertragos sao obtidos também pelas substituigoes & (j) — i€2(7) e entao:
trg(uy * cos O(C)uy cos (D)) + trg(iy * cos (C) iy cos (D)) =

25 (C)As(D) = Ae(C)Ae(D)] = 2AMC)AND)E(C)  (431)

Somando todos os termos, obtemos:

trg(QL) = 4Ap(C)As(D) — Ap(C)Ar(D)] + 2AMC)AND)(£1(C) — &(C))  (4.32)

A Lagrangeana agora, em termos das variaveis que parametrizam () é
L= —4y(1 - cos20) [\L(C) = AL(C)]
— iz[Ap(C)AB(D) = Ap(C)Ap(D)] (4.33)

— IS ANC)AND)IE(C) - ()

4.3.2 Termos de fonte

Os termos de fonte sao mais trabalhosos pois envolvem as matrizes k; e ky que nao
comutam com as matrizes que parametrizam (). Vamos introduzir aqui algumas definig¢oes

para simplificar a notacao.



4 Célculo exato do modo zero 72

-eiqﬁ(D)?S O
Va(D) =
0 1
wy 0 (D)D) 0
ViD)=| , wp = )
0 Wo 0 UZ(D)
UD _ Cd w1 ZSCE Wao
_iSd w1 Cd Wao
ca 0 cos(A(D)/2) 0
Cy= = A
10 ca I 0 cos(0(D)/2)
. s 0] [sin(d(D)/2) o2 0
d — = N )
0 sy | 0 sin(0(D)/2) e~ D)
sh 0
sh=1"
_O Sd_

T 0
Ve = Vi(C)a(C) =
0 i)
¢ (wy (C)1) 0 (v2(C)")71 0
Ty = ) Ty =
0 e )y, (O) 0 v9(C)

-1 -
V0o xy Cexy 1wy Se xo
c woVvVc =

_—ix;l STz, —a5'Coay

~

C, =cosf(C) , S, =sin(C)Cy , ST =sinh(C)CT .

C

E ttil também calcular os produtos:

[ Stws kwyt S iSTw Ew_lc’-
UDsz,Sl: d 2 _2 d d 2_ 2 d
__Z-dekaglsd CdIUQ]{]’w;lCd_
_ o - -
UDkrlUBl: delliwl Cy _Zdeikwl Sy
_iSIlwlkwflCd delkwflSIl |

Calculemos entao o seguinte supertraco

trg(Qks) = trg(Vy' QL Ve UpkUp') . (4.34)
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Com as definicoes acima, encontramos facilmente que este traco ¢ igual a
trg(a7! Cpxy Shwy kwyt Sy) — trg(ay! Cp g Cygwy kwyt Cy) (4.35)

Observe que os supertracos envolvendo as supermatrizes S, e SI sdo nulos por causa das
supermatrizes Cy e CZ. O primeiro termo da Eq. (4.35) pode ser escrito como a soma de

dois supertracos

trg(01(C)" cos O(C) (01 (C)") " s3(v2( D)) Ly va(D)" s50)
+trg(vi(C) ™! cos§(C) v1(C) sqva(D) Ly va(D) " s5)
Calculando os supertragos acima, encontramos
1= Ap(D)A6(C) + AAC)E(C][1 — 263(D)

+[1 = Ar(D)][Ar(C) + AMC)E (O + 285(D)]
— 4AN(C) senh(“2{22) sen (£ [ 2P) & (O3 (D) — e 2P €1(C)6(D)]

onde Ag(D) = ¢5(D) — ¢r(D).
O segundo termo da Eq. (4.35) pode ser obtido diretamente do anterior fazendo as subs-
tituicoes:
6(C) — i&(C) , sin(6(D)/2) — cos(8(D)/2) , A(D) =0
Assim, obtemos, ja com o sinal negativo,
= [L+As(D)][A5(C) = AXNC)&(ON[L - 265(D))]
— [L+ Ar(D)]Ar(C) = AMC)E(O)[1 + 265(D)]

+4ANC) cosh(222)) cos (22PN (¢, (05 (D) — €5(C)&(D)]

—

Somando os dois termos, encontramos
trg(Qk2) = — 2[Ap(C)As(D) + Ap(C)Ar(D)]
+4[A5(C)A(D) = Ar(C)Ar(D)I&(D)
+ANO)[2 = Ap(D) — Ar(D)JEF(C) (4.36)
+AXNO)[2 + Ap(D) + Ar(D)IE(C)
+2AMC)AND)[E(C) = &(ONED) + () -
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Omitimos aqui os termos proporcionais a &;(D), £5(D) que nao contribuirdo para o resul-

tado final.

Vamos agora calcular o supertrago do outro termo de fonte que envolve o comutador. O

primeiro termo do comutador é

trg(Q e 07 () 197 T3ki) = trg(Vc_lQ% e 0T Q% e Vo UDk‘lUBl) (4.37)

Usando as defini¢coes acima, podemos escrever

4 . C? + 5,87 %9 (O, (e —1
Q% o0 Q% el0Ts — ‘ ( ‘ ) (4.38)
—iC.ST(1 — e?97) (2% 4 §.ST %9

Podemos desconsiderar os termos fora da diagonal da matriz acima, pois novamente,
devido & forma da matriz Cp, o supertraco de termos envolvendo S, ou SI apenas, e nao

o seu produto, se anula. Definindo a supermatriz A de dimensao 4 x 4

. A . a 0
A = cos® §(C) +sin? H(C) e*97s = : (4.39)

0 a
onde a = cos? 0(C) + sin? 6(C) €% tem dimensao 2 x 2, podemos escrever

-1 _
) . Ty Al‘ng e
VElQ% efz¢>T3 Q% ez¢>T3 Vch — . (440)
.fL';l Al’z?g

Combinando o resultado acima, com a expressao para Up ki U 51, encontramos que o

trago (4.37) é igual a

trg(zy! Az T3 Cqwy kw ' Cy) + trg(ay ' Axo T3 Sqwy kwy? Sjl) . (4.41)

O primeiro termo ¢ igual a soma de dois supertracos,

trg(v1(C)" a (02(C)") " cos(9(D)/2)(v1(D)") ™' Ly w1 (D) cos(8(D),/2))

— trg(v1(C) ™ a* vy (C) cos(8(D) /2) v1(D) Ly vy (D)~ cos(A(D)/2)).
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Calculando esses supertracos encontramos

isen(20) x {[1 = AR(C)][1 + Ap(D)] + [1 = AR(O)[L + Ap(D)]
— PB(0) = AR(O)2+ Ap(D) + Ar(D)E(C)
+2([1 = ARO[+ Ap(D)] = [L = AR(O)][L + Ar(D)])&; (D)

— 2AMD)AB(C) = MO (O (D) + ()} (4.42)

Os termos omitidos sdo termos proporcionais a & (D), &5(D) e que nao contribuirao para

o resultado final.

Podemos facilmente obter o segundo termo da Eq. (4.41) fazendo as seguintes substituigoes

no resultado para o primeiro termo:
E(C) — =&(C), N(D) — =A\(D).
Assim, encontramos

isen(26) x {[1 = N3(O)][1 = Ag(D)] + [L = N(C)][1L = Ar(D)]
+ V3(C) = N (O))2 = As(D) — Ar(D)JE(C)
+2([1 = N (O = Ap(D)] — [1 = Na(O)][L = Ar(D)))EX(D)

— 2AN(D)NB(C) = AL(ONE ()T (D) + ()} (4.43)

Somando esses dois resultados, encontramos que a Eq. (4.41) é igual a

isen(2¢) x {2[2 = A3(C) — A5(O))]
—4\5(C) = Xp(O)E1(D)
— [\5(C) = AR(O)][2 + Ap(D) + Ap(D)]&(C)
+[\5(C) = AR(O)][2 = Ap(D) = Ap(D)]E5(C)

— 2AMD)[AR(C) = AL(ON[EX(C) + & (O)EX(D) } - (4.44)

O segundo termo do comutador é obtido trivialmente do primeiro pela troca de sinal de
¢. Como resultado, encontramos menos o primeiro termo, e portanto o supertraco do

comutador é exatamente igual a 2 vezes o resultado (4.44).
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4.4 Integrando sobre as variaveis de Grassmann

A integracao em () € escrita, nesta parametrizagao, como

Jaa= [ | 2 <0>r (4.45)

onde
/ du(j) = (2r)? / dji(j) / 46, ()€} (7)da()dE5 (1) (4.46)

o [Mdes(h) [FTdor(d) [, o [ : 1
Janar= [ [TEE i) [ o) e

e b(j) = 0 (—1) para j = C (D). Pelas propriedades das varidveis de Grassmann,

deveriamos esperar que apenas os termos que contém todas as variaveis anticomutativas
dao uma integral ndo-nula. No entanto, uma vez que as medidas de integracao dji(j)
divergem em Ap(j) = Ar(j) = 1, a integragao sobre as varidveis anticomutativas nao pode
ser feita diretamente, mas deve seguir uma prescri¢ao especial. No Ap. F mostramos num
. “ - A , . o
exemplo simples que essas “falsas” divergéncias se devem ao carater peculiar das variaveis
de Grassmann e aparecem no calculo do Jacobiano quando é feita uma transformacao de

variaveis.

Usamos o teorema demonstrado na Ref. [45], para calcular a integral sobre as varidveis
de Grassmann. Este teorema foi generalizado para o caso em questao na Ref. [7], e diz

que, expandindo o integrando nas variaveis de Grassmann, apenas os termos
f=foo+ foa §'(D) + fa0 £1(C) + faa &7, (4.48)

onde £'(j) = &1(1)&(1)&()&(5) e €& = 1(C)¢4(D), contribuem para a integral. Os

termos fu com a,b # 0,4 dao uma contribuicao nula. A integragao resulta em

/d[Q]f = hoo + hoa + hao + haa (4.49)
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onde
h()o = f()o ()\g(C) = 1, )\g(D) = ].) (450&)
hos = / dii(D) foa (A (C) = 1, 7,(D)) (4.50D)
- 2Ar(C) 17 _
o= [0 |y | (€A (D) = 1) (4.500)
= [ano) [ane) [ 25w s

Vamos inicialmente expandir a exponencial da Lagrangeana da Eq. (4.33) em termos das

variaveis de Grassmann. A exponencial do terceiro termo da Eq. (4.33) é igual a

exp{ —iZANO)AND) [€1(C) - &(O)] |
= 1—iZANC)AND)[E(0) — (C)]

2

+ TANCAD)EC)E(0) (4.51)

Colecionamos, entdo, os termos proporcionais as varidveis de Grassmann no integrando.
Precisamos entdo multiplicar as Egs. (4.36), (4.44) e (4.51). A menos de um fator
2i sen(2¢), que passa a multiplicar toda a integral, encontramos que
foo = =4[A5(C)A5(D) + Ar(C)AR(D)] [2 = X5(C) = Xi(C)] g0 (4.52a)
for = =16[A5(C) = XL(C)] [AB(C)AB(D) = Ap(C)Ar(D)] o (4.52b)
fio = 2 [ANC)AND) o
+ 4iAN(C)AN(D) A5 (C)A5(D) + Ap(C)AR(D)] [X3(C) — A3 (C)] go
— 2iz(ANC))?AND) [As(D) + Ar(D)] [2 = A3(C) — X%(C)] g0
— 16ANC) [As(D) + Ap(D)] [N5(C) = AE(C)] 90 (4.52c)
faa = —4i[ANC)AND) ] [NL(C) — AE(C)]
x (20 = i@* As(C)As(D) = Ae(C)AR(D)] ) g
= —4i(ANO))* (AN(D))*[N(C) = AE(C)] %« (22 go) (4.52d)

onde definimos

go = exp{~F(6) V() = NelC)] — iz [An(C)s(D) = Ae(ONr(D)]} (453)
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com f(¢) = 4y(1 — cos 2¢) e o pré-fator que multiplica a integral é

. cC
€ =5,

sen 2¢ .

Usando as prescrigoes (4.50), encontramos que hqgy € hos se anulam e

T 1 X (C)
x exp{ = F(9) NH(C) = MH(O)] = iz [An(C) = Ar(C)] } (4.54)
2>‘F(C) ? 2 2
) PO

< exp{ =£(6) V() = X(C)] — iz [Aa(C)An(D) = Ae(CAr(D)]}  (455)

As integrais nas varidveis Ag(D) e Ag(C') podem ser feitas lembrando que = & w tem uma
parte imagindaria negativa, o que garante que as integrais convirjam. Assim, temos que

) Zi o 1 A(C) — Ap(C) Ap(C)
hy = 16 dx/1 d)\B(C)/O dAr(C) Ag(C) + Ap(C) Ag(C) (4.56)

% e T(@PNE(C)=AE(O)] [e*ixP\B(C)*/\F(C)] _ e*ix[AB(C)Jr/\F(C)]]

A integral para a corrente pode ser escrita como

T(q)) = C/ dw (h40 + h44) +c.c. = C,/ dl'(h40 + h44) + c.c. s (457)
0 0
onde agora
. cdC
C'= zm sen 2¢ . (4.58)

A integracao em z faz com que o termo hyy se anule. Integrando em x o termo restante,

chegamos a seguinte expressao para a corrente:

- _ 4ed(

I[(®) = - sin 20 K(f(¢)), (4.59)
onde a funcao
_ b 1 Ar(C) i@ -xe)
K(w) = /1 dAp(C) /0 dAp(C) o C)F_ )¢ AB(E=2R O] (4.60)

deve ser avaliada numericamente.
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FIGURA 6 - Grafico do modo zero da corrente em funcao do parametro X = /K({ ¢

no limite difusivo (K > 1), em unidades de 2cd+/C/(7®oK'/?). Para fluxo magnético pe-

queno (¢ < ®y), o resultado exato dd uma contribuigao finita, e o resultado perturbativo

¢ divergente.

4.5 Discussao dos resultados
Podemos explorar dois casos distintos: o regime difusivo, em que K > 1, e o regime

balistico em que K ~ 1. O primeiro caso, expandimos o seno e o cosseno de ¢ e escrevemos

F(6) = 4y(1 — cos 20) = 8y¢? = K(¢? = X2,
2

sin 2¢22¢:WX7
tal que a corrente é
- 8cdy/(C )

Podemos comparar o resultado da integracao exata do modo zero com o resultado per-

turbativo obtido no capitulo anterior. L4, temos, também no limite K > 1, que

2cd/¢ 1
Ipert. = —W } . (462)

Na Fig. 6, comparamos os resultados exato e perturbativo para o modo zero. Vemos que o

resultado exato, diferentemente do resultado perturbativo, nao diverge para ¢ = 0. Temos
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FIGURA 7 - Grafico da corrente persistente em um anel no limite balistico (K = 1).
Observamos agora que modo zero tem uma periodicidade de ®y/2, pois este se torna o

unico modo presente, e também um aumento na amplitude da corrente.

que a corrente do modo zero tem um valor maximo para X =~ 0.88, e assintoticamente
o céalculo perturbativo se iguala ao exato. O valor maximo da corrente pode ser obtido,
observando que o parametro ( se relaciona com a energia de Thouless, Es, e com o

espacamento médio entre niveis na superficie de Fermi, por

¢ 2Ec¢

K wd
O valor caracteristico da corrente é portanto

VEcd
Learact 22 0, 3CTC . (4.63)
0

Para o experimento com muitos anéis [33], temos Ex/d ~ 100, o que resulta
Tearact = 0,03—— . (4.64)

Este resultado é uma ordem de grandeza menor do que os resultados experimentais. A
corrente aqui encontrada nao apresenta as propriedades de simetria e periodicidade em ¢.
Chamamos a atencao que ¢ a corrente total igual a soma de todos os modos, e nao cada

modo individualmente, que tem tais propriedades.
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No limite oposto, para K = 1, estamos no regime balistico, que é o caso do experimento
com o anel semicondutor [35]. Neste caso, temos que o caminho livre médio é £ = 11 um
¢é da ordem da circunferéncia do anel, e o comprimento de onda de Fermi A\p = 42 nm.
Estimamos o ntimero de elétrons no anel da ordem de 10? e a razao E¢/d ~ 10. O gréfico
da Fig. 7 mostra o calculo numérico da Eq. (4.59). O que se observa agora é que o modo
zero possui as propriedades de simetria da corrente total pois ele se torna o tinico modo.
Além disso, a corrente ¢é significativamente maior, sendo da ordem de 0,2 evp/L, porém
ainda menor do que experimento (/e ~ 0,8 evp/L). No entanto, guiados pelos resultados
do Cap. 1 para o caso sem desordem, esperamos que o nosso resultado seja menor do que
para o calculo da corrente em um tinico anel. Isso porque a média no ntimero de elétrons
tem dois resultados imediatos: a mudanga do periodo de oscilacao de @y para ®y/2 e a

redugao da amplitude da corrente.
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CORRENTE NUM ANEL COM UM
PONTO QUANTICO

5.1 Introducao

Pontos quanticos sao sistemas quanticos de dimensdes mesoscopicas e que se comportam
essencialmente como um atomo artificial. Assim, consegue-se experimentalmente con-
trolar diferentes propriedades desses “atomos” e estudar varios fenomenos de natureza
quantica que podem apenas ser observados em atomos reais. De forma simples, um ponto
quantico é um gas de elétrons bidimensional, que esté confinado entre duas camadas de
materiais semicondutores, e que pode ainda ser confinado a uma regiao menor do espaco
com a aplicacao de potenciais externos. A Fig. 8 mostra uma foto de um destes disposi-

tivos [46].

Com técnicas de MBE e litografia podem-se ser construidas diferentes estruturas com esses
pontos. Os chamados interferometros de Aharonov-Bohm tornaram-se os mais comuns,
pois permitem testar fenomenos relacionados a coeréncia da funcao de onda de elétrons.
Sao varios os fenomenos observados, como efeito Fano, efeito Kondo, flutuacoes da con-
dutancia em fun¢ao de um fluxo magnético externo entre outros. Ainda pouco explorado

é o efeito desse ponto quantico na corrente persistente de um anel de Aharonov-Bohm.

5.2 Formulacao supersimétrica para a corrente

Seguindo o modelo IWZ, vamos modelar o problema do anel com um ponto quantico da
maneira mais simples, como um sistema com duas caixas: uma do ponto quantico e a

outra do anel. Este modelo representa o sistema no regime balistico, adequado para anéis



5 Corrente num anel com um ponto quantico 83

FIGURA 8 - Imagem de micrografia por varredura eletronica de um ponto quantico

imerso em um anel de Aharonov-Bohm.

semicondutores. Consideramos a desordem somente no anel e a modelamos com uma
matriz aleatéria Hgog de dimensao N x N do Ensemble Ortogonal Gaussiano. Para o
ponto quantico, consideramos apenas um nivel de energia desocupado e nao degenerado €.
Essa energia pode ser alterada através da variagao do “potencial de gate” V, aplicado ao
ponto quantico. Incluimos a fase de A-B — devida a um campo magnético perpendicular
ao plano do anel — nos termos de acoplamento entre o anel e o ponto quantico, de forma
que o elétron adquire metade da fase ao entrar no ponto quantico e a outra metade ao
sair. Desta forma, temos que o acoplamento ¢é descrito pelo vetor V' de dimensao N e com
elementos

v(p) = vg ? fup e % =y cos(¢/2) . (5.1)

Aqui vg,p sao os acoplamentos pelo lado esquerdo e direito do anel, que podemos consi-
derar essencialmente iguais, e ¢ = 27®/P(. Dessa forma, o Hamiltoniano do sistema tem

dimensao (14 N) x (1 + N) e é descrito por

e VT
H— | (5.2)
V' Hgor

Ao contrario de antes, a corrente agora nao é tao sensivel a separacao entre niveis no anel,
mas tem uma forte dependéncia com a energia do nivel do ponto quantico. Podemos,

assim, fazer apenas a média na realizacao das impurezas e a corrente é, entao, dada por
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uma fungao de um ponto apenas (c.f. Eq. (1.17))

I(¢) = ;‘Ti /]j: dE ImTr{%—g(W — H)—l} : (5.3)

Note que aqui devemos tomar o limite inferior da integral a partir de menos infinito
para garantir que serao consideradas todas as energias abaixo da energia de Fermi. Ao
contrario do caso do anel sem o ponto quantico, onde as principais contribuigoes para a
corrente vinham dos elétrons com energia préximao ao nivel de Fermi, aqui a contribuicao

maior vem dos elétrons com energias préximas a €.

Como no Cap. 3, definimos um funcional gerador supersimétrico para calcular Eq. (5.3)

dado por
2066 = [ div] exp{e' Diselu} = exp{— Trghn DI} (5.4)

onde wg = (Su, S5y Xus X3;) € um supervetor, D[0¢] é uma supermatriz dada por

D[6¢] = ET — H(¢ + kio) (5.5)
e k =diag(1,1,—1,—1).

Com essas defini¢oes temos que Z[0] = 1 e a corrente média é dada por

_ 2c¢ [FF 7[5
I(¢) = 32 / dEm a<[5 f] ot

(5.6)

Procedemos da maneira usual para realizar a média no ensemble e a transformacgao de

Hubbard—-Stratonovitch. Obtemos a média no funcional gerador igual a

769 = [ dlrlexpiclel} (5.7
onde a Lagrangeana ¢ dada por

N 1 E—¢ VT
Llo] = —trgo® + = Trgln
4 2 V. E-)Xo (5.8)

N N 1
=g ue o’ + 5 trgIn[E — Aol + S trgIn[l — (B — &) WI(E =)o) V] .
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FIGURA 9 - Parte imaginaria de o9 como fungao da energia F (linha tracejada) com-
parado com /1 — (£/2X)? (linha cheia). O grafico em detalhe mostra o alargamento da

curva. Os valores dos parametros sao A = 1, e = 1, N = 10, v3 cos*(¢/2) = 0.005

5.2.1 Solucao de ponto-de-sela

Tomando a derivada de L[o] com respeito a o (com d¢ = 0), encontramos a equagao de

ponto-de-sela

A 1 Nvi cos?(¢/2
og=————<1+— o cos™(¢/ )2 : (5.9)
E — oy N (E —¢€)(E — Xog) — Nvj cos?(¢/2)
Esta equacao tem uma solucao que pode ser escrita como
L ¢ EY’ |E| < 2X¢Y/? (5.10)
00 = oy +1 5y ) - com ) .

A lei do semicirculo de Wigner é agora um pouco diferente, uma vez que ( também
depende de 0p. O gréfico da parte imaginaria de oy é mostrado na Fig. 9. Podemos
notar que o espectro ¢é ligeiramente alargado devido a repulsao de niveis e também que

ele possui uma deformacao proxima a energia de ressonancia do ponto quantico.
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Expandindo ¢ em torno do ponto-de-sela, e integrando sobre os modos massivos, encon-

tramos

Z[0¢] = exp {—% trgln ll — N?%Cisgg((q;+_kifo))/2]} } (5.11)

Finalmente, tomando a derivada do funcional gerador com respeito a d¢ e fazendo d¢ = 0,

encontramos que a corrente média é dada por

g Ep NuvZsin(o)
10)==3, | M G @ h0y) = NBeo?(3/2)

(5.12)

5.3 Resultados

A Eq. (5.12) para a corrente deve ser resolvida iterativamente como segue: para cada
valor de E e ¢, resolvemos a Eq. (5.9) e escolhemos apenas a solugdo com uma parte
imagindria positiva. Usamos tal solugdo em Eq. (5.12) e a integramos numericamente.
Nao precisamos nos preocupar com o limite inferior da integral porque quando E estd

fora do espectro, og se torna real e o integrando se anula.

E 1til reescrever a Eq. (5.12) numa escala de energia dada em unidades de A, em que
definimos a largura da ressonancia por I'(¢) = (Nv?/)) cos?(¢/2), e as varidveis adimen-

sionais £ = E/\, € =¢/X e I'=T/\. Assim, obtemos

T(6) = — 22 sen(g) / B (A O B (5.13)
o o0 (E —&)(E —00) = I'(¢)

Primeiramente verificamos a dependéncia da corrente com o fluxo magnético como mos-

trado na Fig. 10. Notamos que a periodicidade da corrente é de ®gy, e que a forma da

corrente é essencialmente senoidal pra valores pequeno de I', e portanto o maximo ocorre

em aproximadamente ®y/2. Para valores de I' irrealisticamente grandes, o grafico se

deforma, e o méximo se desvia para valores maiores do que ®g/2.

Para efetuar os calculos e poder comparar o nosso resultado com as medidas de um
experimento realista, usamos os dados da Ref. [35] listados na Tab. 1. Com esses dados

podemos determinar as grandezas de interesse do nosso modelo. Calculamos inicialmente
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FIGURA 10 - Corrente em funcio do fluxo magnético para dois valores de T'(0) (I'(0) =

0,1 - linha pontilhada, I'(0) = 5 - linha tracejada) em comparacio com a funcdo seno

(linha cheia). As fungoes foram normalizadas para efeito de comparagao.

Circunferéncia média (L) 8,5 um

Area do anel (A) 1,36 x 1078 cm?
Densidade de elétrons (p) 3,6 x 10" ¢cm—2
Mobilidade (p) 1,14 x 10% cm?/V - s
Velocidade de Fermi (vr) 2,6 x 105 m/s
Comprimento de onda de Fermi (Ar) 42 nm
Caminho livre médio (¢) 11 pm

TABELA 1 - Geometria e propriedades fisicas do anel semicondutor mesoscépico usado

na experiéncia da Ref. [35] para efeito de comparagao com o modelo tedrico.
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FIGURA 11 - Corrente persistente, I, em funcao da energia do ponto quantico reduzida

EparaT(0)=0,1e ¢ =m/2.

a energia de Fermi. Esta é dada por

2
Pr hvp
Bp= PE _UF s eV 5.14
T om T 2as me (5.14)

O numero de niveis no espectro também pode ser estimado sendo igual a metade do
numero de elétrons, e este é igual a area do anel vezes a densidade de elétrons. Encontra-
mos entao N ~ 2500. Assumimos o caso do espectro semi-cheio, onde a energia de Fermi
cai no centro do espectro, e portanto temos que A = Er/2 = 6,5 meV. O espagamento
médio entre niveis no centro do espectro é portanto d = wA\/N = 8 peV. Para I'(0),
escolhemos um valor que seja grande comparado a d mas bem menor do que a Energia
de Fermi, no caso, f(O) = 0,1. Com esses dados, calculamos a corrente em funcao da
da energia do ponto quantico, como mostrado na Fig. 11. Encontramos uma corrente

maxima igual a Iax =~ 160 nA.

E interessante comparar este resultado com o que foi obtido para o caso sem o ponto

quantico. Podemos usar o resultado obtido no Cap. 4 para o caso K = 1 e com uma
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I'(0) Corrente, I (nA)

0,001 3,84
0,01 27,0
0,1 162

TABELA 2 - Corrente persistente para alguns valores da largura de linha reduzida T’ (0),
com N = 2500, =0e ¢ =m/2.

energia de Thouless que é dada por

h’D  hrlupl

= 0,26 meV . (5.15)

Usando entao a razao E¢/d ~ 30, encontramos que a corrente maxima pra o caso sem o
ponto quantico ¢é

Taract = 0,056 —— = 0,56 nA . (5.16)

Comparando os resultados obtidos com o valor experimental medido le, = 4 nA (que
coincide com a corrente em uma amostra sem desordem (Iy = evp/L)), vemos que a
presenca do ponto quantico aumenta a corrente em mais de duas ordens de grandeza
comparativamente ao resultado tedrico obtido para o caso simples, e é cerca de 30 vezes

maior do que a amplitude da corrente num anel limpo.

E também interessante calcular o valor da corrente para outros valores da constante de
acoplamento I', como mostrado na Tab. 2. Mesmo para valores pequenos (I'(0) ~ d),
o valor obtido para corrente na ressonancia é ainda bem maior do que para o caso sem
o ponto quantico. Vale notar que a presenca do ponto quantico nao afeta de forma
significativa a dependéncia da corrente com o fluxo magnético, como foi discutido na
Fig. 10. Isto é interessante do ponto de vista experimental, uma vez que a presenca do
ponto quantico causa apenas um aumento na amplitude da corrente, tornando mais faceis

as medidas experimentais.
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CONCLUSAO

As conclusoes obtidas nesse trabalho podem ser dividas em trés partes distintas. Na
primeira parte, estudamos a corrente persistente em estruturas com topologias nao-triviais
como a fita de Mobius. Usando um célculo simples e argumentos bastante gerais, pudemos
demonstrar que nao é possivel observar diferengas nas propriedades globais das correntes
persistentes em sistemas anulares com topologias distintas. Contrariamente a resultados
obtidos em outros trabalhos [30,31], nao observamos a redugao do periodo nem outra
caracteristica que pudesse distinguir um anel simples (plano) de uma fita de Mobius com

base somente na corrente persistente.

Na segunda parte, estendemos a aplicacdo do modelo TWZ [12], originalmente proposto
para o estudo de flutuacoes da condutancia em amostras lineares, para estudar a corrente
persistente em um conjunto de anéis mesoscopicos metalicos com uma desordem fraca.
Pudemos mostrar que o modelo IWZ é equivalente ao modelo continuo [6,7] no limite
em que o numero de fatias (ou caixinhas) é muito maior do que um. Encontramos que a
corrente persistente média tem uma periodicidade que é metade da corrente num tinico
anel e que o efeito da desordem é reduzir a amplitude da corrente e suavizar a sua curva. A
vantagem desse modelo é sua analogia ao modelo de cadeia de Hubbard, o que possibilita a
inclusao de forma simples e direta de novas caracteristicas ao sistema, como, por exemplo,
a ligacao do anel a um reservatério ou a condutores externos, ou qualquer outro tipo de

acoplamento.

Finalmente, fazemos uma utilizacao dessas caracteristicas desse modelo para incluir um
ponto quantico no anel e estudar a corrente persistente nesse caso. Encontramos que a
presenca do ponto quantico causa um aumento signficativo na amplitude da corrente —
cerca de uma ordem de grandeza maior do que para um anel sem desordem, e mais de

duas ordem de grandeza comparado ao resultado teérico incluindo desordem. Além disso,
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as caracteristicas de simetria e periodicidade da corrente com o fluxo magnético externo
nao sao alteradas. Dadas as pequenas amplitudes da corrente persistente em anéis de
dimensoes mesoscdpicas, a inclusao de um ponto quantico neste anéis torna mais faceis
a deteccao e medida destas correntes, e, assim, as correntes persistentes poderiam ser

usadas para a realizacao de medidas de outras propriedades de tais sistemas.



A

AUTOENERGIAS DO SISTEMA SEM
DESORDEM

As energias dos elétrons num potencial vetor A sao dadas por

1 2
— <—mv + fA) U4V =BT, (A1)
2m c

com a condigdo de contorno V(L) = ¥(0). Dentro do anel temos que V x A = 0, e
portanto A = V. Pelo teorema do gradiente, vemos que depois de uma volta no anel, a

fungao x varia de

X(L)—X(O):/OL(VX)-dlzfA-dlz//B-da:@. (A.2)

Inicialmente, vamos abrir o termo entre parénteses da Eq. (A.1)

2 .
h h
<—mv + EA) U= 12V - ﬁv (AD) — zA VU AQ\I/
C
h 2ih
= 2V - - e(v A — —’ ‘A VU - A2
Escrevendo
Y = etex/hey’ (A.3)

calculamos o gradiente de ¥ e obtemos

VV = _;_6A e—iex/ﬁc \I// 4 e—iex/ﬁc V\I/,

_ (A.4)
2 2 A
_2ihe ) g = ——A%p _ e iene o gy
c c
Ja o Laplaciano de ¥ fornece
—hQVQ\I/ — @[(V . A)\I’ + A . \vAV} + e*ieX/ﬁCA i V\I//] o hQ efiex/hc v2\p/
c

zeh 2’L€h (A.5)

—(V- A)\I/+ g 4 AR e g gy et

C
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Somando todos os termos, removemos a dependéncia direta do Hamiltoniano do potencial

vetor A, e obtemos, em termos da nova fungao de onda W',
h2
—— VW + VU = EV | (A.6)
2m
que obedece as novas condicoes de contorno
\I//(L) _ ez’ex(L)/Fw \I/(L) _ eie[q)er(O)}/Fw \II(O) _ eQz’fr@/Cbo \I//(O) ’ (A?)
onde ¢y = hc/e.

Na auséncia de desordem (V' = 0), as autofuncoes sao ondas planas e as autoenergias do

sistema serao simplesmente

h? P\
E =— + — =0,£1,£2,... . A.
" 2m L2 (n Q)O>  n=0=1 %2, (4.8)




B

ESPACAMENTO MEDIO ENTRE NIVEIS

Consideremos uma energia € e um intervalo de centrado em e. Entao, a razao entre o
tamanho do intervalo e o niimero de niveis de energia dentro deste intervalo define o
espagamento médio de niveis, d. No limite em que de — 0, obtemos d(¢) que é uma
funcao da energia € e define o espacamento local dos niveis de energia. Equivalentemente,

a densidade local de niveis de energia é dada por

Se n(e) é igual ao nimero de niveis de energia abaixo de ¢, podemos escrever

o) = [ a POLCEESE

onde a soma n corre sobre todos os niveis e a integral combinada com a funcao § garantem

que apenas os niveis de energia menores do que € serao contados.

A densidade média de niveis num intervalo de energia 2de centrado em ¢, é simplesmente

_ n(e+de) —n(e — de)

ple) = — (B.1)

que no limite em que de — 0, da a densidade local de niveis. Esta é, portanto, simples-

mente igual a derivada de n(e), ou seja,

ple) = dz(;) =3 8(c—en) - (B.2)

Usando a seguinte identidade para representar a funcao delta,

' 1 1
2rn—=0x 4+ x —1in

6(x)
podemos escrever p(E) como

p(E) = o Te[(BY — H) ' — (B~ H) ] (B.4)
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onde E* = E £ in e o limite de n — 0 estd implicito.

Vamos entao usar uma representagao supersimétrica para escrever p(F). Definimos

D=FE14+wmL—- H — jk (B.5)

onde
L = diag(1,1,—1,-1) (B.6)
k = diag(1,—1,—-1,1) (B.7)

e 7 ¢ uma variavel de fonte introduzida por conveniéncia, tal que a derivada do funcional
gerador Z[j], definido abaixo, em relagao a ela, gera os tragos que queremos calcular.

Definimos entao o supervetor

" = (51 x1 52 x2) , (B.g8)
e o funcional gerador
21j) = [ diglexplist 12012} (B.9)
E f4cil ver, entao, que
i 0Zj]
p(E) = ——= (B.10)
dm ) |

Fazemos a média no ensemble das matrizes H e a transformacao de Hubbard—Stratonovicth
de maneira usual. Como resultado, podemos fazer a integral sobre as varidveis ¢, mas

resta ainda a integral sobre o. O funcional gerador pode ser escrito como

Z[j] = /d[a] exp{—Let[0]}, (B.11)

onde

Letlo] = gtrg(az) + Ntrgln[E — Ao — jk]. (B.12)

No limite N — 00, a exponencial ¢ dominada pelas solugoes estacionarias da equacao de

ponto-de-sela. Esta solucao é dada por

E
= — —iA(E)L B.1
00 = 5=~ IME)L, (5.13)

onde A(E) = /1 — (E/2))? obedece a lei do semi-circulo de Wigner. Expandimos o em

torno da solucao de ponto-de-sela como

o =09+ N %0, (B.14)
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e expandimos a Lagrangeana efetiva no limite assintético N — oo, desprezando os termos

de ordem 1/N. Obtemos que
Lalo] = —5 (1~ (00)")(99)7] — N trg nf1 — jopk/
A integral sobre do é gaussiana e portanto direta. Como resultado, obtemos
Z[j] = exp{—N trgln[l — jook/A]}.

Tomando as derivadas em relacao a j, encontramos

o7l N
a—j =0 = X trg(aok‘)
L E) gy S8

E portanto, o espacamento médio local local dos niveis de energia ¢ dado por

7
p(E)  NA(E)

d(E) =

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)



C

INTEGRAL GAUSSIANA SOBRE D|V]

Queremos calcular a integral gaussiana que aparece na Eq. (3.51),

/d[\If] exp{%\IfLa(L1/2N(j)[,1/2)(’ilﬁ\pm} (C.1)

com 1 < k,I < K o indice das caixas e 1 < a,3 < 8 os indices do superespaco (os
indices p,v do espago gerado pela desordem foram omitidos pois a matriz é diagonal

nesse espaco). Vamos entao reordenar o supervetor ¥ escrevendo-o da seguinte maneira
T = (S1 51 Sy S5 x1 Xi X2 X5) - (C.2)

e trocamos no supervetor W' as componentes adjacentes a = lea =2, a =3 e a = 4,
etc. Por fim multiplicamos por menos um as componentes de indices « = 5 e a = 7.
Fazemos o mesmo com os indices a da matriz M = i(LY?N(j)L'?). Como resultado

temos que \I/La — Wl e M — M. Escrevemos esta matriz na seguinte forma

(A B
M = . (C.3)
C D

A simetria do supervetor ¥ implica que AT = A, DT = —D, CT = —B e BT = —(C. Tais

relagoes vem da condicio de que o produto WTM ¥ é invariante pela transposicio.

Renomeamos as variaveis de integragao introduzindo

T=(S15]52855) e 7=(x1X] X2 X3)- (C.4)

A integral assume a forma
/ d[T)d[7] exp{%TTAT Y TTBr + 70T + TTDT} . (C.5)

Fazendo a mudanca de varidvel 7 — 7 — D7'CT, sabemos que a integral nao muda de

valor. Fazemos também a mudanga de 77 correspondente, 77 — 77 — TTCT(D1)T.
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Usando que DT = —D e CT = —B, obtemos 77 — 77 — TTBD~!. Assim conseguimos

desacoplar as integrais em 7" e 7 da seguinte forma
/d[T] eXp{%TT(A— BDlC)T}/d[T] eXp{%TTDT}, (C.6)
cujo resultado é simplesmente
(det[A — BD~'C))"*?(det D)Y? = (detg M)~'/%, (C.7)

A igualdade acima vem diretamente da Eq. (2.41). Usando a definigao de M e o fato de
que o determinante da matriz ndo muda sobre as transformacoes que levaram M em M

e também que Detg(iL) = 1, temos que
/ d[7] exp{%\IJTLl/zN(j)Ll/Q\II} = (Detg N'(5)) 7. (C.8)

Pelo fato de que N(j) é uma matriz diagonal no espago pv, entende-se que Detg corre

apenas sobre os indices k e a e o fator N aparece explicitamente no expoente.



D

GERADORES t15 E t9

Consideremos as transformacoes lineares 1" definidas como segue:
8
Vhpar = ZTaﬁd}kuﬁ- (D.1)
p=1

Desejamos que (i) esta transformagao deixe invariante a forma

2

wli,uaLaﬁd)kuﬂ = Z(_l)p—’—l{sl:upskVp + SkMPSI:Vp + Xz,upXkVp - XkMPXZVp} ) (DQ)
p=1

e (ii) que 9" tenha as mesmas simetrias de 1. A primeira condi¢ao se traduz em
T'LT = L ou equivalentemente, T ' = LTTL. (D.3)

O vetor ¢ obedece a seguinte simetria ¢y, = Cvj,, onde C' é uma supermatriz 8 x 8

definida como

Q
I

,com Y= . (D.4)

Logo, a segunda condicao se traduz em 1 , = Cw,’w* ou
T =CT*C. (D.5)

Tais transformacoes formam um grupo de Lie graduado. Nao entraremos em mais detalhes
sobre as questoes de simetria e convergéncia dessas matrizes. Uma discussao cuidadosa e
extensa pode ser encontrada no Apéndice D da Ref. [5]. Vamos apenas dizer que essas
transformacoes podem ser decompostas como T = RTj, e que estes Ty podem ser escritos

em termos dos geradores ti5 e t9; da seguinte forma

(1 4 tygter)"/? it1o

1o (D.6)

—tq (1+ t21t12)1/2
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Esses geradores obedecem a seguinte relagao de simetria
tor = ktl, (D.7)

onde k ¢ uma matriz diagonal 4 x 4 com elementos (1,1, —1, —1). A forma explicita desses

geradores ¢é

g Gc Mg W),

G ag e i
to = (D.8)
0y i i
Pec Pd _izc ZZ;
ag Qe Pd Pe
@& ar pe P
ty = (D.9)

—iny iy izg iz

e Mg 1Ze 124

Os indices ¢ e d, introduzidos por conveniéncia, dizem respeito aos modos de dif fusion
e cooperon que aparecem na teoria. Portanto é conveniente rearranjar essas matrizes,
agrupando os indices ¢ e d da seguinte forma. Trocamos as colunas 2 e 3 entre si e

também as linhas 2 e 3. Dessa forma, as matrizes tém a seguinte forma:

ag g G i
—py 1zq —pr iz D, C
tie = P ’ - (D.10)
ac e ag g Ca Do
e —iz pa i
@G ope a
—iny iz —imt —iz D, C
fy = Na %q U _ _1 _2 (D.11)
acx  pe  ag P Ci1 Do

inc 12 ”}d 124
Nesta nova representagao as matrizes 73 e k sao dadas por

73 = diag(1,1,—-1,—-1) ; k=diag(1,-1,1,-1). (D.12)
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O supertrago também deve ser modificado de acordo:

trgtis = trg Dy +trg Dy = aq — i2q + ay; — 12 . (D.13)
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CONTRACOES DE WICK

Vamos primeiro derivar as regras de contracao de Wick para integrais com variaveis or-
dinarias apenas. Em seguida, derivamos para varidveis de Grassmann, e por fim para os
supertragos das matrizes C' e D que sao combinacoes de variaveis ordinarias e de Grass-

mani.

E.1 Variaveis ordinarias

Consideremos a seguinte integral gaussiana
I = /e“TC“ da*da = (det C) ™, (E.1)

onde a é um vetor de variaveis complexas de dimensao N e C' uma matriz hermitiana

N x N. Queremos calcular integrais do tipo
.. —atC *
L(ij) = /aiaje ““*da*da, (E.2)
I4(ij, kl) = /aia;fakaf e % dq*da, ete. (E.3)
Podemos encontrar essas integrais definindo termos de fonte, e tomando derivadas em
relacao a eles. Vamos fazer a seguinte mudanca de variaveis:
a—a—C1J,

onde J é um vetor N-dimensional de variaveis ordinarias também. Sabemos que a integral

gaussiana é invariante por uma transformacao deste tipo, tal que
- it -1 —at tatal J—Jt _
/e (a+C~tNTC(a+C~1J) da*da = /e a'Ca+JVa+a J—J CJda*da — (detC) 1’
ou equivalentemente

1(J,J% = / e CatTlatal] qardq = (det C) Ll O (E.4)
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E facil ver que as integrais que queremos calcular podem ser obtidas da Eq. (E.4), por

2

(i) = I(J,Jt E.

2 (i) &H&E(LJ)Lﬂ, (E.5)
64

L(ij, kl) = I(J,Jt . E.

A(i, k1) aﬁ@@aﬁah<ij>hﬂ (E.6)

O célculo dessas integrais resume-se portanto em calcular as derivadas de exp(JTC~1J),

no que resulta:

I =(detC)™*
I,(ij) = (det C) "1 (C™ 1)y

L, (ij, k1) = (det C) T {(C™)ii (C™ Nt + (C7Ha(C™ iyl

De forma geral, a prescricao diz que, para um conjunto de n pares de indices (njns),
devemos somar todas combinagoes distintas do primeiro com o segundo indice de todos

OS pares.

E.2 Variaveis de Grassmann

Para as varidveis de Grassmann, o processo ¢ semelhante. Devemos apenas tomar cuidado
com anticomutatividade dessas variaveis. Mostramos no Cap. 2 como calcular a seguinte

integral gaussiana:

I= /e_XTCX dxy*dy =detC'. (E.7)
Seguindo os passos acima, definimos a integral:
1(J,J% = / e XX gy *dy = (det C) O (E.8)

As integrais se escrevem:
2

0,07

JMﬁ:/MﬁaﬂW@%x: 107,71 = det C(C™),,

84
I
07,007 01,0

L(ij, kl) = / XXXt € XX dydy = (. J%)

= det C[(C™);;(C™ ) — (C7Ha(C71)y]
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Na forma geral, como no caso das variaveis ordinarias, devemos fazer todas combinagoes
possiveis dos pares de indices, porém aqui, aparece um sinal negativo para cada per-
mutacao de indices. Como exemplo, consideremos trés pares de indices {ij, kl,mn}. A

prescricao diz que as combinacoes possiveis sao

(i) (k) (mn) + (in)(kj)(ml) + (il) (kn)(mj)

— (i) (k7)(mn) — (in) (k1) (mj) — (ij)(kn)(ml) .

E.3 Diffusions e Cooperons

Queremos derivar agora uma regra similar para a contragao de indices, porém para in-
tegrais sobre os cooperons e diffusions. Vamos considerar, inicialmente, as matrizes C e

.

ac — [ac pe
Cl == 3 Cl

—ps 1z e 12c

No expoente aparece o supertraco do produto dessas matrizes, que é
trg(C1CY) = ag(ag)’ — (n2)'nd + (p)'pl + (2)'2

Vemos que o supertraco é uma combinacao dos produtos de varidveis ordinarias e de
Grassmann como aqueles que aparacem nas integrais Io, Iy, etc. Podemos, entao, usar os
resultados anteriores para calcularmos as integrais da combinagao de supertracos dessas

matrizes.

Primeiro calculamos a integral gaussiana apenas, e notamos que devido a presenca dos
dois tipos de variaveis, o resultado é um.
= / o~ (1T g1

S (E.9)
_ /e—(H‘l)ij(ai(aé)j—(né)inﬁ+(pé)ip%+(2§)izg) dc] =1,

onde

d[C] = da*dadn*dndp*dpdz*dz .
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. ~ ~ . =]
Definimos a contragao de uma funcao f;;[C] de duas matrizes C| e C'] por

(ulch = [ salcremmeseich o). (.10)

Vamos entdo calcular a contracio de trg(CJ*C’)):

(trg(CICY)) =
/ [ (@) — ()™ + (o)™l + (2] e Du weCie g0 (E.11)

Temos dois tipos de integrando, um com varidveis ordindrias e outro com varidveis de

Grassmann. Eles fornecem

/ a (@) oM eECIOD g (0] = T1,,,,
/ () ot e T qre) = g,
/(n:)mng o~ (1) trg(C1TY) d[C] = — (=) -

Assim, encontramos que

(trg(CT"C)) =0 . (E.12)

Vamos derivar uma férmula mais geral. Sejam, portanto, A e B duas supermatrizes de

dimensio 2x2. Vamos calcular (trg(ACT*BC')). Primeiramente, calculamos o supertraco

explicitamente:
—n an a ayt ()™ b1 b ax)"  pt
trg(ACT"BCY) = trg e () e (@) p
agr ag ) \—(p:)™ i(z2)™) \bar bz ine iz
anag — ar(pp)™ dan ()™ +iaa(2)"
= trg

agag’ — axn(pr)™  ian ()™ + iax(2)™
y bua(az)"™ +ibiony buipl + ibia2y

bor (@)™ + ibaan  ba1pl + ibgo 2l

= anbi a;'(a;)" — airb (02)™ 0 + asebir (p2)" p7 + axba (27)™ 2,

Usando entao os resultados conhecidos, encontramos

(trg(AC{”BU?» = [anbn — a11b22 — agbyy + a22b22]Hnm
(E.13)

= II,,,, trg(A) trg(B) .
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De forma analoga, calculamos (trg(ACT") trg(BC7)). O produto dos tracos é igual

trg(ACT") trg(BCY) =

ap aip agi(nr)™ bu b\ [(ap)" pf
= trg trg

agr ax ) \—(pp)™ i(zX)™ ba1  bas gz

= [ana" — a(pr)™ — ian ()™ — iaxn(2;)™]

X [bll(az)n + Zblg’f]? — bglp? — ZbQQZZL]

= anbir a;'(a)" — a12ba (p))™ e — agibia (7)™ N, — agebas (27)™ 20

De onde encontramos

<trg(AC{”) trg(Bérf)} = [anbn + a12b21 — azlblg — angzg]ﬂnm (E 14)

A aplicagao do teorema de Wick neste caso diz que, para o caso de n pares de matrizes C}"
-7 . . . Val . ~
e (1", devemos contrair as matrizes C; com as matrizes C', para todas as combinagoes

possiveis e seguindo prescricao para cada tipo de trago. Por exemplo

<trg(AC{) trg(B@{) trg(A’CfB’Ui» =

Hji tl"g(AB)Hlk tl"g(Al) tl"g(B,) + Hliij tl"g(BB,AAI) (E15)
O mesmo procedimento pode ser feito para as supermatrizes D.

Como resultado, temos

<trg(ACleU?)> = I, trg(A) trg(B) (E.16)

(trg(ACT") trg(BU?» = I, trg(AB) (E.17)
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SUPERINTEGRAIS E FALSAS
DIVERGENCIAS

As superintegrais, que envolvem varidaveis de Grassmann e ordindrias, merecem uma
atencao especial, pois a mudanga das variaveis de integracao nao é nada trivial neste

caso. Como exemplo, considere uma integral gaussiana do tipo
1 2 2 v
I= / dpdgdydy e 2P+ = 1 | (F.1)
Facamos entao as substituicoes

p=ki+in(ks —iks), iq=iko+ nm(k1 — iks)

X = —0(k1 —iks) X =n(ks — k)

‘ (P, ¢, X X)

DR = (b — iky) 2. F.2
a(k17k27n7ﬁ)’ ( ' 2) ( )

Esta transformacao remove todas as variaveis de Grassmann do integrando:
I= / Ak dkodndi (ky — ko) ' e 2+ (F.3)

Poderfamos concluir que a I = 0 [em completa discordancia com a Eq. (F.1)] uma vez que
o integrando nao contém 7 e 7). Tal conclusao nao pode ser derivada, no entanto, devido

a singularidade em k; = k3 = 0 que torna a integral indefinida.
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