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Resumo

Nesta tese de doutoramento, estudamos leis de escalas e crossovers em modelos de
crescimento de agregados e interfaces. Nossa abordagem consiste em uma analise de modelos
discretos por meio de simulagdes com o objetivo de investigar suas classes de universalidade
e o aparecimento de crossovers. Na primeira parte da tese, analisamos as propriedades de
escala em interfaces. O primeiro modelo de crescimento de interfaces estudado foi construido
para capturar os efeitos da competicao entre a deposicao e difusdo de particulas. Encontra-
mos uma transi¢ao no comportamento da rugosidade, que exibe um expoente de crescimento
referente a classe de universalidade de Mullins-Hering (MH) para tempos curtos e a classe de
Villain-Lai-Das Sarma (VLDS) para tempos longos. Em seguida, investigamos o modelo de
Wolf-Villain com uma modificacdo na regra de crescimento introduzida para estudar crosso-
vers. Concluimos esta parte da tese analisando estruturas com simetria radial, com atencao
particular a detalhes associados a estratégia de medida da rugosidade que podem levar a
conclusoes equivocadas dos expoentes e, conseqiientemente, da classe de universalidade dos
sistemas considerados. Na parte seguinte, consideramos transi¢coes morfolégicas em mode-
los de agregacao de particulas. Estudamos generaliza¢gdes do modelo de agregacao limitada
por difusdo (DLA). Na primeira, consideramos o efeito de uma tendéncia nas trajetorias das
particulas. Mostramos que os agregados apresentam uma transicdo morfolégica entre o mo-
delo DLA e o modelo de agregacao balistica (BA) e caracterizamos quantitativamente essa
transicao por meio do comprimento caracteristico. Em seguida, estudamos a anisotropia em
agregados obtidos no modelo DLA através de uma generalizagdo que inclui uma probabili-
dade de crescimento as regras de evolucao e da aplicagao da técnica de reducao de ruido. Esse
modelo apresenta um rico comportamento quando variamos os parametros envolvidos. Fina-
lizamos essa tese com um modelo de agregacao o qual consiste de uma mistura de particulas
que executam caminhadas aleatoérias e trajetoérias balisticas. Neste modelo, encontramos uma

transicao suave de agregados semelhantes aqueles do modelo DLA para os do BA.



Abstract

In this doctoral thesis, we studied, through simulations of discrete models, the scaling
laws, universality classes and crossovers in aggregation processes and interfaces growth. In
the first part of the thesis, we analyzed the interfaces scaling in growth models. Initially, a
interface growth model that captures the effects of the competition between particle deposition
and diffusion was studied. We found a transition in the roughness behavior, which presents
a growth exponent related to the Mullins-Hering (MH) universality class for short times and
the Villain-Lai-Das Sarma class for long times. In addition, we investigated a modified Wolf-
Villain model aiming to study the crossovers found in this model. We conclude this part
of the thesis by analyzing structures with radial symmetry, with particular attention to the
details associated to the roughness measure strategy, which can lead to erroneous conclusions
about the exponents and, consequently, the universality class of the considered system. In
the second part, we considered morphological transitions in modified diffusion-aggregation
aggregation growth models. In the first one, the effect of a bias in the particle trajectories
was studied. We show that the aggregates exhibit a morphological transition between DLA
and ballistic aggregation (BA) models and characterized quantitatively this transition through
the characteristic length. In the next work, the anisotropy of aggregates obtained with the
DLA model was deeply analyzed through the inclusion in its evolution rules of a neighborhood
dependent growth probability and the application of noise reduction technique. This model
exhibit a rich behavior when we vary the involved parameters. We concluded the thesis
with the investigation of an aggregation model which consist of a mixture of Brownian and
ballistic wandering particles. In this model, we found a smooth transition from DLA to

BA-like aggregates.
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Capitulo 1

Introducao

Processos de crescimento naturais podem levar a estruturas complexas, que possuem
irregularidades em diferentes escalas de observagao. Tais processos, em sua maioria fora do
equilibrio, sdo encontrados nos mais diferentes fenomenos fisicos. Como exemplos podemos
citar eletrodeposicoes [I], formagdo de dedos viscosos (viscous fingering) em deslocamento
fluido-fluido [2], crescimento de colonias de bactérias 3], crescimento de neuronios [, etc.
Todos estes fendmenos possuem uma caracteristica em comum: um grande ntimero de consti-
tuintes que interagem mutuamente de uma maneira muitas vezes simples e levam a estruturas
complexas e/ou comportamentos nao-lineares. Devido a essas caracteristicas a compreensao
de tais processos de crescimento nao ¢ uma tarefa facil. As caracteristicas dessas estruturas
sao determinadas por um conjunto de fenémenos que ocorrem durante seu processo de for-
macao. Por exemplo, no crescimento de colénia de bactérias, se o meio é rico em alimento, o
padrao gerado é compacto pois a competigdo por nutrientes nao é agressiva (figura[[Tla)). Ja
quando existe uma escassez de nutriente o padrao gerado é ramificado devido a instabilidades,
0 que maximiza a &rea de contato com o meio (figura [LTI(b)) e otimiza o processo de procura
por nutriente.

Em alguns processos, podemos encontrar estruturas que apresentam a propriedade de
invariancia sob mudancas de escala de observagao. Se o fator de escala usado nessa mudanca
é 0 mesmo para as diferentes dire¢oes dizemos que o objeto é auto-similar. As estruturas que
apresentam a propriedade de auto-similaridade sdo conhecidas como objetos fractais [B, [0,
[7, 8] e suas caracteristicas podem ser estudadas usando a geometria fractal, introduzida por
Mandelbrot [5].

Muitos processos de crescimento envolvem uma superficie de separacao entre diferentes
meios. Essas superficies podem apresentar irregularidades em diferentes escalas de observagao.
Por exemplo, ao caminharmos sobre uma montanha podemos encontrar uma hierarquia de
subidas e descidas de todos os tamanhos. Para quem caminha ao longo do perfil de uma

montanha sdo visiveis estruturas (subidas e descidas) em uma enorme faixa de escalas que
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(a) (b)

Figura 1.1: Em (a) crescimento de colénia de bactérias em um meio rico em alimento. Em

(b) um meio com alimentagdo escassa. As figuras foram extraida da péagina:

http://star.tau.ac.il/ inon/baccyber0.html em novembro de 2005.

vao desde milimetros até quilometros. No entanto, para se observar a invaridncia sob uma
mudanga de escala em algumas interfaces é necessario fatores de escala diferentes para direcoes
diferentes. Estas interfaces sdo denominadas auto-afins.

Passos importantes foram dados na compreensao da dindmica de processos de cresci-
mento por meio do estudo de modelos discretos e de equagoes fenomenoldgicas de crescimen-
tos [0, @]. Essas aproximacoes procuram capturar caracteristicas fisicas essenciais do processo
de crescimento. Na aproximacao de modelos discretos procuramos reproduzir, através de re-
gras simples, os processos mais relevantes que ocorrem durante a evolugao. Na aproximagao
via equagoes fenomenologicas procuramos descrever o sistema no limite termodinidmico (es-
calas de comprimentos “grandes”), ou seja, os detalhes microscopicos sdo ignorados e apenas
suas médias sao consideradas. A construgao dessas equagoes baseia-se em argumentos fisicos
e/ou de principios de simetria. Em ambas aproximagdes procuramos por expoentes criticos
associados as leis de poténcia que determinam a classe de universalidade do sistema.

Um processo de crescimento baseado na agregacao de particulas de grande interesse
¢ o modelo de agregacdo limitada por difusao (DLA, de diffusion-limited aggregation) [I0].
Nesse modelo, particulas sao lancadas de pontos muito distantes do agregado e executam
caminhadas aleatdrias até alcancarem um sitio primeiro vizinho do agregado onde sao fixadas
irreversivelmente. Versoes na rede e fora dela foram muito estudadas [IT], T2}, [T3]. Apesar de
sua simplicidade, o0 modelo DLA gera estruturas complexas com propriedades de escala nao
triviais |7, 8, [[4, [15]. Outro modelo importante, conhecido como agregacao balistica (BA, de
balistic aggregation), é obtido quando substituimos a caminhada aleatéria no modelo DLA por

Y

trajetorias balisticas. Apesar dos agregados gerados pelo modelo BA apresentarem estruturas



homogéneas, elas possuem uma relacdo de escala nao trivial da densidade e da largura da

zona ativa como fungdes do niimero de particulas no agregado.

Modelos de deposicao do tipo sélido sobre sélido foram propostos para compreender
melhor a dinamica de crescimento de interfaces [7, 0]. Em particular, os modelos de Wolf-
Villain (WV) [16] e Das Sarma-Tamborenea (DT) [I7] sdo de grande importancia porque foram
pioneiros no estudo da difusdo de particulas nas interfaces, além de serem a primeira evidéncia
numérica demonstrando expoentes de escala diferentes daqueles das classes de universalidade
de Edward-Wilkinson (EW) [I8] e Kadar-Parisi-Zhang (KPZ) [T9].

O principal objetivo dessa tese é estudar leis de escala e transi¢des no crescimento de
interfaces e de agregados por meio de modelos discretos. O capitulo ] é dedicado a uma revi-
sao de literatura, em que descrevemos os principais modelos de crescimento por agregacao e
de interfaces, bem como algumas das técnicas utilizadas em suas caracterizagdes. Nos demais
capitulos apresentamos os trabalhos da tese, procurando apresenta-los da maneira mais inde-
pendente possivel (as conclusdes de cada trabalho sao incluidas no final dos capitulos). Estes
trabalhos foram divididos em duas partes, na primeira estudamos classes de universalidades e
crossovers em modelos de crescimento de interface (denominados modelos de deposi¢ao). No
capitulo B estudamos um modelo de crescimento de interface para abordar a competicao entre
a deposicao e a difusdao das particulas, bem como, a formacao de morros [20, 2], 22] quando
uma tendéncia nas caminhadas é incluida. Neste trabalho, mostramos que o modelo apresenta
um crossover da classe de universalidade de Mullins-Hering (MH) para a de Villain-Lai-Das
Sarma (VLDS) em 1+ 1 dimensdes. Entretanto, em 2+ 1 dimensdes, o mesmo crossover nao
é observado e o modelo apresenta expoentes relacionados a classe de universalidade VLDS.
Além disso, observamos que uma tendéncia nas caminhadas leva a instabilidades e, conseqiien-
temente, a interfaces com formacdo de morros e uma mudanca no expoente de crescimento
para um valor assintético proximo de 1/2. Mostramos também que as grandes flutuagoes nas
interfaces, as paredes dos morros, sao as responsaveis pela mudanca no expoente de cresci-
mento. No capitulo B estudamos uma versao modificada do modelo de Wolf-Villain (WV).
Neste trabalho, investigamos o crossover no modelo WV pela introducao de uma probabili-
dade de crescimento que privilegia os sitios cujo ntiimero de ligacoes é maior. Mostramos que
essa modificacao acelera o crossover da classe de universalidade MH para a EW,em 1+ 1 e
2 + 1 dimensoes. Entretanto, como essa modificacao introduz uma recusa de particulas, um
crossover para a classe de universalidade KPZ aparece. No capitulo B, estudamos as propri-
edades de escala de interfaces com simetria radial utilizando agregados obtidos pelo modelo
de crescimento de Eden fora da rede e por trés modelos na rede quadrada [23]. Nessa andlise,
mostramos que diferentes estratégias adotadas para medir a rugosidade da interface podem

levar a expoentes de crescimento diferentes.

Na segunda parte da tese, estudamos transi¢oes morfologicas em modelos de crecimento
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de agregados (denominados modelos de agregagao). No capitulo B, propomos um modelo para
analisar a transi¢ao morfologica entre os modelos DLA e BA. Nesse modelo, introduzimos um
parametro de generalizacao A que controla a tendéncia da caminhada das particulas [24]. En-
contramos uma transi¢ao de agregados fractais (DLA) em escalas de comprimento pequenas
para objetos homogéneos (BA) em escalas grandes. A transi¢ao entre os regimes de escala do
DLA e BA foi determinada usando o comprimento caracteristico £ que diverge quando A — 1
seguindo uma lei de poténcia. No capitulo [, estudamos a anisotropia no modelo DLA através
de uma generalizagao que inclui uma probabilidade de agregagdo das particulas que alcancam
o agregado, essa probabilidade é proporcional ao nimero de vizinhos ocupados [25]. Essa
generalizagdo é construida baseada em um algoritmo proposto por Bogoyavlenskiy [26] para
gerar agregados isotropicos obtidos usando o modelo DLA na rede. No capitulo B, apresenta-
mos um modelo que considera agregagdo em uma mistura de particulas [27] introduzido para
estudar a transicdo entre os modelos DLA e BA fora da rede. Esse modelo, que inclui os de
agregacao limitada por difusao e de agregacao balistica como casos limites, é controlado por
uma probabilidade p que corresponde & fragdo de particulas que constituem o agregado adi-
cionadas seguindo as regras do modelo de agregacao balistica. Encontramos que a dimensao
fractal dy cresce continuamente como uma func¢ao de p de um valor muito préximo ao obtido
para agregados do modelo DLA a valores proximos dos agregados do BA. No capitulo [V] fina-
lizamos essa tese de doutoramento apresentando um resumo das conclusoes de cada trabalho

desenvolvido, bem como as perspectivas desses trabalhos e de outros relacionados.
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Capitulo 2

Leis de Escala e Modelos de

Crescimento

2.1 Fractais e Leis de Escala

Observando estruturas encontradas na natureza, tais como arvores bronquiais, forma-
¢oes dendriticas de neur6nios, colénias de bactérias ou fungos, eletrodepdsitos, dentre outras,
encontramos irregularidades em uma ampla faixa de escalas de comprimento. Por exem-
plo podemos facilmente notar que o galho de uma &rvore se parece com a arvore ou que
um pequeno ramo de uma couve-flor se parece com a couve-flor inteira. Essa caracteristica
de invariancia sob mudancas de escala de observagao (uma parte se parece com o todo) é
chamada de auto-similaridade. Objetos que apresentam essa propriedade sao denominados
objetos fractais. Em geral, os objetos auto-similares ndao podem ser adequadamente tratados
com os métodos analiticos usuais. De fato, as ferramentas da geometria fractal, introduzida
por Mandelbrot [B], fornecem uma descri¢ao matematica quantitativa mais completa desses
sistemas auto-similares [6l, [7].

Quando falamos em auto-similaridade ou invaridncia sob mudancas de escala de obser-
vacgao, usamos o mesmo fator na transformacao de escala para todas as dire¢cdes. Entretanto,
em alguns casos, como os contornos das montanhas pertencentes a uma cadeia [28] é necessério
um fator de escala apropriado para cada direcao do espaco, de maneira que as suas proprie-
dades permanecam invariantes. Os objetos que possuem essa caracteristica sdao denominados

auto-afins.

2.1.1 Auto-similaridade e Auto-afinidade

Devemos observar que quando fazemos sucessivas mudancas na escala de observagao

de um objeto real podemos alcancar um limite para a transformagao de escala, o tamanho dos
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constituintes basicos ou o tamanho do objeto. Por exemplo, quando observamos um galho de
uma arvore ele se parece com a arvore. Se passarmos a olhar para um pequeno galho retirado
do primeiro e assim sucessivamente, alcangaremos um ramo (ou caule) que em nada se parece
com a arvore ou seus galhos. Outro fato muito importante é que nos exemplos da couve flor
e da arvore, os ramos apenas se parecem com o todo, eles nao sao uma reproducao exata da
couve flor ou da arvore. Para objetos nos quais a invaridncia de escala nao é exata, devemos
falar em auto-similaridade estatistica. Contudo, podemos construir estruturas matematicas
exatas usando, por exemplo, um processo recursivo que produz objetos para os quais nao
existem limites inferior ou superior e levam a uma reproducdo exata entre duas realizagoes
distintas ou entre duas partes do objeto. Tais objetos sd@o conhecidos como objetos auto-
similares deterministicos. Dependendo do método de construcao, partes sdao retiradas ou
adicinadas a uma estrutura a cada iteragdo. Para ilustrar tais objetos, usaremos o tridngulo
de Sierpinski que é gerado a partir de um tridngulo equilatero totalmente preenchido de lado
£y, conforme ilustrado na figura ZT1 O triangulo de Sierpinski pode ser obtido através do
seguinte procedimento: a cada itera¢ao (ou passo) k, removemos um triangulo equilatero de
lado £;_1/2 de cada triangulo totalmente preenchido. Esse procedimento deve ser repetido
infinitas vezes para se obter o objeto auto-similar deterministico. Como pode ser visto a partir
da regiao destacada no passo k = 3, a estrutura no passo k — 1 é uma ampliacdo de uma das
partes no passo k.

Uma caracteristica importante de um objeto fractal é que, em geral, sua dimensao nao
¢ inteira e é menor que a dimensdo d do espaco no qual estd imerso. O conceito de dimensao

de um objeto pode ser ligado usualmente a duas idéias: o niimero de coordenadas necessarias

Figura 2.1: Tlustragio da construgio do triangulo de Sierpinski.
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para localizar um ponto no espaco e a nocao de medida de comprimento [29]. Usando a
primeira idéia, Poincare e Brouwer discutiram o conceito da chamada dimensdo topoldgica.
Essa nocao afirma que um objeto possui n dimensdes quando podemos separa-lo em duas
partes desconexas usando um objeto de n — 1 dimensoes. Assim, considerando que um ponto
possui dimensao 0 (zero), uma reta possui dimensao 1 (um) uma vez que ela pode ser separada
retirando apenas um de seus pontos. Por sua vez, um plano, que pode ser dividido em dois
retirando uma reta, possui dimensao 2 (dois) e assim sucessivamente.

O volume de um objeto, sendo ele regular ou fractal, pode ser determinado por
V(e) = N(e)e? (2.1)

em que N(e) é o namero minimo de caixas de lado € necessério para cobrir todo o objeto e

d > dobjeto
A medida do nimero de caixas de lado € necessarias para cobrir um objeto (uma medida

¢ a dimensao das caixas usadas, normalmente a mesma do espaco de imersao.

relacionada ao aspecto métrico do conceito de dimensdo) também fornece uma maneira de
medir a dimensao do objeto. Essa pode ser denominada dimensao de capacidade, inicialmente
definida por Kolmogorov. A dimensao de capacidade é uma medida do quanto o objeto ou

conjunto considerado preenche o espago no qual estd imerso. Em geral, obtemos
N(e) = Ae™ P, (2.2)

em que a constante A é chamada de lacunaridade e D é a dimensdo do objeto. Para uma
dada dimensao, quanto maior a lacunaridade, maior a quantidade de regioes vazias no interior
do objeto. Note que para objetos regulares D = d é inteiro e pode coincidir com a dimensao
do espago de imersao. Para objetos fractais D = dy, a dimensao fractal do objeto. Essa
denominacao, dimensao fractal, é devido ao fato que esta dimensao nao é inteira e, em geral,
d¢ < d. Como consequéncia, quando tomamos o limite de ¢ — 0 (na equacao (Z1])), o volume

de objetos regulares vai para um valor finito, uma vez que de acordo com a equagao (Z2))
N(e) ~e
Entretanto, para um objeto fractal o volume vai a zero pois,
V(e) ~ eld=dr)

e d—dy > 0. Por outro lado, a superficie de uma estrutura fractal pode ser muito grande
(ou até mesmo infinita). Assim, ao fazer uma medida sobre o objeto usando uma caixa com a
mesma dimensao do espago de imersao do objeto, essa medida tende a 0 no limite € — 0, mas
quando a dimensao da caixa é menor que a dimensao de imersao e que a do objeto, a medida
diverge. Isto deve-se ao fato que os objetos fractais possuem dimensdo nao inteira menor que

a do espaco em que ele esta imerso.
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No caso do triangulo de Sierpinski, com f3 = 1, o nimero de caixas de tamanho

¢ = 1/2F necessarias para cobrir a estrutura no passo k ¢ N(e) = 3*, assim seu volume é dado

V(e) = 3" <2ik>d = G)k (2.3)

em que usamos d = 2 (dimensao das caixas usadas no recobrimento). No limite & — oo a

por

equacao ([Z3) fornece V. — 0. A dimensao fractal, que pode ser determinada exatamente a
partir da equagao (Z2), é
In [N (e)] In 3¥ In3

G =~ m@ " 1.584... (2.4)

dy =

Conforme mencionado anteriormente, objetos fractais sdo invariantes sob mudangas
de escala isotrépicas. Entretanto, existem objetos que necessitam transformacoes de escala
anisotropicas para manter a invariancia. Tais objetos sdo denominados auto-afins. Estamos
interessados particularmente em estruturas que podem ser descritas por uma funcao univoca
h(Z) (a altura de uma interface, por exemplo), em que Z representa uma posi¢ao. Para deixar
a descrigdo mais clara, limitar-nos-emos ao caso 1+ 1 dimensional no qual h(Z) = h(z) ¢ uma
funcdo apenas de uma coordenada espacial. Quando h(x) é uma fungdo auto-afim, é valida a
relacao

h(z) = b~ h(bx), (2.5)

em que b é o fator de escala na direcio z, b a transformacio apropriada na direcdo perpendi-
cular a x e H é um expoente, denominado expoente de Hurst. Esta equacao retrata o fato que
uma funcao auto-afim deve ser escalada de maneiras distintas em cada dire¢do para manter a
invaridncia. No caso em que H = 1, a transformacao é isotrépica e o sistema é auto-similar.

Da mesma maneira que os objetos fractais, as curvas auto-afins podem ser obtidas
através de um processo recursivo. Como exemplo, partiremos da diagonal de um retangulo
de comprimento 4/ e altura 2/ mostrada na figura Z2(a). A curva auto-afim é obtida usando
o seguinte procedimento: a cada passo k substituimos os segmentos de comprimento £/4"
pela estrutura mostrada na figura Z2(b). Para obter o expoente de Hurst dessa curva, vamos
utilizar o trecho destacado na figura Z2(c). Para recuperarmos a figura original em (b)

devemos fazer as transformagoes de escala
w—>w':b”w e h—h =bh

com b =4 e b, = 2. Daequagao (3] temos que b =beb, =b". Assim bL:bII'{e

In2 1
=— =_. 2.6

In4 2 (2.6)
Outro exemplo de curva auto-afim é obtido usando um caminhante aleatério. Considere

uma particula na posi¢do x = 0 no instante inicial. A cada passo, a particula realiza ao acaso
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@ TS

(©) (d)

Figura 2.2: Tlustragido de um método simples para se obter uma curva auto-afim.

um salto de comprimento 1 a direita ou a esquerda. Um exemplo da funcio x(t) apés 10%
passos é mostrada na figuraZ3(a). Em Z3|(b) a parte destacada em Z3|(a) é ampliada usando
o mesmo fator de escala em ambas as diregoes. Ja em EZ3|(c), usamos um fator diferente
para cada dire¢do. Repare que a curva em (b) parece alongada na direcao vertical quando
comparada com a original. Ja a curva em (c) se parece muito com a curva original. Para
obter a curva em (c) usamos, b = b2 e b, = b, ou seja, H = 1/2, pois o desvio quadratico
médio (uma medida da largura da curva auto-afim) em uma caminhada aleatoria é dado por
o~ /2,

WWW

WMMMM%

(b) (c)
Figura 2.3: (a) Curva auto-afim gerada em uma caminhada aleatéria apés 10* passos. Em (b)
a parte destacada em (a) ¢ ampliada usando o mesmo fator de escala em ambas as

diregbes. Ja em (c), um fator apropriado para cada direc¢ao foi usado.
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2.1.2 Caracterizacao de Estruturas Fractais

Nesta secao, descreveremos algumas das principais medidas quantitativas que podem
ser utilizadas para caracterizar tanto estruturas obtidas através de modelos quanto aquelas
encontradas na natureza [7, §]. Em ambos os casos consideraremos que as posi¢oes das

particulas do sistema considerado sdao designadas por um conjunto de variaveis 77;.

Método Massa-Raio

Um método simples muito utilizado para determinar a dimensao fractal é o método
massa-raio. Este método consiste basicamente em determinar a massa M (r) do aglomerado
no interior de um circulo de raio r, ou seja, contar o nimero de sitios pertencentes ao agregado

no interior de um circulo de raio . Em geral, M(r) segue a relacao
M(r) ~ P (2.7)

em que D ¢ a dimensdo do objeto. No caso de objetos fractais D = dy. Portanto, para obter

a dimensao fractal basta medir a inclinacao do grafico de In M versus Inr.

Raio de Giragao

No estudo de sistemas que apresentam uma simetria radial (por exemplo objetos cujo
crescimento ocorre a partir de uma semente e que possui simetria esférica) é comum utilizar

o calculo do raio de giracao r, definido por
1/2

N
ro= | = SO = Fon)? (2.8)
ITIN i cm ) .
=1

em que N é o numero de particulas no agregado, 7; é a posicao da i-ésima particula e 7.,
a posigdo do centro de massa. A evolugdo do raio de giragdo pode ser estudada como uma
funcao do numero de particulas no agregado N. Para objetos auto-similares, a relagdo entre

rg € N segue uma lei de poténcia, ou seja,
rg ~ NV, (2.9)

em que v é o expoente do raio de giragao. Como N o< M e ry o< 14, em que 74 é o raio do

agregado. Assim, encontramos

r;/”wrgf = v=1/d;.
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Funcgao de Correlagao

A funcao de correlacdo tem sido extensivamente utilizada para a caracterizacdo de
sistemas desordenados em fisica estatistica. Uma das medidas mais usadas na caracterizagao
de agregados fractais é a funcao de correlagdo da densidade entre dois pontos C(7) definida

por
1

C() =+ D p(0)p(Fo +7), (2.10)
{ro}

em que p(7) = 1 quando o ponto pertence ao agregado e p(7') = 0, caso contréario. O somatoério
se estende sobre todas as N particulas do agregado. Considerando objetos homogéneos e
isotropicos C(7) depende apenas da distancia r, ou seja, C(r) = C(r), e C(r) representa a
probabilidade de encontrarmos duas particulas do objeto separadas por uma distancia r. Um
procedimento para medir a correlagdo entre duas particulas é ilustrado na figura Z41 Neste
procedimento, usamos dois circulos concéntricos colocados sobre uma particula do agregado
usada para referéncia. O elemento de area delimitado entre os dois circulos concéntricos é
utilizado para determinar o ntimero de sitios pertencentes ao agregado a uma distancia r
da particula de referéncia. Uma média é feita usando todas as particulas do agregado como
referéncia para uma mesma distancia 7.

Para objetos auto-similares espera-se que a funcao de correlacao seja uma funcao ho-
mogénea de ordem «, ou seja,

C(r) = b=2C(br), (2.11)

o que implica na forma algébrica
C(r) ocr™ . (2.12)

Figura 2.4: Tlustragio de um procedimento para determinacio da funcio de correlagio entre dois

pontos.
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O expoente a é chamado co-dimensionalidade do objeto, pois satisfaz a relagdo de escala
a=d-—dy, (2.13)

em que d é a dimensao de imersao do objeto e dy sua dimensdo fractal. A relagao (ZI3)) pode

ser obtida da seguinte forma,
T
N(r) ~ / C(r)d' = rdf ~ pd=e
0

Em que C(r’) fornece uma medida da densidade a uma distancia 7’ ao redor de um ponto.
Outra medida importante quando a hipdtese de isotropia ndo é preenchida é a fungao

de correlacdo tangencial (ou angular) C,(6) definida em d = 2 como [30]
1 / /
Cr(0) = + ;prw )pr (0 + ) (2.14)

em que p,(#) fornece o namero de particulas £ em uma caixa de tamanho 7rdf no ponto (r, 8).
Para determinar C,(f) podemos utilizar o procedimento ilustrado a figura 23 O somatorio
sobre #" varia 0 até m usando incrementos §0’. A fungido C,(6) descreve a correlagio entre
pares de pontos em uma camada de espessura §r a uma distancia r da origem como uma

funcao da separacao rf entre eles.

Figura 2.5: Tlustragdo da determinacio da funcio de correlacio angular. Um elemento de area
rdrdf é utilizado para determinar a correlacao entre dois pontos & mesma distancia

r da origem e com uma separacao angular 6.

2.2 Modelos de Crescimento de Agregados

Na natureza podemos encontrar um niimero muito grande de processos de crescimento

que levam a estruturas fractais e, portanto, exibem invaridncia sob mudancas de escala. Como
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exemplos, podemos citar a eletrodeposi¢ao, a formacao de vasos sangiiineos, o crescimento
de colénias de bactérias, de liquens, etc. Muitos desses processos ocorrem pela agregacao
de um ou mais componentes. Para um maior entendimento desses, torna-se necessiria a
construcao de modelos que procurem incluir os principais ingredientes envolvidos. Muitas
vezes esses modelos de crescimento sao definidos em uma rede d-dimensional em que cada
sitio é associado a uma varidvel o;, a qual assume valores o; = 0 ou o; = 1 quando o sitio ¢
esta vazio ou ocupado, respectivamente. Podemos ainda construir tais modelos fora da rede —
nestes um conjunto de varidveis 7; é usado para designar a posicao das particulas pertencentes
ao agregado. Nesta secao iremos descrever alguns modelos cujo mecanismo fundamental é a

agregacao de unidades fundamentais que chamaremos genericamente de particulas.

2.2.1 Agregacao Limitada por Difusao

Um dos modelos de crescimento de agregados mais estudados é o modelo de agregacgao
limitada por difusdo mais conhecido por DLA (diffusion-limited aggregation) [, 8, [I0]. Nesse
modelo, uma semente é usada como condicao inicial e outras particulas sao liberadas, uma de
cada vez, em posicoes aleatérias distantes dessa semente. As particulas movem-se seguindo
uma caminhada aleatéria até entrarem em contato com uma particula do agregado, quando
elas tornam-se irreversivelmente parte dele. Se na caminhada, as particulas ultrapassam um
raio r; muito distante do agregado, elas sao descartadas. Versoes do modelo na rede e fora
dela foram amplamente estudadas [TZ, BT]. Na figura 228 mostramos um agregado com 3 x 10*
particulas gerado em uma rede quadrada. Apesar de sua regra simples, o modelo DLA produz
estruturas com ramos que possuem auto-similaridade estatistica. Essa morfologia é devido

a efeitos de blindagem produzidos pelos ramos mais externos que capturam os caminhantes

Figura 2.6: Padrio gerado pelo modelo DLA na rede quadrada com 3 x 10* particulas.
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com uma eficiéncia muito maior que os ramos mais internos. Assim, pequenas flutuagoes sao
ampliadas exponencialmente. Essa instabilidade, juntamente com a aleatoriedade inerente as
regras do modelo, levam a estruturas complexas com propriedades de escala nao triviais.
Para estudar as propriedades das estruturas geradas pelo modelo DLA é necessario
simular o crescimento de padroes com um grande nimero de particulas. Para tal, o uso
das regras descritas acima torna-se inviadvel devido ao tempo computacional exigido. Para
contornar esse problema, é necessario utilizar procedimentos que otimizem a simulacao. Pri-
meiramente podemos observar que particulas langadas de pontos muito distantes do agregado
passam, com igual probabilidade, sobre um circulo centrado na semente. Assim, podemos
lancar novas particulas sobre um circulo centrado na semente cujo raio é ligeiramente maior

que o raio do agregado, ou seja, podemos usar um raio de langcamento

ro = rq + 0T, (2.15)

em que 7, ¢ a maior distancia das particulas pertencentes ao agregado a semente (uma medida
do raio do agregado), e dr é tipicamente 5a, em que a é a dimensdo de uma particula. No
momento do lancamento, a direcao é escolhida aleatoriamente de uma distribuicdo uniforme
entre ™ e —.

Uma outra propriedade importante de um caminhante aleatério que pode ser explorada
é que ele alcanga com igual chance qualquer ponto sobre um circulo de raio r centrado no ponto
de lancamento, desde que r > a. Devido a essa propriedade podemos utilizar as seguintes

estratégias de otimizagao:

e Quando o caminhante estd longe do agregado ele pode executar saltos de tamanhos
rert > @ até alcancar o circulo de langamento ou ultrapassar a distancia limite r;, quando
quando esse caminhante é descartado e um novo é liberado no circulo de langamento.
Podemos utilizar re,; = r — rg, em que r é a distincia do caminhante a semente, desse

modo o caminhante pode saltar, no maximo, para o circulo de langamento.

e Quando simulagbes de larga escala sao executadas, surgem buracos da ordem do ta-
manho do agregado no seu interior, uma caracteristica de objetos fractais. Conseqiien-
temente, o tempo computacional para simular as caminhadas torna-se proibitivamente
grande. Uma maneira de contornar este problema é usar saltos internos de tamanhos
rin para acelerar o processo. A escolha de r;, deve ser tal que o caminhante nao atinja
o agregado. Uma boa estratégia para implementar os saltos internos é a seguinte: di-
vidimos o espaco em uma malha de espacamento 2r;,, e a toda célula que conter uma
parte do agregado associamos o valor 1 e para as demais o valor 0. Assim, a particula

pode executar saltos de tamanho r;, desde que nao alcance uma caixa com valor 1.
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Na figura B0, mostramos uma representacio esquematica contendo todas as otimizacoes des-
critas. Um cuidado a ser tomado é em relagao ao valor de rg: seu valor deve ser maior que

100r, para simulagoes de larga escala.

| —1

Bed &
i
-'5.'1_.'{!: ‘IE' !

AT

il by

(a) (b)
Figura 2.7: Tlustragio das otimizagdes utilizadas no modelo DLA. Em (a) ilustramos a idéia dos
saltos externos e internos e em (b) a malha usada para execu¢ao dos saltos internos.

Note que as células ocupadas estao destacadas em cinza.

O fenéomeno de blindagem pode ser observado na figura EZ8(a), na qual, a cada 103
particulas adicionadas ao agregado a cor é trocada. Pode-se ver que as particulas mais recentes
fixam-se apenas nas partes mais externas do agregado, em uma regiao denominada zona ativa.
Outra maneira de evidenciar a blindagem, no caso do modelo ser implementado em uma
rede, é por meio da contagem do numero de vezes que um sitio vazio vizinho ao agregado
(sitio da periferia) é visitado por um caminhante. Para fazer tal medida devemos gerar um
agregado e em seguida liberar N particulas, uma de cada vez, para realizar uma caminhada
aleatoria. A cada sitio primeiro vizinho do agregado associamos um contador. Quando um
sitio da periferia é visitado, seu contador é acrescido de uma unidade em vez de crescé-lo. Na
figura Z8|(b), mostramos a fungao de distribuigao de probabilidades de uma particula alcancar
um sitio de periferia ¢ a uma distancia ¢ = r, — r; no interior do agregado. Essa curva foi
obtida soltando 10° particulas em 100 agregados distintos. A variavel ¢ fornece a distancia
de penetracao de uma particula no interior do agregado em relagao a sua fronteira externa.
Note que para £ < ¢ (=~ 100, neste caso) a probabilidade de crescimento dos sitios dentro
dessa regiao é aproximadamente constante, e acima desse valor ela vai a zero rapidamente. O
valor ¢ fornece uma medida quantitativa da largura da zona ativa que evidencia a existéncia
do efeito da blindagem no modelo DLA. Uma demonstragao adicional do efeito da blindagem
¢ apresentada na figura X9 na qual os sitios que foram visitados pelo menos uma, dez ou

cem vezes sao mostrados. Note que em Z9(c) as particulas chegam principalmente nas pontas
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axiais do agregado, uma evidéncia quantitativa da anisotropia imposta pela rede.

L L L L L
10 100 1000

(a) (b)
Figura 2.8: (a) Padrio do DLA em uma rede quadrada e (b) fungio de distribui¢do de distancias

de penetragio no interior de agregados com 3 x 10° particulas.

(a) (b) (c)

Figura 2.9: Sitios de crescimento (ou de periferia) visitados por caminhantes (a) pelo menos uma

vez, (b) mais que 10 vezes e (c) mais que 100 vezes.

Uma das medidas das propriedades de escala do DLA é a dimensao fractal do agregado.
Na figura EZT0] mostramos um grafico obtido usando o método massa-raio para um agregado
com 10° particulas crescido em uma rede quadrada (veja secio EZTZ). A dimensdo fractal
medida foi df = 1.67, em acordo com as simulagoes realizadas por Meakin [3T] nas quais
dy ~ 5d/6. Esse valor ¢ um pouco diferente do encontrado para agregados crescidos fora da
rede no qual dy = 1.715 £ 0.004 [12].

Outra maneira de obter a dimensao fractal dos agregados é através do estudo do raio
de giracao 74 em fungao do ntmero de particulas N (se¢ao ZTZ). Usando simulacoes fora da
rede, Tolman e Meakin encontraram v = 0.5830 £ 0.0014, que fornece, dy = 1.715 [T2].

As dimensoes fractais dos agregados obtidos na rede sdo significativamente menores
que as obtidas fora da rede. Isto deve-se & anisotropia imposta pela rede, como pode ser

observado no agregado mostrado na figura EZTT(a) que nitidamente difere do obtido fora da
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o L |

10 10° 10
r

Figura 2.10: Massa em fungdo do raio para um agregado do DLA com 10° particulas. A linha

tracejada possui inclinagdo 1.67.

(a) (b)
Figura 2.11: Padrdes do DLA obtidos na rede quadrada e fora da rede, em (a) e (b), respectiva-

mente. Em ambos casos os agregados possuem 107 particulas.

rede, figura ZTTI(b). Uma maneira de evidenciar a anisotropia da rede ¢ utilizar o método de
reducao de ruido [32]. Nesse método, associamos um contador a cada sitio da rede e sempre
que um sitio vizinho ao agregado for visitado por um caminhante aleatério seu contador é
acrescido de uma unidade. Um sitio cresce apenas quando o sitio for visitado M vezes. Note
que esse procedimento favorece o crescimento dos sitios com maior probabilidade, reduzindo
assim a aleatoriedade associada as regras de crescimento. Quando M = 1 o modelo origi-
nal DLA é recuperado. Na figura mostramos agregados com M = 2,4,16 e 32 gerados
em redes quadradas. Repare que & medida que M aumenta, a anisotropia da rede fica mais
evidente. Em todas as simulacdes agregados com N = 10* particulas foram gerados. Retor-
naremos a analise da anisotropia em agregados do DLA no capitulo[d no qual discutiremos e

generalizaremos um algoritmo proposto para gerar agregados isotropicos do DLA na rede [26].
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Figura 2.12: Padrdes do modelo DLA obtidos em redes quadradas usando os parametros de redugio
de ruido M = 2,4,16 e 32, da direita para a esquerda.

2.2.2 Agregacao Balistica

Quando a caminhada aleatoria no modelo DLA é substituida por uma trajetoria ba-
listica obtemos o modelo conhecido como modelo de agregagao balistica também chamado
BA (Ballistic aggregation) [33]. Duas versdes foram muito estudadas, nas quais a condigao
inicial é dada por uma particula localizada no centro da rede [34, B5, B6]. Na primeira versao,
particulas sao lancadas, uma de cada vez, de pontos escolhidos ao acaso sobre um circulo
de raio muito maior que o do agregado. As particulas seguem uma linha reta, com dire¢ao
escolhida ao acaso, até entrar em contato com qualquer particula do agregado onde fixam-
se permanentemente. Na segunda versao, as trajetérias sdo ao longo de uma direcao fixa.
Uma nova particula é lancada quando a caminhante ou colide com o agregado ou alcanca o
circulo de lancamento, na primeira versao, ou quando passa pelo agregado, na segunda. Na
figura mostramos agregados gerados usando-se as duas versoes. As estruturas sdo, em
ambos os casos, assintoticamente homogéneas, com densidade p > 0. Entretanto, a densidade
das estruturas dos agregados convergem para o limite assintético de forma nao trivial. Para

a primeira versao, a densidade do agregado p(r) dentro de um circulo de raio r aproxima-se

(a) (b)

Figura 2.13: Agregados obtidos usando a (a) primeira e a (b) segunda versdo do modelo BA.
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de uma constante seguindo uma lei de poténcia da forma [34]
p(r) = poo + Ar~P (2.16)

em que po é a densidade assintdtica do agregado, A é uma constante e 3 é o expoente que
caracteriza a aproximacgao do limite assintético. O valor de 8 pode ser obtido da inclinagao
do gréfico In[p(r) — poo] contra In(r). Liang e Kadanoff [34] encontraram ( ~ 0.55 e 0.66
para agregados na rede quadrada e fora da rede, respectivamente. Esses valores sugerem que
o expoente (3 ndo é universal. Entretanto, uma generalizagdo do modelo BA [24] sugere que
esse expoente ¢ universal (detalhes no capitulo ).

Para a segunda versao do modelo BA, a estrutura gerada possui uma forma de leque
e apresenta uma densidade maior na regido central com grandes regides vazias nas bordas
laterais. A distribui¢do da densidade p(r,6) dentro dessa estrutura possui uma relacio de
escala nao-trivial. A distribuicao da densidade é definida como o nimero de particulas dentro
da drea rArAf em torno da posi¢io 7, e o angulo 6 é definido em relagdo ao eixo paralelo
as trajetorias. A distribuicdo de densidade proposta por Liang e Kadannof [34] obedece a

relacdo de escala
p(r,0) =r=Hf(r"(6 — 6c)) (2.17)

em que f(xz) = constante para x < 1 e cai rapidamente a zero para z > 1, 6. é um angulo
que limita as bordas do agregado e p e v sdo expoentes de escala universais que podem ser
obtidos por meio do colapso das curvas pr# versus (0 — 6..) para diferentes valores de r. Os
valores encontrados para simulacoes fora da rede sao pu =~ 0.13 e v &~ 3.0, que concordam com
os valores encontrados para simulac¢oes na rede quadrada [35]. Contudo, o valor 6, ~ 15.5°
encontrado em simulagoes fora da rede difere muito do valor 6. = 32° determinado para a

rede quadrada.

2.3 Classes de Universalidade em Interfaces

2.3.1 Caracterizacao de Interfaces

O crescimento de interfaces é um processo complexo presente em muitos fendémenos
naturais. Como exemplos podemos citar processos geoldgicos (erosdo em montanhas), biolo-
gicos (crescimento de colonia de bactérias), hidrodinamicos (movimento de um fluido em um
meio poroso), deposicao (crescimento de filmes finos), entre outros. As caracteristicas dessas
interfaces sao determinadas por um conjunto de processos que ocorrem durante sua formacao.
A aplicacao de leis de escala em modelos de crescimento, uma ferramenta padrao da Mecanica
Estatistica, tem sido extensivamente usada para compreender o comportamento da rugosidade

na dinamica de crescimento de interfaces [, ]. Modelos discretos buscam capturar, através
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de regras simples, os mecanismos fisicos essenciais de um processo de crescimento. Esses mo-
delos de crescimento sdo comumente definidos em uma rede d-dimensional e a altura do sitio

4 em que L% representa o tamanho do

i no tempo t é designada por h;(t) comi=1,2, ..., L
sistema.
Podemos descrever quantitativamente essas interfaces por meio da altura média h(t)

da superficie no instante t,
h(t) = ﬁZhi(t) (2.18)

cuja evolucao fornece a velocidade de crescimento da interface e da rugosidade ou largura
meédia [[7, 9] da interface, que caracteriza as flutuagdes em torno da altura média e é definida

como

w(L,t)

L
22 S hae) o). (2.19)
=1

Na andlise das superficies estamos interessados tanto nos valores estaticos das gran-
dezas que a caracterizam, quanto na sua evolucao temporal. Desse modo, devemos medir a
rugosidade da interface como uma funcao do tempo. Em geral, a condicdo inicial da interface
¢ uma superficie plana que possui rugosidade nula. A medida que particulas sido depositadas,
a superficie aumenta gradualmente sua rugosidade. Um gréafico tipico da evolugdo mostra que
a rugosidade da superficie possui dois regimes distintos separados por um tempo de satura-
¢ao ts como ilustrado na figura ZT4l Inicialmente, a rugosidade aumenta como uma lei de

poténcia dada por

w(L,t) ~t’  para t < t,. (2.20)

Figura 2.14: Grafico em escala logaritmica tipico para a evolugio da rugosidade. Inicialmente, a
rugosidade aumenta como uma lei de poténcia e permanece aproximadamente cons-
tante apos o tempo de saturacado. Esses dados foram gerados usando o modelo de
Kim-Kosterlitz introduzido na se¢ao (pagina BY).
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O expoente (3, chamado de expoente de crescimento, caracteriza a dependéncia com o tempo.
Para t > ts, o regime de crescimento cede lugar a um de saturacao quando a rugosidade

alcanca um valor estacionario wsqe, OU Seja
w(L,t) ~ wsqr  para > t. (2.21)

A figura ZZT5(a) mostra quatro curvas w(L,t) para simulagoes nas quais o tamanho do
sistema foi variado. A medida que L aumenta, a rugosidade de saturacio também aumenta.
Conforme mostrado na figura ZT5(b), a dependéncia de wg,; com L segue uma lei de poténcia,
isto &,

Wear (L) ~ L, (2.22)
em que o expoente a é chamado expoente da rugosidade.

O tempo de saturacdo ts pode ser estimado da forma mostrada na figura T4 FEsse
tempo também depende do tamanho do sistema seguindo uma lei de poténcia, como mostrado
na figura ZZI5(b)

ts ~ L7, (2.23)

em que z é chamado de expoente dindmico. A construgdo mostrada na figura E T4l ilustra uma
maneira simples para estimar ;.

Podemos colapsar os dados da figura 2T0 em uma tnica curva usando as relagoes

E20), Z2Z2) e [ZZ3). Para isso devemos realizar dois passos:
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Figura 2.15: (a) Evolugdo da rugosidade para quatro tamanhos diferentes do sistema. Observe
que a rugosidade de saturagdo cresce com L. (b) Graficos em escala logaritmica da

rugosidade (grafico superior) e do tempo de saturagao (grafico inferior) para as curvas

mostradas em (a) como fungdo do tamanho do sistema.
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(1) Tragar w(L,t)/wsq(L) como uma funcdo do tempo. Esse passo retira a dependéncia
em L da rugosidade de saturacao, de modo que as curvas passam a saturar no mesmo

valor (figura 2ZXT6)(a)).

(#3) Tragar w(L,t)/wsq: (L) como uma fungao de t/ts de modo que as curvas passam a saturar

no mesmo tempo caracteristico (figura 2ZZTGIDb)).

(a) (b)

Figura 2.16: Ilustragio do processo de colapso para as curvas da rugosidade mostradas na figura
Em (a) tracamos w(L,t)/wsqt(L) contra t. Note que as curvas obtidas saturam
no mesmo valor independentemente do tamanho L do sistema. Em (b) tragamos
w(L,t)/wset (L) contra t/ts. Note agora que as curvas saturaram com o mesmo tempo

caracteristico.

O resultado obtido na figura EZT6I(b) sugere que w(L,t)/wsqt (L) ¢ uma fungao de ¢/ts,

em que f(z) é uma fungao de escala com x = i De fato, usando as equagoes (Z22) e (223)),

ou seja:

encontramos a relagdo de escala de Family-Vicsek [7, 8, 9]

w(L,t) = L°f <Li> . (2.25)

A forma de f(z) é evidenciada na figura ZT6I(b) na qual dois regimes podem ser identificados:
lei de poténcia para z < 1 e saturagdo para x > 1. Assim, a forma apropriada para a funcao

de escala é

B

T para <1

fla) ~ { (2.26)
const. para z=>1
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Dada a fungao de escala (220]), podemos determinar uma relacao entre os expoentes «,

[ e z. Aproximando do ponto de cruzamento (ts, w(ts)), figura EZT4] pela esquerda e usando

E&2Z0) e (Z23), encontramos, que
wts) ~ 7 ~ L.
Entretanto, aproximando-se do mesmo ponto pela direita, obtemos de (Z22))
w(ts) ~ L*.
Dessas duas relagoes, obtemos
fz=a ou z=— (2.27)

uma relacado entre os trés expoentes valida para qualquer processo de crescimento que obedeca
a relagao de escala ([ZZ3).
Os expoentes de crescimento e da rugosidade também podem ser obtidos utilizando-se

a fungao de correlacao da diferenca de alturas ¢(r,t) definida por

— ~

c(r,t) = < [iL(r’, ") — h(r’ + 7t + t)} 2> (2.28)

-

rt

em que h(7,t) = h(F,t)—h(F,1), < ... > 5, representa uma média para diferentes .t e h(F,t)
¢ uma funcio apenas do tempo, ou seja, h(7,t) = h(t). Em geral, a funcio de correlacio c(r,0)
tem a forma de escala

c(r,0) ~ 12 (2.29)
para r < L. Enquanto a fun¢ao ¢(0,t) possui a forma
c(0,t) ~ %8 (2.30)

para t < ts.

Expoente de Hurst

Conforme visto anteriormente, um objeto auto-afim obedece a relagao de escala
h(z) = b2 h(bx) (2.31)

em que b é um fator de transformacao de escala e H é o expoente de Hurst. A maneira mais
simples para calcular o expoente de Hurst é determinar como a largura da interface depende
do tamanho da escala de observagao (que chamaremos de janela) [87]. Podemos determinar

a largura da interface em uma janela de tamanho € usando a expressao

Ah(e) = max(he) — min(he), (2.32)
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em que max(h¢) ¢ a maior e min(h¢) a menor altura dentro da janela. Para objetos auto-afins

temos

Ah(e) ~ (2.33)

Um método mais utilizado e elaborado que o da diferenca de alturas consiste em de-

terminar a rugosidade média w(e) dentro de janelas de tamanho 2e + 1

1 i+e .
w(e) :< e 1 'Z (hj — hi)® > (2.34)
j=i—e i
em que h; é a altura média dentro da janela de tamanho 2e¢ 4+ 1 centrada no sitio i, ou seja,
. 1 i+e
hi= 35— j;ehj (2.35)

e < ...>; representa uma média sobre varios centros 7. Para um perfil auto-afim, a relacao
w(e) ~ e (2.36)

é valida.

Uma forma alternativa para calcular a rugosidade é considerar as flutuacées em torno
da reta que melhor ajusta o perfil dentro de uma janela de tamanho 2e+1 [38]. Nesse método,
a rugosidade é definida por

1/2

i+€
w<e>=< 7 O (hy— (a + 1)) > (237

Jj=i—e

i

em que a e b sdo os coeficientes da reta que melhor se ajusta ao perfil no intervalo [i — €, i+ €].
Os coeficientes a e b sdo determinados usando o método dos minimos quadrados. Moreira et
al. [38] mostraram que o método que considera os desvios com relacdo a altura média é mais
robusto e leva a resultados melhores (expoentes mais proximos do esperado) que o método
da diferenca de alturas, equagao (Z32), e que o método da melhor reta é melhor que o dos

desvios com relacdo a altura média.

2.3.2 Equacoes Estocasticas

Uma aproximagao muito utilizada para o estudo do crescimento de interfaces é a des-
cricao continua. Nesta aproximacao utilizamos equagoes estocéticas que incluem mecanismos
relevantes em escalas de comprimento grandes, desprezando os detalhes microscopicos e foca-
lizando apenas em suas médias. Tais equagoes podem ser construidas através de argumentos
fisicos e/ou principios de simetria. Cada termo da equagao estocastica deve ser relacionado

a um processo fisico presente durante a evolucao da interface. Além disso, cada termo define
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uma classe de universalidade e, quando aparece mais que um termo em uma equacao, dizemos
em geral que a classe de universalidade dessa é a do termo dominante.
Quando consideramos apenas a deposicao aleatoria em um processo de crescimento,
podemos descrevé-lo por meio da seguinte equagao
w = v+ n(Z,t) (2.38)
em que v representa o nimero médio de particulas sendo adicionadas a interface e n(Z,t) é

um ruido que representa as flutuagdes aleatoérias no processo de deposicao. O ruido possui

média nula,

e é descorrelacionado no espago e no tempo, ou seja,
(n(@, tn(@,t')) = 2D6* (T — &)s(t — '), (2.40)

em que ( f(x)) representa uma média espacial de f(z), ou seja, ( f(x)) = a—ld [ dizh(Z,t), em
que a? é o volume da regido considerada. O expoente de crescimento pode ser obtido por uma

integracao da equagao (Z38]) que fornece
t
h(Z,t) = vt + / dt'n(z,t') (2.41)
0
Assim, podemos calcular os valores médios de h(,t) e (h(Z,t))%:

(@, 1)) = vt + /0 dt’ (n(@,1)) (2.42)

((h(F,0))%) = (v1)? + 20t / dt' (n(3, 1)) + /0 at /0 4’ (@ @ 1)) . (2.43)

0
Usando as equagoes (Z39) e (240), encontramos
(h(Z,1)) = vt (2.44a)
{(h(Z,1))?) = (vt)* + 2Dt (2.44b)

que, substituidos na equacao (ZI9), produzem
w?(t) = ((h(@,1))2) — (h(.1))” = 2Dt (2.45)

e, conseqiientemente, o valor § = 1/2 independente da dimensao do substrato de deposicao.

Quando correlagoes laterais estao presente é necessario incluir termos adicionais a equa-
¢ao (Z38). Como exemplo podemos citar o processo de relaxa¢io que suaviza a interface du-
rante o crescimento. A equacao usada para descrever o processo de relaxacdo no crescimento

de interfaces foi proposta por Edwards e Wilkinson (EW) [I8]. Essa equacao foi desenvolvida
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no contexto de processo de sedimentacao de particulas granulares sob o efeito de um campo

gravitacional e tem a forma

w = v+ vV2h(Z,t) + (7, 1), (2.46)

em que v é um parametro relacionado ao processo de relaxagao. A mudanca de variavel (que
serd usada no restante da segao)
h — h + vt, (2.47)
leva a seguinte equagao
Oh(Z,t)
ot

Com essa mudanga de variavel observamos a interface em um referencial que move-se com

= vV2h(Z,t) + n(i,t). (2.48)

velocidade igual a taxa de deposigao.

Os expoentes de escala podem ser obtidos através de argumentos de escala aplicados
ou da solucao exata da equacao (ZZF). Vamos mostrar como obter os expoentes usando
argumentos de escala. Fazendo a reescala

S (2.49)
na direcdo horizontal devemos encontrar a mudanca

h— W =bh (2.50)

na direcao vertical, considerando a auto-afinidade da interface. Quando efetuamos essa mu-
danca de escala a interface obtida deve ser estatisticamente idéntica & original. Uma vez que
a interface depende do tempo, para podermos comparar duas interfaces obtidas em tempos

diferentes, devemos reescalé-lo utilizando a transformacao

t—t = bt (2.51)
Substituindo (Z49)- (L) em ZZ8) obtemos:
Oh(Z, t
po-zINEY) Vb TEIN2N(E ) + b2 (2 0). (2.52)

ot
No ultimo termo da equacao (Z52) usamos a equagao (Z40) e a propriedade da fungao delta

64 (at) = a~40%(T).

Dividindo a equacao (Z52) por b* # obtemos

% = P TIVER(E, ) + bV 2R e (7 1) (2.53)

Considerando que a equacao EW ¢é invariante sob essa transformacao de escala, obtemos
2—d 2—d

ﬁ:T’ a:T e Z:2 (254)
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em um sistema de d dimensoes. Note que z = 2 ¢ independente da dimensao e que em d =1,
B=1/4ea=1/2. Jaem d= 2, obtemos 3 e a ambos iguais a zero. E observado que a
rugosidade cresce logaritmicamente no tempo (para t < ts) e que a rugosidade de saturagao, da
mesma maneira, depende logaritmicamente de L. J4 para d > 3, os expoentes de crescimento
e da rugosidade sao negativos, o que significa uma interface assintoticamente lisa.

Uma interpretagdo geométrica do termo de relaxacdo na equagao de EW pode ser vista
na figura . Na parte superior da figura é mostrada a interface em um instante ¢ e no
centro a contribui¢ao do termo de relaxagdo. Na parte inferior da figura é mostrada a interface
em um instante ¢ + &t apos a interface receber a contribuicao do termo de relaxacdo. E facil

notar que ele suaviza a interface por meio de seu rearranjo.

h(x,t)

v O h(x,t)

h(x, t+3t)

-107 05

0.5 1

Xor

Figura 2.17: Tlustragio do efeito da relaxacio na equacio de EW. Na curva superior consideramos
a funcdo f(x) = atanh(bz) para representar uma interface 1 4+ 1 dimensional em um
instante ¢. No centro a segunda derivada da func¢io gaussiana e na curva de baixo a
interface no tempo t+4Jt, ou seja, a soma da interface com sua derivada segunda. Para

efeito de comparagao também tracamos a interface no tempo ¢ (curva tracejada).

Outro processo que pode ocorrer durante o crescimento de interfaces é o crescimento
normal (ou ortogonal) ao substrato. Na figura EI8(a) mostramos uma situagdo na qual
claramente existe esse crescimento. Nessa figura a estrutura é obtida usando o modelo de
deposicao balistica (BD, de balistic deposition) com condicao inicial dada por um substrato
cuja parte central é em forma de um semi-circulo — esse modelo sera discutido na secao 3.3l
Observe que os ramos crescem na dire¢ao normal a superficie do substrato. Esse crescimento

normal é uma conseqiiéncia direta das regras do modelo; as particulas fixam-se ao primeiro

!Esta figura e as demais utilizadas para uma interpretacio dos termos diferenciais das equacio estocésticas

foram construidas com base em figuras das referéncias [9] 39|
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sitio vazio vizinho do agregado (substrato) encontrado.

(a) (b)

Figura 2.18: (a) Ilustragdo do crescimento normal no modelo BD. A condigdo inicial ¢ um subs-

trato semi-circular. Note que os ramos crescem na dire¢cdo normal ao substrato. (b)
Esquema ilustrando a evolugdo de uma interface com crescimento normal a superficie

(esse esquema foi montado com base em uma figura da referéncia [9]).

O crescimento normal para um substrato arbitrario é esquematizado na figura ZZIS(b).
Nessa figura mostramos a interface nos instantes sucessivos t e t + §t refletindo a deposicao
de particulas a uma velocidade constante v e que gera uma variacao da altura éh. Usando o

teorema de Pit4dgoras obtemos
(6h)? = (v6t)* + (v6tVh)? = (vit)*(1 + (Vh)?)
= 6h = vit(1+ (Vh)?)?

onde usamos AC/AB = tanf ~ Vh para dt — 0. Expandindo essa equacio para gradientes

pequenos obtemos
1
6h = vdt(1 + 5(Vh)2 +..0)

que no limite de 6t — 0 torna-se

oh _
ot

o que demonstra a presenca do termo nio linear (Vh)2 no crescimento normal. Considerando

v+ g(Vh)Q I (2.55)

a mudanca de varidvel h — h + vt encontramos

oh
— = \(Vh)? 2.
o= AV (2.56)
até segunda ordem. Usando as transformacoes de escala (Z49)- (Z51)), obtemos
oh
b — = A6 'Vh)% (2.57)

i
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Quando requeremos que a equacao (ZZ07) seja invariante sob transformagio de escala, encon-

tramos

a+z=2, (2.58)

independentemente da dimensao.

Podemos entao escrever a equagao estudada por Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [19]
w = UV2h(Z,t) + N (VR(Z,1)* + n(T, 1), (2.59)
que representa uma generalizacao da equagao EW com a inclusdo de um termo que nao ¢ linear.
Argumentos de escala falham na obtencao dos expoentes da equacao KPZ e, além disso, ela
nao possui solugdo analitica como a equacao EW [9]. Utilizando grupo de renormalizacao
pode-se obter os expoentes de escala apenas em d = 1, e sdo eles § = 1/3, a = 1/2 e
z = 3/2 [19]. Resultados numéricos em d = 2 indicam § ~ 0.24, « ~ 0.4 e z ~ 1.67 [9].

Uma interpretacdo geométrica do termo nao-linear da equagao KPZ pode ser encon-
trada na figura Na parte superior é mostrada a interface em um instante ¢ e na central
a contribuicdo do termo nao linear. Na parte inferior, mostramos a interface no instante
t + 0t ap6s a adi¢ao da contribuicdo do termo nao linear. Ao contrario do termo laplaciano,
que apenas reorganiza a interface, nessa equacao nao ha conservacio de massa refletindo o
crescimento lateral na regido onde a inclinacao nao é nula.

Em outros processos de crescimento de interfaces, tais como os experimentos de cresci-
mento de filmes finos por MBE (molecular beam epitazy), um mecanismo fisico muito impor-
tante é a difusdo de particulas. Essa difusdo gera uma corrente macroscopica ;(i’, t) responsa-

vel pelas mudancas locais na interface. Considerando a difusao de particulas em tais processos,

h(x,t)

v (O h(x,)

' =
[$2] o a1 [oN=)

h(x, t+3t)

=
=)
[

|
-0.5 0 0.5
X

[any

Figura 2.19: Tlustragio do efeito do termo nio linear na equagio KPZ e construida usando a mesma
estratégia da figura 217
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onde nao existem formagoes de buracos internos e nem evaporacao de particulas, devemos ter

conservacao de massa e assim o crescimento deve obedecer & equacado de continuidade

w = —KkV - J(T,1). (2.60)

Quando consideramos a deposicao de particulas, essa equacdo assume a forma

Oh(, ;
% = KV -J(@, 1) +v+1(F, ) (2.61)

E razoavel assumir que a corrente superficial tem a direcdo contraria & direcdo da maior
variagao do potencial quimico local pu(Z,t), que reflete uma difusdo para fora de regices de

maior concentracao de particulas, ou seja,

J(fa t) ~ _vlu(ja t)' (262)
Uma equagao que se enquadra nesse comportamento ¢ a de Mullins-Herring (MH), na qual o
potencial quimico é proporcional & curvatura local da interface (V2h(Z,t)). Assim, a equa-

¢ao (ZE1), considerando a mudanca de varidvel h — h + vt, torna-se

% = —kVAh(E,t) + (T, 1) (2.63)

Esta equacao foi a primeira candidata a descrever os processos de crescimento envolvidos
em experimentos como o MBE [39] [T6], [[7]. Novamente, para obter os expoentes de escala
podemos usar argumentos de escala ou transformada de Fourier. Os valores encontrados
sao B = (4—d)/8, a = (4 —d)/2 e z=4. Como z = 4, a saturagdo demora a ocorrer
(tsqt cresce muito rapido comparado ao das equagOes vistas anteriormente), dificultando o
estudo de modelos que possuem como ingrediente basico a difusdo. Em particular obtemos
B =3/8 e a=3/2para d = 1. Durante o crescimento aparecem instabilidades que levam a
interfaces caracterizadas por grandes diferencas de altura e formagao de platos separados por
grandes desfiladeiros. Isso se deve ao fato que a > 1, ou seja, a largura da interface é grande
comparavel ao tamanho do sistema enquanto localmente ela permanece lisa. Note que, (8 e «
assumem valores nulos em d=4, diferentemente do caso da equacao EW, em que isto ocorre
em d = 2 e da equagao KPZ que parece nao possuir essa dimensao critica.

Uma interpretacao geométrica do termo V4h(£’, t) pode ser obtida a partir da fi-
gura Neste caso, a interpretacao é um pouco mais complicada pois esse termo possui
contribuigoes positivas e negativas (grafico do meio). Ela possui regides positivas proxima aos
vales e negativas proximas aos picos que atuam imitando a preferéncia das particulas fixarem-

se as bordas de terragos ao contréario de relaxarem procurando por um minimo local [39].

Considerando argumentos de simetria (invariancia sob translacdo na diregao de cres-

cimento e invaridncia rotacional do substrato) e a conserva¢ao do ntumero de particulas na
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h(x,t)

v 0" h(x,t)

h(x, t+3t)
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Figura 2.20: Tlustracio do efeito do termo —xV*h onde trocamos apenas a segunda derivada pela

quarta derivada, na estratégia usada na figura EZT7

superficie, podemos escrever a equacao de crescimento geral [39], até quarta ordem, como
segue

Oh(Z, 1)

o = VvV2h(Z,t) — kVAR(Z,t) + M VE(VA(Z, 1)) +

+22V - (VR(Z,1))3 + (&, t). (2.64)

Uma andlise de escala mostra que o comportamento assintotico dessa equacao no limite ter-
modinamico ¢ dominado pelo termo kV2(h(Z,t)). Portanto, assintoticamente os expoentes de
escala serao aqueles da equagao de EW, embora dificilmente tais expoentes sejam observados
pelo fato que os demais termos podem contribuir para longos crossovers. Na auséncia do
termo laplaciano (v = 0), o termo AoV - (VA(Z,t))? é o dominante. Ele pode ser visto como
uma correcio de ordem superior ao termo V2(h(Z,t)) da equacio EW [9, BY]. Este fato pode
ser observado através de uma comparacao entre as figuras 217 e Z2T(a) (ela também atua

relaxando a superficie) ou escrevendo esse termo como
V - (Vh(Z,1))® = 3V2h(Z, t)(Vh(Z, 1)) (2.65)

Finalmente, o termo V?(Vh(Z,t))? corresponde a situacio em que particulas das regides de
maiores inclinagoes difundem para as de menores, como pode ser visto na figura Z2ZT(b). A
equacdo em que v = Ay = 0 foi estudada por Lai e Das Sarma [39] e Villain 0] e ¢ uma
candidata para a descricdo de processos que incluem a difusao de particulas, assim, a classe
associada ao termo V2(Vh(7F,t))? serd denominada VLDS.

Conforme mencionado anteriormente o termo dominante em uma equagao estocéastica

determina a classe de universalidade com seus respectivos expoentes criticos. Uma maneira
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(a) (b)
Figura 2.21: Tlustragio do efeito dos termos n#o lineares na equacio de difusdo. Em (a) mostramos
a contribuicdo do termo AoV - (VA(Z,1))® e em (b), M V3(Vh(Z,t))%. Novamente

usamos a mesma construgao da figura ZZT7

simples para demonstrar qual termo é dominante é usar as mudangas de escala ([Z49) e (Z50)
e o limite hidrodinamico (b — 00). Assim, para cada um dos termos das equagoes discutidas

nesta secao obtemos

V2h — V?h = b*72V?h (2.662)
(Vh)? — (V'I')? = p**"%(Vh)? (2.66b)
Vih — VW = v2=4vin (2.66c¢)
V3(Vh)? = VZ(V'H)? = b?*1V%(Vh)? ( )
V- (Vh)? =V (V') =p324v . (Vh)3 (2.66¢)

Como 2a—2 é o maior expoente em b, o termo ndo linear da equacao KPZ vai sempre dominar
no limite hidrodindmico. Quando esse termo nao estd presente, o termo linear da equacao
EW ¢ o dominante e, sucessivamente, o termo V - (Vh)? domina sobre V(Vh)? que domina
o V*h. A tabela EZIl contém um resumo dos expoentes criticos para cada um dos termos

encontrados nas equacoes descritas nesta secao.

2.3.3 Correlacoes e Crossover em Interfaces

Uma pergunta central sobre o comportamento da evolucao da rugosidade é: Por que
a saturacao da rugosidade ocorre? Um fendmeno muito importante presente no crescimento
de superficies é o surgimento de correlagoes espaciais [d]. Para visualizar tal processo consi-
deraremos o modelo de deposicao balistica (secao 24l pagina Bfl). Neste modelo, particulas
sao depositadas balisticamente na direcao vertical em sitios escolhidos ao acaso e se fixam ao

primeiro sitio vizinho ao agregado (figura ZZ22(a)). Na figura Z22Z2(b) mostramos um padrao
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d=1+1 d=2+1

Classe de Universalidade | « z 1] « z I6]

EW V2h 1/2 2 1/4 | 0 (log) 2 0 (log)

KPZ (Vh)? 1/2 3/2 1/3 | ~04 ~167 ~0.24
MH V*h 3/2 4 3/8 1 4 1/4
VLDS V2(Vh)? 1 3 1/3 2/3 10/3 1/5
V- (Vh)3 3/4 5/2 3/10 || 1/2 3 1/6

Tabela 2.1: Expoentes criticos associados a cada termo das equacdes estocasticas estudadas anteriormente.

«—L]
1]
«[]

(a)

(b)

Figura 2.22: (a) Ilustragio das regras de crescimento do modelo de deposigio balistica. (b) Padrio

obtido no modelo de deposicdo balistica em um sistema de tamanho linear L =
400 ap6s 400 passos de tempo (um passo de tempo é definido como L particulas
depositadas) e condigdo inicial dada por h;(0) = 0V i # L/2 e h;(0) = L/2 para
1=L/2.

obtido em um sistema de tamanho L = 400 e condigdo inicial dada por h;(0) =0 Vi # L/2 e
hi(0) = L/2 para ¢ = L/2 [9]. Na figura observamos um crescimento lateral a partir do sitio
central que influencia o crescimento de seus vizinhos. Essa influéncia se propaga para outros
sitios & medida que o sistema evolui até que essa correlacao lateral alcance o tamanho do sis-
tema, quando a rugosidade atinge seu valor de saturacdo. Além do crescimento lateral, outros
processos tais como relaxacao, evaporacao e difusdo podem produzir correlagoes laterais no
sistema.

Outro processo importante é a competicao entre diferentes mecanismos durante o cres-

cimento da interface. O efeito de um mecanismo inicialmente dominante pode deixar de sé-lo
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quando um outro processo passa a exercer uma influéncia maior. Tal competicao pode le-
var a uma mudanga entre regimes distintos, separados por um tempo caracteristico t., com
valores distintos do expoente de crescimento. Esse fenomeno fica evidente por exemplo no
modelo proposto por Silva e Moreira [A1]], no qual um processo de relaxagio restrita incorpora
caracteristicas dos modelos de relaxagao superficial [42] e de crescimento com restrigdo na
diferenca de alturas [43] descritos na segao 24l Nesse modelo, quando a condicao de restrigao
hi(t) — hgjy(t) < M (em que {j} representa a vizinhanga e M > 0 é a maior diferenca de
altura permitida entre sitios vizinhos) nao é satisfeita, a particula relaxa procurando um mi-
nimo local dentro de uma distancia s. Se o minimo nao é encontrado dentro dessa distancia a
particula evapora. Como pode ser visto na figura 23] existe uma mudanga no expoente de
crescimento do valor 5 = 1/4 em tempos curtos, para § = 1/3, apés um tempo caracteristico
t.. O tempo caracteristico depende apenas do parametro s. Como veremos na secao EZ4l, o mo-
delo de Silva e Moreira (SM) é uma mistura de outros dois, o0 modelo de Kim-Kosterlitz, que
possui como ingrediente bésico a recusa de particulas (aquelas que nao satisfazem a condicao
de restricdo h;(t) — hyjy(t) < M) e o modelo de Family onde ocorre a relaxagao de particulas
(procura por um minimo local). Nestes modelos, o expoente de crescimento é = 1/3 e
B = 1/4, respectivamente. O que indica que no modelo SM a relaxagdo é dominante para

t < t. e posteriormente a recusa de particulas domina.

10k E

of L)

Figura 2.23: Tlustragio do crossover entre dois regimes diferentes no modelo proposto por Silva e

Moreira. Figura retirada da referéncia |4T].
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2.4 Modelos de Crescimento de Interfaces

Vérios modelos de deposi¢ao de solido sobre solido (SOS, solid on solid) foram pro-
postos com o objetivo de compreender melhor a dindmica de crescimento de interfaces. Esses
modelos sao, em geral, construidos em uma rede hiperctibica em d dimensoes de tamanho
L?. A variavel h;(t) representa a altura do sitio ¢ num dado instante ¢. Nessa aproximacao
procuramos reproduzir as caracteristicas mais relevantes dos processos que ocorrem durante o
crescimento através de regras tao simples quanto possivel. Nesta secdo, descreveremos alguns
dos principais modelos discretos encontrados na literatura e apresentaremos, por simplicidade

alguns resultados em 1+ 1 dimensoes, ou seja, o crescimento em substratos unidimensionais.

2.4.1 Deposicao Aleatoéria

O modelo de deposicao mais simples é o de deposicao aleatéria no qual, a cada passo de
tempo, L particulas sao depositadas ao acaso sobre um substrato d-dimensional. As particulas
colam-se permanentemente ao sitio de deposicao, ou seja, apenas acrescentamos 1 a altura do
sitio escolhido. Nesse modelo colunas crescem independentemente e, portanto, nao existem
correlacOes no sistema. Consequentemente, a rugosidade da interface cresce indefinidamente
com o expoente de crescimento § = 1/2 (em todas as dimensdes). A figura ilustra uma
interface gerada em um substrato unidimensional de tamanho L = 100 apés 200 passos de

tempo. Observamos uma interface com grandes diferencas de altura.

Figura 2.24: Perfil gerado para a deposigio aleatéria em uma rede de tamanho L=100 apés 200

passos de tempo.

2.4.2 Deposicao Aleatéria com Relaxacao - Modelo de Family

A difusao superficial ¢ um processo muito comum no crescimento de interfaces. A pri-
meira tentativa para incluir a difusdo em modelos de crescimento do tipo SOS foi proposta por
Family [42]. Neste modelo, as particulas sdo depositadas ao acaso e procuram na vizinhanga
do sitio de deposicao um sitio com menor altura, um minimo local, onde fixam-se permanen-

temente. Essa procura pode ser limitada, permitindo que a particula procure dentro de uma
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vizinhan¢a de tamanho s. Na figura 228 mostramos uma interface gerada em um sistema

unidimensional de tamanho L = 100 e com tamanho da vizinhanga s = 1.

Figura 2.25: Perfil gerado com o modelo de deposi¢io aleatéria com relaxacio das particulas em

uma rede de tamanho L=100 ap6s 50 passos de tempo.

Essa difusao de particulas gera correlagoes laterais que levam & obtencao de interfaces
muito mais suaves que a do modelo de deposicao aleatéria, com propriedades de escala nao
triviais (se¢ao Z3T]). Na figura ZZZ6l(a) ¢ mostrada a evolugao temporal da rugosidade para
o modelo de Family em d = 1 4+ 1 usando uma relaxacdo com o parametro s = 1 para a
procura do minimo. Como pode ser visto na figura ZZZ6(b), o comportamento da rugosidade
obedece a relagao de escala de Family-Vicsek. Esse processo de procura de um minimo local

corresponde a uma relaxacao superficial que leva a expoentes na classe de universalidade de
EW (tabela 1] pagina B4).
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Figura 2.26: (a) Evolugdo temporal da rugosidade para o modelo de Family em d = 1 + 1 usando
difusdo de um passo na procura do minimo em redes de tamanhos L = 100, 200, 300 e
500 (de baixo para cima). A linha reta possui inclina¢ao 0.25. (b) Colapso das curvas

usando a relagdo de Family-Vicsek, com a = 0.5 e z = 2.
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2.4.3 Deposicao Aleatéria com Recusa de Particulas - Modelo de Kim-
Kosterlitz

Outro modelo tipo SOS de facil implementagao foi proposto por Kim e Kosterlitz [43].
Nesse modelo, o crescimento da interface é baseado numa regra de restricdo na diferenga
de alturas. A regra de evolugdo é a seguinte: escolhemos um sitio ¢ ao acaso e, quando a
condigao de restri¢gio da diferenga de alturas entre o sitio escolhido e seus vizinhos |Ah| < M
for satisfeita, uma particula é depositada na coluna do sitio sorteado, i.e., h; — h; + 1. Caso
contrario, essa particula é recusada. Neste modelo, a diferenca de alturas encontrada na
interface fica restrita pelo valor do pardmetro M, o que leva a uma suavizacdo da interface
para pequenos valores de M. Para M — oo, esse modelo torna-se o de deposicao aleatoria.
Na figura Z27(a) mostramos a interface gerada para o caso em que M = 1. Esse modelo
também apresenta uma interface muito mais lisa que as obtidas no modelo de deposicao
aleatoria. Na figura ZZ27(b) é mostrada uma interface gerada usando M = 10. Para tempos
iniciais, quando as diferencas de alturas sao menores que o parametro M, a deposi¢ao ocorre
de maneira aleatoria e a interface assemelha-se 4 do modelo de deposicao aleatéria. Apos um
tempo caracteritico t., a restricdo na diferenca de alturas governa o processo de deposicao,
levando ao aparecimento de correlagoes entre sitios. Na figura EZ2Z8(a) mostramos a evolucao
temporal da rugosidade com M = 1 para diferentes tamanhos do sistema em d = 1+ 1,
e encontramos [ ~ 1/3, o = 1/2 e z ~ 3/2. Na figura EZ28(b) mostramos o colapso dessas
curvas usando o anzatz de Family-Vicsek (equacao ([Z225])). Concluimos entao que esse modelo

em 1 4+ 1 dimensoes pertence a classe de universalidade KPZ.

A evolugao temporal da rugosidade no modelo KK com véarios valores do parametro
M ¢é mostrada na figura ZZ9. Para valores menores de M, obtemos § = 1/3 ao longo
de toda a simulagdo, ja para valores maiores de M, § = 1/2 no inicio e ap6s um tempo
caracteristico t., § ~ 1/3. Como pode ser visto, para um tamanho de sistema fixo o tempo

caracteristico cresce com M. Esse modelo pode ser usado para ilustrar o efeito do crossover

(a) (b)

Figura 2.27: Perfis gerados na deposi¢do aleatéria com recusa das particulas em uma rede de

tamanho linear L=100 ap6s 50 passos de tempo usando (a) M = 1 e (b) M = 10.

Note que no caso M = 10, o perfil gerado assemelha-se ao da deposi¢io aleatoria.
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Figura 2.28: (a) Evolugdo temporal da rugosidade no modelo de Kim-Kosterlitz para diferentes
tamanhos do sistema: L = 100, 200, 300, 500 e 800 (de baixo para cima). (b) Colapso

das curvas mostradas em (a) usando os expoentes a = 0.5 ¢ z = 1.5.

sobre a rugosidade quando diferentes processos agem no crescimento. Note que conforme
mencionado anteriormente, para M grande, as diferencas de alturas iniciais nao ultrapassam
a condicao de restricao, somente ap6s o tempo caracteristico é que a regra de restricao comeca

a agir.
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Figura 2.29: Evolugdo temporal da rugosidade no modelo de Kim-Kosterlitz para M =
1,2,5,7,10,15,25, e 50 (de baixo para cima) e um sistema 1d de tamanho L = 400.
Note que para valores maiores de M a rugosidade inicialmente cresce com expoente

B =1/2 e, apés um tempo caracteristico t., o valor 3 = 1/3 é esperado.

2.4.4 Deposicao Balistica - Modelo de Vold

Neste modelo as particulas sao depositadas ao acaso e fixam-se ao primeiro vizinho do

agregado encontrado durante um movimento balistico perpendicular e em dire¢ao ao subs-
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(b)

Figura 2.30: (a) Perfil gerado para o modelo de deposigio balistica em uma rede de tamanho

L=100 apo6s 50 passos de tempo. (b) Interface gerada considerando os pontos mais

altos da estrutura.

trato [A4l, @5]. Podemos escrever a regra de evolugdo para o modelo DB em d = 1+ 1 como
hz(t) = max(hi_l(t — 1), hi(t — 1) + 1, hi_,_l(t — 1)), (2.67)

em que max(z,y,z) retorna o maior valor entre z,y, e z. Essa regra de evolu¢do permite
que particulas se fixem lateralmente a interface formando lacunas, como pode ser visto na
figura Z30(a). Na figura Z30(b) mostramos a interface do padrao obtido em (a), preenchendo
todos os pontos abaixo do mais alto em cada um dos sitios da rede.

A evolugao temporal da rugosidade ¢ mostrada na figura Z3Tl(a), o expoente de cres-
cimento encontrado foi 5~ 0.30. Em EZ3T(b), mostramos as curvas para vérios tamanhos do

sistema, colapsadas usando oo = 0.44 e z = 1.53 — esses valores estao préximos aos encontrados

T B o ) e LA £y s o o e 10°

(a) (b)
Figura 2.31: (a) Evolugdo temporal da rugosidade no modelo de deposigio balistica para L = 100,
200, 300, 500 e 800 (de baixo para cima). (b) Colapso das curvas usando o = 0.44 e

z = 1.53. Podemos observar que existe um transiente inicial para o qual o expoente

de crescimento 8 = 0.5. Note que quando as curvas sdo colapsadas a regido da curva

pertencente a esse transiente se separa.
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para a equacao KPZ. Assim, o modelo de BD também pertence & classe de universalidade
KPZ. Esse modelo possui uma lenta convergéncia nos expoentes para os valores observados e
para determinar a classe de universalidade é necessario o uso de simulagoes em larga escala.

Essa lenta convergéncia se deve a formagao de lacunas no interior da interface.

2.4.5 Deposicao Aleatéria com Difusao de Particulas

Modelos que procuram capturar a difusdo de particulas no crescimento de interfaces
tém sido intensivamente estudados [39, [16, [[7, @6, @7, @8]. Além da motivagao tedrica, existe
o interesse de compreender melhor o crescimento de interfaces via técnicas como o MBE
(molecular beam epitazy), em que a difusdo de material na superficie desempenha um papel
muito importante. Nesses modelos, existem aproximacoes com regras simples nas quais a
particula difunde apenas no momento da deposi¢cao bem como, outros mais reais, como o caso
do modelo de ativagao térmica [9, 7], que consideram a difusdo de todas as particulas da
superficie.

Em geral, nos modelos SOS construidos para capturar a difusao superficial (um dos
mecanismos fisicos responsaveis pela suavizagdo da interface), a evaporagao de material e a
formacao de lacunas (no interior da interface) sdo desprezadas. Modelos que seguem tais
premissas sdo, por exemplo, o proposto por Wolf e Villain (WV) [I6] e o por Das Sarma
e Tamborenea (DT) [I7]. No modelo WV particulas sdo adicionadas ao acaso e procuram
maximizar seu nimero de ligagdes com a interface, difundindo para o sitio vizinho com o
maior nimero de ligacgdo, como mostra a figura Z32(a). J& no modelo DT, as particulas
adicionadas ao acaso procuram aumentar seu nimero de ligagoes difundindo para a vizinhanga
somente quando possuem apenas uma ligagao, figura Z32(b). Em ambos os modelos, quando
as particulas ndo conseguem maximizar ou aumentar seu nimero de ligagoes, elas permanecem
fixas ao sitio de deposicao.

A morfologia das interfaces geradas por esses modelos surpreende. Nelas, ao contrario
do esperado, aparecem platos e vales separados por grandes degraus (figura Z33)). A evolucao
temporal da rugosidade em d = 1+ 1 dimensdes para os dois modelos fornecem 3 = 3/8. Con-
tudo, apesar do expoente de crescimento antes de um tempo caracteristico ser o mesmo para
os dois modelos, assintoticamente eles assumem valores de classes de universalidade diferentes.
Em d =141, o modelo de WV assintoticamente pertence & classe de universalidade de EW
(8 = 1/4) enquanto que o modelo DT a classe de universalidade de VLDS (5 = 1/3). Embora
esse expoente seja o0 mesmo da equagao KPZ ele nao indica a classe de universalidade associ-
ada a ela devido as simetrias do problema (veja secao Z32). Em d = 2+ 1 dimensoes, a classe
de universalidade de ambos ndo est4 bem estabelecida. Smilauer e Kotrla [49] encontraram
no modelo WV uma transi¢ao para a classe de universalidade de EW (5 = 0). Entretanto,

usando reducdo de ruido, Das Sarma et al. [20] encontraram § = 1/3, que nao sinaliza para
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(a) (b)

Figura 2.32: Regras de evolugio para os modelos de (a) Wolf-Villain e (b) de Das Sarma-

Tamborenea.

Mol

(a) (b)
Figura 2.33: Perfil gerado para os modelos (a) de WV e (b) DT. As particulas depositadas di-

fundem para maximizar ou aumentar o nimero de ligagoes logo apds a deposigao,

respectivamente.

nenhuma das classes de universalidade associadas aos termos apresentados na tabela Il Ja
no caso do modelo DT, Das Sarma et al. [50]] encontraram uma mudancga para a classe de
universalidade de EW (8 = 0). Os dois modelos apresentam uma classe de universalidade em

d = 2 + 1 diferente daquela encontrada para d =1+ 1.

2.4.6 Modelos de Crescimento e Classes de Universalidade

Podemos agrupar os modelos descritos anteriormente nas classes de universalidade
associadas a cada termo das equagoOes estocésticas vistas na secdo EZ32 Na tabela 22
apresentamos um resumo da classe de universalidade dos modelos apresentados na secao

anterior.
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Modelo 1] « Classe de Universalidade
d=1+1
Family 0.24 0.48 EW
KK 0.33 0.5 KPZ
DB 0.33 0.47 KPZ
WV | 0.37 — 024 | 0.48 V4 — EW
DT | 3/8—0.32 | 1.40 V4 — VLDS
d=2+1
Family 0(log) 0(log) EW
KK 0.25 0.4 KPZ
DB 0.24 0.33 KPZ
WV | 0.20 —0.33 | 0.66 V4 — EW ou 1/3
DT | 024 —1/3 | 0.95 V4 — VLDS

Tabela 2.2: Expoentes criticos e classes de universalidade dos modelos SOS discretos [9].
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Capitulo 3

Efeito da Difusao em um Modelo de

Crescimento de Interfaces

3.1 Introducao

Os modelos de Wolf e Villain (WV) [I6] e Das Sarmas e Tamborenea (DT) [I7] sao de
grande importancia porque foram os primeiros modelos propostos para descrever experimentos
de crescimento de filmes finos por MBE, além de serem a primeira evidéncia numérica de-
monstrando a existéncia de expoentes de escala em modelos discretos de deposicao diferentes
das classes de universalidade EW e KPZ. No modelo WV, as particulas depositadas procuram
maximizar seu nimero de ligacoes verificando qual sitio possui maior nimero de ligagoes entre
os sitios de deposicao e em seus primeiros vizinhos. No modelo DT, as particulas procuram
apenas aumentar o nimero de ligagoes quando o sitio de deposi¢do possui somente uma. Por-
tanto, nesses modelos, as particulas difundem apenas na vizinhanca do sitio de deposicao, ou
seja, elas possuem uma mobilidade limitada. Uma caracteristica comum desses e de outros
modelos que consideram uma mobilidade limitada é se um sitio mais favoravel é encontrando,
ou nao, as particulas permanecem fixas irreversivelmente ao substrato. As regras desses mo-
delos nao permitem uma relaxacao real da interface (nao existe dinamica quando a deposic¢ao
¢ interrompida). Portanto, os modelos de mobilidade limitada sdo uma descrigdo limitada
de processos de crescimento como MBE, nos quais as particulas podem difundir com maior
ou menor facilidade, dependendo da temperatura do substrato. Modelos mais elaborados fo-
ram estudados, como por exemplo, os que consideram a ativacao térmica nos quais todos os
adtomos da superficie podem difundir. Nesses modelos, a difusao das particulas depende da
energia de ativacdo necessaria para quebrar sua ligagdo com o substrato [I7]. Apesar desses
modelos capturarem uma caracteristica essencial de processos tipo MBE (a competicao entre

deposicao e difusdo atomica) eles demandam muito tempo computacional. Assim, o estudo

45
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do regime assintético é extremamente arduo.

Um regime de crescimento de interesse especial é aquele que ocorre em monocamada
por monocamada. Nesse crescimento, particulas depositadas difundem até encontrarem outras
iniciando a formagdo de ilhas pequenas. Com o passar do tempo mais particulas fixam-
se as bordas dessas ilhas até que elas comecam a coalescer. Dessa maneira, os terracos
unem-se completando uma camada e novas ilhas comecam a ser formadas sobre essa camada.
Assim, quantidades como a rugosidade, o niimero de particulas difundindo, o tamanho médio
das ilhas e outras grandezas que s@o sensiveis & morfologia da interface, oscilam no tempo.
Entretanto, foi demonstrado que esse regime é transiente e que é devido ao tamanho finito
do substrato [5I]. As oscilagbes sdo amortecidas e persistem até um tempo caracteristico.
Assim, o regime oscilatério na rugosidade cede lugar, por exemplo, ao crescimento em lei de
poténcia [B1l 52, B3| 54]. Além disso, trabalhos recentes relatam que o regime de crescimento
em lei de poténcia nos modelos WV e DT apresenta uma mudanca na classe de universalidade
de Mullins-Hering (MH) para a classe de Edward-Wilkinson (EW) ou Villain-Lai-Das Sarma
(VLDS), respectivamente [03l, b6l 57, 68, 59]. Em particular, Chua et al. [55] encontraram
para o modelo WV que existe um regime intermediario no qual observa-se os expoentes da
classe VLDS entre os regimes MH e EW.

Outro regime de crescimento de interface que tem atraido muita atencdo é aquele no
qual a barreira de Schwoebel [9] (barreira que dificulta o movimento de particulas para fora de
terracos) induz tendéncias nas caminhadas das particulas e, conseqiientemente, instabilidades
que podem levar a superficies com formagao de morros (mound formation) |20, 211, 22]. Nestes
casos, a rugosidade apresenta um crossover no expoente de crescimento de um valor inicial
3, que depende dos detalhes do modelo em questao, para um valor assintotico 8’ =~ 0.5, que
corresponde ao expoente do modelo de deposicao aleatoria.

Neste capitulo estudamos um modelo de crescimento de interface com competicao
entre deposicao e difusao de particulas. O principal objetivo deste trabalho foi investigar as
alteragoes morfologicas e a dindmica de crescimento de interfaces devido a essa competicao
em substratos uni e bidimensionais. Além disso, estudamos uma versdo um pouco modificada
que considera uma direcao preferencial para a difusdo, bem como o modelo de DT com uma
tendéncia na caminhada estudada por Das Sarma e Punyindu [20] com o objetivo de investigar

a formacao de morros no crescimento de interfaces.

3.2 Modelo

Em nosso modelo as particulas sao depositadas em um substrato d-dimensional com
L% sitios. A altura da interface no instante ¢ é representada por h;(t), com i = 1,2, ..., L% A

condigao inicial é dada por h;(0) = 0V i, ou seja, a simula¢io sempre comega com a deposigao
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l l .particula depositada

particula livre

(b) Difusao (c) Apos a difusao

Figura 3.1: Tlustragdo das regras de evolucio do modelo de crescimento de interfaces. (a) Perfil
com as particulas livres (hachuradas) e a deposi¢do de particulas no instante ¢ (des-
tacadas em preto). (b) Difusdo das particulas livres. Repare que as particulas que
estavam proximas & borda ou a outra particula livre aparecem incorporadas & interface
(linhas pontilhadas indicadas pelas setas). (c) Interface apos a difusdo das particu-
las livres. Note que a particula que colidiu com uma borda aparece incorporada ao

substrato.

sobre um substrato liso. A evolugao temporal pode ser resumida pelas regras ilustradas na

figura Bl e descritas a seguir:

i. A cada passo de tempo, N, = f X L4 particulas sdo depositadas ao acaso sobre o

substrato, em que f é a taxa de deposicao de particulas.

1. Se a particula depositada possui mais que uma ligacao, ela fixa-se irreversivelmente ao

substrato. Caso contrario, a particula permanece livre para difundir.

i11. Depois da deposicao, todas particulas livres (depositadas recentemente ou nao) execu-

tam um passo ao acaso.

iv. Durante a difusdo, se uma particula livre colide com um terraco (ou ilha) ou com outra
particula livre, ela fixa-se permanentemente ao substrato. Se uma particula livre nao
encontra outra ou um terraco, ela permanece livre para difundir no proximo passo de

tempo.

Se o nimero de particulas depositadas N, for menor que 1 assumimos esse niimero como a
probabilidade de depositar uma particula a cada passo de tempo. Uma vez que a cada passo
de tempo, as particulas livres realizam um passo ao acaso, suas posi¢oes sao armazenadas em
um conjunto de variaveis {7}, com i = 1,2,... Ny, em que Ny, ¢ o niimero de particulas

livres. A implementacao dos passos é feita selecionando ao acaso as particulas.
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3.3 Resultados

Neste trabalho investigamos o modelo em d = 1 + 1, ou seja, com um substrato uni-
dimensional, e d = 2 + 1, com o substrato bidimensional. Em d = 1 + 1 usamos condigoes
de contorno periddicas fazendo o sitio ¢ = 1 ser o vizinho do i = L e em d = 2 + 1 utiliza-
mos condi¢oes de contorno helicoidais. Neste caso, alocamos a rede quadrada em um vetor
unidimensional de tamanho L? e a vizinhanca do sitio i é o conjunto de sitios definidos por
{i—1,i4+1,i— L,i+ L}. As condigoes de contorno sao periddicas, ou seja, os L primeiros
sitios sao vizinhos dos L tltimos.

Para d = 1 4 1 dimensdes usamos redes de tamanhos variando de L = 10 até 10%
com uma amostragem variando de 10* a 50 repetices, respectivamente. Ja para o caso de
d = 2 + 1, usamos substratos de tamanho linear variando de 10 até 200 com 5000 a 50
amostras, respectivamente. O parametro f foi variado de 1076 a 10" para verificar seu efeito
sobre a dindmica de crescimento da interface. Em todas as simulagtes, medimos a rugosidade

(equagao (1Y), sem considerar a contribuigao das particulas livres para a altura da interface.

3.3.1 Simulacgoes em d =1+ 1 dimensoes

Na figura ¢ mostrada a evolucao da interface em uma rede de tamanho linear
L = 400 para trés valores da taxa de deposi¢cdo. Como pode ser visto, para taxas de deposic¢ao

baixas, a superficie é lisa e, & medida que f aumenta, a interface torna-se mais rugosa. Na

£=0.000001 f=0.001 f=10

Figura 3.2: Mudangas na morfologia das interfaces devido a taxa de deposi¢io (f). O tamanho
da rede usado foi L =400 e f = 107°%, 1072 e 10°, da esquerda para a direita. A cada

100 camadas adicionadas a cor é alterada.
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(a) (b)

Figura 3.3: Formagio de vales profundos, para t = 10° na regido de saturacio da rugosidade. O
tamanho do sistema usado foi L =400e f =0.1 em (a) e f = 1.0 em (D).

figura B3 mostramos que, para tempos muito longos, ocorre a formacao de depressoes grandes
separadas por grandes inclinagoes, o que é uma assinatura dos modelos de deposi¢cao com
difusao |16, [I7].

Na figura B4l(a) mostramos gréficos tipicos da evolugao da rugosidade para valores de
f > 107" para um sistema de tamanho L = 103. Como pode ser visto, o valor da rugosidade
cresce quando aumentamos f. Quando consideramos f < 1, um regime de crescimento em
monocamada por monocamada (MM) é observado para tempos iniciais e posteriormente cede
lugar a um crescimento em lei de poténcia. Kallabis et al. [5I] mostraram, em um modelo
que considera a deposicao e a difusao de particulas, que o tempo de separacao entre esses dois
regimes de crescimento depende da razdo entre as taxas de deposicao e difusdo.

Note que a rugosidade no regime oscilatorio (regime de crescimento MM) alcanca seus
valores minimos quando a altura média alcanga um valor inteiro, ou seja, quando uma camada
é completada, e seus valores maximos para valores semi-inteiros da altura média. Como pode
ser visto na figura B(b), o nimero médio de particulas livres Ny, também possui um regime
oscilatério no inicio da simulagao devido ao crescimento MM. Note que Ny, alcanga seu valor
méaximo quando a rugosidade alcanga seu valor minimo. Nesta fase na qual a superficie é lisa
novas ilhas comecam a ser formadas e as particulas livres “demoram” a encontrar uma ligacao
lateral. Apoés o crescimento MM, quando a rugosidade cresce como uma lei de poténcia, o
nimero de particulas livres decresce para um valor constante quando a rugosidade alcanga
seu valor estacionério.

Para tamanhos pequenos (até L = 10%) as simulacdes sugerem que o expoente de
crescimento depende da taxa de deposicao para f < 0.1, enquanto para valores de f >
0.1, o expoente 3 ~ 0.37 foi encontrado (tabela Bl). Em particular, encontramos [ =
0.374 £ 0.004 para f = 1.0. Este valor concorda com o encontrado nos modelos WV e
DT. Entretanto, para sistemas maiores (L = 10%), o expoente de crescimento 3 ~ 0.37 foi
encontrado independentemente de f. Portanto, os efeitos de tamanho finito sao muito mais
pronunciados para valores baixos de f.

Na figura BH(a) mostramos a evolugdo da rugosidade para f = 0.1 em sistemas de
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Figura 3.4: (a) Evolugio temporal da rugosidade para um sistema de tamanho L = 10® e seis

valores da taxa de deposicio f = 10, com k = 0,—1,...,—5. A curva que possui
o menor valor da rugosidade é aquela com a menor taxa de deposicdo. No detalhe
mostramos a parte indicada pelas linhas tracejadas. (b) Evoluc¢ao temporal do niimero
médio de particulas livres sobre o substrato (curva tracejada) e da rugosidade (curva

cheia) para o caso em que f = 1075,

f1 10 | 05 | 0.1 |0.01]0.005|0.002 | 0.001 | 0.0005 | 0.0002 | 0.0001
6103710371036 | 035 034 | 0.34 | 0.33 0.32 0.31 0.30

Tabela 3.1: Expoentes de crescimento para diferentes valores de f em d = 1+ 1 dimensdes quando L = 10%.

varios tamanhos. Usando a curva para L = 200 encontramos § = 0.365 4= 0.004 e a curva da
rugosidade de saturacao em funcao de L encontramos « = 1.49+0.02 e a partir desses valores
z = 4.08 +0.09. Na figura B3(b) mostramos o colapso das curvas mostradas em (a) usando
a = 1.5 e z = 4. Para sistemas de tamanhos até L = 400 nossos resultados obedecem a lei
de escala de Family-Vicsek, equagao (Z20]). Estes valores sao proximos daqueles encontrados
para a equagao de Mullins-Herring (MH - equagao de difusdo linear) em que § = 3/8, a = 3/2
e z =4 (tabela ).

Na figuraBfl(a), mostramos a evolugao da rugosidade para um sistema de tamanho L =
103 e dois valores da taxa de deposicdo, f = 0.1 e 1.0. A partir dessas curvas encontramos que
a rugosidade exibe uma mudanca no expoentes de crescimento de um valor 5 = 0.368 4+ 0.005
para # = 0.345 +0.003 e de 8 = 0.375 4+ 0.008 para 8 = 0.347 + 0.013, respectivamente. As
estimativas dos erros foram feitas usando as flutuagoes das inclinagoes locais (B8(b)). Esse
comportamento sugere um crossover entre dois valores distintos do expoente de crescimento:

B~ 3/8parat < t.e f~1/3 parat > t., em que t. ¢ o tempo de crossover que separa esses
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dois regimes. Finalmente, para reforcar esses resultados, mostramos na figura B:6l(c) a razao
w/t? usando dois valores distintos para 3 — 0.37 e 0.33. Quando usamos 3 = 0.37 a curva
obtida apresenta uma regido constante para tempos curtos. Entretanto, quando § = 0.34
é usado, a curva fica constante apenas na regidao de tempos grandes. Esse comportamento

foi observado em redes de tamanhos maiores (L = 10%). Assim, esse comportamento indica
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Figura 3.5: (a) Gréficos tipicos da evolugio da rugosidade usando f = 0.1 em sistemas de varios
tamanhos (L = 15, 20, 25, 35, 50, 75, 100, 150, 200 e 400, de cima para baixo). A

linha reta acima das curvas é uma lei de poténcia com expoente 3/8. (b) Colapso das

curvas da figura (a).

L T wl 4l
1 10 10 10 1

Figura 3.6: (a) Curvas da rugosidade para f = 1.0 (B) e f = 0.1 (O). (b) Inclinagdo local das
curvas em (a) (f = 1.0 na curva de cima e f = 0.1 na curva de baixo). As retas
tracejadas indicam os valores 3/8 e 1/3. (c) Curvas da rugosidade divididas por t°
(f = 0.1 - linhas tracejadas e f = 1.0 — cheias).
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Figura 3.7: Nesta figura mostramos o processo de colapso das curva de rugosidade para sistemas
de tamanhos L = 50, 100 e 200 usando diferentes taxas de deposi¢ao, f = 0.5, 0.75

e 1.0. Usamos os mesmos expoentes de escala da figura BZ(a) para o tamanho do

sistema, e para a taxa de deposi¢do usamos o = 0.35 e 2/ = 0.9. A curva tracejada

em (c), é uma lei de poténcia com expoente 3/8.

um crossover da classe de universalidade de MH (8 = 3/8) para a de Villain-Lai-Das Sarma
(VLDS) que possui 3 = 1/3. E importante ressaltar que esse modelo considera apenas
deposicao e difusao de particulas (ndo existe evaporacido e nem a formagao de lacunas no
interior da interface), de maneira que nao existe nenhuma justificativa para o valor § ~ 1/3
ser associado & classe de universalidade KPZ.

Como pode ser visto na figura BZ(a), quando consideramos um tamanho fixo do sis-
tema encontramos que tanto o valor da rugosidade de saturacdo ws.: quanto o do tempo de
saturacao t. crescem com f. Nessas simulagdes, usamos tamanhos suficientemente pequenos
para garantir que a saturacao ocorresse antes do aparecimento do crossover para a classe de
universalidade assintotica. Além disso, os valores das taxas de deposicao usados foram sufi-
cientemente grandes para evitar o crescimento MM em tempos iniciais. Esses crescimentos
seguem leis de poténcia dadas por wge ~ Y e teq ~ f7, com os expoentes o &~ 0.35 e
2 ~ 0.9. Podemos, entdo, colapsar curvas obtidas com diferentes valores de f e L. De fato,
na figura B(c) mostramos o colapso para diferentes tamanhos do sistema e taxas de depo-
sicao. Para obter esse colapso usamos o mesmo procedimento da figura BH(a) e em seguida
dividimos w/L®* por fa/ e t/L* por fz/, com o = 0.35 e 2/ = 0.90. Uma vez que um bom

colapso é obtido, a rugosidade como uma funcao de ¢, L e f segue a relacao de escala

w(t, L, f) = L*f”g (L’}> (3.1)

em que g(z), como na relacao de escala de Family-Vicsek, cresce como uma lei de poténcia
com expoente 3 &~ 3/8 para < 1 e assume um valor constante para x > 1. Como esse

anzats é satisfeito, as relacoes de escala 8z = a e 32/ = o sao validas. E importante ressaltar

que essa relacdo de escala s6 é obedecida na regido em que o termo V*h é dominante, ou
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seja, para f > 0.5 (onde ndo aparece o crescimento em monocada) e para tamanhos pequenos

(onde nao aparece o crossover).

3.3.2 Simulacgoes em d =2+ 1 dimensoes

Na figura mostramos interfaces obtidas em um sistema de tamanho L = 100, ou
seja, 10* sitios no substrato, e valores diferentes para a taxa de deposicio. Note que, como

no caso do substrato unidimensional, a largura da interface também cresce com a taxa de

deposicao.
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Figura 3.8: Mudangas na morfologia das interfaces devido a taxa de deposigio f em d = 2 + 1
dimensdes. O tamanho da rede usado foi L =100 e f = 1073, 1072, 107! e 10° em

(a), (b), (c) e (d), respectivamente. Note que para valores menores de f a interface ¢é

mais lisa e, & medida que f cresce, a rugosidade da interface também cresce.
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Figura 3.9: (a) Evolugdo temporal da rugosidade para sistemas de tamanho L = 100 e quatro
valores da taxa de deposicio f = 10¥, com k = —3, —4, —5 e —6, respectivamente.
A curva que possui o menor valor da rugosidade é aquela referente a menor taxa de
deposigao. (b) Evolucgdo da rugosidade para um sistema de tamanho L = 200 e taxas

de deposicio f =10*, com k=0, —1, —2 e —3, de cima para baixo.

Na figura B%(a), mostramos a evolugdo temporal da rugosidade em um sistema de
tamanho L = 100 com véarios valores de f. Como pode ser visto, para valores da taxa de
deposicao f pequenos, podemos observar o regime inicial de crescimento em monocamada
por monocamada com uma mudanga para um regime posterior de crescimento em lei de
poténcia como foi observado em d = 1+ 1 dimensdes. Na figura B9(b), mostramos a evolugao
temporal da rugosidade em um sistema de tamanho L = 200 para diferentes valores de f.
Os valores do expoente de crescimento encontrados sdo mostrados na tabela B2 Para o caso
em que f = 1.0, o valor encontrado foi § = 0.207 4+ 0.019, o que sugere que esse modelo em
d = 241 pertence a classe de universalidade VLDS, para a qual § =1/5, a =2/3 e z = 10/3.
Reduzindo o valor de f, observa-se um decréscimo no valor desse expoente conforme indicado
na tabela 22 E importante mencionar que essa reducdo no valor do expoente de crescimento

pode ser um efeito de tamanho finito conforme foi observado para a versao unidimensional.

f 1.0 0.1 0.01 0.001
81 0.207 £ 0.019 | 0.194 + 0.007 | 0.184 £ 0.005 | 0.170 £ 0.002

Tabela 3.2: Expoentes de crescimento para diferentes valores de f em 2 + 1 dimensées quando L = 200.

Na figura BI0l(a) mostramos a evolugao temporal da rugosidade usando f = 0.1 para
diversos tamanhos do sistema. Como pode ser observado da figura BZI0(b), existe um tran-
siente inicial na evolucdo da rugosidade e o expoente de crescimento apresenta convergéncia

lenta para § ~ 1/5 a medida que o tamanho do sistema é aumentado.
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Figura 3.10: (a) Evolugio temporal da rugosidade usando f = 0.1 em sistemas de tamanhos L =
10, 20, 35, 50, 100 e 200. (b) Inclinagdo local das curvas em (a).

Na figura BITl(a) mostramos a rugosidade de saturacao em funcao de L para diferentes
valores de f. A linha tracejada possui inclinagdo 2/3. Note que em todos os casos a inclinagao
encontrada aproxima-se muito desse valor, esse resultado que reforca a afirmacao de que nosso
modelo pertence & classe de universalidade VLDS em 2 + 1 dimensoes. Na figura BIT(b),
mostramos um colapso das curvas da figura BI0(a). Como pode ser observado o colapso
ocorre apenas para sistemas de tamanhos grandes e em tempos longos. Isso deve-se a lenta

convergéncia e ao transiente inicial observados na rugosidade.
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Figura 3.11: (a) Rugosidade de saturagio como fungio de L para vérias taxas de deposi¢io (1.0, 0.1,
0.01 e 0.001, de cima para baixo). (b) Colapso das curvas mostradas na figuraBI0(a).
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3.4 Formacgao de Morros

2

Em varios sistemas fisicos é observado experimentalmente que uma particula difun-
dindo sobre um terraco encontra uma barreira de potencial quando se aproxima da borda
(particula 1 na figura BI2). Essa barreira, denominada barreira de Schwoebel [9], dificulta o
movimento de particulas para fora de terragos, gerando uma tendéncia de movimento para o
interior dos terragos nas caminhadas da particulas. Instabilidades devido a essas caminhadas
levam a interfaces com formacgoes de morros (mound formation), normalmente separados por
grandes degraus [20), 21, 22, conforme mostrado na figura BI3l(a). Os modelos que apre-
sentam esse comportamento exibem uma mudanca no expoente de crescimento de um valor
inicial que depende dos detalhes do modelo, para um valor assintético proximo de 8 = 0.5
(figura BI3Ib)), um valor muito proximo ao encontrado para a deposicao aleatoria. Apesar
disso, os autores daqueles trabalhos conjecturam que esse valor assintético do expoente de

crescimento 3 & 0.5 ndo é devido ao mecanismo da deposigdo aleatoria.

wﬁl !2

Figura 3.12: Tlustragio de uma particula livre sobre terragos. A particula 1 aproxima-se da borda

de um terrago onde encontra uma barreira de potencial.
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Figura 3.13: (a) Formagio de morros em interfaces obtidas usando o modelo DT com tendéncia
nas caminhadas. (b) Rugosidade para um sistema de tamanho L = 100 no modelo
DT com tendéncia na difusdo. Nesse modelo, a particula na borda de um terrago tem
probabilidade maior de difundir para o interior do terraco. Essa figura foi retirada
da referéncia |20].

Nesta secao estudamos a formacao de morros em uma versao modificada do modelo
apresentado na segio B2 e no modelo DT com uma tendéncia [20] em 2+ 1 dimensdes. Nesta
versao de nosso modelo consideramos que o caminhante executa passos ao acaso apenas em

dois sentidos perpendiculares (por exemplo, para cima e para a direita). Como pode ser visto
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na figura BI4l(a), esta versao apresenta as instabilidades que levam & formacao de morros,
e como pode ser visto na figura BI4(b) ha uma mudanga na evolucao da rugosidade, com

expoente de crescimento assintotico G = 0.5.

100 18 10 . 108 10 1°0 10

(a) (b)
Figura 3.14: (a) Formagao de morros em interfaces obtidas usando o modelo de difusio com cami-
nhada direcionada. (b) Rugosidade para um sistema de tamanho L = 100. As taxas
de difusao sao indicadas na legenda e as retas tracejadas possuem inclinacao igual a
0.45.

Para compreender essa mudanca no expoente de crescimento, introduzimos um método
para avaliar a largura da interface que é dividido em trés etapas: inicialmente, medimos as
rugosidades w; dentro de caixas de tamanho ¢ varrendo toda a rede. Em seguida, os valores
méaximo e minimo da rugosidade sdo determinados (wyin € Waz, respectivamente), e entdo,
tomamos os valores médios w~ e w~ obtidos a partir das rugosidades com valores menores
que k X Wy, € maiores que p X Wpae, €m que k > 1 e p € um numero no intervalo (0,1).
Os nameros k e p sao usados para controlar os valores usados para determinar as médias de
W< e Ws. Note que os valores menores da rugosidade fornecem uma medida da largura da
interface dentro dos morros enquanto os valores maiores fornecem uma medida da altura dos
morros. Na figura B.TOl mostramos os resultados obtidos usando duas taxas de deposicao
diferentes. Considerando valores da rugosidade abaixo de 3 X wym;,, a mudanca no expoente
nao é observada e quando consideramos os valores da rugosidade acima de 0.8 X Wz a
mudanga estd presente. Assim, as grandes flutuagoes nas interfaces, referentes as paredes dos
morros, sao as responsaveis pela mudanca no expoente de crescimento, ou seja, as alturas dos
morros sdo descorrelacionadas, o que justifica o aparecimento do expoente 3 = 1/2. Dentro
dos morros a rugosidade exibe o comportamento usual para sistemas finitos incluindo um

crescimento inicial com lei de poténcia e saturacao para tempos longos.
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Figura 3.15: Mudanga no expoente de crescimento para o modelo de difusio usando para as taxas
de deposicao (a) f = 0.1 e (b) f = 0.01. Conforme indicado na legenda, mostramos
a rugosidade de toda a estrutura e os valores médios de w< e w-. Foram usados
sistemas de tamanho L = 200 e caixas de tamanhos ¢ = 20 para determinar wmn €

Wmazx-

Para verificar a validade desses resultados aplicamos o método ao modelo DT (secao
EZZ0) com a introducao de duas probabilidades para uma particula na borda do terrago:
a direcdo de movimento é determinada segundo a regra usual do modelo DT e a descida
serd implementada com probabilidade p; e enquanto o movimento para o interior do terraco
serd implementado com probabilidade p,, para incluir a tendéncia das particulas permane-
cerem sobre os terragos. Como ja foi demonstrado, essa modificacdo no modelo DT leva ao
aparecimento da formagdo de morros nas interfaces [20, 22]. Na figura mostramos o
comportamento da rugosidade obtida em um sistema de tamanho L = 100 com pg = 0.15 e
py = 1. Note que o mesmo cenério da figura foi encontrado para esse modelo, confir-
mando que as grandes flutuagoes da altura nas bordas dos morros sdo as responsaveis pela
mudanca no expoente de crescimento. E importante mencionar, que para valores de £ > 10 a
curva referente a w. apresenta a mudanga no expoente para um valor proximo de 1/2. Assim,
para obter a figura foi necessario usar £ = 10, um valor menor que aquele utilizado para
obter a figura B.THl sugerindo que o tamanho dos morros no modelo DT deve ser menor que

o do modelo com caminhadas restritas a duas dire¢oes perpendiculares.

3.5 Conclusoes

Neste capitulo estudamos um modelo de crescimento de interfaces que possui dois

ingredientes, a deposicao e a difusdo de particulas. Neste modelo as particulas depositadas
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Figura 3.16: Mudanga no expoente de crescimento para o modelo DT usando pg = 0.15 e p, = 1.

As rugosidades w< (quadrados) e @~ (circulos) foram obtidas usamos sistemas de
tamanhos L = 200 e £ = 10 para os tamanhos das caixas. As retas possuem inclinagdes
0.50 e 0.29.

que possuem apenas uma ligagdo permanecem livres para difundir enquanto nao encontrarem
um sitio para formar pelo menos duas ligacoes. Em d = 1+ 1 e 2+ 1 dimensdes, encontramos
para f muito pequeno que o sistema exibe um crescimento em monocamada por monocamada
que precede um crescimento em lei de poténcia. Em d = 1 + 1 encontramos valores muito
proximos dos expoentes referentes & classe de universalidade MH. Simulagoes em larga escala
revelaram que o modelo tem uma transicao da classe de universalidade MH para a classe
VLDS, na qual § = 1/3, ap6s um tempo caracteristico. Em d = 2 + 1 encontramos que o
modelo pertence & classe de universalidade VLDS, também observada assintoticamente em
1 4+ 1 dimensdes. Ao contrario do caso unidimensional, ndo encontramos um crossover em
d =2+ 1 dimensoes.

Usando o método das caixas para determinar a rugosidade, encontramos que em mo-
delos com tendéncias na difusao das particulas, as grandes flutuacoes nas interfaces que carac-
terizam as paredes dos morros sao as responsaveis pela mudanca no expoente de crescimento.
Assim, podemos concluir que as alturas dos morros sdo descorrelacionadas, o que justifica o
aparecimento do expoente 3 = 1/2. Além disso, dentro dos morros nao ocorre a mudanga
para um valor proximo a 1/2 no expoente de crescimento a rugosidade exibe o comportamento

usual de sistemas finitos.



Capitulo 4

Crossover no Modelo de Wolf-Villain

4.1 Introducao

A compreensao da dindmica de crescimento de interfaces passou por um avanco consi-
deravel nas ultimas décadas, principalmente devido ao uso de modelos discretos e de equacoes
estocasticas [7, 9]. Nos modelos de crescimento, as particulas sdo depositadas em um substrato
inicialmente liso, e eles sdo muitas vezes construidos usando redes. Os modelos de crescimento
podem ser classificados em dois tipos principais dependendo das regras de evolugao. No pri-
meiro deles, uma particula se fixa permanentemente ao sitio de deposicao ou a um dos sitios
de sua vizinhanga no momento da deposicdo, exemplos incluem o modelo de Family [42], o
de Wolf e Villain [I6] e o de Das Sarma e Tamborenea [I7]. No segundo tipo, a difusdo das
particulas é permitida mesmo depois de sua deposicao, exemplos incluem o modelo de ati-
vagdo térmica também estudado por Das Sarma e Tamborenea [I7] e aquele apresentado no
capitulo

Conforme ja foi mencionado anteriormente, quando existe uma competicao entre me-
canismos diferentes no crescimento de interfaces, a evolucao temporal da rugosidade pode
apresentar um crossover entre classes de universalidade distintas. Exemplos de modelos de
crescimento que exibem tal crossover incluem os modelos de Wolf e Villain (WV) [I6], Das
Sarma e Tababorenea (DT) [I7], Tales e Moreira [A1], uma versao do modelo WV que inclui
relaxacao e ligagdo entre primeiro e segundo vizinhos [6] [60], entre outros. A determinagao
da classe de universalidade assintoética nesses modelos é uma tarefa drdua, pois sdo necesséarios
simulagoes em larga escala e tempos extremamente grandes. Em particular, em modelos como
os de WV e DT que envolvem difusao de particulas, um tempo longo de permanéncia em um
regime inicial dominado pelo termo linear da equagao MH é observado. Como consequéncia,
os tempos envolvidos em simulacdes sao extremamente longos e métodos para o estudo de tais
crossovers tém sido desenvolvidos. Como exemplo podemos citar a aplicacdo de técnicas de

reducdo de ruido [32] a modelos de crescimento de interface com mobilidade limitada [50]. Esse

60
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método foi descrito em detalhes na secio ZZ2T1 Nesse capitulo, apresentamos uma generaliza-
¢ao do modelo WV introduzida para estudar tais crossovers. Nesta generalizagdo associamos
uma probabilidade a cada sitio de crescimento proporcional a uma poténcia do numero de
ligagbes que uma particula possuiria se fosse depositada a ele. Esse trabalho foi motivado
pelo modelo de agregacdo que usa uma regra de crescimento probabilistica apresentado no

capitulo [

4.2 O Modelo de Wolf-Villain

O modelo de Wolf-Villain [I6] ¢ baseado no crescimento SOS de interfaces e possui
como principal objetivo estudar experimentos como epitaxia por feixe molecular (MBE). As
regras de crescimento sao construidas para incluir a difusao superficial, o principal mecanismo
de suavizacao da interface em crescimento com MBE. As regras de crescimento sdo descritas
a seguir e ilustradas na figura L1l A cada iteragdo, uma particula é depositada em um sitio
escolhido aleatoriamente. No momento da deposicao, determina-se entre o sitio de deposicao e
seus vizinhos mais proximos qual possui maior nimero de ligagdes, no qual a particula fixa-se
permanentemente. Quando a particula encontrar dois vizinhos ao de deposi¢cdo com mesmo
numero de ligagdes e esse niimero for maior que o do sitio de deposigdo, um deles é escolhido

com igual chance. Finalmente, se o nimero de coordenagdo dos sitios vizinhos é menor ou

|

igual ao do sitio de deposicao a particula permanece nesse sitio.

.

.

Figura 4.1: Tlustragio do modelo de Wolf-Villain. Note que as particulas rotuladas por 1 e 3

nao podem maximizar seu nimero de liga¢Ges nos sitios adjacentes ao de deposigao.
Como conseqiiéncia, essas particulas ficam fixas ao sitio de deposi¢do. As demais
particulas se moverdo para o sitio vizinho que maximizar seu nimero de ligagoes,
conforme indicado pelas setas. Como a particula 5 possui dois vizinhos com 0 mesmo

nimero de coordenagao, ela escolhera um deles ao acaso.

Em 1+ 1 dimensoes, Wolf e Villain [I6] encontraram 5 = 0.365+0.015 e & = 1.4£0.1

para os expoentes de crescimento e da rugosidade, respectivamente, e, conseqiientemente,
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z = 3.8 £ 0.5 para o expoente dindmico. Esses valores estao préximos aqueles preditos pela
equacao de Mullins-Herring (MH) (tabela ZT). Trabalhos posteriores [39, A0] mostraram a
existéncia de um crossover da classe MH para a de Villain-Lai-Das Sarma (VLDS) (8 = 1/3,
a =1ez=3). Além disso, Ryu e Kim [56] encontraram a existéncia de um terceiro
regime apdés o regime VLDS que pertence & classe de universalidade EW, ou seja, a classe
de universalidade assintética no modelo de WV é a de EW. Esse resultado concorda com
o encontrado por Krug et al. [6I] em um trabalho no qual a classe de universalidade foi
estudada por meio da corrente de difusdao superficial. Em particular, para o modelo de WV,
eles encontraram uma transicao da classe de universalidade de MH para a de EW. Trabalhos
recentes usando diferentes aproximagoes (por exemplo, aplicacdo da técnica de redugao de
ruido [B0], o estudo do efeito de tamanho finito [07], a aplicagdo de transformagoes de escala
na equagao estocéstica referente ao modelo de Wolf-Villain [68]) confirmam que a classe de
universalidade assintotica do modelo é a EW.

Através de simulagoes em 2+ 1 dimensdes, Kotrla et al. [29] encontraram ( = 0.206 +
0.02 e & = 0.66 + 0.03 (e z = 3.2) que estdo muito proximos dos valores preditos pela
equacao VLDS (equacao (ZE4), com k e Ao iguais a zero). Esta diferenca entre a classe de
universalidade do modelo em 1+ 1 e 2+ 1 dimensoes foi confirmada em outros trabalhos [6T],
62, 63, 64]. Em um trabalho posterior, Smilauer e Kotrla encontraram o expoente 3 = 0.22 e,
ap6s um tempo caracteristico, a rugosidade escala logaritmicamente com o tempo (8 = 0), i.e.,
novamente uma transi¢ao para classe de universalidade EW observada em 1+1 dimensées [29].
Entretanto, Das Sarma et al. [50], usando técnica de redugao de ruido, encontraram =~ 1/3 e
a =~ 1, um resultado muito diferente dos encontrados em outros trabalhos. Essa discordancia
de valores nos leva a questionar: qual é a classe de universalidade assint6tica do modelo WV
em 2+ 1 dimensoes? As classes de universalidade assintoticas em 1+ 1 e 2+ 1 dimensoes sao,

de fato, diferentes?

4.3 Regra de Evolucao Probabilistica

No capitulo[[ estudaremos uma generaliza¢ao do modelo DLA (se¢ao ZZZTl) na rede que
considera uma regra probabilistica de agregacao das particulas. Nessa regra, uma particula é
agregada com uma probabilidade proporcional a uma poténcia v do niimero de sitios primeiros
vizinhos ocupados. Quando considera-se v acima de um valor critico, essa regra leva a uma
rotacdo na direcao de anisotropia dos agregados devido ao favorecimento do crescimento de
sitios com mais vizinhos. Com base nessa modificagao do modelo DLA, implementamos uma
regra de crescimento probabilistica para o modelo de Wolf-Villain, que favorece aqueles sitios
que possuem niumero de ligagdo maior. Note que essa regra de crescimento probabilistico

introduz a recusa de particulas e conseqiientemente a classe de universalidade assintética KPZ
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¢é esperada. Entretanto, como mostraremos, essa regra permite estudar os regimes existentes
no modelo WV.

Esse modelo é definido em uma rede d-dimensional de tamanho linear L. A cada sitio ¢
associamos uma variavel n;(t) que representa o numero de ligagdes que uma particula possuira
ao ser adicionada a esse sitio. A condicao inicial é dada por h;(0) =0 e n;(0) =1V i, 1i. e,
a interface € lisa em ¢t = 0. Nesse modelo, estamos interessados em estudar a dindmica do
modelo WV com a introducao de um parametro que controla a probabilidade de crescimento
dos sitios selecionados para receber uma particula. Dessa maneira, no momento da deposi¢ao
as particulas procuram maximizar seu nimero de ligacoes com o substrato e as regras de

evolucdo sao definidas conforme descrito abaixo.

i. As particulas sdo depositadas ao acaso e verificam qual entre os 2d 4 1 sitios (o de
deposigao e seus 2d primeiros vizinhos) possui maior niumero de ligagoes. Esse é escolhido

como candidato a sitio de crescimento.

1. O sitio de crescimento i recebe uma particula com uma probabilidade proporcional a
uma poténcia do nimero de ligagdes n;(t), dada por
1%
pi = (ZT“)) (4.1)
em que Numqr = 2d + 1. O expoente v é o pardmetro do modelo: para v = 0, o modelo
WV original é recuperado e, & medida que v cresce, os sitios com maior nimero de

coordenacgao sao privilegiados.

i11. Apos a deposicao, os nimeros de coordenacao do sitio de crescimento e de seus vizinhos

devem ser atualizados.

4.4 Resultados

Simulacdes em 1 + 1 e 2 4+ 1 dimensdes com condi¢des de contorno peridédicas foram
realizadas. Em 1 + 1 dimensdes, utilizamos redes com o tamanho variando de L = 10 a 10°
e uma amostragem com 102 a 10* amostras, dependendo do tamanho do sistema. Variamos
o parametro v de 0 a 8 para verificar sua influéncia na dindmica da interface. Em 2 + 1
dimensdes, usamos redes de tamanhos variando de L = 10 a 500, uma amostragem com 50 a
10* amostras e o parametro v entre 0 e 2. Um passo de tempo corresponde a cada L tentativas

de crescimento.

4.4.1 Resultados em 1+ 1 Dimensoes

Na figura mostramos a evolugdo da interface para alguns valores do parametro v.

Como pode ser visto, a interface torna-se mais lisa & medida que o valor de v é aumentado.
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(a) (b) (c) (d)
Figura 4.2: Perfis obtidos no modelo WV modificado em uma rede de tamanho L = 400 e (a)

v =20, (b) 0.25, (c) 1 e (d) 2. A cada 100 passos de tempo as cores das particulas

depositadas foram alteradas.

Valores de v grandes favorecem o crescimento de sitios com mais ligagdes, o que justifica o
fato da interface ser mais lisa para v = 2.0 (figura EEZ(d)). Além disso, o aparecimento de
sitios com niimero de ligagoes igual a 3 (que possui sempre probabilidade de crescimento igual
a 1) é sempre menos provavel. Sitios com menor nimero de coordenagio, como aqueles que
possuem n = 1 e 2, sdo mais provaveis mas a probabilidade de crescimento associada a eles
decresce & medida que v é aumentado. Como uma consequéncia a velocidade de crescimento
fica menor & medida que v aumenta. Note que, na figura £2, o nimero de vezes que a cor
das particulas é trocada cresce com v.

Na figura EZ3 mostramos interfaces obtidas para varios valores de v depois de 10° passos
de tempo. Em particular, em (a) e (b) mostramos os casos para v = 0 (onde o modelo de WV
é recuperado) e v = 0.10. As instabilidades geradas pela difusdo levam a perfis com platos
separados por grandes degraus, uma assinatura de modelos de crescimento de interfaces com
difusdo de particulas [9, [[6]. Diferentemente, as interfaces obtidas para valores de v maiores,
mesmo para tempos longos (¢ = 10%) e sistemas bem maiores (L = 10%), permanecem lisas.

Como pode ser observado na figura EE4l o valor da rugosidade para um tempo fixo
decresce quando o valor do parametro v é aumentado. Para obter essas curvas usamos L = 103.

Na figura L0l mostramos a evolucdo da rugosidade de interfaces obtidas usando v = 0.0,
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@ (b)
(c) (d)

Figura 4.3: Perfis obtidos no modelo WV modificado em uma rede de tamanho L = 400. O
tempo de evolugio corresponde a 10° passos. Usamos v = 0.0 em (a), v = 0.10 em
(b), v =0.50 em (c) e v = 2.0 em (d).
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Figura 4.4: Evolugdo temporal da rugosidade obtida com valores diferentes de v em um sistema

de tamanho linear L = 10%. Os valores de v estdo indicados na legenda.

0.25, 2.0 e 4.0 para varios valores de L. No caso de v = 0.0 (figura {.5(a)]) mostramos uma
linha tracejada referente a uma lei de poténcia com expoente 3/8. Esse resultado indica uma

concordancia com os resultados obtidos para o modelo WV original. Quando usamos v = 0.25
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(c) (d)
Figura 4.5: Efeito de v sobre a rugosidade do modelo WV generalizado em 1+ 1 dimensdes. As
simulacdes foram realizadas em sistemas de tamanho variando de L = 10 a 5 x 103.
Usamos valores diferentes de v ((a) v = 0, (b) 0.25, (c) 2 e (d) 4.0). As linhas
pontilhadas sdo leis de poténcias (as inclinagoes estao indicadas nas figuras) usadas

para indicar a inclinagdo das curvas da rugosidade.

(figura , o expoente de crescimento 3 &~ 3/8 é encontrado apenas para tempos curtos
e um desvio para tempos longos é observado. No caso de v = 2.0 e 4.0 (figuras EEHl(c) e
(d)), encontramos ao longo de toda a simulacao § ~ 0.28 e 5 =~ 0.31, respectivamente. Na
figura apresentamos a rugosidade de saturagdo em funcgao de L para diferentes valores de
v. Para valores de v e L pequenos, encontramos o expoente da rugosidade o = 3/2. Mesmo
para v = 0.0 podemos observar um desvio para sistemas de tamanhos acima de L = 100, note
que esse desvio ja foi observado anteriormente [46]. Para os valores v = 0.1 e 0.25, podemos
observar uma mudanga no expoente « de um valor proximo a 3/2 para 0.5. E parav > 1.0 0

valor de encontrado foi sempre « = 0.5.
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Figura 4.6: Rugosidade de saturagio em fungio do tamanho do sistema obtida a partir das curvas

da evolugdo temporal da rugosidade mostradas na figura

A figuraEO ndo deixa clara a dependéncia de § com o parametro v. Assim, simulagoes
mais cuidadosas, usando sistemas de tamanho L = 10°, foram realizadas. Na figura B
mostramos a evolucdo temporal da rugosidade nessas simulagoes utilizando varios valores

de v. Para valores de v proximos de zero encontramos 3 ~ 3/8 em concordancia com os
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Figura 4.7: Evolugdo temporal da rugosidade no modelo WV generalizado usando vérios valores
de v (indicados nas legendas) em um sistema de tamanho de L = 10°. Em (a)
mostramos as curvas obtidas para valores de v < 2 e em (b) aquelas obtidas para
v > 2. Conforme indica a linha cheia em (a) possui inclinagdo 0.375, as linhas
tracejadas em (a) e (b) possuem inclinagdo 0.28 e as tracejadas-pontilhadas em (b)

possuem inclinagao 0.33.
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resultados da figura {.5(a)] e com aqueles observados para o modelo WV original. Quando
v é aumentado um crossover de  ~ 3/8 para [ ~ 0.28 é observado enquanto para v = 2.0
(figura EEA(b)), encontramos um crossover de § ~ 0.28 para § =~ 0.33. Note que, para
v =4 e 6 encontramos que os expoentes de crescimento no regime inicial parecem depender
de v. Entretanto, acreditamos que essa variacdo no expoente deve-se ao fato que o tempo
de crossover decresce com o parametro v e, além disso, que a mudanca no expoente de
crescimento nao é abrupta. Assim, o expoente de crescimento ¢ medido muito proximo do
tempo de crossover explicando dessa forma essa variagdo [65]. E finalmente, para v > 6
encontramos (8 &~ 0.33 ao longo de toda a simulacdo. Na tabela BT, mostramos um resumo

dos expoentes de crescimento obtidos para as simulagoes da figura Al

v g
0.374 £ 0.005
0.1 0.285 £ 0.030
0.5 0.281 £ 0.008

2 || 0.282 £0.004 — 0.329 £ 0.010
4 || 0.302 £0.004 — 0.334 £ 0.015
6 | 0.319 £0.003 — 0.334 £ 0.016
8 0.335 £ 0.009

Tabela 4.1: Expoentes de crescimento para diferentes valores do parametro v em 1 + 1 dimensdes para
sistemas de tamanho L = 10°. Esses expoentes foram determinados usando uma média determinada a partir

da inclinacao local.

A partir dos resultados das figuras e £ observamos que, para v proximo de zero,
0s expoentes estao muito proximos aos obtidos para a equacao de Mullins-Herring (8 = 3/8
e o = 3/2). Ja os valores # ~ 0.28 e a ~ 0.5 encontrados para valores intermediarios de v
estdo proximos aos da classe de universalidade de Edwards-Wilkinson [I8] onde 8 = 1/4 e
a =1/2. O crossover encontrado de 3 ~ 3/8 para § ~ 1/4, como mencionado anteriormente,
ja foi encontrado em outros trabalhos [59, 62), [63] 64]. Finalmente, os expoentes 5 ~ 0.33 e
a ~ 0.5 estao muito proximos aqueles encontrados para a classe de universalidade Kardar-
Parisi-Zhang (KPZ) onde 8 = 1/3 e @ = 1/2. A regra estocastica utilizada para aceitar a
adicao de uma nova particula ao sitio de crescimento introduz uma recusa de particulas que,

acreditamos ser responsavel pelo aparecimento da classe de universalidade KPZ.

4.4.2 Resultados em 2 + 1 Dimensoes

Na figura mostramos interfaces obtidas em simulagtes sobre substratos bidimen-
sionais. Nessas simulagoes usamos redes de tamanhos lineares L. = 100 e vérios valores do

parametro v. Como nas simulagoes em 141 dimensoes, & medida que o valor de v é aumentado
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Figura 4.8: Interfaces obtidas no modelo WV generalizado. As simulagdes foram realizadas em
sistemas de tamanho linear I = 50 e foram paradas quando a altura média da interface
alcancou h = 10*. Os valores (a) v = 0, (b) 0.5, (c) 2 e (d) 4 foram usados.

a interface fica menos rugosa. Um argumento igual ao proposto em 1+ 1 dimensoes pode ser
usado para explicar esse resultado. Entretanto, é importante notar que, nesse caso, o efeito
do parametro v é mais forte, ou seja, interfaces lisas sdo obtidas para valores v pequenos.
Isso pode ser compreendido facilmente, no caso bidimensional o niimero de ligagdes maximo
é Nmaz = 9, quase duas vezes maior que no caso unidimensional, o que leva a probabilidade

a zero mais rapidamente e conseqiientemente a uma convergéncia mais rapida.

Como pode ser visto na figura B9l & medida que o valor de v ¢ aumentado o valor
da rugosidade decresce para um tempo fixo, como observado em 1 + 1 dimensdes. Note que,

quando usamos v = 2.0 (primeira curva de baixo para cima), a evolugao da rugosidade exibe
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um regime oscilatério para tempos iniciais. Esse regime caracteriza um crescimento inicial da

interface quase que em monocamada por monocamada.
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Figura 4.9: Evolugdo temporal da rugosidade no modelo WV generalizado em 2 + 1 dimensdes.
As simulagoes foram realizadas em sistemas de tamanho linear L = 100. Usamos

varios valores do parametro v (0.0, 0.25, 0.5 e 2.0, de cima para baixo).

Na figura ET0 mostramos a evolucao temporal da rugosidade em sistemas de tamanhos
variados para dois valores do paradmetro v. Note que tanto a rugosidade de saturacao quanto
o tempo de saturacao crescem com L e que essa dependéncia pode ser determinada através da
construcao ilustrada na se¢ao Z31l (pagina ZII). Como pode ser observado da figura ELTO(b),
para tempos iniciais a rugosidade exibe um regime oscilatério, que caracteriza um crescimento
em monocamada por monocamada, uma conseqiiéncia direta do fato que sitios para os quais
uma particula possuiria nimero de ligagoes n = 1 possuem uma baixa probabilidade de
aceitacao do crescimento.

Na figura EETTl mostramos a rugosidade de saturacdo em funcao do tamanho do sis-
tema. Na figura ELTT(a), onde usamos um grafico log-log, podemos ver que a rugosidade de
saturagao cresce com o tamanho do sistema L de acordo com uma lei de poténcia quando v e
L sao pequenos. O expoente da rugosidade obtido usando essa regiao foi a =~ 0.78 (conforme
indicado na figura). Por outro lado, na figura EETTI(b), na qual apresentamos a rugosidade
de saturacdo em um grafico semi-logaritmico, podemos observar que a rugosidade cresce lo-
garitmicamente com L para v > 0.25. Além disso, para v = 2.0 e sistemas de tamanhos
grandes, existe um desvio do comportamento logaritmico para L grande. Esse é o caso no
qual a rugosidade possui um regime de crescimento oscilatério em tempos iniciais (veja, por
exemplo, a figura EI0(b)).

Finalmente, na figura apresentamos simulacoes em sistemas de tamanho linear

L = 500 para varios valores de v. Note que em (a), onde usamos um grafico log-log, a
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Figura 4.10: Evolugio temporal da rugosidade no modelo WV generalizado. As simulagdes foram
realizadas em sistemas de tamanho linear variando de L = 10 a 100 para (a) v = 0.25,
e L =10 a 300 com (b) v = 2.0. Em (b) a rugosidade possui um regime oscilatorio,
que caracteriza um crescimento em monocamada por monocamada, uma conseqiiencia
direta do fato que sitios nos quais particulas com ntdmero de ligacdo n = 1 possuem

uma baixa probabilidade de implementacao do crescimento.
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Figura 4.11: Rugosidade de saturagio em fungio do tamanho do sistema obtida a partir das curvas
da evolugao temporal da rugosidade para valores diferentes de v. Os graficos em (a)
e (b) estdo apenas linearizados de maneiras diferentes (em (a) usamos um grafico

log —log e em (b) semi-logaritmico).

rugosidade cresce nos tempos iniciais segundo uma lei de poténcia quando usamos valores

pequenos do parametro v (valores proximos a zero) e apés um tempo de crossover existe um
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desvio desse comportamento. A medida que v é aumentado o tempo de crossover decresce.
Em (b) mostramos um grafico semi-logaritimico dos mesmos resultados apresentados em (a).
Note que a regidao em cada curva que se desvia do comportamento em lei de poténcia em
(a) aparece linear em (b). Isso indica um crescimento logaritmico da rugosidade no tempo

esperado para a classe de universalidade EW em 2 4 1 dimensdes.
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Figura 4.12: Evolugdo temporal da rugosidade obtida para varios valores de v (0.0, 0.1, 0.5, 1.0
e 2.0) usando sistemas de tamanho linear L = 500. O mesmo procedimento de

linearizagao da figura EETT] foi adotado nessa figura.

Usando os resultados apresentados nas figuras EETT] e ET21 podemos concluir que o
modelo generalizado apresenta um comportamento pertencente a classe de universalidade de
VLDS para valores de v baixos em tempos curtos (5 ~ 0.22 e a = 0.78). Para valores de v
baixos e tempos longos e para valores intermedidrios de v ele apresenta um comportamento
pertencente a classe de EW, onde tanto a rugosidade quanto a rugosidade de saturacao escalam
logaritmicamente com o tempo e o tamanho do sistema, respectivamente. No caso da curva
para v = 2, um pequeno desvio do regime de crescimento logaritmico pode ser observado para
tempos longos. Esse desvio indica que pode haver outra classe de universalidade dominante
assintoticamente. Uma vez que a regra probabilistica introduz uma recusa de particulas essa

outra classe pode ser a de KPZ conforme ja observado nas simulacées em 1+ 1 dimensdes.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo estudamos uma generalizacao do modelo de Wolf-Villain (WV). Neste
modelo, um sitio escolhido de acordo com as regras de evolugao do modelo WV recebe uma

particula com probabilidade proporcional a poténcia v do numero de ligagoes. Simulacoes
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em 1 + 1 dimensoes com valores do parametro v préximos de zero, as interfaces apresentam
uma formacao de platos separados por degraus pronunciados — uma assinatura de modelos
de crescimento de interfaces com difusao de particulas. Interfaces mais lisas (sem grandes
flutuagoes) sao obtidas para valores maiores de v, como uma conseqiiéncia do fato que as
probabilidades de crescimento de sitios com niimero de ligagdes maior serem privilegiados. Em
1+1 dimensoes encontramos um regime regido pela classe de universalidade de Mullins-Hering
(MH) com um crossover para a de Edwards-Wilkinson (EW) para valores pequenos de v (<
0.5). Para valores altos de v a classe de universalidade assintética ¢ a de Kardar-Parisi-Zhang
(KPZ), uma conseqiiéncia da recusa de particulas introduzida pela regra estocastica. Em 2+1
dimensodes, o parametro v possui um efeito de suavizagao da interface semelhante ao observado
em 1+ 1 dimensoes. Entretanto, para valores de v préximos a zero, encontramos um regime
inicial pertencente & classe de universalidade de Villain-Lai-Das Sarma com um crossover para
a classe de universalidade de EW. Para v < 2 encontramos um regime pertencente a classe
de universalidade EW com um pequeno desvio para sistemas grandes. Esse desvio indica
que pode haver outra classe de universalidade dominante. Uma vez que a regra probabilistica

introduz uma recusa de particulas essa outra classe deve ser a de KPZ como em 141 dimensoes.



Capitulo 5

Teoria de Escala em Sistemas com

Simetria Radial

5.1 Introducao

Muitos fendmenos naturais exibem crescimento com simetria radial. Como exemplo,
podemos citar o crescimento de varios tipos de tumores [66, 67, 68] e experimentos com
meios granulares em uma célula de Hele-Shaw [69, [[0]. Um modelo proposto para estudar
a dinamica de crescimento de células é aquele proposto por Eden [I]. Ele é baseado em
uma regra estocédstica na qual a cada passo de tempo apenas os sitios vazios na interface do
agregado podem crescer. A motivagao inicial para esse modelo foi o crescimento de tumores.
A justificativa, embora extremamente simplificada, representa a divisao celular concentrada
nas camadas mais externas dos tumores [72]. Trés versdes do modelo de Eden foram muito
estudadas [7, B]. Na versdo denominada Eden A, um sitio vazio na interface do agregado é
escolhido ao acaso e ocupado. Na versdo Eden B, um sitio da periferia é escolhido e em seguida
um de seus vizinhos vazios é sorteado com igual chance e ocupado. Finalmente, na versao
Eden C, as ligacOes entre sitios vazios e ocupados sao escolhidas ao acaso e o sitio vazio dessa
ligacdo é ocupado. As condigoes iniciais, normalmente utilizadas, sdo uma superficie lisa ou
uma dnica particula na origem. Para o crescimento a partir de uma superficie lisa foi verificado
que o modelo de Eden pertence & classe de universalidade KPZ [8, B2, [(3]. Entretanto,
para o crescimento a partir de uma semente, os agregados sao influenciados fortemente pela
anisotropia da rede [74] [75]. Além disso, quando essa condigdo inicial é usada, os agregados
obtidos possuem uma simetria radial com a interface irregular e foi demonstrado que o nimero

de sitios da interface Ny cresce com N, o numero de particulas do agregado, como

Ny ~ N°. (5.1)

74
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Leyvraz [76] encontrou que § = (d — 1)/d, em que d é dimensdo do espago de imersdo do
agregado. Portanto, a interface ndo possui um tamanho definido e, conseqiientemente, a ru-
gosidade nao alcanga o regime de saturagdo observado no caso do crescimento a partir de
uma superficie. Wang et al. [7, [78], usando o centro de massa da interface do agregado para
determinar a rugosidade, encontraram um expoente de crescimento § = 0.396 para o modelo
de Eden fora da rede (usando uma regra equivalente a versdo C). Embora os autores tenham
afirmado que esse expoente estd proximo da classe de universalidade KPZ, esse valor é consi-
deravelmente maior que 1/3 (cerca de 20% maior). Na verdade, esse valor est4 mais proximo
da classe de universalidade Mullins-Herring (MH) para a qual § = 3/8. Uma aplica¢do im-
portante de leis de escala para determinacdo da classe de universalidade em sistemas com
simetria radial foi feita em um trabalho recente por Bru et al. [66]. Nesse trabalho, usando o
centro de massa do agregado para determinar a rugosidade, foi encontrado que o crescimento
de varios tipos de tumores pertence a classe de universalidade MH. Esse resultado possui um
impacto significante pois revela uma dindmica universal no crescimento de tumores.
Entretanto, como iremos discutir neste capitulo, existe uma armadilha associada as
estratégias de calculo da rugosidade que podem resultar em conclusées incorretas acerca do
expoente de crescimento e, conseqiientemente, da classe de universalidade do fenémeno inves-
tigado [23]. Essa discusséo é feita através do estudo da evolugao da interface de modelos com

simetria radial com énfase no modelo de Eden fora da rede.

5.2 O modelo de Eden Fora da Rede

As simulacoes do modelo de Eden fora da rede foram feitas com condicao inicial dada
por uma particula ou célula (uma semente) na origem do sistema. As particulas sdo repre-
sentadas por discos de didmetro a. A evolugao se d& de acordo com as mesmas regras usadas
por Wang et al. [1]:

e Uma célula é escolhida ao acaso em uma lista das células ativas (figura BI(a)). Uma
célula é considerada ativa quando uma nova célula adjacente a ela pode ser adicionada

ao agregado sem que ocorra sobreposi¢ao com outras.

e Uma vez escolhida uma célula ativa (figura BEII(b)), as regides adjacentes a ela, onde nao
ocorre sobreposicao entre a nova célula e as outras existentes, sao identificadas. Uma
nova célula é adicionada em uma direcao escolhida aleatoriamente dentro das regioes
permitidas (figura B1)(c)).

e Caso a célula ativa passe a ndo ter nenhuma regido de crescimento, ela é retirada da

lista e denominada como célula inativa (figura BETl(c)).
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Na figura BTl mostramos uma ilustragio das regras de evolugio por meio de dois crescimentos
independentes. No primeiro, a célula ativa (1) escolhida possui uma regiao adjacente onde
uma nova célula pode ser adicionada sem que ocorra a sobreposicao com outras e no segundo,

a célula ativa (2) ndo possui essa regiao.

Figura 5.1: Tlustragdo das regras de crescimento do modelo de Eden fora da rede. A semente ¢

destacada em azul, as células ativas em vermelho e as inativas em preto. (a) Dois
exemplos de células ativas selecionadas para crescer (a particula 1 possui uma regiao
adjacente na qual uma nova pode ser adicionada e a 2 nao possui). (b) A regido
adjacente & célula 1 onde uma nova pode ser adiciona é destacada. (c) Uma nova
célula é adicionada em uma dire¢ao aleatéria dentro da regido destacada em (a) e a

célula 2 é adicionada a lista de inativas (elas aparecem destacadas por uma seta).

Uma estrutura obtida usando esse procedimento ¢ mostrada na figura 2(a). A estru-
tura é compacta e possui densidade média p = 0.648 £+ 0.002, proxima da estimada por Wang
et al. (p = 0.6500 £ 0.0008) [

Dado o interesse restrito a evolucao da interface das estruturas, introduzimos uma
otimizacao que exclui todas as células dentro de um raio r. da lista de células ativas de
maneira a evitar o sorteio de células ativas no interior do agregado (figura E2(b)). Para
evitar que células ativas da interface sejam rotuladas como inativas, usamos a otimizac¢ao
apenas quando o raio médio do agregado 7 ultrapassa o valor ¥ > 100a e, além disso, o
valor r. = 0.87 foi usado. Esse procedimento restringe o crescimento as células préximas da
interface do agregado (figuraE2(d)) Na figural2(c), mostramos uma estrutura obtida usando
o algoritmo otimizado. Para obter essa estrutura usamos r. = 0.97 e ¥ > 30a, pois ela possui
um raio igual a &~ 60a. A densidade média obtida para esses padrdes foi p = 0.633 + 0.001,
um valor um pouco menor que o encontrado por Wang et al..

A determinacao das células pertencentes & interface do agregado é feita em trés passos.
Inicialmente, mapeamos o agregado em uma rede quadrada aproximando suas coordenadas

para os inteiros mais proximos (figura BE3l(a)). Em seguida, determinamos os sitios da rede
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Figura 5.2: Agregados do modelo de Eden obtidos (a) sem e (c) com otimizagio e as corres-

pondentes células ativas em (b) e (d), respectivamente. As estruturas possuem 6000

particulas cada uma. As particulas da interface sao representadas por discos cheios.

Nos padroes (c) e (d) a otimizagao foi usada para r. = 0.97 e 7 > 30a.

pertencentes a regido externa ao agregado (figura B3|(b), regido em cinza) delimitada a uma

regiao definida pelas coordenadas Tmin, Tmaz, Ymin € Ymaz d0s extremos do agregado com

uma tolerancia § = 5a. Finalmente, os sitios da borda sdao aqueles pertencentes ao agregado

na interface da regido destacada em cinza (figura B3l(c)).
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(a) (b) (c)

Figura 5.3: Tlustragdo do método utilizado para determinar a borda das estruturas: (a) agregado

na rede, (b) defini¢cdo da regido externa do agregado (em cinza) e (c) agregado na

rede com a borda destacada com quadrados cheios.

5.3 Interface dos Agregados e Flutuagoes dos Centros de Massa

Usamos quatro métodos diferentes para definir o valor da distancia r; que designa a
posicao da ¢-ésima particula pertencente a borda do agregado para determinar a rugosidade.

A rugosidade é definida em termos desse conjunto de distancias {r;} como

2

1 &
w((r)) = FZ(”_W)? ; (5.2)
S =1

em que (r) = > r;/Ng é o valor médio e Ns ¢ o numero de elementos do conjunto {r;}.
Inicialmente, discutiremos trés dos quatro métodos que diferem nas defini¢bes das origens

usadas para medir as distancias {r; }:

e Método do centro de massa da borda — r; & a distancia da i-ésima particula pertencente

a interface ao centro de massa (CM) da borda.

e Método do centro de massa da estrutura — o centro de massa de todas as particulas do

agregado é usado no lugar do centro de massa da borda.

e Método da semente — a distancia do centro de massa é trocada pela distancia & semente

inicial.

J4 que a dindmica do modelo ocorre essencialmente na borda, podemos fazer uma analogia
com o modelo de Eden crescido em uma superficie lisa e considerar o tempo proporcional ao
numero de particulas da periferia ou, equivalentemente, ao raio médio do agregado 7, definido
como 7 = \/(N/7m). Dessa forma, o expoente de crescimento sera obtido a partir do grafico

da rugosidade em func¢ao do raio médio.
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Na figura B4l mostramos a evolucdo da rugosidade de interfaces usando os trés métodos.
Para os métodos do centro de massa da borda e da semente (figura B4(b)) é evidente a
diferencga entre os expoentes das leis de poténcia. Os expoentes encontrados foram Bops =
0.404 4+ 0.013 e By = 0.333 £ 0.010, respectivamente. A estimativa dos erros foi feita usando
as flutuagoes das inclinagoes locais em torno do valor médio (figura E4b). O valor de S
concorda com o obtido por Wang et al. [77], § = 0.396, enquanto o valor de [y estd muito
proximo do valor referente a classe de universalidade KPZ (8xpz = 1/3). No detalhe da
figura B24(b), mostramos a razao entre a rugosidade avaliada usando o centro de massa da
estrutura inteira e os outros dois métodos, ou seja, I' = wi,,/wo e I' = w§y, /wen. Como
pode ser visto, o expoente de crescimento fornecido pelo método do centro de massa do
agregado converge assintoticamente para o mesmo valor obtido com o método da semente.
Isso indica que, para agregados assintoticamente grandes, o expoente de crescimento referente
ao método do centro de massa da estrutura converge para 1/3. Entretanto, é importante
observar que essa convergéncia é lenta. O resultado obtido com o método da semente confirma,
pela primeira vez, que agregados radiais obtidos pelo modelo de Eden fora da rede pertencem
a classe de universalidade KPZ. E importante mencionar, que a diferenca observada entre 3y e
Boar, bem como a convergéncia lenta encontrada no método do centro de massa do agregado

podem levar a conclusdes equivocadas a cerca da classe de universalidade do sistema estudado.
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Figura 5.4: (a) Evolugdo da rugosidade calculada com os métodos do centro de massa da borda
(wenr) e do centro de massa do agregado (w¢y,) e da semente (wp). As linhas retas
correspondem aos ajustes obtidos na regido 7 > 10%a. (b) Inclinacio local (o expoente
de crescimento local) como fung¢do do raio médio do agregado. As linhas horizontais

1,2 WEM

representam as inclinagées 3 e . No destaque mostramos as razoes I' = Py

p
A w 2 . ~
(triangulos) e I' = =M (circulos). Nessas simulagoes foram usadas 10® amostras.
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A diferenca observada entre os métodos pode ser compreendida através da andlise da
evolugao dos centros de massa da borda e da estrutura. Na figura BBl mostramos trés estagios
de trajetorias tipicas dos centros de massa obtidos ao longo de uma simulagdo. A caminhada é
definida em termos do deslocamento do centro de massa quando o raio de giracao do agregado
aumenta por um didmetro das particulas. Como pode ser visto da figura B3] a escala no caso
do CM da borda ¢é 10 vezes a escala do CM da estrutura. Quando o centro de massa da borda
¢ adotado, a regidao de deslocamento ao redor da semente cresce rapidamente. Entretanto, o
deslocamento do centro de massa do agregado percorre uma regiao de tamanho igual a poucos
diametros das particulas e a trajetoria observada possui uma dimensao fractal pequena. A
trajetoria do centro de massa da borda é mais compacta que a do agregado. Além disso,
como pode ser visto na figura L8l as distancias dos centros de massa em relagdo & semente
inicial tanto para o centro de massa da borda quanto para o do agregado, crescem como leis
de poténcia do raio médio do agregado Rcpr ~ 77 para 7 > 200a. Usando novamente a
inclinagao local encontramos v, = 0.45 + 0.04 e v, = 0.24 4+ 0.05 para os centros de massa
da borda e do agregado, respectivamente. Note que, quando o centro de massa da borda
¢ usado, a amplitude do seu deslocamento em relacdo & semente cresce mais rapido que a
largura da interface. Assim, as flutuacoes do centro de massa da borda levam a um expoente
de crescimento Bops > Po. Entretanto, quando o centro de massa do agregado é usado o

expoente de crescimento converge para 3y como mostrado no destaque da figura E4I(b), pois

suas flutuagoes crescem mais lentamente que as flutuagoes (largura) da interface e, portanto,

(a) (b)
Figura 5.5: Trajetérias tipicas dos centros de massa (a) da estrutura e (b) da borda. As cores

correspondem a 342 (preto), 684 (vermelho) e 1024 (azul) passos.
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tornam-se despreziveis no limite assintético. Portanto, esses resultados deixam claro porque
os expoentes de crescimento obtidos para os métodos do centro de massa da borda e da
semente sao diferentes e, também, porque o expoente obtido no método do centro de massa

do agregado converge lentamente para 1/3.

T T T

10+

RCM

UM ]

Ll | |

10° 10" - 169 10°

Figura 5.6: Deslocamento médio dos centros de massa da borda (o) e do agregado (+) em relagio

a semente.

No quarto método utilizado para determinar a rugosidade, denominado método dos
setores, a interface é dividida em k setores de mesma separagdo angular e a rugosidade é

definida como a média das rugosidades obtidas para cada setor, ou seja,

1 k
w= Zwi. (5.3)
=1

A rugosidade w; dentro do setor i é avaliada usando as distancias em relagdo & semente
conforme ilustrado na figura B71

Na figura mostramos a razao entre a rugosidade obtida usando o método dos
setores e os métodos da semente e do centro de massa da borda, ou seja, wi/wy e wg/wenr.
Note que, quando a interface ¢ dividida em um ntmero pequeno de setores, o expoente
de crescimento converge rapidamente para [y. Entretanto, quando um nimero grande de
setores ¢ usado, um transiente inicial com o expoente proximo a [Bcop € observado mas,
esperamos que esse expoente convergird para [y no limite assintético como observado para
valores intermediarios de k para os quais podemos observar um crossover do expoente SBo s
para (y. Assim, podemos observar que a classe de universalidade KPZ emerge das flutuacoes
grandes da interface, enquanto as flutuacoes do centro de massa da borda estdo diretamente

relacionadas as flutuacoes pequenas da interface.
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Figura 5.7: Tlustragio do método dos setores. Na figura sdo indicados os semi-circulos de raios

71 determinados para trés setores.
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Figura 5.8: Razido entre as rugosidades obtidas usando diferentes métodos: (a) wx/wo e (b)

wi /wen. Os nimeros de setores usados estdo indicados na legenda da figura (b).

5.4 Modelos de crescimento na rede quadrada

Para corroborar os resultados obtidos com o modelo de Eden fora da rede, estudamos

trés regras distintas para o crescimento de agregados na rede quadrada. Esses modelos foram
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construidos de maneira a evitar os efeitos indesejados da anisotropia imposta pela rede. Neles,
particulas sdo lancadas de pontos internos do agregado e seguem trajetdrias balisticas até
encontrarem um sitio vazio na periferia do agregado. Em todas as versdes, as simulagoes
comecam com um sitio ocupado no centro da rede e as regras de crescimento sao descritas a

seguir:

e Modelo I — as particulas sdo langadas da semente do agregado em direcoes aleatorias.
Elas seguem trajetorias balisticas até encontrarem o primeiro sitio vazio na periferia do

agregado, onde fixam-se irreversivelmente (figura BE9(a)).

e Modelo IT — as particulas sao lancadas em direcdes aleatérias partindo de pontos internos

ao agregado escolhidos ao acaso (figura BE9(b)).

e Modelo IIT — a mesma regra do modelo II, mas em adig¢ao, para cada particula que se
fixa irreversivelmente ao sitio vazio uma outra é adicionada em uma posicao radialmente

oposta a ela com probabilidade p (figura BE9(c)).

@ (b)

Figura 5.9: Tlustragdo das regras de crescimento de agregados radiais na rede quadrada: modelos
(a) I, (b) IT e (c) III.

Os expoentes de crescimento obtidos usando essas trés versoes sao apresentados na
tabela BE2Il Como pode ser visto, independentemente do modelo, o expoente (o possui
sempre um valor proximo a 2/5 enquanto o expoente 3y possui um valor para o modelo I que
é claramente diferente dos demais.

O modelo III permite controlar as flutuacoes do centro de massa da borda e, con-
seqiientemente, verificar sua influéncia sobre os expoentes de crescimento. Na figura BT,
mostramos as rugosidades wg e weyy, a distancia Ropy e a razdo weps/wo como fungdes do
tempo usando p = 0.9. Note que a mudanga no comportamento da rugosidade we s aparece
quando as flutuagdes do centro de massa aproximam-se do valor da rugosidade obtida atra-
vés do método da semente. Isto evidencia que o crossover é induzido pelo crescimento das

flutuagoes do centro de massa.
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Modelo Bo Bem
I 0.284 +£0.009 0.38 +0.02
IT 0.209 £+ 0.006 0.40 £+ 0.05
11 (p = 0.75) 0.217 £0.007 0.40 = 0.04
I (p=0.9 0.213+0.009 0.39 £+ 0.04

Tabela 5.1: Expoentes de crescimento obtido para os trés modelos estudados na rede quadrada.
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Figura 5.10: Evolugio da rugosidade de interfaces obtidas usando o modelo III com p = 0.9. As

médias foram feitas sobre 140 amostras.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo, estudamos as propriedades de escala de interfaces com simetria radial
utilizando o modelo de crescimento de Eden fora da rede e por trés modelos na rede qua-
drada. Nessa anélise mostramos que existe uma armadilha na determinacao das classes de
universalidade utilizando os métodos dos centros de massa da estrutura e da borda. De fato,
mostramos que o expoente de crescimento depende da estratégia adotada para medir a rugosi-
dade da interface. Para o caso particular dos agregados obtidos usando o modelo de Eden fora
da rede, encontramos o expoente 3 ~ 1/3 somente quando adotamos o método da semente
para avaliar a rugosidade da interface. Embora esse valor seja esperado devido ao consenso
que o modelo de Eden pertence a classe de universalidade KPZ, essa é a primeira vez que ele é
obtido para estruturas com simetria radial. Por outro lado, quando usamos o centro de massa
da borda como origem, encontramos B¢y = 0.404+0.013, um valor muito proximo de 2/5, em

concordancia muito boa com o valor de [ relatado previamente na literatura [7, [[8]. Além
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disso, mostramos que, quando a rugosidade da interface é medida em relagao ao centro de
massa do padrao, o valor do expoente de crescimento apresenta uma convergéncia lenta para
1/3. Esses comportamentos aparecem como conseqiiéncia do crescimento das flutuacoes dos
centros de massa. Em particular, no caso do centro de massa da borda, as flutuagoes crescem
mais rapidamente que as flutuacdes da interface. Mostramos também que os expoentes [y e
Bom podem ser associados aos comprimentos de onda grande e pequeno das flutuagoes da in-
terface, respectivamente. Esses resultados foram confirmados por trés modelos construidos na
rede quadrada. Finalmente, é importante mencionar que o expoente de crescimento foi usado
recentemente para determinar a classe de universalidade, que contém informagoes acerca dos
processos envolvidos na dindmica dos sistemas, em trabalhos publicados em periédicos cienti-
ficos de grande relevancia [67, [66 68] sem a verificacdo da existéncia das armadilhas mostradas
nesse capitulo. Especificamente, os autores desses trabalho usaram o método do centro de
massa do agregado celular e seus resultados sugerem que essa dindmica pertence & classe de
universalidade MH. Entretanto, como mostramos nesse capitulo, com esse método o expoente

de crescimento converge lentamente para o valor assintotico.
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Modelos de Agregacao de Particulas
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Capitulo 6

Transicao Morfolbégica entre os
Modelos DLA e BA

6.1 Introducao

Processos de crescimento que ocorrem por agregacao de particulas (unidades funda-
mentais) sao facilmente encontrados na natureza. Podemos citar como exemplos eletrodepo-
si¢ao [T], crescimento de colonias de bactérias [3], crescimento de tumores [79, 80, K1, dentre
outros. As estruturas encontradas em tais processos variam de compactas com contornos com
propriedades de escala nao triviais, a estruturas ramificadas que apresentam a propriedade de

auto-similaridade estatistica.

A formacao de padroes em processos fora do equilibrio € um problema intensivamente
estudado em fisica estatistica [7, B, @]. Em particular, o modelo de agregagao limitada por
difusdo (DLA) [I0] atraiu grande interesse nas ultimas décadas. Apesar de sua regra de
evolugao ser extremamente simples, o modelo DLA gera estruturas fractais com propriedades
de escala nao triviais. Este modelo esta relacionado a varios fendmenos fisicos e biolégicos,
tais como eletrodeposicao [, dedos viscosos [2], crescimento de colonias de bactérias [3] e
formacao de neurdnios [4].

No modelo DLA original, particulas liberadas em pontos distantes do agregado reali-
zam caminhadas aleatérias até encontrarem um sitio vizinho do agregado onde se ancoram
irreversivelmente. Quando, no lugar da caminhada aleatéria, usamos um trajetoria retilinea
(balistica) com a dire¢do escolhida aleatoriamente no momento do langamento, obtemos o
modelo de agregacao balistica (BA) [33]. Diferentemente do DLA, o modelo BA gera estru-
turas homogéneas, que nao sao fractais, que exibem propriedades de escala ndo triviais no

comportamento da densidade [§], B4].

Neste capitulo, estamos interessados na generalizagao do modelo DLA na qual as par-
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ticulas seguem caminhadas aleatérias com tendéncia [82) B3, R4l 85, 86l 87]. Como veremos
na segao seguinte, as caminhadas que estudaremos sdo aleatérias com dimensao igual a 2 em
escalas de comprimentos pequenas. Entretanto, em escalas grandes, a tendéncia torna-se do-
minante e a dimensao da caminhada ¢ igual a 1 (figuraE4l(a)). Portanto, agregados obtidos a
partir desses modelos comportam-se como o modelo DLA em tamanhos pequenos e em largas
escalas como estruturas homogéneas como as observadas no modelo BA. Assim, a massa de
um agregado de tamanho ¢ é dada pela relagao

M(0) = (% f <§> (6.1)

com f(z) ~ constante se x < 1e f(z) ~ 2%% caso contrario. Nessa equacio, d ¢ a dimensio
do espaco de imersao, dy ¢ a dimensdo fractal do DLA e £ o tamanho caracteristico do ponto
de crossover entre os regimes de escala do DLA e BA.

Neste capitulo, apresentamos um trabalho desenvolvido para investigar a transigcao
morfologica entre os modelos DLA e BA [24]. A caminhada no modelo é realizada com uma
tendéncia controlada por um parametro A\ (pertencente ao intervalo (0,1)), que assume os
valores A = 0 e 1 para os modelos de agregagdo balistica e limitada por difusdo, respectiva-

mente.

6.2 Agregacao de Particulas com Tendéncia nas Caminhadas

Em muitos processos de crescimento naturais a agregacao pode ocorrer na presenca de
um campo que gera uma tendéncia na trajetéria das particulas. Se esse campo é uniforme
e possui uma intensidade muito grande as particulas seguem uma trajetéria balistica, mas
quando a intensidade é reduzida, a caminhada pode ser representada por uma caminhada
aleatéria com uma tendéncia na direcao do campo. Para analisar a estrutura dos agregados
obtidos nessa situagdo, Meakin [82] propds um modelo de agregagdo no qual as particulas
seguem caminhadas aleatérias com tendéncia em uma direcdo fixa. Nessas caminhadas, o
caminhante executa um passo na dire¢ao da tendéncia (por exemplo, para a esquerda) com
probabilidade p e em qualquer dire¢do (incluindo a da tendéncia) com probabilidade 1 — p.
Note que, quando p = 1 a particula executa passos apenas na direcao da tendéncia e o modelo
de deposi¢do balistica é recuperado. A figura ilustra as regras de evolucdo do modelo
de Meakin. As particulas sdo lancadas, uma de cada vez, sobre uma linha a uma distancia
Tmaz + 5 da semente (& direita do padrao). As particulas realizam caminhadas aleatorias com
tendéncia (no caso da ilustracao com uma tendéncia para a esquerda) até alcangarem um sitio
adjacente ao padrao ou serem descartadas quando alcan¢am um circulo de descarte (de raio
2R naz), ou alcangar uma linha de descarte a esquerda da estrutura (a uma distancia 10/p da

semente).
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Direcdo da tendéncia

-10.0/p

Figura 6.1: Tlustragdo do modelo de crescimento de agregados com caminhadas anisotrépicas.
Nessa ilustragao, mostramos trés caminhadas nas quais uma delas é bem sucedida
(caminhada do meio) e nas outras duas os caminhantes sao descartados, um deles
ao alcancar a linha de descarte apos o agregado (caminhada de cima) e o outro é

descartado ao alcancar um circulo de descarte.

Como pode ser visto na figura [£2 as estruturas obtidas usando o algoritmo de Meakin
possuem uma forma de “leque”. Além disso, a densidade interna da estrutura cresce com a
probabilidade p. Meakin observou uma transi¢do de estruturas semelhantes aquelas obtidas
no modelo DLA em escalas pequenas para estruturas semelhantes aquelas do BA em escalas

grandes, com a dimensao fractal variando de dy ~ 5/3 para = 2, respectivamente.

Outro modelo que usa caminhadas com tendéncia foi proposto por Natagani [85]. Neste
modelo, a condi¢do inicial € dada por uma semente central e a tendéncia é radial. As particulas
sao lancadas sobre um circulo de raio r,,4; + 5 e realizam caminhadas aleatérias nas quais um
passo é executado na direcao da tendéncia com probabilidade p ou em qualquer direcdo com

probabilidade 1 — p. A tendéncia radial pode ser imposta na dire¢ao da semente ou para fora
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dela e sao denominadas positiva e negativa, respectivamente.

Nas figuras (a)-(d) mostramos estruturas obtidas usando o algoritmo de Natagani
com uma tendéncia positiva e diferentes valores de p. Como pode ser visto, a medida que p
¢ aumentado, os padroes variam de estruturas semelhantes aquelas obtidas no modelo DLA
a estruturas homogéneas como as do BA. Nas figuras [E3l(e)-(h), mostramos padroes obtidos
utilizando uma tendéncia negativa e diferentes valores de p. Nesse caso as estruturas sio
semelhantes aquelas do DLA para p ~ 0 e & medida que p é aumentado as estruturas exi-
bem formas com maior excentricidade. Além disso, Natagani observou que, para tendéncias
positivas, as estruturas obtidas exibem uma transicao semelhante aquela obtida no modelo
de Meakin, com dimensées fractais dy ~ 5/3 e 2, respectivamente. Para uma tendéncia ne-
gativa as estruturas exibem uma transicao de padroes semelhantes aos do DLA em escalas
pequenas para padroes excéntrico em escalas grandes, com dimensoes fractais dy ~ 5/3 e 1,

respectivamente.

(e) (f) (e) (h)
Figura 6.3: Estruturas obtidas usando o algoritmo de Natagani. Usamos uma tendéncia radial
para dentro em (a)-(d), com p = 0.0001, 0.0005, 0.0025 e 0.0125, respectivamente. E
uma tendéncia radial para fora em (e)-(h), com p = 0.0001, 0.0005, 0.0025 e 0.0125,

respectivamente. As setas em (f)-(h) indicam a semente do agregado

6.3 Modelo de Agregacao de Caminhantes com Tendéncias Ale-
atorias
Nesta se¢ao iremos descrever as regras de evolugao do modelo de agregacao usado para

estudar a transi¢do morfologica entre os modelos DLA e BA. Como nos modelos DLA e BA

originais, a condi¢ao inicial é definida por uma semente localizada na origem do sistema.
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A cada instante particulas sdo liberadas, uma de cada vez, sobre um circulo distante do
agregado. A distancia entre a origem e o circulo de langamento é denotada por r,. Cada
particula executa uma caminhada com tendéncia em uma direcdo escolhida ao acaso definida

por

Tpt1 = Tpn + cos(¢p + N0y,) (6.2a)
Yn+1 = Yn + sen(¢ + A0,,), (6.2b)

em que (Zp,y,) sao as coordenadas da particula no n-ésimo passo da caminhada, ¢ é um
angulo aleatorio que define a dire¢do da tendéncia escolhido no inicio da caminhada, 6, é uma
direcdo aleatoria escolhida a cada passo da caminhada. Os valores de ¢ e 6, pertencem ao
intervalo [—m,w]. Nesse modelo, o parametro A controla a aleatoriedade associada a cami-
nhada. Em particular, quando A = 1 a caminhada é puramente aleatéria e quando A = 0 ela
é retilinea, recuperando os modelos DLA e BA, respectivamente. Na figura mostramos
duas caminhadas geradas com os parametros A = 0.95 e 1.0. Como nos modelos originais, o
crescimento do agregado ocorre quando uma particula visita um sitio da vizinhanca do agre-
gado, no qual ela se ancora permanentemente. Quando a distdncia entre o caminhante e a
origem excede um valor rp, muito maior que o tamanho do agregado, ela é excluida e uma
outra é liberada no circulo de lancamento.

Os valores de 1y e 1, devem ser tdo grandes quanto possivel, mas limitacoes computaci-

onais restringem tais valores. Como usualmente é feito, definimos 7y = rpa0 + 70 €M qUe T'as

(a) (b)
Figura 6.4: Caminhadas com tendéncia: em (a) usamos A = 0.95 e em (b) A = 1.0. Como
pode ser visto no destaque a caminhada em pequenas escalas comporta-se como uma

caminhada aleatéria.
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¢ a maior distancia de uma particula pertencente ao agregado a origem. Para o modelo DLA,
ro € tipicamente entre 5 e 10 unidades de rede [, [7]. Entretanto, para o modelo BA, ry ne-
cessita ser muito maior para minimizar os efeitos de sombra que geram instabilidades |88, 8.
Na figura mostramos o efeito de sombras sobre agregados usando como condigoes iniciais

uma semente e uma linha de particulas. Em ambos os casos é evidente a formacao de um

ramo muito maior que os demais.

O primeiro passo desse trabalho foi determinar quais os valores adequados para os
parametros g e 7. Os testes sugerem que os padrdes se tornam poucos sensiveis a variacoes
de 7o quando ry > 300, em concordancia com os valores adotados por Kim [87] em um modelo
de deposi¢do no qual a caminhada das particulas tem tendéncia. Assim, adotamos rg = 400 em
todas simulagoes. O valor do raio 7, usual para gerar agregados grandes no modelo DLA é de
10 a 100 vezes que o raio de langamento, enquanto no modelo BA apenas algumas unidades de
rede maior que rg sdo necessarias. Entretanto, devido a tendéncia nas caminhadas, podemos

usar um valor intermediédrio. Assim, adotamos rp = 2rm,q: + 7o, estratégia também adotada

por Kim [R7].

Na tabela apresentamos um resumo dos parametros, bem como seus significados,

utilizados neste modelo de agregacao.

(a) (b)
Figura 6.5: Padrdes obtidos nos modelos de (a) agregagio e (b) deposi¢io balistica com ro =
ho = 100. A estrutura em (b) foi obtida por meio do modelo de deposigdo balistica

com as diregoes das trajetorias das particulas escolhidas aleatoriamente no intervalo
[—7/2,7/2].
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significado | parametro

raio do agregado T'maz
raio de lancamento i)
raio de descarte Tk
angulo da tendéncia ¢
angulo aleatdrio no n-ésimo passo 0
parametro que controla a aleatoriedade A
tamanho do salto Ts
direcao do salto s

Tabela 6.1: Um breve resumo dos parametros do modelo apresentado nesse capitulo.

6.4 Caminhada e Otimizacao

Para analisar a transi¢do entre DLA e BA foi necessario simular agregados de larga
escala em redes de até 10 x 10% sitios. A simulacdo em larga escala no modelo DLA s6
¢ possivel com as estratégias de otimizagdo como as descritas na secdo EE2ZT1 Entretanto,
aquelas estratégias nao podem ser usadas aqui, pois a distribui¢do de particulas que passam
sobre um circulo de raio r ndo é homogénea como no caso da caminhada aleatoria. Como o
tempo computacional necessario em simulagoes de larga escala sem otimizagoes é proibitivo,
um algoritmo mais eficiente deve ser construido. Na figura .6l mostramos 50 caminhadas com
A=0.3,0.5,0.7e0.9. Como pode ser visto, as trajetorias sdo aproximadamente limitadas por
uma abertura angular limitada com concentragao de particulas na regido central. A abertura

angular aumenta com o valor de A. Na figura 7] mostramos as fungoes de distribuigio dos

Figura 6.6: Ilustragio da distribuigio angular de caminhadas aleatérias com tendéncia na diregio
¢ = 0. 50 particulas foram liberadas da mesma posi¢ao com A = 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9,

em (a), (b), (c) e (d), respectivamente.
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Figura 6.7: Distribuigio angular de caminhantes com uma tendéncia na diregio ¢ = 0 e os ajustes
gaussianos correspondentes. As curvas correspondem a A = 0.99 e r = 200 (quadra-
dos), A =0.99 e r = 1000 (triangulos), e A = 0.90 e » = 200 (circulos).

angulos de saida, ou seja, 4ngulos nos quais os caminhantes cruzam circulos de raio r. Nela
mostramos casos nos quais usamos circulos de raios » = 200 e 1000, com A = 0.99, e um
circulo de raio r = 200, com XA = 0.9. As linha sélidas s@o ajustes usando fun¢oes gaussianas
centradas em ¢, a direcio da tendéncia. E importante mencionar que para A — 1 er — 0
sao necessirias amostragem mais cuidadosa e a qualidade do ajuste gaussiano piora. Logo,
os demais conjuntos usados em nossas simulagoes (exceto quando A = 0.995) fornecem curvas
com ajustes melhores que os mostrados nesta figura.

Usando o fato que o angulo de saida dos caminhantes é bem ajustado por uma dis-
tribuicdo gaussiana, podemos generalizar a estratégia de executar saltos longos quando o
caminhante estd longe do agregado. Assim, o seguinte procedimento foi adotado: se a dis-
tancia 7; entre o caminhante e o centro da rede for maior que 7,4 + 0 com & > 200, o
caminhante executa um salto de tamanho definido. Usamos dois tamanhos para os saltos:
rs = 200, quando o caminhante se encontra dentro da regiao em que sua distancia ao agregado
é maior que 200 e menor que 1000; e r; = 1000, quando sua distancia for maior que 1000. A
direcao do salto, denominada ¢, ¢ dada por ¢5 = ¢ + ¢4 em que ¢, ¢ um angulo aleatério

entre —m e 7 selecionado de uma distribuicao gaussiana de variancia o, ou seja,

1 202
P(¢g) = o2 exp <—?> (6.3)

em que a variancia o é funcao de A e r;. Para determinar o, construimos o histograma do
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nimero de particulas que alcanca uma distancia ry em um angulo ¢, usando um ntimero
grande de caminhantes para vérios valores de A e r¢ = 200 e 1000 (os tamanhos dos saltos que
utilizamos). Na tabela 2 fornecemos os valores de o encontrados. Para todos os pares A e r

usados nas simulacdes um coeficiente de correlaciio r? > 0.999 foi exigido para determinar o.

A o(rs = 200) o(rs = 1000)

0.100 0.02585 0.01202
0.300 0.07591 0.03413
0.500 0.12535 0.05613
0.700 0.18206 0.08139
0.900 0.31933 0.14216
0.950 0.45109 0.20057
0.990 1.03575 0.45130
0.995 1.53278 0.63451

Tabela 6.2: Valores de o determinados usando um ajuste gaussiano.

6.5 Resultados

As simulagoes foram realizadas em redes quadrada e triangular de tamanhos variando
de L = 10% a 10*, com um néimero de amostras variando de 10 a 100 dependendo do tamanho

do sistema.

6.5.1 Validade do Algoritmo Otimizado

Para confirmar a validade da otimizagdo descrita anteriormente, inicialmente fizemos
simulacdes em redes com L = 103 e A = 0.99, com e sem a otimizacdo. Conforme mencionado
anteriormente, & medida que os valores de \ se afastam de 1, os ajustes gaussianos, usados
para saltos longos, sdo cada vez melhores. Na figura mostramos agregados obtidos com e
sem otimizacao. Comparando esses padroes nao é possivel ver diferencas morfologicas, ou seja,
os padrdes sao muito similares ou estatisticamente indistinguiveis. Usando o método massa-
raio encontramos dy = 1.70(2) e 1.72(2) para agregados obtidos com e sem a otimizacdo,
respectivamente. Avaliamos também o raio de giracdo em func¢do do numero de particulas
no agregado, que forneceu v = 0.560(3) e 0.561(2), em agregados com e sem a otimizagao,
respectivamente. Estes expoentes reforcam a validade do algoritmo otimizado. O tempo

computacional gasto para obter uma amostra gerada sem otimizacao foi por volta de uma
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hora em um pentium IV (3GHz), entretanto, a mesma simulagdo usando otimizagdo levou
aproximadamente 10min. Portanto, mesmo para pequenas simulacGes, a otimizagdo mostrou-

se bastante eficiente.

Figura 6.8: Teste da otimizagdo utilizada. Dois agregados obtidos usando ou nio a otimizagao,

em (a) e (b), respectivamente. Nestas simulagoes usamos L = 1000 e A = 0.99.

6.5.2 Caracterizacao da Transicao Morfologica

Na figura mostramos padroes obtidos para distintos valores de . Para obter
estes padroes foram usadas redes com tamanho L = 103. Podemos observar uma transicio
suave de estruturas densas para ramificadas. Para valores pequenos de A os padroes sdo
muito semelhantes aos obtidos no modelo BA (veja a figura ZI3|(a), pagina [[d). Contudo,
a medida que A — 1, os padroes tornam-se muito similares aos gerados pelo modelo DLA
(veja figura 26l pagina [[d). O agregado obtido com A = 0.99 é caracterizado pela anisotropia
da rede quadrada, uma assinatura do modelo DLA. Entretanto, esperamos que no limite
assintotico de L — oo todos os padroes, exceto quando A = 1, sejam homogéneos. Isso se
deve ao fato que a medida que os agregados crescem as distancias percorridas pelas particulas
no interior dos agregados sdo cada vez maiores de modo que quando A # 1 a tendéncia nas
trajetorias se tornam evidentes e assim a blindagem das particulas é cada vez mais suprimida.
Diferentemente do caso em que A = 1, em que o modelo DLA é recuperado.

Para quantificar a transi¢cao morfologica entre os modelos BA e DLA usamos duas
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Figura 6.9: Transigdo morfolégica entre BA and DLA. O nfimero de particulas nos agregados
varia de 2.5 x 10° (A = 0.1) a 5 x 10* (A = 0.995). Nestas simulacdes usamos uma
rede de tamanho L = 1000.

medidas: a massa e a densidade média do agregado no interior de um circulo de raio r,
determinadas por meio do método massa-raio (segao L2 pagina [ITl).

A densidade média p(r) é definida como a razdo entre o nimero de sitios ocupados e
o nimero total de sitios dentro da regido limitada pelo circulo de raio r centrado na semente.
Uma vez que esperamos obter uma estrutura homogénea (que nao é fractal) no limite r — oo,
a densidade deve alcangar um valor finito pg diferente de zero nesse limite. A aproximacao

da densidade pg é lenta e toma a forma
A(r) = po+ Ar™) (6.4)

em que 7y é o expoente que caracteriza a aproximacao do valor assintético da densidade pg e
A uma constante. Esta hipotese de escala foi usada por Liang e Kadanoff [34] para estudar o
modelo de agregagao balistica, no qual as particulas seguem trajetérias em uma tnica direcao
(secao ZZ2 [MI). Eles concluiram que v é um expoente nao universal, ou seja, depende da
estrutura da rede.

Para determinar os parametros pg, 4 e <y, inicialmente fizemos um ajuste utilizando o
método dos minimos quadrados para a equagao (B4]). Desse ajuste retiramos uma estimativa
para o valor de pg e entdo construimos um grafico de p(r) — pg como uma funcao de r para
cada valor de )\, procurando pela maior regiao linear (no grafico logaritmico). Na figura 10
mostramos curvas obtidas para A = 0.3 e 0.99. O valor da densidade pg foi ajustado para

obter o melhor ajuste em lei de poténcia dentro da maior regiao possivel. Para evitar a zona
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ativa do agregado, limitamos os ajustes a regiao correspondente & metade do tamanho da
estrutura. Podemos ver que o regime em lei de poténcia para r > 10 mostra que a densidade
aproxima-se do valor estacionario obedecendo a relagao (G4).

Na figura EIT(a) mostramos a densidade assintotica pg e o expoente v como fungao

de 1 — ), a distancia do ponto de transi¢do. Aqui, pg age como um parametro de ordem que
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Figura 6.10: Grafico em escala logaritmica de 5 — po contra r para A = 0.3 (x) e A = 0.99 (e). A
linha pontilhada corresponde & inclinagdo —0.46. O ajuste linear dos dados fornecem

avy=0.45ev~047 para A = 0.3 e A = 0.99, respectivamente.
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Figura 6.11: (a) Densidade estacionaria po e (b) expoente v definidos na equacio (4] como uma
funcao da distancia ao ponto critico. O tamanho da rede usado foi L =5 x 10% e as

simulagoes foram finalizadas quando o raio do agregado alcangou a borda da rede.
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vai a zero no ponto critico A, = 1 seguindo a relacao
po~[1 =M, (6.5)

em que os expoentes encontrados foram 3 = 0.27(2), 0.28(2) e 0.26(1) para tamanhos L = 103,
2x 103 e 104, respectivamente. Na figura EIT(b) mostramos « contra 1 —\. Podemos observar
que v flutua em torno do valor 0.46, sugerindo que  é independente de A e seu valor médio
€ 0.46(2).

Para testar a universalidade de v e 8 estudamos outras duas versdes do modelo. Na
primeira consideramos que o caminhante ancora ao chegar em um sitio primeiro ou segundo
vizinho do agregado. Na segunda usamos uma rede triangular no lugar da rede quadrada.
Usamos L = 2000 em ambos os testes. Os expoentes encontrados na primeira modificagao
foram § = 0.27(2) e v = 0.49(3) e os expoentes na rede triangular foram 3 = 0.28(2) e
v = 0.49(3). Estes resultados levam-nos a concluir que esses expoentes sao universais, ao
contrario do relatado por Liang e Kadanoff.

A transicao morfoldgica pode também ser caracterizada pelo raio caracteristico £ defi-
nido na equagao Usando o método massa-raio, podemos determinar a massa M (r) como
uma fun¢do de r. A curva de M(r) contra r apresenta uma mudanga suave determinando a
transi¢ao do regime de escala do DLA para o BA. Na figura E.12(a) mostramos uma curva de
M(r) para A = 0.9, bem como os ajustes usando M (r) ~ 7% com d; = 1.71 na regido de r
pequeno e dy = 2.0 na regiao de r grande. O comprimento caracteristico { foi obtido a partir
do ponto onde as retas se cruzam, conforme mostrado nessa figura. Na figura EI2(b) mos-
tramos o raio caracteristico como func¢ao da distancia do ponto de transi¢do. O comprimento

diverge em \ = 1 seguindo uma lei de poténcia
En =A™ (6.6)

com v = 0.61(1). Mostramos também na figura BEI2(b) que a massa no ponto de cruzamento

diverge como

Me ~[1— A (6.7)

com a = 0.97(2). Na figura EI3] mostramos o colapso das curvas obtidas para diferentes
valores de A. Esse colapso foi obtido construindo o grafico M(r)/|1 — A% em funcdo de

r/|1 — A|7¥ considerando a hipotese de escala

M(r) = M f <%> : (6.8)

em que a funcio de escala f(x) cresce com uma lei de poténcia dada por 27 para z << 1 e

22 se x >> 1, ou seja, as dimensdes fractais dos agregados do DLA e BA, respectivamente.
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Figura 6.12: (a) Ilustragio da determinagdo do tamanho caracteristico na transigio entre os regi-
mes de escala DLA e BA para A = 0.90. As linhas retas representam as inclinagdes
1.71 e 2, i.e., a dimensao fractal para os modelos DLA e BA, respectivamente. (b)
O comprimento caracteristico (quadrados) e a massa correspondente (circulos) como
funcoes da distancia ao ponto de transicdo. Estes resultados foram obtidos para
L=5x10°
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Figura 6.13: Colapso das curvas obtidas para agregados usando varios valores de A (0.1, 0.3, 0.5,
0.7, 0.9, 0.95, 0.99 e 0.995). Os expoentes v = 0.60 e o = 0.97 foram usados para

obter os colapsos. As retas tracejadas representam as inclinagoes 1.7 e 2.
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6.5.3 Relacoes de Escala

Note que a equacao (64)) descreve o comportamento da densidade média quando r g €.
Assim, usando as equagoes (B4]) a (), encontramos que a densidade média no tamanho

caracteristico pode ser escrita como
Pe = A1l = AP + Ag1 — A7 (6.9)

em que A; e Ay sdo constantes. Mas a densidade média no ponto de crossover também pode

ser escrita como

M
52
Comparando as equacoes (B9) e ([EI0), as relagoes

PE~ — o |1 — A7, (6.10)

B =r, e B=2v—a (6.11)

devem ser satisfeitas para que elas sejam consistentes. Assim, o nimero de expoentes criticos
independentes fica reduzido a 2. Usando os expoentes obtidos para L = 5000 encontramos
vy = 0.28(2) e 2v — a = 0.25(3) enquanto S = 0.27(1). As diferencas entre esses valores
encontram-se dentro das margens de erro fornecidas dentro dos parénteses. Acreditamos que
as incertezas encontradas sdo originadas da dificuldade na determinacao precisa do tamanho

caracteristico.

6.6 Transicao na Caminhada

A transicdo do modelo DLA para BA estd associada & mudanca na dimensado das
caminhadas de d = 2, em comprimentos curtos, para d = 1, em comprimentos grandes.
Para determinar essa transi¢io na caminhada, podemos considerar a equacao (£2) com a
tendéncia na direcdo ¢ = 0 e a condicao inicial dada por zg = ygo = 0. Depois de n passos, o

deslocamento médio de um caminhante é dado por

(rn) = V(@)% + (Yn)?, (6.12)

em que

n

(xn) = (cos(A;)) (6.13a)
=1

(yn) = Y _(sen(A6;)), (6.13h)

i=1

e a média do quadrado do deslocamento é

(ra) = (z3) + (yn) (6.14)
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em que,

(@2) = > (cos(A8;) cos(A0;)) (6.15a)

i=1 j=1

(n) =) (sen(A;)sen(N6;)). (6.15D)

i=1 j=1

Considerando a coordenada x do caminhante, obtemos

(cos(AGi)) = 2i / " cos(A0)dp = SR (6.16)

T TA

2
(cos(M0;) cos(AD;)) = [Ser;(:w (1-6;)

1 [sen(27A)
il peaCUIAVANE | F 1
2[ A ]5”’ (6.17)

em que d;; ¢ a funcao delta de Kronecker. Aqui usamos que:

(cos?(NG;)), se 1=

cos(NG;) cos(AB;)) =
(eos(Af) cos(263) { (cos(A0;) cos(N0;)), se i#j

bem como
<C082(>\9i)> — %/ COS2()\9)d9 = % + %
e 2
(cos(M0;) cos(N0;)) = (cos(AG;))(cos(N;)) = [Ser;(;r)\)]

Substituindo as equagoes (EI0) e (EID) nas equagoes (EI3a) e (EIRal), respectiva-

mente, encontramos

(Tn) = p () (6.18)
A
¢ 2
2\ B sen(mA) 1 sen(2mA)
(xn>—n{(n 1) [ Y } +2 1+72ﬂ_)\ , (6.19)
Utilizando uma anélise semelhante para a coordenada y, podemos obter
(yn) =0 (6.20)
) (2r)
1 sen(2m
2y o2 |1 ) 21
() = ny [1 - 2522 (6:21)

Finalmente, o deslocamento médio de um caminhante é

(rn) = nser;(:A) (6.22)
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e a varidncia, que é dada por,

o?(n) = o2 + 05 (6.23)

o(n) = n'/? {1 - [M] 2}1/2 . (6.24)
A

A transicao na dimensdo da caminhada, de d = 2 em tempos curtos para d = 1 em
tempos longos, ocorre quando (ry,) ~ o(n). Usando as equagoes (622) e (E24]), podemos obter

uma estimativa do niimero caracteristico N de passos necessarios para ocorrer o crossover

N = [L‘)r 1 (6.25)

sen(mA
Assim, o comprimento caracteristico da transicio é

A sen(mA)

Sw =) = sen(m))  wA (6.26)

Mostramos na figura (EI4), £, como uma fun¢ao de 1 — A. Expandindo a equacao (G26]) em
torno de A\ = 1, encontramos &, ~ |1 — A|~!. Assim, apesar da transicdo entre os modelos
DLA e BA ocorrer devido a transicdo na caminhada, os comprimentos caracteristicos dos

agregados e das caminhadas nao sao proporcionais.

10°F ]
10°F E
.| ]
= ]
10'F E
0 | | L LN
10°- - -
10° 102 10" 10°

Figura 6.14: Comprimento caracteristico da transi¢io £, como uma fungdo de 1 — A. A linha

pontilhada representa uma reta com inclinacao —1.
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6.7 Conclusoes

Neste capitulo, estudamos a transicdo morfologica entre os modelos BA e DLA através
de um modelo no qual as caminhadas aleatorias do modelo DLA foram trocadas por cami-
nhadas aleatérias com tendéncias em direcoes aleatorias. A aleatoriedade nas caminhadas foi
controlada por um parametro A\ € [0, 1] que fornece o modelo BA (quando A = 0) e o modelo
DLA (quando A = 1). Apresentamos também uma estratégia de otimizagdo que permite a
andlise em larga escala.

Para A < 1, os agregados sao fractais em escalas de comprimento pequenas mas deixam
de ser em escalas grandes. A transicao entre os regimes de escala do DLA e BA foi determinada
usando o comprimento caracteristico £ que diverge quando A — 1 seguindo uma lei de poténcia
& ~ |1=AJ”, com expoente v = 0.61(1), enquanto a massa do agregado no ponto de cruzamento
segue a relacdo Mg ~ |1 — A7, com o = 0.97(2). A densidade média dentro do agregado
atinge um valor assint6tico pg ~ |1 — A%, em que 3 = 0.26(1). Além disso, esta aproximacao
¢ lenta e segue um decaimento em lei de poténcia com um expoente universal v = 0.46(2)
independente de A. Estes expoentes obedecem as relagoes de escala § =vye = 2v — a.
Diferentes versoes do nosso modelo foram usadas para verificar a universalidade dos expoentes
v e 0 e em todos os casos encontramos valores muito proximos. Portanto, podemos concluir

que esses expoentes sao universais, ao contrario do relatado por Liang e Kadanoff [34].



Capitulo 7

Estudo da Anisotropia em um Modelo
DLA Generalizado

7.1 Introducao

Os agregados gerados pelo modelo DLA na rede sdo muito sensiveis a anisotropia
imposta por ela |7, [IT]. Essa anisotropia esta presente em outros processos como, por exemplo,
o modelo de Eden [7I]. Um procedimento amplamente utilizado para revelar a anisotropia
nos agregados é a reducao de ruido, que consiste em associar um contador a cada sitio vazio
da rede. Sempre que um sitio é escolhido para crescer, o seu contador é acrescido de uma
unidade. Um sitio vazio somente é ocupado quando o seu contador alcanca um valor M. Na
figura [Tl mostramos agregados gerados pelo modelo DLA em uma rede quadrada usando
diferentes valores de M. Podemos observar que o efeito da anisotropia torna-se mais evidente

a medida que o pardmetro de reducao de ruido é aumentado.

o

(@) (b)

Figura 7.1: Padrdes do modelo DLA obtidos com redugao de ruido em redes quadradas. Usamos
redes de tamanho L =200 e M =1 em (a), M =2em (b) e M = 16 em (c). O
ntmero de particulas em cada agregado varia de 1900 (para M = 16) a 2800 (para
M =1).
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Recentemente Bogoyavlenskiy [26] propos uma regra probabilistica de agregagio para
o modelo DLA com o objetivo de remover a anisotropia dos agregados obtidos em redes
quadradas. A regra é definida da seguinte maneira: Quando um caminhante alcan¢a um sitio
vazio vizinho ao agregado, ele ira fixar-se neste sitio permanentemente com uma probabilidade
pi proporcional ao quadrado do nimero k de vizinhos ocupados do caminhante. Quando essa
condig@o nao é satisfeita, ou seja, nao ocorre agregacao, a particula é excluida da simulacao
e uma nova caminhada ¢ iniciada. Em tal trabalho, trés procedimentos foram usados por
Bogoyavlenskiy para testar a validade do algoritmo: (7) o uso da técnica de redugao de ruido
com M < 2% (ii) a determinacio da distribuicio angular da densidade de particulas; e (i)
simulagdo em larga escala (agregados com 10° particulas). Nos itens (i) e (iii), agregados
sem reducao de ruido (M = 1) foram gerados. Esta idéia foi baseada em um trabalho anterior
do mesmo autor, no qual foi verificado que uma probabilidade de agregacdo p proporcional
ao quadrado da densidade média de particulas p é uma regra que gera padroes isotropicos em
uma versao quase continua do modelo DLA [90]. Desvios dessa regra (p o< p® com a # 2)
resultam em padroes anisotrépicos com crescimento preferencial ao longo das diregoes axial,
se a < 2, ou diagonal, se o > 2.

Neste capitulo, utilizamos o algoritmo de Bogoyavlenskiy para crescer agregados do
DLA nas redes quadrada e triangular. Analisamos esse algoritmo usando simulagbes em larga
escala e a técnica de reducao de ruido. Em simulacoes de larga escala encontramos que os
agregados gerados com o algoritmo de Bogoyavlenskiy possuem a anisotropia usual da rede
quadrada. Além disso, quando usamos valores grandes do parametro M observamos que o
algoritmo de Bogoyavlenskiy nao gera estruturas isotrdpicas, mas apenas uma rotagao da ani-
sotropia e um aumento da espessura dos capilares dos padroes. Com base nos resultados dessa
anélise, propomos uma generalizacao desse algoritmo na qual a probabilidade de crescimento

é proporcional a uma poténcia v do nimero de vizinhos ocupados [25].

7.2 Reducgao de Ruido no Algoritmo de Bogoyavlenskiy

Conforme discutido anteriormente, no modelo DLA original, proposto por Witten e
Sander [I0], as particulas sdo liberadas, uma por vez, em pontos distantes do agregado e
executam uma caminhada aleatéria na rede quadrada. Se uma particula encontra um sitio
vizinho do agregado ela se fixa irreversivelmente a ele. Quando ela alcanca um raio r; muito
distante dele, ela é descartada. Assumimos como raio de lancamento e descarte, 1} = T'yge + 5
e 1, = 10074, respectivamente (7,4, € a distancia maxima ao centro da rede das particulas
pertencentes ao agregado). Uma vez que o algoritmo original do modelo DLA é muito inefi-
ciente, a andlise com reducao de ruido para valores de M grandes se torna proibitiva mesmo

para sistemas pequenos. Portanto, é necessério o uso dos métodos descritos na secao 211
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para otimizar o algoritmo.

No algoritmo de Bogoyavlenskiy a regra de agregacao probabilistica é dada por

pi = (g) (1)

em que k =1, 2 ou 3 éontmero de vizinhos ocupados do caminhante ao encontrar o agregado.
Quando essa probabilidade nao é satisfeita, o caminhante é descartado e uma nova caminhada
é iniciada. Na figura [[2 mostramos padroes obtidos com reducdo de ruido. Estes padroes
sugerem a auséncia da anisotropia observada em agregados obtidos com o algoritmo original
(figura [[T]). De fato, quando comparamos o padrao da figura [C2A(d) com o da [[Ic), nos
quais M = 2%, podemos ser induzidos a concluir que o procedimento de Bogoyavlenskiy obteve
sucesso. Entretanto, quando o parametro de reducao de ruido é aumentado, como no caso dos
padroes da figura [L3 podemos observar claramente que as diagonais possuem crescimento
preferencial. No limite de M muito grande (ruido nulo), uma estrutura de quatro pontas com
um angulo de rotacao de 45° em relagao & diregdo axial é encontrada. Portanto, com base
nesses resultados concluimos que o algoritmo de Bogoyavlenskiy nao remove a anisotropia das
estruturas obtidas. Na verdade, ele apenas gera um aumento da espessura dos capilares dos
agregados e uma rotagdo da dire¢do de anisotropia.

A origem fisica dessa rotacdo pode ser compreendida através do seguinte argumento.

Na rede quadrada, o efeito da anisotropia é aumentar a probabilidade de crescimento nas

(c) (d)

Figura 7.2: Agregados gerados na rede quadrada usando as regras de crescimento de Bogoyavlens-
kiy e valores diferentes de M. (a) M = 2° (sem redugdo de ruido), (b) M = 2', (c)
M =2% e (d) M =2*. O tamanho da rede & L = 200 e o niimero de particulas varia
de 3000 (M = 2°) a 7000 (M = 2*). Estes valores de M foram os mesmos usados por
Bogoyavlenskiy [26].
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(a) ) (c)

Figura 7.3: Agregados gerados na rede quadrada usando as regras de crescimento de Bogoya-
vlenskiy. Os valores de M usados foram: (a) M = 2°, (b) M =2°e (c) M =25%. O
tamanho das redes é L = 200.

dire¢bes axiais. Quando usamos um algoritmo com probabilidade de agregacdo que aumenta
com o numero de vizinhos ocupados, o crescimento de sitios com dois e trés vizinhos ocupados
é favorecido. Devido a morfologia ramificada dos agregados do DLA, sitios vazios com trés
vizinhos ocupados sdo muito mais raros que aqueles com um ou dois vizinhos. Assim, o
resultado efetivo desta regra é aumentar a possibilidade de crescimento de sitios com dois
vizinhos ocupados, e conseqiientemente, aumentar a probabilidade de crescimento nas direcoes
diagonais. Se a probabilidade de crescimento de sitios com dois vizinhos ocupados torna-se
maior que a daqueles com um vizinho ocupado, a rotagao da direcdo de anisotropia emerge.

O angulo de rotagdo da dire¢do da anisotropia depende da estrutura da rede como
pode ser observado na figura[[4l Nesta figura, mostramos agregados obtidos usando o modelo
original do DLA e o algoritmo de Bogoyavlenskiy em uma rede triangular. A probabilidade

de agregacao do algoritmo de Bogoyavlenskiy na rede triangular é dada por

(7.2)

(d)

Figura 7.4: Agregados obtidos na rede triangular com o algoritmo original — ((a) e (b)) — e com o
algoritmo de Bogoyavlenskiy — ((c) e (d)). O pardmetro de redugio de ruido M = 2
foi usado em (a) e (c), enquanto M = 2% foi usado em (b) e (d). Em todos os casos

usamos redes de tamanho L = 200.
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em que k =1,2,...,5. Na figura [[4] como no caso da rede quadrada, podemos observar que
o efeito do algoritmo de Bogoyavlenskiy é aumentar a capilaridade dos ramos dos agregados
e gerar uma rotacao na dire¢ao de anisotropia que, neste caso, é de 30°. No limite de ruido
nulo, os padroes sao caracterizados por uma estrutura regular de seis ramos principais.

Na figura mostramos agregados de larga escala gerados usando o modelo DLA ori-
ginal e o algoritmo de Bogoyavlenskiy. Como no trabalho original de Bogoyavlenskiy [26], nao
verificamos a anisotropia em agregados contendo aproximadamente 10° particulas gerados
sem reducao de ruido. De fato, quando comparamos os agregados de (a) e (b), o proce-
dimento de Bogoyavlenskiy parece remover a anisotropia. Entretanto, quando o agregado
possui um numero maior de particulas, como no caso do agregado da figura [C3l(c) que possui

aproximadamente 10% particulas, a anisotropia usual comeca a ficar evidente.

(a) (b) (c)
Figura 7.5: (a) Agregado com 10° particulas gerado com o modelo DLA e agregados gerados com
o algoritmo de Bogoyavlenskiy com (b) 10° e (c¢) 10° particulas. A linha horizontal
proxima aos agregados corresponde a 200 unidades de rede nos trés casos. O agregado

em (c) é a continuagao da simulagdo mostrada em (b).

7.3 Algoritmo Generalizado

As estruturas distintas observadas em agregados gerados pelo modelo DLA e pelo
algoritmo de Bogoyavlenskiy no limite de ruido nulo sugerem que este procedimento pode
ser generalizado. Nés modificamos esse algoritmo definindo uma probabilidade de agregacao

proporcional a uma poténcia do niimero de vizinhos ocupados, ou seja,

pi = (%) (73)

emque k=1,2,...,n—1, com n sendo o niimero de coordenag¢ao da rede e v um parametro de
generalizagdo. Para v = 0 recuperamos o modelo DLA original e, quando v = 2, o algoritmo

de Bogoyavlenskiy. Esperamos um valor critico de v € (0,2) delimitando estes regimes. Esta
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regra de agregacdo é similar a uma usada em uma modificagdo do DLA investigada por
Batchelor e Henry [75]. Neste modelo, que foi estudado na rede quadrada, a probabilidade

de agregacdo em um sitio com k vizinhos ocupados é dada por pj, = r3=F

,em que r € (0,1] é
um parametro. Note que, nesse modelo, o niimero de vizinhos ocupados aparece na poténcia
que define a probabilidade de crescimento, diferentemente de nossa generalizagdo, em que
definimos a probabilidade como uma poténcia de k. O limite de ruido nulo do modelo revela
uma rica variedade de morfologias que obedecem a uma relacdo que nao é trivial com o

parametro r.

Na figura [[fl(a)-(c) mostramos agregados gerados com trés valores distintos de v em
uma rede quadrada e alta redugdo de ruido. Para valores pequenos de v, as morfologias
possuem a anisotropia usual da rede quadrada. Quando o valor de v é aumentado, os agregados
exibem pequenos ramos na dire¢do diagonal coexistindo com a estrutura de quatro pontas
de [CBl(a). Para valores maiores de v, as pequenas pontas tornam-se mais evidentes e acima
de um valor critico v, a anisotropia diagonal torna-se dominante ([Zflc)). Simulagdes com
L =200 e M = 2'3 mostram que o valor critico de v esta no intervalo 1.39 < v, < 1.40.
Portanto, a melhor estimativa que pode ser feita é v, = 1.395 £ 0.005. O efeito do parametro
v na morfologia dos agregados obtidos na rede triangular ¢ mostrado nas figuras [LH(d)-(f).
Mesmo usando uma reducdo de ruido dezesseis vezes maior que a usada na rede quadrada
(M = 2'7), os padrdes obtidos nio apresentam estruturas tdo regulares quanto as observadas
na primeira rede. Estas simulagoes indicam que o valor critico de v encontra-se no intervalo

0.81 < v < 0.83. Assim, a nossa estimativa é v, = 0.82 & 0.01.

(@) (b) ©

G)) &) ®

Figura 7.6: Agregados do modelo DLA obtidos com o algoritmo generalizado. Usamos para
reducgdo de ruido M = 2 e M = 2'7 para as redes quadrada ((a)-(c)) e triangular
((d)-(f)), respectivamente. Os parametros de generaliza¢ao usados foram (a) v = 1.10,
(b) v =1.36, (c) v =1.40, (d) v =0.77, (e) v = 0.80 e (f) v = 0.83.
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Na figura [ mostramos um diagrama morfol6gico obtido para varios valores de v e
M. Para gerar esses agregados utilizamos redes quadradas de tamanho L = 2000. A relagao
entre os parametros v do algoritmo generalizado e M da reducao de ruido ndo é trivial.
Quando o valor de v é baixo, por exemplo para v = 1.0, a anisotropia usual é evidente
mesmo para M pequeno enquanto para v alto, por exemplo v = 4.0, a anisotropia diagonal
aparece. Além disso, um aumento no valor de M torna a anisotropia mais evidente em
ambos os casos. Entretanto, para valores intermediarios de v podemos facilmente observar
uma rotacdo na direcao da anisotropia quando aumentamos o valor do parametro M. Por
exemplo, para v = 2.0 é facil observar que a anisotropia é a usual para M pequeno, mas
a anisotropia diagonal fica evidente para valores de M grandes. Em particular, o agregado
obtido para v = 2.0 e M = 2* (simulacdes de Bogoyavlenskiy) esta proximo do ponto de

transicao entre as diferentes anisotropias. Para esse conjunto de parametros as dire¢Oes axiais

M=1 M=2 M—4 M=16 M=32 M—64

Figura 7.7: Diagrama morfolégico do modelo DLA generalizado usando redes quadradas de ta-

manho L = 2000. Os valores do parametro de generalizagao sao indicados a esquerda
enquanto os valores do parametro de reducdo de ruido sdo indicados na parte de

baixo. O ntimero de particulas em cada agregado é da ordem de 10°.
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e diagonais possuem aproximadamente a mesma probabilidade de crescimento e a estrutura é
aparentemente anisotrépica. Nesse caso existe a competicao entre oito direcoes de crescimento
diferentes.

A determinacao da linha de transicdo que separa as duas direcoes de anisotropia no
diagrama morfolégico requer uma medida quantitativa que aponte qual delas é a dominante.
Devido a simetria dos agregados gerados na rede quadrada, uma medida 1til nessa andlise é
o quarto harménico circular [T, 91| definido como

1
(cos 40) = 1 Z cos 46; (7.4)

i=1
em que o somatoério é realizado sobre todas as particulas do agregado e 0; é a posi¢ao angular
da i-ésima particula do agregado. Note que, no caso dos padroes do DLA (que possuem a
anisotropia usual) as particulas encontram-se concentradas proximas aos eixos axiais. Logo, ao
multiplicarmos por 4 o dngulo referente a cada uma dessas particulas todos eles sao rebatidos
para regioes proximas a dire¢do & para as quais cosf = 1. Assim, para estruturas que
possuem a anisotropia usual, (cos46) assume um valor positivo. Para o caso de estruturas
com a anisotropia diagonal, o produto 46; leva a angulos préoximos a direcdo —Z, em que
cosf ~ —1. Assim, para estruturas com a anisotropia diagonal, (cos46) assume um valor
negativo. Finalmente, para estruturas isotrépicas e também para aquelas com uma mistura
equiponderada das duas diregoes de anisotropia (axial e diagonal), encontramos (cos 46) = 0.

Na figura [.¥ mostramos (cos46#) como uma funcdo do parametro v para estruturas
obtidas com M = 2 e redes de tamanhos variados. Como pode ser observado (cos46) é
positivo para valores pequenos de v, caracteristico da anisotropia axial, e fica negativo para
valores grandes de v onde a anisotropia diagonal é dominante. A medida (cos46) ¢ nula
em um valor v/ para o qual as dire¢oes de anisotropia aparecem com igual peso. Usando a
figura podemos obter v/ = 3.0 + 0.1 para M = 2, que é aproximadamente independente
do tamanho do sistema.

Outra medida quantitativa que pode ser utilizada para determinar a linha de transigao

no diagrama morfologico é a transformada de Fourier da distribuicdo de &ngulos definida

por |22

N
Cy = | exp(ikd;) (7.5)
j=1

Devido a simetria das estruturas obtidas discutida anteriormente, usaremos a razao Ry =
C4/Cy. Note que, nesse caso, Ry > 0 tanto para a anisotropia usual quanto para a diagonal e
R4 = 0 para estruturas isotrépicas e para aquelas que possuem duas direcoes de anisotropia
com igual peso. Na figura[C9(a), mostramos R4 como uma fun¢ao do parametro v para M = 2

e varios tamanhos da rede. Note que R4 exibe um minimo em v = v/ independentemente
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<cos®>

Figura 7.8: Medida da anisotropia como uma funcio do parametro v em agregados obtidos com
M = 2. Foi realizada uma média sobre 50 e 200 amostras para |v — /| > 0.5 e
lv — /| < 0.5, respectivamente. O tamanho das redes utilizadas estdo indicados na
legenda.

0.2 T T

0.15

0.05

167 10° 10

(a) (b)
Figura 7.9: (a) Medida da anisotropia, R4 como uma fungéo do pardmetro v. A mesma amostra-
gem e tamanhos de rede da figura [[8 foram utilizados nesses graficos. (b) R4 como
uma fungdo do tamanho da rede para o modelo DLA fora da rede (o) e o modelo

generalizado com v = v’ (¢). As linhas retas sio ajustes logaritmicos.

do tamanho da rede. E importante notar que o valor minimo decresce lentamente com o
tamanho do sistema (destaque da figura [[9(a)). Podemos comparar esse minimo com os
valores obtidos em agregados do DLA fora da rede que ndo apresentam anisotropia. Na

figura[C9(b), mostramos R4 como uma fungao do tamanho da rede para agregados obtidos com
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v ~ v e com o modelo DLA fora da rede. Como pode ser visto, R4 decresce logaritmicamente
até mesmo para os agregados fora da rede. Para os agregados obtidos com valores de v
proximos do minimo de Ry observamos um decaimento logaritmico mais lento que o observado
para os agregados fora da rede. Esse decaimento lento indica que a anisotropia das estruturas
para v = v/ é uma mistura das anisotropias usual e diagonal. E importante observar que
mesmo com Ry — 0 em v = ¢/, ndo podemos afirmar que os agregados sdo isotrépicos.
Como pode ser observado nas figuras [[8e[9(a), tanto |(cos40)| quanto Ry sao fungoes
crescentes do tamanho do sistema para v # /. Esse crescimento concorda com o fato que a
anisotropia nos agregados fica mais evidente & medida que seu tamanho cresce. Na tabela [CT]
mostramos os valores para v/ encontrados usando outros valores do parametro da reducao de

ruido.

M 1 4 16 32
vV 13440.21]235+0.05 | 1.924+0.02 | 1.79 +0.01

Tabela 7.1: Valores de v/ para diferentes valores de M.

Baker e Ball [93] investigaram a anisotropia imposta pela rede em um modelo DLA
no qual, além das particulas se fixarem nos primeiros vizinhos do agregado, elas também
fixam-se aos segundos vizinhos com uma probabilidade p. O parametro p controla a direcao
da anisotropia. Nesse trabalho, por meio de grupo de renormalizacdo no espaco real, eles
encontraram dois pontos estéveis e um instével no diagrama de fluxo p — €, em que e = 1/M
¢ uma medida do ruido. O pardmetro € = 1 representa uma simulagdo sem redugao de ruido
e € = 0 uma simulagdo no limite sem ruido. Os pontos estaveis nesse diagrama, (p = 0,
e =0)e(p=1,e=0), representam a anisotropia axial e diagonal, respectivamente. E o
ponto instavel (p* = 0.464, ¢* = 0.0064) representa uma estrutura com oito pontas, na qual
os ramos nas dire¢Oes axiais e diagonais crescem com a mesma chance. Esse resultado reforga
os mostrados no diagrama morfologico do algoritmo generalizado (figura [[7), uma vez que
em ambos os casos os parametros envolvidos controlam o crescimento na diregao diagonal.
Podemos ainda, construir uma representacao esquematica do diagrama morfoldgico do modelo
BDLA generalizado mostrado na figura [Tl A regido hachurada representa a incerteza ao

redor da linha que separa as duas regides do diagrama morfoldgico.

7.4 Conclusoes

Neste capitulo estudamos o algoritmo de Bogoyavlenkiy proposto para gerar agregados
isotropicos do modelo DLA na rede. Nesse algoritmo a agregacdo das particulas ocorre com

uma probabilidade proporcional ao quadrado do niimero de vizinhos ocupados, ou seja, pp
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M

Figura 7.10: Representagio esquemética do diagrama morfolégico. Duas regides sio observadas
nesse diagrama, na primeira, destacada em cinza, a anisotropia usual é observada e
na segunda, em branco, a anisotropia diagonal. Essas regioes sao separadas por uma
linha na qual uma mistura das duas anisotropias (a regiao hachurada representa a
incerteza). Estruturas tipicas correspondentes as regides distintas do diagrama sdo

ilustradas.

k2. Contrariando a proposta original, nés demonstramos que o algoritmo nio gera estruturas
isotropicas, mas apenas aumenta a espessura dos capilares das estruturas e gera uma rotacao
na dire¢cdo da anisotropia. Além disso, estudamos uma generalizagdo do algoritmo estudada
por Bogoyavlenkiy, na qual a probabilidade de crescimento foi mudada para p; o k¥, em que
v é um parametro de controle do modelo. Observamos que o expoente v possui um valor
critico nao universal, no qual os padroes exibem a anisotropia usual e girada para v < v,
e v > 1, respectivamente. Obtivemos v, = 1.395 4+ 0.005 (0.82 £+ 0.01) na rede quadrada
(triangular).

A hipoétese da rotagdo da anisotropia foi confirmada através de simulagbes em larga
escala de agregados obtidos usando a rede quadrada. Encontramos que a relagdo entre a
anisotropia e os parametros v e M nao é simples. Conforme mostrado no diagrama morfol6-
gico, quando o valor de v é baixo, a anisotropia usual é evidente mesmo para M pequeno e
a anisotropia diagonal é obtida para v grande. Entretanto, no caso de valores intermediarios
de v podemos observar uma rotacao na direcdo da anisotropia quando aumentamos o valor
do parametro M. Além disso, usando medidas quantitativas, determinamos o valor v/ que
separa as diregoes axial e diagonal de anisotropia para varios valores do parametro M.

E importante mencionar que, para testar os resultados, todos os detalhes da imple-
mentacao foram variados (por exemplo, o gerador de nimeros aleatorios ou o uso ou nao das

otimizagoes). Em todos os casos, o mesmo resultado foi observado. Assim, como conclusao
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final, podemos afirmar que a possibilidade do crescimento de agregados isotropicos do DLA na
rede ainda nao foi alcancada. Na melhor das hip6teses, podemos apenas mascarar os efeitos da
anisotropia incluindo uma dire¢ao de crescimento anisotrépica a mais, ou seja, usar o modelo
generalizado com o valor do parametro v/ = 3.4 4 0.2, ponto de crossover das anisotropias.
Entretanto, devemos mencionar que as simula¢des do modelo generalizado para a obtencao de
padrdes com anisotropia minimizada sdo mais lentas que aquelas usando o modelo do DLA

fora da rede.



Capitulo 8

Agregacao em uma Mistura de

Caminhantes Brownianos e Balisticos

8.1 Introducao

Viérias versoes do DLA foram estudadas, dentre elas, versoes que procuram incluir uma
direcao preferencial na caminhada, ou por meio de uma probabilidade [82, 85l K6, B7, 25] ou
de uma perturbagao aleatoria na trajetoria balistica, como aquele estudado no capitulo [ [24].
Nestas aproximacoes, quando as caminhadas sao observadas em escalas pequenas, elas se
assemelham a&s caminhadas aleatorias, mas em escalas grandes elas tornam-se lineares. Como
consequéncia os agregados obtidos nesses modelos apresentam uma mudanga entre o DLA em
escalas pequenas e o0 BA, em escalas grandes. Eles caracterizaram esta transicao morfologica
em funcao de um parametro que controla a aleatoriedade da caminhada.

Estudaremos neste capitulo, através de simulagoes cuidadosas, a transicdo entre os
modelos DLA e BA em um modelo de agregacao que inclui particulas executando caminha-
das aleatorias e balisticas. Neste modelo, como nos modelos DLA e BA, as particulas sdo
lancadas de pontos distantes do agregado. Cada particula segue uma trajetoria balistica com
probabilidade Pg4 = p ou uma caminhada aleatéria com probabilidade Pppa = 1 —p. A
probabilidade Pp4 é o tinico parametro do modelo e quando ela for igual a 1 recuperamos o
modelo BA e, quando Pg4 = 0, 0o modelo DLA.

8.2 Modelo e Implementacao Computacional

Neste trabalho investigamos um modelo de agregagao utilizando dois tipos de particu-
las que executam trajetorias diferentes, ou seja, ndo possuem componentes aleatéria e balistica
simultaneamente como o modelo apresentado no capitulo @l Simulagdes bidimensionais fora

da rede sdo iniciadas a partir de uma semente de raio unitario colocada sobre a origem. E

117
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importante ressaltar que as simulacoes foram feitas fora da rede para evitar a anisotropia
observada em agregados obtidos em redes. As regras do modelo sdo muito simples. A cada
passo, uma particula é adicionada ao agregado usando as regras do DLA com probabilidade
1 —p, ou usando as regras do BA com probabilidade p. Note que nestas regras estamos consi-
derando apenas particulas que sao adicionadas ao agregado e ndo aquelas que sdo eliminadas

ao atingirem distancias muito grandes.

As particulas sdo lancadas de um circulo de raio r; > 7,4, centrado na origem, em
que Tpqz € 0 raio do agregado. Como no modelo DLA fora da rede [I2], o agregado cresce
quando um caminhante alcanga a vizinhanca de qualquer particula do agregado, onde fixa-se
irreversivelmente. Além disso, quando um caminhante alcanca um raio de descarte r, > r;
centrado na origem, ele é eliminado e outro é lancado em um nova posigao sobre o circulo
de langamento. Introduziremos a varidavel § pela definicdo r; = Ty + 6. Os valores de
0 e r, dependem do tipo da trajetéria de uma particula lancada. Quando consideramos
um caminhante aleatério, assumimos em nossas simulagoes 6§ = 5 e 7, = 100r,,,,. Para
particulas que seguem trajetorias retilineas, efeitos de sombra (figura B3Ol pégina B2) sdo
reduzidos quando r; é aumentado. Assim, usamos r; = 1007, + 800. Finalmente, uma
particula balistica que alcanca um circulo de raio r, = 7, + 2 é descartada e uma nova é

lancada.

Simulagoes fora da rede em larga escala com uma amostragem cuidadosa requerem um
algoritmo muito eficiente. Diferentemente de simulagoes realizadas em redes onde é necessaria
apenas a implementacdo de otimizacoes nas caminhadas das particulas, em simulacgoes fora
da rede também é indispensével determinar de maneira eficiente se o caminhante alcancou a
vizinhanga do agregado. Para construir uma caminhada eficiente utilizamos os procedimentos
descritos na segao ZZTl Diferentemente de simulagdes em redes, nas quais o agregado é
armazenado em uma matriz, nas simulacoes fora da rede as coordenadas reais das particulas
pertencentes ao agregado sdo armazenadas em uma lista. Dessa maneira, a verificagdo de
quando um caminhante é vizinho do agregado e a qual particula ele estd adjacente é uma
tarefa ardua. Podemos otimizar essas verificagdes utilizando um procedimento dividido nas
duas etapas ilustradas na figura[8Il Na primeira (figuraBI(a)), as posi¢oes das particulas do
agregado sao mapeadas em uma rede quadrada auxiliar aproximando suas coordenadas reais
para as coordenadas inteiras mais proximas. Os sitios correspondentes as coordenadas inteiras
das particulas, seus primeiros e segundos vizinhos sao ocupados (sitios destacados em cinza
na figura BIl(a)). Assim, para verificar se um caminhante est4 na vizinhanca do agregado
basta verificar na rede auxiliar se existe um sitio ocupado na vizinhanca do sitio designado
por suas coordenadas inteiras. A segunda etapa, consiste em utilizar uma malha auxiliar com
células de tamanhos 8 x 8 (figura BII(b)), para limitar a procura de qual das particulas do

agregado é a vizinha do caminhante a uma regiao préxima do mesmo.



8.3 Distribuicoes Radial e Angular de Particulas 119

(a) (b)
Figura 8.1: Tlustragio das otimizagdes utilizadas para agregagio de particulas. (a) Uma rede
auxiliar ¢ usada para determinar quando um caminhante ¢ vizinho do agregado. (b)
Uma malha auxiliar com células de tamanhos 8 x 8 ¢é utilizada para limitar a procura

das particulas do agregado a regiao préoxima do caminhante.

8.3 Distribuigoes Radial e Angular de Particulas

O modelo exibe uma transicdo suave de padroes semelhantes aqueles gerados pelo
modelo DLA para padroes semelhantes aos do BA 4 medida que o parametro p varia de 0
a 1. Na figura sao mostrados padroes obtidos para valores distintos da probabilidade p.
Para p < 0.5, os padroes sdo muito similares aos obtidos pelo modelo DLA, enquanto aqueles
obtidos para p > 0.95 sao muito semelhantes aos obtidos usando o modelo BA. Note que
p = 0.5 é um caso importante no qual metade das particulas que sdo agregadas usa as regras

do modelo DLA e a outra metade usa as regras do modelo BA.

As propriedades de escala dos agregados obtidos foram caracterizadas pelas distribui-
¢oes angular e radial das particulas, bem como pelo tamanho da zona ativa (discutida na
secao ZZ2ZT). Utilizamos agregados bidimensionais delimitados por uma regiao de tamanho
10* x 10* e as simulacdes foram paradas quando os agregados alcancavam uma das bordas
dessa regidao. A distribuicao radial de particulas foi caracterizada usando a dimensao fractal
e a lacunaridade [7]. A dimensao fractal dy e a lacunaridade A foram determinadas usando
os métodos da massa-raio e do raio de giragdo discutidos na sec¢ao Para objetos auto-
similares é esperado que a massa M (r) obedeca uma relacao em lei de poténcia com o raio da

hiper-esfera, ou seja,

M(r) = Apr®, (8.1)



120 Agregacao em uma Mistura de Particulas

Figura 8.2: Padrées obtidos para valores distintos de p: (a) 0.1, (b) 0.3, (c) 0.5, (d) 0.7, (e) 0.9, (f)
0.95, (g) 0.99, e, (h) 0.995. Todas as simulacoes foram finalizadas quando o agregado

alcancou a borda de uma regiao de tamanho 750 x 750 centrada na origem. O nimero
de particulas varia de N ~ 3 x 10* (p=0.1) a N ~ 1.6 x 10° (p = 0.995).

em que a amplitude A,, é uma medida da lacunaridade. Conforme demonstrado na lite-
ratura [94], os agregados do DLA sao caracterizados por uma multi-escala, que leva a uma
convergéncia lenta aos expoentes de escala. Entretanto, simulagoes de agregados de larga
escala confirmam que estes agregados sao assintoticamente fractais [7, 94]. O raio de giragao

cresce com o numero de particulas do agregado de acordo com a lei de poténcia
rqg = BNY, (8.2)

em que v = 1/dy e B pode ser relacionado a lacunaridade usando a relagao

1

AQZE.

(8.3)

E bom salientar que A,, # Ay, uma vez que suas defini¢oes sao diferentes, mas como veremos
adiante (destaque da figura B3) elas exibem o mesmo comportamento, ou seja, A, oc Ay.
Na figura B3(a) mostramos curvas de M (r) para diferentes valores de p. A inclinagao
aumenta continuamente de dy = 1.723 £ 0.007, para p = 0.10 (um valor muito préximo ao
da dimensao fractal do DLA dy = 1.715 + 0.004 [T2]), até valores proximos a 2.0 quando
p — 1, como pode ser observado na figura B3|(b), na qual mostramos a dimensao fractal
dos agregados como uma fungdo de p. Como pode ser visto no destaque da figura R3(a),
a lacunaridade ¢ uma funcdo convexa de p com um méaximo em p =~ 0.5, diferentemente do
comportamento qualitativo observado para a dimensao fractal (uma funcao crescente de p).

Estes resultados mostram que se o nimero de particulas que seguem as regras do modelo
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Figura 8.3: (a) Massa em fungdo do raio para vérios valores de p: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.7, 0.9 e
0.99, de baixo para cima. (b) Dimensao fractal como uma func¢do de p determinada
a partir dos métodos massa-raio (e) e do raio de giragdo (0J). No destaque em (a),
mostramos a lacunaridade como uma fungao de p obtida a partir dos métodos massa-
raio (e) e do raio de giragao ((J). Para essas simulagdes utilizamos agregados de

tamanho L = 10* e uma média sobre 500 amostras.

DLA ¢ maior que o daquelas que seguem as regras do modelo BA (p < 0.5), um aumento no
valor de p leva a padrdes com ramos mais densos (maior dimensao fractal) mas com regioes
vazias maiores (maior lacunaridade). Entretanto, quando o nimero de particulas que segue
as regras do modelo BA excede o numero daquelas do modelo DLA (p > 0.5), a largura dos
ramos continua aumentando enquanto o tamanho dos buracos diminui quando p é aumentado.
Uma explicacdo para tal comportamento pode ser obtida a partir da analise da largura da
zona ativa como uma funcao de p. A largura da zona ativa pode ser visualizada usando o
procedimento discutido na se¢do 2Tl Neste procedimento, depois de gerar um agregado,
soltamos mais 10 particulas sem agrega-las e marcamos a posicdo em que cada caminhante
encontra o agregado. Os resultados obtidos para alguns valores de p podem ser vistos na
figura B4l Note que a espessura da zona ativa (regiao alcancada pelas particulas no interior

do agregado) é maior quando o valor de p aproxima-se de 0.5 (figuras Bl(c) e (d)).

Outra medida quantitativa da largura da zona ativa é o desvio padrao das posi¢oes da

fragdo f das ultimas particulas adicionadas ao agregado, ou seja,
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Figura 8.4: Zona ativa dos agregados obtidos para diferentes valores de p (0.0, 0.2, 0.4, 0.5, 0.8 e

1.0 de (a) a (f), respectivamente).

em que Ny =(1—-f)N,e

1 N
(ry = N Z r; (8.5)
z:Nf

¢ a média das posigoes alcancadas pela fracdo f das ultimas particulas agregadas. Usamos
f = 0.1 em todas as simulag¢oes. Na figura B, mostramos a largura da zona ativa como uma
funcao do numero de particulas para dois valores particulares de p. Para p < 0.5, as simulagoes
indicam que existe um tnico regime em lei de poténcia o ~ N¢. Entretanto, quando p > 0.5
observamos um crossover entre duas leis de poténcia, o ~ N¢ para agregados pequenos e
o ~ N¢ no limite de agregados grandes. No regime assintético (N — 00), o expoente { — v
para p < 1 como observado para o modelo DLA [I2]. Encontramos ¢’ ~ 0.46, 0.42 e 0.36
para p = 0.5, 0.7 e 0.9, respectivamente. De fato, nossas simulagoes sugerem que ¢’ — 0.33 &
medida que p — 1, em concordancia com a hipotese que a interface do modelo BA pertence
a classe de universalidade Kardar-Parisi-Zhang [19]. Conforme visto na se¢ao 244 as leis de
escalas em interfaces obtidas no modelo de deposicao balistica foram amplamente estudadas
e simulacbes rigorosas confirmam que o ~ N3 [7, @].

Uma caracteristica muito interessante é observada no comportamento de o como uma
funcao de p para um raio médio fixo da zona ativa. No destaque da figura mostramos

o(r = 340). A largura da zona ativa é uma fungao convexa de p com um méximo em
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Figura 8.5: Largura da zona ativa ¢ como uma fun¢io do ntimero de particulas do agregado para
dois valores de p, 0.20 (o) e 0.90 (o). As linhas continuas sdo ajustes em leis de
poténcia. No detalhe, mostramos o como uma fung¢ao de p para um raio médio da
zona ativa r &~ 340. A linha é um ajuste ciibico usado como um guia para os olhos.
Para estas simulacdes usamos agregados confinados a uma caixa de tamanho 10* x 10*

com uma meédia realizada sobre 500 amostras.

p =1/2, o que explica a dependéncia da lacunaridade com p. O inicio desse comportamento
qualitativo pode ser compreendido por meio de uma anélise das propriedades de blindagem
nos agregados: para p 2 0, os agregados possuem ramos grandes de modo que os caminhantes
balisticos podem alcancar as regioes mais internas dos agregados proibidas para caminhadas
aleatorias. Assim, a blindagem é reduzida quando comparada com a do modelo DL A original
e, conseqiientemente, a zona ativa ¢ maior. A medida que p é aumentado, mais particulas
rompem a blindagem de maneira que a zona ativa aumenta. Entretanto, se um niimero muito
grande de particulas alcancam as regioes internas dos agregados, o tamanho dos buracos e,
conseqiientemente, a zona ativa dos agregados comecam a diminuir. Assim, a convexidade de
o como uma funcgao de p esté esclarecida. Intrigantemente, esta mudanga no comportamento
parece ocorrer quando o numero de particulas que executam uma caminhada aleatéria é igual
ao numero daquelas que executam um movimento balistico, mas nao podemos fornecer uma

justificativa rigorosa além das evidéncias numéricas.

Agregados obtidos com o modelo DLA apresentam a propriedade de multi-escala [94],
i.e., a dimensao dos agregados varia com o tamanho e a regiao de observacao do mesmo. Essa
propriedade foi inicialmente observada por Amitrano et al. [94], que analisaram a densidade

g(r, R) dentro de uma casca a uma distancia r da semente em um agregado de raio R. Eles
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encontraram que essa funcdo satisfaz a equacao

g(r,R) = r~ PR f (%) (8.6)

em que D(z) é a dimensao fractal local para a casca. Recentemente, Mandelbrot et al. anali-
saram a propriedade de multi-escala dos agregados do modelo DLA sob a luz da distribuicao
de separacao angular dos ramos [I5]. Eles encontram o valor dy ~ 1.71 apenas em agregados
assintoticamente grandes (M =~ 10%) para os quais a separacdo angular dos ramos é muito
pequena. Pelos padroes mostrados na figura B2l podemos observar que a distribuicdo da
separagao angular nos agregados obtidos usando uma mistura de particulas varia com a pro-
babilidade p. Assim outra andlise que se faz importante é da distribui¢ao angular de particulas
a uma distancia R do centro do agregados. Meakin e Vicsek [30] analisaram a correla¢do an-
gular dos agregados do modelo DLA usando o procedimento descrito na se¢ao A funcao
de correlacao angular (equacao (ZI4))) fornece a probabilidade de encontrar duas particulas,
sobre um circulo de raio R centrado na origem, com uma separagao angular 6. Ela segue um

decaimento em lei de poténcia para valores pequenos de 6
Dr(0) ~ 6. (8.7)

O expoente encontrado para o DLA foi ay =~ 0.41 que é muito diferente daquele encontrado
para a fungao de correlagao entre dois pontos (equagao ([ZI2)), a, =~ 0.29.

A figura ilustra as funcoes de correlagdo angular calculadas em R = 300 para
valores distintos de p. Em todas as curvas, ®r(6) decai como uma lei de poténcia para
angulos pequenos seguidos por um minimo global e depois alcanca um valor constante para
angulos grandes. Este comportamento reproduz qualitativamente o encontrado por Meakin
e Vicsek [30], mas os expoentes das leis de poténcia decrescem com p conforme mostrado no
destaque da figura Bl no qual oy e ., assim como a diferenga entre eles A, sdo mostrados
como func¢oes de p. O expoente a,. foi determinado usando a relagao o, = 2 — Jf, em que cff
¢ a média das dimensoes fractais obtidas através do método massa-raio e do raio de giracao
(figura B3(b)). A diferenga Aa =~ 0.12 observada para o modelo DLA decresce com p e vai
rapidamente a zero para p > 0.5, indicando que a correlagao angular cai da mesma forma que
a correlagdo espacial entre sitios pertencentes ao agregado.

Os minimos globais observados nas curvas, que representam uma estimativa da metade
da separagao angular entre dois ramos consecutivos, se deslocam para dngulos pequenos a
medida que p é aumentado. Como é mostrado na figura B, a extrapolagdo das posi¢oes dos
minimos #,,;, sugere que seus valores vao a zero em p = 1 de acordo com a lei de poténcia
Omin ~ (1 —p)?, em que ¥ =~ 0.45. A posicao do minimo foi determinada usando um ajuste

ctibico como indicado no destaque da figura B
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Figura 8.6: Fungdo de correlagdo angular para varios valores de p: 0.1, 0.2, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9
(curvas de baixo para cima, respectivamente). As linhas tracejadas sdo ajustes em
leis de poténcia para pequenos valores de . No destaque, mostramos uma comparagao
entre os expoentes das fungoes de correlagdo angular e radial. Utilizamos agregados
limitados a uma regiao de tamanho 5 x 10% e ®x foi determinado usando R = 300 e

SR = 15. As médias foram realizadas sobre 10° agregados.
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Figura 8.7: Comportamento do minimo da fungio de correlagio como uma fungio da probabili-
dade p. No destaque mostramos graficos de ®r para as regides proximas aos minimos
para dois valores de p: na curva de baixo p = 0.7 e na de cima p = 0.9. As linhas

sblidas sdo ajustes ctibicos usados para determinar as posigoes do minimo.
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8.4 Conclusoes

Neste capitulo, apresentamos um modelo de agregacdo no qual dois tipos de parti-
culas sdo considerados: uma fracao das particulas segue movimentos brownianos e a fracao
remanescente segue trajetérias balisticas. O modelo, que inclui os de agregacao limitada por
difusdo e de agregagao balistica como casos limite, é controlado por uma probabilidade p que
corresponde a fracao de particulas que constituem o agregado adicionadas seguindo as regras
do modelo de agregacao balistica. Simula¢des em larga escala e amostragens cuidadosas foram
usadas para caracterizar as distribuicoes radial e angular de particulas em agregados obtidos
fora da rede. Especialmente, medimos a dimensao fractal dy, a lacunaridade, a evolucao da
largura da zona ativa o e a fungao de correlagao angular ® para diferentes valores de p.

A dimensao fractal dy cresce continuamente como uma funcao de p de dy = 1.7234:0.004
para p = 0.1 (um valor muito préximo ao obtido para agregados do modelo DLA) a df ~ 2.0
quando p — 1 (esperado para agregados do BA). Entretanto, a lacunaridade e a largura da
zona ativa para um raio fixo sdo fungoes convexas da probabilidade p com maximos proximos
ap = 1/2. A convexidade da lacunaridade estd diretamente relacionada a convexidade da
largura da zona ativa, que por sua vez, pode ser explicada pela blindagem que impede que os
caminhantes alcancem regioes internas dos agregados.

A fungao de correlagdo angular ®i determinada para R = 300 exibe um decaimento
em lei de poténcia para angulos pequenos com um expoente que é uma funcao decrescente de
p. A diferenca entre os expoentes relacionados as distribui¢oes angular e radial observada para
o modelo DLA foi obtida mas, ela decai com p e para p > 1/2, ela vai rapidamente a zero. As
curvas P em funcio de 0 exibem um minimo global que representa a metade da separacao
entre dois ramos consecutivos. As simulacdes mostraram que a posi¢ao desse minimo vai a
zero quando p — 1 de acordo com uma lei de poténcia, O, ~ (1 — p)ﬁ com v =~ 0.45. Estes

resultados indicam que os agregados sdao assintoticamente homogéneos quando p — 1.
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Nesta tese de doutoramento estudamos leis de escala e transicoes em modelos de cres-
cimento de agregados e de interfaces através de simula¢des computacionais. Especificamente,
os trabalhos dessa tese foram divididos em duas partes. Nos capitulos Bl e @l come¢camos com o
estudo da classe de universalidade e crossovers em modelos de crescimento de interfaces. No
capitulo Bl estudamos um modelo de crescimento de interfaces que possui dois ingredientes,
a deposicao e a difusdo de particulas. Neste modelo, encontramos um crescimento em mo-
nocamada por monocamada, que antecipa um crescimento em lei de poténcia para taxas de
deposicao muito pequenas. Em 14 1 dimensdes, o modelo apresenta uma mudanca da classe
de universalidade de Mullins-Hering (MH) para a de Villain-Lai-Das Sarma (VLDS). Ao con-
trario de substratos unidimensionais, ndo encontramos esse crossover em 2 + 1 dimensoes — o
modelo apresenta os expoentes da classe VLDS. Além disso, quando incluimos uma tendéncia
nas caminhadas, aparecem instabilidades responséveis pela formacao de morros nas interfaces
e um expoente de crescimento proximo de 1/2. Analisando a rugosidade dentro de caixas
pequenas, encontramos que as grandes flutuacoes nas interfaces, as paredes dos morros, sdo
as responsaveis pela mudanca no expoente de crescimento e, além disso, dentro dos morros a

rugosidade nado apresenta a mudanga no expoente de crescimento.

No capitulo Bl estudamos uma versdo modificada do modelo de Wolf-Villain (WV).
Neste trabalho, investigamos o crossover no modelo WV pela introdugao de uma probabilidade
de crescimento que privilegia os sitios cujo niimero de ligacoes é maior. Mostramos que essa
modificagdo acelera o crossover da classe de universalidade MH para a EW, em 1 4+ 1 e
2 + 1 dimensdes. Entretanto, como essa modificacao introduz uma recusa de particulas, um

crossover para a classe de universalidade KPZ aparece.

No capitulo B, estudamos as propriedades de escala de interfaces com simetria radial
utilizando agregados obtidos pelo modelo de crescimento de Eden fora da rede e por trés mo-
delos na rede quadrada. Nessa andlise, mostramos que diferentes estratégias adotadas para
medir a rugosidade da interface podem levar a expoentes de crescimento diferentes. No capi-
tulo B, estudamos as propriedades de escala de interfaces com simetria radial. Mostramos que
diferentes estratégias adotadas para medir a rugosidade da interface podem levar a expoentes
de crescimento diferentes. Para o caso particular dos agregados obtidos usando o modelo de
Eden fora da rede, encontramos os expoentes 3 ~ 1/3 e Bcpr = 0.404 £0.013 quando usamos
os métodos da semente e do centro de massa da borda como origens para avaliar a rugosidade
da interface, respectivamente. Além disso, mostramos que o expoente de crescimento, quando
a rugosidade é medida em relacao ao centro de massa do padrao, apresenta uma convergéncia
para 1/3. Esses comportamentos foram entendidos através do crescimento das flutuagoes dos
centros de massa. Em particular, no caso do centro de massa da borda, as flutuagoes crescem

mais rapidamente que as flutuagoes da borda.

Nos demais capitulos estudamos transi¢des morfologicas em agregados bidimensionais.



129

Em particular, estudamos as generalizacoes do modelo de agregacao limitada por difusao
(DLA). No capitulo [, estudamos a transi¢ao morfologica entre os modelos BA e DLA através
de um modelo no qual as caminhadas aleatorias do modelo DLA foram substituidas por
caminhadas aleatérias com tendéncias em direcoes aleatérias. Encontramos uma transicao
de agregados fractais (DLA) em escalas de comprimento pequenas para objetos homogéneos
(BA) em escalas grandes. A transigao entre os regimes de escala do DLA e BA foi determinada
usando o comprimento caracteristico £ que diverge quando A — 1 seguindo uma lei de poténcia
& ~|1—=A\|Y, com expoente v = 0.61(1), enquanto a massa do agregado no ponto de crossover
segue a relagdo Mg ~ |1 — A|7%, com o = 0.97(2).

No capitulo [ estudamos um algoritmo proposto para gerar agregados isotropicos do
modelo DLA na rede. Nesse algoritmo a agregacdo das particulas ocorre com uma pro-
babilidade proporcional ao quadrado do ntmero de vizinhos ocupados, ou seja, pp o k2.
Contrariando a proposta original [26], n6s demonstramos que o algoritmo nao gera estruturas
isotropicas, apenas aumenta a espessura dos capilares das estruturas e gera uma rotacao na
direcdo da anisotropia. Além disso, estudamos uma generalizacdo do algoritmo, na qual a
probabilidade de crescimento foi mudada para p o k¥, em que v é um parametro de controle
do modelo. Observamos que o expoente v possui um valor critico nao universal, no qual os
padrdes exibem a anisotropia usual e girada para v < v, e v > v,, respectivamente. Encon-
tramos que a relagdo entre a anisotropia e os parametros v e M (da redugao de ruido) nao é
simples.

No capitulo §, apresentamos um modelo de agregacao fora da rede no qual uma fragao
das particulas segue movimentos brownianos e a fracao restante segue trajetorias balisticas.
O modelo, que inclui os de agregacao limitada por difusdo e de agregacao balistica como
casos limite, é controlado por uma probabilidade p que corresponde & fracdo de particulas
que constituem o agregado adicionadas de acordo com as regras do modelo de agregacao
balistica. Encontramos que a dimensao fractal dy cresce continuamente como uma fungao de
p de df = 1.723 4+ 0.004 para p = 0.1 (um valor muito préximo ao obtido para agregados do
modelo DLA) a df ~ 2.0 quando p — 1 (esperado para agregados do BA).

Como perspectivas para trabalhos futuros baseados nessa tese de doutoramento temos:

e Uma anélise cuidadosa, em tempos curtos, da formacao de ilhas no modelo de cresci-
mento de interfaces, bem como, um estudo detalhado dos modelos de crescimento de

interfaces com a caminhada direcionada, apresentados no capitulo Bl

e Aplicar a modificacao usada no modelo de Wolf-Villain (capitulo B ao modelo de Das

Sarma-Tamborenea.

e Utilizar a caminhada com tendéncia do modelo de agregagdo apresentada no capitulo

ao modelo de agregacao agregado-agregado (CCA, de cluster-cluster aggregation). Esse
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trabalho possui como motivagdo o crescimento de células em cultura para o qual foi
demonstrado que os agregados possuem a tendéncia de executar uma caminhada dire-

cionada com pequenos desvios [95].

e Investigar as transi¢des morfologicas dos modelos apresentados nos capitulos Bl e B em

trés dimensoes.

e Aplicar técnicas de grupo de renormalizacao [93] ao modelo estudado no capitulo [ para

obter seu diagrama de fases.
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