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ResumoNesta tese de doutoramento, estudamos leis de es
alas e 
rossovers em modelos de
res
imento de agregados e interfa
es. Nossa abordagem 
onsiste em uma analise de modelosdis
retos por meio de simulações 
om o objetivo de investigar suas 
lasses de universalidadee o apare
imento de 
rossovers. Na primeira parte da tese, analisamos as propriedades dees
ala em interfa
es. O primeiro modelo de 
res
imento de interfa
es estudado foi 
onstruídopara 
apturar os efeitos da 
ompetição entre a deposição e difusão de partí
ulas. En
ontra-mos uma transição no 
omportamento da rugosidade, que exibe um expoente de 
res
imentoreferente à 
lasse de universalidade de Mullins-Hering (MH) para tempos 
urtos e à 
lasse deVillain-Lai-Das Sarma (VLDS) para tempos longos. Em seguida, investigamos o modelo deWolf-Villain 
om uma modi�
ação na regra de 
res
imento introduzida para estudar 
rosso-vers. Con
luímos esta parte da tese analisando estruturas 
om simetria radial, 
om atençãoparti
ular a detalhes asso
iados à estratégia de medida da rugosidade que podem levar a
on
lusões equivo
adas dos expoentes e, 
onseqüentemente, da 
lasse de universalidade dossistemas 
onsiderados. Na parte seguinte, 
onsideramos transições morfológi
as em mode-los de agregação de partí
ulas. Estudamos generalizações do modelo de agregação limitadapor difusão (DLA). Na primeira, 
onsideramos o efeito de uma tendên
ia nas trajetórias daspartí
ulas. Mostramos que os agregados apresentam uma transição morfológi
a entre o mo-delo DLA e o modelo de agregação balísti
a (BA) e 
ara
terizamos quantitativamente essatransição por meio do 
omprimento 
ara
terísti
o. Em seguida, estudamos a anisotropia emagregados obtidos no modelo DLA através de uma generalização que in
lui uma probabili-dade de 
res
imento às regras de evolução e da apli
ação da té
ni
a de redução de ruído. Essemodelo apresenta um ri
o 
omportamento quando variamos os parâmetros envolvidos. Fina-lizamos essa tese 
om um modelo de agregação o qual 
onsiste de uma mistura de partí
ulasque exe
utam 
aminhadas aleatórias e trajetórias balísti
as. Neste modelo, en
ontramos umatransição suave de agregados semelhantes àqueles do modelo DLA para os do BA.
v



Abstra
tIn this do
toral thesis, we studied, through simulations of dis
rete models, the s
alinglaws, universality 
lasses and 
rossovers in aggregation pro
esses and interfa
es growth. Inthe �rst part of the thesis, we analyzed the interfa
es s
aling in growth models. Initially, ainterfa
e growth model that 
aptures the e�e
ts of the 
ompetition between parti
le depositionand di�usion was studied. We found a transition in the roughness behavior, whi
h presentsa growth exponent related to the Mullins-Hering (MH) universality 
lass for short times andthe Villain-Lai-Das Sarma 
lass for long times. In addition, we investigated a modi�ed Wolf-Villain model aiming to study the 
rossovers found in this model. We 
on
lude this partof the thesis by analyzing stru
tures with radial symmetry, with parti
ular attention to thedetails asso
iated to the roughness measure strategy, whi
h 
an lead to erroneous 
on
lusionsabout the exponents and, 
onsequently, the universality 
lass of the 
onsidered system. Inthe se
ond part, we 
onsidered morphologi
al transitions in modi�ed di�usion-aggregationaggregation growth models. In the �rst one, the e�e
t of a bias in the parti
le traje
torieswas studied. We show that the aggregates exhibit a morphologi
al transition between DLAand ballisti
 aggregation (BA) models and 
hara
terized quantitatively this transition throughthe 
hara
teristi
 length. In the next work, the anisotropy of aggregates obtained with theDLA model was deeply analyzed through the in
lusion in its evolution rules of a neighborhooddependent growth probability and the appli
ation of noise redu
tion te
hnique. This modelexhibit a ri
h behavior when we vary the involved parameters. We 
on
luded the thesiswith the investigation of an aggregation model whi
h 
onsist of a mixture of Brownian andballisti
 wandering parti
les. In this model, we found a smooth transition from DLA toBA-like aggregates.
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Capítulo 1IntroduçãoPro
essos de 
res
imento naturais podem levar a estruturas 
omplexas, que possuemirregularidades em diferentes es
alas de observação. Tais pro
essos, em sua maioria fora doequilíbrio, são en
ontrados nos mais diferentes fen�menos físi
os. Como exemplos podemos
itar eletrodeposições [1℄, formação de dedos vis
osos (vis
ous �ngering) em deslo
amento�uido-�uido [2℄, 
res
imento de 
ol�nias de ba
térias [3℄, 
res
imento de neur�nios [4℄, et
.Todos estes fen�menos possuem uma 
ara
terísti
a em 
omum: um grande número de 
onsti-tuintes que interagem mutuamente de uma maneira muitas vezes simples e levam a estruturas
omplexas e/ou 
omportamentos não-lineares. Devido a essas 
ara
terísti
as a 
ompreensãode tais pro
essos de 
res
imento não é uma tarefa fá
il. As 
ara
terísti
as dessas estruturassão determinadas por um 
onjunto de fen�menos que o
orrem durante seu pro
esso de for-mação. Por exemplo, no 
res
imento de 
ol�nia de ba
térias, se o meio é ri
o em alimento, opadrão gerado é 
ompa
to pois a 
ompetição por nutrientes não é agressiva (�gura 1.1(a)). Jáquando existe uma es
assez de nutriente o padrão gerado é rami�
ado devido a instabilidades,o que maximiza a área de 
ontato 
om o meio (�gura 1.1(b)) e otimiza o pro
esso de pro
urapor nutriente.Em alguns pro
essos, podemos en
ontrar estruturas que apresentam a propriedade deinvariân
ia sob mudanças de es
ala de observação. Se o fator de es
ala usado nessa mudançaé o mesmo para as diferentes direções dizemos que o objeto é auto-similar. As estruturas queapresentam a propriedade de auto-similaridade são 
onhe
idas 
omo objetos fra
tais [5, 6,7, 8℄ e suas 
ara
terísti
as podem ser estudadas usando a geometria fra
tal, introduzida porMandelbrot [5℄.Muitos pro
essos de 
res
imento envolvem uma superfí
ie de separação entre diferentesmeios. Essas superfí
ies podem apresentar irregularidades em diferentes es
alas de observação.Por exemplo, ao 
aminharmos sobre uma montanha podemos en
ontrar uma hierarquia desubidas e des
idas de todos os tamanhos. Para quem 
aminha ao longo do per�l de umamontanha são visíveis estruturas (subidas e des
idas) em uma enorme faixa de es
alas que1



2 Introdução

(a) (b)Figura 1.1: Em (a) 
res
imento de 
ol�nia de ba
térias em um meio ri
o em alimento. Em(b) um meio 
om alimentação es
assa. As �guras foram extraída da página:http://star.tau.a
.il/ inon/ba

yber0.html em novembro de 2005.vão desde milímetros até quil�metros. No entanto, para se observar a invariân
ia sob umamudança de es
ala em algumas interfa
es é ne
essário fatores de es
ala diferentes para direçõesdiferentes. Estas interfa
es são denominadas auto-a�ns.Passos importantes foram dados na 
ompreensão da dinâmi
a de pro
essos de 
res
i-mento por meio do estudo de modelos dis
retos e de equações fenomenológi
as de 
res
imen-tos [7, 9℄. Essas aproximações pro
uram 
apturar 
ara
terísti
as físi
as essen
iais do pro
essode 
res
imento. Na aproximação de modelos dis
retos pro
uramos reproduzir, através de re-gras simples, os pro
essos mais relevantes que o
orrem durante a evolução. Na aproximaçãovia equações fenomenológi
as pro
uramos des
rever o sistema no limite termodinâmi
o (es-
alas de 
omprimentos �grandes�), ou seja, os detalhes mi
ros
ópi
os são ignorados e apenassuas médias são 
onsideradas. A 
onstrução dessas equações baseia-se em argumentos físi
ose/ou de prin
ípios de simetria. Em ambas aproximações pro
uramos por expoentes 
ríti
osasso
iados às leis de potên
ia que determinam a 
lasse de universalidade do sistema.Um pro
esso de 
res
imento baseado na agregação de partí
ulas de grande interesseé o modelo de agregação limitada por difusão (DLA, de di�usion-limited aggregation) [10℄.Nesse modelo, partí
ulas são lançadas de pontos muito distantes do agregado e exe
utam
aminhadas aleatórias até al
ançarem um sítio primeiro vizinho do agregado onde são �xadasirreversivelmente. Versões na rede e fora dela foram muito estudadas [11, 12, 13℄. Apesar desua simpli
idade, o modelo DLA gera estruturas 
omplexas 
om propriedades de es
ala nãotriviais [7, 8, 14, 15℄. Outro modelo importante, 
onhe
ido 
omo agregação balísti
a (BA, debalisti
 aggregation), é obtido quando substituímos a 
aminhada aleatória no modelo DLA portrajetórias balísti
as. Apesar dos agregados gerados pelo modelo BA apresentarem estruturas



3homogêneas, elas possuem uma relação de es
ala não trivial da densidade e da largura dazona ativa 
omo funções do número de partí
ulas no agregado.Modelos de deposição do tipo sólido sobre sólido foram propostos para 
ompreendermelhor a dinâmi
a de 
res
imento de interfa
es [7, 9℄. Em parti
ular, os modelos de Wolf-Villain (WV) [16℄ e Das Sarma-Tamborenea (DT) [17℄ são de grande importân
ia porque forampioneiros no estudo da difusão de partí
ulas nas interfa
es, além de serem a primeira evidên
ianuméri
a demonstrando expoentes de es
ala diferentes daqueles das 
lasses de universalidadede Edward-Wilkinson (EW) [18℄ e Kadar-Parisi-Zhang (KPZ) [19℄.O prin
ipal objetivo dessa tese é estudar leis de es
ala e transições no 
res
imento deinterfa
es e de agregados por meio de modelos dis
retos. O 
apítulo 2 é dedi
ado a uma revi-são de literatura, em que des
revemos os prin
ipais modelos de 
res
imento por agregação ede interfa
es, bem 
omo algumas das té
ni
as utilizadas em suas 
ara
terizações. Nos demais
apítulos apresentamos os trabalhos da tese, pro
urando apresenta-los da maneira mais inde-pendente possível (as 
on
lusões de 
ada trabalho são in
luídas no �nal dos 
apítulos). Estestrabalhos foram divididos em duas partes, na primeira estudamos 
lasses de universalidades e
rossovers em modelos de 
res
imento de interfa
e (denominados modelos de deposição). No
apítulo 3 estudamos um modelo de 
res
imento de interfa
e para abordar a 
ompetição entrea deposição e a difusão das partí
ulas, bem 
omo, a formação de morros [20, 21, 22℄ quandouma tendên
ia nas 
aminhadas é in
luída. Neste trabalho, mostramos que o modelo apresentaum 
rossover da 
lasse de universalidade de Mullins-Hering (MH) para a de Villain-Lai-DasSarma (VLDS) em 1 + 1 dimensões. Entretanto, em 2 + 1 dimensões, o mesmo 
rossover nãoé observado e o modelo apresenta expoentes rela
ionados à 
lasse de universalidade VLDS.Além disso, observamos que uma tendên
ia nas 
aminhadas leva a instabilidades e, 
onseqüen-temente, a interfa
es 
om formação de morros e uma mudança no expoente de 
res
imentopara um valor assintóti
o próximo de 1/2. Mostramos também que as grandes �utuações nasinterfa
es, as paredes dos morros, são as responsáveis pela mudança no expoente de 
res
i-mento. No 
apítulo 4, estudamos uma versão modi�
ada do modelo de Wolf-Villain (WV).Neste trabalho, investigamos o 
rossover no modelo WV pela introdução de uma probabili-dade de 
res
imento que privilegia os sítios 
ujo número de ligações é maior. Mostramos queessa modi�
ação a
elera o 
rossover da 
lasse de universalidade MH para a EW, em 1 + 1 e
2 + 1 dimensões. Entretanto, 
omo essa modi�
ação introduz uma re
usa de partí
ulas, um
rossover para a 
lasse de universalidade KPZ apare
e. No 
apítulo 5, estudamos as propri-edades de es
ala de interfa
es 
om simetria radial utilizando agregados obtidos pelo modelode 
res
imento de Eden fora da rede e por três modelos na rede quadrada [23℄. Nessa análise,mostramos que diferentes estratégias adotadas para medir a rugosidade da interfa
e podemlevar a expoentes de 
res
imento diferentes.Na segunda parte da tese, estudamos transições morfológi
as em modelos de 
re
imento



4 Introduçãode agregados (denominados modelos de agregação). No 
apítulo 6, propomos um modelo paraanalisar a transição morfológi
a entre os modelos DLA e BA. Nesse modelo, introduzimos umparâmetro de generalização λ que 
ontrola a tendên
ia da 
aminhada das partí
ulas [24℄. En-
ontramos uma transição de agregados fra
tais (DLA) em es
alas de 
omprimento pequenaspara objetos homogêneos (BA) em es
alas grandes. A transição entre os regimes de es
ala doDLA e BA foi determinada usando o 
omprimento 
ara
terísti
o ξ que diverge quando λ → 1seguindo uma lei de potên
ia. No 
apítulo 7, estudamos a anisotropia no modelo DLA atravésde uma generalização que in
lui uma probabilidade de agregação das partí
ulas que al
ançamo agregado, essa probabilidade é propor
ional ao número de vizinhos o
upados [25℄. Essageneralização é 
onstruída baseada em um algoritmo proposto por Bogoyavlenskiy [26℄ paragerar agregados isotrópi
os obtidos usando o modelo DLA na rede. No 
apítulo 8, apresenta-mos um modelo que 
onsidera agregação em uma mistura de partí
ulas [27℄ introduzido paraestudar a transição entre os modelos DLA e BA fora da rede. Esse modelo, que in
lui os deagregação limitada por difusão e de agregação balísti
a 
omo 
asos limites, é 
ontrolado poruma probabilidade p que 
orresponde à fração de partí
ulas que 
onstituem o agregado adi-
ionadas seguindo as regras do modelo de agregação balísti
a. En
ontramos que a dimensãofra
tal df 
res
e 
ontinuamente 
omo uma função de p de um valor muito próximo ao obtidopara agregados do modelo DLA a valores próximos dos agregados do BA. No 
apítulo IV, �na-lizamos essa tese de doutoramento apresentando um resumo das 
on
lusões de 
ada trabalhodesenvolvido, bem 
omo as perspe
tivas desses trabalhos e de outros rela
ionados.



Parte ILeis de Es
alas em Modelos deCres
imento
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Capítulo 2Leis de Es
ala e Modelos deCres
imento
2.1 Fra
tais e Leis de Es
alaObservando estruturas en
ontradas na natureza, tais 
omo árvores bronquiais, forma-ções dendríti
as de neur�nios, 
ol�nias de ba
térias ou fungos, eletrodepósitos, dentre outras,en
ontramos irregularidades em uma ampla faixa de es
alas de 
omprimento. Por exem-plo podemos fa
ilmente notar que o galho de uma árvore se pare
e 
om a árvore ou queum pequeno ramo de uma 
ouve-�or se pare
e 
om a 
ouve-�or inteira. Essa 
ara
terísti
ade invariân
ia sob mudanças de es
ala de observação (uma parte se pare
e 
om o todo) é
hamada de auto-similaridade. Objetos que apresentam essa propriedade são denominadosobjetos fra
tais. Em geral, os objetos auto-similares não podem ser adequadamente tratados
om os métodos analíti
os usuais. De fato, as ferramentas da geometria fra
tal, introduzidapor Mandelbrot [5℄, forne
em uma des
rição matemáti
a quantitativa mais 
ompleta dessessistemas auto-similares [6, 7℄.Quando falamos em auto-similaridade ou invariân
ia sob mudanças de es
ala de obser-vação, usamos o mesmo fator na transformação de es
ala para todas as direções. Entretanto,em alguns 
asos, 
omo os 
ontornos das montanhas perten
entes a uma 
adeia [28℄ é ne
essárioum fator de es
ala apropriado para 
ada direção do espaço, de maneira que as suas proprie-dades permaneçam invariantes. Os objetos que possuem essa 
ara
terísti
a são denominadosauto-a�ns.2.1.1 Auto-similaridade e Auto-a�nidadeDevemos observar que quando fazemos su
essivas mudanças na es
ala de observaçãode um objeto real podemos al
ançar um limite para a transformação de es
ala, o tamanho dos6
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onstituintes bási
os ou o tamanho do objeto. Por exemplo, quando observamos um galho deuma árvore ele se pare
e 
om a árvore. Se passarmos a olhar para um pequeno galho retiradodo primeiro e assim su
essivamente, al
ançaremos um ramo (ou 
aule) que em nada se pare
e
om a árvore ou seus galhos. Outro fato muito importante é que nos exemplos da 
ouve �ore da árvore, os ramos apenas se pare
em 
om o todo, eles não são uma reprodução exata da
ouve �or ou da árvore. Para objetos nos quais a invariân
ia de es
ala não é exata, devemosfalar em auto-similaridade estatísti
a. Contudo, podemos 
onstruir estruturas matemáti
asexatas usando, por exemplo, um pro
esso re
ursivo que produz objetos para os quais nãoexistem limites inferior ou superior e levam a uma reprodução exata entre duas realizaçõesdistintas ou entre duas partes do objeto. Tais objetos são 
onhe
idos 
omo objetos auto-similares determinísti
os. Dependendo do método de 
onstrução, partes são retiradas ouadi
inadas a uma estrutura a 
ada iteração. Para ilustrar tais objetos, usaremos o triângulode Sierpinski que é gerado a partir de um triângulo equilátero totalmente preen
hido de lado
ℓ0, 
onforme ilustrado na �gura 2.1. O triângulo de Sierpinski pode ser obtido através doseguinte pro
edimento: a 
ada iteração (ou passo) k, removemos um triângulo equilátero delado ℓk−1/2 de 
ada triângulo totalmente preen
hido. Esse pro
edimento deve ser repetidoin�nitas vezes para se obter o objeto auto-similar determinísti
o. Como pode ser visto a partirda região desta
ada no passo k = 3, a estrutura no passo k − 1 é uma ampliação de uma daspartes no passo k.Uma 
ara
terísti
a importante de um objeto fra
tal é que, em geral, sua dimensão nãoé inteira e é menor que a dimensão d do espaço no qual está imerso. O 
on
eito de dimensãode um objeto pode ser ligado usualmente a duas idéias: o número de 
oordenadas ne
essárias

Figura 2.1: Ilustração da 
onstrução do triângulo de Sierpinski.
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ala e Modelos de Cres
imentopara lo
alizar um ponto no espaço e a noção de medida de 
omprimento [29℄. Usando aprimeira idéia, Poin
are e Brouwer dis
utiram o 
on
eito da 
hamada dimensão topológi
a.Essa noção a�rma que um objeto possui n dimensões quando podemos separa-lo em duaspartes des
onexas usando um objeto de n− 1 dimensões. Assim, 
onsiderando que um pontopossui dimensão 0 (zero), uma reta possui dimensão 1 (um) uma vez que ela pode ser separadaretirando apenas um de seus pontos. Por sua vez, um plano, que pode ser dividido em doisretirando uma reta, possui dimensão 2 (dois) e assim su
essivamente.O volume de um objeto, sendo ele regular ou fra
tal, pode ser determinado por
V (ǫ) = N(ǫ)ǫd (2.1)em que N(ǫ) é o número mínimo de 
aixas de lado ǫ ne
essário para 
obrir todo o objeto e

d ≥ dobjeto é a dimensão das 
aixas usadas, normalmente a mesma do espaço de imersão.A medida do número de 
aixas de lado ǫ ne
essárias para 
obrir um objeto (uma medidarela
ionada ao aspe
to métri
o do 
on
eito de dimensão) também forne
e uma maneira demedir a dimensão do objeto. Essa pode ser denominada dimensão de 
apa
idade, ini
ialmentede�nida por Kolmogorov. A dimensão de 
apa
idade é uma medida do quanto o objeto ou
onjunto 
onsiderado preen
he o espaço no qual está imerso. Em geral, obtemos
N(ǫ) = Aǫ−D, (2.2)em que a 
onstante A é 
hamada de la
unaridade e D é a dimensão do objeto. Para umadada dimensão, quanto maior a la
unaridade, maior a quantidade de regiões vazias no interiordo objeto. Note que para objetos regulares D = d é inteiro e pode 
oin
idir 
om a dimensãodo espaço de imersão. Para objetos fra
tais D = df , a dimensão fra
tal do objeto. Essadenominação, dimensão fra
tal, é devido ao fato que esta dimensão não é inteira e, em geral,

df < d. Como 
onsequên
ia, quando tomamos o limite de ǫ → 0 (na equação (2.1)), o volumede objetos regulares vai para um valor �nito, uma vez que de a
ordo 
om a equação (2.2)
N(ǫ) ∼ ǫ−d.Entretanto, para um objeto fra
tal o volume vai a zero pois,

V (ǫ) ∼ ǫ(d−df )e d − df > 0. Por outro lado, a superfí
ie de uma estrutura fra
tal pode ser muito grande(ou até mesmo in�nita). Assim, ao fazer uma medida sobre o objeto usando uma 
aixa 
om amesma dimensão do espaço de imersão do objeto, essa medida tende a 0 no limite ǫ → 0, masquando a dimensão da 
aixa é menor que a dimensão de imersão e que a do objeto, a medidadiverge. Isto deve-se ao fato que os objetos fra
tais possuem dimensão não inteira menor quea do espaço em que ele está imerso.



2.1 Fra
tais e Leis de Es
ala 9No 
aso do triângulo de Sierpinski, 
om ℓ0 = 1, o número de 
aixas de tamanho
ǫ = 1/2k ne
essárias para 
obrir a estrutura no passo k é N(ǫ) = 3k, assim seu volume é dadopor

V (ǫ) = 3k

(

1

2k

)d

=

(

3

4

)k

, (2.3)em que usamos d = 2 (dimensão das 
aixas usadas no re
obrimento). No limite k → ∞ aequação (2.3) forne
e V → 0. A dimensão fra
tal, que pode ser determinada exatamente apartir da equação (2.2), é
df = −

ln [N(ǫ)]

ln(ǫ)
= −

ln 3k

ln (1/2k)
=

ln 3

ln 2
= 1.584... (2.4)Conforme men
ionado anteriormente, objetos fra
tais são invariantes sob mudançasde es
ala isotrópi
as. Entretanto, existem objetos que ne
essitam transformações de es
alaanisotrópi
as para manter a invariân
ia. Tais objetos são denominados auto-a�ns. Estamosinteressados parti
ularmente em estruturas que podem ser des
ritas por uma função unívo
a

h(~x) (a altura de uma interfa
e, por exemplo), em que ~x representa uma posição. Para deixara des
rição mais 
lara, limitar-nos-emos ao 
aso 1+1 dimensional no qual h(~x) = h(x) é umafunção apenas de uma 
oordenada espa
ial. Quando h(x) é uma função auto-a�m, é válida arelação
h(x) = b−Hh(bx), (2.5)em que b é o fator de es
ala na direção x, bH a transformação apropriada na direção perpendi-
ular a x e H é um expoente, denominado expoente de Hurst. Esta equação retrata o fato queuma função auto-a�m deve ser es
alada de maneiras distintas em 
ada direção para manter ainvariân
ia. No 
aso em que H = 1, a transformação é isotrópi
a e o sistema é auto-similar.Da mesma maneira que os objetos fra
tais, as 
urvas auto-a�ns podem ser obtidasatravés de um pro
esso re
ursivo. Como exemplo, partiremos da diagonal de um retângulode 
omprimento 4ℓ e altura 2ℓ mostrada na �gura 2.2(a). A 
urva auto-a�m é obtida usandoo seguinte pro
edimento: a 
ada passo k substituímos os segmentos de 
omprimento ℓ/4kpela estrutura mostrada na �gura 2.2(b). Para obter o expoente de Hurst dessa 
urva, vamosutilizar o tre
ho desta
ado na �gura 2.2(
). Para re
uperarmos a �gura original em (b)devemos fazer as transformações de es
ala

x → x′ = b‖x e h → h′ = b⊥h
om b‖ = 4 e b⊥ = 2. Da equação (2.5) temos que b‖ = b e b⊥ = bH . Assim b⊥ = bH
‖ e

H =
ln 2

ln 4
=

1

2
. (2.6)Outro exemplo de 
urva auto-a�m é obtido usando um 
aminhante aleatório. Considereuma partí
ula na posição x = 0 no instante ini
ial. A 
ada passo, a partí
ula realiza ao a
aso
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k = 0

k = 3

(d)

(a)
k = 1

(b)

k = 2

(c)Figura 2.2: Ilustração de um método simples para se obter uma 
urva auto-a�m.um salto de 
omprimento 1 a direita ou a esquerda. Um exemplo da função x(t) após 104passos é mostrada na �gura 2.3(a). Em 2.3(b) a parte desta
ada em 2.3(a) é ampliada usandoo mesmo fator de es
ala em ambas as direções. Já em 2.3(
), usamos um fator diferentepara 
ada direção. Repare que a 
urva em (b) pare
e alongada na direção verti
al quando
omparada 
om a original. Já a 
urva em (
) se pare
e muito 
om a 
urva original. Paraobter a 
urva em (
) usamos, b‖ = b2 e b⊥ = b, ou seja, H = 1/2, pois o desvio quadráti
omédio (uma medida da largura da 
urva auto-a�m) em uma 
aminhada aleatória é dado por
σ ∼ t1/2.

(a)
(b) (
)Figura 2.3: (a) Curva auto-a�m gerada em uma 
aminhada aleatória após 104 passos. Em (b)a parte desta
ada em (a) é ampliada usando o mesmo fator de es
ala em ambas asdireções. Já em (
), um fator apropriado para 
ada direção foi usado.



2.1 Fra
tais e Leis de Es
ala 112.1.2 Cara
terização de Estruturas Fra
taisNesta seção, des
reveremos algumas das prin
ipais medidas quantitativas que podemser utilizadas para 
ara
terizar tanto estruturas obtidas através de modelos quanto aquelasen
ontradas na natureza [7, 8℄. Em ambos os 
asos 
onsideraremos que as posições daspartí
ulas do sistema 
onsiderado são designadas por um 
onjunto de variáveis ~ri.Método Massa-RaioUm método simples muito utilizado para determinar a dimensão fra
tal é o métodomassa-raio. Este método 
onsiste basi
amente em determinar a massa M(r) do aglomeradono interior de um 
ír
ulo de raio r, ou seja, 
ontar o número de sítios perten
entes ao agregadono interior de um 
ír
ulo de raio r. Em geral, M(r) segue a relação
M(r) ∼ rD (2.7)em que D é a dimensão do objeto. No 
aso de objetos fra
tais D = df . Portanto, para obtera dimensão fra
tal basta medir a in
linação do grá�
o de ln M versus ln r.Raio de GiraçãoNo estudo de sistemas que apresentam uma simetria radial (por exemplo objetos 
ujo
res
imento o
orre a partir de uma semente e que possui simetria esféri
a) é 
omum utilizaro 
ál
ulo do raio de giração rg de�nido por

rg =

[

1

N

N
∑

i=1

(~ri − ~rcm)2

]1/2

, (2.8)em que N é o número de partí
ulas no agregado, ~ri é a posição da i-ésima partí
ula e ~rcma posição do 
entro de massa. A evolução do raio de giração pode ser estudada 
omo umafunção do número de partí
ulas no agregado N . Para objetos auto-similares, a relação entre
rg e N segue uma lei de potên
ia, ou seja,

rg ∼ Nν , (2.9)em que ν é o expoente do raio de giração. Como N ∝ M e rg ∝ ra, em que ra é o raio doagregado. Assim, en
ontramos
r1/ν
g ∼ r

df
a ⇒ ν = 1/df .
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ala e Modelos de Cres
imentoFunção de CorrelaçãoA função de 
orrelação tem sido extensivamente utilizada para a 
ara
terização desistemas desordenados em físi
a estatísti
a. Uma das medidas mais usadas na 
ara
terizaçãode agregados fra
tais é a função de 
orrelação da densidade entre dois pontos C(~r) de�nidapor
C(~r) =

1

N

∑

{~r0}

ρ(~r0)ρ(~r0 + ~r), (2.10)em que ρ(~r) = 1 quando o ponto perten
e ao agregado e ρ(~r) = 0, 
aso 
ontrário. O somatóriose estende sobre todas as N partí
ulas do agregado. Considerando objetos homogêneos eisotrópi
os C(~r) depende apenas da distân
ia r, ou seja, C(~r) = C(r), e C(r) representa aprobabilidade de en
ontrarmos duas partí
ulas do objeto separadas por uma distân
ia r. Umpro
edimento para medir a 
orrelação entre duas partí
ulas é ilustrado na �gura 2.4. Nestepro
edimento, usamos dois 
ír
ulos 
on
êntri
os 
olo
ados sobre uma partí
ula do agregadousada para referên
ia. O elemento de área delimitado entre os dois 
ír
ulos 
on
êntri
os éutilizado para determinar o número de sítios perten
entes ao agregado a uma distân
ia rda partí
ula de referên
ia. Uma média é feita usando todas as partí
ulas do agregado 
omoreferên
ia para uma mesma distân
ia r.Para objetos auto-similares espera-se que a função de 
orrelação seja uma função ho-mogênea de ordem α, ou seja,
C(r) = b−αC(br), (2.11)o que impli
a na forma algébri
a

C(r) ∝ r−α. (2.12)
r

Figura 2.4: Ilustração de um pro
edimento para determinação da função de 
orrelação entre doispontos.



2.2 Modelos de Cres
imento de Agregados 13O expoente α é 
hamado 
o-dimensionalidade do objeto, pois satisfaz a relação de es
ala
α = d − df , (2.13)em que d é a dimensão de imersão do objeto e df sua dimensão fra
tal. A relação (2.13) podeser obtida da seguinte forma,

N(r) ∼

∫ r

0
C(r′)ddr′ ⇒ rdf ∼ rd−αEm que C(r′) forne
e uma medida da densidade a uma distân
ia r′ ao redor de um ponto.Outra medida importante quando a hipótese de isotropia não é preen
hida é a funçãode 
orrelação tangen
ial (ou angular) Cr(θ) de�nida em d = 2 
omo [30℄

Cr(θ) =
1

N

∑

θ′

ρr(θ
′)ρr(θ

′ + θ) (2.14)em que ρr(θ) forne
e o número de partí
ulas k em uma 
aixa de tamanho rδrδθ no ponto (r, θ).Para determinar Cr(θ) podemos utilizar o pro
edimento ilustrado a �gura 2.5. O somatóriosobre θ′ varia 0 até π usando in
rementos δθ′. A função Cr(θ) des
reve a 
orrelação entrepares de pontos em uma 
amada de espessura δr a uma distân
ia r da origem 
omo umafunção da separação rθ entre eles.
δr

θ

δθ

r

Figura 2.5: Ilustração da determinação da função de 
orrelação angular. Um elemento de área
rδrδθ é utilizado para determinar a 
orrelação entre dois pontos à mesma distân
ia
r da origem e 
om uma separação angular θ.2.2 Modelos de Cres
imento de AgregadosNa natureza podemos en
ontrar um número muito grande de pro
essos de 
res
imentoque levam a estruturas fra
tais e, portanto, exibem invariân
ia sob mudanças de es
ala. Como
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ala e Modelos de Cres
imentoexemplos, podemos 
itar a eletrodeposição, a formação de vasos sangüíneos, o 
res
imentode 
ol�nias de ba
térias, de líquens, et
. Muitos desses pro
essos o
orrem pela agregaçãode um ou mais 
omponentes. Para um maior entendimento desses, torna-se ne
essária a
onstrução de modelos que pro
urem in
luir os prin
ipais ingredientes envolvidos. Muitasvezes esses modelos de 
res
imento são de�nidos em uma rede d-dimensional em que 
adasítio é asso
iado a uma variável σi, a qual assume valores σi = 0 ou σi = 1 quando o sítio iestá vazio ou o
upado, respe
tivamente. Podemos ainda 
onstruir tais modelos fora da rede �nestes um 
onjunto de variáveis ~ri é usado para designar a posição das partí
ulas perten
entesao agregado. Nesta seção iremos des
rever alguns modelos 
ujo me
anismo fundamental é aagregação de unidades fundamentais que 
hamaremos generi
amente de partí
ulas.2.2.1 Agregação Limitada por DifusãoUm dos modelos de 
res
imento de agregados mais estudados é o modelo de agregaçãolimitada por difusão mais 
onhe
ido por DLA (di�usion-limited aggregation) [7, 8, 10℄. Nessemodelo, uma semente é usada 
omo 
ondição ini
ial e outras partí
ulas são liberadas, uma de
ada vez, em posições aleatórias distantes dessa semente. As partí
ulas movem-se seguindouma 
aminhada aleatória até entrarem em 
ontato 
om uma partí
ula do agregado, quandoelas tornam-se irreversivelmente parte dele. Se na 
aminhada, as partí
ulas ultrapassam umraio rk muito distante do agregado, elas são des
artadas. Versões do modelo na rede e foradela foram amplamente estudadas [12, 31℄. Na �gura 2.6 mostramos um agregado 
om 3×104partí
ulas gerado em uma rede quadrada. Apesar de sua regra simples, o modelo DLA produzestruturas 
om ramos que possuem auto-similaridade estatísti
a. Essa morfologia é devidoa efeitos de blindagem produzidos pelos ramos mais externos que 
apturam os 
aminhantes

Figura 2.6: Padrão gerado pelo modelo DLA na rede quadrada 
om 3 × 104 partí
ulas.
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om uma e�
iên
ia muito maior que os ramos mais internos. Assim, pequenas �utuações sãoampliadas exponen
ialmente. Essa instabilidade, juntamente 
om a aleatoriedade inerente àsregras do modelo, levam a estruturas 
omplexas 
om propriedades de es
ala não triviais.Para estudar as propriedades das estruturas geradas pelo modelo DLA é ne
essáriosimular o 
res
imento de padrões 
om um grande número de partí
ulas. Para tal, o usodas regras des
ritas a
ima torna-se inviável devido ao tempo 
omputa
ional exigido. Para
ontornar esse problema, é ne
essário utilizar pro
edimentos que otimizem a simulação. Pri-meiramente podemos observar que partí
ulas lançadas de pontos muito distantes do agregadopassam, 
om igual probabilidade, sobre um 
ír
ulo 
entrado na semente. Assim, podemoslançar novas partí
ulas sobre um 
ír
ulo 
entrado na semente 
ujo raio é ligeiramente maiorque o raio do agregado, ou seja, podemos usar um raio de lançamento
r0 = ra + δr, (2.15)em que ra é a maior distân
ia das partí
ulas perten
entes ao agregado à semente (uma medidado raio do agregado), e δr é tipi
amente 5a, em que a é a dimensão de uma partí
ula. Nomomento do lançamento, a direção é es
olhida aleatoriamente de uma distribuição uniformeentre π e −π.Uma outra propriedade importante de um 
aminhante aleatório que pode ser exploradaé que ele al
ança 
om igual 
han
e qualquer ponto sobre um 
ír
ulo de raio r 
entrado no pontode lançamento, desde que r ≫ a. Devido a essa propriedade podemos utilizar as seguintesestratégias de otimização:

• Quando o 
aminhante está longe do agregado ele pode exe
utar saltos de tamanhos
rext > a até al
ançar o 
ír
ulo de lançamento ou ultrapassar a distân
ia limite rk, quandoquando esse 
aminhante é des
artado e um novo é liberado no 
ír
ulo de lançamento.Podemos utilizar rext = r − r0, em que r é a distân
ia do 
aminhante à semente, dessemodo o 
aminhante pode saltar, no máximo, para o 
ír
ulo de lançamento.

• Quando simulações de larga es
ala são exe
utadas, surgem bura
os da ordem do ta-manho do agregado no seu interior, uma 
ara
terísti
a de objetos fra
tais. Conseqüen-temente, o tempo 
omputa
ional para simular as 
aminhadas torna-se proibitivamentegrande. Uma maneira de 
ontornar este problema é usar saltos internos de tamanhos
rin para a
elerar o pro
esso. A es
olha de rin deve ser tal que o 
aminhante não atinjao agregado. Uma boa estratégia para implementar os saltos internos é a seguinte: di-vidimos o espaço em uma malha de espaçamento 2rin, e a toda 
élula que 
onter umaparte do agregado asso
iamos o valor 1 e para as demais o valor 0. Assim, a partí
ulapode exe
utar saltos de tamanho rin desde que não al
an
e uma 
aixa 
om valor 1.
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ala e Modelos de Cres
imentoNa �gura 2.7, mostramos uma representação esquemáti
a 
ontendo todas as otimizações des-
ritas. Um 
uidado a ser tomado é em relação ao valor de rk: seu valor deve ser maior que
100ra para simulações de larga es
ala.

r
a

r
k

r
0

r
ext

r
in

(a) (b)Figura 2.7: Ilustração das otimizações utilizadas no modelo DLA. Em (a) ilustramos a idéia dossaltos externos e internos e em (b) a malha usada para exe
ução dos saltos internos.Note que as 
élulas o
upadas estão desta
adas em 
inza.O fen�meno de blindagem pode ser observado na �gura 2.8(a), na qual, a 
ada 103partí
ulas adi
ionadas ao agregado a 
or é tro
ada. Pode-se ver que as partí
ulas mais re
entes�xam-se apenas nas partes mais externas do agregado, em uma região denominada zona ativa.Outra maneira de eviden
iar a blindagem, no 
aso do modelo ser implementado em umarede, é por meio da 
ontagem do número de vezes que um sítio vazio vizinho ao agregado(sítio da periferia) é visitado por um 
aminhante. Para fazer tal medida devemos gerar umagregado e em seguida liberar N partí
ulas, uma de 
ada vez, para realizar uma 
aminhadaaleatória. A 
ada sítio primeiro vizinho do agregado asso
iamos um 
ontador. Quando umsítio da periferia é visitado, seu 
ontador é a
res
ido de uma unidade em vez de 
res
ê-lo. Na�gura 2.8(b), mostramos a função de distribuição de probabilidades de uma partí
ula al
ançarum sítio de periferia i a uma distân
ia ℓ = ra − ri no interior do agregado. Essa 
urva foiobtida soltando 105 partí
ulas em 100 agregados distintos. A variável ℓ forne
e a distân
iade penetração de uma partí
ula no interior do agregado em relação a sua fronteira externa.Note que para ℓ < ℓ′ (≈ 100, neste 
aso) a probabilidade de 
res
imento dos sítios dentrodessa região é aproximadamente 
onstante, e a
ima desse valor ela vai a zero rapidamente. Ovalor ℓ′ forne
e uma medida quantitativa da largura da zona ativa que eviden
ia a existên
iado efeito da blindagem no modelo DLA. Uma demonstração adi
ional do efeito da blindagemé apresentada na �gura 2.9, na qual os sítios que foram visitados pelo menos uma, dez ou
em vezes são mostrados. Note que em 2.9(
) as partí
ulas 
hegam prin
ipalmente nas pontas



2.2 Modelos de Cres
imento de Agregados 17axiais do agregado, uma evidên
ia quantitativa da anisotropia imposta pela rede.
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f
(b) ℓFigura 2.8: (a) Padrão do DLA em uma rede quadrada e (b) função de distribuição de distân
iasde penetração no interior de agregados 
om 3 × 105 partí
ulas.

(a) (b) (
)Figura 2.9: Sítios de 
res
imento (ou de periferia) visitados por 
aminhantes (a) pelo menos umavez, (b) mais que 10 vezes e (
) mais que 100 vezes.Uma das medidas das propriedades de es
ala do DLA é a dimensão fra
tal do agregado.Na �gura 2.10 mostramos um grá�
o obtido usando o método massa-raio para um agregado
om 105 partí
ulas 
res
ido em uma rede quadrada (veja seção 2.1.2). A dimensão fra
talmedida foi df = 1.67, em a
ordo 
om as simulações realizadas por Meakin [31℄ nas quais
df ≈ 5d/6. Esse valor é um pou
o diferente do en
ontrado para agregados 
res
idos fora darede no qual df = 1.715 ± 0.004 [12℄.Outra maneira de obter a dimensão fra
tal dos agregados é através do estudo do raiode giração rg em função do número de partí
ulas N (seção 2.1.2). Usando simulações fora darede, Tolman e Meakin en
ontraram ν = 0.5830 ± 0.0014, que forne
e, df = 1.715 [12℄.As dimensões fra
tais dos agregados obtidos na rede são signi�
ativamente menoresque as obtidas fora da rede. Isto deve-se à anisotropia imposta pela rede, 
omo pode serobservado no agregado mostrado na �gura 2.11(a) que nitidamente difere do obtido fora da
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Figura 2.10: Massa em função do raio para um agregado do DLA 
om 106 partí
ulas. A linhatra
ejada possui in
linação 1.67.

(a) (b)Figura 2.11: Padrões do DLA obtidos na rede quadrada e fora da rede, em (a) e (b), respe
tiva-mente. Em ambos 
asos os agregados possuem 107 partí
ulas.rede, �gura 2.11(b). Uma maneira de eviden
iar a anisotropia da rede é utilizar o método deredução de ruído [32℄. Nesse método, asso
iamos um 
ontador a 
ada sítio da rede e sempreque um sítio vizinho ao agregado for visitado por um 
aminhante aleatório seu 
ontador éa
res
ido de uma unidade. Um sítio 
res
e apenas quando o sítio for visitado M vezes. Noteque esse pro
edimento favore
e o 
res
imento dos sítios 
om maior probabilidade, reduzindoassim a aleatoriedade asso
iada às regras de 
res
imento. Quando M = 1 o modelo origi-nal DLA é re
uperado. Na �gura 2.12 mostramos agregados 
om M = 2, 4, 16 e 32 geradosem redes quadradas. Repare que à medida que M aumenta, a anisotropia da rede �
a maisevidente. Em todas as simulações agregados 
om N = 104 partí
ulas foram gerados. Retor-naremos a analise da anisotropia em agregados do DLA no 
apítulo 7, no qual dis
utiremos egeneralizaremos um algoritmo proposto para gerar agregados isotrópi
os do DLA na rede [26℄.
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Figura 2.12: Padrões do modelo DLA obtidos em redes quadradas usando os parâmetros de reduçãode ruído M = 2, 4, 16 e 32, da direita para a esquerda.2.2.2 Agregação Balísti
aQuando a 
aminhada aleatória no modelo DLA é substituída por uma trajetória ba-lísti
a obtemos o modelo 
onhe
ido 
omo modelo de agregação balísti
a também 
hamadoBA (Ballisti
 aggregation) [33℄. Duas versões foram muito estudadas, nas quais a 
ondiçãoini
ial é dada por uma partí
ula lo
alizada no 
entro da rede [34, 35, 36℄. Na primeira versão,partí
ulas são lançadas, uma de 
ada vez, de pontos es
olhidos ao a
aso sobre um 
ír
ulode raio muito maior que o do agregado. As partí
ulas seguem uma linha reta, 
om direçãoes
olhida ao a
aso, até entrar em 
ontato 
om qualquer partí
ula do agregado onde �xam-se permanentemente. Na segunda versão, as trajetórias são ao longo de uma direção �xa.Uma nova partí
ula é lançada quando a 
aminhante ou 
olide 
om o agregado ou al
ança o
ír
ulo de lançamento, na primeira versão, ou quando passa pelo agregado, na segunda. Na�gura 2.13 mostramos agregados gerados usando-se as duas versões. As estruturas são, emambos os 
asos, assintoti
amente homogêneas, 
om densidade ρ > 0. Entretanto, a densidadedas estruturas dos agregados 
onvergem para o limite assintóti
o de forma não trivial. Paraa primeira versão, a densidade do agregado ρ(r) dentro de um 
ír
ulo de raio r aproxima-se

(a) (b)Figura 2.13: Agregados obtidos usando a (a) primeira e a (b) segunda versão do modelo BA.
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ala e Modelos de Cres
imentode uma 
onstante seguindo uma lei de potên
ia da forma [34℄
ρ(r) = ρ∞ + Ar−β (2.16)em que ρ∞ é a densidade assintóti
a do agregado, A é uma 
onstante e β é o expoente que
ara
teriza a aproximação do limite assintóti
o. O valor de β pode ser obtido da in
linaçãodo grá�
o ln[ρ(r) − ρ∞] 
ontra ln(r). Liang e Kadano� [34℄ en
ontraram β ≈ 0.55 e 0.66para agregados na rede quadrada e fora da rede, respe
tivamente. Esses valores sugerem queo expoente β não é universal. Entretanto, uma generalização do modelo BA [24℄ sugere queesse expoente é universal (detalhes no 
apítulo 6).Para a segunda versão do modelo BA, a estrutura gerada possui uma forma de lequee apresenta uma densidade maior na região 
entral 
om grandes regiões vazias nas bordaslaterais. A distribuição da densidade ρ(r, θ) dentro dessa estrutura possui uma relação dees
ala não-trivial. A distribuição da densidade é de�nida 
omo o número de partí
ulas dentroda área r∆r∆θ em torno da posição ~r, e o ângulo θ é de�nido em relação ao eixo paraleloas trajetórias. A distribuição de densidade proposta por Liang e Kadannof [34℄ obede
e arelação de es
ala

ρ(r, θ) = r−µf(rν(θ − θc)) (2.17)em que f(x) ≡ 
onstante para x ≪ 1 e 
ai rapidamente a zero para x ≫ 1, θc é um ânguloque limita as bordas do agregado e µ e ν são expoentes de es
ala universais que podem serobtidos por meio do 
olapso das 
urvas ρrµ versus rν(θ − θc) para diferentes valores de r. Osvalores en
ontrados para simulações fora da rede são µ ≈ 0.13 e ν ≈ 3.0, que 
on
ordam 
omos valores en
ontrados para simulações na rede quadrada [35℄. Contudo, o valor θc ≈ 15.5◦en
ontrado em simulações fora da rede difere muito do valor θc ≈ 32◦ determinado para arede quadrada.2.3 Classes de Universalidade em Interfa
es2.3.1 Cara
terização de Interfa
esO 
res
imento de interfa
es é um pro
esso 
omplexo presente em muitos fen�menosnaturais. Como exemplos podemos 
itar pro
essos geológi
os (erosão em montanhas), bioló-gi
os (
res
imento de 
ol�nia de ba
térias), hidrodinâmi
os (movimento de um �uido em ummeio poroso), deposição (
res
imento de �lmes �nos), entre outros. As 
ara
terísti
as dessasinterfa
es são determinadas por um 
onjunto de pro
essos que o
orrem durante sua formação.A apli
ação de leis de es
ala em modelos de 
res
imento, uma ferramenta padrão da Me
âni
aEstatísti
a, tem sido extensivamente usada para 
ompreender o 
omportamento da rugosidadena dinâmi
a de 
res
imento de interfa
es [7, 9℄. Modelos dis
retos bus
am 
apturar, através
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es 21de regras simples, os me
anismos físi
os essen
iais de um pro
esso de 
res
imento. Esses mo-delos de 
res
imento são 
omumente de�nidos em uma rede d-dimensional e a altura do sítio
i no tempo t é designada por hi(t) 
om i = 1, 2, . . ., Ld, em que Ld representa o tamanho dosistema.Podemos des
rever quantitativamente essas interfa
es por meio da altura média h(t)da superfí
ie no instante t,

h(t) =
1

Ld

L
∑

i=1

hi(t) (2.18)
uja evolução forne
e a velo
idade de 
res
imento da interfa
e e da rugosidade ou larguramédia [7, 9℄ da interfa
e, que 
ara
teriza as �utuações em torno da altura média e é de�nida
omo
w(L, t) ≡

√

√

√

√

1

Ld

L
∑

i=1

(hi(t) − h(t))2. (2.19)Na análise das superfí
ies estamos interessados tanto nos valores estáti
os das gran-dezas que a 
ara
terizam, quanto na sua evolução temporal. Desse modo, devemos medir arugosidade da interfa
e 
omo uma função do tempo. Em geral, a 
ondição ini
ial da interfa
eé uma superfí
ie plana que possui rugosidade nula. À medida que partí
ulas são depositadas,a superfí
ie aumenta gradualmente sua rugosidade. Um grá�
o típi
o da evolução mostra quea rugosidade da superfí
ie possui dois regimes distintos separados por um tempo de satura-ção ts 
omo ilustrado na �gura 2.14. Ini
ialmente, a rugosidade aumenta 
omo uma lei depotên
ia dada por
w(L, t) ∼ tβ para t ≪ ts. (2.20)
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Figura 2.14: Grá�
o em es
ala logarítmi
a típi
o para a evolução da rugosidade. Ini
ialmente, arugosidade aumenta 
omo uma lei de potên
ia e permane
e aproximadamente 
ons-tante após o tempo de saturação. Esses dados foram gerados usando o modelo deKim-Kosterlitz introduzido na seção 2.4.3 (página 38).
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ala e Modelos de Cres
imentoO expoente β, 
hamado de expoente de 
res
imento, 
ara
teriza a dependên
ia 
om o tempo.Para t ≫ ts, o regime de 
res
imento 
ede lugar a um de saturação quando a rugosidadeal
ança um valor esta
ionário wsat, ou seja
w(L, t) ∼ wsat para t ≫ ts. (2.21)A �gura 2.15(a) mostra quatro 
urvas w(L, t) para simulações nas quais o tamanho dosistema foi variado. À medida que L aumenta, a rugosidade de saturação também aumenta.Conforme mostrado na �gura 2.15(b), a dependên
ia de wsat 
om L segue uma lei de potên
ia,isto é,

wsat(L) ∼ Lα, (2.22)em que o expoente α é 
hamado expoente da rugosidade.O tempo de saturação ts pode ser estimado da forma mostrada na �gura 2.14. Essetempo também depende do tamanho do sistema seguindo uma lei de potên
ia, 
omo mostradona �gura 2.15(b)
ts ∼ Lz, (2.23)em que z é 
hamado de expoente dinâmi
o. A 
onstrução mostrada na �gura 2.14 ilustra umamaneira simples para estimar ts.Podemos 
olapsar os dados da �gura 2.15 em uma úni
a 
urva usando as relações(2.21), (2.22) e (2.23). Para isso devemos realizar dois passos:

(a)
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(b)Figura 2.15: (a) Evolução da rugosidade para quatro tamanhos diferentes do sistema. Observeque a rugosidade de saturação 
res
e 
om L. (b) Grá�
os em es
ala logarítmi
a darugosidade (grá�
o superior) e do tempo de saturação (grá�
o inferior) para as 
urvasmostradas em (a) 
omo função do tamanho do sistema.
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es 23(i) Traçar w(L, t)/wsat(L) 
omo uma função do tempo. Esse passo retira a dependên
iaem L da rugosidade de saturação, de modo que as 
urvas passam a saturar no mesmovalor (�gura 2.16(a)).(ii) Traçar w(L, t)/wsat(L) 
omo uma função de t/ts de modo que as 
urvas passam a saturarno mesmo tempo 
ara
terísti
o (�gura 2.16(b)).

(a) (b)Figura 2.16: Ilustração do pro
esso de 
olapso para as 
urvas da rugosidade mostradas na �gura2.15. Em (a) traçamos w(L, t)/wsat(L) 
ontra t. Note que as 
urvas obtidas saturamno mesmo valor independentemente do tamanho L do sistema. Em (b) traçamos
w(L, t)/wsat(L) 
ontra t/ts. Note agora que as 
urvas saturaram 
om o mesmo tempo
ara
terísti
o.O resultado obtido na �gura 2.16(b) sugere que w(L, t)/wsat(L) é uma função de t/ts,ou seja:

w(L, t)

wsat(L)
= f

(

t

ts

)

, (2.24)em que f(x) é uma função de es
ala 
om x = t
ts
. De fato, usando as equações (2.22) e (2.23),en
ontramos a relação de es
ala de Family-Vi
sek [7, 8, 9℄

w(L, t) = Lαf

(

t

Lz

)

. (2.25)A forma de f(x) é eviden
iada na �gura 2.16(b) na qual dois regimes podem ser identi�
ados:lei de potên
ia para x ≪ 1 e saturação para x ≫ 1. Assim, a forma apropriada para a funçãode es
ala é
f(x) ∼

{

xβ para x ≪ 1

const. para x ≫ 1
(2.26)
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ala e Modelos de Cres
imentoDada a função de es
ala (2.26), podemos determinar uma relação entre os expoentes α,
β e z. Aproximando do ponto de 
ruzamento (ts, w(ts)), �gura 2.14, pela esquerda e usando(2.20) e (2.23), en
ontramos, que

w(ts) ∼ tβs ∼ Lβz.Entretanto, aproximando-se do mesmo ponto pela direita, obtemos de (2.22)
w(ts) ∼ Lα.Dessas duas relações, obtemos

βz = α ou z =
α

β
(2.27)uma relação entre os três expoentes válida para qualquer pro
esso de 
res
imento que obedeçaà relação de es
ala (2.25).Os expoentes de 
res
imento e da rugosidade também podem ser obtidos utilizando-sea função de 
orrelação da diferença de alturas c(r, t) de�nida por

c(r, t) =

〈

[

h̃(~r′, t′) − h̃(~r′ + ~r, t′ + t)
]2
〉

~r′,t′
(2.28)em que h̃(~r, t) = h(~r, t)−h̄(~r, t), < ... >~r′,t′

representa uma média para diferentes ~r′, t′ e h̄(~r, t)é uma função apenas do tempo, ou seja, h̄(~r, t) = h̄(t). Em geral, a função de 
orrelação c(r, 0)tem a forma de es
ala
c(r, 0) ∼ r2α (2.29)para r ≪ L. Enquanto a função c(0, t) possui a forma
c(0, t) ∼ t2β (2.30)para t ≪ ts.Expoente de HurstConforme visto anteriormente, um objeto auto-a�m obede
e a relação de es
ala

h(x) = b−Hh(bx) (2.31)em que b é um fator de transformação de es
ala e H é o expoente de Hurst. A maneira maissimples para 
al
ular o expoente de Hurst é determinar 
omo a largura da interfa
e dependedo tamanho da es
ala de observação (que 
hamaremos de janela) [37℄. Podemos determinara largura da interfa
e em uma janela de tamanho ǫ usando a expressão
∆h(ǫ) = max(hǫ) − min(hǫ), (2.32)
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es 25em que max(hǫ) é a maior e min(hǫ) a menor altura dentro da janela. Para objetos auto-a�nstemos
∆h(ǫ) ∼ ǫH (2.33)Um método mais utilizado e elaborado que o da diferença de alturas 
onsiste em de-terminar a rugosidade média w(ǫ) dentro de janelas de tamanho 2ǫ + 1

w(ǫ) =

〈





1

2ǫ + 1

i+ǫ
∑

j=i−ǫ

(hj − hi)
2





1/2
〉

i

(2.34)em que hi é a altura média dentro da janela de tamanho 2ǫ + 1 
entrada no sítio i, ou seja,
hi =

1

2ǫ + 1

i+ǫ
∑

j=i−ǫ

hj (2.35)e < . . . >i representa uma média sobre vários 
entros i. Para um per�l auto-a�m, a relação
w(ǫ) ∼ ǫH (2.36)é válida.Uma forma alternativa para 
al
ular a rugosidade é 
onsiderar as �utuações em tornoda reta que melhor ajusta o per�l dentro de uma janela de tamanho 2ǫ+1 [38℄. Nesse método,a rugosidade é de�nida por

w(ǫ) =

〈





1

2ǫ + 1

i+ǫ
∑

j=i−ǫ

(hj − (aj + b))2





1/2
〉

i

, (2.37)em que a e b são os 
oe�
ientes da reta que melhor se ajusta ao per�l no intervalo [i− ǫ, i+ ǫ].Os 
oe�
ientes a e b são determinados usando o método dos mínimos quadrados. Moreira etal. [38℄ mostraram que o método que 
onsidera os desvios 
om relação a altura média é maisrobusto e leva a resultados melhores (expoentes mais próximos do esperado) que o métododa diferença de alturas, equação (2.32), e que o método da melhor reta é melhor que o dosdesvios 
om relação a altura média.2.3.2 Equações Esto
ásti
asUma aproximação muito utilizada para o estudo do 
res
imento de interfa
es é a des-
rição 
ontínua. Nesta aproximação utilizamos equações esto
áti
as que in
luem me
anismosrelevantes em es
alas de 
omprimento grandes, desprezando os detalhes mi
ros
ópi
os e fo
a-lizando apenas em suas médias. Tais equações podem ser 
onstruídas através de argumentosfísi
os e/ou prin
ípios de simetria. Cada termo da equação esto
ásti
a deve ser rela
ionadoa um pro
esso físi
o presente durante a evolução da interfa
e. Além disso, 
ada termo de�ne
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ala e Modelos de Cres
imentouma 
lasse de universalidade e, quando apare
e mais que um termo em uma equação, dizemosem geral que a 
lasse de universalidade dessa é a do termo dominante.Quando 
onsideramos apenas a deposição aleatória em um pro
esso de 
res
imento,podemos des
revê-lo por meio da seguinte equação
∂h(~x, t)

∂t
= v + η(~x, t) (2.38)em que v representa o número médio de partí
ulas sendo adi
ionadas à interfa
e e η(~x, t) éum ruído que representa as �utuações aleatórias no pro
esso de deposição. O ruído possuimédia nula,

〈η(~x, t)〉 = 0, (2.39)e é des
orrela
ionado no espaço e no tempo, ou seja,
〈

η(~x, t)η(~x′, t′)
〉

= 2Dδd(~x − ~x′)δ(t − t′), (2.40)em que 〈 f(x)〉 representa uma média espa
ial de f(x), ou seja, 〈 f(x)〉 ≡ 1
ad

∫

ddxh(~x, t), emque ad é o volume da região 
onsiderada. O expoente de 
res
imento pode ser obtido por umaintegração da equação (2.38) que forne
e
h(~x, t) = vt +

∫ t

0
dt′η(~x, t′) (2.41)Assim, podemos 
al
ular os valores médios de h(~x, t) e (h(~x, t))2:

〈h(~x, t)〉 = vt +

∫ t

0
dt′ 〈η(~x, t)〉 (2.42)e

〈

(h(~x, t))2
〉

= (vt)2 + 2vt

∫ t

0
dt′ 〈η(~x, t)〉 +

∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′
〈

η(~x, t′)η(~x′, t′′)
〉

. (2.43)Usando as equações (2.39) e (2.40), en
ontramos
〈h(~x, t)〉 = vt (2.44a)

〈

(h(~x, t))2
〉

= (vt)2 + 2Dt (2.44b)que, substituídos na equação (2.19), produzem
w2(t) =

〈

(h(~x, t))2
〉

− 〈h(~x, t)〉2 = 2Dt (2.45)e, 
onseqüentemente, o valor β = 1/2 independente da dimensão do substrato de deposição.Quando 
orrelações laterais estão presente é ne
essário in
luir termos adi
ionais à equa-ção (2.38). Como exemplo podemos 
itar o pro
esso de relaxação que suaviza a interfa
e du-rante o 
res
imento. A equação usada para des
rever o pro
esso de relaxação no 
res
imentode interfa
es foi proposta por Edwards e Wilkinson (EW) [18℄. Essa equação foi desenvolvida
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es 27no 
ontexto de pro
esso de sedimentação de partí
ulas granulares sob o efeito de um 
ampogravita
ional e tem a forma
∂h(~x, t)

∂t
= v + ν∇2h(~x, t) + η(~x, t), (2.46)em que ν é um parâmetro rela
ionado ao pro
esso de relaxação. A mudança de variável (queserá usada no restante da seção)

h → h + vt, (2.47)leva a seguinte equação
∂h(~x, t)

∂t
= ν∇2h(~x, t) + η(~x, t). (2.48)Com essa mudança de variável observamos a interfa
e em um referen
ial que move-se 
omvelo
idade igual à taxa de deposição.Os expoentes de es
ala podem ser obtidos através de argumentos de es
ala apli
adosou da solução exata da equação (2.48). Vamos mostrar 
omo obter os expoentes usandoargumentos de es
ala. Fazendo a rees
ala
~x → ~x′ = b~x, (2.49)na direção horizontal devemos en
ontrar a mudança
h → h′ = bαh (2.50)na direção verti
al, 
onsiderando a auto-a�nidade da interfa
e. Quando efetuamos essa mu-dança de es
ala a interfa
e obtida deve ser estatisti
amente idênti
a à original. Uma vez quea interfa
e depende do tempo, para podermos 
omparar duas interfa
es obtidas em temposdiferentes, devemos rees
alá-lo utilizando a transformação
t → t′ = bzt. (2.51)Substituindo (2.49)-(2.51) em (2.48) obtemos:

bα−z ∂h(~x, t)

∂t
= νbα−2∇2h(~x, t) + b−d/2−z/2η(~x, t). (2.52)No último termo da equação (2.52) usamos a equação (2.40) e a propriedade da função delta

δd(a~x) = a−dδd(~x).Dividindo a equação (2.52) por bα−z obtemos
∂h(~x, t)

∂t
= νbz−2∇2h(~x, t) + b−d/2+z/2−αη(~x, t) (2.53)Considerando que a equação EW é invariante sob essa transformação de es
ala, obtemos

β =
2 − d

4
, α =

2 − d

2
e z = 2 (2.54)
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ala e Modelos de Cres
imentoem um sistema de d dimensões. Note que z = 2 é independente da dimensão e que em d = 1,
β = 1/4 e α = 1/2. Já em d = 2, obtemos β e α ambos iguais a zero. É observado que arugosidade 
res
e logaritmi
amente no tempo (para t < ts) e que a rugosidade de saturação, damesma maneira, depende logaritmi
amente de L. Já para d ≥ 3, os expoentes de 
res
imentoe da rugosidade são negativos, o que signi�
a uma interfa
e assintoti
amente lisa.Uma interpretação geométri
a do termo de relaxação na equação de EW pode ser vistana �gura 2.171. Na parte superior da �gura é mostrada a interfa
e em um instante t e no
entro a 
ontribuição do termo de relaxação. Na parte inferior da �gura é mostrada a interfa
eem um instante t + δt após a interfa
e re
eber a 
ontribuição do termo de relaxação. É fá
ilnotar que ele suaviza a interfa
e por meio de seu rearranjo.
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Figura 2.17: Ilustração do efeito da relaxação na equação de EW. Na 
urva superior 
onsideramosa função f(x) = a tanh(bx) para representar uma interfa
e 1 + 1 dimensional em uminstante t. No 
entro a segunda derivada da função gaussiana e na 
urva de baixo ainterfa
e no tempo t+δt, ou seja, a soma da interfa
e 
om sua derivada segunda. Paraefeito de 
omparação também traçamos a interfa
e no tempo t (
urva tra
ejada).Outro pro
esso que pode o
orrer durante o 
res
imento de interfa
es é o 
res
imentonormal (ou ortogonal) ao substrato. Na �gura 2.18(a) mostramos uma situação na qual
laramente existe esse 
res
imento. Nessa �gura a estrutura é obtida usando o modelo dedeposição balísti
a (BD, de balisti
 deposition) 
om 
ondição ini
ial dada por um substrato
uja parte 
entral é em forma de um semi-
ír
ulo � esse modelo será dis
utido na seção 2.3.3.Observe que os ramos 
res
em na direção normal à superfí
ie do substrato. Esse 
res
imentonormal é uma 
onseqüên
ia direta das regras do modelo; as partí
ulas �xam-se ao primeiro1Esta �gura e as demais utilizadas para uma interpretação dos termos diferen
iais das equação esto
ásti
asforam 
onstruídas 
om base em �guras das referên
ias [9, 39℄



2.3 Classes de Universalidade em Interfa
es 29sítio vazio vizinho do agregado (substrato) en
ontrado.

(a)
θ

δh

t+δt

t
δtv

A
C

B

(b)Figura 2.18: (a) Ilustração do 
res
imento normal no modelo BD. A 
ondição ini
ial é um subs-trato semi-
ir
ular. Note que os ramos 
res
em na direção normal ao substrato. (b)Esquema ilustrando a evolução de uma interfa
e 
om 
res
imento normal à superfí
ie(esse esquema foi montado 
om base em uma �gura da referên
ia [9℄).O 
res
imento normal para um substrato arbitrário é esquematizado na �gura 2.18(b).Nessa �gura mostramos a interfa
e nos instantes su
essivos t e t + δt re�etindo a deposiçãode partí
ulas a uma velo
idade 
onstante v e que gera uma variação da altura δh. Usando oteorema de Pitágoras obtemos
(δh)2 = (vδt)2 + (vδt∇h)2 = (vδt)2(1 + (∇h)2)

⇒ δh = vδt(1 + (∇h)2)
1

2onde usamos AC/AB = tan θ ≈ ∇h para δt → 0. Expandindo essa equação para gradientespequenos obtemos
δh = vδt(1 +

1

2
(∇h)2 + . . .)que no limite de δt → 0 torna-se

∂h

∂t
= v +

v

2
(∇h)2 + . . . , (2.55)o que demonstra a presença do termo não linear (∇h)2 no 
res
imento normal. Considerandoa mudança de variável h → h + vt en
ontramos

∂h

∂t
= λ(∇h)2, (2.56)até segunda ordem. Usando as transformações de es
ala (2.49)-(2.51), obtemos

bα−z ∂h

∂t
= λ(bα−1∇h)2. (2.57)
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ala e Modelos de Cres
imentoQuando requeremos que a equação (2.57) seja invariante sob transformação de es
ala, en
on-tramos
α + z = 2, (2.58)independentemente da dimensão.Podemos então es
rever a equação estudada por Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [19℄

∂h(~x, t)

∂t
= ν∇2h(~x, t) + λ (∇h(~x, t))2 + η(~x, t), (2.59)que representa uma generalização da equação EW 
om a in
lusão de um termo que não é linear.Argumentos de es
ala falham na obtenção dos expoentes da equação KPZ e, além disso, elanão possui solução analíti
a 
omo a equação EW [9℄. Utilizando grupo de renormalizaçãopode-se obter os expoentes de es
ala apenas em d = 1, e são eles β = 1/3, α = 1/2 e

z = 3/2 [19℄. Resultados numéri
os em d = 2 indi
am β ∼ 0.24, α ∼ 0.4 e z ∼ 1.67 [9℄.Uma interpretação geométri
a do termo não-linear da equação KPZ pode ser en
on-trada na �gura 2.19. Na parte superior é mostrada a interfa
e em um instante t e na 
entrala 
ontribuição do termo não linear. Na parte inferior, mostramos a interfa
e no instante
t + δt após a adição da 
ontribuição do termo não linear. Ao 
ontrário do termo lapla
iano,que apenas reorganiza a interfa
e, nessa equação não há 
onservação de massa re�etindo o
res
imento lateral na região onde a in
linação não é nula.Em outros pro
essos de 
res
imento de interfa
es, tais 
omo os experimentos de 
res
i-mento de �lmes �nos por MBE (mole
ular beam epitaxy), um me
anismo físi
o muito impor-tante é a difusão de partí
ulas. Essa difusão gera uma 
orrente ma
ros
ópi
a ~j(~x, t) responsá-vel pelas mudanças lo
ais na interfa
e. Considerando a difusão de partí
ulas em tais pro
essos,
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Figura 2.19: Ilustração do efeito do termo não linear na equação KPZ e 
onstruída usando a mesmaestratégia da �gura 2.17.
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es 31onde não existem formações de bura
os internos e nem evaporação de partí
ulas, devemos ter
onservação de massa e assim o 
res
imento deve obede
er à equação de 
ontinuidade
∂h(~x, t)

∂t
= −κ∇ ·~j(~x, t). (2.60)Quando 
onsideramos a deposição de partí
ulas, essa equação assume a forma

∂h(~x, t)

∂t
= −κ∇ ·~j(~x, t) + v + η(~x, t) (2.61)É razoável assumir que a 
orrente super�
ial tem a direção 
ontrária à direção da maiorvariação do poten
ial quími
o lo
al µ(~x, t), que re�ete uma difusão para fora de regiões demaior 
on
entração de partí
ulas, ou seja,
~j(~x, t) ∼ −~∇µ(~x, t). (2.62)Uma equação que se enquadra nesse 
omportamento é a de Mullins-Herring (MH), na qual opoten
ial quími
o é propor
ional à 
urvatura lo
al da interfa
e (∇2h(~x, t)). Assim, a equa-ção (2.61), 
onsiderando a mudança de variável h → h + vt, torna-se

∂h(~x, t)

∂t
= −κ∇4h(~x, t) + η(~x, t) (2.63)Esta equação foi a primeira 
andidata a des
rever os pro
essos de 
res
imento envolvidosem experimentos 
omo o MBE [39, 16, 17℄. Novamente, para obter os expoentes de es
alapodemos usar argumentos de es
ala ou transformada de Fourier. Os valores en
ontradossão β = (4 − d)/8, α = (4 − d)/2 e z = 4. Como z = 4, a saturação demora a o
orrer(tsat 
res
e muito rápido 
omparado ao das equações vistas anteriormente), di�
ultando oestudo de modelos que possuem 
omo ingrediente bási
o a difusão. Em parti
ular obtemos

β = 3/8 e α = 3/2 para d = 1. Durante o 
res
imento apare
em instabilidades que levam ainterfa
es 
ara
terizadas por grandes diferenças de altura e formação de plat�s separados porgrandes des�ladeiros. Isso se deve ao fato que α > 1, ou seja, a largura da interfa
e é grande
omparável ao tamanho do sistema enquanto lo
almente ela permane
e lisa. Note que, β e αassumem valores nulos em d=4, diferentemente do 
aso da equação EW, em que isto o
orreem d = 2 e da equação KPZ que pare
e não possuir essa dimensão 
ríti
a.Uma interpretação geométri
a do termo ∇4h(~x, t) pode ser obtida a partir da �-gura 2.20. Neste 
aso, a interpretação é um pou
o mais 
ompli
ada pois esse termo possui
ontribuições positivas e negativas (grá�
o do meio). Ela possui regiões positivas próxima aosvales e negativas próximas aos pi
os que atuam imitando a preferên
ia das partí
ulas �xarem-se às bordas de terraços ao 
ontrário de relaxarem pro
urando por um mínimo lo
al [39℄.Considerando argumentos de simetria (invariân
ia sob translação na direção de 
res-
imento e invariân
ia rota
ional do substrato) e a 
onservação do número de partí
ulas na
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Figura 2.20: Ilustração do efeito do termo −κ∇4h onde tro
amos apenas a segunda derivada pelaquarta derivada, na estratégia usada na �gura 2.17.superfí
ie, podemos es
rever a equação de 
res
imento geral [39℄, até quarta ordem, 
omosegue
∂h(~x, t)

∂t
= ν∇2h(~x, t) − κ∇4h(~x, t) + λ1∇

2(∇h(~x, t))2 +

+λ2∇ · (∇h(~x, t))3 + η(~x, t). (2.64)Uma análise de es
ala mostra que o 
omportamento assintóti
o dessa equação no limite ter-modinâmi
o é dominado pelo termo κ∇2(h(~x, t)). Portanto, assintoti
amente os expoentes dees
ala serão aqueles da equação de EW, embora di�
ilmente tais expoentes sejam observadospelo fato que os demais termos podem 
ontribuir para longos 
rossovers. Na ausên
ia dotermo lapla
iano (ν = 0), o termo λ2∇ · (∇h(~x, t))3 é o dominante. Ele pode ser visto 
omouma 
orreção de ordem superior ao termo ∇2(h(~x, t)) da equação EW [9, 39℄. Este fato podeser observado através de uma 
omparação entre as �guras 2.17 e 2.21(a) (ela também atuarelaxando a superfí
ie) ou es
revendo esse termo 
omo
∇ · (∇h(~x, t))3 = 3∇2h(~x, t)(∇h(~x, t))2 (2.65)Finalmente, o termo ∇2(∇h(~x, t))2 
orresponde à situação em que partí
ulas das regiões demaiores in
linações difundem para as de menores, 
omo pode ser visto na �gura 2.21(b). Aequação em que ν = λ2 = 0 foi estudada por Lai e Das Sarma [39℄ e Villain [40℄ e é uma
andidata para a des
rição de pro
essos que in
luem a difusão de partí
ulas, assim, a 
lasseasso
iada ao termo ∇2(∇h(~x, t))2 será denominada VLDS.Conforme men
ionado anteriormente o termo dominante em uma equação esto
ásti
adetermina a 
lasse de universalidade 
om seus respe
tivos expoentes 
ríti
os. Uma maneira
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(b)Figura 2.21: Ilustração do efeito dos termos não lineares na equação de difusão. Em (a) mostramosa 
ontribuição do termo λ2∇ · (~∇h(~x, t))3 e em (b), λ1∇
2(∇h(~x, t))2. Novamenteusamos a mesma 
onstrução da �gura 2.17.simples para demonstrar qual termo é dominante é usar as mudanças de es
ala (2.49) e (2.50)e o limite hidrodinâmi
o (b → ∞). Assim, para 
ada um dos termos das equações dis
utidasnesta seção obtemos

∇2h → ∇′2h′ = bα−2∇2h (2.66a)
(∇h)2 → (∇′h′)2 = b2α−2(∇h)2 (2.66b)
∇4h → ∇′4h′ = bα−4∇4h (2.66
)

∇2(∇h)2 → ∇′2(∇′h′)2 = b2α−4∇2(∇h)2 (2.66d)
∇ · (∇h)3 → ∇′ · (∇′h′)3 = b3α−4∇ · (∇h)3 (2.66e)Como 2α−2 é o maior expoente em b, o termo não linear da equação KPZ vai sempre dominarno limite hidrodinâmi
o. Quando esse termo não está presente, o termo linear da equaçãoEW é o dominante e, su
essivamente, o termo ∇ · (∇h)3 domina sobre ∇2(∇h)2 que dominao ∇4h. A tabela 2.1 
ontém um resumo dos expoentes 
ríti
os para 
ada um dos termosen
ontrados nas equações des
ritas nesta seção.2.3.3 Correlações e Crossover em Interfa
esUma pergunta 
entral sobre o 
omportamento da evolução da rugosidade é: Por quea saturação da rugosidade o
orre? Um fen�meno muito importante presente no 
res
imentode superfí
ies é o surgimento de 
orrelações espa
iais [9℄. Para visualizar tal pro
esso 
onsi-deraremos o modelo de deposição balísti
a (seção 2.4, página 36). Neste modelo, partí
ulassão depositadas balisti
amente na direção verti
al em sítios es
olhidos ao a
aso e se �xam aoprimeiro sítio vizinho ao agregado (�gura 2.22(a)). Na �gura 2.22(b) mostramos um padrão
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d = 1 + 1 d = 2 + 1Classe de Universalidade α z β α z βEW ∇2h 1/2 2 1/4 0 (log) 2 0 (log)KPZ (∇h)2 1/2 3/2 1/3 ∼ 0.4 ∼ 1.67 ∼ 0.24MH ∇4h 3/2 4 3/8 1 4 1/4VLDS ∇2(∇h)2 1 3 1/3 2/3 10/3 1/5

∇ · (∇h)3 3/4 5/2 3/10 1/2 3 1/6Tabela 2.1: Expoentes 
ríti
os asso
iados a 
ada termo das equações esto
ásti
as estudadas anteriormente.
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 . (a) (b)Figura 2.22: (a) Ilustração das regras de 
res
imento do modelo de deposição balísti
a. (b) Padrãoobtido no modelo de deposição balísti
a em um sistema de tamanho linear L =

400 após 400 passos de tempo (um passo de tempo é de�nido 
omo L partí
ulasdepositadas) e 
ondição ini
ial dada por hi(0) = 0 ∀ i 6= L/2 e hi(0) = L/2 para
i = L/2.obtido em um sistema de tamanho L = 400 e 
ondição ini
ial dada por hi(0) = 0 ∀i 6= L/2 e

hi(0) = L/2 para i = L/2 [9℄. Na �gura observamos um 
res
imento lateral a partir do sítio
entral que in�uen
ia o 
res
imento de seus vizinhos. Essa in�uên
ia se propaga para outrossítios à medida que o sistema evolui até que essa 
orrelação lateral al
an
e o tamanho do sis-tema, quando a rugosidade atinge seu valor de saturação. Além do 
res
imento lateral, outrospro
essos tais 
omo relaxação, evaporação e difusão podem produzir 
orrelações laterais nosistema.Outro pro
esso importante é a 
ompetição entre diferentes me
anismos durante o 
res-
imento da interfa
e. O efeito de um me
anismo ini
ialmente dominante pode deixar de sê-lo
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es 35quando um outro pro
esso passa a exer
er uma in�uên
ia maior. Tal 
ompetição pode le-var a uma mudança entre regimes distintos, separados por um tempo 
ara
terísti
o tc, 
omvalores distintos do expoente de 
res
imento. Esse fen�meno �
a evidente por exemplo nomodelo proposto por Silva e Moreira [41℄, no qual um pro
esso de relaxação restrita in
orpora
ara
terísti
as dos modelos de relaxação super�
ial [42℄ e de 
res
imento 
om restrição nadiferença de alturas [43℄ des
ritos na seção 2.4. Nesse modelo, quando a 
ondição de restrição
hi(t) − h{j}(t) < M (em que {j} representa a vizinhança e M > 0 é a maior diferença dealtura permitida entre sítios vizinhos) não é satisfeita, a partí
ula relaxa pro
urando um mí-nimo lo
al dentro de uma distân
ia s. Se o mínimo não é en
ontrado dentro dessa distân
ia apartí
ula evapora. Como pode ser visto na �gura 2.23, existe uma mudança no expoente de
res
imento do valor β = 1/4 em tempos 
urtos, para β = 1/3, após um tempo 
ara
terísti
o
tc. O tempo 
ara
terísti
o depende apenas do parâmetro s. Como veremos na seção 2.4, o mo-delo de Silva e Moreira (SM) é uma mistura de outros dois, o modelo de Kim-Kosterlitz, quepossui 
omo ingrediente bási
o a re
usa de partí
ulas (aquelas que não satisfazem à 
ondiçãode restrição hi(t)− h{j}(t) < M) e o modelo de Family onde o
orre a relaxação de partí
ulas(pro
ura por um mínimo lo
al). Nestes modelos, o expoente de 
res
imento é β = 1/3 e
β = 1/4, respe
tivamente. O que indi
a que no modelo SM a relaxação é dominante para
t < tc e posteriormente a re
usa de partí
ulas domina.

Figura 2.23: Ilustração do 
rossover entre dois regimes diferentes no modelo proposto por Silva eMoreira. Figura retirada da referên
ia [41℄.
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ala e Modelos de Cres
imento2.4 Modelos de Cres
imento de Interfa
esVários modelos de deposição de sólido sobre sólido (SOS, solid on solid) foram pro-postos 
om o objetivo de 
ompreender melhor a dinâmi
a de 
res
imento de interfa
es. Essesmodelos são, em geral, 
onstruídos em uma rede hiper
úbi
a em d dimensões de tamanho
Ld. A variável hi(t) representa a altura do sítio i num dado instante t. Nessa aproximaçãopro
uramos reproduzir as 
ara
terísti
as mais relevantes dos pro
essos que o
orrem durante o
res
imento através de regras tão simples quanto possível. Nesta seção, des
reveremos algunsdos prin
ipais modelos dis
retos en
ontrados na literatura e apresentaremos, por simpli
idadealguns resultados em 1 + 1 dimensões, ou seja, o 
res
imento em substratos unidimensionais.2.4.1 Deposição AleatóriaO modelo de deposição mais simples é o de deposição aleatória no qual, a 
ada passo detempo, L partí
ulas são depositadas ao a
aso sobre um substrato d-dimensional. As partí
ulas
olam-se permanentemente ao sítio de deposição, ou seja, apenas a
res
entamos 1 à altura dosítio es
olhido. Nesse modelo 
olunas 
res
em independentemente e, portanto, não existem
orrelações no sistema. Consequentemente, a rugosidade da interfa
e 
res
e inde�nidamente
om o expoente de 
res
imento β = 1/2 (em todas as dimensões). A �gura 2.24 ilustra umainterfa
e gerada em um substrato unidimensional de tamanho L = 100 após 200 passos detempo. Observamos uma interfa
e 
om grandes diferenças de altura.

Figura 2.24: Per�l gerado para a deposição aleatória em uma rede de tamanho L=100 após 200passos de tempo.2.4.2 Deposição Aleatória 
om Relaxação - Modelo de FamilyA difusão super�
ial é um pro
esso muito 
omum no 
res
imento de interfa
es. A pri-meira tentativa para in
luir a difusão em modelos de 
res
imento do tipo SOS foi proposta porFamily [42℄. Neste modelo, as partí
ulas são depositadas ao a
aso e pro
uram na vizinhançado sítio de deposição um sítio 
om menor altura, um mínimo lo
al, onde �xam-se permanen-temente. Essa pro
ura pode ser limitada, permitindo que a partí
ula pro
ure dentro de uma
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es 37vizinhança de tamanho s. Na �gura 2.25 mostramos uma interfa
e gerada em um sistemaunidimensional de tamanho L = 100 e 
om tamanho da vizinhança s = 1.

Figura 2.25: Per�l gerado 
om o modelo de deposição aleatória 
om relaxação das partí
ulas emuma rede de tamanho L=100 após 50 passos de tempo.Essa difusão de partí
ulas gera 
orrelações laterais que levam à obtenção de interfa
esmuito mais suaves que a do modelo de deposição aleatória, 
om propriedades de es
ala nãotriviais (seção 2.3.1). Na �gura 2.26(a) é mostrada a evolução temporal da rugosidade parao modelo de Family em d = 1 + 1 usando uma relaxação 
om o parâmetro s = 1 para apro
ura do mínimo. Como pode ser visto na �gura 2.26(b), o 
omportamento da rugosidadeobede
e à relação de es
ala de Family-Vi
sek. Esse pro
esso de pro
ura de um mínimo lo
al
orresponde a uma relaxação super�
ial que leva a expoentes na 
lasse de universalidade deEW (tabela 2.1, página 34).

(a) (b)Figura 2.26: (a) Evolução temporal da rugosidade para o modelo de Family em d = 1 + 1 usandodifusão de um passo na pro
ura do mínimo em redes de tamanhos L = 100, 200, 300 e
500 (de baixo para 
ima). A linha reta possui in
linação 0.25. (b) Colapso das 
urvasusando a relação de Family-Vi
sek, 
om α = 0.5 e z = 2.
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ala e Modelos de Cres
imento2.4.3 Deposição Aleatória 
om Re
usa de Partí
ulas - Modelo de Kim-KosterlitzOutro modelo tipo SOS de fá
il implementação foi proposto por Kim e Kosterlitz [43℄.Nesse modelo, o 
res
imento da interfa
e é baseado numa regra de restrição na diferençade alturas. A regra de evolução é a seguinte: es
olhemos um sítio i ao a
aso e, quando a
ondição de restrição da diferença de alturas entre o sítio es
olhido e seus vizinhos |∆h| ≤ Mfor satisfeita, uma partí
ula é depositada na 
oluna do sítio sorteado, i.e., hi → hi + 1. Caso
ontrário, essa partí
ula é re
usada. Neste modelo, a diferença de alturas en
ontrada nainterfa
e �
a restrita pelo valor do parâmetro M , o que leva a uma suavização da interfa
epara pequenos valores de M . Para M → ∞, esse modelo torna-se o de deposição aleatória.Na �gura 2.27(a) mostramos a interfa
e gerada para o 
aso em que M = 1. Esse modelotambém apresenta uma interfa
e muito mais lisa que as obtidas no modelo de deposiçãoaleatória. Na �gura 2.27(b) é mostrada uma interfa
e gerada usando M = 10. Para temposini
iais, quando as diferenças de alturas são menores que o parâmetro M , a deposição o
orrede maneira aleatória e a interfa
e assemelha-se à do modelo de deposição aleatória. Após umtempo 
ara
teríti
o tc, a restrição na diferença de alturas governa o pro
esso de deposição,levando ao apare
imento de 
orrelações entre sítios. Na �gura 2.28(a) mostramos a evoluçãotemporal da rugosidade 
om M = 1 para diferentes tamanhos do sistema em d = 1 + 1,e en
ontramos β ≈ 1/3, α ≈ 1/2 e z ≈ 3/2. Na �gura 2.28(b) mostramos o 
olapso dessas
urvas usando o anzatz de Family-Vi
sek (equação (2.25)). Con
luímos então que esse modeloem 1 + 1 dimensões perten
e à 
lasse de universalidade KPZ.A evolução temporal da rugosidade no modelo KK 
om vários valores do parâmetro
M é mostrada na �gura 2.29. Para valores menores de M , obtemos β = 1/3 ao longode toda a simulação, já para valores maiores de M , β = 1/2 no iní
io e após um tempo
ara
terísti
o tc, β ≈ 1/3. Como pode ser visto, para um tamanho de sistema �xo o tempo
ara
terísti
o 
res
e 
om M . Esse modelo pode ser usado para ilustrar o efeito do 
rossover

(a) (b)Figura 2.27: Per�s gerados na deposição aleatória 
om re
usa das partí
ulas em uma rede detamanho linear L=100 após 50 passos de tempo usando (a) M = 1 e (b) M = 10.Note que no 
aso M = 10, o per�l gerado assemelha-se ao da deposição aleatória.
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(a) (b)Figura 2.28: (a) Evolução temporal da rugosidade no modelo de Kim-Kosterlitz para diferentestamanhos do sistema: L = 100, 200, 300, 500 e 800 (de baixo para 
ima). (b) Colapsodas 
urvas mostradas em (a) usando os expoentes α = 0.5 e z = 1.5.sobre a rugosidade quando diferentes pro
essos agem no 
res
imento. Note que 
onformemen
ionado anteriormente, para M grande, as diferenças de alturas ini
iais não ultrapassama 
ondição de restrição, somente após o tempo 
ara
terísti
o é que a regra de restrição 
omeçaa agir.

Figura 2.29: Evolução temporal da rugosidade no modelo de Kim-Kosterlitz para M =

1, 2, 5, 7, 10, 15, 25, e 50 (de baixo para 
ima) e um sistema 1d de tamanho L = 400.Note que para valores maiores de M a rugosidade ini
ialmente 
res
e 
om expoente
β = 1/2 e, após um tempo 
ara
terísti
o tc, o valor β ≈ 1/3 é esperado.2.4.4 Deposição Balísti
a - Modelo de VoldNeste modelo as partí
ulas são depositadas ao a
aso e �xam-se ao primeiro vizinho doagregado en
ontrado durante um movimento balísti
o perpendi
ular e em direção ao subs-
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(a) (b)Figura 2.30: (a) Per�l gerado para o modelo de deposição balísti
a em uma rede de tamanhoL=100 após 50 passos de tempo. (b) Interfa
e gerada 
onsiderando os pontos maisaltos da estrutura.trato [44, 45℄. Podemos es
rever a regra de evolução para o modelo DB em d = 1 + 1 
omo
hi(t) = max(hi−1(t − 1), hi(t − 1) + 1, hi+1(t − 1)), (2.67)em que max(x, y, z) retorna o maior valor entre x, y, e z. Essa regra de evolução permiteque partí
ulas se �xem lateralmente a interfa
e formando la
unas, 
omo pode ser visto na�gura 2.30(a). Na �gura 2.30(b) mostramos a interfa
e do padrão obtido em (a), preen
hendotodos os pontos abaixo do mais alto em 
ada um dos sítios da rede.A evolução temporal da rugosidade é mostrada na �gura 2.31(a), o expoente de 
res-
imento en
ontrado foi β ≈ 0.30. Em 2.31(b), mostramos as 
urvas para vários tamanhos dosistema, 
olapsadas usando α = 0.44 e z = 1.53 � esses valores estão próximos aos en
ontrados
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(b)Figura 2.31: (a) Evolução temporal da rugosidade no modelo de deposição balísti
a para L = 100,
200, 300, 500 e 800 (de baixo para 
ima). (b) Colapso das 
urvas usando α = 0.44 e
z = 1.53. Podemos observar que existe um transiente ini
ial para o qual o expoentede 
res
imento β = 0.5. Note que quando as 
urvas são 
olapsadas a região da 
urvaperten
ente a esse transiente se separa.
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es 41para a equação KPZ. Assim, o modelo de BD também perten
e à 
lasse de universalidadeKPZ. Esse modelo possui uma lenta 
onvergên
ia nos expoentes para os valores observados epara determinar a 
lasse de universalidade é ne
essário o uso de simulações em larga es
ala.Essa lenta 
onvergên
ia se deve à formação de la
unas no interior da interfa
e.2.4.5 Deposição Aleatória 
om Difusão de Partí
ulasModelos que pro
uram 
apturar a difusão de partí
ulas no 
res
imento de interfa
estêm sido intensivamente estudados [39, 16, 17, 46, 47, 48℄. Além da motivação teóri
a, existeo interesse de 
ompreender melhor o 
res
imento de interfa
es via té
ni
as 
omo o MBE(mole
ular beam epitaxy), em que a difusão de material na superfí
ie desempenha um papelmuito importante. Nesses modelos, existem aproximações 
om regras simples nas quais apartí
ula difunde apenas no momento da deposição bem 
omo, outros mais reais, 
omo o 
asodo modelo de ativação térmi
a [9, 17℄, que 
onsideram a difusão de todas as partí
ulas dasuperfí
ie.Em geral, nos modelos SOS 
onstruídos para 
apturar a difusão super�
ial (um dosme
anismos físi
os responsáveis pela suavização da interfa
e), a evaporação de material e aformação de la
unas (no interior da interfa
e) são desprezadas. Modelos que seguem taispremissas são, por exemplo, o proposto por Wolf e Villain (WV) [16℄ e o por Das Sarmae Tamborenea (DT) [17℄. No modelo WV partí
ulas são adi
ionadas ao a
aso e pro
urammaximizar seu número de ligações 
om a interfa
e, difundindo para o sítio vizinho 
om omaior número de ligação, 
omo mostra a �gura 2.32(a). Já no modelo DT, as partí
ulasadi
ionadas ao a
aso pro
uram aumentar seu número de ligações difundindo para a vizinhançasomente quando possuem apenas uma ligação, �gura 2.32(b). Em ambos os modelos, quandoas partí
ulas não 
onseguem maximizar ou aumentar seu número de ligações, elas permane
em�xas ao sítio de deposição.A morfologia das interfa
es geradas por esses modelos surpreende. Nelas, ao 
ontráriodo esperado, apare
em plat�s e vales separados por grandes degraus (�gura 2.33). A evoluçãotemporal da rugosidade em d = 1+1 dimensões para os dois modelos forne
em β = 3/8. Con-tudo, apesar do expoente de 
res
imento antes de um tempo 
ara
terísti
o ser o mesmo paraos dois modelos, assintoti
amente eles assumem valores de 
lasses de universalidade diferentes.Em d = 1 + 1, o modelo de WV assintoti
amente perten
e à 
lasse de universalidade de EW(β = 1/4) enquanto que o modelo DT à 
lasse de universalidade de VLDS (β = 1/3). Emboraesse expoente seja o mesmo da equação KPZ ele não indi
a a 
lasse de universalidade asso
i-ada a ela devido às simetrias do problema (veja seção 2.3.2). Em d = 2+1 dimensões, a 
lassede universalidade de ambos não está bem estabele
ida. Šmilauer e Kotrla [49℄ en
ontraramno modelo WV uma transição para a 
lasse de universalidade de EW (β = 0). Entretanto,usando redução de ruído, Das Sarma et al. [50℄ en
ontraram β = 1/3, que não sinaliza para
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(b)Figura 2.32: Regras de evolução para os modelos de (a) Wolf-Villain e (b) de Das Sarma-Tamborenea.
(a) (b)Figura 2.33: Per�l gerado para os modelos (a) de WV e (b) DT. As partí
ulas depositadas di-fundem para maximizar ou aumentar o número de ligações logo após a deposição,respe
tivamente.nenhuma das 
lasses de universalidade asso
iadas aos termos apresentados na tabela 2.1. Jáno 
aso do modelo DT, Das Sarma et al. [50℄ en
ontraram uma mudança para a 
lasse deuniversalidade de EW (β = 0). Os dois modelos apresentam uma 
lasse de universalidade em

d = 2 + 1 diferente daquela en
ontrada para d = 1 + 1.2.4.6 Modelos de Cres
imento e Classes de UniversalidadePodemos agrupar os modelos des
ritos anteriormente nas 
lasses de universalidadeasso
iadas a 
ada termo das equações esto
ásti
as vistas na seção 2.3.2. Na tabela 2.2,apresentamos um resumo da 
lasse de universalidade dos modelos apresentados na seçãoanterior.
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es 43Modelo β α Classe de Universalidade
d = 1 + 1Family 0.24 0.48 EWKK 0.33 0.5 KPZDB 0.33 0.47 KPZWV 0.37 → 0.24 0.48 ∇4 → EWDT 3/8 → 0.32 1.40 ∇4 → VLDS
d = 2 + 1Family 0(log) 0(log) EWKK 0.25 0.4 KPZDB 0.24 0.33 KPZWV 0.20 → 0.33 0.66 ∇4 → EW ou 1/3DT 0.24 → 1/3 0.95 ∇4 → VLDSTabela 2.2: Expoentes 
ríti
os e 
lasses de universalidade dos modelos SOS dis
retos [9℄.
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Capítulo 3
Efeito da Difusão em um Modelo deCres
imento de Interfa
es
3.1 IntroduçãoOs modelos de Wolf e Villain (WV) [16℄ e Das Sarmas e Tamborenea (DT) [17℄ são degrande importân
ia porque foram os primeiros modelos propostos para des
rever experimentosde 
res
imento de �lmes �nos por MBE, além de serem a primeira evidên
ia numéri
a de-monstrando a existên
ia de expoentes de es
ala em modelos dis
retos de deposição diferentesdas 
lasses de universalidade EW e KPZ. No modelo WV, as partí
ulas depositadas pro
urammaximizar seu número de ligações veri�
ando qual sítio possui maior número de ligações entreos sítios de deposição e em seus primeiros vizinhos. No modelo DT, as partí
ulas pro
uramapenas aumentar o número de ligações quando o sítio de deposição possui somente uma. Por-tanto, nesses modelos, as partí
ulas difundem apenas na vizinhança do sítio de deposição, ouseja, elas possuem uma mobilidade limitada. Uma 
ara
terísti
a 
omum desses e de outrosmodelos que 
onsideram uma mobilidade limitada é se um sítio mais favorável é en
ontrando,ou não, as partí
ulas permane
em �xas irreversivelmente ao substrato. As regras desses mo-delos não permitem uma relaxação real da interfa
e (não existe dinâmi
a quando a deposiçãoé interrompida). Portanto, os modelos de mobilidade limitada são uma des
rição limitadade pro
essos de 
res
imento 
omo MBE, nos quais as partí
ulas podem difundir 
om maiorou menor fa
ilidade, dependendo da temperatura do substrato. Modelos mais elaborados fo-ram estudados, 
omo por exemplo, os que 
onsideram a ativação térmi
a nos quais todos osátomos da superfí
ie podem difundir. Nesses modelos, a difusão das partí
ulas depende daenergia de ativação ne
essária para quebrar sua ligação 
om o substrato [17℄. Apesar dessesmodelos 
apturarem uma 
ara
terísti
a essen
ial de pro
essos tipo MBE (a 
ompetição entredeposição e difusão at�mi
a) eles demandam muito tempo 
omputa
ional. Assim, o estudo45
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imento de Interfa
esdo regime assintóti
o é extremamente árduo.Um regime de 
res
imento de interesse espe
ial é aquele que o
orre em mono
amadapor mono
amada. Nesse 
res
imento, partí
ulas depositadas difundem até en
ontrarem outrasini
iando a formação de ilhas pequenas. Com o passar do tempo mais partí
ulas �xam-se às bordas dessas ilhas até que elas 
omeçam a 
oales
er. Dessa maneira, os terraçosunem-se 
ompletando uma 
amada e novas ilhas 
omeçam a ser formadas sobre essa 
amada.Assim, quantidades 
omo a rugosidade, o número de partí
ulas difundindo, o tamanho médiodas ilhas e outras grandezas que são sensíveis à morfologia da interfa
e, os
ilam no tempo.Entretanto, foi demonstrado que esse regime é transiente e que é devido ao tamanho �nitodo substrato [51℄. As os
ilações são amorte
idas e persistem até um tempo 
ara
terísti
o.Assim, o regime os
ilatório na rugosidade 
ede lugar, por exemplo, ao 
res
imento em lei depotên
ia [51, 52, 53, 54℄. Além disso, trabalhos re
entes relatam que o regime de 
res
imentoem lei de potên
ia nos modelos WV e DT apresenta uma mudança na 
lasse de universalidadede Mullins-Hering (MH) para a 
lasse de Edward-Wilkinson (EW) ou Villain-Lai-Das Sarma(VLDS), respe
tivamente [55, 56, 57, 58, 59℄. Em parti
ular, Chua et al. [55℄ en
ontrarampara o modelo WV que existe um regime intermediário no qual observa-se os expoentes da
lasse VLDS entre os regimes MH e EW.Outro regime de 
res
imento de interfa
e que tem atraído muita atenção é aquele noqual a barreira de S
hwoebel [9℄ (barreira que di�
ulta o movimento de partí
ulas para fora deterraços) induz tendên
ias nas 
aminhadas das partí
ulas e, 
onseqüentemente, instabilidadesque podem levar a superfí
ies 
om formação de morros (mound formation) [20, 21, 22℄. Nestes
asos, a rugosidade apresenta um 
rossover no expoente de 
res
imento de um valor ini
ial
β, que depende dos detalhes do modelo em questão, para um valor assintóti
o β′ ≈ 0.5, que
orresponde ao expoente do modelo de deposição aleatória.Neste 
apítulo estudamos um modelo de 
res
imento de interfa
e 
om 
ompetiçãoentre deposição e difusão de partí
ulas. O prin
ipal objetivo deste trabalho foi investigar asalterações morfológi
as e a dinâmi
a de 
res
imento de interfa
es devido a essa 
ompetiçãoem substratos uni e bidimensionais. Além disso, estudamos uma versão um pou
o modi�
adaque 
onsidera uma direção preferen
ial para a difusão, bem 
omo o modelo de DT 
om umatendên
ia na 
aminhada estudada por Das Sarma e Punyindu [20℄ 
om o objetivo de investigara formação de morros no 
res
imento de interfa
es.3.2 ModeloEm nosso modelo as partí
ulas são depositadas em um substrato d-dimensional 
om
Ld sítios. A altura da interfa
e no instante t é representada por hi(t), 
om i = 1, 2, . . ., Ld. A
ondição ini
ial é dada por hi(0) = 0 ∀ i, ou seja, a simulação sempre 
omeça 
om a deposição
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partí
ula depositadapartí
ula livre(a) Deposição

(b) Difusão (
) Após a difusãoFigura 3.1: Ilustração das regras de evolução do modelo de 
res
imento de interfa
es. (a) Per�l
om as partí
ulas livres (ha
huradas) e a deposição de partí
ulas no instante t (des-ta
adas em preto). (b) Difusão das partí
ulas livres. Repare que as partí
ulas queestavam próximas à borda ou a outra partí
ula livre apare
em in
orporadas à interfa
e(linhas pontilhadas indi
adas pelas setas). (
) Interfa
e após a difusão das partí
u-las livres. Note que a partí
ula que 
olidiu 
om uma borda apare
e in
orporada aosubstrato.sobre um substrato liso. A evolução temporal pode ser resumida pelas regras ilustradas na�gura 3.1 e des
ritas a seguir:i. A 
ada passo de tempo, Np = f × Ld partí
ulas são depositadas ao a
aso sobre osubstrato, em que f é a taxa de deposição de partí
ulas.ii. Se a partí
ula depositada possui mais que uma ligação, ela �xa-se irreversivelmente aosubstrato. Caso 
ontrário, a partí
ula permane
e livre para difundir.iii. Depois da deposição, todas partí
ulas livres (depositadas re
entemente ou não) exe
u-tam um passo ao a
aso.iv. Durante a difusão, se uma partí
ula livre 
olide 
om um terraço (ou ilha) ou 
om outrapartí
ula livre, ela �xa-se permanentemente ao substrato. Se uma partí
ula livre nãoen
ontra outra ou um terraço, ela permane
e livre para difundir no próximo passo detempo.Se o número de partí
ulas depositadas Np for menor que 1 assumimos esse número 
omo aprobabilidade de depositar uma partí
ula a 
ada passo de tempo. Uma vez que a 
ada passode tempo, as partí
ulas livres realizam um passo ao a
aso, suas posições são armazenadas emum 
onjunto de variáveis {~ri}, 
om i = 1, 2, . . . Nfp em que Nfp é o número de partí
ulaslivres. A implementação dos passos é feita sele
ionando ao a
aso as partí
ulas.
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imento de Interfa
es3.3 ResultadosNeste trabalho investigamos o modelo em d = 1 + 1, ou seja, 
om um substrato uni-dimensional, e d = 2 + 1, 
om o substrato bidimensional. Em d = 1 + 1 usamos 
ondiçõesde 
ontorno periódi
as fazendo o sítio i = 1 ser o vizinho do i = L e em d = 2 + 1 utiliza-mos 
ondições de 
ontorno heli
oidais. Neste 
aso, alo
amos a rede quadrada em um vetorunidimensional de tamanho L2 e a vizinhança do sítio i é o 
onjunto de sítios de�nidos por
{i − 1, i + 1, i − L, i + L}. As 
ondições de 
ontorno são periódi
as, ou seja, os L primeirossítios são vizinhos dos L últimos.Para d = 1 + 1 dimensões usamos redes de tamanhos variando de L = 10 até 104
om uma amostragem variando de 104 a 50 repetições, respe
tivamente. Já para o 
aso de
d = 2 + 1, usamos substratos de tamanho linear variando de 10 até 200 
om 5000 a 50amostras, respe
tivamente. O parâmetro f foi variado de 10−6 a 100 para veri�
ar seu efeitosobre a dinâmi
a de 
res
imento da interfa
e. Em todas as simulações, medimos a rugosidade(equação (2.19)), sem 
onsiderar a 
ontribuição das partí
ulas livres para a altura da interfa
e.3.3.1 Simulações em d = 1 + 1 dimensõesNa �gura 3.2 é mostrada a evolução da interfa
e em uma rede de tamanho linear
L = 400 para três valores da taxa de deposição. Como pode ser visto, para taxas de deposiçãobaixas, a superfí
ie é lisa e, à medida que f aumenta, a interfa
e torna-se mais rugosa. Na

Figura 3.2: Mudanças na morfologia das interfa
es devido a taxa de deposição (f). O tamanhoda rede usado foi L = 400 e f = 10−6, 10−3 e 100, da esquerda para a direita. A 
ada
100 
amadas adi
ionadas a 
or é alterada.
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(a) (b)Figura 3.3: Formação de vales profundos, para t = 105 na região de saturação da rugosidade. Otamanho do sistema usado foi L = 400 e f = 0.1 em (a) e f = 1.0 em (b).�gura 3.3 mostramos que, para tempos muito longos, o
orre a formação de depressões grandesseparadas por grandes in
linações, o que é uma assinatura dos modelos de deposição 
omdifusão [16, 17℄.Na �gura 3.4(a) mostramos grá�
os típi
os da evolução da rugosidade para valores de

f > 10−5 para um sistema de tamanho L = 103. Como pode ser visto, o valor da rugosidade
res
e quando aumentamos f . Quando 
onsideramos f ≪ 1, um regime de 
res
imento emmono
amada por mono
amada (MM) é observado para tempos ini
iais e posteriormente 
edelugar a um 
res
imento em lei de potên
ia. Kallabis et al. [51℄ mostraram, em um modeloque 
onsidera a deposição e a difusão de partí
ulas, que o tempo de separação entre esses doisregimes de 
res
imento depende da razão entre as taxas de deposição e difusão.Note que a rugosidade no regime os
ilatório (regime de 
res
imento MM) al
ança seusvalores mínimos quando a altura média al
ança um valor inteiro, ou seja, quando uma 
amadaé 
ompletada, e seus valores máximos para valores semi-inteiros da altura média. Como podeser visto na �gura 3.4(b), o número médio de partí
ulas livres Nfp também possui um regimeos
ilatório no iní
io da simulação devido ao 
res
imento MM. Note que Nfp al
ança seu valormáximo quando a rugosidade al
ança seu valor mínimo. Nesta fase na qual a superfí
ie é lisanovas ilhas 
omeçam a ser formadas e as partí
ulas livres �demoram� a en
ontrar uma ligaçãolateral. Após o 
res
imento MM, quando a rugosidade 
res
e 
omo uma lei de potên
ia, onúmero de partí
ulas livres de
res
e para um valor 
onstante quando a rugosidade al
ançaseu valor esta
ionário.Para tamanhos pequenos (até L = 103) as simulações sugerem que o expoente de
res
imento depende da taxa de deposição para f < 0.1, enquanto para valores de f ≥

0.1, o expoente β ≈ 0.37 foi en
ontrado (tabela 3.1). Em parti
ular, en
ontramos β =

0.374 ± 0.004 para f = 1.0. Este valor 
on
orda 
om o en
ontrado nos modelos WV eDT. Entretanto, para sistemas maiores (L = 104), o expoente de 
res
imento β ≈ 0.37 foien
ontrado independentemente de f . Portanto, os efeitos de tamanho �nito são muito maispronun
iados para valores baixos de f .Na �gura 3.5(a) mostramos a evolução da rugosidade para f = 0.1 em sistemas de
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(b)Figura 3.4: (a) Evolução temporal da rugosidade para um sistema de tamanho L = 103 e seisvalores da taxa de deposição f = 10k, 
om k = 0,−1, . . . ,−5. A 
urva que possuio menor valor da rugosidade é aquela 
om a menor taxa de deposição. No detalhemostramos a parte indi
ada pelas linhas tra
ejadas. (b) Evolução temporal do númeromédio de partí
ulas livres sobre o substrato (
urva tra
ejada) e da rugosidade (
urva
heia) para o 
aso em que f = 10−5.
f 1.0 0.5 0.1 0.01 0.005 0.002 0.001 0.0005 0.0002 0.0001

β 0.37 0.37 0.36 0.35 0.34 0.34 0.33 0.32 0.31 0.30Tabela 3.1: Expoentes de 
res
imento para diferentes valores de f em d = 1+1 dimensões quando L = 103.vários tamanhos. Usando a 
urva para L = 200 en
ontramos β = 0.365 ± 0.004 e a 
urva darugosidade de saturação em função de L en
ontramos α = 1.49±0.02 e a partir desses valores
z = 4.08 ± 0.09. Na �gura 3.5(b) mostramos o 
olapso das 
urvas mostradas em (a) usando
α = 1.5 e z = 4. Para sistemas de tamanhos até L = 400 nossos resultados obede
em à leide es
ala de Family-Vi
sek, equação (2.25). Estes valores são próximos daqueles en
ontradospara a equação de Mullins-Herring (MH - equação de difusão linear) em que β = 3/8, α = 3/2e z = 4 (tabela 2.1).Na �gura 3.6(a), mostramos a evolução da rugosidade para um sistema de tamanho L =

103 e dois valores da taxa de deposição, f = 0.1 e 1.0. A partir dessas 
urvas en
ontramos quea rugosidade exibe uma mudança no expoentes de 
res
imento de um valor β = 0.368± 0.005para β = 0.345 ± 0.003 e de β = 0.375 ± 0.008 para β = 0.347 ± 0.013, respe
tivamente. Asestimativas dos erros foram feitas usando as �utuações das in
linações lo
ais (3.6(b)). Esse
omportamento sugere um 
rossover entre dois valores distintos do expoente de 
res
imento:
β ≈ 3/8 para t ≪ tc e β ≈ 1/3 para t ≫ tc, em que tc é o tempo de 
rossover que separa esses



3.3 Resultados 51dois regimes. Finalmente, para reforçar esses resultados, mostramos na �gura 3.6(
) a razão
w/tβ usando dois valores distintos para β � 0.37 e 0.33. Quando usamos β = 0.37 a 
urvaobtida apresenta uma região 
onstante para tempos 
urtos. Entretanto, quando β = 0.34é usado, a 
urva �
a 
onstante apenas na região de tempos grandes. Esse 
omportamentofoi observado em redes de tamanhos maiores (L = 104). Assim, esse 
omportamento indi
a
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(b)Figura 3.5: (a) Grá�
os típi
os da evolução da rugosidade usando f = 0.1 em sistemas de váriostamanhos (L = 15, 20, 25, 35, 50, 75, 100, 150, 200 e 400, de 
ima para baixo). Alinha reta a
ima das 
urvas é uma lei de potên
ia 
om expoente 3/8. (b) Colapso das
urvas da �gura (a).
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)Figura 3.6: (a) Curvas da rugosidade para f = 1.0 (�) e f = 0.1 (©). (b) In
linação lo
al das
urvas em (a) (f = 1.0 na 
urva de 
ima e f = 0.1 na 
urva de baixo). As retastra
ejadas indi
am os valores 3/8 e 1/3. (
) Curvas da rugosidade divididas por tβ(f = 0.1 � linhas tra
ejadas e f = 1.0 � 
heias).
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(a) (b) (
)Figura 3.7: Nesta �gura mostramos o pro
esso de 
olapso das 
urva de rugosidade para sistemasde tamanhos L = 50, 100 e 200 usando diferentes taxas de deposição, f = 0.5, 0.75e 1.0. Usamos os mesmos expoentes de es
ala da �gura 3.7(a) para o tamanho dosistema, e para a taxa de deposição usamos α′ = 0.35 e z′ = 0.9. A 
urva tra
ejadaem (
), é uma lei de potên
ia 
om expoente 3/8.um 
rossover da 
lasse de universalidade de MH (β = 3/8) para a de Villain-Lai-Das Sarma(VLDS) que possui β = 1/3. É importante ressaltar que esse modelo 
onsidera apenasdeposição e difusão de partí
ulas (não existe evaporação e nem a formação de la
unas nointerior da interfa
e), de maneira que não existe nenhuma justi�
ativa para o valor β ≈ 1/3ser asso
iado à 
lasse de universalidade KPZ.Como pode ser visto na �gura 3.7(a), quando 
onsideramos um tamanho �xo do sis-tema en
ontramos que tanto o valor da rugosidade de saturação wsat quanto o do tempo desaturação tc 
res
em 
om f . Nessas simulações, usamos tamanhos su�
ientemente pequenospara garantir que a saturação o
orresse antes do apare
imento do 
rossover para a 
lasse deuniversalidade assintóti
a. Além disso, os valores das taxas de deposição usados foram su�-
ientemente grandes para evitar o 
res
imento MM em tempos ini
iais. Esses 
res
imentosseguem leis de potên
ia dadas por wsat ∼ fα′ e tsat ∼ f z′ , 
om os expoentes α′ ≈ 0.35 e
z′ ≈ 0.9. Podemos, então, 
olapsar 
urvas obtidas 
om diferentes valores de f e L. De fato,na �gura 3.7(
) mostramos o 
olapso para diferentes tamanhos do sistema e taxas de depo-sição. Para obter esse 
olapso usamos o mesmo pro
edimento da �gura 3.5(a) e em seguidadividimos w/Lα por fα′ e t/Lz por f z′, 
om α′ = 0.35 e z′ = 0.90. Uma vez que um bom
olapso é obtido, a rugosidade 
omo uma função de t, L e f segue a relação de es
ala

w(t, L, f) = Lαfα′

g

(

t

Lzf z′

) (3.1)em que g(x), 
omo na relação de es
ala de Family-Vi
sek, 
res
e 
omo uma lei de potên
ia
om expoente β ≈ 3/8 para x ≪ 1 e assume um valor 
onstante para x ≫ 1. Como esseanzats é satisfeito, as relações de es
ala βz = α e βz′ = α′ são válidas. É importante ressaltarque essa relação de es
ala só é obede
ida na região em que o termo ∇4h é dominante, ou



3.3 Resultados 53seja, para f > 0.5 (onde não apare
e o 
res
imento em mono
ada) e para tamanhos pequenos(onde não apare
e o 
rossover).3.3.2 Simulações em d = 2 + 1 dimensõesNa �gura 3.8 mostramos interfa
es obtidas em um sistema de tamanho L = 100, ouseja, 104 sítios no substrato, e valores diferentes para a taxa de deposição. Note que, 
omono 
aso do substrato unidimensional, a largura da interfa
e também 
res
e 
om a taxa dedeposição.

(a) (b)

(
) (d)Figura 3.8: Mudanças na morfologia das interfa
es devido à taxa de deposição f em d = 2 + 1dimensões. O tamanho da rede usado foi L = 100 e f = 10−3, 10−2, 10−1 e 100 em(a), (b), (
) e (d), respe
tivamente. Note que para valores menores de f a interfa
e émais lisa e, à medida que f 
res
e, a rugosidade da interfa
e também 
res
e.
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(b)Figura 3.9: (a) Evolução temporal da rugosidade para sistemas de tamanho L = 100 e quatrovalores da taxa de deposição f = 10k, 
om k = −3,−4,−5 e −6, respe
tivamente.A 
urva que possui o menor valor da rugosidade é aquela referente a menor taxa dedeposição. (b) Evolução da rugosidade para um sistema de tamanho L = 200 e taxasde deposição f = 10k, 
om k = 0, −1, −2 e −3, de 
ima para baixo.Na �gura 3.9(a), mostramos a evolução temporal da rugosidade em um sistema detamanho L = 100 
om vários valores de f . Como pode ser visto, para valores da taxa dedeposição f pequenos, podemos observar o regime ini
ial de 
res
imento em mono
amadapor mono
amada 
om uma mudança para um regime posterior de 
res
imento em lei depotên
ia 
omo foi observado em d = 1+1 dimensões. Na �gura 3.9(b), mostramos a evoluçãotemporal da rugosidade em um sistema de tamanho L = 200 para diferentes valores de f .Os valores do expoente de 
res
imento en
ontrados são mostrados na tabela 3.2. Para o 
asoem que f = 1.0, o valor en
ontrado foi β = 0.207 ± 0.019, o que sugere que esse modelo em
d = 2+1 perten
e à 
lasse de universalidade VLDS, para a qual β = 1/5, α = 2/3 e z = 10/3.Reduzindo o valor de f , observa-se um de
rés
imo no valor desse expoente 
onforme indi
adona tabela 3.2. É importante men
ionar que essa redução no valor do expoente de 
res
imentopode ser um efeito de tamanho �nito 
onforme foi observado para a versão unidimensional.

f 1.0 0.1 0.01 0.001

β 0.207 ± 0.019 0.194 ± 0.007 0.184 ± 0.005 0.170 ± 0.002Tabela 3.2: Expoentes de 
res
imento para diferentes valores de f em 2 + 1 dimensões quando L = 200.Na �gura 3.10(a) mostramos a evolução temporal da rugosidade usando f = 0.1 paradiversos tamanhos do sistema. Como pode ser observado da �gura 3.10(b), existe um tran-siente ini
ial na evolução da rugosidade e o expoente de 
res
imento apresenta 
onvergên
ialenta para β ≈ 1/5 à medida que o tamanho do sistema é aumentado.
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(b)Figura 3.10: (a) Evolução temporal da rugosidade usando f = 0.1 em sistemas de tamanhos L =

10, 20, 35, 50, 100 e 200. (b) In
linação lo
al das 
urvas em (a).Na �gura 3.11(a) mostramos a rugosidade de saturação em função de L para diferentesvalores de f . A linha tra
ejada possui in
linação 2/3. Note que em todos os 
asos a in
linaçãoen
ontrada aproxima-se muito desse valor, esse resultado que reforça a a�rmação de que nossomodelo perten
e à 
lasse de universalidade VLDS em 2 + 1 dimensões. Na �gura 3.11(b),mostramos um 
olapso das 
urvas da �gura 3.10(a). Como pode ser observado o 
olapsoo
orre apenas para sistemas de tamanhos grandes e em tempos longos. Isso deve-se à lenta
onvergên
ia e ao transiente ini
ial observados na rugosidade.
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(b)Figura 3.11: (a) Rugosidade de saturação 
omo função de L para várias taxas de deposição (1.0, 0.1,
0.01 e 0.001, de 
ima para baixo). (b) Colapso das 
urvas mostradas na �gura 3.10(a).
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imento de Interfa
es3.4 Formação de MorrosEm vários sistemas físi
os é observado experimentalmente que uma partí
ula difun-dindo sobre um terraço en
ontra uma barreira de poten
ial quando se aproxima da borda(partí
ula 1 na �gura 3.12). Essa barreira, denominada barreira de S
hwoebel [9℄, di�
ulta omovimento de partí
ulas para fora de terraços, gerando uma tendên
ia de movimento para ointerior dos terraços nas 
aminhadas da partí
ulas. Instabilidades devido a essas 
aminhadaslevam a interfa
es 
om formações de morros (mound formation), normalmente separados porgrandes degraus [20, 21, 22℄, 
onforme mostrado na �gura 3.13(a). Os modelos que apre-sentam esse 
omportamento exibem uma mudança no expoente de 
res
imento de um valorini
ial que depende dos detalhes do modelo, para um valor assintóti
o próximo de β ≈ 0.5(�gura 3.13(b)), um valor muito próximo ao en
ontrado para a deposição aleatória. Apesardisso, os autores daqueles trabalhos 
onje
turam que esse valor assintóti
o do expoente de
res
imento β ≈ 0.5 não é devido ao me
anismo da deposição aleatória.
1
.

2Figura 3.12: Ilustração de uma partí
ula livre sobre terraços. A partí
ula 1 aproxima-se da bordade um terraço onde en
ontra uma barreira de poten
ial.

(a) (b)Figura 3.13: (a) Formação de morros em interfa
es obtidas usando o modelo DT 
om tendên
ianas 
aminhadas. (b) Rugosidade para um sistema de tamanho L = 100 no modeloDT 
om tendên
ia na difusão. Nesse modelo, a partí
ula na borda de um terraço temprobabilidade maior de difundir para o interior do terraço. Essa �gura foi retiradada referên
ia [20℄.Nesta seção estudamos a formação de morros em uma versão modi�
ada do modeloapresentado na seção 3.2 e no modelo DT 
om uma tendên
ia [20℄ em 2+1 dimensões. Nestaversão de nosso modelo 
onsideramos que o 
aminhante exe
uta passos ao a
aso apenas emdois sentidos perpendi
ulares (por exemplo, para 
ima e para a direita). Como pode ser visto



3.4 Formação de Morros 57na �gura 3.14(a), esta versão apresenta as instabilidades que levam à formação de morros,e 
omo pode ser visto na �gura 3.14(b) há uma mudança na evolução da rugosidade, 
omexpoente de 
res
imento assintóti
o β ≈ 0.5.
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(b)Figura 3.14: (a) Formação de morros em interfa
es obtidas usando o modelo de difusão 
om 
ami-nhada dire
ionada. (b) Rugosidade para um sistema de tamanho L = 100. As taxasde difusão são indi
adas na legenda e as retas tra
ejadas possuem in
linação igual a
0.45.Para 
ompreender essa mudança no expoente de 
res
imento, introduzimos um métodopara avaliar a largura da interfa
e que é dividido em três etapas: ini
ialmente, medimos asrugosidades wi dentro de 
aixas de tamanho ℓ varrendo toda a rede. Em seguida, os valoresmáximo e mínimo da rugosidade são determinados (wmin e wmax, respe
tivamente), e então,tomamos os valores médios w̄< e w̄> obtidos a partir das rugosidades 
om valores menoresque k × wmin e maiores que p × wmax, em que k > 1 e p é um número no intervalo (0, 1).Os números k e p são usados para 
ontrolar os valores usados para determinar as médias de

w̄< e w̄>. Note que os valores menores da rugosidade forne
em uma medida da largura dainterfa
e dentro dos morros enquanto os valores maiores forne
em uma medida da altura dosmorros. Na �gura 3.15, mostramos os resultados obtidos usando duas taxas de deposiçãodiferentes. Considerando valores da rugosidade abaixo de 3 × wmin, a mudança no expoentenão é observada e quando 
onsideramos os valores da rugosidade a
ima de 0.8 × wmax amudança está presente. Assim, as grandes �utuações nas interfa
es, referentes às paredes dosmorros, são as responsáveis pela mudança no expoente de 
res
imento, ou seja, as alturas dosmorros são des
orrela
ionadas, o que justi�
a o apare
imento do expoente β = 1/2. Dentrodos morros a rugosidade exibe o 
omportamento usual para sistemas �nitos in
luindo um
res
imento ini
ial 
om lei de potên
ia e saturação para tempos longos.
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(b)Figura 3.15: Mudança no expoente de 
res
imento para o modelo de difusão usando para as taxasde deposição (a) f = 0.1 e (b) f = 0.01. Conforme indi
ado na legenda, mostramosa rugosidade de toda a estrutura e os valores médios de w̄< e w̄>. Foram usadossistemas de tamanho L = 200 e 
aixas de tamanhos ℓ = 20 para determinar wmin e
wmax.Para veri�
ar a validade desses resultados apli
amos o método ao modelo DT (seção2.4.5) 
om a introdução de duas probabilidades para uma partí
ula na borda do terraço:a direção de movimento é determinada segundo a regra usual do modelo DT e a des
idaserá implementada 
om probabilidade pd e enquanto o movimento para o interior do terraçoserá implementado 
om probabilidade pu, para in
luir a tendên
ia das partí
ulas permane-
erem sobre os terraços. Como já foi demonstrado, essa modi�
ação no modelo DT leva aoapare
imento da formação de morros nas interfa
es [20, 22℄. Na �gura 3.16 mostramos o
omportamento da rugosidade obtida em um sistema de tamanho L = 100 
om pd = 0.15 e

pu = 1. Note que o mesmo 
enário da �gura 3.15 foi en
ontrado para esse modelo, 
on�r-mando que as grandes �utuações da altura nas bordas dos morros são as responsáveis pelamudança no expoente de 
res
imento. É importante men
ionar, que para valores de ℓ > 10 a
urva referente a w̄< apresenta a mudança no expoente para um valor próximo de 1/2. Assim,para obter a �gura 3.16 foi ne
essário usar ℓ = 10, um valor menor que aquele utilizado paraobter a �gura 3.15, sugerindo que o tamanho dos morros no modelo DT deve ser menor queo do modelo 
om 
aminhadas restritas a duas direções perpendi
ulares.3.5 Con
lusõesNeste 
apítulo estudamos um modelo de 
res
imento de interfa
es que possui doisingredientes, a deposição e a difusão de partí
ulas. Neste modelo as partí
ulas depositadas
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(a)Figura 3.16: Mudança no expoente de 
res
imento para o modelo DT usando pd = 0.15 e pu = 1.As rugosidades w̄< (quadrados) e w̄> (
ír
ulos) foram obtidas usamos sistemas detamanhos L = 200 e ℓ = 10 para os tamanhos das 
aixas. As retas possuem in
linações
0.50 e 0.29.que possuem apenas uma ligação permane
em livres para difundir enquanto não en
ontraremum sítio para formar pelo menos duas ligações. Em d = 1+1 e 2+1 dimensões, en
ontramospara f muito pequeno que o sistema exibe um 
res
imento em mono
amada por mono
amadaque pre
ede um 
res
imento em lei de potên
ia. Em d = 1 + 1 en
ontramos valores muitopróximos dos expoentes referentes à 
lasse de universalidade MH. Simulações em larga es
alarevelaram que o modelo tem uma transição da 
lasse de universalidade MH para a 
lasseVLDS, na qual β = 1/3, após um tempo 
ara
terísti
o. Em d = 2 + 1 en
ontramos que omodelo perten
e à 
lasse de universalidade VLDS, também observada assintoti
amente em

1 + 1 dimensões. Ao 
ontrário do 
aso unidimensional, não en
ontramos um 
rossover em
d = 2 + 1 dimensões.Usando o método das 
aixas para determinar a rugosidade, en
ontramos que em mo-delos 
om tendên
ias na difusão das partí
ulas, as grandes �utuações nas interfa
es que 
ara
-terizam as paredes dos morros são as responsáveis pela mudança no expoente de 
res
imento.Assim, podemos 
on
luir que as alturas dos morros são des
orrela
ionadas, o que justi�
a oapare
imento do expoente β = 1/2. Além disso, dentro dos morros não o
orre a mudançapara um valor próximo a 1/2 no expoente de 
res
imento a rugosidade exibe o 
omportamentousual de sistemas �nitos.



Capítulo 4Crossover no Modelo de Wolf-Villain
4.1 IntroduçãoA 
ompreensão da dinâmi
a de 
res
imento de interfa
es passou por um avanço 
onsi-derável nas últimas dé
adas, prin
ipalmente devido ao uso de modelos dis
retos e de equaçõesesto
ásti
as [7, 9℄. Nos modelos de 
res
imento, as partí
ulas são depositadas em um substratoini
ialmente liso, e eles são muitas vezes 
onstruídos usando redes. Os modelos de 
res
imentopodem ser 
lassi�
ados em dois tipos prin
ipais dependendo das regras de evolução. No pri-meiro deles, uma partí
ula se �xa permanentemente ao sítio de deposição ou a um dos sítiosde sua vizinhança no momento da deposição, exemplos in
luem o modelo de Family [42℄, ode Wolf e Villain [16℄ e o de Das Sarma e Tamborenea [17℄. No segundo tipo, a difusão daspartí
ulas é permitida mesmo depois de sua deposição, exemplos in
luem o modelo de ati-vação térmi
a também estudado por Das Sarma e Tamborenea [17℄ e aquele apresentado no
apítulo 3.Conforme já foi men
ionado anteriormente, quando existe uma 
ompetição entre me-
anismos diferentes no 
res
imento de interfa
es, a evolução temporal da rugosidade podeapresentar um 
rossover entre 
lasses de universalidade distintas. Exemplos de modelos de
res
imento que exibem tal 
rossover in
luem os modelos de Wolf e Villain (WV) [16℄, DasSarma e Tababorenea (DT) [17℄, Tales e Moreira [41℄, uma versão do modelo WV que in
luirelaxação e ligação entre primeiro e segundo vizinhos [56, 60℄, entre outros. A determinaçãoda 
lasse de universalidade assintóti
a nesses modelos é uma tarefa árdua, pois são ne
essáriossimulações em larga es
ala e tempos extremamente grandes. Em parti
ular, em modelos 
omoos de WV e DT que envolvem difusão de partí
ulas, um tempo longo de permanên
ia em umregime ini
ial dominado pelo termo linear da equação MH é observado. Como 
onsequên
ia,os tempos envolvidos em simulações são extremamente longos e métodos para o estudo de tais
rossovers têm sido desenvolvidos. Como exemplo podemos 
itar a apli
ação de té
ni
as deredução de ruído [32℄ a modelos de 
res
imento de interfa
e 
om mobilidade limitada [50℄. Esse60



4.2 O Modelo de Wolf-Villain 61método foi des
rito em detalhes na seção 2.2.1. Nesse 
apítulo, apresentamos uma generaliza-ção do modelo WV introduzida para estudar tais 
rossovers. Nesta generalização asso
iamosuma probabilidade a 
ada sítio de 
res
imento propor
ional a uma potên
ia do número deligações que uma partí
ula possuiria se fosse depositada a ele. Esse trabalho foi motivadopelo modelo de agregação que usa uma regra de 
res
imento probabilísti
a apresentado no
apítulo 7.4.2 O Modelo de Wolf-VillainO modelo de Wolf-Villain [16℄ é baseado no 
res
imento SOS de interfa
es e possui
omo prin
ipal objetivo estudar experimentos 
omo epitaxia por feixe mole
ular (MBE). Asregras de 
res
imento são 
onstruídas para in
luir a difusão super�
ial, o prin
ipal me
anismode suavização da interfa
e em 
res
imento 
om MBE. As regras de 
res
imento são des
ritasa seguir e ilustradas na �gura 4.1. A 
ada iteração, uma partí
ula é depositada em um sítioes
olhido aleatoriamente. No momento da deposição, determina-se entre o sítio de deposição eseus vizinhos mais próximos qual possui maior número de ligações, no qual a partí
ula �xa-sepermanentemente. Quando a partí
ula en
ontrar dois vizinhos ao de deposição 
om mesmonúmero de ligações e esse número for maior que o do sítio de deposição, um deles é es
olhido
om igual 
han
e. Finalmente, se o número de 
oordenação dos sítios vizinhos é menor ouigual ao do sítio de deposição a partí
ula permane
e nesse sítio.

1
2 3

4

5
6

Figura 4.1: Ilustração do modelo de Wolf-Villain. Note que as partí
ulas rotuladas por 1 e 3não podem maximizar seu número de ligações nos sítios adja
entes ao de deposição.Como 
onseqüên
ia, essas partí
ulas �
am �xas ao sítio de deposição. As demaispartí
ulas se moverão para o sítio vizinho que maximizar seu número de ligações,
onforme indi
ado pelas setas. Como a partí
ula 5 possui dois vizinhos 
om o mesmonúmero de 
oordenação, ela es
olherá um deles ao a
aso.Em 1+1 dimensões, Wolf e Villain [16℄ en
ontraram β = 0.365± 0.015 e α = 1.4± 0.1para os expoentes de 
res
imento e da rugosidade, respe
tivamente, e, 
onseqüentemente,
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z = 3.8 ± 0.5 para o expoente dinâmi
o. Esses valores estão próximos àqueles preditos pelaequação de Mullins-Herring (MH) (tabela 2.1). Trabalhos posteriores [39, 40℄ mostraram aexistên
ia de um 
rossover da 
lasse MH para a de Villain-Lai-Das Sarma (VLDS) (β = 1/3,
α = 1 e z = 3). Além disso, Ryu e Kim [56℄ en
ontraram a existên
ia de um ter
eiroregime após o regime VLDS que perten
e à 
lasse de universalidade EW, ou seja, a 
lassede universalidade assintóti
a no modelo de WV é a de EW. Esse resultado 
on
orda 
omo en
ontrado por Krug et al. [61℄ em um trabalho no qual a 
lasse de universalidade foiestudada por meio da 
orrente de difusão super�
ial. Em parti
ular, para o modelo de WV,eles en
ontraram uma transição da 
lasse de universalidade de MH para a de EW. Trabalhosre
entes usando diferentes aproximações (por exemplo, apli
ação da té
ni
a de redução deruído [50℄, o estudo do efeito de tamanho �nito [57℄, a apli
ação de transformações de es
alana equação esto
ásti
a referente ao modelo de Wolf-Villain [58℄) 
on�rmam que a 
lasse deuniversalidade assintóti
a do modelo é a EW.Através de simulações em 2 + 1 dimensões, Kotrla et al. [59℄ en
ontraram β = 0.206±

0.02 e α = 0.66 ± 0.03 (e z = 3.2) que estão muito próximos dos valores preditos pelaequação VLDS (equação (2.64), 
om κ e λ2 iguais a zero). Esta diferença entre a 
lasse deuniversalidade do modelo em 1 + 1 e 2 + 1 dimensões foi 
on�rmada em outros trabalhos [61,62, 63, 64℄. Em um trabalho posterior, Smil�auer e Kotrla en
ontraram o expoente β = 0.22 e,após um tempo 
ara
terísti
o, a rugosidade es
ala logaritmi
amente 
om o tempo (β = 0), i.e.,novamente uma transição para 
lasse de universalidade EW observada em 1+1 dimensões [49℄.Entretanto, Das Sarma et al. [50℄, usando té
ni
a de redução de ruído, en
ontraram β ≈ 1/3 e
α ≈ 1, um resultado muito diferente dos en
ontrados em outros trabalhos. Essa dis
ordân
iade valores nos leva a questionar: qual é a 
lasse de universalidade assintóti
a do modelo WVem 2+1 dimensões? As 
lasses de universalidade assintóti
as em 1+1 e 2+1 dimensões são,de fato, diferentes?4.3 Regra de Evolução Probabilísti
aNo 
apítulo 7, estudaremos uma generalização do modelo DLA (seção 2.2.1) na rede que
onsidera uma regra probabilísti
a de agregação das partí
ulas. Nessa regra, uma partí
ula éagregada 
om uma probabilidade propor
ional a uma potên
ia ν do número de sítios primeirosvizinhos o
upados. Quando 
onsidera-se ν a
ima de um valor 
ríti
o, essa regra leva a umarotação na direção de anisotropia dos agregados devido ao favore
imento do 
res
imento desítios 
om mais vizinhos. Com base nessa modi�
ação do modelo DLA, implementamos umaregra de 
res
imento probabilísti
a para o modelo de Wolf-Villain, que favore
e aqueles sítiosque possuem número de ligação maior. Note que essa regra de 
res
imento probabilísti
ointroduz a re
usa de partí
ulas e 
onseqüentemente a 
lasse de universalidade assintóti
a KPZ



4.4 Resultados 63é esperada. Entretanto, 
omo mostraremos, essa regra permite estudar os regimes existentesno modelo WV.Esse modelo é de�nido em uma rede d-dimensional de tamanho linear L. A 
ada sítio iasso
iamos uma variável ni(t) que representa o número de ligações que uma partí
ula possuiráao ser adi
ionada a esse sítio. A 
ondição ini
ial é dada por hi(0) = 0 e ni(0) = 1 ∀ i, i. e.,a interfa
e é lisa em t = 0. Nesse modelo, estamos interessados em estudar a dinâmi
a domodelo WV 
om a introdução de um parâmetro que 
ontrola a probabilidade de 
res
imentodos sítios sele
ionados para re
eber uma partí
ula. Dessa maneira, no momento da deposiçãoas partí
ulas pro
uram maximizar seu número de ligações 
om o substrato e as regras deevolução são de�nidas 
onforme des
rito abaixo.i. As partí
ulas são depositadas ao a
aso e veri�
am qual entre os 2d + 1 sítios (o dedeposição e seus 2d primeiros vizinhos) possui maior número de ligações. Esse é es
olhido
omo 
andidato a sítio de 
res
imento.ii. O sítio de 
res
imento i re
ebe uma partí
ula 
om uma probabilidade propor
ional auma potên
ia do número de ligações ni(t), dada por
pi =

(

ni(t)

nmax

)ν (4.1)em que nmax = 2d + 1. O expoente ν é o parâmetro do modelo: para ν = 0, o modeloWV original é re
uperado e, à medida que ν 
res
e, os sítios 
om maior número de
oordenação são privilegiados.iii. Após a deposição, os números de 
oordenação do sítio de 
res
imento e de seus vizinhosdevem ser atualizados.4.4 ResultadosSimulações em 1 + 1 e 2 + 1 dimensões 
om 
ondições de 
ontorno periódi
as foramrealizadas. Em 1 + 1 dimensões, utilizamos redes 
om o tamanho variando de L = 10 a 105e uma amostragem 
om 102 a 104 amostras, dependendo do tamanho do sistema. Variamoso parâmetro ν de 0 a 8 para veri�
ar sua in�uên
ia na dinâmi
a da interfa
e. Em 2 + 1dimensões, usamos redes de tamanhos variando de L = 10 a 500, uma amostragem 
om 50 a
104 amostras e o parâmetro ν entre 0 e 2. Um passo de tempo 
orresponde a 
ada L tentativasde 
res
imento.4.4.1 Resultados em 1 + 1 DimensõesNa �gura 4.2 mostramos a evolução da interfa
e para alguns valores do parâmetro ν.Como pode ser visto, a interfa
e torna-se mais lisa à medida que o valor de ν é aumentado.
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(a) (b) (
) (d)Figura 4.2: Per�s obtidos no modelo WV modi�
ado em uma rede de tamanho L = 400 e (a)
ν = 0, (b) 0.25, (
) 1 e (d) 2. A 
ada 100 passos de tempo as 
ores das partí
ulasdepositadas foram alteradas.Valores de ν grandes favore
em o 
res
imento de sítios 
om mais ligações, o que justi�
a ofato da interfa
e ser mais lisa para ν = 2.0 (�gura 4.2(d)). Além disso, o apare
imento desítios 
om número de ligações igual a 3 (que possui sempre probabilidade de 
res
imento iguala 1) é sempre menos provável. Sítios 
om menor número de 
oordenação, 
omo aqueles quepossuem n = 1 e 2, são mais prováveis mas a probabilidade de 
res
imento asso
iada a elesde
res
e à medida que ν é aumentado. Como uma 
onsequên
ia a velo
idade de 
res
imento�
a menor à medida que ν aumenta. Note que, na �gura 4.2, o número de vezes que a 
ordas partí
ulas é tro
ada 
res
e 
om ν.Na �gura 4.3 mostramos interfa
es obtidas para vários valores de ν depois de 105 passosde tempo. Em parti
ular, em (a) e (b) mostramos os 
asos para ν = 0 (onde o modelo de WVé re
uperado) e ν = 0.10. As instabilidades geradas pela difusão levam a per�s 
om plat�sseparados por grandes degraus, uma assinatura de modelos de 
res
imento de interfa
es 
omdifusão de partí
ulas [9, 16℄. Diferentemente, as interfa
es obtidas para valores de ν maiores,mesmo para tempos longos (t = 105) e sistemas bem maiores (L = 104), permane
em lisas.Como pode ser observado na �gura 4.4, o valor da rugosidade para um tempo �xode
res
e quando o valor do parâmetro ν é aumentado. Para obter essas 
urvas usamos L = 103.Na �gura 4.5, mostramos a evolução da rugosidade de interfa
es obtidas usando ν = 0.0,
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(c)

(b)(a)

(d)Figura 4.3: Per�s obtidos no modelo WV modi�
ado em uma rede de tamanho L = 400. Otempo de evolução 
orresponde a 105 passos. Usamos ν = 0.0 em (a), ν = 0.10 em(b), ν = 0.50 em (
) e ν = 2.0 em (d).
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Figura 4.4: Evolução temporal da rugosidade obtida 
om valores diferentes de ν em um sistemade tamanho linear L = 103. Os valores de ν estão indi
ados na legenda.
0.25, 2.0 e 4.0 para vários valores de L. No 
aso de ν = 0.0 (�gura 4.5(a)) mostramos umalinha tra
ejada referente a uma lei de potên
ia 
om expoente 3/8. Esse resultado indi
a uma
on
ordân
ia 
om os resultados obtidos para o modelo WV original. Quando usamos ν = 0.25
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(d)Figura 4.5: Efeito de ν sobre a rugosidade do modelo WV generalizado em 1 + 1 dimensões. Assimulações foram realizadas em sistemas de tamanho variando de L = 10 a 5 × 103.Usamos valores diferentes de ν ((a) ν = 0, (b) 0.25, (
) 2 e (d) 4.0). As linhaspontilhadas são leis de potên
ias (as in
linações estão indi
adas nas �guras) usadaspara indi
ar a in
linação das 
urvas da rugosidade.(�gura 4.5(b)), o expoente de 
res
imento β ≈ 3/8 é en
ontrado apenas para tempos 
urtose um desvio para tempos longos é observado. No 
aso de ν = 2.0 e 4.0 (�guras 4.5(
) e(d)), en
ontramos ao longo de toda a simulação β ≈ 0.28 e β ≈ 0.31, respe
tivamente. Na�gura 4.6 apresentamos a rugosidade de saturação em função de L para diferentes valores de
ν. Para valores de ν e L pequenos, en
ontramos o expoente da rugosidade α = 3/2. Mesmopara ν = 0.0 podemos observar um desvio para sistemas de tamanhos a
ima de L = 100, noteque esse desvio já foi observado anteriormente [46℄. Para os valores ν = 0.1 e 0.25, podemosobservar uma mudança no expoente α de um valor próximo a 3/2 para 0.5. E para ν > 1.0 ovalor de en
ontrado foi sempre α ≈ 0.5.



4.4 Resultados 67

10
1

10
2

10
3

10
4

L

10
0

10
1

10
2

w
sa

t
0.0
0.10
0.25
1.0
2.0
4.0

1.5

0.5Figura 4.6: Rugosidade de saturação em função do tamanho do sistema obtida a partir das 
urvasda evolução temporal da rugosidade mostradas na �gura 4.5.A �gura 4.5 não deixa 
lara a dependên
ia de β 
om o parâmetro ν. Assim, simulaçõesmais 
uidadosas, usando sistemas de tamanho L = 105, foram realizadas. Na �gura 4.7mostramos a evolução temporal da rugosidade nessas simulações utilizando vários valoresde ν. Para valores de ν próximos de zero en
ontramos β ≈ 3/8 em 
on
ordân
ia 
om os
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(b)Figura 4.7: Evolução temporal da rugosidade no modelo WV generalizado usando vários valoresde ν (indi
ados nas legendas) em um sistema de tamanho de L = 105. Em (a)mostramos as 
urvas obtidas para valores de ν ≤ 2 e em (b) aquelas obtidas para
ν ≥ 2. Conforme indi
a a linha 
heia em (a) possui in
linação 0.375, as linhastra
ejadas em (a) e (b) possuem in
linação 0.28 e as tra
ejadas-pontilhadas em (b)possuem in
linação 0.33.



68 Crossover no Modelo de Wolf-Villainresultados da �gura 4.5(a) e 
om aqueles observados para o modelo WV original. Quando
ν é aumentado um 
rossover de β ≈ 3/8 para β ≈ 0.28 é observado enquanto para ν = 2.0(�gura 4.7(b)), en
ontramos um 
rossover de β ≈ 0.28 para β ≈ 0.33. Note que, para
ν = 4 e 6 en
ontramos que os expoentes de 
res
imento no regime ini
ial pare
em dependerde ν. Entretanto, a
reditamos que essa variação no expoente deve-se ao fato que o tempode 
rossover de
res
e 
om o parâmetro ν e, além disso, que a mudança no expoente de
res
imento não é abrupta. Assim, o expoente de 
res
imento é medido muito próximo dotempo de 
rossover expli
ando dessa forma essa variação [65℄. E �nalmente, para ν > 6en
ontramos β ≈ 0.33 ao longo de toda a simulação. Na tabela 4.1, mostramos um resumodos expoentes de 
res
imento obtidos para as simulações da �gura 4.5.

ν β

0 0.374 ± 0.005

0.1 0.285 ± 0.030

0.5 0.281 ± 0.008

2 0.282 ± 0.004 → 0.329 ± 0.010

4 0.302 ± 0.004 → 0.334 ± 0.015

6 0.319 ± 0.003 → 0.334 ± 0.016

8 0.335 ± 0.009Tabela 4.1: Expoentes de 
res
imento para diferentes valores do parâmetro ν em 1 + 1 dimensões parasistemas de tamanho L = 105. Esses expoentes foram determinados usando uma média determinada a partirda in
linação lo
al.A partir dos resultados das �guras 4.6 e 4.7 observamos que, para ν próximo de zero,os expoentes estão muito próximos aos obtidos para a equação de Mullins-Herring (β = 3/8e α = 3/2). Já os valores β ≈ 0.28 e α ≈ 0.5 en
ontrados para valores intermediários de νestão próximos aos da 
lasse de universalidade de Edwards-Wilkinson [18℄ onde β = 1/4 e
α = 1/2. O 
rossover en
ontrado de β ≈ 3/8 para β ≈ 1/4, 
omo men
ionado anteriormente,já foi en
ontrado em outros trabalhos [59, 62, 63, 64℄. Finalmente, os expoentes β ≈ 0.33 e
α ≈ 0.5 estão muito próximos àqueles en
ontrados para a 
lasse de universalidade Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) onde β = 1/3 e α = 1/2. A regra esto
ásti
a utilizada para a
eitar aadição de uma nova partí
ula ao sítio de 
res
imento introduz uma re
usa de partí
ulas que,a
reditamos ser responsável pelo apare
imento da 
lasse de universalidade KPZ.4.4.2 Resultados em 2 + 1 DimensõesNa �gura 4.8 mostramos interfa
es obtidas em simulações sobre substratos bidimen-sionais. Nessas simulações usamos redes de tamanhos lineares L = 100 e vários valores doparâmetro ν. Como nas simulações em 1+1 dimensões, à medida que o valor de ν é aumentado
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(a) (b)

(
) (d)Figura 4.8: Interfa
es obtidas no modelo WV generalizado. As simulações foram realizadas emsistemas de tamanho linear L = 50 e foram paradas quando a altura média da interfa
eal
ançou h̄ = 104. Os valores (a) ν = 0, (b) 0.5, (
) 2 e (d) 4 foram usados.a interfa
e �
a menos rugosa. Um argumento igual ao proposto em 1 + 1 dimensões pode serusado para expli
ar esse resultado. Entretanto, é importante notar que, nesse 
aso, o efeitodo parâmetro ν é mais forte, ou seja, interfa
es lisas são obtidas para valores ν pequenos.Isso pode ser 
ompreendido fa
ilmente, no 
aso bidimensional o número de ligações máximoé nmax = 5, quase duas vezes maior que no 
aso unidimensional, o que leva a probabilidadea zero mais rapidamente e 
onseqüentemente a uma 
onvergên
ia mais rápida.Como pode ser visto na �gura 4.9, à medida que o valor de ν é aumentado o valorda rugosidade de
res
e para um tempo �xo, 
omo observado em 1 + 1 dimensões. Note que,quando usamos ν = 2.0 (primeira 
urva de baixo para 
ima), a evolução da rugosidade exibe



70 Crossover no Modelo de Wolf-Villainum regime os
ilatório para tempos ini
iais. Esse regime 
ara
teriza um 
res
imento ini
ial dainterfa
e quase que em mono
amada por mono
amada.
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Figura 4.9: Evolução temporal da rugosidade no modelo WV generalizado em 2 + 1 dimensões.As simulações foram realizadas em sistemas de tamanho linear L = 100. Usamosvários valores do parâmetro ν (0.0, 0.25, 0.5 e 2.0, de 
ima para baixo).Na �gura 4.10, mostramos a evolução temporal da rugosidade em sistemas de tamanhosvariados para dois valores do parâmetro ν. Note que tanto a rugosidade de saturação quantoo tempo de saturação 
res
em 
om L e que essa dependên
ia pode ser determinada através da
onstrução ilustrada na seção 2.3.1 (página 21). Como pode ser observado da �gura 4.10(b),para tempos ini
iais a rugosidade exibe um regime os
ilatório, que 
ara
teriza um 
res
imentoem mono
amada por mono
amada, uma 
onseqüên
ia direta do fato que sítios para os quaisuma partí
ula possuiria número de ligações n = 1 possuem uma baixa probabilidade dea
eitação do 
res
imento.Na �gura 4.11 mostramos a rugosidade de saturação em função do tamanho do sis-tema. Na �gura 4.11(a), onde usamos um grá�
o log-log, podemos ver que a rugosidade desaturação 
res
e 
om o tamanho do sistema L de a
ordo 
om uma lei de potên
ia quando ν e
L são pequenos. O expoente da rugosidade obtido usando essa região foi α ≈ 0.78 (
onformeindi
ado na �gura). Por outro lado, na �gura 4.11(b), na qual apresentamos a rugosidadede saturação em um grá�
o semi-logarítmi
o, podemos observar que a rugosidade 
res
e lo-garitmi
amente 
om L para ν ≥ 0.25. Além disso, para ν = 2.0 e sistemas de tamanhosgrandes, existe um desvio do 
omportamento logarítmi
o para L grande. Esse é o 
aso noqual a rugosidade possui um regime de 
res
imento os
ilatório em tempos ini
iais (veja, porexemplo, a �gura 4.10(b)).Finalmente, na �gura 4.12 apresentamos simulações em sistemas de tamanho linear
L = 500 para vários valores de ν. Note que em (a), onde usamos um grá�
o log-log, a
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(b)Figura 4.10: Evolução temporal da rugosidade no modelo WV generalizado. As simulações foramrealizadas em sistemas de tamanho linear variando de L = 10 a 100 para (a) ν = 0.25,e L = 10 a 300 
om (b) ν = 2.0. Em (b) a rugosidade possui um regime os
ilatório,que 
ara
teriza um 
res
imento emmono
amada por mono
amada, uma 
onseqüen
iadireta do fato que sítios nos quais partí
ulas 
om número de ligação n = 1 possuemuma baixa probabilidade de implementação do 
res
imento.
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(b)Figura 4.11: Rugosidade de saturação em função do tamanho do sistema obtida a partir das 
urvasda evolução temporal da rugosidade para valores diferentes de ν. Os grá�
os em (a)e (b) estão apenas linearizados de maneiras diferentes (em (a) usamos um grá�
o
log− log e em (b) semi-logarítmi
o).rugosidade 
res
e nos tempos ini
iais segundo uma lei de potên
ia quando usamos valorespequenos do parâmetro ν (valores próximos a zero) e após um tempo de 
rossover existe um



72 Crossover no Modelo de Wolf-Villaindesvio desse 
omportamento. À medida que ν é aumentado o tempo de 
rossover de
res
e.Em (b) mostramos um grá�
o semi-logarítimi
o dos mesmos resultados apresentados em (a).Note que a região em 
ada 
urva que se desvia do 
omportamento em lei de potên
ia em(a) apare
e linear em (b). Isso indi
a um 
res
imento logarítmi
o da rugosidade no tempoesperado para a 
lasse de universalidade EW em 2 + 1 dimensões.
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(b)Figura 4.12: Evolução temporal da rugosidade obtida para vários valores de ν (0.0, 0.1, 0.5, 1.0e 2.0) usando sistemas de tamanho linear L = 500. O mesmo pro
edimento delinearização da �gura 4.11 foi adotado nessa �gura.Usando os resultados apresentados nas �guras 4.11 e 4.12, podemos 
on
luir que omodelo generalizado apresenta um 
omportamento perten
ente à 
lasse de universalidade deVLDS para valores de ν baixos em tempos 
urtos (β ≈ 0.22 e α ≈ 0.78). Para valores de νbaixos e tempos longos e para valores intermediários de ν ele apresenta um 
omportamentoperten
ente à 
lasse de EW, onde tanto a rugosidade quanto a rugosidade de saturação es
alamlogaritmi
amente 
om o tempo e o tamanho do sistema, respe
tivamente. No 
aso da 
urvapara ν = 2, um pequeno desvio do regime de 
res
imento logarítmi
o pode ser observado paratempos longos. Esse desvio indi
a que pode haver outra 
lasse de universalidade dominanteassintoti
amente. Uma vez que a regra probabilísti
a introduz uma re
usa de partí
ulas essaoutra 
lasse pode ser a de KPZ 
onforme já observado nas simulações em 1 + 1 dimensões.4.5 Con
lusõesNeste 
apítulo estudamos uma generalização do modelo de Wolf-Villain (WV). Nestemodelo, um sítio es
olhido de a
ordo 
om as regras de evolução do modelo WV re
ebe umapartí
ula 
om probabilidade propor
ional a potên
ia ν do número de ligações. Simulações



4.5 Con
lusões 73em 1 + 1 dimensões 
om valores do parâmetro ν próximos de zero, as interfa
es apresentamuma formação de plat�s separados por degraus pronun
iados � uma assinatura de modelosde 
res
imento de interfa
es 
om difusão de partí
ulas. Interfa
es mais lisas (sem grandes�utuações) são obtidas para valores maiores de ν, 
omo uma 
onseqüên
ia do fato que asprobabilidades de 
res
imento de sítios 
om número de ligações maior serem privilegiados. Em
1+1 dimensões en
ontramos um regime regido pela 
lasse de universalidade de Mullins-Hering(MH) 
om um 
rossover para a de Edwards-Wilkinson (EW) para valores pequenos de ν (.
0.5). Para valores altos de ν a 
lasse de universalidade assintóti
a é a de Kardar-Parisi-Zhang(KPZ), uma 
onseqüên
ia da re
usa de partí
ulas introduzida pela regra esto
ásti
a. Em 2+1dimensões, o parâmetro ν possui um efeito de suavização da interfa
e semelhante ao observadoem 1 + 1 dimensões. Entretanto, para valores de ν próximos a zero, en
ontramos um regimeini
ial perten
ente à 
lasse de universalidade de Villain-Lai-Das Sarma 
om um 
rossover paraa 
lasse de universalidade de EW. Para ν < 2 en
ontramos um regime perten
ente a 
lassede universalidade EW 
om um pequeno desvio para sistemas grandes. Esse desvio indi
aque pode haver outra 
lasse de universalidade dominante. Uma vez que a regra probabilísti
aintroduz uma re
usa de partí
ulas essa outra 
lasse deve ser a de KPZ 
omo em 1+1 dimensões.



Capítulo 5
Teoria de Es
ala em Sistemas 
omSimetria Radial
5.1 IntroduçãoMuitos fen�menos naturais exibem 
res
imento 
om simetria radial. Como exemplo,podemos 
itar o 
res
imento de vários tipos de tumores [66, 67, 68℄ e experimentos 
ommeios granulares em uma 
élula de Hele-Shaw [69, 70℄. Um modelo proposto para estudara dinâmi
a de 
res
imento de 
élulas é aquele proposto por Eden [71℄. Ele é baseado emuma regra esto
ásti
a na qual a 
ada passo de tempo apenas os sítios vazios na interfa
e doagregado podem 
res
er. A motivação ini
ial para esse modelo foi o 
res
imento de tumores.A justi�
ativa, embora extremamente simpli�
ada, representa a divisão 
elular 
on
entradanas 
amadas mais externas dos tumores [72℄. Três versões do modelo de Eden foram muitoestudadas [7, 8℄. Na versão denominada Eden A, um sítio vazio na interfa
e do agregado ées
olhido ao a
aso e o
upado. Na versão Eden B, um sítio da periferia é es
olhido e em seguidaum de seus vizinhos vazios é sorteado 
om igual 
han
e e o
upado. Finalmente, na versãoEden C, as ligações entre sítios vazios e o
upados são es
olhidas ao a
aso e o sítio vazio dessaligação é o
upado. As 
ondições ini
iais, normalmente utilizadas, são uma superfí
ie lisa ouuma úni
a partí
ula na origem. Para o 
res
imento a partir de uma superfí
ie lisa foi veri�
adoque o modelo de Eden perten
e à 
lasse de universalidade KPZ [8, 32, 73℄. Entretanto,para o 
res
imento a partir de uma semente, os agregados são in�uen
iados fortemente pelaanisotropia da rede [74, 75℄. Além disso, quando essa 
ondição ini
ial é usada, os agregadosobtidos possuem uma simetria radial 
om a interfa
e irregular e foi demonstrado que o númerode sítios da interfa
e Ns 
res
e 
om N , o número de partí
ulas do agregado, 
omo

Ns ∼ N δ. (5.1)74



5.2 O modelo de Eden Fora da Rede 75Leyvraz [76℄ en
ontrou que δ = (d − 1)/d, em que d é dimensão do espaço de imersão doagregado. Portanto, a interfa
e não possui um tamanho de�nido e, 
onseqüentemente, a ru-gosidade não al
ança o regime de saturação observado no 
aso do 
res
imento a partir deuma superfí
ie. Wang et al. [77, 78℄, usando o 
entro de massa da interfa
e do agregado paradeterminar a rugosidade, en
ontraram um expoente de 
res
imento β = 0.396 para o modelode Eden fora da rede (usando uma regra equivalente à versão C). Embora os autores tenhama�rmado que esse expoente está próximo da 
lasse de universalidade KPZ, esse valor é 
onsi-deravelmente maior que 1/3 (
er
a de 20% maior). Na verdade, esse valor está mais próximoda 
lasse de universalidade Mullins-Herring (MH) para a qual β = 3/8. Uma apli
ação im-portante de leis de es
ala para determinação da 
lasse de universalidade em sistemas 
omsimetria radial foi feita em um trabalho re
ente por Brú et al. [66℄. Nesse trabalho, usando o
entro de massa do agregado para determinar a rugosidade, foi en
ontrado que o 
res
imentode vários tipos de tumores perten
e à 
lasse de universalidade MH. Esse resultado possui umimpa
to signi�
ante pois revela uma dinâmi
a universal no 
res
imento de tumores.Entretanto, 
omo iremos dis
utir neste 
apítulo, existe uma armadilha asso
iada àsestratégias de 
ál
ulo da rugosidade que podem resultar em 
on
lusões in
orretas a
er
a doexpoente de 
res
imento e, 
onseqüentemente, da 
lasse de universalidade do fen�meno inves-tigado [23℄. Essa dis
ussão é feita através do estudo da evolução da interfa
e de modelos 
omsimetria radial 
om ênfase no modelo de Eden fora da rede.5.2 O modelo de Eden Fora da RedeAs simulações do modelo de Eden fora da rede foram feitas 
om 
ondição ini
ial dadapor uma partí
ula ou 
élula (uma semente) na origem do sistema. As partí
ulas são repre-sentadas por dis
os de diâmetro a. A evolução se dá de a
ordo 
om as mesmas regras usadaspor Wang et al. [77℄:
• Uma 
élula é es
olhida ao a
aso em uma lista das 
élulas ativas (�gura 5.1(a)). Uma
élula é 
onsiderada ativa quando uma nova 
élula adja
ente a ela pode ser adi
ionadaao agregado sem que o
orra sobreposição 
om outras.
• Uma vez es
olhida uma 
élula ativa (�gura 5.1(b)), as regiões adja
entes a ela, onde nãoo
orre sobreposição entre a nova 
élula e as outras existentes, são identi�
adas. Umanova 
élula é adi
ionada em uma direção es
olhida aleatoriamente dentro das regiõespermitidas (�gura 5.1(
)).
• Caso a 
élula ativa passe a não ter nenhuma região de 
res
imento, ela é retirada dalista e denominada 
omo 
élula inativa (�gura 5.1(
)).



76 Teoria de Es
ala em Sistemas 
om Simetria RadialNa �gura 5.1 mostramos uma ilustração das regras de evolução por meio de dois 
res
imentosindependentes. No primeiro, a 
élula ativa (1) es
olhida possui uma região adja
ente ondeuma nova 
élula pode ser adi
ionada sem que o
orra a sobreposição 
om outras e no segundo,a 
élula ativa (2) não possui essa região.
1

2

(a) (b) (
)Figura 5.1: Ilustração das regras de 
res
imento do modelo de Eden fora da rede. A semente édesta
ada em azul, as 
élulas ativas em vermelho e as inativas em preto. (a) Doisexemplos de 
élulas ativas sele
ionadas para 
res
er (a partí
ula 1 possui uma regiãoadja
ente na qual uma nova pode ser adi
ionada e a 2 não possui). (b) A regiãoadja
ente à 
élula 1 onde uma nova pode ser adi
iona é desta
ada. (
) Uma nova
élula é adi
ionada em uma direção aleatória dentro da região desta
ada em (a) e a
élula 2 é adi
ionada à lista de inativas (elas apare
em desta
adas por uma seta).Uma estrutura obtida usando esse pro
edimento é mostrada na �gura 5.2(a). A estru-tura é 
ompa
ta e possui densidade média ρ̄ = 0.648± 0.002, próxima da estimada por Wanget al. (ρ = 0.6500 ± 0.0008) [77℄.Dado o interesse restrito à evolução da interfa
e das estruturas, introduzimos umaotimização que ex
lui todas as 
élulas dentro de um raio rc da lista de 
élulas ativas demaneira a evitar o sorteio de 
élulas ativas no interior do agregado (�gura 5.2(b)). Paraevitar que 
élulas ativas da interfa
e sejam rotuladas 
omo inativas, usamos a otimizaçãoapenas quando o raio médio do agregado r̄ ultrapassa o valor r̄ > 100a e, além disso, ovalor rc = 0.8r̄ foi usado. Esse pro
edimento restringe o 
res
imento às 
élulas próximas dainterfa
e do agregado (�gura 5.2(d)) Na �gura 5.2(
), mostramos uma estrutura obtida usandoo algoritmo otimizado. Para obter essa estrutura usamos rc = 0.9r̄ e r̄ ≥ 30a, pois ela possuium raio igual a ≈ 60a. A densidade média obtida para esses padrões foi ρ̄ = 0.633 ± 0.001,um valor um pou
o menor que o en
ontrado por Wang et al..A determinação das 
élulas perten
entes à interfa
e do agregado é feita em três passos.Ini
ialmente, mapeamos o agregado em uma rede quadrada aproximando suas 
oordenadaspara os inteiros mais próximos (�gura 5.3(a)). Em seguida, determinamos os sítios da rede
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(a) (b)

(
) (d)Figura 5.2: Agregados do modelo de Eden obtidos (a) sem e (
) 
om otimização e as 
orres-pondentes 
élulas ativas em (b) e (d), respe
tivamente. As estruturas possuem 6000partí
ulas 
ada uma. As partí
ulas da interfa
e são representadas por dis
os 
heios.Nos padrões (
) e (d) a otimização foi usada para rc = 0.9r̄ e r̄ ≥ 30a.
perten
entes à região externa ao agregado (�gura 5.3(b), região em 
inza) delimitada a umaregião de�nida pelas 
oordenadas xmin, xmax, ymin e ymax dos extremos do agregado 
omuma tolerân
ia δ = 5a. Finalmente, os sítios da borda são aqueles perten
entes ao agregadona interfa
e da região desta
ada em 
inza (�gura 5.3(
)).
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(a) (b) (
)Figura 5.3: Ilustração do método utilizado para determinar a borda das estruturas: (a) agregadona rede, (b) de�nição da região externa do agregado (em 
inza) e (
) agregado narede 
om a borda desta
ada 
om quadrados 
heios.5.3 Interfa
e dos Agregados e Flutuações dos Centros de MassaUsamos quatro métodos diferentes para de�nir o valor da distân
ia ri que designa aposição da i-ésima partí
ula perten
ente à borda do agregado para determinar a rugosidade.A rugosidade é de�nida em termos desse 
onjunto de distân
ias {ri} 
omo
w(〈r〉) =

[

1

Ns

Ns
∑

i=1

(ri − 〈r〉)2

]

1

2

, (5.2)em que 〈r〉 =
∑

ri/Ns é o valor médio e Ns é o número de elementos do 
onjunto {ri}.Ini
ialmente, dis
utiremos três dos quatro métodos que diferem nas de�nições das origensusadas para medir as distân
ias {ri}:
• Método do 
entro de massa da borda � ri é a distân
ia da i-ésima partí
ula perten
enteà interfa
e ao 
entro de massa (CM) da borda.
• Método do 
entro de massa da estrutura � o 
entro de massa de todas as partí
ulas doagregado é usado no lugar do 
entro de massa da borda.
• Método da semente � a distân
ia do 
entro de massa é tro
ada pela distân
ia à sementeini
ial.Já que a dinâmi
a do modelo o
orre essen
ialmente na borda, podemos fazer uma analogia
om o modelo de Eden 
res
ido em uma superfí
ie lisa e 
onsiderar o tempo propor
ional aonúmero de partí
ulas da periferia ou, equivalentemente, ao raio médio do agregado r̄, de�nido
omo r̄ =

√

(N/π). Dessa forma, o expoente de 
res
imento será obtido a partir do grá�
oda rugosidade em função do raio médio.
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e dos Agregados e Flutuações dos Centros de Massa 79Na �gura 5.4 mostramos a evolução da rugosidade de interfa
es usando os três métodos.Para os métodos do 
entro de massa da borda e da semente (�gura 5.4(b)) é evidente adiferença entre os expoentes das leis de potên
ia. Os expoentes en
ontrados foram βCM =

0.404 ± 0.013 e β0 = 0.333 ± 0.010, respe
tivamente. A estimativa dos erros foi feita usandoas �utuações das in
linações lo
ais em torno do valor médio (�gura 5.4b). O valor de βCM
on
orda 
om o obtido por Wang et al. [77℄, β = 0.396, enquanto o valor de β0 está muitopróximo do valor referente à 
lasse de universalidade KPZ (βKPZ = 1/3). No detalhe da�gura 5.4(b), mostramos a razão entre a rugosidade avaliada usando o 
entro de massa daestrutura inteira e os outros dois métodos, ou seja, Γ = w∗
CM/w0 e Γ = w∗

CM/wCM . Comopode ser visto, o expoente de 
res
imento forne
ido pelo método do 
entro de massa doagregado 
onverge assintoti
amente para o mesmo valor obtido 
om o método da semente.Isso indi
a que, para agregados assintoti
amente grandes, o expoente de 
res
imento referenteao método do 
entro de massa da estrutura 
onverge para 1/3. Entretanto, é importanteobservar que essa 
onvergên
ia é lenta. O resultado obtido 
om o método da semente 
on�rma,pela primeira vez, que agregados radiais obtidos pelo modelo de Eden fora da rede perten
emà 
lasse de universalidade KPZ. É importante men
ionar, que a diferença observada entre β0 e
βCM , bem 
omo a 
onvergên
ia lenta en
ontrada no método do 
entro de massa do agregadopodem levar a 
on
lusões equivo
adas a 
er
a da 
lasse de universalidade do sistema estudado.
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(b)Figura 5.4: (a) Evolução da rugosidade 
al
ulada 
om os métodos do 
entro de massa da borda(wCM ) e do 
entro de massa do agregado (w∗
CM ) e da semente (w0). As linhas retas
orrespondem aos ajustes obtidos na região r̄ > 102a. (b) In
linação lo
al (o expoentede 
res
imento lo
al) 
omo função do raio médio do agregado. As linhas horizontaisrepresentam as in
linações 1

3
e 2

5
. No destaque mostramos as razões Γ =

w∗

CM

wCM(triângulos) e Γ =
w∗

CM

w0
(
ír
ulos). Nessas simulações foram usadas 103 amostras.



80 Teoria de Es
ala em Sistemas 
om Simetria RadialA diferença observada entre os métodos pode ser 
ompreendida através da análise daevolução dos 
entros de massa da borda e da estrutura. Na �gura 5.5 mostramos três estágiosde trajetórias típi
as dos 
entros de massa obtidos ao longo de uma simulação. A 
aminhada éde�nida em termos do deslo
amento do 
entro de massa quando o raio de giração do agregadoaumenta por um diâmetro das partí
ulas. Como pode ser visto da �gura 5.5, a es
ala no 
asodo CM da borda é 10 vezes a es
ala do CM da estrutura. Quando o 
entro de massa da bordaé adotado, a região de deslo
amento ao redor da semente 
res
e rapidamente. Entretanto, odeslo
amento do 
entro de massa do agregado per
orre uma região de tamanho igual a pou
osdiâmetros das partí
ulas e a trajetória observada possui uma dimensão fra
tal pequena. Atrajetória do 
entro de massa da borda é mais 
ompa
ta que a do agregado. Além disso,
omo pode ser visto na �gura 5.6, as distân
ias dos 
entros de massa em relação à sementeini
ial tanto para o 
entro de massa da borda quanto para o do agregado, 
res
em 
omo leisde potên
ia do raio médio do agregado RCM ∼ r̄γ para r̄ > 200a. Usando novamente ain
linação lo
al en
ontramos γb = 0.45 ± 0.04 e γa = 0.24 ± 0.05 para os 
entros de massada borda e do agregado, respe
tivamente. Note que, quando o 
entro de massa da bordaé usado, a amplitude do seu deslo
amento em relação à semente 
res
e mais rápido que alargura da interfa
e. Assim, as �utuações do 
entro de massa da borda levam a um expoentede 
res
imento βCM > β0. Entretanto, quando o 
entro de massa do agregado é usado oexpoente de 
res
imento 
onverge para β0 
omo mostrado no destaque da �gura 5.4(b), poissuas �utuações 
res
em mais lentamente que as �utuações (largura) da interfa
e e, portanto,

a

(a) 10a (b)Figura 5.5: Trajetórias típi
as dos 
entros de massa (a) da estrutura e (b) da borda. As 
ores
orrespondem a 342 (preto), 684 (vermelho) e 1024 (azul) passos.



5.3 Interfa
e dos Agregados e Flutuações dos Centros de Massa 81tornam-se desprezíveis no limite assintóti
o. Portanto, esses resultados deixam 
laro porqueos expoentes de 
res
imento obtidos para os métodos do 
entro de massa da borda e dasemente são diferentes e, também, porque o expoente obtido no método do 
entro de massado agregado 
onverge lentamente para 1/3.
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Figura 5.6: Deslo
amento médio dos 
entros de massa da borda (◦) e do agregado (+) em relaçãoà semente.No quarto método utilizado para determinar a rugosidade, denominado método dossetores, a interfa
e é dividida em k setores de mesma separação angular e a rugosidade éde�nida 
omo a média das rugosidades obtidas para 
ada setor, ou seja,
w =

1

k

k
∑

i=1

wi. (5.3)A rugosidade wi dentro do setor i é avaliada usando as distân
ias em relação à semente
onforme ilustrado na �gura 5.7.Na �gura 5.8 mostramos a razão entre a rugosidade obtida usando o método dossetores e os métodos da semente e do 
entro de massa da borda, ou seja, wk/w0 e wk/wCM .Note que, quando a interfa
e é dividida em um número pequeno de setores, o expoentede 
res
imento 
onverge rapidamente para β0. Entretanto, quando um número grande desetores é usado, um transiente ini
ial 
om o expoente próximo a βCM é observado mas,esperamos que esse expoente 
onvergirá para β0 no limite assintóti
o 
omo observado paravalores intermediários de k para os quais podemos observar um 
rossover do expoente βCMpara β0. Assim, podemos observar que a 
lasse de universalidade KPZ emerge das �utuaçõesgrandes da interfa
e, enquanto as �utuações do 
entro de massa da borda estão diretamenterela
ionadas às �utuações pequenas da interfa
e.
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Figura 5.7: Ilustração do método dos setores. Na �gura são indi
ados os semi-
ír
ulos de raios
r̄k determinados para três setores.
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(b)Figura 5.8: Razão entre as rugosidades obtidas usando diferentes métodos: (a) wk/w0 e (b)
wk/wCM . Os números de setores usados estão indi
ados na legenda da �gura (b).5.4 Modelos de 
res
imento na rede quadradaPara 
orroborar os resultados obtidos 
om o modelo de Eden fora da rede, estudamostrês regras distintas para o 
res
imento de agregados na rede quadrada. Esses modelos foram
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onstruídos de maneira a evitar os efeitos indesejados da anisotropia imposta pela rede. Neles,partí
ulas são lançadas de pontos internos do agregado e seguem trajetórias balísti
as atéen
ontrarem um sítio vazio na periferia do agregado. Em todas as versões, as simulações
omeçam 
om um sítio o
upado no 
entro da rede e as regras de 
res
imento são des
ritas aseguir:
• Modelo I � as partí
ulas são lançadas da semente do agregado em direções aleatórias.Elas seguem trajetórias balísti
as até en
ontrarem o primeiro sítio vazio na periferia doagregado, onde �xam-se irreversivelmente (�gura 5.9(a)).
• Modelo II � as partí
ulas são lançadas em direções aleatórias partindo de pontos internosao agregado es
olhidos ao a
aso (�gura 5.9(b)).
• Modelo III � a mesma regra do modelo II, mas em adição, para 
ada partí
ula que se�xa irreversivelmente ao sítio vazio uma outra é adi
ionada em uma posição radialmenteoposta a ela 
om probabilidade p (�gura 5.9(
)).

30a 30a 30a

(a) (b) (c)Figura 5.9: Ilustração das regras de 
res
imento de agregados radiais na rede quadrada: modelos(a) I, (b) II e (
) III.Os expoentes de 
res
imento obtidos usando essas três versões são apresentados natabela 5.1. Como pode ser visto, independentemente do modelo, o expoente βCM possuisempre um valor próximo a 2/5 enquanto o expoente β0 possui um valor para o modelo I queé 
laramente diferente dos demais.O modelo III permite 
ontrolar as �utuações do 
entro de massa da borda e, 
on-seqüentemente, veri�
ar sua in�uên
ia sobre os expoentes de 
res
imento. Na �gura 5.10,mostramos as rugosidades w0 e wCM , a distân
ia RCM e a razão wCM/w0 
omo funções dotempo usando p = 0.9. Note que a mudança no 
omportamento da rugosidade wCM apare
equando as �utuações do 
entro de massa aproximam-se do valor da rugosidade obtida atra-vés do método da semente. Isto eviden
ia que o 
rossover é induzido pelo 
res
imento das�utuações do 
entro de massa.
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ala em Sistemas 
om Simetria RadialModelo β0 βCMI 0.284 ± 0.009 0.38 ± 0.02II 0.209 ± 0.006 0.40 ± 0.05III (p = 0.75) 0.217 ± 0.007 0.40 ± 0.04III (p = 0.9) 0.213 ± 0.009 0.39 ± 0.04Tabela 5.1: Expoentes de 
res
imento obtido para os três modelos estudados na rede quadrada.
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Figura 5.10: Evolução da rugosidade de interfa
es obtidas usando o modelo III 
om p = 0.9. Asmédias foram feitas sobre 140 amostras.5.5 Con
lusõesNeste 
apítulo, estudamos as propriedades de es
ala de interfa
es 
om simetria radialutilizando o modelo de 
res
imento de Eden fora da rede e por três modelos na rede qua-drada. Nessa análise mostramos que existe uma armadilha na determinação das 
lasses deuniversalidade utilizando os métodos dos 
entros de massa da estrutura e da borda. De fato,mostramos que o expoente de 
res
imento depende da estratégia adotada para medir a rugosi-dade da interfa
e. Para o 
aso parti
ular dos agregados obtidos usando o modelo de Eden forada rede, en
ontramos o expoente β ≈ 1/3 somente quando adotamos o método da sementepara avaliar a rugosidade da interfa
e. Embora esse valor seja esperado devido ao 
onsensoque o modelo de Eden perten
e à 
lasse de universalidade KPZ, essa é a primeira vez que ele éobtido para estruturas 
om simetria radial. Por outro lado, quando usamos o 
entro de massada borda 
omo origem, en
ontramos βCM = 0.404±0.013, um valor muito próximo de 2/5, em
on
ordân
ia muito boa 
om o valor de β relatado previamente na literatura [77, 78℄. Além
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lusões 85disso, mostramos que, quando a rugosidade da interfa
e é medida em relação ao 
entro demassa do padrão, o valor do expoente de 
res
imento apresenta uma 
onvergên
ia lenta para
1/3. Esses 
omportamentos apare
em 
omo 
onseqüên
ia do 
res
imento das �utuações dos
entros de massa. Em parti
ular, no 
aso do 
entro de massa da borda, as �utuações 
res
emmais rapidamente que as �utuações da interfa
e. Mostramos também que os expoentes β0 e
βCM podem ser asso
iados aos 
omprimentos de onda grande e pequeno das �utuações da in-terfa
e, respe
tivamente. Esses resultados foram 
on�rmados por três modelos 
onstruídos narede quadrada. Finalmente, é importante men
ionar que o expoente de 
res
imento foi usadore
entemente para determinar a 
lasse de universalidade, que 
ontém informações a
er
a dospro
essos envolvidos na dinâmi
a dos sistemas, em trabalhos publi
ados em periódi
os 
ientí-�
os de grande relevân
ia [67, 66, 68℄ sem a veri�
ação da existên
ia das armadilhas mostradasnesse 
apítulo. Espe
i�
amente, os autores desses trabalho usaram o método do 
entro demassa do agregado 
elular e seus resultados sugerem que essa dinâmi
a perten
e à 
lasse deuniversalidade MH. Entretanto, 
omo mostramos nesse 
apítulo, 
om esse método o expoentede 
res
imento 
onverge lentamente para o valor assintóti
o.
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Capítulo 6
Transição Morfológi
a entre osModelos DLA e BA
6.1 IntroduçãoPro
essos de 
res
imento que o
orrem por agregação de partí
ulas (unidades funda-mentais) são fa
ilmente en
ontrados na natureza. Podemos 
itar 
omo exemplos eletrodepo-sição [1℄, 
res
imento de 
ol�nias de ba
térias [3℄, 
res
imento de tumores [79, 80, 81℄, dentreoutros. As estruturas en
ontradas em tais pro
essos variam de 
ompa
tas 
om 
ontornos 
ompropriedades de es
ala não triviais, a estruturas rami�
adas que apresentam a propriedade deauto-similaridade estatísti
a.A formação de padrões em pro
essos fora do equilíbrio é um problema intensivamenteestudado em físi
a estatísti
a [7, 8, 9℄. Em parti
ular, o modelo de agregação limitada pordifusão (DLA) [10℄ atraiu grande interesse nas últimas dé
adas. Apesar de sua regra deevolução ser extremamente simples, o modelo DLA gera estruturas fra
tais 
om propriedadesde es
ala não triviais. Este modelo está rela
ionado a vários fen�menos físi
os e biológi
os,tais 
omo eletrodeposição [1℄, dedos vis
osos [2℄, 
res
imento de 
ol�nias de ba
térias [3℄ eformação de neur�nios [4℄.No modelo DLA original, partí
ulas liberadas em pontos distantes do agregado reali-zam 
aminhadas aleatórias até en
ontrarem um sítio vizinho do agregado onde se an
oramirreversivelmente. Quando, no lugar da 
aminhada aleatória, usamos um trajetória retilínea(balísti
a) 
om a direção es
olhida aleatoriamente no momento do lançamento, obtemos omodelo de agregação balísti
a (BA) [33℄. Diferentemente do DLA, o modelo BA gera estru-turas homogêneas, que não são fra
tais, que exibem propriedades de es
ala não triviais no
omportamento da densidade [8, 34℄.Neste 
apítulo, estamos interessados na generalização do modelo DLA na qual as par-87
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a entre os Modelos DLA e BAtí
ulas seguem 
aminhadas aleatórias 
om tendên
ia [82, 83, 84, 85, 86, 87℄. Como veremosna seção seguinte, as 
aminhadas que estudaremos são aleatórias 
om dimensão igual a 2 emes
alas de 
omprimentos pequenas. Entretanto, em es
alas grandes, a tendên
ia torna-se do-minante e a dimensão da 
aminhada é igual a 1 (�gura 6.4(a)). Portanto, agregados obtidos apartir desses modelos 
omportam-se 
omo o modelo DLA em tamanhos pequenos e em largases
alas 
omo estruturas homogêneas 
omo as observadas no modelo BA. Assim, a massa deum agregado de tamanho ℓ é dada pela relação
M(ℓ) = ℓdf f

(

ℓ

ξ

) (6.1)
om f(x) ∼ 
onstante se x ≪ 1 e f(x) ∼ xd−df , 
aso 
ontrário. Nessa equação, d é a dimensãodo espaço de imersão, df é a dimensão fra
tal do DLA e ξ o tamanho 
ara
terísti
o do pontode 
rossover entre os regimes de es
ala do DLA e BA.Neste 
apítulo, apresentamos um trabalho desenvolvido para investigar a transiçãomorfológi
a entre os modelos DLA e BA [24℄. A 
aminhada no modelo é realizada 
om umatendên
ia 
ontrolada por um parâmetro λ (perten
ente ao intervalo (0, 1)), que assume osvalores λ = 0 e 1 para os modelos de agregação balísti
a e limitada por difusão, respe
tiva-mente.6.2 Agregação de Partí
ulas 
om Tendên
ia nas CaminhadasEm muitos pro
essos de 
res
imento naturais a agregação pode o
orrer na presença deum 
ampo que gera uma tendên
ia na trajetória das partí
ulas. Se esse 
ampo é uniformee possui uma intensidade muito grande as partí
ulas seguem uma trajetória balísti
a, masquando a intensidade é reduzida, a 
aminhada pode ser representada por uma 
aminhadaaleatória 
om uma tendên
ia na direção do 
ampo. Para analisar a estrutura dos agregadosobtidos nessa situação, Meakin [82℄ prop�s um modelo de agregação no qual as partí
ulasseguem 
aminhadas aleatórias 
om tendên
ia em uma direção �xa. Nessas 
aminhadas, o
aminhante exe
uta um passo na direção da tendên
ia (por exemplo, para a esquerda) 
omprobabilidade p e em qualquer direção (in
luindo a da tendên
ia) 
om probabilidade 1 − p.Note que, quando p = 1 a partí
ula exe
uta passos apenas na direção da tendên
ia e o modelode deposição balísti
a é re
uperado. A �gura 6.1 ilustra as regras de evolução do modelode Meakin. As partí
ulas são lançadas, uma de 
ada vez, sobre uma linha a uma distân
ia
xmax +5 da semente (à direita do padrão). As partí
ulas realizam 
aminhadas aleatórias 
omtendên
ia (no 
aso da ilustração 
om uma tendên
ia para a esquerda) até al
ançarem um sítioadja
ente ao padrão ou serem des
artadas quando al
ançam um 
ír
ulo de des
arte (de raio
2Rmax), ou al
ançar uma linha de des
arte à esquerda da estrutura (a uma distân
ia 10/p dasemente).
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x
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Figura 6.1: Ilustração do modelo de 
res
imento de agregados 
om 
aminhadas anisotrópi
as.Nessa ilustração, mostramos três 
aminhadas nas quais uma delas é bem su
edida(
aminhada do meio) e nas outras duas os 
aminhantes são des
artados, um delesao al
ançar a linha de des
arte após o agregado (
aminhada de 
ima) e o outro édes
artado ao al
ançar um 
ír
ulo de des
arte.Como pode ser visto na �gura 6.2, as estruturas obtidas usando o algoritmo de Meakinpossuem uma forma de �leque�. Além disso, a densidade interna da estrutura 
res
e 
om aprobabilidade p. Meakin observou uma transição de estruturas semelhantes àquelas obtidasno modelo DLA em es
alas pequenas para estruturas semelhantes àquelas do BA em es
alasgrandes, 
om a dimensão fra
tal variando de df ≈ 5/3 para ≈ 2, respe
tivamente.Outro modelo que usa 
aminhadas 
om tendên
ia foi proposto por Natagani [85℄. Nestemodelo, a 
ondição ini
ial é dada por uma semente 
entral e a tendên
ia é radial. As partí
ulassão lançadas sobre um 
ír
ulo de raio rmax +5 e realizam 
aminhadas aleatórias nas quais umpasso é exe
utado na direção da tendên
ia 
om probabilidade p ou em qualquer direção 
omprobabilidade 1− p. A tendên
ia radial pode ser imposta na direção da semente ou para fora

(a) (b) (
)Figura 6.2: Estruturas obtidas usando o algoritmo de Meakin 
om (a) p = 0.1, (b) 0.5 e (
) 1.0.
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a entre os Modelos DLA e BAdela e são denominadas positiva e negativa, respe
tivamente.Nas �guras 6.3 (a)-(d) mostramos estruturas obtidas usando o algoritmo de Natagani
om uma tendên
ia positiva e diferentes valores de p. Como pode ser visto, a medida que pé aumentado, os padrões variam de estruturas semelhantes àquelas obtidas no modelo DLAa estruturas homogêneas 
omo as do BA. Nas �guras 6.3(e)-(h), mostramos padrões obtidosutilizando uma tendên
ia negativa e diferentes valores de p. Nesse 
aso as estruturas sãosemelhantes àquelas do DLA para p ≈ 0 e à medida que p é aumentado as estruturas exi-bem formas 
om maior ex
entri
idade. Além disso, Natagani observou que, para tendên
iaspositivas, as estruturas obtidas exibem uma transição semelhante àquela obtida no modelode Meakin, 
om dimensões fra
tais df ≈ 5/3 e 2, respe
tivamente. Para uma tendên
ia ne-gativa as estruturas exibem uma transição de padrões semelhantes aos do DLA em es
alaspequenas para padrões ex
êntri
o em es
alas grandes, 
om dimensões fra
tais df ≈ 5/3 e 1,respe
tivamente.
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 6.3: Estruturas obtidas usando o algoritmo de Natagani. Usamos uma tendên
ia radialpara dentro em (a)-(d), 
om p = 0.0001, 0.0005, 0.0025 e 0.0125, respe
tivamente. Euma tendên
ia radial para fora em (e)-(h), 
om p = 0.0001, 0.0005, 0.0025 e 0.0125,respe
tivamente. As setas em (f)-(h) indi
am a semente do agregado6.3 Modelo de Agregação de Caminhantes 
om Tendên
ias Ale-atóriasNesta seção iremos des
rever as regras de evolução do modelo de agregação usado paraestudar a transição morfológi
a entre os modelos DLA e BA. Como nos modelos DLA e BAoriginais, a 
ondição ini
ial é de�nida por uma semente lo
alizada na origem do sistema.
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ias Aleatórias 91A 
ada instante partí
ulas são liberadas, uma de 
ada vez, sobre um 
ír
ulo distante doagregado. A distân
ia entre a origem e o 
ír
ulo de lançamento é denotada por rℓ. Cadapartí
ula exe
uta uma 
aminhada 
om tendên
ia em uma direção es
olhida ao a
aso de�nidapor
xn+1 = xn + cos(φ + λθn) (6.2a)
yn+1 = yn + sen(φ + λθn), (6.2b)em que (xn, yn) são as 
oordenadas da partí
ula no n-ésimo passo da 
aminhada, φ é umângulo aleatório que de�ne a direção da tendên
ia es
olhido no iní
io da 
aminhada, θn é umadireção aleatória es
olhida a 
ada passo da 
aminhada. Os valores de φ e θn perten
em aointervalo [−π, π]. Nesse modelo, o parâmetro λ 
ontrola a aleatoriedade asso
iada à 
ami-nhada. Em parti
ular, quando λ = 1 a 
aminhada é puramente aleatória e quando λ = 0 elaé retilínea, re
uperando os modelos DLA e BA, respe
tivamente. Na �gura 6.4 mostramosduas 
aminhadas geradas 
om os parâmetros λ = 0.95 e 1.0. Como nos modelos originais, o
res
imento do agregado o
orre quando uma partí
ula visita um sítio da vizinhança do agre-gado, no qual ela se an
ora permanentemente. Quando a distân
ia entre o 
aminhante e aorigem ex
ede um valor rk, muito maior que o tamanho do agregado, ela é ex
luída e umaoutra é liberada no 
ír
ulo de lançamento.Os valores de rℓ e rk devem ser tão grandes quanto possível, mas limitações 
omputa
i-onais restringem tais valores. Como usualmente é feito, de�nimos rℓ = rmax +r0 em que rmax

(a) (b)Figura 6.4: Caminhadas 
om tendên
ia: em (a) usamos λ = 0.95 e em (b) λ = 1.0. Comopode ser visto no destaque a 
aminhada em pequenas es
alas 
omporta-se 
omo uma
aminhada aleatória.
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a entre os Modelos DLA e BAé a maior distân
ia de uma partí
ula perten
ente ao agregado à origem. Para o modelo DLA,
r0 é tipi
amente entre 5 e 10 unidades de rede [8, 7℄. Entretanto, para o modelo BA, r0 ne-
essita ser muito maior para minimizar os efeitos de sombra que geram instabilidades [88, 89℄.Na �gura 6.5 mostramos o efeito de sombras sobre agregados usando 
omo 
ondições ini
iaisuma semente e uma linha de partí
ulas. Em ambos os 
asos é evidente a formação de umramo muito maior que os demais.O primeiro passo desse trabalho foi determinar quais os valores adequados para osparâmetros r0 e rk. Os testes sugerem que os padrões se tornam pou
os sensíveis a variaçõesde r0 quando r0 > 300, em 
on
ordân
ia 
om os valores adotados por Kim [87℄ em um modelode deposição no qual a 
aminhada das partí
ulas tem tendên
ia. Assim, adotamos r0 = 400 emtodas simulações. O valor do raio rk, usual para gerar agregados grandes no modelo DLA é de
10 a 100 vezes que o raio de lançamento, enquanto no modelo BA apenas algumas unidades derede maior que r0 são ne
essárias. Entretanto, devido à tendên
ia nas 
aminhadas, podemosusar um valor intermediário. Assim, adotamos rk = 2rmax + r0, estratégia também adotadapor Kim [87℄.Na tabela 6.1 apresentamos um resumo dos parâmetros, bem 
omo seus signi�
ados,utilizados neste modelo de agregação.

(a) (b)Figura 6.5: Padrões obtidos nos modelos de (a) agregação e (b) deposição balísti
a 
om r0 =

h0 = 100. A estrutura em (b) foi obtida por meio do modelo de deposição balísti
a
om as direções das trajetórias das partí
ulas es
olhidas aleatoriamente no intervalo[−π/2, π/2℄.
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ado parâmetroraio do agregado rmaxraio de lançamento rℓraio de des
arte rkângulo da tendên
ia φângulo aleatório no n-ésimo passo θnparâmetro que 
ontrola a aleatoriedade λtamanho do salto rsdireção do salto φsTabela 6.1: Um breve resumo dos parâmetros do modelo apresentado nesse 
apítulo.6.4 Caminhada e OtimizaçãoPara analisar a transição entre DLA e BA foi ne
essário simular agregados de largaes
ala em redes de até 104 × 104 sítios. A simulação em larga es
ala no modelo DLA sóé possível 
om as estratégias de otimização 
omo as des
ritas na seção 2.2.1. Entretanto,aquelas estratégias não podem ser usadas aqui, pois a distribuição de partí
ulas que passamsobre um 
ír
ulo de raio r não é homogênea 
omo no 
aso da 
aminhada aleatória. Como otempo 
omputa
ional ne
essário em simulações de larga es
ala sem otimizações é proibitivo,um algoritmo mais e�
iente deve ser 
onstruído. Na �gura 6.6 mostramos 50 
aminhadas 
om
λ = 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9. Como pode ser visto, as trajetórias são aproximadamente limitadas poruma abertura angular limitada 
om 
on
entração de partí
ulas na região 
entral. A aberturaangular aumenta 
om o valor de λ. Na �gura 6.7, mostramos as funções de distribuição dos

Figura 6.6: Ilustração da distribuição angular de 
aminhadas aleatórias 
om tendên
ia na direção
φ = 0. 50 partí
ulas foram liberadas da mesma posição 
om λ = 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9,em (a), (b), (
) e (d), respe
tivamente.
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a entre os Modelos DLA e BA

Figura 6.7: Distribuição angular de 
aminhantes 
om uma tendên
ia na direção φ = 0 e os ajustesgaussianos 
orrespondentes. As 
urvas 
orrespondem a λ = 0.99 e r = 200 (quadra-dos), λ = 0.99 e r = 1000 (triângulos), e λ = 0.90 e r = 200 (
ír
ulos).ângulos de saída, ou seja, ângulos nos quais os 
aminhantes 
ruzam 
ír
ulos de raio r. Nelamostramos 
asos nos quais usamos 
ír
ulos de raios r = 200 e 1000, 
om λ = 0.99, e um
ír
ulo de raio r = 200, 
om λ = 0.9. As linha sólidas são ajustes usando funções gaussianas
entradas em φ, a direção da tendên
ia. É importante men
ionar que para λ → 1 e r → 0são ne
essárias amostragem mais 
uidadosa e a qualidade do ajuste gaussiano piora. Logo,os demais 
onjuntos usados em nossas simulações (ex
eto quando λ = 0.995) forne
em 
urvas
om ajustes melhores que os mostrados nesta �gura.Usando o fato que o ângulo de saída dos 
aminhantes é bem ajustado por uma dis-tribuição gaussiana, podemos generalizar a estratégia de exe
utar saltos longos quando o
aminhante está longe do agregado. Assim, o seguinte pro
edimento foi adotado: se a dis-tân
ia ri entre o 
aminhante e o 
entro da rede for maior que rmax + δ 
om δ > 200, o
aminhante exe
uta um salto de tamanho de�nido. Usamos dois tamanhos para os saltos:
rs = 200, quando o 
aminhante se en
ontra dentro da região em que sua distân
ia ao agregadoé maior que 200 e menor que 1000; e rs = 1000, quando sua distân
ia for maior que 1000. Adireção do salto, denominada φs, é dada por φs = φ + φg em que φg é um ângulo aleatórioentre −π e π sele
ionado de uma distribuição gaussiana de variân
ia σ, ou seja,

P (φg) =
1

σ
√

π/2
exp

(

−
2φ2

g

σ2

) (6.3)em que a variân
ia σ é função de λ e rs. Para determinar σ, 
onstruímos o histograma do
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ulas que al
ança uma distân
ia rs em um ângulo φg usando um númerogrande de 
aminhantes para vários valores de λ e rs = 200 e 1000 (os tamanhos dos saltos queutilizamos). Na tabela 6.2 forne
emos os valores de σ en
ontrados. Para todos os pares λ e rusados nas simulações um 
oe�
iente de 
orrelação r2 ≥ 0.999 foi exigido para determinar σ.
λ σ(rs = 200) σ(rs = 1000)0.100 0.02585 0.012020.300 0.07591 0.034130.500 0.12535 0.056130.700 0.18206 0.081390.900 0.31933 0.142160.950 0.45109 0.200570.990 1.03575 0.451300.995 1.53278 0.63451Tabela 6.2: Valores de σ determinados usando um ajuste gaussiano.6.5 ResultadosAs simulações foram realizadas em redes quadrada e triangular de tamanhos variandode L = 103 a 104, 
om um número de amostras variando de 10 a 100 dependendo do tamanhodo sistema.6.5.1 Validade do Algoritmo OtimizadoPara 
on�rmar a validade da otimização des
rita anteriormente, ini
ialmente �zemossimulações em redes 
om L = 103 e λ = 0.99, 
om e sem a otimização. Conforme men
ionadoanteriormente, à medida que os valores de λ se afastam de 1, os ajustes gaussianos, usadospara saltos longos, são 
ada vez melhores. Na �gura 6.8 mostramos agregados obtidos 
om esem otimização. Comparando esses padrões não é possível ver diferenças morfológi
as, ou seja,os padrões são muito similares ou estatisti
amente indistinguíveis. Usando o método massa-raio en
ontramos df = 1.70(2) e 1.72(2) para agregados obtidos 
om e sem a otimização,respe
tivamente. Avaliamos também o raio de giração em função do número de partí
ulasno agregado, que forne
eu ν = 0.560(3) e 0.561(2), em agregados 
om e sem a otimização,respe
tivamente. Estes expoentes reforçam a validade do algoritmo otimizado. O tempo
omputa
ional gasto para obter uma amostra gerada sem otimização foi por volta de uma
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a entre os Modelos DLA e BAhora em um pentium IV (3GHz), entretanto, a mesma simulação usando otimização levouaproximadamente 10min. Portanto, mesmo para pequenas simulações, a otimização mostrou-se bastante e�
iente.

Figura 6.8: Teste da otimização utilizada. Dois agregados obtidos usando ou não a otimização,em (a) e (b), respe
tivamente. Nestas simulações usamos L = 1000 e λ = 0.99.6.5.2 Cara
terização da Transição Morfológi
aNa �gura 6.9 mostramos padrões obtidos para distintos valores de λ. Para obterestes padrões foram usadas redes 
om tamanho L = 103. Podemos observar uma transiçãosuave de estruturas densas para rami�
adas. Para valores pequenos de λ os padrões sãomuito semelhantes aos obtidos no modelo BA (veja a �gura 2.13(a), página 19). Contudo,à medida que λ → 1, os padrões tornam-se muito similares aos gerados pelo modelo DLA(veja �gura 2.6, página 14). O agregado obtido 
om λ = 0.99 é 
ara
terizado pela anisotropiada rede quadrada, uma assinatura do modelo DLA. Entretanto, esperamos que no limiteassintóti
o de L → ∞ todos os padrões, ex
eto quando λ = 1, sejam homogêneos. Isso sedeve ao fato que a medida que os agregados 
res
em as distân
ias per
orridas pelas partí
ulasno interior dos agregados são 
ada vez maiores de modo que quando λ 6= 1 a tendên
ia nastrajetórias se tornam evidentes e assim a blindagem das partí
ulas é 
ada vez mais suprimida.Diferentemente do 
aso em que λ = 1, em que o modelo DLA é re
uperado.Para quanti�
ar a transição morfológi
a entre os modelos BA e DLA usamos duas



6.5 Resultados 97

Figura 6.9: Transição morfológi
a entre BA and DLA. O número de partí
ulas nos agregadosvaria de 2.5 × 105 (λ = 0.1) a 5 × 104 (λ = 0.995). Nestas simulações usamos umarede de tamanho L = 1000.medidas: a massa e a densidade média do agregado no interior de um 
ír
ulo de raio r,determinadas por meio do método massa-raio (seção 2.1.2, pagina 11).A densidade média ρ(r) é de�nida 
omo a razão entre o número de sítios o
upados eo número total de sítios dentro da região limitada pelo 
ír
ulo de raio r 
entrado na semente.Uma vez que esperamos obter uma estrutura homogênea (que não é fra
tal) no limite r → ∞,a densidade deve al
ançar um valor �nito ρ0 diferente de zero nesse limite. A aproximaçãoda densidade ρ0 é lenta e toma a forma
ρ(r) = ρ0 + Ar−γ (6.4)em que γ é o expoente que 
ara
teriza a aproximação do valor assintóti
o da densidade ρ0 e

A uma 
onstante. Esta hipótese de es
ala foi usada por Liang e Kadano� [34℄ para estudar omodelo de agregação balísti
a, no qual as partí
ulas seguem trajetórias em uma úni
a direção(seção 2.2.2, 19). Eles 
on
luíram que γ é um expoente não universal, ou seja, depende daestrutura da rede.Para determinar os parâmetros ρ0, A e γ, ini
ialmente �zemos um ajuste utilizando ométodo dos mínimos quadrados para a equação (6.4). Desse ajuste retiramos uma estimativapara o valor de ρ0 e então 
onstruímos um grá�
o de ρ(r) − ρ0 
omo uma função de r para
ada valor de λ, pro
urando pela maior região linear (no grá�
o logarítmi
o). Na �gura 6.10mostramos 
urvas obtidas para λ = 0.3 e 0.99. O valor da densidade ρ0 foi ajustado paraobter o melhor ajuste em lei de potên
ia dentro da maior região possível. Para evitar a zona
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a entre os Modelos DLA e BAativa do agregado, limitamos os ajustes à região 
orrespondente à metade do tamanho daestrutura. Podemos ver que o regime em lei de potên
ia para r > 10 mostra que a densidadeaproxima-se do valor esta
ionário obede
endo a relação (6.4).Na �gura 6.11(a) mostramos a densidade assintóti
a ρ0 e o expoente γ 
omo funçãode 1 − λ, a distân
ia do ponto de transição. Aqui, ρ0 age 
omo um parâmetro de ordem que
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Figura 6.10: Grá�
o em es
ala logarítmi
a de ρ − ρ0 
ontra r para λ = 0.3 (×) e λ = 0.99 (•). Alinha pontilhada 
orresponde à in
linação −0.46. O ajuste linear dos dados forne
ema γ ≈ 0.45 e γ ≈ 0.47 para λ = 0.3 e λ = 0.99, respe
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6.5 Resultados 99vai a zero no ponto 
ríti
o λc = 1 seguindo a relação
ρ0 ∼ |1 − λ|β , (6.5)em que os expoentes en
ontrados foram β = 0.27(2), 0.28(2) e 0.26(1) para tamanhos L = 103,

2×103 e 104, respe
tivamente. Na �gura 6.11(b) mostramos γ 
ontra 1−λ. Podemos observarque γ �utua em torno do valor 0.46, sugerindo que γ é independente de λ e seu valor médioé 0.46(2).Para testar a universalidade de γ e β estudamos outras duas versões do modelo. Naprimeira 
onsideramos que o 
aminhante an
ora ao 
hegar em um sítio primeiro ou segundovizinho do agregado. Na segunda usamos uma rede triangular no lugar da rede quadrada.Usamos L = 2000 em ambos os testes. Os expoentes en
ontrados na primeira modi�
açãoforam β = 0.27(2) e γ = 0.49(3) e os expoentes na rede triangular foram β = 0.28(2) e
γ = 0.49(3). Estes resultados levam-nos a 
on
luir que esses expoentes são universais, ao
ontrário do relatado por Liang e Kadano�.A transição morfológi
a pode também ser 
ara
terizada pelo raio 
ara
terísti
o ξ de�-nido na equação 6.1. Usando o método massa-raio, podemos determinar a massa M(r) 
omouma função de r. A 
urva de M(r) 
ontra r apresenta uma mudança suave determinando atransição do regime de es
ala do DLA para o BA. Na �gura 6.12(a) mostramos uma 
urva de
M(r) para λ = 0.9, bem 
omo os ajustes usando M(r) ∼ rdf 
om df = 1.71 na região de rpequeno e df = 2.0 na região de r grande. O 
omprimento 
ara
terísti
o ξ foi obtido a partirdo ponto onde as retas se 
ruzam, 
onforme mostrado nessa �gura. Na �gura 6.12(b) mos-tramos o raio 
ara
terísti
o 
omo função da distân
ia do ponto de transição. O 
omprimentodiverge em λ = 1 seguindo uma lei de potên
ia

ξ ∼ |1 − λ|−ν (6.6)
om ν = 0.61(1). Mostramos também na �gura 6.12(b) que a massa no ponto de 
ruzamentodiverge 
omo
Mξ ∼ |1 − λ|−α (6.7)
om α = 0.97(2). Na �gura 6.13, mostramos o 
olapso das 
urvas obtidas para diferentesvalores de λ. Esse 
olapso foi obtido 
onstruindo o grá�
o M(r)/|1 − λ|−α em função de

r/|1 − λ|−ν 
onsiderando a hipotese de es
ala
M(r) = Mξf

(

r

ξ

)

, (6.8)em que a função de es
ala f(x) 
res
e 
om uma lei de potên
ia dada por x1.70 para x << 1 e
x2 se x >> 1, ou seja, as dimensões fra
tais dos agregados do DLA e BA, respe
tivamente.
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6.6 Transição na Caminhada 1016.5.3 Relações de Es
alaNote que a equação (6.4) des
reve o 
omportamento da densidade média quando r ' ξ.Assim, usando as equações (6.4) a (6.6), en
ontramos que a densidade média no tamanho
ara
terísti
o pode ser es
rita 
omo
ρξ = A1|1 − λ|β + A2|1 − λ|νγ (6.9)em que A1 e A2 são 
onstantes. Mas a densidade média no ponto de 
rossover também podeser es
rita 
omo

ρξ ≈
Mξ

ξ2
∝ |1 − λ|2ν−α. (6.10)Comparando as equações (6.9) e (6.10), as relações

β = νγ, e β = 2ν − α (6.11)devem ser satisfeitas para que elas sejam 
onsistentes. Assim, o número de expoentes 
ríti
osindependentes �
a reduzido a 2. Usando os expoentes obtidos para L = 5000 en
ontramos
νγ = 0.28(2) e 2ν − α = 0.25(3) enquanto β = 0.27(1). As diferenças entre esses valoresen
ontram-se dentro das margens de erro forne
idas dentro dos parênteses. A
reditamos queas in
ertezas en
ontradas são originadas da di�
uldade na determinação pre
isa do tamanho
ara
terísti
o.6.6 Transição na CaminhadaA transição do modelo DLA para BA está asso
iada à mudança na dimensão das
aminhadas de d = 2, em 
omprimentos 
urtos, para d = 1, em 
omprimentos grandes.Para determinar essa transição na 
aminhada, podemos 
onsiderar a equação (6.2) 
om atendên
ia na direção φ = 0 e a 
ondição ini
ial dada por x0 = y0 = 0. Depois de n passos, odeslo
amento médio de um 
aminhante é dado por

〈rn〉 =
√

〈xn〉2 + 〈yn〉2, (6.12)em que
〈xn〉 =

n
∑

i=1

〈cos(λθi)〉 (6.13a)
〈yn〉 =

n
∑

i=1

〈sen(λθi)〉, (6.13b)e a média do quadrado do deslo
amento é
〈r2

n〉 = 〈x2
n〉 + 〈y2

n〉 (6.14)
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a entre os Modelos DLA e BAem que,
〈x2

n〉 =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

〈cos(λθi) cos(λθj)〉 (6.15a)
〈y2

n〉 =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

〈sen(λθi)sen(λθj)〉. (6.15b)Considerando a 
oordenada x do 
aminhante, obtemos
〈cos(λθi)〉 =

1

2π

∫ π

−π
cos(λθ)dθ =

sen(πλ)

πλ
. (6.16)e

〈cos(λθi) cos(λθj)〉 =

[

sen(πλ)

πλ

]2

(1 − δij)

+
1

2

[

sen(2πλ)

2πλ
+ 1

]

δij , (6.17)em que δij é a função delta de Krone
ker. Aqui usamos que:
〈cos(λθi) cos(λθj)〉 =

{

〈cos2(λθi)〉, se i = j

〈cos(λθi) cos(λθj)〉, se i 6= jbem 
omo
〈cos2(λθi)〉 =

1

2π

∫ π

−π
cos2(λθ)dθ =

1

2
+

sen(2πλ)

4πλe
〈cos(λθi) cos(λθj)〉 = 〈cos(λθi)〉〈cos(λθj)〉 =

[

sen(πλ)

πλ

]2Substituindo as equações (6.16) e (6.17) nas equações (6.13a) e (6.15a), respe
tiva-mente, en
ontramos
〈xn〉 = n

sen(πλ)

πλ
(6.18)e

〈x2
n〉 = n

{

(n − 1)

[

sen(πλ)

πλ

]2

+
1

2

[

1 +
sen(2πλ)

2πλ

]

}

, (6.19)Utilizando uma análise semelhante para a 
oordenada y, podemos obter
〈yn〉 = 0 (6.20)e

〈y2
n〉 = n

1

2

[

1 −
sen(2πλ)

2πλ

]

. (6.21)Finalmente, o deslo
amento médio de um 
aminhante é
〈rn〉 = n

sen(πλ)

πλ
(6.22)
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ia, que é dada por,
σ2(n) = σ2

x + σ2
y (6.23)em que σ2

x(n) = 〈x2
n〉 − 〈xn〉

2 e σ2
y(n) = 〈y2

n〉 − 〈yn〉
2, �
a

σ(n) = n1/2

{

1 −

[

sen(πλ)

πλ

]2
}1/2

. (6.24)A transição na dimensão da 
aminhada, de d = 2 em tempos 
urtos para d = 1 emtempos longos, o
orre quando 〈rn〉 ∼ σ(n). Usando as equações (6.22) e (6.24), podemos obteruma estimativa do número 
ara
terísti
o N de passos ne
essários para o
orrer o 
rossover
N =

[

πλ

sen(πλ)

]2

− 1. (6.25)Assim, o 
omprimento 
ara
terísti
o da transição é
ξw = 〈r

N
〉 =

πλ

sen(πλ)
−

sen(πλ)

πλ
. (6.26)Mostramos na �gura (6.14), ξw 
omo uma função de 1− λ. Expandindo a equação (6.26) emtorno de λ = 1, en
ontramos ξw ∼ |1 − λ|−1. Assim, apesar da transição entre os modelosDLA e BA o
orrer devido à transição na 
aminhada, os 
omprimentos 
ara
terísti
os dosagregados e das 
aminhadas não são propor
ionais.
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o da transição ξw 
omo uma função de 1 − λ. A linhapontilhada representa uma reta 
om in
linação −1.



104 Transição Morfológi
a entre os Modelos DLA e BA6.7 Con
lusõesNeste 
apítulo, estudamos a transição morfológi
a entre os modelos BA e DLA atravésde um modelo no qual as 
aminhadas aleatórias do modelo DLA foram tro
adas por 
ami-nhadas aleatórias 
om tendên
ias em direções aleatórias. A aleatoriedade nas 
aminhadas foi
ontrolada por um parâmetro λ ∈ [0, 1] que forne
e o modelo BA (quando λ = 0) e o modeloDLA (quando λ = 1). Apresentamos também uma estratégia de otimização que permite aanálise em larga es
ala.Para λ < 1, os agregados são fra
tais em es
alas de 
omprimento pequenas mas deixamde ser em es
alas grandes. A transição entre os regimes de es
ala do DLA e BA foi determinadausando o 
omprimento 
ara
terísti
o ξ que diverge quando λ → 1 seguindo uma lei de potên
ia
ξ ∼ |1−λ|ν , 
om expoente ν = 0.61(1), enquanto a massa do agregado no ponto de 
ruzamentosegue a relação Mξ ∼ |1 − λ|−α, 
om α = 0.97(2). A densidade média dentro do agregadoatinge um valor assintóti
o ρ0 ∼ |1 − λ|β, em que β = 0.26(1). Além disso, esta aproximaçãoé lenta e segue um de
aimento em lei de potên
ia 
om um expoente universal γ = 0.46(2)independente de λ. Estes expoentes obede
em as relações de es
ala β = νγ e β = 2ν − α.Diferentes versões do nosso modelo foram usadas para veri�
ar a universalidade dos expoentes
γ e β e em todos os 
asos en
ontramos valores muito próximos. Portanto, podemos 
on
luirque esses expoentes são universais, ao 
ontrário do relatado por Liang e Kadano� [34℄.



Capítulo 7
Estudo da Anisotropia em um ModeloDLA Generalizado
7.1 IntroduçãoOs agregados gerados pelo modelo DLA na rede são muito sensíveis a anisotropiaimposta por ela [7, 11℄. Essa anisotropia está presente em outros pro
essos 
omo, por exemplo,o modelo de Eden [71℄. Um pro
edimento amplamente utilizado para revelar a anisotropianos agregados é a redução de ruído, que 
onsiste em asso
iar um 
ontador a 
ada sítio vazioda rede. Sempre que um sítio é es
olhido para 
res
er, o seu 
ontador é a
res
ido de umaunidade. Um sítio vazio somente é o
upado quando o seu 
ontador al
ança um valor M . Na�gura 7.1, mostramos agregados gerados pelo modelo DLA em uma rede quadrada usandodiferentes valores de M . Podemos observar que o efeito da anisotropia torna-se mais evidenteà medida que o parâmetro de redução de ruído é aumentado.

(a) (b) (c)Figura 7.1: Padrões do modelo DLA obtidos 
om redução de ruído em redes quadradas. Usamosredes de tamanho L = 200 e M = 1 em (a), M = 2 em (b) e M = 16 em (
). Onúmero de partí
ulas em 
ada agregado varia de 1900 (para M = 16) a 2800 (para
M = 1). 105



106 Estudo da Anisotropia em um Modelo DLA GeneralizadoRe
entemente Bogoyavlenskiy [26℄ prop�s uma regra probabilísti
a de agregação parao modelo DLA 
om o objetivo de remover a anisotropia dos agregados obtidos em redesquadradas. A regra é de�nida da seguinte maneira: Quando um 
aminhante al
ança um sítiovazio vizinho ao agregado, ele irá �xar-se neste sítio permanentemente 
om uma probabilidade
pk propor
ional ao quadrado do número k de vizinhos o
upados do 
aminhante. Quando essa
ondição não é satisfeita, ou seja, não o
orre agregação, a partí
ula é ex
luída da simulaçãoe uma nova 
aminhada é ini
iada. Em tal trabalho, três pro
edimentos foram usados porBogoyavlenskiy para testar a validade do algoritmo: (i) o uso da té
ni
a de redução de ruído
om M ≤ 24; (ii) a determinação da distribuição angular da densidade de partí
ulas; e (iii)simulação em larga es
ala (agregados 
om 105 partí
ulas). Nos itens (ii) e (iii), agregadossem redução de ruído (M = 1) foram gerados. Esta idéia foi baseada em um trabalho anteriordo mesmo autor, no qual foi veri�
ado que uma probabilidade de agregação p propor
ionalao quadrado da densidade média de partí
ulas ρ é uma regra que gera padrões isotrópi
os emuma versão quase 
ontínua do modelo DLA [90℄. Desvios dessa regra (p ∝ ρα 
om α 6= 2)resultam em padrões anisotrópi
os 
om 
res
imento preferen
ial ao longo das direções axial,se α < 2, ou diagonal, se α > 2.Neste 
apítulo, utilizamos o algoritmo de Bogoyavlenskiy para 
res
er agregados doDLA nas redes quadrada e triangular. Analisamos esse algoritmo usando simulações em largaes
ala e a té
ni
a de redução de ruído. Em simulações de larga es
ala en
ontramos que osagregados gerados 
om o algoritmo de Bogoyavlenskiy possuem a anisotropia usual da redequadrada. Além disso, quando usamos valores grandes do parâmetro M observamos que oalgoritmo de Bogoyavlenskiy não gera estruturas isotrópi
as, mas apenas uma rotação da ani-sotropia e um aumento da espessura dos 
apilares dos padrões. Com base nos resultados dessaanálise, propomos uma generalização desse algoritmo na qual a probabilidade de 
res
imentoé propor
ional a uma potên
ia ν do número de vizinhos o
upados [25℄.7.2 Redução de Ruído no Algoritmo de BogoyavlenskiyConforme dis
utido anteriormente, no modelo DLA original, proposto por Witten eSander [10℄, as partí
ulas são liberadas, uma por vez, em pontos distantes do agregado eexe
utam uma 
aminhada aleatória na rede quadrada. Se uma partí
ula en
ontra um sítiovizinho do agregado ela se �xa irreversivelmente a ele. Quando ela al
ança um raio rk muitodistante dele, ela é des
artada. Assumimos 
omo raio de lançamento e des
arte, rl = rmax +5e rk = 100rmax, respe
tivamente (rmax é a distân
ia máxima ao 
entro da rede das partí
ulasperten
entes ao agregado). Uma vez que o algoritmo original do modelo DLA é muito ine�-
iente, a análise 
om redução de ruído para valores de M grandes se torna proibitiva mesmopara sistemas pequenos. Portanto, é ne
essário o uso dos métodos des
ritos na seção 2.2.1



7.2 Redução de Ruído no Algoritmo de Bogoyavlenskiy 107para otimizar o algoritmo.No algoritmo de Bogoyavlenskiy a regra de agregação probabilísti
a é dada por
pk =

(

k

3

)2

, (7.1)em que k = 1 , 2 ou 3 é o número de vizinhos o
upados do 
aminhante ao en
ontrar o agregado.Quando essa probabilidade não é satisfeita, o 
aminhante é des
artado e uma nova 
aminhadaé ini
iada. Na �gura 7.2, mostramos padrões obtidos 
om redução de ruído. Estes padrõessugerem a ausên
ia da anisotropia observada em agregados obtidos 
om o algoritmo original(�gura 7.1). De fato, quando 
omparamos o padrão da �gura 7.2(d) 
om o da 7.1(
), nosquais M = 24, podemos ser induzidos a 
on
luir que o pro
edimento de Bogoyavlenskiy obtevesu
esso. Entretanto, quando o parâmetro de redução de ruído é aumentado, 
omo no 
aso dospadrões da �gura 7.3, podemos observar 
laramente que as diagonais possuem 
res
imentopreferen
ial. No limite de M muito grande (ruído nulo), uma estrutura de quatro pontas 
omum ângulo de rotação de 45◦ em relação à direção axial é en
ontrada. Portanto, 
om basenesses resultados 
on
luímos que o algoritmo de Bogoyavlenskiy não remove a anisotropia dasestruturas obtidas. Na verdade, ele apenas gera um aumento da espessura dos 
apilares dosagregados e uma rotação da direção de anisotropia.A origem físi
a dessa rotação pode ser 
ompreendida através do seguinte argumento.Na rede quadrada, o efeito da anisotropia é aumentar a probabilidade de 
res
imento nas

Figura 7.2: Agregados gerados na rede quadrada usando as regras de 
res
imento de Bogoyavlens-kiy e valores diferentes de M . (a) M = 20 (sem redução de ruído), (b) M = 21, (
)
M = 22, e (d) M = 24. O tamanho da rede é L = 200 e o número de partí
ulas variade 3000 (M = 20) a 7000 (M = 24). Estes valores de M foram os mesmos usados porBogoyavlenskiy [26℄.
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Figura 7.3: Agregados gerados na rede quadrada usando as regras de 
res
imento de Bogoya-vlenskiy. Os valores de M usados foram: (a) M = 25, (b) M = 26 e (
) M = 28. Otamanho das redes é L = 200.direções axiais. Quando usamos um algoritmo 
om probabilidade de agregação que aumenta
om o número de vizinhos o
upados, o 
res
imento de sítios 
om dois e três vizinhos o
upadosé favore
ido. Devido à morfologia rami�
ada dos agregados do DLA, sítios vazios 
om trêsvizinhos o
upados são muito mais raros que aqueles 
om um ou dois vizinhos. Assim, oresultado efetivo desta regra é aumentar a possibilidade de 
res
imento de sítios 
om doisvizinhos o
upados, e 
onseqüentemente, aumentar a probabilidade de 
res
imento nas direçõesdiagonais. Se a probabilidade de 
res
imento de sítios 
om dois vizinhos o
upados torna-semaior que a daqueles 
om um vizinho o
upado, a rotação da direção de anisotropia emerge.O ângulo de rotação da direção da anisotropia depende da estrutura da rede 
omopode ser observado na �gura 7.4. Nesta �gura, mostramos agregados obtidos usando o modelooriginal do DLA e o algoritmo de Bogoyavlenskiy em uma rede triangular. A probabilidadede agregação do algoritmo de Bogoyavlenskiy na rede triangular é dada por
pk =

(

k

5

)2

, (7.2)

Figura 7.4: Agregados obtidos na rede triangular 
om o algoritmo original � ((a) e (b)) � e 
om oalgoritmo de Bogoyavlenskiy � ((
) e (d)). O parâmetro de redução de ruído M = 2foi usado em (a) e (
), enquanto M = 28 foi usado em (b) e (d). Em todos os 
asosusamos redes de tamanho L = 200.



7.3 Algoritmo Generalizado 109em que k = 1, 2, . . . , 5. Na �gura 7.4, 
omo no 
aso da rede quadrada, podemos observar queo efeito do algoritmo de Bogoyavlenskiy é aumentar a 
apilaridade dos ramos dos agregadose gerar uma rotação na direção de anisotropia que, neste 
aso, é de 30◦. No limite de ruídonulo, os padrões são 
ara
terizados por uma estrutura regular de seis ramos prin
ipais.Na �gura 7.5 mostramos agregados de larga es
ala gerados usando o modelo DLA ori-ginal e o algoritmo de Bogoyavlenskiy. Como no trabalho original de Bogoyavlenskiy [26℄, nãoveri�
amos a anisotropia em agregados 
ontendo aproximadamente 105 partí
ulas geradossem redução de ruído. De fato, quando 
omparamos os agregados de (a) e (b), o pro
e-dimento de Bogoyavlenskiy pare
e remover a anisotropia. Entretanto, quando o agregadopossui um número maior de partí
ulas, 
omo no 
aso do agregado da �gura 7.5(
) que possuiaproximadamente 106 partí
ulas, a anisotropia usual 
omeça a �
ar evidente.

(a) (b) (
)Figura 7.5: (a) Agregado 
om 105 partí
ulas gerado 
om o modelo DLA e agregados gerados 
omo algoritmo de Bogoyavlenskiy 
om (b) 105 e (
) 106 partí
ulas. A linha horizontalpróxima aos agregados 
orresponde a 200 unidades de rede nos três 
asos. O agregadoem (
) é a 
ontinuação da simulação mostrada em (b).7.3 Algoritmo GeneralizadoAs estruturas distintas observadas em agregados gerados pelo modelo DLA e peloalgoritmo de Bogoyavlenskiy no limite de ruído nulo sugerem que este pro
edimento podeser generalizado. Nós modi�
amos esse algoritmo de�nindo uma probabilidade de agregaçãopropor
ional a uma potên
ia do número de vizinhos o
upados, ou seja,
pk =

(

k

n

)ν

, (7.3)em que k = 1, 2, . . . , n−1, 
om n sendo o número de 
oordenação da rede e ν um parâmetro degeneralização. Para ν = 0 re
uperamos o modelo DLA original e, quando ν = 2, o algoritmode Bogoyavlenskiy. Esperamos um valor 
ríti
o de ν ∈ (0, 2) delimitando estes regimes. Esta



110 Estudo da Anisotropia em um Modelo DLA Generalizadoregra de agregação é similar a uma usada em uma modi�
ação do DLA investigada porBat
helor e Henry [75℄. Neste modelo, que foi estudado na rede quadrada, a probabilidadede agregação em um sítio 
om k vizinhos o
upados é dada por pk = r3−k, em que r ∈ (0, 1] éum parâmetro. Note que, nesse modelo, o número de vizinhos o
upados apare
e na potên
iaque de�ne a probabilidade de 
res
imento, diferentemente de nossa generalização, em quede�nimos a probabilidade 
omo uma potên
ia de k. O limite de ruído nulo do modelo revelauma ri
a variedade de morfologias que obede
em a uma relação que não é trivial 
om oparâmetro r.Na �gura 7.6(a)-(
) mostramos agregados gerados 
om três valores distintos de ν emuma rede quadrada e alta redução de ruído. Para valores pequenos de ν, as morfologiaspossuem a anisotropia usual da rede quadrada. Quando o valor de ν é aumentado, os agregadosexibem pequenos ramos na direção diagonal 
oexistindo 
om a estrutura de quatro pontasde 7.6(a). Para valores maiores de ν, as pequenas pontas tornam-se mais evidentes e a
imade um valor 
ríti
o νc a anisotropia diagonal torna-se dominante (7.6(
)). Simulações 
om
L = 200 e M = 213 mostram que o valor 
ríti
o de ν está no intervalo 1.39 < νc < 1.40.Portanto, a melhor estimativa que pode ser feita é νc = 1.395± 0.005. O efeito do parâmetro
ν na morfologia dos agregados obtidos na rede triangular é mostrado nas �guras 7.6(d)-(f).Mesmo usando uma redução de ruído dezesseis vezes maior que a usada na rede quadrada(M = 217), os padrões obtidos não apresentam estruturas tão regulares quanto as observadasna primeira rede. Estas simulações indi
am que o valor 
ríti
o de ν en
ontra-se no intervalo
0.81 < ν < 0.83. Assim, a nossa estimativa é νc = 0.82 ± 0.01.

Figura 7.6: Agregados do modelo DLA obtidos 
om o algoritmo generalizado. Usamos pararedução de ruído M = 213 e M = 217 para as redes quadrada ((a)-(
)) e triangular((d)-(f)), respe
tivamente. Os parâmetros de generalização usados foram (a) ν = 1.10,(b) ν = 1.36, (
) ν = 1.40, (d) ν = 0.77, (e) ν = 0.80 e (f) ν = 0.83.



7.3 Algoritmo Generalizado 111Na �gura 7.7 mostramos um diagrama morfológi
o obtido para vários valores de ν e
M . Para gerar esses agregados utilizamos redes quadradas de tamanho L = 2000. A relaçãoentre os parâmetros ν do algoritmo generalizado e M da redução de ruído não é trivial.Quando o valor de ν é baixo, por exemplo para ν = 1.0, a anisotropia usual é evidentemesmo para M pequeno enquanto para ν alto, por exemplo ν = 4.0, a anisotropia diagonalapare
e. Além disso, um aumento no valor de M torna a anisotropia mais evidente emambos os 
asos. Entretanto, para valores intermediários de ν podemos fa
ilmente observaruma rotação na direção da anisotropia quando aumentamos o valor do parâmetro M . Porexemplo, para ν = 2.0 é fá
il observar que a anisotropia é a usual para M pequeno, masa anisotropia diagonal �
a evidente para valores de M grandes. Em parti
ular, o agregadoobtido para ν = 2.0 e M = 24 (simulações de Bogoyavlenskiy) está próximo do ponto detransição entre as diferentes anisotropias. Para esse 
onjunto de parâmetros as direções axiais

M=1 M=2 M=4 M=16 M=32 M=64

ν = 1.0

ν = 1.8

ν = 2.0

ν = 2.5

ν = 3.5

ν = 4.0Figura 7.7: Diagrama morfológi
o do modelo DLA generalizado usando redes quadradas de ta-manho L = 2000. Os valores do parâmetro de generalização são indi
ados a esquerdaenquanto os valores do parâmetro de redução de ruído são indi
ados na parte debaixo. O número de partí
ulas em 
ada agregado é da ordem de 105.



112 Estudo da Anisotropia em um Modelo DLA Generalizadoe diagonais possuem aproximadamente a mesma probabilidade de 
res
imento e a estrutura éaparentemente anisotrópi
a. Nesse 
aso existe a 
ompetição entre oito direções de 
res
imentodiferentes.A determinação da linha de transição que separa as duas direções de anisotropia nodiagrama morfológi
o requer uma medida quantitativa que aponte qual delas é a dominante.Devido à simetria dos agregados gerados na rede quadrada, uma medida útil nessa análise éo quarto harm�ni
o 
ir
ular [11, 91℄ de�nido 
omo
〈cos 4θ〉 =

1

4

N
∑

i=1

cos 4θi (7.4)em que o somatório é realizado sobre todas as partí
ulas do agregado e θi é a posição angularda i-ésima partí
ula do agregado. Note que, no 
aso dos padrões do DLA (que possuem aanisotropia usual) as partí
ulas en
ontram-se 
on
entradas próximas aos eixos axiais. Logo, aomultipli
armos por 4 o ângulo referente a 
ada uma dessas partí
ulas todos eles são rebatidospara regiões próximas à direção x̂ para as quais cos θ ≈ 1. Assim, para estruturas quepossuem a anisotropia usual, 〈cos 4θ〉 assume um valor positivo. Para o 
aso de estruturas
om a anisotropia diagonal, o produto 4θi leva a ângulos próximos à direção −x̂, em que
cos θ ≈ −1. Assim, para estruturas 
om a anisotropia diagonal, 〈cos 4θ〉 assume um valornegativo. Finalmente, para estruturas isotrópi
as e também para aquelas 
om uma misturaequiponderada das duas direções de anisotropia (axial e diagonal), en
ontramos 〈cos 4θ〉 = 0.Na �gura 7.8, mostramos 〈cos 4θ〉 
omo uma função do parâmetro ν para estruturasobtidas 
om M = 2 e redes de tamanhos variados. Como pode ser observado 〈cos 4θ〉 épositivo para valores pequenos de ν, 
ara
terísti
o da anisotropia axial, e �
a negativo paravalores grandes de ν onde a anisotropia diagonal é dominante. A medida 〈cos 4θ〉 é nulaem um valor ν ′ para o qual as direções de anisotropia apare
em 
om igual peso. Usando a�gura 7.8 podemos obter ν ′ = 3.0 ± 0.1 para M = 2, que é aproximadamente independentedo tamanho do sistema.Outra medida quantitativa que pode ser utilizada para determinar a linha de transiçãono diagrama morfológi
o é a transformada de Fourier da distribuição de ângulos de�nidapor [92℄

Ck =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

exp(ikθj)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(7.5)Devido à simetria das estruturas obtidas dis
utida anteriormente, usaremos a razão R4 =

C4/C0. Note que, nesse 
aso, R4 > 0 tanto para a anisotropia usual quanto para a diagonal e
R4 = 0 para estruturas isotrópi
as e para aquelas que possuem duas direções de anisotropia
om igual peso. Na �gura 7.9(a), mostramos R4 
omo uma função do parâmetro ν para M = 2e vários tamanhos da rede. Note que R4 exibe um mínimo em ν = ν ′ independentemente
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Figura 7.8: Medida da anisotropia 
omo uma função do parâmetro ν em agregados obtidos 
om
M = 2. Foi realizada uma média sobre 50 e 200 amostras para |ν − ν′| > 0.5 e
|ν − ν′| ≤ 0.5, respe
tivamente. O tamanho das redes utilizadas estão indi
ados nalegenda.
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(b)Figura 7.9: (a) Medida da anisotropia, R4 
omo uma função do parâmetro ν. A mesma amostra-gem e tamanhos de rede da �gura 7.8 foram utilizados nesses grá�
os. (b) R4 
omouma função do tamanho da rede para o modelo DLA fora da rede (◦) e o modelogeneralizado 
om ν = ν′ (�). As linhas retas são ajustes logarítmi
os.do tamanho da rede. É importante notar que o valor mínimo de
res
e lentamente 
om otamanho do sistema (destaque da �gura 7.9(a)). Podemos 
omparar esse mínimo 
om osvalores obtidos em agregados do DLA fora da rede que não apresentam anisotropia. Na�gura 7.9(b), mostramos R4 
omo uma função do tamanho da rede para agregados obtidos 
om
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ν ≈ ν ′ e 
om o modelo DLA fora da rede. Como pode ser visto, R4 de
res
e logaritmi
amenteaté mesmo para os agregados fora da rede. Para os agregados obtidos 
om valores de νpróximos do mínimo de R4 observamos um de
aimento logarítmi
o mais lento que o observadopara os agregados fora da rede. Esse de
aimento lento indi
a que a anisotropia das estruturaspara ν = ν ′ é uma mistura das anisotropias usual e diagonal. É importante observar quemesmo 
om R4 → 0 em ν = ν ′, não podemos a�rmar que os agregados são isotrópi
os.Como pode ser observado nas �guras 7.8 e 7.9(a), tanto |〈cos4θ〉| quanto R4 são funções
res
entes do tamanho do sistema para ν 6= ν ′. Esse 
res
imento 
on
orda 
om o fato que aanisotropia nos agregados �
a mais evidente à medida que seu tamanho 
res
e. Na tabela 7.1,mostramos os valores para ν ′ en
ontrados usando outros valores do parâmetro da redução deruído.

M 1 4 16 32
ν ′ 3.4 ± 0.2 2.35 ± 0.05 1.92 ± 0.02 1.79 ± 0.01Tabela 7.1: Valores de ν′ para diferentes valores de M .Baker e Ball [93℄ investigaram a anisotropia imposta pela rede em um modelo DLAno qual, além das partí
ulas se �xarem nos primeiros vizinhos do agregado, elas também�xam-se aos segundos vizinhos 
om uma probabilidade p. O parâmetro p 
ontrola a direçãoda anisotropia. Nesse trabalho, por meio de grupo de renormalização no espaço real, elesen
ontraram dois pontos estáveis e um instável no diagrama de �uxo p − ǫ, em que ǫ = 1/Mé uma medida do ruído. O parâmetro ǫ = 1 representa uma simulação sem redução de ruídoe ǫ = 0 uma simulação no limite sem ruído. Os pontos estáveis nesse diagrama, (p = 0,

ǫ = 0) e (p = 1, ǫ = 0), representam a anisotropia axial e diagonal, respe
tivamente. E oponto instável (p∗ = 0.464, ǫ∗ = 0.0064) representa uma estrutura 
om oito pontas, na qualos ramos nas direções axiais e diagonais 
res
em 
om a mesma 
han
e. Esse resultado reforçaos mostrados no diagrama morfológi
o do algoritmo generalizado (�gura 7.7), uma vez queem ambos os 
asos os parâmetros envolvidos 
ontrolam o 
res
imento na direção diagonal.Podemos ainda, 
onstruir uma representação esquemáti
a do diagrama morfológi
o do modeloBDLA generalizado mostrado na �gura 7.10. A região ha
hurada representa a in
erteza aoredor da linha que separa as duas regiões do diagrama morfológi
o.7.4 Con
lusõesNeste 
apítulo estudamos o algoritmo de Bogoyavlenkiy proposto para gerar agregadosisotrópi
os do modelo DLA na rede. Nesse algoritmo a agregação das partí
ulas o
orre 
omuma probabilidade propor
ional ao quadrado do número de vizinhos o
upados, ou seja, pk ∝
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Figura 7.10: Representação esquemáti
a do diagrama morfológi
o. Duas regiões são observadasnesse diagrama, na primeira, desta
ada em 
inza, a anisotropia usual é observada ena segunda, em bran
o, a anisotropia diagonal. Essas regiões são separadas por umalinha na qual uma mistura das duas anisotropias (a região ha
hurada representa ain
erteza). Estruturas típi
as 
orrespondentes às regiões distintas do diagrama sãoilustradas.
k2. Contrariando a proposta original, nós demonstramos que o algoritmo não gera estruturasisotrópi
as, mas apenas aumenta a espessura dos 
apilares das estruturas e gera uma rotaçãona direção da anisotropia. Além disso, estudamos uma generalização do algoritmo estudadapor Bogoyavlenkiy, na qual a probabilidade de 
res
imento foi mudada para pk ∝ kν , em que
ν é um parâmetro de 
ontrole do modelo. Observamos que o expoente ν possui um valor
ríti
o não universal, no qual os padrões exibem a anisotropia usual e girada para ν < νce ν > νc, respe
tivamente. Obtivemos νc = 1.395 ± 0.005 (0.82 ± 0.01) na rede quadrada(triangular).A hipótese da rotação da anisotropia foi 
on�rmada através de simulações em largaes
ala de agregados obtidos usando a rede quadrada. En
ontramos que a relação entre aanisotropia e os parâmetros ν e M não é simples. Conforme mostrado no diagrama morfoló-gi
o, quando o valor de ν é baixo, a anisotropia usual é evidente mesmo para M pequeno ea anisotropia diagonal é obtida para ν grande. Entretanto, no 
aso de valores intermediáriosde ν podemos observar uma rotação na direção da anisotropia quando aumentamos o valordo parâmetro M . Além disso, usando medidas quantitativas, determinamos o valor ν ′ quesepara as direções axial e diagonal de anisotropia para vários valores do parâmetro M .É importante men
ionar que, para testar os resultados, todos os detalhes da imple-mentação foram variados (por exemplo, o gerador de números aleatórios ou o uso ou não dasotimizações). Em todos os 
asos, o mesmo resultado foi observado. Assim, 
omo 
on
lusão



116 Estudo da Anisotropia em um Modelo DLA Generalizado�nal, podemos a�rmar que a possibilidade do 
res
imento de agregados isotrópi
os do DLA narede ainda não foi al
ançada. Na melhor das hipóteses, podemos apenas mas
arar os efeitos daanisotropia in
luindo uma direção de 
res
imento anisotrópi
a a mais, ou seja, usar o modelogeneralizado 
om o valor do parâmetro ν ′ = 3.4 ± 0.2, ponto de 
rossover das anisotropias.Entretanto, devemos men
ionar que as simulações do modelo generalizado para a obtenção depadrões 
om anisotropia minimizada são mais lentas que aquelas usando o modelo do DLAfora da rede.



Capítulo 8Agregação em uma Mistura deCaminhantes Brownianos e Balísti
os
8.1 IntroduçãoVárias versões do DLA foram estudadas, dentre elas, versões que pro
uram in
luir umadireção preferen
ial na 
aminhada, ou por meio de uma probabilidade [82, 85, 86, 87, 25℄ oude uma perturbação aleatória na trajetória balísti
a, 
omo aquele estudado no 
apítulo 6 [24℄.Nestas aproximações, quando as 
aminhadas são observadas em es
alas pequenas, elas seassemelham às 
aminhadas aleatórias, mas em es
alas grandes elas tornam-se lineares. Como
onsequên
ia os agregados obtidos nesses modelos apresentam uma mudança entre o DLA emes
alas pequenas e o BA, em es
alas grandes. Eles 
ara
terizaram esta transição morfológi
aem função de um parâmetro que 
ontrola a aleatoriedade da 
aminhada.Estudaremos neste 
apítulo, através de simulações 
uidadosas, a transição entre osmodelos DLA e BA em um modelo de agregação que in
lui partí
ulas exe
utando 
aminha-das aleatórias e balísti
as. Neste modelo, 
omo nos modelos DLA e BA, as partí
ulas sãolançadas de pontos distantes do agregado. Cada partí
ula segue uma trajetória balísti
a 
omprobabilidade PBA = p ou uma 
aminhada aleatória 
om probabilidade PDLA = 1 − p. Aprobabilidade PBA é o úni
o parâmetro do modelo e quando ela for igual a 1 re
uperamos omodelo BA e, quando PBA = 0, o modelo DLA.8.2 Modelo e Implementação Computa
ionalNeste trabalho investigamos um modelo de agregação utilizando dois tipos de partí
u-las que exe
utam trajetórias diferentes, ou seja, não possuem 
omponentes aleatória e balísti
asimultaneamente 
omo o modelo apresentado no 
apítulo 6. Simulações bidimensionais forada rede são ini
iadas a partir de uma semente de raio unitário 
olo
ada sobre a origem. É117



118 Agregação em uma Mistura de Partí
ulasimportante ressaltar que as simulações foram feitas fora da rede para evitar a anisotropiaobservada em agregados obtidos em redes. As regras do modelo são muito simples. A 
adapasso, uma partí
ula é adi
ionada ao agregado usando as regras do DLA 
om probabilidade
1− p, ou usando as regras do BA 
om probabilidade p. Note que nestas regras estamos 
onsi-derando apenas partí
ulas que são adi
ionadas ao agregado e não aquelas que são eliminadasao atingirem distân
ias muito grandes.As partí
ulas são lançadas de um 
ír
ulo de raio rl > rmax 
entrado na origem, emque rmax é o raio do agregado. Como no modelo DLA fora da rede [12℄, o agregado 
res
equando um 
aminhante al
ança a vizinhança de qualquer partí
ula do agregado, onde �xa-seirreversivelmente. Além disso, quando um 
aminhante al
ança um raio de des
arte rk ≫ rl
entrado na origem, ele é eliminado e outro é lançado em um nova posição sobre o 
ír
ulode lançamento. Introduziremos a variável δ pela de�nição rl = rmax + δ. Os valores de
δ e rk dependem do tipo da trajetória de uma partí
ula lançada. Quando 
onsideramosum 
aminhante aleatório, assumimos em nossas simulações δ = 5 e rk = 100rmax. Parapartí
ulas que seguem trajetórias retilíneas, efeitos de sombra (�gura 6.5, página 92) sãoreduzidos quando rl é aumentado. Assim, usamos rl = 100rmax + 800. Finalmente, umapartí
ula balísti
a que al
ança um 
ír
ulo de raio rk = rl + 2 é des
artada e uma nova élançada.Simulações fora da rede em larga es
ala 
om uma amostragem 
uidadosa requerem umalgoritmo muito e�
iente. Diferentemente de simulações realizadas em redes onde é ne
essáriaapenas a implementação de otimizações nas 
aminhadas das partí
ulas, em simulações forada rede também é indispensável determinar de maneira e�
iente se o 
aminhante al
ançou avizinhança do agregado. Para 
onstruir uma 
aminhada e�
iente utilizamos os pro
edimentosdes
ritos na seção 2.2.1. Diferentemente de simulações em redes, nas quais o agregado éarmazenado em uma matriz, nas simulações fora da rede as 
oordenadas reais das partí
ulasperten
entes ao agregado são armazenadas em uma lista. Dessa maneira, a veri�
ação dequando um 
aminhante é vizinho do agregado e a qual partí
ula ele está adja
ente é umatarefa árdua. Podemos otimizar essas veri�
ações utilizando um pro
edimento dividido nasduas etapas ilustradas na �gura 8.1. Na primeira (�gura 8.1(a)), as posições das partí
ulas doagregado são mapeadas em uma rede quadrada auxiliar aproximando suas 
oordenadas reaispara as 
oordenadas inteiras mais próximas. Os sítios 
orrespondentes às 
oordenadas inteirasdas partí
ulas, seus primeiros e segundos vizinhos são o
upados (sítios desta
ados em 
inzana �gura 8.1(a)). Assim, para veri�
ar se um 
aminhante está na vizinhança do agregadobasta veri�
ar na rede auxiliar se existe um sítio o
upado na vizinhança do sítio designadopor suas 
oordenadas inteiras. A segunda etapa, 
onsiste em utilizar uma malha auxiliar 
om
élulas de tamanhos 8 × 8 (�gura 8.1(b)), para limitar a pro
ura de qual das partí
ulas doagregado é a vizinha do 
aminhante a uma região próxima do mesmo.
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(a) (b)Figura 8.1: Ilustração das otimizações utilizadas para agregação de partí
ulas. (a) Uma redeauxiliar é usada para determinar quando um 
aminhante é vizinho do agregado. (b)Uma malha auxiliar 
om 
élulas de tamanhos 8× 8 é utilizada para limitar a pro
uradas partí
ulas do agregado a região próxima do 
aminhante.8.3 Distribuições Radial e Angular de Partí
ulasO modelo exibe uma transição suave de padrões semelhantes àqueles gerados pelomodelo DLA para padrões semelhantes aos do BA à medida que o parâmetro p varia de 0a 1. Na �gura 8.2 são mostrados padrões obtidos para valores distintos da probabilidade p.Para p < 0.5, os padrões são muito similares aos obtidos pelo modelo DLA, enquanto aquelesobtidos para p > 0.95 são muito semelhantes aos obtidos usando o modelo BA. Note que
p = 0.5 é um 
aso importante no qual metade das partí
ulas que são agregadas usa as regrasdo modelo DLA e a outra metade usa as regras do modelo BA.As propriedades de es
ala dos agregados obtidos foram 
ara
terizadas pelas distribui-ções angular e radial das partí
ulas, bem 
omo pelo tamanho da zona ativa (dis
utida naseção 2.2.1). Utilizamos agregados bidimensionais delimitados por uma região de tamanho
104 × 104 e as simulações foram paradas quando os agregados al
ançavam uma das bordasdessa região. A distribuição radial de partí
ulas foi 
ara
terizada usando a dimensão fra
tale a la
unaridade [7℄. A dimensão fra
tal df e a la
unaridade A foram determinadas usandoos métodos da massa-raio e do raio de giração dis
utidos na seção 2.1.2. Para objetos auto-similares é esperado que a massa M(r) obedeça uma relação em lei de potên
ia 
om o raio dahiper-esfera, ou seja,

M(r) = Amrdf , (8.1)
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Figura 8.2: Padrões obtidos para valores distintos de p: (a) 0.1, (b) 0.3, (
) 0.5, (d) 0.7, (e) 0.9, (f)
0.95, (g) 0.99, e, (h) 0.995. Todas as simulações foram �nalizadas quando o agregadoal
ançou a borda de uma região de tamanho 750×750 
entrada na origem. O númerode partí
ulas varia de N ≃ 3 × 104 (p = 0.1) a N ≃ 1.6 × 105 (p = 0.995).em que a amplitude Am é uma medida da la
unaridade. Conforme demonstrado na lite-ratura [94℄, os agregados do DLA são 
ara
terizados por uma multi-es
ala, que leva a uma
onvergên
ia lenta aos expoentes de es
ala. Entretanto, simulações de agregados de largaes
ala 
on�rmam que estes agregados são assintoti
amente fra
tais [7, 94℄. O raio de giração
res
e 
om o número de partí
ulas do agregado de a
ordo 
om a lei de potên
ia

rg = BNν, (8.2)em que ν = 1/df e B pode ser rela
ionado à la
unaridade usando a relação
Ag =

1

B
1

ν

. (8.3)É bom salientar que Am 6= Ag, uma vez que suas de�nições são diferentes, mas 
omo veremosadiante (destaque da �gura 8.3) elas exibem o mesmo 
omportamento, ou seja, Am ∝ Ag.Na �gura 8.3(a) mostramos 
urvas de M(r) para diferentes valores de p. A in
linaçãoaumenta 
ontinuamente de df = 1.723 ± 0.007, para p = 0.10 (um valor muito próximo aoda dimensão fra
tal do DLA df = 1.715 ± 0.004 [12℄), até valores próximos a 2.0 quando
p → 1, 
omo pode ser observado na �gura 8.3(b), na qual mostramos a dimensão fra
taldos agregados 
omo uma função de p. Como pode ser visto no destaque da �gura 8.3(a),a la
unaridade é uma função 
onvexa de p 
om um máximo em p ≈ 0.5, diferentemente do
omportamento qualitativo observado para a dimensão fra
tal (uma função 
res
ente de p).Estes resultados mostram que se o número de partí
ulas que seguem as regras do modelo
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omo uma função de p determinadaa partir dos métodos massa-raio (•) e do raio de giração (�). No destaque em (a),mostramos a la
unaridade 
omo uma função de p obtida a partir dos métodos massa-raio (•) e do raio de giração (�). Para essas simulações utilizamos agregados detamanho L = 104 e uma média sobre 500 amostras.DLA é maior que o daquelas que seguem as regras do modelo BA (p < 0.5), um aumento novalor de p leva a padrões 
om ramos mais densos (maior dimensão fra
tal) mas 
om regiõesvazias maiores (maior la
unaridade). Entretanto, quando o número de partí
ulas que segueas regras do modelo BA ex
ede o número daquelas do modelo DLA (p > 0.5), a largura dosramos 
ontinua aumentando enquanto o tamanho dos bura
os diminui quando p é aumentado.Uma expli
ação para tal 
omportamento pode ser obtida a partir da análise da largura dazona ativa 
omo uma função de p. A largura da zona ativa pode ser visualizada usando opro
edimento dis
utido na seção 2.2.1. Neste pro
edimento, depois de gerar um agregado,soltamos mais 104 partí
ulas sem agrega-las e mar
amos a posição em que 
ada 
aminhanteen
ontra o agregado. Os resultados obtidos para alguns valores de p podem ser vistos na�gura 8.4. Note que a espessura da zona ativa (região al
ançada pelas partí
ulas no interiordo agregado) é maior quando o valor de p aproxima-se de 0.5 (�guras 8.4(
) e (d)).Outra medida quantitativa da largura da zona ativa é o desvio padrão das posições dafração f das últimas partí
ulas adi
ionadas ao agregado, ou seja,

σ2 =
1

fN

N
∑

i=Nf

(ri − 〈r〉)2 , (8.4)
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Figura 8.4: Zona ativa dos agregados obtidos para diferentes valores de p (0.0, 0.2, 0.4, 0.5, 0.8 e
1.0 de (a) a (f), respe
tivamente).em que Nf = (1 − f)N , e

〈r〉 =
1

fN

N
∑

i=Nf

ri (8.5)é a média das posições al
ançadas pela fração f das últimas partí
ulas agregadas. Usamos
f = 0.1 em todas as simulações. Na �gura 8.5, mostramos a largura da zona ativa 
omo umafunção do número de partí
ulas para dois valores parti
ulares de p. Para p < 0.5, as simulaçõesindi
am que existe um úni
o regime em lei de potên
ia σ ∼ N ζ . Entretanto, quando p ≥ 0.5observamos um 
rossover entre duas leis de potên
ia, σ ∼ N ζ′ para agregados pequenos e
σ ∼ N ζ no limite de agregados grandes. No regime assintóti
o (N → ∞), o expoente ζ → νpara p . 1 
omo observado para o modelo DLA [12℄. En
ontramos ζ ′ ≈ 0.46, 0.42 e 0.36para p = 0.5, 0.7 e 0.9, respe
tivamente. De fato, nossas simulações sugerem que ζ ′ → 0.33 àmedida que p → 1, em 
on
ordân
ia 
om a hipótese que a interfa
e do modelo BA perten
eà 
lasse de universalidade Kardar-Parisi-Zhang [19℄. Conforme visto na seção 2.4.4, as leis dees
alas em interfa
es obtidas no modelo de deposição balísti
a foram amplamente estudadase simulações rigorosas 
on�rmam que σ ∼ N1/3 [7, 9℄.Uma 
ara
terísti
a muito interessante é observada no 
omportamento de σ 
omo umafunção de p para um raio médio �xo da zona ativa. No destaque da �gura 8.5 mostramos
σ(r = 340). A largura da zona ativa é uma função 
onvexa de p 
om um máximo em
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omo uma função do número de partí
ulas do agregado paradois valores de p, 0.20 (•) e 0.90 (◦). As linhas 
ontínuas são ajustes em leis depotên
ia. No detalhe, mostramos σ 
omo uma função de p para um raio médio dazona ativa r ≈ 340. A linha é um ajuste 
úbi
o usado 
omo um guia para os olhos.Para estas simulações usamos agregados 
on�nados a uma 
aixa de tamanho 104×104
om uma média realizada sobre 500 amostras.
p = 1/2, o que expli
a a dependên
ia da la
unaridade 
om p. O iní
io desse 
omportamentoqualitativo pode ser 
ompreendido por meio de uma análise das propriedades de blindagemnos agregados: para p & 0, os agregados possuem ramos grandes de modo que os 
aminhantesbalísti
os podem al
ançar as regiões mais internas dos agregados proibidas para 
aminhadasaleatórias. Assim, a blindagem é reduzida quando 
omparada 
om a do modelo DLA originale, 
onseqüentemente, a zona ativa é maior. À medida que p é aumentado, mais partí
ulasrompem a blindagem de maneira que a zona ativa aumenta. Entretanto, se um número muitogrande de partí
ulas al
ançam as regiões internas dos agregados, o tamanho dos bura
os e,
onseqüentemente, a zona ativa dos agregados 
omeçam a diminuir. Assim, a 
onvexidade de
σ 
omo uma função de p está es
lare
ida. Intrigantemente, esta mudança no 
omportamentopare
e o
orrer quando o número de partí
ulas que exe
utam uma 
aminhada aleatória é igualao número daquelas que exe
utam um movimento balísti
o, mas não podemos forne
er umajusti�
ativa rigorosa além das evidên
ias numéri
as.Agregados obtidos 
om o modelo DLA apresentam a propriedade de multi-es
ala [94℄,i.e., a dimensão dos agregados varia 
om o tamanho e a região de observação do mesmo. Essapropriedade foi ini
ialmente observada por Amitrano et al. [94℄, que analisaram a densidade
g(r,R) dentro de uma 
as
a a uma distân
ia r da semente em um agregado de raio R. Eles
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ulasen
ontraram que essa função satisfaz a equação
g(r,R) = r−d+D( r

R
)f
( r

R

) (8.6)em que D(x) é a dimensão fra
tal lo
al para a 
as
a. Re
entemente, Mandelbrot et al. anali-saram a propriedade de multi-es
ala dos agregados do modelo DLA sob a luz da distribuiçãode separação angular dos ramos [15℄. Eles en
ontram o valor df ≈ 1.71 apenas em agregadosassintoti
amente grandes (M ≈ 108) para os quais a separação angular dos ramos é muitopequena. Pelos padrões mostrados na �gura 8.2, podemos observar que a distribuição daseparação angular nos agregados obtidos usando uma mistura de partí
ulas varia 
om a pro-babilidade p. Assim outra análise que se faz importante é da distribuição angular de partí
ulasa uma distân
ia R do 
entro do agregados. Meakin e Vi
sek [30℄ analisaram a 
orrelação an-gular dos agregados do modelo DLA usando o pro
edimento des
rito na seção 2.1.2. A funçãode 
orrelação angular (equação (2.14)) forne
e a probabilidade de en
ontrar duas partí
ulas,sobre um 
ír
ulo de raio R 
entrado na origem, 
om uma separação angular θ. Ela segue umde
aimento em lei de potên
ia para valores pequenos de θ

ΦR(θ) ∼ θ−αθ . (8.7)O expoente en
ontrado para o DLA foi αθ ≈ 0.41 que é muito diferente daquele en
ontradopara a função de 
orrelação entre dois pontos (equação (2.12)), αr ≈ 0.29.A �gura 8.6 ilustra as funções de 
orrelação angular 
al
uladas em R = 300 paravalores distintos de p. Em todas as 
urvas, ΦR(θ) de
ai 
omo uma lei de potên
ia paraângulos pequenos seguidos por um mínimo global e depois al
ança um valor 
onstante paraângulos grandes. Este 
omportamento reproduz qualitativamente o en
ontrado por Meakine Vi
sek [30℄, mas os expoentes das leis de potên
ia de
res
em 
om p 
onforme mostrado nodestaque da �gura 8.6, no qual αθ e αr, assim 
omo a diferença entre eles ∆α, são mostrados
omo funções de p. O expoente αr foi determinado usando a relação αr = 2 − d̄f , em que d̄fé a média das dimensões fra
tais obtidas através do método massa-raio e do raio de giração(�gura 8.3(b)). A diferença ∆α ≈ 0.12 observada para o modelo DLA de
res
e 
om p e vairapidamente a zero para p > 0.5, indi
ando que a 
orrelação angular 
ai da mesma forma quea 
orrelação espa
ial entre sítios perten
entes ao agregado.Os mínimos globais observados nas 
urvas, que representam uma estimativa da metadeda separação angular entre dois ramos 
onse
utivos, se deslo
am para ângulos pequenos àmedida que p é aumentado. Como é mostrado na �gura 8.7, a extrapolação das posições dosmínimos θmin sugere que seus valores vão a zero em p = 1 de a
ordo 
om a lei de potên
ia
θmin ∼ (1 − p)ϑ, em que ϑ ≈ 0.45. A posição do mínimo foi determinada usando um ajuste
úbi
o 
omo indi
ado no destaque da �gura 8.7.
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ulas8.4 Con
lusõesNeste 
apítulo, apresentamos um modelo de agregação no qual dois tipos de partí-
ulas são 
onsiderados: uma fração das partí
ulas segue movimentos brownianos e a fraçãoremanes
ente segue trajetórias balísti
as. O modelo, que in
lui os de agregação limitada pordifusão e de agregação balísti
a 
omo 
asos limite, é 
ontrolado por uma probabilidade p que
orresponde à fração de partí
ulas que 
onstituem o agregado adi
ionadas seguindo as regrasdo modelo de agregação balísti
a. Simulações em larga es
ala e amostragens 
uidadosas foramusadas para 
ara
terizar as distribuições radial e angular de partí
ulas em agregados obtidosfora da rede. Espe
ialmente, medimos a dimensão fra
tal df , a la
unaridade, a evolução dalargura da zona ativa σ e a função de 
orrelação angular ΦR para diferentes valores de p.A dimensão fra
tal df 
res
e 
ontinuamente 
omo uma função de p de df = 1.723±0.004para p = 0.1 (um valor muito próximo ao obtido para agregados do modelo DLA) a df ≈ 2.0quando p → 1 (esperado para agregados do BA). Entretanto, a la
unaridade e a largura dazona ativa para um raio �xo são funções 
onvexas da probabilidade p 
om máximos próximosa p = 1/2. A 
onvexidade da la
unaridade está diretamente rela
ionada à 
onvexidade dalargura da zona ativa, que por sua vez, pode ser expli
ada pela blindagem que impede que os
aminhantes al
an
em regiões internas dos agregados.A função de 
orrelação angular ΦR determinada para R = 300 exibe um de
aimentoem lei de potên
ia para ângulos pequenos 
om um expoente que é uma função de
res
ente de
p. A diferença entre os expoentes rela
ionados às distribuições angular e radial observada parao modelo DLA foi obtida mas, ela de
ai 
om p e para p > 1/2, ela vai rapidamente a zero. As
urvas ΦR em função de θ exibem um mínimo global que representa a metade da separaçãoentre dois ramos 
onse
utivos. As simulações mostraram que a posição desse mínimo vai azero quando p → 1 de a
ordo 
om uma lei de potên
ia, θmin ∼ (1 − p)ϑ 
om ϑ ≈ 0.45. Estesresultados indi
am que os agregados são assintoti
amente homogêneos quando p → 1.
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128 Nesta tese de doutoramento estudamos leis de es
ala e transições em modelos de 
res-
imento de agregados e de interfa
es através de simulações 
omputa
ionais. Espe
i�
amente,os trabalhos dessa tese foram divididos em duas partes. Nos 
apítulos 3 e 4 
omeçamos 
om oestudo da 
lasse de universalidade e 
rossovers em modelos de 
res
imento de interfa
es. No
apítulo 3 estudamos um modelo de 
res
imento de interfa
es que possui dois ingredientes,a deposição e a difusão de partí
ulas. Neste modelo, en
ontramos um 
res
imento em mo-no
amada por mono
amada, que ante
ipa um 
res
imento em lei de potên
ia para taxas dedeposição muito pequenas. Em 1 + 1 dimensões, o modelo apresenta uma mudança da 
lassede universalidade de Mullins-Hering (MH) para a de Villain-Lai-Das Sarma (VLDS). Ao 
on-trário de substratos unidimensionais, não en
ontramos esse 
rossover em 2 + 1 dimensões � omodelo apresenta os expoentes da 
lasse VLDS. Além disso, quando in
luimos uma tendên
ianas 
aminhadas, apare
em instabilidades responsáveis pela formação de morros nas interfa
ese um expoente de 
res
imento próximo de 1/2. Analisando a rugosidade dentro de 
aixaspequenas, en
ontramos que as grandes �utuações nas interfa
es, as paredes dos morros, sãoas responsáveis pela mudança no expoente de 
res
imento e, além disso, dentro dos morros arugosidade não apresenta a mudança no expoente de 
res
imento.No 
apítulo 4, estudamos uma versão modi�
ada do modelo de Wolf-Villain (WV).Neste trabalho, investigamos o 
rossover no modelo WV pela introdução de uma probabilidadede 
res
imento que privilegia os sítios 
ujo número de ligações é maior. Mostramos que essamodi�
ação a
elera o 
rossover da 
lasse de universalidade MH para a EW, em 1 + 1 e
2 + 1 dimensões. Entretanto, 
omo essa modi�
ação introduz uma re
usa de partí
ulas, um
rossover para a 
lasse de universalidade KPZ apare
e.No 
apítulo 5, estudamos as propriedades de es
ala de interfa
es 
om simetria radialutilizando agregados obtidos pelo modelo de 
res
imento de Eden fora da rede e por três mo-delos na rede quadrada. Nessa análise, mostramos que diferentes estratégias adotadas paramedir a rugosidade da interfa
e podem levar a expoentes de 
res
imento diferentes. No 
apí-tulo 5, estudamos as propriedades de es
ala de interfa
es 
om simetria radial. Mostramos quediferentes estratégias adotadas para medir a rugosidade da interfa
e podem levar a expoentesde 
res
imento diferentes. Para o 
aso parti
ular dos agregados obtidos usando o modelo deEden fora da rede, en
ontramos os expoentes β ≈ 1/3 e βCM = 0.404± 0.013 quando usamosos métodos da semente e do 
entro de massa da borda 
omo origens para avaliar a rugosidadeda interfa
e, respe
tivamente. Além disso, mostramos que o expoente de 
res
imento, quandoa rugosidade é medida em relação ao 
entro de massa do padrão, apresenta uma 
onvergên
iapara 1/3. Esses 
omportamentos foram entendidos através do 
res
imento das �utuações dos
entros de massa. Em parti
ular, no 
aso do 
entro de massa da borda, as �utuações 
res
emmais rapidamente que as �utuações da borda.Nos demais 
apítulos estudamos transições morfológi
as em agregados bidimensionais.



129Em parti
ular, estudamos as generalizações do modelo de agregação limitada por difusão(DLA). No 
apítulo 6, estudamos a transição morfológi
a entre os modelos BA e DLA atravésde um modelo no qual as 
aminhadas aleatórias do modelo DLA foram substituidas por
aminhadas aleatórias 
om tendên
ias em direções aleatórias. En
ontramos uma transiçãode agregados fra
tais (DLA) em es
alas de 
omprimento pequenas para objetos homogêneos(BA) em es
alas grandes. A transição entre os regimes de es
ala do DLA e BA foi determinadausando o 
omprimento 
ara
terísti
o ξ que diverge quando λ → 1 seguindo uma lei de potên
ia
ξ ∼ |1−λ|ν , 
om expoente ν = 0.61(1), enquanto a massa do agregado no ponto de 
rossoversegue a relação Mξ ∼ |1 − λ|−α, 
om α = 0.97(2).No 
apítulo 7, estudamos um algoritmo proposto para gerar agregados isotrópi
os domodelo DLA na rede. Nesse algoritmo a agregação das partí
ulas o
orre 
om uma pro-babilidade propor
ional ao quadrado do número de vizinhos o
upados, ou seja, pk ∝ k2.Contrariando a proposta original [26℄, nós demonstramos que o algoritmo não gera estruturasisotrópi
as, apenas aumenta a espessura dos 
apilares das estruturas e gera uma rotação nadireção da anisotropia. Além disso, estudamos uma generalização do algoritmo, na qual aprobabilidade de 
res
imento foi mudada para pk ∝ kν , em que ν é um parâmetro de 
ontroledo modelo. Observamos que o expoente ν possui um valor 
ríti
o não universal, no qual ospadrões exibem a anisotropia usual e girada para ν < νc e ν > νc, respe
tivamente. En
on-tramos que a relação entre a anisotropia e os parâmetros ν e M (da redução de ruído) não ésimples.No 
apítulo 8, apresentamos um modelo de agregação fora da rede no qual uma fraçãodas partí
ulas segue movimentos brownianos e a fração restante segue trajetórias balísti
as.O modelo, que in
lui os de agregação limitada por difusão e de agregação balísti
a 
omo
asos limite, é 
ontrolado por uma probabilidade p que 
orresponde à fração de partí
ulasque 
onstituem o agregado adi
ionadas de a
ordo 
om as regras do modelo de agregaçãobalísti
a. En
ontramos que a dimensão fra
tal df 
res
e 
ontinuamente 
omo uma função de
p de df = 1.723 ± 0.004 para p = 0.1 (um valor muito próximo ao obtido para agregados domodelo DLA) a df ≈ 2.0 quando p → 1 (esperado para agregados do BA).Como perspe
tivas para trabalhos futuros baseados nessa tese de doutoramento temos:

• Uma análise 
uidadosa, em tempos 
urtos, da formação de ilhas no modelo de 
res
i-mento de interfa
es, bem 
omo, um estudo detalhado dos modelos de 
res
imento deinterfa
es 
om a 
aminhada dire
ionada, apresentados no 
apítulo 3.
• Apli
ar a modi�
ação usada no modelo de Wolf-Villain (
apítulo 4) ao modelo de DasSarma-Tamborenea.
• Utilizar a 
aminhada 
om tendên
ia do modelo de agregação apresentada no 
apítulo 6ao modelo de agregação agregado-agregado (CCA, de 
luster-
luster aggregation). Esse



130 trabalho possui 
omo motivação o 
res
imento de 
élulas em 
ultura para o qual foidemonstrado que os agregados possuem a tendên
ia de exe
utar uma 
aminhada dire-
ionada 
om pequenos desvios [95℄.
• Investigar as transições morfológi
as dos modelos apresentados nos 
apítulos 6 e 8 emtrês dimensões.
• Apli
ar té
ni
as de grupo de renormalização [93℄ ao modelo estudado no 
apítulo 7 paraobter seu diagrama de fases.
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