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Resumo

O contexto desse trabalho é o estudo e a caracterizacao de estados estacionarios
de nao equilibrio a partir de modelos microscépicos Hamiltonianos. Em particular
estamos interessados no problema da conducao de calor em sélidos que fornece um
exemplo bastante elementar de estudo de um estado estacionério de nao equilibrio.

Um modelo microscépico bastante estudado na literatura é a cadeia de os-
ciladores harmonicos, ou sua versao anarmonica em contato com reservatorios térmicos
de Langevin, i.e. reservatérios representados por varidveis estocasticas. O estudo
destes modelos mateméaticos simples é de grande valor para o entendimento mais
profundo das hipdteses necessarias para a validade da lei de Fourier. Em particular
estamos interessados no papel da nao harmonicidade no potencial local ou na in-
teracao entre as particulas, e no papel da temperatura para a validade ou nao da lei
de Fourier.

Sabemos da mecanica estatistica de equilibrio que se todos os reservatérios
térmicos estao na mesma temperatura o estado estaciondario atingido é aquele de
temperatura uniforme descrito pela medida de Gibbs, porém quando o sistema estd
submetido a diferentes temperaturas, nao sabemos qual medida descreve este estado.
Nao podemos nem garantir a existéncia de uma distribuicao estacionéria, nem se esta
distribuigao é inica. O nosso objetivo neste trabalho é estudar algumas propriedades
destes estados estacionarios.

Neste trabalho analisamos a dinamica estocastica de Langevin de um cristal
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(an)harmoénico, i.e. estudamos um modelo de campo escalar na rede, com varidveis
de spin ndo limitadas. Em uma caixa A C Z¢ acoplados & banhos térmicos es-
tocasticos em cada sitio. Precisamente estamos considerando um sistema de N

osciladores com o Hamiltoniano

N N
1 |
H(g.p) =) 5 [+ U @)] +5 > U%( -, (1)
=1 jAl=1

onde UM é um potencial local e U® um potencial de interacdo. A evolucio temporal

¢ dada pelas seguintes equagoes diferenciais estocasticas

de = pjdt, j:17-"7N7 (2)
OH

i = PG aoiam, =1
4q;

onde B; sao processos de Wiener independentes, isto é, dB;/dt sao ruidos branco
independentes, ¢ ¢ a constante de acoplamento com o banho térmico e ; = 2¢7j,
onde T} é a temperatura do j-ésimo banho térmico.

Desenvolvemos uma abordagem para tratar este problema. Essa abordagem
estd baseada na construcao de uma férmula integral que na fisica estatistica de
equilibrio seria algo parecido com a funcao de particdo e em teorias de campo seria
uma formula similar a de Feynnman-Kac. De posse desta formula integral estamos
aptos a realizar calculos analiticos para diversos sistemas concretos. Analisamos
trés sistemas em particular que sao: o cristal harmonico, o cristal anarmonico, e o

modelo do rotor.



Abstract

The context of this work is the study and the characterization of non equi-
librium steady states from Hamiltonian microscopical models. In particular we are
interested in the problem of the heat conduction in solids that supplies a elementary
example of a non equilibrium steady state.

A microscopical model frequently studied in literature is the chain of harmonic
oscillators, or its anharmonic version, in contact with Langevin thermal reservoirs,
i.e. reservoirs represented by random variable. The study of these simple mathema-
tical models is of great value for a deeper understanding of the necessary hypotheses
for the validity of the Fourier law. In particular we are interested in the role of the
anharmonicity in the on-site potential or in the interaction between particles, and
in the role of the temperature for the validity or not of the law of Fourier.

We know from equilibrium statistical mechanics that if all the thermal reser-
voirs are in a same temperature the reached stationary state is that one of uniform
temperature described by the Gibbs measure, however when the system is submit-
ted to different temperatures, we don’t know which measure describes this state, we
cannot guarantee the existence of a stationary distribution, nor if this distribution
is the only one. Our objective in this work is to study some properties of these
stationary states.

In this work we analyze the stochastic Langevin dynamics of a (an)harmonic

crystal, i.e. we study a scalar field lattice model with unbounded spin variable in
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a d-dimensional lattice space box A € Z¢ with stochastic heat bath at each site.

Precisely, we take a system of N oscillators with the Hamiltonian
N

=S LB+ S U - a) 3)

j=1 =1

[\IJI»—l

where UM is an on-site potential and U®) is a interaction potential. We consider

the time evolution given by the stochastic differential

de = pjdt, jzl,...,N, (4)
OH

dp; = _a—dt_ijdtJrV;/QdBja j=1...,N,
4q;

where B; are independent Wiener process, i.e., dB;/dt are independent white noise;
¢ is the heat bath coupling and v; = 2¢7T}, where Tj is the temperature of j-th heat
bath.

We develop an approach to treat this problem. Our approach is based on
the construction of an integral formula. With this integral formula we are apt to
carry out analytical calculations for concrete systems. In particular we analyze
tree systems they are: the harmonic crystal, the anharmonic crystal, and the rotor

model.

vil



Capitulo 1

Introducao

A mecanica estatistica tem como objetivo explicar as propriedades macroscopicas da
matéria a partir da hipétese atomica, i.e, de que a matéria é composta de atomos ou
moléculas que se movem de acordo com as leis da mecanica classica ou da mecanica
quantica. Alguns destes fenomenos macroscopicos sao simplesmente o efeito da
soma da agao individual de cada atomo, como a pressao exercida por um gas na
parede do seu reservatorio. Outros fenomenos sao mais intrigantes e nao possuem
uma relagao tao direta com a dinamica microscépica. Talvez os dois exemplos mais
surpreendentes desses fenomenos macroscopicos sejam a origem da irreversibilidade
temporal no comportamento macroscéopico dos sistemas e a existéncia de transicoes
de fase.

A mecanica estatistica de equilibrio foi fundada por Boltzmann, Maxwell e
Gibbs ha mais de 100 anos e se fundamenta na hipétese ergodica. Em particular
ela nos diz como calcular a densidade de probabilidade de um dado estado com
uma determinada energia (para isso usamos a equagao de Boltzmann). Além de
podermos calcular o valor da energia no estado de equilibrio podemos calcular as
flutuagoes do sistema em torno deste valor.

Ao contrario da mecanica estatistica de equilibrio, que possui varios resul-
tados de sucesso que relacionam as propriedades microscopicas dos sistemas com
suas propriedades e leis macroscopicas, nosso entendimento atual da mecanica es-

tatistica de nao equilibrio é bastante incompleto [1, 2, 3]. Existem vérias tentativas
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de se estender os resultados da mecanica estatistica de equilibrio para sistemas de
nao-equilibrio. Varios destes trabalho sao dedicados a descrever modelos de nao-
equilibrio a partir de sua dinamica microscopica. Talvez o resultado mais relevante
sobre o assunto seja o teorema de Gallavotti-Cohen [4, 5], que caracteriza simetrias
nas flutuacgoes da producgao de entropia para sistemas fora do equilibrio.

Uma abordagem macroscépica comum no estudo de fenomenos fora do equilibrio
¢ baseada na definicao de coeficientes de transporte através de equagoes fenomeno-
logicas. Isso normalmente é feito postulando a proporcionalidade entre os fluxos
e as forgas termodinamicas [6] quando tratamos sistemas préximos o suficiente do
equilibrio global. Existem varias leis que descrevem o transporte de grandezas con-
servadas como a lei de Fick para o transporte de massa, e a lei de Ohm para o
transporte elétrico. Juntamente com essas leis fenomenoldgicas existe a possibili-
dade de efeitos cruzados entre os varios fenomenos. Um exemplo é o chamado efeito
Soret que implica em um fluxo de matéria devido a existéncia de um gradiente de
temperatura.

Se estamos preocupados com o problema de transporte de energia em sélidos

define-se a condutividade térmica x através da lei de Fourier
Jo = —r(T)VT(x,1) (1.1)

onde Jg ¢ o calor transportado através de uma superficie de area unitéria por
unidade de tempo, T'(z,t) é a temperatura local, e k é a condutividade térmica.
Essa lei fenomenolégica foi proposta em “1822”por Jean Baptiste Fourier em seu
famoso tratado “Theorie Analytique de la chaleur’que comeca com a seguinte in-
trodugao

“Les causes primordiales ne nous sont point connues; mais elles sont assujet-
ties a des lois simples et constantes, que 1'on peut découvrir par 1’observation, et
dont I’étude est 1'objet de la philosophie naturelle. La chaleur pénetre, comme la
gravité, toutes les substances de I'univers, ses rayons occupent toutes les parties
de I'espace. Le but de notre ouvrage est d’exposer les lois mathématiques que suit

cet élément. Cette théorie formera désormais une des branches importantes de la
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physique générale.”

Ap6s uma breve descrigao da mecanica Newtoniana e das sua aplicacoes Fourier
continua com o seguinte paragrafo

“Mais quelle que soit 1’étendue des théories mécaniques, elles ne s’appliquent
point aux effets de la chaleur. Ils composent un ordre spécial de phénomenes qui ne
peuvent s’expliquer par les principes du mouvement et de 1’équilibre. On possede
depuis long-temps des instruments ingénieux, propres a mesurer plusieurs de ces
effets; on a recueilli des observations précieuses; mais on ne connait ainsi que des
résultats partiels, et non la démonstration mathématique des lois qui les compren-
nent tous.”

Fourier continua seu tratado com uma descri¢cao fenomenolégica do transporte
de calor e com a derivacao de uma equacao diferencial parcial que descreve o fluxo
de calor (a equagao do calor). O resto do tratado é dedicado a solugao dessa equagao
para diversas geometrias e condigoes de fronteira.

Nas décadas seguintes ao trabalho de Fourier houve a invencao da mecanica
estatistica com os trabalhos de Boltzmann, Gibbs e Maxwell. A partir de entao
passou-se a acreditar que Fourier estava errado, e que seria possivel descrever o
transporte de calor através das leis da mecanica usando o formalismo da mecanica
estatistica. Porém, mais de um século apdés o desenvolvimento da mecanica es-
tatistica ainda nao temos uma derivacao da lei de Fourier por primeiros principios,

e pode se dizer que ainda nao estamos nem proximos deste resultado.

1.1 A Lei de Fourier

Sabemos que a lei de Fourier é valida para gases, liquidos e sélidos e em pelo menos

duas situagoes distintas. Sao elas:

1. Um sistema macroscopico isolado onde em algum tempo inicial ¢ = 0, tem
uma distribuicdo nao uniforme de temperatura Ty(r). Para t > 0 este perfil

de temperatura ird produzir um fluxo de energia J(r). Devido a conservagao
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de energia e das leis da termodinamica:

cv(T)%T(r, t)y=-V-J

onde ¢,(T) é o calor especifico por unidade de volume. Como ja foi dito para

sistemas proximos o suficiente do equilibrio assumimos que a lei de Fourier
J(r) = —k(T(r)VT(r)

é vélida onde k é a condutividade térmica. Juntando as duas equagoes obtemos

a chamada equacao do calor:

0
cv(T)aT(r, t)=—-V.-J=V.[crVT]. (1.2)
Estamos assumindo que nao existe transporte de massa nem outra forma de
transporte de energia. Esta equacao é resolvida sujeita as condigoes iniciais
T(r,0) = To(r), e como o sistema esta isolado, ndo ha fluxo de calor através
da fronteira do sistema. O estado estacionario atingido quando t — oo é o de

temperatura uniforme T determinado pela energia total do sistema.

2. Um sistema em contato com reservatérios térmicos, onde cada reservatorio
a fixa a temperatura em alguma parte (0A), da fronteira JA. O resto da
fronteira é isolante. Quando o sistema atingir um estado estacionario o seu
perfil de temperatura serd dado pela solu¢ao da equagao (1.2) com o lado

esquerdo igual a zero,
V-J(it)=V-(kVT(r))=0

sujeito as condicoes T'(r) = T,, para r € (OA), e sem fluxo de calor no resto

da fronteira

Aqui assumimos implicitamente que o sistema é completamente descrito ao
especificarmos a sua temperatura 7'(z,t) em todos os pontos x. Isto significa que
em um nivel microscépico o sistema estd em equilibrio térmico local (LTE), isto

é, imaginamos que o sistema estd dividido em pequenos cubos, cada um grande o
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suficiente para conter muitas particulas, porém pequenos o suficiente para que em
uma escala macroscépica ele seja precisamente descrito, em um tempo ¢, como um
sistema em equilibrio na temperatura T'(z;,t) onde z; e o centro do i-ésimo cubo.
Para variacoes lentas no espaco e no tempo podemos usar a descricao continua
T(z,t).

A lei de Fourier é observada em uma grande variedade de materiais para
uma grande faixa de temperaturas. Muitas vezes devido a maior simplicidade
matematica, considera-se sistemas 1d ou 2d na esperanca destes sistemas mais sim-
ples reproduzirem o comportamento termodinamico esperado dos sistemas 3d. E
claro que a existéncia de sistemas reais que podem, pelo menos a principio, ser de-
scritos por modelos 1d ou 2d também justificam o estudo destes modelos. De fato,
recentemente os nanotubos e nanofios de carbono tem atraido a atencao por suas
notaveis propriedades eletronicas, térmicas e mecanicas. Existem na literatura tra-
balhos experimentais e de dindmica molecular [7, 8] que indicam que este materiais

possuem condutividade anomala.

1.2 Teoria Cinética

As primeiras analises feitas com o objetivo de calcular a condutividade térmica, ou
pelo menos obter o seu comportamento como uma funcao da temperatura, para
modelos realisticos foram baseadas na teoria cinética e remetem aos trabalhos de
Clausius, Maxwell e Boltzmann. Clausius e Maxwell usaram o conceito de “livre
caminho médio”: i.e. a distancia média que uma particula (d&tomo ou molécula)
viaja entre as colisoes em um gas com uma densidade de particula p . Considerando
um gas com um gradiente de temperatura na direcao z e assumindo que o gas esta
(aproximadamente) em equilibrio térmico local com densidade p e temperatura T'(z).
Vamos considerar que as particulas vindas da posi¢ao x contribuem com uma energia
u(x) o< T'(x). Portanto o fluxo de calor serd dado pelo o nimero de particulas por
volume, vezes sua velocidade, vezes a energia que ele carrega. Para estimar essa

quantidade temos de realizar a média deste produto sobre todos os pontos onde a



Capitulo 1. Introducao 6

ultima colisao pode ter ocorrido. Assumindo que a tultima colisdo ocorreu a uma
distancia A = v7 do ponto zy em uma dire¢ao que faz um angulo 6 com o eixo x

(veja a fig. (1.1)) temos
J = (vcosOC, (T (zg — Acosh))), (1.3)

onde C, é a capacidade térmica por volume. Em primeira ordem do gradiente de

temperatura temos

1 %, 1 0
J==3uACoo(T) = J = —g\/ﬂcva—x(T) (1.4)

onde estamos considerando que v & V7.

Figura 1.1: Propagacao do calor por particulas na presenga de um perfil de temper-
atura uniforme na direcao x. O fluxo de calor na posicao xg é devido a particulas
que tiveram a sua tultima colisao no ponto P a uma distancia A cos# na direcao do
gradiente de temperatura.

1.3 Condugao de Calor em Cristais (eletricamente
isolantes)

O fluxo de calor em sélidos eletricamente condutores é devido quase que exclusi-
vamente aos elétrons. Neste caso pode-se adaptar a teoria cinética descrita acima
[9]. Porém, para sélidos eletricamente isolantes o calor é transmitido através de vi-

bracoes da rede cristalina. Para usar os conceitos da teoria cinética é ttil imaginar
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o so6lido como um gés de fonons capaz de transmitir e armazenar energia. Debye
formulou um tipo de teoria cinética para os fonons para descrever a condutividade
térmica. Assumindo que um pequeno gradiente de temperatura é imposto ao sis-
tema e que a colisao entre os fonons mantém o equilibrio térmico local e repetindo
os mesmos argumentos da se¢ao anterior chegamos a uma condutividade térmica
x Cyv*r onde C, é o calor especifico dos fonons, v a velocidade média e 7 é o
tempo médio entre colisoes. Para calcular a dependéncia da condutividade térmica
com a temperatura é necessario uma teoria mais refinada, que foi feita por Peierls
[10] através de uma equagdo de Boltzmann para fonons. A grosso modo podemos
sintetizar a teoria de Peirls da seguinte forma: Em um cristal puramente harmoénico
os estados dos fonons sao estados estacionarios, portanto nao existem maneiras de
espalhar estes fonons e a condutividade térmica é infinita. Porém os estados esta-
cionarios do cristal harmonico sao apenas uma aproximacao para os do sistema com
um potencial anarmoénico. Esse efeito da nao harmonicidade produz transi¢oes en-
tre os auto estados do cristal harmonico. Esses processos de criacao e destruicao
de fonons podem ser divididos em processos Normais (aqueles que o momento dos
fonons s@o conservados) e processos “Umklapp” (aqueles em que os momentos inici-
ais e finais diferem por um vetor da rede reciproca). Observa-se que na auséncia dos
processos “Umklapp”o livre caminho médio é infinito e portanto a condutividade
térmica é também infinita. A existéncia ou nao do processo “Umklap”’depende da
temperatura do sistema. A teoria de Peierls descreve corretamente a dependéncia

da condutividade térmica com a temperatura.

1.4 Mecanica Estatistica: tratamento rigoroso

Para um tratamento rigoroso deste problema temos de formula-lo de um ponto de
vista matematico. Uma maneira natural de realizar esse feito é adaptar o formalismo
da mecanica estatistica para este caso. Para isso vamos supor que o sistema é
descrito pela posicao ) e o momento P de um nimero grande de particulas, onde

Q= (q,...,av) € AN A CR'e P = (p,--,py) € R™. A dindmica no
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volume é descrita pelo Hamiltoniano H(Q, P) e o estado do sistema é uma medida de
probabilidade (@, P) no espago de fase. Como na mecanica estatistica de equilibrio
o valor de um observével f(Q, P) é dado pelo valor esperado de f com respeito a
medida .

Se queremos uma descrigao matematica para condutividade térmica em cristais
temos de especificar o Hamiltoniano do sistema ou uma versao simplificada capaz
de reproduzir o comportamento esperado. Um cristal é caracterizado pelo fato de
que todos os seus atomos oscilam proximos de uma posigao de equilibrio, que pode
ser pensada como pontos de uma rede regular em Z?. Seja A € Z¢ um conjunto
finito de cardinalidade NN, cada atomo ¢ identificado pela sua posicao x; = 7 + ¢;
onde i € A é a sua posicao de equilibrio, e ¢; € R? é o deslocamento desta posicao
de equilibrio. Vamos chamar de p; o seu momento e m a sua massa. Uma descrigao
razoavel para as forcas interatomicas é assumir que os atomos interagem apenas com
os primeiros vizinhos através de um potencial que depende da distancia entre eles.

Ou seja, Hamiltonianos da forma geral dado por

2
HPP.Q) =Y 25+ Y Vig—a)+Y Ula). (1)
ieA li—j|=1 i

A adicao do termo U;(g;) tem justificativas fisicas que iremos comentar mais tarde.
Para produzir um fluxo de calor estacionéario no sistema, ele deve ser acoplado

a banhos térmicos de diferentes temperaturas. Existem varias maneiras de modelar
a acao destes reservatoérios. Obviamente é de se esperar que todas estas formas
produzam o mesmo efeito longe da fronteira do sistema, porém isso nao foi provado.
Uma maneira usual de modelar a agao dos reservatérios térmicos é usar reser-
vatérios de Langevin que atuam nos atomos da fronteira do cristal. O modelo que
temos em mente é o de uma barra em contato com banhos térmicos nas suas ex-
tremidades. As particulas da extremidade da esquerda estao a temperatura Ty e as
da direita Tp. Para estas particulas as equacoes Hamiltonianas de movimento sao

modificadas com a adi¢ao de um processo de Ornstein-Uhlenbeck [11]

mzpz = _VH(p7 q) - gapa/m + anToana (t)v (16)



Capitulo 1. Introducao 9

onde o € {F, D} sdo indices dos reservatorios, &, ¢ a intensidade de acoplamento
com o reservatério de temperatura T, e 7,(t) é um ruido branco de covariancia
(Na(t)ns(s)) = dapd(t — s). Os coeficientes do termo de dissipacao e do termo de
ruido sao escolhidos para que a dinamica obedega a equacao de balanco detalhado.
Essa condigao em particular implica que para o sistema acoplado com reservatorios
4 mesma temperatura, entao a medida de Gibbs Z ! exp(—H(Q, P)/T) é um estado

estaciondrio do sistema.

1.5 Alguns Trabalhos Importantes

Nessa se¢ao vamos descrever rapidamente os resultados dos trabalhos mais relevantes
sobre o tema, para podermos avaliar o atual estado de conhecimento do assunto.
Frisamos que a grande maioria dos resultados sao obtidos por meio de simulagoes.

Uma revisao dos problemas e dos poucos resultados rigorosos conhecidos rela-
cionados a lei de Fourier sao apresentados em [12, 13]. No primeiro trabalho é
apresentada uma visao geral do estado atual do nosso conhecimento (ou como pre-
fere o autor, do estado atual da nossa ignorancia) sobre a derivagao da lei de Fourier.
No segundo trabalho é considerado o transporte estacionario de energia em cristais
tratando modelos matematicos simples que consistem de osciladores acoplados em
uma rede.

Grande parte dos trabalhos encontrados na literatura relacionados ao trans-
porte de energia em sélidos tratam do estudo de uma cadeia de N atomos acoplados a
banhos térmicos. Estes sistemas podem ser descritos por Hamiltonianos da seguinte

forma geral
N

2 N
_ P; (1) 1 (2)
H=Y 2 D45 U (@ — ), 1.
2 o + U (x;) + 5 2 U (x; — xp) (1.7)

o potencial U® descreve a interacao entre as particulas, e na auséncia do potencial
UM temos que 0 momento se conserva.

Na classe de modelos onde U™ = 0, um exemplo bastante comum na literatura
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¢ o dado pelo potencial de Lennard-Jones

o = [(2)" -2 (3]

Esse modelo foi estudado em [14] onde foi calculada a fungao de autocorrelacao
de equilibrio para o fluxo de calor (férmula de Green-Kubo) para uma cadeia de
200 particulas interagindo com o potencial de Lennard-Jones. Foi observada uma
convergéncia lenta para zero, o que indica uma divergéncia da condutividade térmica.

Outro exemplo bastante comum ¢ o potencial de Fermi-Pasta-Ulam (FPU)

U?(z) = %(2 —a)*+ %(2 —a)® + %(z —a)’.

Este modelo é bastante usado computacionalmente. Dois casos particulares apare-
cem freqilentemente e por razoes histéricas sao conhecidos como FPU-a (quando
gs = 0), e FPU-$ (quando g3 = 0).

Este modelo surgiu na literatura no famoso trabalho de Fermi-Pasta-Ulam
[15] entitulado “Estudos de problemas nao lineares 1”. Nas referéncias [16, 17,
18] é apresentada uma revisao sobre esse modelo com seus principais resultados e
caracteristicas. A primeira intencao de Fermi, Pasta e Ulam ao propor este modelo
era testar como um conjunto de osciladores nao lineares acoplados se aproximavam
do equilibrio (equiparti¢do), e como ja havia sido notado por Fermi este problema
possui uma conexao com o problema da transmissao de energia vibracional. De fato,
em 1914 Debye ja havia proposto que a nao linearidade nas forcas interatomicas era
necessaria para a validade da lei de Fourier. Apesar das simplificacées, o modelo
FPU possui essa nao linearidade como ingrediente bésico, e poderia ser possivel
verificar a lei de Fourier para um caso concreto.

Ao contrario das expectativas, as simulagoes do modelo FPU revelaram um
fato surpreendente que pelo menos para alguns casos (para alguns conjuntos de
condigoes iniciais) a evolu¢ao do modelo FPU néo exibe equipartigao de energia entre
os modos normais. Ou seja, apesar deste modelo possuir interagao entre todos os
modos, que a principio deveria ser capaz de distribuir a energia entre eles, apresenta
a localizacao da energia em apenas alguns modos. Se interpretarmos esse fato usando

a teoria de Debye para a conducao irfamos obter um condutividade térmica infinita.
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Modelo Referéncia o (NEMD)
FPU-3 [20] 0.37
FPU-a 13 < 0.44

[13]
Toda diatomica r = 2 [13] 0.35 — 037
Toda diatomica r =8 [13] 0.44

Tabela 1.1: Valor estimado do expoente o da divergéncia da condutividade térmica
com o tamanho N do sistema obtidos por dinamica molecular de nao-equilibrio
(NEMD).

Alguns anos mais tarde apareceram os primeiros estudos sistematicos da de-
pendéncia da condutividade térmica com o tamanho do sistema. Uma série de
simulagoes fora do equilibrio foram realizadas para a cadeia FPU [19, 20]. O resul-
tado destes estudos numéricos é que a condutividade térmica para o modelo FPU
diverge com a seguinte lei

K(N) ox N® (1.8)
onde o expoente « para o modelo FPU e para outros modelos estao na tabela (1.1)
Nessa classe de modelos também esta a chamada rede de Toda onde

U@ (z) = % lexp(—bz) — bz — 1].

Este potencial consiste de uma interacao exponencial repulsiva entre primeiros vizin-
hos de alcance b~! e uma atracao linear de intensidade a. Uma variacao desse modelo
¢ a sua versao diatomica, quando as massas m; sao uma seqiiéncia alternada, com a
razdo entre as massas dada pelo parametro r. Na tabela (1.1) apresentamos o valor
do expoente a para este modelo.

O modelo do rotor é um dos modelos mais simples com interagao de primeiros
vizinhos que pode possuir condutividade térmica normal. Este modelo é descrito
pelo potencial

U =1 — cos(z). (1.9)

Podemos interpretar esse modelo como uma cadeia de N péndulos acoplados, onde
pi’s e ¢;’s representam varidveis angulares. Um sistema fisico que pode ser descrito

por este modelo é uma macromolécula linear que pode sofrer tor¢ao. Ao contrario das
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expectativas esse modelo exibe uma condutividade térmica normal [13, 21, 22, 23]
para alguns parametros do sistema. Na figura (1.2) mostramos o resultado obtido
em [23] onde podemos ver a convergéncia de k(/N) para um valor finito no limite de
N — oo. Esse é o primeiro sistema sem a presenca de um potencial externo local

que exibe uma condutividade térmica finita. Voltaremos a tratar este modelo com

mais detalhes no capitulo (5).

il P O 3--
6 _:__0",‘,/
6 /
v [ 4
4 il
2k
0 . | | l
0 500 350

N

Figura 1.2: Condutividade térmica x em funcao do comprimento da cadeia N
obtida por meios de dinamica molecular. Circulos corresponde ao modelo do rotor
com temperaturas T, = 0.55 e Ty = 0.35; triangulos corresponde ao potencial duplo

pogo com temperaturas 7 = 0.06 e T = 0.04.

Outra classe de modelos bastante comum na literatura é a representada pelo
Hamiltoniano onde esté presente um potencial local UV = 0, que para sistemas uni-
dimensionais e bidimensisonais podemos interpretar como a acao de um substrato.
A presenca deste potencial local quebra a invariancia translacional e o momento

deixa de ser uma constante de movimento.

Nesta classe de modelos estao os chamados modelos “ding-a-ling”que foram
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introduzidos como “Toy model’s”para o estudo do plasma 1D. Uma versao modi-
ficada deste modelo foi introduzida por [24], onde os osciladores harmoénicos eram
intercalados por particulas livres que tinham a tnica restricao e ficar entre dois os-
ciladores adjacentes. Estes modelos podem ser representados simbolicamentes pelo

Hamiltoniano

N
1
H = 3 E [p? + wiq] + “potencial de esfera dura”.
!

A validade da lei de Fourier foi estabelecida para este modelo com uma série de
simulagoes de nao equilibrio, onde as particulas livres das extremidades foram colo-
cadas em contato com banhos térmicos de Maxwell. O fluxo médio J foi calculado
somando a variacao de energia trocada com um dos reservatorios para todas as
colisoes durante o tempo de simulacao.

Uma subclasse bastante comum sao aquelas em que o potencial entre as

particulas é harmonico i.e
N 0 1
H= E 24U —C — a2l .
[ T (@) + 5 (@41 — @) ]

Estes modelos sao usualmente conhecidos como rede de Klein-Gordon. Para o caso

2
U(z) = —Upcos (%x) :

este modelo é conhecido como FK (Frenkel-Kontorova) e pode ser interpretado como

do potencial

uma cadeia de particulas ligadas por molas harmonicas submetidas a campo externo
periddico. Este modelo foi introduzido por Ya Frenkel e T. Kontorova em 1939,
que sugeriam o uso deste modelo para descrever, de uma forma mais simples, a
estrutura e a dinamica de uma rede cristalina nas proximidades de um centro de
deslocamento. Desde entao tem sido amplamente usado para modelar fendmenos
na fisica do estado sélido. O artigo [25] traz uma revisao sobre o modelo FK.
A existéncia de uma condutividade térmica finita para este modelo foi mostrada
em [26, 27]. No artigo [28] foi feito um estudo da dependéncia da condutividade

térmica com a variacao da temperatura e dos demais parametros do sistema. Os
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autores alegam que dependendo da regiao de parametros o sistema pode exibir tanto
condutividade normal como anomala.

Ainda na classe de modelos com potencial local estd o modelo ¢* dado por

b
U@ (z) = ga:Q + Z:c‘l.

Este modelo é estudado nas referéncias [29, 28] e parece apresentar uma condu-
tividade térmica finita para alguma faixa de parametros. Além de varios estudos
numéricos existem alguns estudos analiticos sobre o modelo ¢*, que iremos comentar
com mais detalhes no capitulo 4.

Todos estes modelos ja foram exaustivamente estudados na literatura por
meios de simulacoes, mas ainda nao se sabe quais sao as hipdteses necessérias
que levam a lei de Fourier. Na maioria dos trabalhos numéricos os reservatérios
sao modelados através de forcas deterministicas nao Hamiltonianas. Estes modelos
sao chamados de termostatos. Um termostato bastante usado em simulacoes é o
chamado termostato de Nosé-Hoover. Impondo este termostato a pequenas partes
do sistema, por exemplo em uma cadeia unidimensional a esquerda e a direita Ay e

AR, as equacoes de movimento das particulas nesta regiao sao dadas por:

0OH
mg; = ——— — VLg; 1.10
q s Lq ( )

0H
mg; = — — VRG;, 1.11
q 04, R4 ( )
onde as variaveis vy e vg modelam a acao do termostato e obedecem as seguintes

equacoes
1 1 p?
Ve = — | — — -1, 1.12
Y 62 (Ta “— 2m ) ( )
1€A

onde a € {L, R}, © é interpretado como o tempo de resposta do reservatorio e T,
é a temperatura do a-ésimo reservatorio.

Como vimos existem disparidades entre os trabalhos encontrados na literatura.
Alguns trabalhos defendem a hipdtese de que a anarmonicidade local é suficiente
para garantir a lei de Fourier [29, 26]. Por outro lado uma andlise perturbativa

em [30] mostra, para um sistema anarmonico, que o fluxo de calor ndo depende do
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tamanho do sistema. Outros trabalhos [28, 31] defendem que a nao harmonicidade
é insuficiente para garantir a lei de Fourier.

Existem trabalhos[32, 33] que defendem hipdtese de que para quaisquer sis-
temas unidimensionais com conservacao de momento a condutividade térmica é
anomala. Por outro lado o modelo do rotor apresenta condutividade térmica nor-
mal.

Alguns trabalhos indicam que o caos é o mecanismo béasico para existéncia de
uma condutividade térmica normal [24, 34], porém alguns trabalhos mais recentes
[35, 36, 37] indicam que o papel do caos (expoente de Lyapunov positivo) ainda nao
esta claro.

Um dos primeiros trabalhos dedicado ao assunto, e um dos poucos com re-
sultados rigorosos, é o artigo [38], publicado em 1967, onde foram estudadas as
propriedades de um cristal harmonico em contato com banhos térmicos nas extrem-
idades. O Hamiltoniano de um cristal harmonico contendo N particulas pode ser
escrito como

N |
H=3 pi+5 ) oyr; N =sN (1.13)
i=1 ij=1
onde z; para i = 1... N sao as coordenadas cartesianas das particulas e p; sao os
momentos conjugados com x;.

Para descrever a interacao com os reservatorios é usado um formalismo geral
desenvolvido nos trabalhos [39, 40] que descreve a evolugao temporal de um “en-
semble”de Gibbs representando um sistema em contato com um ou mais banhos
térmicos, onde os reservatorios sao constituidos de um ntmero infinito de compo-
nentes idénticos e nao interagentes, e cada um interage com o sistema no maximo
uma vez. Esta interacao ¢ impulsiva e assume-se que antes da interacao os com-
ponentes de cada reservatério tém uma distribuicao de equilibrio, com temperatura
especificas.

Para o caso do cristal harmoénico unidimensional (cadeia de pistons) com in-
teracao de primeiros vizinhos, onde o contato com o banho acontece para o primeiro

e o ultimo piston, a distribuicao estacionaria é calculada explicitamente, e as pro-
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priedades do estado estacionario, i.e o perfil de temperatura e o fluxo de calor sao
estudados, mostrando que o perfil de temperatura do sistema nao ¢é linear (veja
fig.(1.3)), e que o fluxo de calor no sistema é proporcional a diferenca de temper-
atura e nao ao gradiente de temperatura. No capitulo 2 voltaremos a tratar deste

modelo com mais detalhes.

-

-

-
Z

Figura 1.3: Perfil da temperatura para a cadeia harmonica em contato com reser-
vatorios térmicos de temperatura 77 e Ty

O modelo harmoénico com massas diferentes foi estudado em [41, 42, 43], nas
seguintes situacoes: cadeias harmonicas com massas alternadas, com massas escol-
hidas aleatoriamente, e cadeias alternadas de massas diferentes. Em todos os casos
acima as diferentes distribui¢oes de massa sao insuficientes para garantir a lei de
Fourier.

O modelo denominado de cristal harmonico com reservatérios auto consis-
tentes foi introduzido na literatura em [44], onde foi postulado que reservatérios
térmicos independentes interagem com os atomos de uma cadeia harmonica como
substitutos para as forcas nao harmonicas reais. A temperatura de cada reservatério
¢ determinada com a condigao de que o sistema nao troque energia com os reser-

vatorios interiores. Através de argumentos nao rigorosos a lei de Fourier é verificada
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para este sistema.

Recentemente o cristal harmonico auto-consistente foi tratado de forma rigo-
rosa [45] por um dos autores que resolveu o cristal harmonico 40 anos atras. Neste
trabalho sao usados reservatorios de Langevin para modelar o acoplamento com
os banhos térmicos, i.e., as equacoes Hamiltonianas de movimento das particulas
em contato com os reservatorios sao modificadas pela adicao de um processo de
Ornstein-Uhlenbeck

M = 90— (i IT), (1.14)
q;
onde (; ¢ intensidade do acoplamento com o reservatorio, T; é a temperatura; 7; é
um ruido branco.

Estas equacoes diferenciais estocésticas podem ser escritas na forma matricial

como

X =—Ax+on, (1.15)

onde x = (g, p) é um vetor no espago de fase, os 7; sdo ruidos brancos independentes,

A e 0 sao as matrizes 2N x 2N dadas por

A:((%‘F]> e “:(8\/2()F—T> (1.16)

Aqui [ ¢ a matriz identidade N x N, I';; = 0;;¢, 7;; = 0;;1;, ¢ é uma interacao entre
primeiros vizinhos.

Esse modelo difere do cristal harmonico pois nele as temperaturas dos banhos
térmicos das extremidades estao fixas em valores especificos 17, e Tk e as demais
temperaturas sao escolhidas auto-consistentemente de forma que o fluxo médio de
energia entre os reservatérios internos e o sistema seja nulo no estado estacionario.
Os reservatorios térmicos do interior podem ser interpretados fisicamente como graus
de liberdade do sistema.

Mostra-se que esta escolha determina unicamente as temperaturas do sistema
e que este sistema auto consistente possui um tnico estado estacionario. O fluxo
de calor obedece a lei de Fourier e o perfil de temperatura é linear. No capitulo 2

trataremos deste modelo com mais detalhes.
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Nao se conhece uma forma simples de encontrar as propriedades de um sistema
em um estado estacionario. Em particular uma lei fenomenoldgica simples como a
lei de Fourier ainda nao foi demonstrada rigorosamente a partir de um modelo
microscépico Hamiltoniano [12, 13]. O que torna a andlise de sistemas simples
descrevendo processos de nao-equilibrio um problema de interesse.

O restante dessa tese esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 trata-
mos o problema do cristal harmonico com reservatérios auto-consistentes. No capi-
tulo 3 apresentamos uma prova rigorosa para a validade dos cédlculos perturbativos
realizados no capitulo 2. No capitulo 4 realizamos uma anélise perturbativa para
um modelo anarmonico, no capitulo 5 estudamos o chamado modelo do rotor, e
finalmente no capitulo 6 apresentamos as conclusoes, perspectivas e algumas con-
sideragoes. Essa tese ainda tem varios apéndice, que tratam de algumas defini¢oes

e técnicas utilizadas.
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Cristal Harmonico

O primeiro modelo que vamos estudar é o cristal harmomico com reservatorios auto-
consistentes. Um caso especifico deste modelo foi tratado por [45] de forma rigorosa.
Escolhemos este modelo para iniciar nosso estudo, pois podemos comparar nosso
resultado com os resultados obtidos em [45]. Além disso podemos tomar o limite
dos acoplamentos com os banhos térmicos interiores indo a zero e comparar com 0s
resultados para o cristal harmonico com reservatérios apenas na extremidades, que

é um dos poucos modelos tratados rigorosamente na literatura [38].

2.1 Descricao do Modelo

Estamos interessados em analisar a dinamica estocastica de Langevin de um cristal
harmonico, isto é, queremos estudar um modelo de campo escalar na rede, com
variaveis de spin nao limitadas, em uma caixa A C Z?, acoplados a banhos térmicos
estocasticos em cada sitio (veja figura 2.1). Precisamente estamos considerando um

sistema de N osciladores com o Hamiltoniano
N o4 1 X
H(q,p) 225 [} + Mg t3 Z @145, (2.1)
=1 J#l=1
onde M > 0 e J;; é a interagao entre os sitios. Cada oscilador i serd acoplado

a um banho térmico de Langevin de temperatura 7; > 0 com uma constante de

acoplamento ( > 0. A evolucao temporal do sistema é dada pelas seguintes equacgoes

19
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diferenciais estocasticas:

dq]' = pjdt, jzl,...,N, (22)
OH

dp; = —o—dt—(pydi +45%dB;, j=1,....N,
4

onde Bj; sao processos de Wiener independentes, isto é, dB;/dt = n; sao ruidos

branco independentes de média nula, ou seja,

(n; (1)) =0,
(nj(t)mi(s)) = 6i0(t — s), (2.3)

¢ ¢ a constante de acoplamento com o banho térmico e v; = 2(7j, onde T} ¢ a

temperatura do j-ésimo banho térmico.

VARVARVAR VAR VAR Y AR

Figura 2.1: Representagao do cristal harmonico com reservatorios auto-consistentes

Observe que as equagoes (2.2) s@o as equagoes de Hamilton para a dinamica,
adicionadas de um termo de ruido e de uma dissipacao em cada sitio. Estes termos
modelam o contato com o banho térmico. Para o modelo auto consistente todos os
sitios estao acoplados a banhos térmicos, as temperaturas nas extremidades estao
fixas e os banhos térmicos interiores podem ser interpretados como graus de liberdade
extra do sistema.

Vamos reescrever as equagoes acima usando o vetor ¢ = (g,p) € R? para
designar um vetor no espago de fase. Dessa maneira podemos reescrever as equagoes

(2.2) como uma equacao matricial da forma

do B
pri Ao + on, (2.4)
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onde A = (A% + J) e o sdo as matrizes 2N x 2N dadas por

() (50) () ) e

I acima é a matriz unitaria N x N; J é uma matriz N X N que nos da a interacao
entre os sitios, e M é a matriz diagonal N x N das massas M = M¢;; (de fato
M nao é a massa de cada particula, mas sim o coeficiente do termo quadratico
do potencial local, estamos nos apropriando da terminologia usada em teorias de
campos), I',7 sdo matrices diagonais N x N: I';; = (0,1 , Ty = Tj6;. n sado ruidos
brancos independentes. Nesse problema tanto M quanto ¢ sao os mesmos para todos
os sitios.

A eq. (2.4) define um processo de Ornstein-Uhlenbeck que pode ser resolvido:

multiplicando a direita os dois lados da eq.(2.4) por et passamos a ter
eMdp = —eM Apdt + eModB. (2.6)

Usando a férmula integral de It6 [46] para obtermos uma expressao para d(e?!¢)
temos

d(eMp) = AeMpdt + eMdo. (2.7)

usando a eq.(2.6) para substituirmos o termo d¢ na equagao acima obtemos
d(e™¢) = e*odB.

Integrando temos para a solucao do processo de Ornstein-Uhlenbeck a seguinte

equacao integral estocastica

B(t) = e Mp(0) + /Ot e =9454B, (2.8)

onde ¢(0) sdo as condigoes iniciais. Este é um processo Gaussiano determinado
unicamente por sua média e covariancia. Assumindo que ¢(0) é distribuido de
acordo com uma medida Gaussiana de média ¢y e covariancia Cj, temos que a

média evolui como

(@(1)) = o (2.9)
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Por simplicidade posteriormente faremos ¢(0) = 0. Para obtermos a covariancia

temos de calcular {(¢(¢')¢(t)"). Usando a eq.(2.8) temos

< > < 4t 6(0)6(0) Te ATt+f e A=) 5dB,¢(0)Te —ATEy
+ fo e-At’qa(o)dBje—AT(t—S) + [y fo e A=) 5dB,dB] oe” <t—5’>>. (2.10)

Usando a propriedade (D.5) da integral de It6 e a propriedade (2.3) do ruido branco

temos
tl
(p(t)op(t)") = oA Cpe A +/ e AU =)g2e= A 9)qs para t’ <t (2.11)
0

—A(t'—t)

Colocando e em evidéncia e fazendo uma mudanca de variavel podemos es-

crever esta covariancia na forma

_(t—s)AC ’ t > :
o) =0t ={ & et 4 212
onde .
C’(t,t):/ dsesAg2e5A" (2.13)
0

Estamos interessados em estudar as propriedades do estado estacionério, isto é, o
comportamento do sistema no limite ¢ — oo. Em [47] mostra-se que para matrizes A

onde a parte real dos autovalores é positiva, a tinica solucdo da equacdo AC+CAT =

o
_ AT
C’:/ dse A5g%e 4 5
0

Podemos mostrar este fato definindo C' = lim;_,, C(t, t); portanto

o2 é a covariancia

t

AC+CAT = lim (Ae 4% 4" 4 e 54024 ) AT ds
— 00 0
td T
= lim [ — (—e*ASJZe*A S) ds = o°. (2.14)
t—o00 0 dS

A solucao da equacao AC+CAT = o2 nos d4 a covariancia da distribuicao Gaussiana
no estado estacionario. Com ela podemos calcular as grandezas de interesse do

problema como o fluxo de calor e o perfil de temperatura.
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Outra forma de encontrar a distribuigdo estacionaria é usar a equagao de

Fokker-Planck [48, 49|

mw,

Z 5, AusBiti(9, ) Z 5 @a goan(en),  (215)

onde (¢, t) é a densidade de probabilidade do sistema estar na configuracao ¢ no

tempo t. Sabemos que no estado estacionério

Opts
ot

=0, (2.16)

onde o us € a densidade de probabilidade no estado estacionario. Supondo uma

solucao Gaussiana de coavariancia C'

fbs OC €XP [—— _1)i,j¢i¢j:| ; (2.17)

2<O

e substituindo esta solu¢do na equagao (2.15) vamos obter a novamente a equagao
AC+CAT = o? (2.18)

Porém esta equacao, apesar de parecer simples, é dificil de ser resolvida. Na re-
feréncia [38] esta equagdo ¢é resolvida para a cadeia unidimensional de osciladores
harmonicos em contato com banhos térmicos nas extremidades. Para este sistema

as matrizes A e o sdao dadas por

A= ( ng ;f{z ) 0= ( 8 \/QAka(zR+nS) > ! (2.19)

onde T = (T +T-)/2,n = (Ty —T_)/2 é a diferenca de temperatura rescalada, G,

R e S sao matrizes N x N definidas como

Gij = 2045 — 0i+1,5 — i j1
R = 0;;(6i1 + 0in)

A solucao deste problema esta baseada na solucao da equagao (2.18).
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Para resolver este problema vamos reescrever a matriz C' em blocos N x N

C:(ZUT 5) (2.21)

Quando os banhos térmicos estao a mesma temperatura vemos facilmente que

kT
U .=-2G, Vo=kTI, Z.=0. (2.22)

w2
Essa solucao coincide com a distribuicao de equilibrio de Boltzmann.
A solucao para o estado estacionario fora do equilibrio pode ser encontrada no
apéndice F e nas referéncias [38, 13]. O procedimento é relativamente simples mas
bastante trabalhoso. O perfil de temperatura encontrado para este sistema é dado
por
T. — vnTo(1),
T - (2 —1)]

T[1+nve(2(N —i) —1)]
T +vnTe(1)

T(i) =T +nVy) = (2.23)

onde ¢ é dado pela equacdo (F.11). Este perfil de temperatura, como ja foi dito, é
praticamente constante no interior do sistema, onde portanto nao existe um gradi-
ente de temperatura . O fluxo de calor local médio no estado estacionario é dado
por

- WkT,

T”gb(l), (2.24)

N w? w | w? 41
202 AV 4)2

Em [45] essa equagao é resolvida para o chamado cristal harmonico auto con-

e no limite de N — oo temos

- kabT
7= o

(T, — T.) (2.25)

sistente. Como ja foi dito este modelo é descrito por

0 —1I 0 0
A_(CD r) ¢ “‘(0 \/ﬁ) (2.26)
Aqui [ é a matriz identidade N x N, I';; = 6;;¢, 7T;; = 9;;1;, ® é uma interacao

entre primeiros vizinhos. O procedimento para a solucao desta equacao para este
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sistema auto-consistente é bastante similar ao anterior, porém como agora temos
reservatorios em todos os sitios nao podemos nos aproveitar de algumas propriedades
matriciais que facilitavam a solucao anterior. Neste caso a solugao esta baseada na
diagonalizacao do Laplaciano discreto. A solucao final para cada bloco B da matriz

covariancia esta apresentada abaixo

N
=Y BT, (2.27)
r=1
onde
Z FuFyf P (cy, c) Fo By, (2.28)

k=1

onde F' é a matriz ortogonal

2 mik
Fyo =1/ 2.2
NN <N+1> (229)

onde ¢ = cos ( “jf ) e as funcoes fB) para diferentes escolhas de B sdo dadas por
A2l
) —
(z —y)?
F@y) =1- 22
(®3) G(z,y)
A y—=x
(2) - J = 2.30

onde G(z,y) = (x—y)2+$—z(yz+2—x—y). Como pode ser visto é bastante dificil exe-
cutar cdlculos com essa covariancia. De fato, o que é feito na referéncia [45] é provar
que a condi¢ao de auto consisténcia unicamente determina as temperaturas dos ban-
hos térmicos interiores e que este sistema possui um tinico estado estacionario. Para
o sistema infinito este estado estacionario ¢ um estado de equilibrio térmico local.
Gostarfamos de enfatizar o fato de que em ambos os trabalhos a solucao do
problema depende da solucao da equacio AC + CAT = o2, que s6 é possivel para
interagdes simples (primeiros vizinhos, homogénea no espago). Além disso, este é
um problema linear, portanto nao é possivel fazer uma extensao direta para um

problema anarmonico.
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A nossa abordagem para este problema consiste na construcao de uma féormula
integral que possa ser aplicada para interacoes mais gerais entre os sitios e que possa
ser estendido para sistemas com um potencial anarmonico local.

Para construirmos este formalismo vamos comecar estudando o problema mais

simples descrito pela equagao

do
= _AY 2.31
7 ¢ + o, (2.31)

onde A° é dado pela eq.(2.5). O objetivo é incluirmos a interagao entre os sitios
mais tarde em um segundo passo.
A covariancia para este problema é dada pela eq. (2.12) portanto precisamos

~ _ A0 , A~ .
de uma expressio para e”4¢ que estd apresentada no apéndice C

exp (—tA%) = ¢35 cosh(tp) {1+ @ ( _%\4 _I% )} (2.32)

Uma expressao similar é obtida para exp(—tAOT), onde (/2, e M sado as matrizes
diagonais N x N dadas por ((/2)] e MI, sendo I a matriz identidade N x N;
p=((¢/2)* - M)1/2, assumindo que (¢/2)> > M > 0. Quando (¢/2)? < M vamos
passar a ter cos no lugar de cosh e tan no lugar da tanh.

Para obtermos C(t, s) temos que calcular C(s, s), dada por
t
C(s,s) = / ds'e™* 40ye™' 40 (2.33)
0
Usando a equagao (2.30) temos a seguinte expressao

_ _ 0 0 0 ¥ —Qv
eSAOeSAI——QQ{( )—Fbs( B )+b2< ? )} 2.34
¥ s 0 ~y ~ _C,y s _%,7 227 ( )

onde

as = exp(—s(/2)cosh(sp), (2.35)
bs = %tanh(sp). (2.36)

Calculando as integrais obtemos a seguinte expressao para a covariancia

L _ e i 1 e ¢ 3
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onde
1
hi(t) = EYERN] {C cosh(2tp) + 2psenh(2tp)}
1 ¢ 1
ho(t) = o% + 57 cosh(2tp) — %senh(%p)
1
hs(t) = 7 cosh(2tp) (2.38)

Estamos interessados no estado estacionario do sistema, portanto queremos
estudar o limite de t — oo.

No modelo mais simples que estamos estudando, J = 0, cada sitio esta isolado
dos demais e em contato com o seu préprio banho térmico. Conseqiientemente no
limite de ¢t — oo cada sitio vai para a temperatura de equilibrio do seu banho

térmico, e o estado é Gaussiano com covariancia dada por
o 0 ol
C= / ds eV gle A (2.39)
0
Como foi dito anteriormente esta covariancia C' é a Unica solucao da equagao
T
AC + CAY =02, (2.40)

Resolvendo esta equagao temos

C:<% 3) (2.41)

onde 7" é uma matriz diagonal com elementos 7;d;;, ou seja, para cada sitio temos
uma medida de Gibbs na temperatura 7T; como o esperado. Observe que essa co-
variancia é a mesma que obtemos se tomarmos o limite de ¢ — oo na equacao

(2.35).

2.2 Fluxo de Calor

A grandeza de interesse neste problema é o fluxo de energia. Vamos obter uma
expressao para o fluxo de energia considerando um Hamiltoniano mais geral da
forma

N

H(g,p) = Gp? +UD(gy) + > U (g, - %)) : (2.42)

Jj=1 k#j
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Para o cristal harménico temos que UM (g;) sdo os termos locais e U® (q; — qi) =

%Jlk(qj — qk)2. As equagoes da dinamica que estamos considerando sao dadas por

dg; = pjdt, j=1,...,N, (2.43)
_ OH 1/2
dp; = —a—dt—C pjdt +~,""dB;, j=1,...,N.
4q;

Para obtermos uma expressao para o fluxo de energia vamos comegar definindo

a energia local de cada oscilador dada por

L
Hi(q,p) = 50f+U%(g) ZU )
l#J
1
= P+ UM () ZU ) ZU() = q)- (2.44)
l>] l<]

O fator meio aparece pois a interacao é entre pares. Os termos de fronteira i = 1, N
sao definidos de forma similar, porém sem o fator 1/2 para as interagoes com gy = 0
e com qny1 = 0. Com essa definicao para a energia local temos que H = Zjvzl H

Para obtermos uma expressao para o fluxo de calor devemos obter uma expressao

para a variacao da energia local

dHj(¢,p) ~  dp; O Wy 4 |
S O DUCY

> %5% (Z(U@)(qy‘ —q)+ > UP(q - Qj))> 361? (2.45)

k j<l j>1
Na equagao acima usamos a formula de It6. Usando que dgy/dt = py e reescrevendo

a equacao acima em uma forma mais compacta temos

de o dpz (1)

+5 Z VU (g — q)(p: — m1)

>

- E @), _ . i

I<i

Pela eq. (2.41) temos

CiZZ = —Gpi— VU ( Z (ZU G — Gk +ZU() Q@ — g )) +71/277@(t)-

J k>j I<j
(2.47)
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Calculando as derivadas e reescrevendo de forma mais compacta temos

dp;

o = = VU () +

< > VU g — ——ZVU

k>1 1<t

1
—5 2 VU (e~ ) Z VU (g; — g ) + 7 Pni(t). (2.48)

1<i _]>l

Simplificando a equagao acima e substituindo na expressao para dH;/dt temos

dH;
<dt> = <—Ciplz+pi%l/277i>+

2 (pi + p)
N <ZVU()(%—%)T>

k>i

n <Z vU® —(pl J;pl)> n % (2.49)

I<i

Vamos calcular <pl-’yi1 / 277i>. Sabemos da equacgao (2.8) que p; é dado por

t
p(t) = [ o], + [ ds o1 (2.50)
0
de onde obtemos que
(Pon®) = (V0 [+ [ dsnt o (o)., )
t
= 0+ 2T, / dse™ (=) Anriig, (2.51)
0
onde usamos a propriedade (2.3). Usando que

t
/ dsé(t —s) =0,
0

obtemos a seguinte expressao para o fluxo de energia

(Za2) =) - (e - 7o), (2:52)
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onde (-) é a média com respeito a distribui¢ao do ruido e R;(t) é o fluxo de energia

do j-ésimo reservatorio para o j-ésimo sitio dado por

(R;(t)) = ¢ (T; — (p)) - (2.53)
O fluxo de energia dentro do sistema é dado por F;

pj+Dp
Fi< = ZVU@) ((Jj —q) — l;

. 2
[>j
Pt D
Fis = Y _VUP (g —q) 12 7 (2.54)
I<j

Em particular, se estivermos no estado estacionario, temos (dH,(t)/dt) = 0.
Estas expressoes serao usadas na segao (2.4) para estudarmos o fluxo de calor no

estado estacionario.

2.3 Formalismo integral

Nessa secao vamos obter um formalismo integral para tratar o problema com in-
teracao entre os sitios como uma correcao do problema mais simples onde J =0. A

equacao da dinamica para o processo sem interagao entre os sitios é
dp = —A’pdt + odB. (2.55)

Para esse processo ja encontramos uma expressao para a covariancia C(t, s). O que

queremos fazer é encontrar a distribuicao do processo mais complicado descrito por
dp = —A¢dt + odB, (2.56)

como uma correc¢ao a distribuigdo do processo mais simples (2.53).

Esse formalismo esta baseado no teorema de Girsanov [46], que nos dd uma
medida p para o processo (2.54), como uma corre¢ao da medida pe associada ao
processo com J = 0. Mais precisamente: para qualquer conjunto mensuravel A,
temos que p(A) = Ey(14)Z(t)), onde E; é a esperanca com respeito a medida yc e

14 é a funcao caracteristica e

Z(t) = exp </0tu-dB - %/Ot u2ds) : (2.57)



Capitulo 2. Cristal Harmoénico 31

onde
1/2 .
v Tup = —Tij0; j=1---N. (2.58)

O produto interno na expressao acima é em R*¥. Note que da expressao (2.5) e
da expressao acima, u; € diferente de zero apenas para ¢ > N. Daqui para frente
usaremos a seguinte convencao de indices: ¢ para indices no conjunto [N +1---2N],
J para indices em [1--- N| e k para indices [1---2N]

Agora vamos obter expressoes para Z(t). Primeiro devemos observar que
u;dB; = ’Y;lmui’y'l/dei = ”Yi_l’Yzl/Qui%l/dei- (2-59)
Substituindo na eq. (2.57) as eq. (2.56) e (2.53) temos
widB; = =7 Jijpiddi — v Tijdj A dudt, (2.60)

onde estamos assumindo a soma sobre os indices k, 7. O proximo passo é reescrever

o termo que contem d¢;. Para isso vamos definir

F, = Z%_lﬁbijz‘jﬁby (2.61)
Pela formula de Ito
or 0F; 1 0°F,
dFy = —dt + —=d — dordady. 2.62
T TR ISV P (262)
Obtemos
APy = ;' Tyides + v; ' ¢:Tizd; + 0. (2.63)

O termo de derivada segunda ¢ zero pois 9?/0¢;0¢y s6 possui termo de k # I,
portanto d¢idg; = 0. Logo

Vi Tijbides = dFy — v i T30 (2.64)

Da equagao (2.53) temos
dg; = —Ajdrdt, (2.65)

portanto

v '\ Tijides = dFy + ’Yi_lgsz'xz'jA?k(bkdt (2.66)



Capitulo 2. Cristal Harmoénico

Para o termo de 1 fo u?ds temos
1/2
w o= —(3 )

u? = Zuiuizzz%jj}y;ljﬂ@-
i i 4l

Portanto podemos escrever a seguinte expressao para Z (t)
Z(t) = exp(—Fi(o(t)) + F1(6(0)) — Wi — Wy + W5 — Wy)

onde

Wi =[5 Mon(on Tyl
W, = /ch () Tig5(s)ds
W3 = /Z@%_ljz‘jcbﬁjvd&

W, = / S 63T s

(i

32

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

Para facilitar a visualizacao vamos reescrever as equagoes acima usando novamente

a notacao g e p

t

Wy = /Zqu‘(S)’Yiljiij(5>d3
0 ij
t

Wy = /ZC’YflPi(S)Jijqj(S)dS
0 ij
t

Ws = /me_l«]z‘jpjds
0

Wy = /qu it T

9 04,4

2.4 A Lei de Fourier

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

Nesta secao vamos estudar o fluxo de calor no estado estacionédrio. Para isso temos

de analisar a funcao de correlagao de dois-pontos dada pela eq.(2.52). Para o fluxo
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de calor do sistema para os reservatérios precisamos de calcular (p?); para o fluxo
de calor no interior do sistema temos de calcular a correlagao de momento com a
posicao (p,q,). Vamos comegar calculando o fluxo de calor no interior do sistema.

As médias no estado estaciondrio serao obtidas como o limite

(Pugv) = Jim (qu(t)pu(1)) = lim / ¢u(t)po(1) Z (t)dpie /norm. (2.77)

O fator de normalizacao presente nesta expressao s6 e necessario no calculo perturba-
tivo, pois Ey(14Z(t)) é uma medida de probabilidade e nao precisa ser normalizada.
Para realizar as contas primeiro temos que notar que C(t, s), dado pelas equagoes

(2.12)-(2.13)(para t > s), pode ser escrito como
C(t,s) = exp(—(t — s)A°)C + O (exp[—(t + 5)(/2]) . (2.78)

E f4cil verificar este fato se olharmos para a equagao (2.35). Os efeitos do segundo
termo do lado direito desta equacgao desaparecem na formula para a correlacao no
limite ¢ — oc.

Vamos realizar uma analise perturbativa assumindo que o acoplamento J entre
os sitios é pequeno. Expandindo Z(t) no numerador e no denominador na expressao

da covariancia até ordem J temos

(Gudu(1 — Fi(t)) + F1(0) — Wy — Wo + W)

(Pu(t)qu(t)) = AR+ FA0) W= Wt Wy (2.79)
que pode ser reescrita como
<pu(t>qu(t)> = <puqu<1 - F1(¢(t)) + F1(¢<O)) - Wl - W2 - W3> X
X (1 — <F1(t) — Fl(()) + W1 + WQ — W3>)_1- (280)

Os termos Fi, Wy, Wy, W3 sao da ordem de J, que estamos considerando pequeno.

Usando que (1 —z)"' =1+ 2+ ---, obtemos até primeira ordem em J

(@-Opn@) = (@&Opmt)),, — (GO)Pn ) F1(1)),, + (@ E)pn(t); F1(0)+),, +
— A @Opm@); Wh) 0 — (@ O)pmn(); Wa) o + (@ (E)pm(); Wa) .
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onde g diz respeito a média com relagao ao problema mais simples sem interagao;
o simbolo < ;- > significa a fung¢do truncada, i.e., (AB;CDFG) = (ABCDFG) —

(AB) (CDFG). Vamos calcular cada um dos termos da equagao acima.

IZWAWMQ%WDZ<%ﬁmwﬁz[§:M¢@Wf%ﬂﬂﬁ%>- (2.81)

Para calcularmos estas médias usamos o teorema de Wick que se encontra no

apéndice (B) e obtemos

t
I = M/ Z Eri(t> S>Hm,j(t7 S)")/;ljl'j + Erj (t, S)Hmyi’}/;ljij, (282)
0 %
onde F e H sao os elementos da matriz de covariancia
caﬁy:[g g], (2.83)
com
T
E = e 509 (cosh((t —s)p) + gpsenh((t — s)p)> U (2.84)
_ _=S(t—s) T
F = e 2" ¥senh((t — s)p); (2.85)
_ —5(t—s) T
H = —e 2" ¥senh((t — s)p)— (2.86)
P
G = e 59 (cosh((t —s)p) — %senh((t - s)p)) T (2.87)

Substituindo as expressoes para E e H obtemos

tg(t-s)C
I=-— /0 (cosh((t — s)p) + isenh((t —s)p)senh((t — s)p)(JomrLr + JrmTm).

20pM 2p
(2.88)
Essa integral é facil de ser calculada e no limite ¢ — oo obtemos
JmT'TT J’I"me
[— _Jmrtr T . (2.89)

ACM

Passamos para o calculo do segundo termo

1T = (g, (t)pm(t); Wa),,, = <QT(t)pm<t>;/OtZC%‘1pi(3)Jiij(S)ds> - (2.90)

Ho
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Repetindo os mesmos passos anteriores obtemos a seguinte integral

1T = / (LT el (1 5)p) 22 (cosh?(1s)p— - gsenh((-5)p))))

p? 2M 4p?
(2.91)
e o resultado dessa integral no limite de t — oo é
Terr - Term
Il = . (2.92)

ACM

Para o terceiro termo temos

t
1] = <QT<t>pm(t);/ ZPi%lJz'jpde> ) (2.93)
0 %7

que ¢ dada pela integral

Tml]rm + TT’er
2Cp

que ¢ igual a zero.

/Oe_(t_s)g(senh((t—s)p) cosh((t—s)p)—;—psenh2((t—s)p)), (2.94)

Ainda temos de calcular o termo de fronteira que é dado por

_ Trjrm
ij

o termo F'(0) vai a zero no limite de ¢ — oco. Somando todos os termos obtemos

(0 0) = 55 (T = T). (2.96)

Vemos da expressao (2.52) e do resultado acima que ao considerarmos apenas termo
de primeira ordem em J na expansao de Z(t) serd obtido um fluxo de calor da ordem
de J2.

Para o cédlculo do fluxo de calor entre o reservatérios e os sitios temos de
considerar os termos O(J?) na expansao de Z(t). A partir de agora vamos voltar a
usar o vetor no espago de fase ¢ = (¢q,p). Sabemos da equagao (2.51) que o fluxo de
calor entre os reservatorios e os sitios é dado pela correlagao momento-momento

<¢ ¢ > _ f¢u¢u eXp(_F(t) + F(O) - Wa — Wb — Wc)d,uc
T Jexp(=F(t) + F(0) = Wa = Wy — We)dpe

(2.97)
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Expandindo o numerador e o denominador da expressao acima e considerando ape-

nas termos O(J?) obtemos

<¢u¢u>“ = <¢u¢u> - <¢u¢u7 Fl(t)> =+ <¢u¢u; Fl (O)> o <¢u¢u7 Wa> - <¢u¢u7 Wb>
F(6u0u WaTlh) + 5 (8060 W2) + 5 (0060 W) (2.98)

onde estamos usando a seguinte notagao:

W= [ 276,507 Al n(s)ds, (2.99)

0

m:/¢wm$W@@@m (2.100)
0

W—_/@‘ﬂw@M) (2.101)

Calculando cada termo separadamente obtemos

Guu Wl = 30 T [ [ s a((6u(01015)) (u(00300(5)) 001)60(5) +
o B 08y ) () +
0u0055(5)) (Du(0)00(5) (9i(5) 03 en(5)) +
- OuD0()) (0u(1)yn(8) ()00 () +
{06405 (90160 (B(5)61(") +
F0u06(9) a8} (D540(5)05 10 5 ). (2,102

Usando as expressoes para a covariancia (2.12) e fazendo as integrais obtemos

203 o 4g4T ACh

> Fuunds : L (2.103)

i

Para facilitar o célculo do termo (¢, (t)p.(t); W, W3) vamos dividi-lo em quatro
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partes A, B,C, D e usar as expressoes para AY obtendo :

A = g gy [ [ dsts (6060 M0 (6)05(5)000 (10 (5)

B = 2 s [ [ s 06,0 MC01-0(3)6,6)60()6()

C = T T [ [ a5 (o000 M0 ()00 ()

D = a0 Tuadey [ [ st (6060 C06)0,(5)60 ()6 () - (2100

Vamos escrever cada um dos quatro termos explicitamente usando novamente o

teorema de Wick para fazer as contracoes

Q.Z].Z o MP
Vivir

o= 2RI [T g ¢zns>><¢u< )5()) (e () () +
+ (Gu(t)n(s) )

)
+{Pu(t)din(s)

O termo C é igual ao termo B
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D= 2‘7”7‘;’;/( // dsds'[(¢u(t)$i(s)) (Du

Usando a expressao para covariancia 2.12 e calculando as integrais obtemos

(Ju,i—N>2 Tu2

1 Ju u—NJi i—N (Ju,i—]\f)2
) "

— | DN N
AR T
Ju u NJi’ i —N

Juj)? u—NJi, Juj)?
ST R T+

7%&11]\]} v+ 7({;’24]\? Tu(¢* + M) +
ST T G
B <{;g2_]\]}) T, + ({;52—]\12)2 %] n [_ Ju,u—i\g?{z,z—N
B Ju,u—i\gji,i—NTut B (iué{l)zﬂ B ({lué)QTu B (JZZJZ)2
(Jiu-n)* T (Ju,j)zT} '

T, +

T, t+

Ty

iU, AeM

(2.108)

Simplificando a expressao acima obtemos que o termo de ordem J? de (p?) = 0.

Portanto sobra apenas o termo de primeira ordem que é (p?) =T,

2.5 O fluxo de calor e o perfil de temperatura

De posse da expressao para a funcao de dois-pontos podemos calcular o fluxo de

calor entre os sitios. Para isso usamos a equacao (2.52), que para o caso do sistema
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harmonico nos dé a seguinte expressao para o fluxo

Fre =Y ey — a) B2 (2.109)

r>j

Portanto, para calcularmos o valor médio do fluxo de energia entre os sitios j e o

sitio » com r > j, que estao conectados pela interacao J, temos de calcular

T,
(Fie) =D 55 {aipy + 4 — 4bj — aepr) - (2.110)

r>]

Usando a equagao (2.94) obtemos

(Fic) =) (;2]\; (T, — Ty). (2.111)

r>j

Se nos determos ao caso particular de interacao entre primeiros vizinhos temos

J:q1)?
Finr = (Fih = 2l 1) 2112

Sabemos que no estado estaciondrio dH/dt = 0. Esse fato juntamente com a ex-

pressao (2.50) e o fato de (R;) = 0 nos leva a
Fioo=Fag =" =Fn_1-nN. (2.113)
Portanto podemos escrever

Je(Tpy = T—1) = Jo(Ty —T1)
Jo(Tpy —Ti—1) = J3(T5 —Ts)

J(T = Tir) = Jn(Ty —Tnor)

onde estamos usando a notagao J; = (J;;11)%/(2¢M). Porém, se dividirmos cada

equacao por J; e somarmos temos

1 1 1
J|l—=—+—=+ -+ — | (T —Tq) = (TN —T}). 2.114
k(J2+J3+ +JN>(1<; k1) = (Tn 1) ( )
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-1
Definindo i o N = <JL2 + J% + e+ ﬁ) podemos escrever as seguintes equagcoes

L= w55 + T

Tor = 9550 4+ T

Ty =X In-T) 4 1

N-1 J1 )

de onde obtemos a seguinte expressao para o perfil de temperatura

X 1 1 1
T, =T, — (Ty = T; R 2.115
k 1+N_1(N 1)(Jk1+Jk2+ +J1) ( )

Para o fluxo de calor temos

(Tx —T1)

F N -1

(2.116)

Para o caso simples onde temos a mesma interagao entre quaisquer sitios vizinhos

ie. J; =Jy,=---=Jy_1, temos a seguinte expressao para a condutividade térmica
(Jri4n2)?
= MITNe 2.117
X 2(M ( )

Para fazer a comparacao com os resultados da literatura vamos considerar a
interacao dada por

¢ =w’(A+17) (2.118)

onde A é o Laplaciano discreto na rede com condigoes de fronteira de Dirichlet dado
por

A= (2(5@7]‘ — 51"3'_1 — 5i,j+1)- (2119)

Na nossa notagao temos o termo de massa e a interagao entre vizinhos proximos

dados por

M = w?(2 +1?)
Jij = w0441 + 0ij-1)- (2.120)
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Para este sistema obtemos a seguinte condutividade térmica

w2

- e (2.121)

K

Para obtermos este resultado foi realizada uma anélise perturbativa que considerava
J pequeno, portanto nossa formula sé é valida nessa aproximacao. Para comparar-
mos nosso resultado com a condutividade obtida em [45]dada por

w? 1

K= —
¢ 2412+ v2(4 + v?)

(2.122)

temos que considerar w?, que é o potencial entre as particulas, pequeno como v? =

1/w?, temos que fazer uma expansao para v grande. Logo podemos escrever

4
V(4 4 12) =~ 1 (1 + ﬁ> = 1?42 (2.123)

Assim obtemos o seguinte valor para a condutividade térmica

w2

")

(2.124)

que é o mesmo resultado que obtemos com o calculo perturbativo.

Uma possivel generalizacao deste modelo é considerar o acoplamento com o
banho térmico variando de sitio para sitio. Este problema é bastante similar ao
estudado aqui, e pode ser tratado da mesma forma. Esta e outras generalizagoes
podem ser encontradas em [50], que usaram o método aqui desenvolvido para tratar

o problema. Neste trabalho a funcao de dois pontos obtida é

1
(Cu—N + Cv)M

De posse desta equacao é possivel calcular o fluxo de calor e a condutividade térmica.

(Du(t)du(t)) = (JunTun = TunTo)- (2.125)

Substituindo para J e M os valores (2.118). Obtemos o seguinte valor para a

condutividade térmica

w2

7= ) (2.126)

=1 G tdn
(=~ (ZCJ 5 ) (2.127)

onde
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Esse resultado é igual ao obtido por [45] se considerarmos que estas contas sao
validas para J pequeno.

Se tomarmos o limite dos banhos térmicos interiores indo a zero, i.e., (; — 0
para i = 2,--- , N — 1, mantendo (; = {5y = ( fixo, recuperamos o comportamento
do cristal harmonico onde condutividade térmica diverge e a lei de Fourier nao é
valida.

Vimos que os nossos resultados obtidos de forma perturbativa sao iguais aos
obtidos por [45]. Vimos também que para o modelo linear é possivel inferir o com-
portamento do sistema com reservatorios apenas nas extremidades ao fazermos os

acoplamentos com os banhos térmicos interiores ir a zero.



Capitulo 3

Tratamento Rigoroso

Neste capitulo vamos dar um suporte rigoroso para o resultado obtido na segao
anterior. Os resultados dessa segao foram submetidos a publicagao [51]. Queremos

provar o seguinte teorema.

Teorema 1 Para a cadeia harmonica de osciladores com reservatorios estocdsticos
em cada sitio (i.e., o sistema descrito pela eq. (2.2)), para o caso de acoplamento
fraco entre primeiros vizinhos, i.e. Jj = J (0541 + 01j-1), com J < Jy para algum

Jo pequeno, a lei de Fourier é vdlida

. X
F = lim (F; >:_ﬁ(TN_T1)> (3.1)

com a condigao de “auto-consisténcia”(R;) = 0 para os sitios interiores, e com a
condutividade térmica dada por

J2
T AM

X + O(J?). (3.2)

Repetindo os mesmos passos anteriores temos que calcular a seguinte fungao de dois

pontos no estado estacionério

(@ut0ult)) = lim [ 6.(00.(02(0)dnc/ [ Z(t)de 33)

Como ja foi dito o fator de normalizacao presente nesta expressao so é necessario no

caleulo perturbativo pois [ Z(t)duc = 1.

43
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Para calcularmos esta fun¢ao de dois pontos vamos expandir Z(t) em séries

de poténcia expAW] =37 (’\Z)n obtendo

(Du(t)00(1)) = (Du()Su(t) (L+ AW + (AW)?/24---)) . (3.4)

Como a medida pg é uma medida Gaussiana com covariancia dada pela eq. (2.12)
podemos usar o teorema de Wick (D) para calcular essas médias como o produto de
covariancias. Vamos escrever explicitamente estes termos até a segunda ordem para

visualizarmos a estrutura destas contragoes

GuD6u(t)) = (BuD)Du(®),, + / (Su(t)u () (M1 ()77 T3 (5))) s +

i / (BulB)bu( ) bul5) Ty () ds + / (GBS Trsoyon ) ds +

+ / <¢u ¢v ¢] 7, f)/z 1\7@3 ¢] )> ds +

n / / (Du(8)0 () (Mo ()77 Toybs () (M by (875 Ty by (s

> dsds’

4 /0 /O (D ()00 (8) (C1 1(5) Ty 5 (5)) (€17 "0 () Ty by (7)) ) dsdls’ +

=[] o000 T ()G 77 To by () dss (3.5

Ao usarmos o teorema de Wick vamos obter termos com o produto de duas co-
variancias, trés covariancias e assim por diante, ou seja, vamos obter termos da

seguinte forma

f(f C(ta SI)C(Sla dSl + fO fO t S1 C(Sl, SQ)C(SQ’ t)d31d32 4+ 4+
+ fo fo (t,51) - C(sp,t)ds1dsg - - dsp, + - . (3.6)
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Na expressao acima estamos omitindo os indices da matriz covariancia.

S1  So o SN—-1 SN S1 S92 S3 S4 S S
t B t3r 2 PP N
X > @ [ ] s [ ] [ X X [ J [ ] [ ] [ ] [ [ X
A T T T A A N
[ ] [ ] s [ ] [ ]
(a) Representagao de uma contragao (b) Grafo conexo

t S1 S22 _S3 S4 S5 S t t S1 S22 S3 S4 S5 S t
e e S ~ A ~
X oo e_eo o & X ° X

\/ X .\/1. Cj .\/1. U

(c) Grafo desconexo (d) Grafo desconexo

Na figura (a) estamos representando diagramaticamente uma possivel con-
tracdo. Vemos que para o termo de ordem N na expansao da exponencial temos 2V
campos @, (S, ) representados pelos circulos, mais dois campos externos ¢,(t) e ¢, (t)
representados pelo x. Cada seta nesse diagrama representa um termo C'(s,, s3). Na

figura (b) estamos representando a seguinte integral

t
/ C(t, s1)C(s1,52)C(s2,53)C(s3,54)C(54,56)C(S6,S5)C(s5,t)dsq - - - dsg
0

, que é uma das contragoes possiveis proveniente do termo de terceira ordem na
expansao da exponencial. Vemos que este é um grafo conexo, i.e., todos os pontos
internos estao ligados por algum caminho aos vértices externos deste diagrama.

A figura (c) representada outra possivel contragdo. Vemos que este é um grafo
desconexo: os pontos s, Sy, S¢ nao estao ligados as pernas externas. Na figura (d)
mostramos outro grafo desconexo: neste caso o ponto s3 nao esta ligado as pernas
externas.

E facil notar que as contragoes que produzem grafos desconexos explodem no
limite de ¢ — oo, porém sabemos que os grafos desconexos nao entram na teoria
perturbativa porque eles sdo cancelados pelo fator de normalizagao [52].

Vemos que o termo de ordem n da exponencial possui 2" campos. Ao usarmos

o teorema de Wick temos (2n — 1)!! formas de realizar as contragoes, portanto nao
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vamos ter problemas de contagem com essa série. Grosseiramente falando temos

1 (2n—1)

2n!!
= | > (€€ g <—IcCl=2"[C-C|. (3.7)
T k=1 n :

‘ ¢2n

n!

Ou seja, para controlarmos esta expansao temos de encontrar uma cota para o
)

produto das n covariancias C da forma ¢"J". Dessa forma, pelo menos para J

pequeno, essa analise simples garante a convergéncia da série perturbativa. Portanto

temos de encontrar uma cota para

t t
lim / . / C(t,s1)C(s1,82)C(s2,83) - C(Sk—1, Sk)C(Sk, t)ds1dsg - - - dsg. (3.8)
0 0

t—oo

Observe que pelo fato de considerarmos apenas os grafos conexos temos de nos
preocupar apenas com termos da forma acima, pois todos os grafos conexos podem

ser obtidos do grafo acima, bastando renomear os indices. A matriz covariancia

pode ser cotada por ce™™, pois

1C]] < ex(1 —e7),

(3.9)

onde @ = min{¢/2, M/} e || - || é uma cota matricial que pode ser obtida pela

desigualdade de Holmgren’s [53] abaixo

Lema 1 Seja an, uma matriz que obedece

sup (Z |a(w|) = A, sup (Z |am|) =B
« 5 o' o
Entao a define um operador em (*(Z") com
HaH < A1/2Bl/2.
Usando esta cota na equagao (3.8) temos

t
/C(t751>c(51732)"'C(Sn,t>d81~--d5‘n
0

t
<c e—a|t—sl\e—a|81—82\ .. 6_a|8"_t‘d8 e
S C3 1
0

ds,,.
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O lado direito da equagao acima pode ser calculado exatamente no limite de ¢t — oo,
e o resultado é o numero de Catalan de ordem n + 1. A prova deste fato esta no
apéndice E. Como nao precisamos deste valor exato vamos usar o seguinte lema

para cotar esta integral

Lema 1.1 Seja
t
I, = / eali=slgalsimsal | gmalsn—tlgs s o> 0
0
entdo, lim;_.o, I; < (¢,)", onde ¢, ndo depende de n

Prova Primeiro vamos observar que a convolugao de N + 1 fung¢oes pode ser escrita

na forma da equagao (3.8). Seja a seguinte convolucao

U*n@ﬂz/wf@vw—yMyzm@. (3.10)

Agora vamos olhar para

Fr(FeMa) = [ fgl—kdk
= [ i s -k y)dkdy, R

fR)f(w = k) f(z — w)dydw

83

~~

(u—v—w)f(w—k)f(k)dydw, w' =w+wv

I
85‘3\85‘3\‘\‘\
— T

—

83

flu—w")f(w' —v—Fk)f(k)dydw', kK =Fk+wv

I
—

—00 J —

_ /Oo T b ) — K — v)dydu (3.11)

o0 J —

8

Na frente de cada equacao colocamos a mudanca de variavel usada. Podemos repetir

esse procedimento para N convolucoes. Portanto temos que
t
I, = / eolt=silg=alsi=sa| L o=elt=snlgg dey . dsy <
0

< / e oltmsilgmalsimsal L pmalt=snlgg dsy - odsy. VE>0 (3.12)
0
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Segue entao a seguinte desigualdade

f*f**f*j;(t—t):%f*f**f(()), (3.13)

onde f(z) = el

Calculando formalmente a transformada de Fourier de f temos

" 1 [
fp) = NG /_OO e e dy

1 2a
— \/—Q_WW (3.14)

Desta forma temos que

2 o 1 Nl 4 o0 1 Nl
- _ dp = ——— S dp. 3.15
27'('04/—00(1+4p2) P 277&/0 <1—|—4p2> b ( )

Separando esta integral em duas regioes

d +—/ ) ap, 3.16
27Toz/o (1+p2/@) P 2 Je (1+p2/04) P (3.16)

onde ¢ > 1 podemos cotar a primeira integral observando que 1/(1 + p?*/a) < 1. J&

a segunda integral pode ser cotada observando que 1/(1+p?/a) < 1/(p?/a). Assim

temos a seguinte cota

&) 1 N+1 932N
— dp < 2 <2 1, VN > 2. 3.17
/_ (1 +p2/a> PRkt SN g ~XTL V=2 (317)

o0

Usando o teorema de Parseval, que nos diz que L7(f(p)g(p)) = (f * g)(z) temos:

/ P (p)erdp = / F@)f (@ — y)dy. (3.18)
Tterando obtemos
Frfs e f@) =2n0e [ " (Fp) Ve (3.19)

Calculando em z = 0 temos

1 v-nyy2 [ 2N+ 1 A N
pepspenfO) = s/ [l () s
(3.20)
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onde usamos a cota uniforme em N da equagao (3.17).
Usando o lema acima podemos cotar os termos de ordem .J? e maiores na

funcao de dois pontos por
o0

d (< (3.21)

=2
onde ¢’ e ¢’ sdo constantes que nao dependem de n. Usando o resultado do capitulo

2, onde calculamos a fungao de dois pontos (¢, ¢,) = limy o (4 (t)d,(t)), obtemos

() % (Tt Nau-NTu-N — TunTo] para u €[N +1,...,2N],ve[l,...,N],
T para u,v € [N +1,...,2N].
(3.22)
E a expressao para o fluxo de calor
Fo= Y T (6= o) OO e N (329)

r>j

Vemos que ao considerar todas as ordens em .J, vamos obter J x c¢J? = ¢J? para a
condutividade térmica x. Os termos de temperatura 7}, — 7T podem ser extraidos

da analise perturbativa. Portanto o teorema 1 é vélido.



Capitulo 4

Cristal anarmonico

Alguns trabalhos defendem a hipdtese de que a anarmonicidade local (no sitio)
é suficiente para garantir a lei de Fourier [29, 26]. Por outro lado uma anélise
perturbativa [30] mostra, para um sistema anarmonico, que o fluxo de calor nao
depende do tamanho do sistema.

No trabalho [28], conclui-se através do estudo numérico dos modelos FK, ¢*
e Sinh-Gordon que apenas a anarmonicidade do potencial local é insuficiente para
assegurar uma condutividade térmica normal nesses sistemas (veja a figura (4.1)).
E feito um estudo detalhado para cada um dos modelos acima concluindo-se que o
carater da conducao de calor ¢ determinado pelo espectro das excitacoes nao lineares.
A razdo é que as peculiaridades das excitagbes nao lineares e de suas interagoes
determinam qual vai ser o mecanismo de espalhamento da energia em cada modelo.
Esse trabalho também traz uma discussao sobre qual o tipo de termostato mais
adequado para se utilizar nas simulagoes.

Para o modelo ¢? foi feita uma andlise em [31] que conclui que para a regiao de
baixa temperatura o sistema se comporta como um sistema integravel e a condutivi-
dade térmica diverge. Para a regiao de temperatura intermediaria a condutividade
térmica tem o mesmo comportamento que o apresentado para o modelo FPU-3, e
na regiao de alta temperatura a condutividade térmica é normal(veja fig. (4.2)).

Existem na literatura alguns trabalhos rigorosos sobre o papel da anarmoni-

cidade. Em [54] é estudada a mecanica estatistica de ndo equilibrio de um sistema

50
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15 T T T T T

(a) (b)

10 1

Figura 4.1: Regiao no espaco de parametros (g,7") onde a condutividade térmica
para o potencial de FK converge (a) e diverge (b). Para o potencial ¢* s6 ¢ detectada
condutividade térmica finita acima da linha (3) (onde g = 1/¢, € é o coeficiente do
potencial, T' = T'/€)

Hamiltoniano nao linear de dimensao finita acoplado a dois banhos térmicos infini-
tos que estao a diferentes temperaturas. E demonstrado que sobre certas suposicoes
nas condicoes iniciais o sistema evolui para um unico estado estacionario de nao
equilibrio. A abordagem usada neste trabalho consiste em reduzir, sob suposicoes
aceitaveis, o estudo da dinamica do sistema acoplado (um sistema Hamiltoniano de
dimensao infinita) em um sistema dinamico estocéstico de dimensao finita. Cada
banho térmico é um sistema Hamiltoniano linear de dimensao infinita. O sistema
menor ¢ um sistema Hamiltoniano nao linear com um ndmero arbitrario, porém
finito, de graus de liberdade; o potencial tem que ser do tipo quartico. Os reser-
vatorios estao acoplados a primeira e a ultima particula do sistema.

Em [55] é estudada uma cadeia de particulas fortemente nao linear acoplada
a dois banhos térmicos de diferentes temperaturas. Prova-se a existéncia e a unici-

dade de um estado estacionario para qualquer temperatura. Esse resultado é uma
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2.0 a—g

1E-3 0.01 T 0.1 1

Figura 4.2: Razdo do fluxo de calor J(400)/J(800) vs temperatura média T =
(Tt —-T7)/2

extensao do trabalho [54] para potenciais com crescimento arbitrério no infinito.

Mais recentemente [56] trata o sistema de uma cadeia Hamiltoniana composta
de osciladores anarmonicos fracamente acoplados em uma rede tridimensional Zgy X
Z? sujeitos a forcas estocasticas que simulam o papel de reservatérios térmicos,
de temperaturas 77 e T» nos hiperplanos 0 e N. Neste trabalho ¢é introduzido
um truncamento para as equagoes de Hopf que descrevem o estado estacionario do
sistema, que leva a uma equacao nao linear para as fungoes de correlacao de dois
pontos. E mostrado que estas equacdes tém uma tnica solucao, que para N grande,
é aproximadamente um estado de equilibrio local satisfazendo a lei de Fourier.

Em [57] é estudada uma cadeia de osciladores harmonicos na presenga de um
potencial anarmonico local da forma A¢*. Em uma andlise perturbativa mostra-se
a validade da lei de Fourier.

Uma extensao dos resultados da secao anterior é tratar o problema harmonico
com a adicao de um potencial anarmonico para verificarmos se a anarmonicidade

muda drasticamente o comportamento do sistema, este resultado foi publicado em
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[58]. Acredita-se que pelo menos para alguma regiao de parametros a nao harmonici-
dade ¢ capaz de assegurar a lei de Fourier, porém o problema anarmonico ¢ um prob-
lema matematicamente dificil. Neste capitulo vamos usar a mesma estratégia usada
para o problema harmonico para tratar o problema anarmonico. Nosso tratamento
serd ingénuo: nao justificaremos a validade da teoria perturbativa nem a férmula
de Girsanov. Porém acreditamos que um tratamento rigoroso deva ser possivel se
usarmos técnicas mais refinadas como uma expansao em “cluster”para justificar a
teoria pertubativa. Existem resultados na literatura para modelos similares como

os modelos tratados em [59, 60].

4.1 Descricao do Modelo

Vamos analisar a dinamica estocastica de Langevin de um cristal anarmonico, isto
é, queremos estudar um modelo de campo escalar na rede, com variaveis de spin
nao limitadas, em uma caixa A C Z? acoplados a banhos térmicos estocasticos em
cada sitio. Precisamente estamos considerando um sistema de N osciladores com o
Hamiltoniano

N LN N
H(g.p) =) 5[5+ Mg +5 > adya;+ ) AP(gy), (4.1)
: e

=1 =1

N —

onde M > 0, P é um potencial anarmonico local. A evolucao temporal é dada pelas

seguintes equagoes diferenciais estocasticas

dgj = pjdt, j=1...,N, (4.2)
OH

dp; = _a—dt_ijdtJrV;/QdBja j=1...,N,
4;

onde B; sao processos de Wiener independentes, isto é, dB;/dt sdo ruidos branco
independentes, ¢ ¢ a constante de acoplamento com o banho térmico e «; = 27},

onde T} é a temperatura do j-ésimo banho térmico.
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4.2 Formalismo Integral

Novamente vamos obter uma férmula integral para as fungoes de correlagao. Porém,
devido ao potencial anarmonico, a férmula para Z(t) é um pouco mais complicada.
Como no caso linear, a estratégia é usarmos a solucao para o caso mais simples onde
J =0e A= 0. Depois iremos adicionar a interagao entre sitios e o potencial on-site
anarmonico como uma corre¢ao usando o teorema de Girsanov, para depois realizar
uma conta perturbativa.

As equagoes da dinamica na forma matricial sao dadas por
¢ = —Ap— AP'(¢) + o, (4.3)

onde A = (A% + J) e o sdao matrizes 2N x 2N dadas por

() (5 () )

I é a matriz identidade N x N; J é a matriz N x N para a interagao entre os sitios;
e M, I', 7 sao matrizes diagonais N x N dadas por: My = My, I';i = (01,
T = T;0,. n sao ruidos brancos independentes; P’(¢) é uma matriz 2NV x 1 onde
P'(¢p);=0paraj=1,...,Ne

dP(pi—
P =

O teorema de Girsanov nos dd uma medida p para o processo (4.3), como uma

para i=N+1,...,2N. (4.5)

corregao da medida pe associada ao processo com J = 0 e A = 0 que ja foi resolvido
anteriormente. Mais precisamente: para qualquer conjunto mensuravel A, temos
que p(A) = Eyo(1a)Z(t)), onde Ey é a esperanga com respeito a medida pc e 14 é a

funcao caracteristica e

2() = exp </Otu«dB—%/0tu2ds), (4.6)

1/2

Vi Ui = _\7ik¢k_/\7y(¢)i-

2u; do caso harménico eq. (2.56) com a ex-

~ 1
Se compararmos a expressao para vy,
pressdo acima, vemos a presenca de um termo extra dado por AP’(¢); devido ao

potencial anarmonico.
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Repetindo a mesma idéia do caso linear temos de encontrar uma expressao

para Z(t). Note que u;dB; pode ser escrito como
wdB; =~ u;-~2dB; = w; - (dy + A% prdt) (4.7)
= (=% 'Jies — %'_I/\P/W) ) (dpi + AD,drdt) . (4.8)

Na equagao acima usamos a expressao (4.3) com J =0 e A = 0 para substituirmos
o termo dB;. O proximo passo é substituir os termos com d¢;, para isso usaremos a

formula de Ito para as fungoes

Fi(6(t)) =i 6i(t) Tyi (1), e Fa(o(t)) =i Pi(d)()ei(t).

Dessa forma obtemos as seguinte expressoes

Vi Tijbides = dFy 4 ;' 03T A dedt (4.9)
i PHO()doi = dFy + Xv; ¢i(s) P (9)(s) ALy i (s)dt. (4.10)
Na equacgao acima usamos o fato de d¢; = —A?kqﬁkdt. Substituindo os termos com

d¢i na expressio (4.8) pelas equacdes (4.10),(4.9) obtemos
[uedB = —F(60) + F(6(0) ~ AR (6(0) + MExo(0) +
= [ AT A n(5) + on() AT T ) +
= [ PO ALan(5) + X0 PO A ),
Para } [ u?ds temos a seguinte expressio

1/t 1 [t
2 /o u'ds = 2 /0 N (P (9)i)2 () AY_nwdi(s) + M P (0)i(s) T

Portanto temos a seguinte expressao para Z(t)

t 1 t
Z(t) = exp(/u-dB——/qus)
0 2 Jo

= exp {Fu(6(1)) + Fu(6(0)) — ABa(6(8)) + AFx(6(0)))
. exp{ / W o(s))ds — [ A(o(sas - [ AWAJ<¢<8>>ds},
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Fi(g(t) = % 'ait)Toi(t),  Fa(o(t) =3 P (@)i(B)en(t), (4.11)
Wi(6(s)) = —1@(3)% Sedi(s) + on(s) A 7 Tigi(s) +
+= ¢]<> T T4 (s), (4.12)
AA(B(s)) = M 6i(s)PY(0)(8) ALy xu(s) + M " Pl()(5) Alyi(s) +
+3 LN (PLG)(5) ALy i n(s), (4.13)
AWas((s) = m AGIONAHOL (4.14)

4.3 Fluxo de Calor

Novamente estamos interessados no fluxo de calor. Observando a equagao (2.52),
vemos que o fluxo de energia sé depende do gradiente de U, ou seja, da interacao
entre os sitios. Portanto a formula para fluxo continua a mesma da usada anterior-

mente. Logo temos de calcular a funcao de correlacao de dois-pontos,

(Du(t)Dy(t)) = hm/ Ou(t) (1) Z(t)dpie /norm. (4.15)

t—o0
Expandiremos em primeira ordem em J e A de forma que termos O(\J) serao
desprezados assim como termos O(A\?) e O(J?).
Vemos que em primeira ordem os termos de ordem 7 sao os mesmos calculados
para o caso linear. Entao é suficiente calcular a contribuicao dos termos de ordem

A que é dada por

(Dudo; Wa) = (Sudu; My~ 0i(s)P"(9) Ay k() + Ay P'(0)i A (s)) - (4.16)

Por questoes de praticidade vamos realizar a conta para um polinomio da
forma P(¢) = % : ¢* :, onde : : representa o ordenamento de Wick [61] com

respeito a medida Gaussiana pe. Temos de calcular a seguinte funcao truncada

A
(Gu(D)Du();W2) = (Du(t)bu(t): Ay u(5)3a = 07 x(s) : ALy 0u(s))
+ (Do) Xy M0 68y (5) s AYn(s)) (4.17)

-~

B
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Para calcular esta fungao truncada usaremos novamente o teorema de Wick, mas
agora temos de lembrar que as contracoes dentro do proprio polinomio sao zero, pois
estamos considerando o ordenamento de Wick. Usando as expressoes para A° temos

que calcular o termo A dado por

A= 3 / ds {6u()6n(t)i 7 0u(5) 02y (5) : du(s))

——sar [ ds (4v;1<¢u<t> () (BulD)din(5)) (Bion(3)6:(5)) +
£ 2 (BuDG() (Du(DB(5)) (Din (501 () +
b (a6 n(9) (Bol)8(5)) (e n(5)u(5)) +
£ Gudn(5)) o0 n() (Gi(6(s)) . (18)

onde (¢;_n(s)p;_n(s)) = 0, pois estamos considerando o ordenamento de Wick. O

termo B é dado por

B- / ds (u(D)bu(t);andy " s 6y (s) : (Min(s) +Couls)).  (4.19)

Além dos termos W, temos que calcular a contribuicao do termo de fronteira que é

dado por
(Du(t)0u(1); Fa(t)) = (Du(t)du(t); M ' s 97 n () : i) - (4.20)

O termo de fronteira F»(0) nao contribui devido ao decaimento exponencial da co-
variancia. Este termo vai a zero no limite ¢ — oo.

As integrais que devem ser calculadas sao integrais simples, portanto nao va-
mos colocar estas contas. Ao somar as contribui¢oes de cada termo obtemos zero.
Logo em primeira ordem de J e A o fluxo de calor no problema anarmonico é igual
ao do caso harmonico. Essas contas também foram realizadas para um polinémio
%4¢4 sem ordenamento de Wick e o resultado foi o mesmo.

Para o problema anarmonico nao é possivel justificar a teoria perturbativa
com o mesmo argumento simples que usamos no capitulo 3 para o caso harmonico.

Pois devido ao potencial ¢* o nimero de grafos é muito grande. Grosseiramente
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falando teriamos

gin| |1 U il 27(2n)!
‘ — =1 ; (€€ Q| <——lcCl==—77[CCl,  (421)
que para n grande nos da
¢4n
— | <a"n"|C---C| (4.22)
n!

portanto uma cota do tipo ¢"j" para o produto das covariancias nao ¢é suficiente
para garantir a convergencia.

Mas esperamos desenvolver uma andlise perturbativa usando algum tipo de
expansao em ‘“cluster”. Para o caso do modelo nao linear com dinamica estocastica
nao conservativa (descrevendo um sistema em contato com banhos térmicos a mesma
temperatura, portanto indo para o equilibrio), um expansao em “cluster” convergente
é apresentada em [59], e o decaimento da func¢do de quatro pontos é estudado em
[62] e [63]: o estudo rigoroso [63] adiciona apenas pequenas corregoes ao calculo

perturbativo de primeira ordem [62].



Capitulo 5

O Modelo do Rotor

Existe na literatura um debate sobre o papel da invariancia translacional para a
validade da lei de Fourier. Em [32] os autores afirmam que qualquer sistema unidi-
mensional onde o momento é conservado (i.e., o potencial UY) = 0) possui condu-
tividade térmica anomala. Como vimos, o modelo do rotor surge como um exemplo
de sistema com invariancia translacional que obedece a lei de Fourier [13, 21, 22, 23].
As razoes para este comportamento ainda nao sao claras e o papel da conservacao
de momento ainda tem de ser esclarecido.

Outro debate recente na literatura [64, 65] é a respeito de uma possivel “transicao
de fase’no modelo do rotor, onde abaixo de uma certa temperatura critica T, este
modelo teria comportamento anomalo e acima de 7T, ele passaria a obedecer a lei de
Fourier. Podemos ver na figura (5.1) os resultados obtidos por [22] que mostram o
comportamento da condutividade térmica com o tamanho do sistema para dois va-
lores de temperatura. Ja na figura (5.2) mostramos a dependéncia da condutividade
térmica em relagao a temperatura.

Nesse capitulo vamos tratar um modelo bastante similar ao modelo do rotor
na esperanca de obtermos algum esclarecimento sobre o assunto. Nossos resultados

foram publicados em [66].

59
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In x

4—%7
4 A6A¢
P ¢
5 '
3
3 6
4 5 10 N7 8

Figura 5.1: Dependéncia do In s com In N;. Os circulos representam os dados para
a temperatura 7" = 0.2. A reta 2 tem inclinagao 6 = 0.26. A linha 4 tem inclinagao
zero(k = 318)

25¢

201

Figura 5.2: Dependéncia da condutividade térmica x com a temperatura 7. O
detalhe apresenta a mesma dependéncia na escala logaritmica

5.1 Descricao do Modelo
Vamos considerar o modelo dado pelo seguinte Hamiltoniano

H(q,p) = Z % [P+ Mg ] + % > AL = cos(q — g5)), (5.1)

j= jAl=1
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que exceto pelo termo de massa é igual ao modelo do rotor (lembrando que M nao é
a massa real da particula). O termo de massa é necessario para a nossa abordagem.

As equagoes da dinamica sao dadas por

dq]' = pjdtv
oH

dp; = —8—th—ijjdt+7;/2dBj. (52)
J

Observe que agora o termo de acoplamento (; estd variando de sitio para sitio.

Reescrevendo estas equacoes na forma matricial temos
b=—Ap—UD + o, (5.3)

onde A e o sao matrizes 2N x 2N dadas por

AO:(/& _1“[>’U:(8\/20F—T)' (5.4)

Como feito para os casos harmoénico e anarmonico usaremos a estratégia de
resolver o sistema considerando U® = 0, e cada sitio esta acoplado ao seu banho

térmico. Ou seja, o sistema é descrito por

¢ =—A% + on. (5.5)

Como vimos no capitulo (2) a solugao desta equagao ¢ dada pela equagao (2.8). E
sua covariancia é dada por (2.12).

Para recuperar a dinamica completa com a interacdo U entre os sitios usa-
remos novamente o teorema de Girsanov. A correcio introduzida pelo termo U ¢

dada por
Z(t) = exp (fot wdB; — 1 [ u?ds> : (5.6)
Y 2u; = =V, nU®, (5.7)

onde V, significa a derivada com relacao a ¢,. O proximo passo é encontrar uma

expressao para Z(t) para isso observamos que

u; = —%‘_I/QVz'—NU(z);
wdB; = —y 'V nUPA%dB;. (5.8)
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Usando a equagao (5.5) para a dinamica do sistema obtemos
wdB; = =7 'VionU® (dg; + Al ordt) . (5.9)

Daqui para frente consideraremos apenas interagoes entre primeiros vizinhos. Desta

forma podemos escrever U como
1
=52 U1 = ¢) + U (61— dun),
!

portanto
VinU® = (U2(6; = 671) = U (61— 7)) (5.10)

onde U (¢;) = dUP'/d¢; e j = i — N. Como feito anteriormente vamos usar a

férmula de Itd para eliminar o termo d¢; da equagao (5.9). Para isso vamos definir

F =772 U2 - U2 e, (5.11)

v J,j+1

onde usamos a notacao U (2)/(¢j — ¢j41). Pela formula de It6 obtemos

B J+1

AF =57 (U3 = UL )don + 77 (U311 (dgg — dojn) = U (g — doy)).
(5.12)
Substituindo o termo que contém d¢; na eq.(5.9) podemos escrever a seguinte ex-

pressao para fot w;dB;

t t
/ wdBy = —F(H)+F(0) +/ [7;1¢i(UJ(,3‘)4/—/1(d¢j — dgjn) — Uﬁ){/,j(d%—l —doj))+

0 0
7 |:UJ(3)_:_1 - Uﬁ)ll,j} A?k(bk(s)} ds. (5.13)

Usando que d¢; = ¢;dt obtemos a seguinte expressao
t
_ 2 / 2 ’ _ 2 ’ /
/0 wdB; = — ' [U](j)Jrl - UJQLJ} ¢i(t) + ' |:U](,j)+1 - Ug@l,g} ¢i(0) +
+ / ¢i(s ]]-i-l (i — dit1) — 3(3)17]'(@‘—1 - 9252)] (s)ds +

- 'Yil/o [Uﬁ)ﬂ Uj—l,j] A?k(bk(s)ds. (5.14)
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O termo —3 [3 u?dB; é dado por

L[, v [ e ey 1P
0 0

Portanto a corregao Z(t) é dada por

t 1 t
Z(t) = exp {/ w;dB; + 5 / u?ds} = exp(—F(t) + F(0) + Wy + Wy + Ws5) (5.16)
0 0
onde

F o= o U, - P e, (5.17)

Wy = V_I/O i(s) [Ujl':j+1(¢i — Gir1) — Uy (i1 — 9252-)] (s)ds, (5.18)

t
Wy, = —~1 / [U;jLI—U;E)Lj] A 61.(s)ds, (5.19)
0

1 t 2
Wy = —5/0 [UJ%.L—U;%){J] (s)ds. (5:20)

O termo Wj sera desprezado, pois estamos considerando acoplamento fraco entre os
sitios e este termo nos da uma correcao de segunda ordem.

Usando a equagao (2.52) para o fluxo de calor entre os sitios temos

¢u + gbu—l—l)

Fovi1 = <U£2U):r1< 5 > , ondeu=wv+N, (5.21)

ou seja, queremos calcular o seguinte valor médio no estado estacionério

U (bu + dus1) Z(t)d
i L Vet (G + Gur) Z(B)dpie. (5.22)
t—oo 2 f Z(t)duc

AW

Reescrevendo Z(t) = e~ e considerando A pequeno observamos que em primeira

ordem em A o fluxo de calor é dado por
fv,v—i—l = <Q> - <Qv )‘W> + O(A2)7 (523)

onde §2 = Ufg;l(qﬁu + ¢us1)/2. O termo (Q) = 0, pois o potencial U?) depende

apenas da posicao, isto é, de ¢, e ¢,11. Ja o segundo termo de €2 s6 depende do
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momento, isto é, de ¢, e ¢, 1. Porém a medida Gaussiana ue dada por (2.12) nao
conecta termo de momento com posigao em tempos iguais, isto é, C,,(t,t) = 0.
Vamos escrever explicitamente a contribuicao de cada termo para o fluxo de

calor. A contribuicao do termo de fronteira é dada por
6 F) = 3 (U Gt dun) @) (U - U] i)
= _1 <U152v)zr1¢u( ) ]]+1¢Z( )> +
+ 3 (U adun (0: US0n(0)) +
= (U b U o) +

= (U002 6i0)) (5.24)

A contribuicao do termo W; é dada por

(W) = ”7 /Otds< U (60 + 6ui) (0 6:(5) [ U (61— binn) = Uy (011 = 90)] (5) )

S /0 ds (UL 16u(8); 6:()U7 1 64(5) ) +

n %21/0 ds<va+1¢u+1  0i(5)U} 11104 >>+

s (U0 (4)) +

= 2 [ s (U0 (50600 a6 4)) +

[ (U0 o)) +

_ %2 N /0 ds (U601 (0 0:(9)U) 11651 (5) ) +

b [ s (U060 8.9) +

ey R o
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A contribuigao do termo W5 é dada por

-1

(ws) = / ds (U1 (60 + Gt (0 [ U = UL | (M65(5) + Gen(s))
+

2

U(Q)—Ii-1¢u ]]+1¢j( >> +
Ufiabua (0 UJ3a05(5))
U adult); U 165(5)) +

2)r 2)/
U, )+1¢u+1 ;—)1,j¢j(8>> +

>
+ <
T
N

v B Q <U<2>’+1¢u UZ16i(s)) +

" <U(2L1¢>u+1 JU 0i(s)) +

U 0 U ) +

- Z‘2<"< 523;1¢u+1<> U 1609 (5.26)

Até este ponto o formalismo que foi usado serve para qualquer potencial de in-
teraciao U® entre vizinhos préximos. Daqui para frente trataremos o caso especifico
do modelo do rotor, U®(-) = A(1 — cos(+)). Para este potencial temos

UI

v, 0+

Uz/)/,erl = ACoS(Pyt1 — Py) =

A .
1= Asen(¢v+1 — (st) — Z |:el(¢v+1*¢v) _ e*l(¢v+l*¢v)i|

% [ei(¢>u+1*¢v) + e*i(¢v+1*¢>v)} (527)

Para o calculo da contribuicao do termo W; para o fluxo de calor temos de

calcular o seguinte termo chave

—/ <U1/)v+1 ¢u ¢z( ) J+1¢Z( )> (5.28)

Usando as expressoes para U’ e U” podemos reescrever este termo chave como

74_'1 /t < [ei(%ﬂ—m) — o (Pvt1—¢v) } ba(t); i(s) [ (G5+1=05) 4 e—i(¢j+1—¢j)] ¢z> 7
?
0 (5.29)
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que valnos reescrever como

-1 t

74—2' 0 ds  ({"@1700) o (1) y(s)ei 10 4
+ (@) g (1) y(s)e " @190 o)
= (emi0en=00 5. (1 by (5)el@1 =00 )
— (e “HPur1=00) oo (1); By (s)e T P10 )). (5.30)

Para cada um dos quatro termos acima (a, b, ¢,d) usaremos a seguinte notacgao de

indices
[ hy = hya(t) = ( hy = hya(t) = —
ho = hy(t) = —1 hy = hy(t) = +1
hs = (1) hs = (1)
a = h4 = hZ(S) b= h4 = hz(S)
h5 = hj+1(8) =+1 h5 = h]+1(8) =-1
he = hy(s) = —1 he = hi(s) = +1
L h7 = hz(S) L h7 = h;(S)
(5.31)
[ hy = hyi(t) = —1 ([ hy = hy i (t) = —
he = hy(t) = +1 ho = hy(t) = +1
hy = h(t) hy = ha(t)
Cc = h4 = hl<8) d= h4 h (8)
h5 = hj+1(8) =+1 h5 = thrl(S) =-1
h6:hj(8) =—-1 hﬁzh](8)2+1
. h7 = h;(S) L h7 = h~(8)

Portanto o termo chave que queremos calcular é dado pela soma dos termos (a, b, ¢, d),

que com a notacao acima podem ser escritos da seguinte forma geral
-1 gt
T [ ds (00 - 6): (b - 9)e O e - ) (5.32)
vt Jo
onde h - ¢ = hp¢y. Para cada um dos termos (a, b, ¢, d) temos de usar o conjunto de
indices apropriados dados acima.

E fcil ver que a equagao (5.32) pode ser escrita como a seguinte derivada

3
l 0 (/ pilhithat - h6+h7)'¢d'uc_

i3 Oh70h40hs
/ei(h1+ h3)~¢duc/ei(h4+ +h7)'¢duc) . (5.33)

hs=h4=h7=0
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Daqui para frente vamos omitir o fator ;' /4.

Sabemos que a medida pe ¢ uma medida Gaussiana de média zero e covariancia

C dada por (2.12) portanto

Ele™] = exp [ Z h; Cjkhk]

onde Cj; é o elemento j,k da matriz covariancia. A prova deste fato pode ser
encontrada no apéndice B.

Portanto o termo chave que queremos calcular é o seguinte

0° { — 3 (hy+++h7)C(ha++h7)
Oh70h40hs
bt +h3)C(h1+-~~+h3)e%(h4+~~~+h7)C(h4+~-~+h7)}' (5.34)

Efetuando as derivadas da primeira exponencial obtemos

0 1 1
—— — —= (Cy..hi2as67 + h124567C...3) e212467C2a507, (5.35)
Ohs 2

82

N _Cg4efé(h125670h12567) T Cg_”h12567c4mh12567e*%h125670h12567. (536)
Oh40hs

Usando as simetrias da matriz de covariancia C;. = C.3 obtemos para a terceira
derivada

83

———— — {—C34Cr..has6 + C37Cs.. hiosg + Cs...h1256Ca7 — Cs...Ca..R1256Cr... hiose } e~ zMzseChuzss,
Oh70h403

(5.37)
Estamos usando a seguinte notacao Cy..hymn = Cr + Cem + Crn. Observamos que

para a segunda exponencial da eq. (5.34) temos as seguintes derivadas

i_> —Cs.. hue%thChlze—%hsa?Chsm (5.38)

Ohs

& — C3..h12C4... hsgre™ 2h12Ch126— Ch567’ (5'39>
Oh40hs

83

m - [CB---hIQCM - C3---h1264--.h5667...h56] eféhmc}lme*%h%c%ﬁ' (540)
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Nota-se que este termo é zero ao usarmos as simetrias da matriz covariancia. Isto
ja era esperado pois pois (©2) = 0, jd que Q@ = U], 1(¢y + ¢ur1), U’ depende de ¢,
e ¢p11 € a medida Gaussiana C(¢,t) nao conectai > N a j < N .

Esta é a forma geral do termo chave que devemos calcular. Para cada um do
oito termos da equagao (5.25) (I a VIII) devemos fazer a identifica¢ao correta dos
indices 1,2, - - -, multiplicar pelo sinal apropriado e calcular os termos (a, b, ¢, d).

Para o termo W5 temos dois termos chave que sao

-1
_%M <U1/J,v+1¢ﬁ(t>; Ujl'7j+1(bj(8)> N (541)

< Uy i1 ®a(t); Uj 11 0i(s)) - (5.42)
Usando as expressoes (5.27) para U’ temos
1 . . .
_ _Z <[ez¢u+1(t)efz¢v(t) . efquv_H +z¢>v ¢u( )
eiPi+1(8) g=id;(s) _ o—idjt1(s) o Hid;( S)¢j(s)}> (5.43)
onde substituimos os indices ¢ e j por j para valores j > N estamos no segundo
caso para valores < N estamos no primeiro caso. Novamente vamos separar esta

expressao em quatro termos (a, b, ¢, d) e usaremos as seguinte notacao

( hl_hv—l—l( ) ( hl_hv+1( ) 1
L2
t t
= h4 = h]+1<8 1 b= hj+1 (S
= hy(s) = = hy(s) =
[ fo = Iy (s) [ ho = hy(s)
( hl = hv+1( ) +1 ( hl = hv+1(t =-1
h2 hv(t) =—-1 hg = h,U t) - +1
) he =) 2 ) =m0
]’L4 = hj_|_1(8) =-1 h4 = hj(S) =—-1
h5 = h]‘(S) =+1 h5 = hj+1($ =+1
[ 6 = hy(s) [ 16 = hy(s)

Observamos que os termos (a, b, ¢, d) sao dados pela seguinte derivada

1 0 A . ,
- i(hat - he)d g, _ i(hit - h3)d g / i(hat - +he)¢ g
i2 OhgOhs ( / ¢ e / ¢ fe | € Ho

h3=hg0
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Devido as propriedades das medidas Gaussianas temos

; 1 1 1
/elhu‘”mﬁduc _ /eh123~¢dluc/eh456'¢dluc — o~ 2M26Chizee _ e—§h1230h123€_§h4566h456’

ou seja, o termo chave que queremos calcular é o seguinte

82 1h 1 1
_ e~ z2h2-6Chiz6 _ e*§h1236h123€*§h4560h456) ) 5.44
OhgOhs ( hs=hg=0 ( )
Efetuando as derivadas temos
0 L h1245Ch
— (—Cs6 + Cs..h1245C6... hyggs)e™ 21124000245 4
Ohghs hs—hg—0
—(Cg...hlg)(C'G...h45)ei%hmclgei%h%Ch45 (545)

Agora vamos realizar a conta para os regimes de baixa e de alta temperatura.

5.1.1 Regime de baixa temperatura

Nesse regime vamos considerar 7' pequeno, podemos ver das expressoes (2.12) para a
covariancia que C o< T, portanto vamos desprezar termos de O(C?). Vamos comegar
reescrevendo o termo chaves para termo o Wy

63
Oh70h405

Neste termo devemos desprezar os termo O(C?) e considerar exp(C,s) & 1. Portanto

_1 ) )
— {—Cg4C7...h1256 + 037644..h1256 + Cg...h125ﬁc47 — Cg...C4...h125667...h1256} € 2h12560h1256.

temos o seguinte termo chave

1~-1 gt
4 %2 / Cs4Cr...ha2s6 + C37C4... hizse + CarCs...hazse (5.46)
0

usando a eq. (2.12) para a covariancia observamos que C3; = C3p = 0. Usando a
convencao de sinais (5.31) podemos escrever cada um dos termos (a, b, ¢, d) levando

em consideracao o sinal de h

a) C34[Cr1 — Cr2 + Cr5 — Cr6]  b) C34[Cr1 — Cra — Cr5 + Cre]
C37[C41 — Caz + Cy5 — Cyg) Cs7[Ca1 — Caz — Cyp5 + Cyg)
Cy7(C35 — Csg) Caz[—Cs5 + Csg]

c) C34[Cr1 — Cra — Cr5 + Cr6]  d) C34[Cr1 — Cra + Cr5 — Cre]
Cs7[Ca1 — Cy2 — Cy5 + Cyg] C37[Ca1 — Cuz + Cy5 — Cyg]
Cy7[—Cs5 + Csg) Cu7[Cs5 — Cs6)
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somando a + b+ ¢ + d obtemos

-1

%7 (C34(Cr1 — Cr2) + C37(Car — Cu2)) (5.47)

vemos que isto acontece para cada um dos oito termo (I---VIII) da expressao
(5.25), exceto por 4 deles que tem um sinal —1 multiplicando, obviamente com a
identificacdo correta dos indices 3,4,5,6,7. Da equagao (5.47) vemos que o termo

tipico que devemos calcular é o seguinte:

lim; o0 fot Cui(t, s)Cyi(t, s)ds
= fot ez (Git6) [cosh(u,oi) — senh(up;) Sem;#‘”)TvTuéwévﬂj (5.48)

2p;

onde 7 = i out+1 ou i—1 dependendo de qual dos oito termos esta sendo considerado.

Calculando cada termo dessa integral obtemos

t
lim [ e T GT0) cosh((t — s)p;)senh((t — s)p;)/ prds

t—oo 0

( N2 s

t ; t—s
lim ie_%“ﬁ@senh((i — s)pi)senh((t — s)p;)

c(( G+ G+G) 2) (5.50)

QJ;C;)Q — (pi + p2)? (%) — (pi — 1)

portanto temos
t

. Pi
1 Cui(t, $)Cui(t, s)ds = ==
Jm | (8, 8)Cuilt, s)ds = 57

(G —4p7 = G — 4p)). (5.51)
Usando o fato que (?—4p? = 4M , obtemos que essa integral é zero logo a contribuigao
do termo W7 para o fluxo de calor é zero.
Vamos passar para a contribuicao do termo W5, neste caso temos de considerar
o seguinte termo chave
92

— (—636 + Cgu.h1245CG...h1245)e_%h1245Ch1245. (552)
ahGh?’ h3=hg=0
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Observe que na expressao acima temos um termo de ordem C. Neste caso

devemos considerar exp [Cog] &= 1 + Capg, 0 que nos leva a seguinte expressao

. (5.53)

Vamos escrever explicitamente cada um dos termos (a,b,c,d) usando os indices
1---6 dados pelo termo I da eq. (5.26):

1
[C34 + C35)[Ce1 + Co2 + Coa + Co5] — Cs6 [1 — _Ca6:| .

Termo I-a
1
_J?M |:§Cuj (CU+1,v+1<t7 t) + Cv,'u<t7 t) + Cj+1,j+1 (57 S) + C]j(87 S)+

2CU+1,j+1(t7 S) - 2CU+1J(t, S) - 2Cv’j+1(t, S) + QCUJ‘ (t, S)) +
+ (Cujnr(tys) = Cuy(t, 5) (Croa(s,1) = Cils, 1) + Ciya(s,5) = Ci(s,8))] (5.54)

Termo I-b
;! 1
_]?M |:_§Cuj (Cv—i-l,v-i-l (t, t) + va(t, t) + Cj+17j+1(8, S) + ij (S, S)“‘

_2Cv+17j+1 (t, S) + ZCUJrLj(t, S) -+ 26v,j+1 (t, 8) — QCvJ(t, S)) +
— (Cugi1(t, 8) = Cuj(t, 8)) (=Ciup1(s,t) + C5(s,t) + Cyj41(s, 5) — C55(s, )] (5.55)

Termo I-c
% 1
_]?M [_chj (Cogrom1(t, 1) + Cou(t, ) + Ciy111(s,8) + Cjj(s, 8)+

—2Cv+17j+1 (t, S) + ZCU_HJ(t, S) + 2CU7j+1(t, 8) - 2CU’j<t, 8)) +

(Cujra(tys) = Cui(t,8)) (Crona(s,t) = Cils,) = Cyan(s, ) +C(5,5))] (5.56)

Termo I-d
%, (1
_j?M |:§Cuj (Cv—i-l,v-‘rl(ta t) + Cvﬂ) (t, t) + Cj+17]’+1 (S, 8) + ij(S, S)‘l‘

+2Cy11,541(t, 8) = 2Cy415(t, 8) — 2C, j41(t, 5) + 2C, 4(t, 5)) +
(—=Cujisr(t, 8) + Cuj(t, 8)) (=Cropr(s, 1) + Ci(s,t) = Cjpa(s, 8) + Cg4(s, 8))] (5.57)
somando (a + b+ ¢+ d) temos
gM {Cu(t, 8)(Cotrj+1(t, 8) — Corr (L, s) — Cujpa(ts s) + Cuyy(t, 8))

+(Cujii(ts s) = Cuj(t, 8))(Corry — Cyy(t, )} (5.58)
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portanto temos de calcular os seguintes termos chave

t

Jim Cuj(t,s)Cy,(t,s), (5.59)
e
t
tlim Cuj(t,s)Cy;(t, s), (5.60)

para os seguintes casos j > N e < N
Vamos comegar calculando a o termo chave da eq. (5.59) para j > N. Nesse
caso a integral que queremos calcular é a seguinte
t

lim [ oG+ (cosh((t —s)p) — isemh((t - s)p))
=0 Jo 2p;

X (cosh((t —s)p) + %Senh((t — s)p)) ds

realizando essa conta obtemos

T.,T,
M(Cu + G)

Para o caso de 7 < N temos o seguinte resultado

Bui00- (5.61)

- Tu Tv Cv

————————0u,;00,j- 5.62
WG, + () 02
Para a equagdo (5.60) no caso de j > N temos o seguinte resultado

T,T,
M (Gu + Co)

O resultado para caso no qual 7 < N é dado por (5.62).

800 (5.63)

Usando estes resultado para calcular cada um dos 8 termos da equagao (5.26)

temos

)\2Tv+1 (Cv-i—l ) )\2Tv ( <v
QW) = —1)-
< ) 2> 4M(Cu + CU-H) Cv 4M(Cu+1 + Cv) Cu-‘rl

Os termos de fronteira sao iguais os termos com ¢ do termo W, se fizermos

- 1) (5.64)

¢ = 1 e colocarmos C(t,t) no lugar de C(t,s). Teremos o seguinte resultado para
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cada um dos termos (I, I, I11, IV) da eq.(5.24)

)\2
I = ——(T, T,
4M§u( v+1+ v)
/\2
I = —T,
4MCu+1 i
>\2
I = ——T,
AMC,
)\2
v = —(T, T, 5.65
MW@H('“+ ) (5.65)

somando obtemos a seguinte contribuicao para o termo de fronteira

A2 1 2 A2 2 1
O F)=—"—T,(——+ + —T, [ ——+ 5.66
Somando todas as contribuicoes temos
)‘2 [ Cv CU-H }
fv—w - Ty - Ty 5.67
i 2M(Cv+1 + Cv) CU—H ! gv ( )

Voltaremos nesta expressao quando formos discutir a lei de Fourier.

5.1.2 Regime de Alta Temperatura

Para o regime de alta temperatura iremos usar o método de Laplace [67] para obter-
mos o comportamento assintético de integrais da forma fot f(s)e™94)ds. Uma pe-
quena descricao do método de Laplace pode ser encontrada no apéndice B.

Vamos comegar escrevendo explicitamente as contribuigoes do termo W;. Cada
um dos oito termos (I, --- ,VIII) da equacao (5.26), se desdobra em quatro termos
(a, b, c,d) como antes.

Os termo do tipo a tem a seguinte forma geral

-1
%8 { C34]Cr1 — Cra] + C37[Cu1 — Cu2] 4 Cu7[C35 — C36] + [C35 — C36][Ca1 — Cu2][Cr1 — Cra] } X

1
X exp <—§(Cl1 + CQQ -+ C55 + C66 + 2615 — 2616 — 2625 + 2626>> , (568)

bastando fazer a identificagao correta do indices 1,2--- dependendo de qual termo

estd sendo considerado.
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J& os termos do tipo b tem a seguinte forma geral

-1
%8 { Cs34]Cr1 — Cra] + C37[Cu1 — Cu2] + Cu7[C36 — C35] + [Cs6 — C35][Ca1r — Cu2][Cr1 — Cra] } X

1
X exXp <_§(Cll + 022 + C55 + CG6 — 2615 + 2616 + 2625 — 2626>> . (569)

Os termos d e ¢ sao iguais aos termos a e b, respectivamente.

Antes de calcularmos cada termo vamos fazer algumas observagoes sobre o
método de Laplace. As integrais a serem calculadas sao da forma fg f(s)e T9(s)
estamos interessados no comportamento assintotico destas integrais no limite de
T — oo. E importante observar que g(s) possui em geral varios minimos, portanto
no limite de 7' — oo a maior contribuicao para esta integral vem de regides na
vizinhanca destes minimos. Mas como estamos interessado no estado estacionario
do sistema iremos tomar um limite de ¢ — oo portanto os minimos de g(s) que nao
sao em s = t vao produzir termos que decaem exponencialmente no tempo portanto
nao contribuem para a integral. Logo apenas os minimos em s = ¢ vao contribuir
para o comportamento assintotico.

Para os termos a e d temos de procurar os minimos em s = t. Estes minimos
ocorrem quando j = v+ 1 ou j = v — 1, nessa situacao temos que ¢(s) tem o
comportamento apresentado no grafico (5.3), observe que em u =t — s = 0, g(u)
é diferente de zero portanto ao usarmos o método de Laplace vamos obter termos
com um decaimento exponencial da forma e 99,

Vamos calcular a contribuicao de cada um dos 32 termos do termo Wy, para
simplificar vamos nomear cada termo da seguinte forma a; que quer dizer a con-
tribuicao a do termo I da eq. (5.25). Para facilitar o entendimento vamos comegar
calculando apenas a contribui¢ao dos termos O(C?). A contribui¢dao do primeiro

termo do tipo a é dada por

1 t
ar = % / ds {[C54(C71 — Cr2) + C37(Ca1 — Ca2) + Caz(Cs5 — C36)]
0

o~ 1/2M (Tt 1+ To+Tj114+T5)+Co+1,j4+1—Cot1,—Co,j+1 +Cu,j)} ) (5.70)

Os termos dominantes serao j = v —1 ou j = v+ 1 pois desta forma o argumento da

exponencial terda um minimo em s = ¢t. Vemos que para o termo ay apenas j = v—1
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3.5

2.54

0 2 476 8 10 12 14 16 18 20
u

Figura 5.3: Comportamento da fungao g(s) (argumento da exponencial) para ter-

mos do tipo a

contribui assim ficamos com a integral

-1 t
v; ) N
i Cm'(S, S>Cu,j+1 (t, S)el/2M(Tv+1+Tu+Tg+1+TJ) Cv+1,v+1.
0

8
Usando o método de Laplace até o termo de segunda ordem pois a primeira ordem

(5.71)

é zero temos ,
A 1 Tv+1 Tv—l

— —— ) 5.72
16gu_1eXp{2(M+M)] (5:.72)

Na figura abaixo plotamos o comportamento do argumento dessa integral para
dois perfis de temperatura linear T, = 67). Nessa figura observamos que a medida

que T fica grande apenas as regides proximas do zero contribuem para a integral.

Para o termo a;; temos

Vi
8

1t
/ [Cut1,i(Civt1 — Ciy) + Coug1,i(Civr1 — Ci) + Cii(Cutr j+1 — Cutr )]
0

1 Togr 1y Tidd
2( +1\/I+ M

T,
+ 37 +2C0+1,541(6,8) =2Cu41,5 (,8) =Co 41 (,8)+2Co  (£:5)) ] (5'73>

podemos ver da expressao acima que s nos interessa o caso em j = v + 1. Portanto
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0.3
0.2

0.1+

oz 4 5 5 10
o1

Figura 5.4: Argumento da integral (5.71) para dois perfis de temperatura T} e 15
onde T} = 615 observe que a medida que T cresce apenas as regioes proximas de 0
contribuem para a integral

ficamos com a seguinte integral
ALt
o= 2 [ s (2014 (9Coa(85) = Cls ) (1,5))
0

1 (T, T,
exp |:—§ ( ]\}rZ + M + 2Tv—|—1 — 261)4_1’1)4,_1 (t, S))) } (574)

usando o método de Laplace para a integral acima obtemos

32 1 (Tyo T
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Para o termo ar;; temos

1 gt
arrr = —%/ ds {[Cui(t,s)(Cit1.041(t,8) — Civ1(s, 1))+
0
+ Cuir1(t, 5)(Ciws1(s,t) — Cin(s,1))
+ Ciit1(8,8)(Cujri(t, s) — Cuj(t, s))exp(A)},  (5.76)

onde exp(A) é a mesma exponencial que aparece na eq. (5.73). Observe que este
termo nao contribui pois somente para i = u este termo é diferente de zero. Nesse
caso A nao possui um minimo em s = ¢ portanto a contribuicao desse termo vai a
zero no limite de t — co. Os demais indices sao zero usando que a matriz covariancia
¢ diagonal por blocos.

Os termos ajy - - - ay; nao contribuem pela mesma razao, a contribuicao do

termo ay ;7 € dada por

-1 pt
ayrr = %/ ds {[2Cu+l,i<t7 5)(Cv+l,i(t7 3) - Ci,v) + Cu+1,i(ci,v+1 - Ci,v)
0
+ Cii(8,8)(Cutrjr1(ty 8) — Cusrj)] exp(A)} (5.77)

e ao aplicar o método de Laplace obtemos

3/\2 1 jv+1 ]v—l
— - —Z + ) 5.78
avir 16, P { 2 ( M M ( )

O termo ay ;7 é dado por

-1 gt
avirg = %/ ds {[2Cu41,i(t, 8)(Coy1,i(t, 8) — Ci) + Cus1,i(Cipg1 — Ciry)
0
+ Cii(s,8)(Cutrga(t, s) — Curr)] exp(A)} (5.79)
e usando o método de Laplace obtemos
)\2
16Cu+2

Somando todos os termos temos obtemos

aviir =

exp {—ﬁ(m + Tv)] | (5.80)

A2 3 1 1
= T s Tv Tv
B 16 |:gu+1 - Cu+2:| P |: 2M( 2 N ):|

M3 1 1
= T2t o) o ot T 31
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para a contribuicao dos temos do tipo a de Wj.

Ainda temos de calcular a contribui¢ao dos termos de O(C?) que nao levamos
em consideracao nas expressoes acima. O calculo deste termo é bastante similar ao
procedimento anterior, portanto nao vamos executar as contas passo a passo. Para
estes termos temos de calcular os termos 42 ordem no método de Laplace pois todos
os outros termos sao zero ja que f(0) = f/(0) = f”(0) = 0.

Para estes termos obtemos

2 2
_162C);+1 exp [—% (TEQ + %)} + 126)\@ exp [—% (T;\}Ll + T]El>} : (5.82)

Vamos passar para a contribuicao do tipo a para o termo Ws,. Lembrando que

W5 pode ser escrito da seguinte forma geral

[ M |
_iy—é { :iZC } <_C36 + 03-..h4506-..h1245) exXp |:—§h12450h12451 (583)

novamente vamos aplicar o método de Laplace para cada um dos 8 termos da eq.
(5.26), o procedimento é o mesmo do anterior e vamos obter a seguinte expressao
A2 A2 M 1 A2 A2 M 1
— ——— Ty + T | — — ——(Tys1 + T,
(16Cu+2 CqulTqul) b |: 2M( i ):| (16<u1 CuTu) P |: 2M( i !

Note que na equagao acima temos um termo da ordem 1/7 portanto este termo serd

desprezado.
Os termos de fronteira sao diretos pois neste caso nao temos de usar o método

de Laplace este termos sao dados por

/\2 1 Tv+2 Tv /\2 1 TU+1 Tv—l
= R - = . 84
o (G w) | a2 (B 5R)) e

Somando todas estas contribui¢oes obtemos que contribuicao total dos termo

do tipo a é dada por

e 5 i o)) et el
Fo = —exp|—= + — + +
16 P12\ M T M) G " Cura

A2 1 /T, T, 9 1
T [—§< A; + Ml)] [<—+€_J. (5.85)

Como vimos para os termos do tipo a nunca é possivel cancelar o argumento

da exponencial. Portanto ao usarmos o método de Laplace sempre obtemos termos
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que possuem um decaimento exponencial em 7. Como veremos estes termos sao

sub dominantes em relacao aos termos b porém para ( constante a contribuicao dos

termos b é zero.
Na figura (5.5) mostramos o argumento da integral para a contribui¢ao do

termo W5 do tipo b observe que ¢g(0) = 0, portanto ao usarmos o método de Laplace

para os termo do tipo b ndo teremos o fator e 9.

254 |
| \
|

154

0.59

/
0277747776 T8 10 12 14 16 18 20

u

Figura 5.5: Comportamento da fungao g(s) (argumento da exponencial) para ter-

mos do tipo b

Novamente o procedimento é o mesmo do anterior, primeiro localizamos quais
termos possuem minimos em s = t, no caso dos termos tipo b sempre vamos ter

g(0) = 0, i.e., o argumento da exponencial é zero. Para os termos O(C?) do termo

W, obtemos:
)\2 3Cu + Cu—i-l) _ <3§U+1 + QJ)}
{ v ( <u+1<u Tu CqulCu ' <5.86)

16(T, + Tyut1)
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Para o termos O(C?) obtemos

)\2 T2 o T2 )\2 T2 _ T2
r_ (T “*21> + = (. ““2) : (5.87)
8 (Tu + Tu+1) Cu-l—l 8 (Tu + Tu+1) Cu

Para o termo W5 obtemos
N2 M < 1 1 )
—— . 5.88

16<Tu + Tu+1) Cu+1 Cu ( )

Observe que este resultado é da ordem O(1/T) portanto ele é subdominante com-

parado aos outros e serd desprezado.

Para o termo de fronteira obtemos

A2 1 1
— —— . 5.89
Somando todos os termos obtemos
A2 ((Tu+1 B Q) _ (Tu+1 B Tu+1>) (5.90)
8<Tu + Tu+1) Cu-i—l Cu gu gu

Observe que ao fazermos (; = (, V i esse termo é zero.
Se colocarmos os ¢ variando lentamente dentro do sistema e indo a zero para
os sitios interiores como mostrado na figura (5.6). Esperamos que o sistema se

comporte como um sistema com reservatorios apenas na extremidade.

0 N

Figura 5.6: Perfil onde (; varia lentamente e vai a zero no interior do sistema

Neste caso temos que o fluxo de energia é dado pela eq. (5.85) multiplicada

por dois ja que os termos d sao iguais as termos a. Portanto para o sistema onde o
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¢ varia lentamente indo a zero no interior do sistema o fluxo de energia é dado por

\2 1 (Tyeo T)] [ 2 1 ]
fvﬂv = — X - A + o r + +
i 8 P |: 2 ( M M Cu—O—l Cu+2
\? 1 (T Toa\][2 1
- = —= — . 91
8 eXp{ 2 ( M " M )] Lu - Cu—l} (59 )

Com pequenas modificacoes para os termov =1e v = N.

5.2 A lei de Fourier

Vamos agora analisar o fluxo de energia para os dois regimes. O estado estacionario
do sistema é caracterizado por (dH;/dt) = 0. Usando esta expressao juntamente
com o fato de (¢?) = T;_n, 0 que nos da lim;_, (R;(t)) = 0, temos Fy_o = Fp_3 =
o FN1oN-

Para o regime de baixa temperatura obtemos a seguinte expressao

)\2 CU CU+1 T

e S G 7 ) G TG 5:92)
considerando (;1 — ¢; pequeno obtemos
)2
Foov1 = 2M (Coyr + Co) [Tor1 —T,). (5.93)
Portanto
F2M (G + 26 + -+ 20n—1 + (v) = N (Ty — Ty) (5.94)

que para o caso de ¢ uniforme temos a lei de Fourier F = x (71 — Tn)/(N — 1), com
X = A\?/4CM. Ao fazermos o acoplamento com os banhos térmicos cada vez menor,
a expressao acima indica que perdemos o fator N — 1 portanto a lei de Fourier deixa
de ser valida e o fluxo de calor passa ser proporcional a diferenca de temperatura e
nao ao gradiente.

Para o regime de alta temperatura temos, para (;,1 — (; pequenos, e para

T — T pequenos, a seguinte expressao

AQ eTN/M e—Tl/M
f(N—l)%Z(CN — G )

(5.95)
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que nao depende dos acoplamentos com os banhos térmicos interiores, portanto, a lei
de Fourier permanece valida ao consideramos estes acoplamentos cada vez menores.

Considerando (y = (; = (, e Ty = T1 +0 (§ pequeno) a expressao acima pode
N oy (T =T
F e ( — ) (5.96)
onde e T/M = — [~ (THO/M _ o=(TI/M] /((Ty + §)/M — Ty /M), portanto a condu-

tividade térmica decai exponencialmente para altas temperaturas, como previsto

ser escrita como

por simulagoes numéricas para o modelo do rotor [22].

Acreditamos que este modelo passa de um regime de contutividade térmica
anomala em baixas temperaturas para um modelo que obedece a lei de Fourier para
altas temperaturas. O modelo do cristal harmonico auto consistente da suporte a
nossa abordagem, pois neste caso podemos inferir o comportamento do sistema com
o acoplamento dos banhos térmicos interiores indo a zero, e recuperar o resultado

do cristal harmonico com reservatérios apenas nas extremidades.
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Conclusao

A abordagem que apresentamos estabelece uma representacao integral para as fungoes
de correla¢ao (um formalismo estilo Feynman-Kac). No trabalho [62] foi estudada
a relaxagao para o equilibrio de alguns sistemas estocastico de Langevin nao con-
servativos. Nesse problema foi analizado o decaimento da funcao de dois pontos e
de quatro pontos em detalhes. Um estudo perturbativo foi executado com o for-
malismo integral nos regimes de baixa e alta temperatura. No regime de baixa
temperatura e para o termo de massa (coeficiente do termo quadratico) grande o
suficiente, foi provado que esta andlise perturbativa nao é ingénua, i.e., o resultado
rigoroso obtido em [63] mostra que o tratamento completo da func¢ao de quatro pon-
tos adiciona apenas pequenas corregoes ao comportamento obtido através da conta
perturbativa [62].

Enfatizamos que a abordagem que apresentamos serve para tratar proble-
mas gerais. Esta abordagem foi aplicada para um sistema harmoénico com massas
varidaveis e com o termo do potencial on-site varidvel em [50]. Esta abordagem
também foi aplicada para um sistema com potencial local do tipo cosseno (modelo
relacionado ao Frenkel-Kontorova) em [68].

Para o caso do sistema linear apresentamos uma prova rigorosa para a vali-
dade da teoria perturbativa. Esperemos que para o caso anarmonico seja possivel
desenvolver um teoria perturbativa usando algum tipo de expansao em “cluster”.

Estudamos um problema similar ao modelo do rotor, onde concluimos que para

83
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o sistema com reservatérios apenas nas extremidades (no limite do acoplamento com
os banhos térmicos interiores indo a zero) no limite de baixa temperatura a lei de

Fourier nao ¢ véalida e no regime de altas temperaturas a lei de Fourier é vélida.



Apeéendice A

O Método de Laplace

Nesse apéndice faremos uma breve descricao do método de Laplace, que foi usado
na secao H.1.2 para a obter o comportamento assintético do fluxo de calor no regime
de alta temperatura.

Queremos considerar integrais sobre intervalos reais, onde tanto o intervalo
de integracao quanto o integrando podem depender de um parametro 7. Queremos
estudar o comportamento assintético da integral quando 7" — oo. Estamos tratando

de integrais da seguinte forma
C(T) :/ o(s, T)ds. (A.1)

Muitas vezes ocorre que o grafico de ¢(s,T) como fungao de s possui um
maximo bastante pronunciado, e que para valores grandes de T a contribuicao para
integral da vizinhanca deste maximo é quase igual a integral toda. Uma idéia devido
a Laplace é aproximar ¢ na vizinhanca do maximo por fungoes simples para as quais
a integral pode ser calculada.

Antes de tratarmos deste problema vamos introduzir a notacao que sera usada

neste apéndice.

Definigao I f e g sao ditas assintoticamente equivalentes no limite (z — o) se

: f@)
lim, oo o) = 1

Definigao IT f(z) = O(¢(x)) em s C Rse 3 A > 0tal que |f(z)| < A|p(x)|Va € S

85
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Definigdo TIT f(z) = o(¢(x)) se lim, oo £ = 0

Nas defini¢oes acima estamos considerando o comportamento assintético para
(x — 00), mas podemos considerar o comportamento assintético na vizinhanga de
outros pontos, como por exemplo na vizinhanca de um ponto critico
Sejam [ ¢, : RT — R. Entao, copo(x) + c161(z) + ... é uma série assintética
para f(x), (f(z) = copo(z) + c1¢1(z) + ... (x — 00) ), se a seqiiéncia de fungoes
o, P1, P2 - . . satisfaz
Dr+1(2) = o(¢k()) (A.2)

e existe uma seqiiéncia de constantes cg, ¢1, ¢, . . ., tal que exista a seguinte seqiiéncia

de formulas para a ordem de f :

( f(x) = O(¢o(z))
f(z) = copo(x) + O(¢1(x))
flz) = CO¢0( )+ c1¢91(x) + O(da2(x))

flz) = coqﬁo +ce1pr+ . 11 + O(on(2))

\

Podemos ver que a segunda formula contém mais informacao que a primeira. E
possivel mostrar que os coeficientes cq, 1, . .. sao inicos. Também podemos mostrar
que toda série convergente é assintética. i.e f(z) = > o ck(z — )" = f(2) =
Do (@ — @0)".

Algumas vezes é possivel obter uma série assintética para uma integral usando
integragao por partes. Por exemplo seja f(x) = flx %dt vamos obter uma série

assintética para e f(z) usando integragao por partes.

X x et
/ —dt = +(n— 1)!/ —dt
1 m

tn—l 1
Multiplicando por e™* e reordenando os termos da seguinte forma obtemos

z t

+...4+ (n—2)!

*?2

e‘xf(x):é+i+---+w+e_m/ udt e A1+ .+ (n=-2))

2 gn—1 tn
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é facil verificar que as equagoes A.3 sao validas para esta série , portanto obtemos
erflm) i+ E+H+ 54+

Observe que esta série nao converge em nenhum ponto, mas é uma série
assintotica, ou seja, a andlise assintotica forneceu mais informacgoes sobre o com-
portamento desta func¢ao do que as informagoes obtidas usando uma expansao em
séries convergentes.

O seguinte resultado devido a laplace, é bastante util em problemas de mecanica

estatistica.

e_Tf(SO)
C(T) = / G_Tf(s)ds ~ \/%W (A4>
R 1" So

A fungao f(s) deve obedecer os seguintes requisitos:

1. Continua
2. f(s) = f(s0) = 0
3. f(s) > f(wo) Vs # 50

4. 3bec>0 tal que f(s) > b para |s| >0

5.3 f'(s0), ["(s0) .f"(s0) >0

6. Existe integral para todo t > t,

isto é a funcao f tem ser semelhante a mostrada na figura (A.1).

Sem perda de generalidade iremos fazer as seguintes mudangas, g(s) = f(s) —
f(so) onde sy é o ponto de minimo, e s = s — 5o com essas mudangas o ponto de
minimo passa ser a origem. E estamos interessados em estudar a fungao

F(T Chis
H(T) = % = /Re Ths) s, (A.5)

Nao vamos provar este resultado mas vamos considerar dois casos simples que es-

3 s . . 2
clarecem o funcionamento do método. Primeiro vamos escolher h(s) = % nesse caso



Apéndice A. O Método de Laplace 88

A
f

~

X, X

Figura A.1: Esboco da funcao f(z)

fazendo a mudanca de coordenadas y = v/T's o problema se reduz a uma integral

Gaussiana
1 2 2
H(T)—/ —e zdy =] =
r VT T
Agora vamos considerar o caso h(s) = % + s, fazendo novamente a mudanga de

varidvel y = v/T's temos:

1 y2 y4
H(T) = ﬁ/l;e_T_Tdy

Aqui observamos que esta integral é assintoticamente equivalente a

H(T) ~ \/?

a prova do método de Laplace e algumas generalizagoes podem ser encontrada em
[67].

Podemos generalizar o método de Laplace para considerar integrais mais gerais

B8
F(T) = / g(B)eTHO gt (A.6)

queremos o comportamento assintético quando T' — oco. A esséncia do método de
Laplace é considerar que a maior contribuicao para esta integral vem da vizinhanca

dos pontos de minimos de h, se h(t) possui mais de um minimo entao a aproximagao
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assintotica pode ter contribui¢ao de cada um dos minimos. Sem perda de general-
idade vamos considerar a funcao possuindo apenas um minimo pois caso a fungao
possua mais de um minimo basta dividir a integral em varios pedagos cada um con-
tendo apenas um minimo. Vamos ter em mente uma funcao que possui apenas um
minimo. Ainda sem perda de generalidade podemos fazer uma mudanca de variavel

de forma a considerar este minimo na origem ou seja integrais da forma

fav:[fwwf“@m (A7)

Vamos encontrar a aproximacao assintdtica para h(0) < h(t) para todo 0 <

t < 7 onde W (0) =0 e A”(0) > 0. Como queremos a aproximagao assintética no

limite de T" — oo vamos ter em mente que a parte dominante da integral vem de

alguma regiao préxima o suficiente da origem digamos 0 < ¢t < § < 7. Usando o
1

teorema do valor médio nesse intervalo, 0 < t < ¢ temos h(t) — h(0) = 3" (xi),

onde h"(£) < 0e 0 < & < 4. Isso nos sugere a seguinte mudanga de varigvel
h(t) — h(0) = s*. (A.8)
Com isso a exponencial na eq. (A.7) vira

efTh(t) — eTh(O)efTs2 (AQ)

O préximo passo no procedimento é substituir ¢g(¢) na eq. (A.7). Expandindo g(t)
em torno de t = 0 temos

(1) = 9(0) +19/(0) + 326"(0) + - (A.10)

a expressao acima é valida para algum raio de convergéncia finito. Como estamos em
alguma vizinhanga pequena de ¢ = 0 podemos expandir o lado esquerdo da equagao
(A.8)

1
5tQh”(O) o= =5 (A.11)

assim podemos obter um expressao para t em termos de s

t= {h”Q(O) }1/2 s+ O(s?) (A.12)
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portanto

1/2
(0= 400) + 5 0) {1775 b 5406 (A13)

mudando de varidvel de ¢ para s em (A.7) juntamente com as equagoes acima obte-

mos

py o {0 00 {ie) o
(A.14)

portanto para primeira ordem temos

J(T) ~ ¢(0) {ﬁ,,(o)}m eThO 1 (ThO 0 (%) (A.15)

para calcularmos o termo de O(s) na eq. (A.15) s6 precisamos da expressao para o
termo de O(s?) em (A.12).

Existem varias generalizacoes deste método, um caso que vamos precisar e
quando ¢(0) = 0 neste caso precisamos usar a expansao para ¢(s) até primeira
ordem em s, quando ¢'(0) também ¢ igual a zero temos de usar os termos de ordem

superior e assim por diante.



Apeéendice B

Integrais (Gaussianas

Nesse apéndice estamos interessados em obter expressoes para as funcoes de cor-
relagdo de N-pontos (¢(z1)p(xs) - ¢(x,)). Esse resultado é mais conhecido para
os fisicos como teorema de Wick. Seja uma distribuicao de probabilidade Gaussiana

para N variaveis
P(¢1,- - ¢n) = LA de o' Alg = Ao, B.1
(61, ¢n) =exp (—507A7'0 ), onde ¢TAT =3 640, (BI)
.3
definindo a fungao geradora Z(j) como

Zlre i) = [ [ (<goTa7 04 T0) dor oo, (B2)

fazendo a seguinte mudanca de variaveis

o=¢ + Aj (B.3)
obtemos
1 _ . 1 .., 1. )
—§¢TA 'o+7T¢= —§¢TA Yo' + §]TA] (B.4)

portanto a fungao geradora pode ser escrita como

2() = 20)exp (51741 ) (5.5)

se derivarmos a expressao acima com relacao a j e calcularmos em 7 = 0, obtemos

os momentos da distribuicao isto é
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(B.6)

o 1 1~
'i . .. 'L f— B N A
<¢ ' ¢ 2n> ajzd e ainn 2"n eXp < ]>

J=0
E possivel mostrar da equacao (B.6), que todos os momentos de uma distribuigao
Guassiana podem ser expressos como uma fungao apenas dos segundos momentos.

A prova é direta, comecando pelo segundo momento

(Girhin) = ijAm Airia = 0 (B.7)

0311 Jis

—~ =
A quantidade ¢;,¢;, ¢ chamada de contracao de ¢;, e ¢;,. As derivadas da equagao
(B.6) produzem 2n! termos depois de dividirmos por 2"n! temos o nimero total de
termos dado por (2n — 1)!l. Observe que essa quantidade é o nimero de maneiras
—~— = ——,
de formar pares ¢;, @i, GisPi, * * * Pig,y_y Gin,, j& que temos (2n — 1) formas de escolher o
primeiro par, para formar o segundo par temos (2n —3) maneiras e assim por diante

de onde obtemos que

—~N~— -
(Gir =+ Ginn) = iy iy PigPiy * * i1 Pin, + Permutacoes (B.8)

por exemplo se queremos calcular a funcao de 4 pontos

PPN N N U S Sy
(Giy Bin iy Piy) = iy Diy Piy iy + iy Biy Diy Diy + iy Piy Diy iy (B.9)



Apéndice C

Calculo de e_AOt

Queremos obter uma expressao para exp(—Agt) onde

Ao = ( 1\21 21] ) (C.1)

e onde I é a matriz identidade N x N. Para isso vamos calcular os autovalores da

matriz Agt. Para N = 1 temos

-\ =t

det(At—)J)-det( Mt Ct— A ) =0, (C.2)

de onde obtemos os seguintes autovalores

t
2\ = % + pt onde p = (%)2 — M. (C.3)
Para N = 2 temos
-2 0 —t 0

det(A = ATy =det | 0 TN O T (C.4)

Mt 0 Ct—X O
0 Mt 0 (t—2)\

Calculando este determinante pelo método dos cofatores temos
det A' = —(—1)*Adet A}, — (—1)* det A],

onde A%j e a matriz A! acima sem a linha i e coluna j calculando o determinate das

matrizes A}, e Aj; temos que
det A% = (=A(Ct — A) + Mt?)” (C.5)
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prosseguindo por inducdo vemos que det(Agt — AI) = (=A(Ct — A) + Mt2)™, por-
tanto os autovalores sao \* = % + pt. Para calcularmos a exponencial desta matriz
usaremos o teorema de Cayley-Hamilton que nos diz que uma matriz A satisfaz
sua propria equagao caracteristica. Seja d(\) = det(Ay — AI) e sua equagdo carac-
teristica dada por d(\) = 0. Seja f(A) um polindomio de grau n arbitrario, f(A) é o
polinémio em A entao f(A) = d(\)g(A) +r(\) o grau de r(\) é menor que o grau de
d(X) usando que d(A) = 0 temos que f(A) =r(A). Seja f(A) = exp(—At) entao

f(A) = OéQn_1A2n_1 + a2n — 2A2n_2 + -t Oéo[ (C6)
FA) = agn A4 a2n — 20772 4l (C.7)

Para N = 1 temos dois autovalores A* e sabemos que

e M = r(—At) = —a1 At + ool (C.8)

Também sabemos que
e = —a AT + g (C.9)
e = -\ + . (C.10)

Resolvendo este sistema de equacoes obtemos que

et — ¢~ cosh(pt) (1+ @ < Eﬁ _2/2 )) . (C.11)

Agora se observarmos que Ag = Ay ® I onde [ e a identidade N x N obtemos a

At

seguinte expressao para e~* = e~ ® I de onde segue a espressao

e~ = ¢=% cosh(pt) (( - ) + @ ( crar o )) (C.12)

onde [ é a identidade N x N



Apendice D

Equacoes Diferenciais Estocasticas

Nesse apéndice iremos fazer um compéndio de resultados uteis e defini¢oes impor-
tantes sobre equacoes diferenciais estocasticas. Estas defini¢coes serao importantes
para um melhor entendimento deste trabalho.

Em geral ao adicionarmos alguma incerteza nos coeficientes de uma equacao
diferencial obtemos modelos matematicos mais realisticos. Por exemplo, vamos con-

siderar um modelo para crescimento populacional descrito por

dN
onde N(t) é o tamanho da populagdo no tempo t e a(t) é a taxa de crescimento no
tempo ¢t. Sabemos que em situagoes reais a(t) nao é completamente conhecida: ela
esta sujeita a efeitos aleatérios do ambiente. Portanto, uma descricao mais realista

é dada por
a(t) = f(t) + “ruido”

Neste caso nao conhecemos o comportamento do termo de ruido, apenas sua dis-
tribuigdo de probabilidade. O problema é como resolver a equagao (D.1) com a
presenca deste termo. Equagoes deste tipo aparecem freqiientemente na fisica. Na
maioria dos sistemas o termo de ruido é um fator indesejavel que deve ser mini-
mizado, como em sistemas de comunicacao e de controle.

Porém, sobre certas circunstancias, a presenca do ruido pode ajudar a mel-

horar a eficiéncia de alguns sistemas: esse fendmeno é conhecido como ressonancia
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estocastica [69]. Outros efeitos inesperados também podem ser induzidos pelo ruido.
O fendémeno conhecido como transicao de fase induzida por ruido é um exemplo:

neste caso o sistema passa de uma fase desordenada para um estado ordenado [70].

D.1 Construcao da integral de Ito

Queremos dar uma interpretagao matematica para tratarmos equacoes da forma

dX

E = b(t, Xt) + O'(t, Xt)Wt

Em varias situacoes da fisica ou engenharia é til assumir que W; tem as seguintes

propriedades
o t1 £ty = W, e W, sao independentes

o {W;} é estaciondrio i.e., a distribuigao conjunta de {W} 44 Wy, 4+} nao de-

pende de t
e E[WW;] = 0 para todo t.

Porém um processo estocastico com estas propriedades nao pode possuir trajetorias
continuas. Para evitarmos problemas técnicos provenientes deste fato vamos reescr-

ever a equagao (D.1) da seguinte forma
X1 — Xy = bty Xi) Aty + o (L, X)) WAty

onde X; = X(¢t;), Wi, = Wy, Aty = ty41 — t,. Vamos usar a seguinte notagao
WAt = AV,. As condicgoes i, i, iit para W, sugerem que V; seja de incrementos
estacionarios com média 0. Porém o tnico processo continuo com esta propriedade

¢ o movimento Browniano B; portanto obtemos a seguinte equacao

k—1 k—1
X =Xo+ Y blt;, X;)At; + Y olt;, X;)A (D.2)
7=0 7=0

é possivel mostrar a que no limite de At; — 0 o limite do lado direito da equacao

(D.2) existe em algum sentido. Portanto podemos usar a notagao usual para integral
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€ escrevermos , .
X = X0+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s, Xs)dBs.
0 0
Nao vamos provar a existéncia deste limite nem para qual classe de funcoes o esta

integral existe: estes passos podem ser encontrado em [46, 71]. Vamos nos limitar a

apresentar aqui algumas propriedades da integral de It6 que sao

/ fdB, = / fdB, + / fdB, (D.3)

(i4) / (cf + g)dB, = ¢ / fdB, + / gdB, (D.4)

S S

(i) EUdeBt} —0 (D.5)
T S
(iv) / fdB, é Fr mensurdvel (D.6)

Como acontece no cédlculo, quando estamos lidando com integrais de Riemann a
definicao de integral nao é muito 1til para o cédlculo de integrais: o que usamos é o
teorema fundamental do calculo e a regra da cadeia. Aqui a situagao é semelhante e

a férmula que nos permite achar uma “primitiva”’é conhecida como férmula de Ito.
Theorema D.1.1 Seja X; um processo de Ité dado por
dX; = udt + vdB;,
e seja g(t,x) € C*([0,00)) X R. Entdo
Yy =g(t, Xt)

¢ novamente um processo de Ito e
2

g Jg 10%g

Xi)d X)dX, + -
at(t t) t—i—a (t, Xy)d t+282
onde (dX;)? € calculado de acordo com as sequintes regras dtdt = dtdB; = dBydt = 0,

dBtdBt = dt .

dY;f (tht)<dXt)2a (D7>

A defini¢ao de processo de Ito e outros detalhes podem ser encontrados em [46]. A
formula de Ito pode ser generalizada para processos de It6 n-dimensional. Neste

caso temos o seguinte teorema:
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Teorema D.1.1 Seja
dX = udt +vdB (D.8)

uma integral estocdstica n-dimensional. Seja g(t,x) = (g1(t,x), -+, gp(t,z)) um

mapeamento C* de [0,00) x R™ em R?. Entao o processo
Y(t,w) = g(t, Xy) (D.9)

¢ novamente uma integral estocdstica, e sua componente niumero k é dada por

)i 8gk 0 Ik
Y, = X) X)dX; X)dX;dX; D.1
avi = 2, dt+§ (X)X, + § :axzaxj (t, X)dX,dX;,  (D.10)

D.2 A Formula de Cameron-Girsanov-Martin

O seguinte resultado que nos diz como a medida de uma difusao muda quando
adicionamos um termo de “drift”é bastante util em véarias aplicacoes. E esse o
resultado que utilizamos para estudar uma dinamica mais complicada em termos de
um sistema mais simples onde nos conhecemos a solucao. Podemos enunciar este

teorema da seguinte forma.

Teorema D.2.1 Seja X(t) = X*(t) € R" e Y(t) = Y*(t) € R" uma difusio de

Ito e um processo de Ito, respectivamente, da sequinte forma

dX(t) = (X (t))dt + o(X(1))dB(t); t<T

dY (t) = [y(t,w) + b(Y ()] dt + o(Y()dB(t); t<T, Y(0)==z, (D.12)

onde y(t,w) € Wy, xg € R € as fungoes b: R" — R™ e g : R" — R"™*™ satisfazem
as condigcoes abaixo
b(x)] +|o(x)] < C(A+ |z]); =€ RY
[b(z) = b(y)| + lo(z) — o(y)| < D]z —y| (D.13)
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para constantes C' e D. Suponha que existe um processo u(t,w) € Wyn tal que
o(Y(t))u(t,w) =~(t,w).

Definindo M;,Q e B\(t) como

M; = exp ( fo u(s,w)dBs — % [, Lul(s, w)ds) t<T (D.14)
dQ( ) = Mp(w)dP(w) em Fi™ (D.15)
fo u(s,w)ds+ B(t); t<T (D.16)

Assuma que M, é martingale com respeito ]—"t(m) e P. Entao QQ € uma medida

de probabilidade em fi(pm) e

~

ay(t) =o(Y(t))dt + o(Y(t))dB(t). (D.17)
E mazs,
Alei @ de Y*(t) é a mesma da lei P de X™°(t);t <T.

Todas as definicoes necesséaria para entender este teorema podem ser encon-

tradas em [46].



Apeéendice E

Numeros de Catalan

Os numeros de Catalan sao definidos por

1 <2n)
Cp = )
n+1\n

Estes nimeros aparecem em vérios problemas de contagem [72], e neste apéndice

queremos mostrar que

. [t—s1l |s1—s2l |sn—t|
Cntl = tlggo e 2z e 2 ---e 2 dsy---ds,. (E.1)
0

o primeiro passo é mostrar que

/C(sl---sn)s]fdsl---dsn :/C(SQ"'Sn) Z(—l)kﬂ j|'sJ2+ 1 dsg -+ ds,+R(t)
j=0 '

(E.2)
essa formula pode ser verificada por indugao, o termo R(t) desaparece no limite de

t — 00, onde estamos usando a notagao
C(Sl . Sn) _ e|t751|+|s1782\---|sn7t|

outra integral que temos de calcular é a integral

k

t k!
C(sp)stds, = —t/ (E.3)
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como antes é facil mostrar essa igualdade por induc¢ao. Paran = 1 a igualdade (E.1)
é verificada facilmente bastando fazer a integral

t
lim etisldb‘l =1= Co
t—o0 0

supondo que este fato seja verdade para todo k < n vamos provar que isso vale para
n+ 1. Seja
Chi1 = /C(sl ey Sp)dsy e dsy (E.4)

usando a formula (E.2) obtemos

1
Cn+1 = /C S92, - ) S (Z ,]' k|52 + t) (E5)
: !

o termo C(sg,- -+ , $,) = ¢, pela hipdtese de indugao para o outro termo substituimos

novamente a integral pela equacao E.2 obtendo

/Z (Hl ((—1)"+J1£C<83,~~ s )s{;) + Mt"“) (E.6)

Jp! J+1
Jj1=0
iterando este procedimento e fazendo algumas simplificacoes obtemos

]l

1 g+1 Jn—1+1

Cpp1 = Z Z Z 1+7() (E.7)

Jj=0 j1=0 Jn—1=0

essa soma é o nimero de Catalan de ordem n + 1 e os termos 7 (¢) se cancelam

usando algumas propriedades das chamadas piramides catalan [73].



Apeéendice F

Solucao do cristal harmonico

Vamos comegar definindo

U=U, + U
2w
~ ky(Ty — T
=V.+ ol +2 )U
s _ k(T —T0)
L =—"7 F.1
) (F.1)
Pela equagao (2.18) temos
Z =7t (F.2)
V=UG+ZR (F.3)
25— VR — RV = v[GZ — ZG] (F.4)

onde v = w?/\?. Além destas equagoes temos que U e V sao simétricas . Devido
a estrutura das matrizes R e S, o lado esquerdo da equacao (F.4), é uma matriz
de bordas (i.e. apenas os elementos das colunas e linhas externas sao nao nulos).
Portanto o lado direito desta equagao (GZ — Z(G) também tem de ser uma matriz de
bordas. Usando a forma explicita da matriz G' juntamente com a com a propriedade

de anti-simetria (F.2), podemos ver que Z é necessariamente uma matriz de Toeplitz
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quando GZ — Z(G é uma matriz de bordas, logo Z pode ser escrito na forma

0 ¢1 ¢2 ¢N—2 ¢N—1

-1 ON-_2
vy ) . )
P F.5
" (F.5)
—¢N—2 ¢1
—ON_1 —OPN_2 0

As quantidades ¢1, - - - ¢ sao relacionadas com as entradas da matriz de bordas do

lado esquerdo da equagao (F.4) e sao

vo; =01 — Vij = 0j1 + V n—ji (F.6)
onde ¢ = 0 por definigdo. A equagao (F.3) juntamente com o fato de V ser
simétrica implica que

GU - UG = —(RZ — ZR). (F.7)

Outra vez, o lado direito de (F.7) é uma matriz de bordas, e devido a propriedade
se simetria de U (U ¢ constante sobre a diagonal cruzada). E facil verificar que
[ éli—j—1) parai+j<N
U”_{ (2N +1—1i—j) parai+j <N (F.8)
é uma solucao da Eq. (F.7). Em principio esta nao é a tinica solugao, ja que podemos
adicionar qualquer matriz simétrica que comuta com G, porém pode-se verificar a
posteriori que a adicao de qualquer uma destas matrices ira violar as propriedades
de simetria de V.
Substituindo as expressoes para U e Z na equagao (F.3), obtemos uma ex-
pressao para V em termos dos ¢’s. Essa equagdo combinada com (F.6) produz a

seguinte equagao para os ¢’s
N-1
Y Kij¢; = da (F.9)
j=1

onde K = G + vI, e temos a seguinte expressao para V'

V=S—-vU. (F.10)
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O problema de encontrar uma solucao para o transporte de calor foi reduzido em

solucionar a equagao (F.9). Para resolver esta equagdo usamos a regra de Cramer e

obtemos
sinh(N — j)a
= F.11
% sinh(N«) ( )
onde « é definido por
1
cosh(a) =1+ 37 (F.12)
No limite de N grande e j fixo temos a seguinte formula assintética
¢j = ejo‘ (Fl?))

onde

1 1
P =€ = 1—|—§V— 5(4y—|—yz)1/2

que completa a solucao de encontrar a distribuicao de probabilidade no estado esta-

cionério.
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