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Resumo

O tamanho, geralmente caracterizado pela massa corporal, afeta a maioria dos para-
metros bioldgicos e seu efeito é estudado por um ramo da biologia chamado de alome-
tria. Nessa tese estudamos, dos pontos de vista da fisica e da biologia, dois topicos:
(i) alometria das taxas metabolicas e (ii) relagoes de escala nas cadeias alimentares.

(i) A relagdo de escala B = aM?, conecta a taxa metabdlica B & massa corporal
M. Aqui a é uma constante e b é o expoente alométrico. Por muitos anos foi aceito
que a taxa metabolica basal de todos os organismos é descrita pela lei de Kleiber (b =
3/4). Na tentativa de encontrar uma explicagdo fundamental para a lei de Kleiber,
West, Brown e Enquist propuseram um modelo baseado na rede de distribuicao de
nutrientes comum para todos os organismos. Contudo, alguns erros mateméticos
foram encontrados nesse modelo mostrando que o expoente 3/4 nao pode ser derivado
corretamente. Recentemente, a universalidade da lei de Kleiber tem sido contestada
através de dados experimentais. Além disso, sabe-se que o expoente alométrico da
taxa metabdlica méxima ¢ maior do que o da taxa metabdlica basal. Isso sugere que
elas sao governadas por mecanismos diferentes.

No6s reformulamos as idéias de West, Brown e Enquist e mostramos que este
modelo fornece o expoente da taxa metabodlica maxima e que o expoente do basal
pode ser obtido através de uma aproximacao. A diferenca entre estes expoentes é
devido a adaptagoes dindamicas na rede de distribuicao de nutrientes. Além disso,
noés propomos um novo modelo onde os estados metabdlicos dos organismos sao des-
critos em um espago de quatro dimensoes (trés comprimentos biologico e um tempo
fisiologico). Nos consideramos que as densidades de massa e energia nesse espago sao
invariantes por escala (ndo dependem da massa corporal). Os estados metabolicos
diferentes (basal e maximo) sdo descritos assumindo que os comprimentos biologicos
e 0 tempo sao conectados pelos processos de transporte de massa e energia dominantes.
Os resultados para a taxa metabdlica maxima estao em 6timo acordo com os dados
experimentais. Para a taxa metabolica basal nés concluimos que o expoente esta no

intervalo [2/3,3/4] e que provavelmente é b = 0, 714.
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(ii) As cadeias alimentares sdo diagramas que mostram a relagao de predagao
entre as espécies de uma comunidade. Nas ultimas trés décadas os pesquisadores vém
tentando identificar padroes universais na estrutura das cadeias alimentares. Recen-
temente, Garlaschelli, Caldarelli e Pietronero estudaram as cadeias alimentares como
redes de transportes estendendo para elas o conceito de alometria, isto é, como uma
propriedade do sistema muda com o seu tamanho. Eles propuseram que o expoente n
que caracteriza a eficiéncia do transporte de energia e materiais nas cadeias alimenta-
res grandes e pequenas tem um valor universal (n = 1,13). Nos estabelecemos um
limite inferior e um limite superior para este expoente numa rede geral com ntimeros
de niveis H e espécies troficas K fixos. Quando o numero de espécies é grande os
dois limites sao iguais a 1, implicando que o resultado n = 1,13 é devido a efeitos de

tamanho finito e que o valor desse expoente depende do tamanho da cadeia alimentar.



Abstract

Body size, which is characterized by body mass, affects most biological parameters
and its effects are studied by a branch of biology called allometry. In this thesis we
have studied, from the view points of physics and biology, two topics: (i) allometry
of metabolic rates and (ii) scaling relations in food webs.

(i) The allometric scaling relation B = aM?® connects the metabolic rate B with
the body mass M. Here a is a constant and b is the so-called allometric exponent. For
many years it was a universal believe that the basal metabolic rate of all organisms
is described by Kleiber’s law (b=3/4). In attempting to derive a fundamental expla-
nation for Kleiber law, West, Brown and Enquist proposed an elegant model based
on resource distribution networks common to all organisms. However, some mathe-
matical mistakes have been found in this model, showing that the 3/4-law cannot be
correctly derived. Recently, the 3/4 - law is cast in doubt even by experimental data.
Moreover, it is known that maximum metabolic rate scales with an exponent larger
than 3/4. This result raises the question whether the scaling of maximal metabolic
rate is governed by mechanisms different from those determining basal metabolism.

We reformulate the ideas of West, Brown and Enquist and show that this model
furnishes the exponent of the maximum metabolic rate and that the exponent of the
basal one can be obtained through an approximation. The difference between these
exponents is due to dynamic adaptations in the resource supply network. Moreover,
we present a new model where the metabolic states of organisms are described in a
four-dimensional space (three biological lengths and a physiological time). We con-
sidered that in this space the mass and energy densities are size-invariant quantities
(independent of body mass). The different metabolic states (basal and maximum)
are described by assuming that the biological lengths and the characteristic time are
connected by different dominant transport processes of energy and mass. The results
for the maximum metabolism of animals agree with the empirical data. For the basal
metabolism we find that the exponent is in the interval [2/3,3/4] and probably has
the value b = 0, 714.
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(ii) Food webs are diagrams showing the predation relationships among species
in a community. In the last three decades, researchers have tried to identify univer-
sal patterns in the structure of food webs. Recently, Garlaschelli, Caldarelli and
Pietronero have studied food web as transportation networks by extending to them
the concept of allometric scaling, how branching properties change with network size.
They have proposed that the exponent 7 characterizing the efficiency of the transport
of material and energy in large and small food webs might have a universal value
(n = 1,13). We establish a lower and upper bounds for this exponent in a general
spanning tree with fixed number of trophic species and levels. When the number of
species is large, the lower and upper bounds are equal to 1, implying that the result
n = 1,13 is due to finite size effects and that the value of this exponent depends on
the size of the web.
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Capitulo 1

Introducao

A vida é o fenébmeno mais complexo que conhecemos no universo, manifestando uma
grande variedade de formas e fungoes numa variacao enorme da escala de tamanho
[1, 2|. Estudar a diversidade dos organismos ¢ uma tarefa muito dificil porque cada
grupo tem determinadas particularidades estruturais, ou seja uma concepcao exclu-
siva. Existem aproximadamente 30 concepgoes (filos) ou projetos fundamentais difer-
entes de animais multicelulares. Um modo de tratar essa diversidade consiste em
compreender os principios e padrdes (i) comuns a todos os grupos e (ii) os particu-
lares a cada um deles. Principios e padroes universais aparecem porque a vida usa
basicamente a mesma constituicao quimica e as mesmas reagoes quimicas. Além disso,
todos os organismos devem resolver os mesmos problemas da existéncia: procura de
alimento e de oxigénio (organismos aerobicos), manuten¢ao do equilibrio hidrico e
salino, remogao de detritos metabdlicos e perpetuacao da espécie. O projeto funda-
mental dos organismos para enfrentar esses problemas esté correlacionado com (1)
o ambiente (marinho, agua doce e terrestre), (2) o modo de vida do animal, (3) as
limitagoes impostas pelo projeto ancestral controlado pela composi¢ao genética e (4) o
tamanho do animal. E claro que o ambiente marinho é em geral o mais estavel devido
as ondas, marés e correntes ocednicas que asseguram, através de uma mistura con-
tinua, um meio homegéno com sal e gases dissolvidos. Como a 4gua marinha é mais
ou menos isosmotica com os fluidos corporais, a manutencao dos equilibrios hidrico e
salino é simples. Ja o ambiente terrestre é o mais severo. A perda de dgua por evapo-
ragao e a susten¢ao do animal se tornam, por exemplo, problemas criticos. Em relagao
ao modo de vida, podemos citar que animais que se movem livremente em geral sao
bilateralmente simétricos com o sistema nervoso e 6rgaos sensoriais na extremidade
anterior do corpo, ja que esta é a parte que entra primeiro em contato com o ambi-
ente. Por outro lado, a simetria radial ¢ uma vantagem para o organismo séssil porque

permite que o organismo responda ao ambiente em todas as direcoes. Nos estamos



particularmente interessados em descrever os efeitos do tamanho do organismo, carac-
terizado pela massa corporal, a partir de principios fisicos, quimicos e bioldgicos. Na
terra vivem organismos unicelulares, animais pequenos e gigantes, plantas mintsculas
e arvores imensas |1, 2|. A medida que o corpo aumenta, a razdo entre superficie e o
volume diminue. Nos animais pequenos, a area da superficie é suficientemente grande
se comparada ao volume, de tal forma que a troca de gases, alimentos e detritos pode
ser realizada somente por processos de difusao. Para animais grandes as distancias se
tornam grandes e a difusao se torna ineficiente. Transporte por conveccao se torna
indispensavel. Isso levou ao desenvolvimento de sistemas circulatérios celdémicos e
vasculares sanguineos.

Em contraste com toda essa diversidade e complexidade dos seres vivos esta
a simplicidade do comportamento de escala da maioria das variaveis e de muitos
processos biologicos fundamentais [3]. O comportamento dessas grandezas é descrito
por leis de poténcia. O ramo da biologia que estuda o comportamento de escala das
variaveis e processos biolégicos ¢ conhecido como alometria. Nessa tese nos vamos (i)
estudar a origem de leis de poténcia na alometria entre espécies das taxas metabolicas
e (ii) estudar uma relagao de escala nas cadeias alimentares.

As relagoes de escala tem sido um tema persistente na biologia ha muito tempo
[3]. Muitos fenémenos biolégicos sdo descritos por leis de poténcia Y ~ M® onde M
é a massa e b é o expoente. Até mesmo o metabolismo, que é um dos processos mais
fundamentais da vida, segue a simplicidade do comportamento de escala quando visto

em funcao da massa corporal.

Esta tese esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2 vamos definir os
conceitos envolvidos na alometria e ver como diversas grandezas biol6gicas podem ser
descritas por simples leis de poténcia.

O capitulo 3 sera dedicado a taxa metabdlica interespecifica. Apos uma breve
introdugao vamos fazer uma revisao dos dados experimentais da literatura e ver que
analises diferentes do mesmo conjunto de dados experimentais podem levar a resulta-
dos diferentes. Essas investigacoes mostram que o expoente da taxa metabolica basal
deve estar entre 2/3 e 3/4 e que o expoente alométrico da taxa metabdlica méxima é
maior do que o expoente alométrico da taxa metabdlica basal. Em seguida, analisa-
remos os principais modelos propostos para explicar a origem da lei de Kleiber [30].
Em particular vamos apresentar em detalhes o modelo de West, Brown e Enquist [6].
Este modelo é o grande responsavel pela retomada intensiva das pesquisas na area
de alometria, e foi nossa motivacao inicial para ingressarmos na area. Contudo, foi

mostrado por diversos autores que este modelo contém erros e que o expoente nao



pode ser obtido a partir das hipéteses do modelo.

No capitulo 4 nés vamos reformular o modelo de West et al. [6] e mostrar
que este modelo fornece o expoente da taxa metabodlica maxima e que o expoente do
regime basal pode ser obtido através de uma aproximagao e que a diferenca entre estes
expoentes é devido a adaptagoes dindmicas na rede de distribuicao de nutrientes.

Nossos estudos sobre o metabolismo terminam no capitulo 5. Neste capitulo
vamos apresentar uma novo modelo onde os estados metabolicos dos organismos sao
descritos num espaco de d + 1 dimensoes, d comprimentos e 1 tempo biologico. Esse
modelo explica diversos aspectos da alometria das taxas metabdlicas, inclusive a va-
riedade de expoentes encontrados para as taxas metabolicas méxima e basal.

O segundo problema estudado nessa tese serd apresentado no capitulo 6. Gar-
laschelli, Cardarelli e Pietronero [4] estudaram as cadeias alimentares usando as fer-
ramentas desenvolvidas para o estudo de redes de transporte. Estendendo o conceito
de alometria para as cadeias alimentares eles estudaram a eficiéncia de transporte
de energia e nutrientes em funcao do tamanho da cadeia alimentar. Segundo estes
autores, o expoente que caracteriza a eficiéncia de transporte da cadeia alimentar
tem um valor comum, igual para todas as cadeias alimentares catalogadas, a saber,
n = 1.13. Contudo, nés vamos mostrar que o expoente ¢ diferente para as cadeias
alimentares grandes e pequenas e que os autores nao levaram em conta os efeitos de
tamanho finito.

Vamos apresentar as nossas conclusoes desses estudos no capitulo 7. Além
disso, foram incluido dois apéndices. No apéndice A noés resolvemos a equagao de
Navier-Stokes na aproximacao de ondas longas em dois casos distintos, relacionados
ao movimento do sangue na parte inicial e na parte final da arvore arterial. Calcu-
lamos a impedéancia nesses dois limites. Estas impedancias sao usadas no capitulo
4. Neste apéndice sao discutidos alguns aspectos do sistema cardiovascular. Além
disso, também é discutido brevemente o casamento de impedéancias na rede arterial.
No apéndice B nos apresentaremos a motivacao fisica que levaram Garlaschelli et al.
[4] a definirem as grandezas necessérias para descrever o equivalente do transporte de

energia numa cadeia alimentar.



Capitulo 2

Alometria

2.1 Introducao

Os animais sao diferentes. Se compararmos um peixe, um passaro e uma cobra,
concluiremos que os corpos dos animais podem ter formas geométricas muito distintas.
Mas, os animais nao sao diferentes apenas na sua forma corporal, eles sao diferentes
em tamanho também. Um elefante é muitas vezes maior do que um rato. Na verdade,
desde os menores microorganismos, cuja massa é da ordem de 10713¢, até a baleia azul,
com massa da ordem de 10%g, a vida compreende mais de 21 ordens de grandeza [1].
Esta é uma das caracteristicas mais impressionantes da vida na terra. Provavelmente,
o tamanho é a caracteristica de maior importancia de um organismo, e basicamente
determina seu estilo de vida [7]. Essa variedade de formas e tamanhos tem um papel
fundamental na habilidade dos organismos conseguirem fazer seus habitat em locais
extremamente diferentes, de modo que eles podem explorar e viver nos lugares mais
inospitos. Literalmente, a vida cobriu o planeta terra.

Mas, quando o tamanho de um sistema fisico muda, a relacao entre seus com-
ponentes precisa se ajustar para que ele continue a funcionar. Para alcancar tal
diversidade os organismos tiveram que ajustar sua estrutura e fungao para compensar
as mudangas fisicas, geométricas e bioldgicas. O ramo da biologia que se preocupa
com essas mudancas de escala é a alometria.

Muitas caracteristicas estruturais, anatomicas e fisiologicas dos organismos mu-
dam com o tamanho de tal forma que eles permanecem similares. Essa similaridade
pode ser descrita por uma dimensao fractal ou uma lei de poténcia. O uso de leis de
poténcia na biologia é muito bem estabelecido de forma que elas sao, habitualmente,

chamadas de equagoes alométricas. Uma lei de poténcia tem a seguinte forma

Y(X)=aX" . (2.1)



Onde Y é a variavel dependente, a é o intercepto, X a variavel independente e b é o ex-
poente de escala. Para descrevermos como uma variavel biolégica varia com o tamanho
dos organismos, é necessario definirmos uma variavel independente comum a todos.
Porém, devido a grande diversidade de formas dos organismos, ¢ dificil caracteriza-los
por um comprimento caracteristico linear. Assim, na alometria é comum usar a massa

como a variavel independente pelas seguintes razoes:

1 Ela é uma grandeza que pode ser facilmente medida na maioria dos organismos.
2 Sua medida é feita com bastante precisao.

3 Seu intervalo de variagao é muito grande, compreende mais de 21 ordens de grandeza.
Listamos abaixo alguns exemplos da variavel Y.

1 a taxa metabélica basal;

2 a freqiiéncia cardiaca do organismo em repouso;

3 o tempo de vida de um organismo;

4 o raio da aorta e do tronco das arvores;

5 duracao do ciclo de respiragao nas aves e nos mamiferos;

6 tempo para alcancar a puberdade nas aves e nos mamiferos.

Quando o expoente é b = 1 na equagao (2.1), dizemos que a relagao ¢é isométrica
e quando b # 1 temos uma relagao alométrica. De fato, o termo alometria significa
medida diferente.

O caso mais simples de alometria é a similaridade geométrica. Considere dois
cubos de dimensodes lineares (L, Lo, L3) e (L}, L, Lf), respectivamente, como na
figura (2.1). Eles sao geometricamente similares se os lados correspondentes estao em
igual proporgao,

o_n_ L,

Ly Ly ILs ’
e se os angulos correspondentes sao iguais. Note que esta definicao pode ser generali-
zada para objetos de formas mais complexas. Os lados correspondentes dos dois cubos
sao relacionados por k (L, = kL;, i = 1,2 ou 3), as areas estdo relacionadas por k?
(8" ~ LiL} ~ K*L;L; ~ k*S) e o volume por k* (V' ~ LY LyLy ~ k*LyLyLs ~ k*V).

Em outras palavras, se L € um comprimento caracteristico, entao podemos escrever



S~ L*eV ~ L3 Se a densidade do objeto p for constante, temos M ~ pV ~ L3,

implicando que

L=aM"? e S=asM?? . (2.2)

Note que as constantes aj e ag dependem das unidades usadas.

Vo

-

L

L,

Figura 2.1: Dois cubos similares.

Se os organismos biologicos fossem geometricamente similares, esperariamos
que os expoentes alométricos fossem multiplos de 1/3. Contudo, nem sempre essa ex-
pectativa é observada, porque estao presentes outras restricoes além das geométricas.

As leis de poténcia aparecem em muitos fendmenos da natureza. Elas aparecem
em fenomenos tao distintos como na distribuigao de magnitude de terremotos, na
geometria fractal da ramificacao das arvores e do sistema cardiovascular e respiratoério,
nos estados criticos da termodinamica, na auto-similaridade das séries temporais de
processos biologicos e nao biologicos, ete. [8, 9, 10|. Na fisica contemporanea os
conceitos de auto-similaridade, fractais e leis de poténcia sao comuns.

Em seu livro, Mandelbrot [8] discute como medir formas muito irregulares,
tais como o litoral da Gra-Bretanha, utilizando dimensdes fracionérias. Ele descobriu
que o grau de irregularidade da costa britanica permanecia constante, qualquer que
fosse a escala utilizada. Isto significa que, seja de perto ou de longe, os padroes das
formas sao os mesmos, ou seja, a costa da Gra-Bretanha é auto-similar. Um objeto é
auto-similar se ele é constituido por partes que sao semelhantes ao todo. Quem nunca
percebeu que um pedago de uma couve-flor é semelhante a verdura inteira. Em geral
os objetos fractais sao auto-similares. Vamos discutir como as leis de poténcia tém
um papel fundamental no estudo de fractais. Considere a transformagao de escala

isotrépica



X = X*=)X . (2.3)

Vamos inserir essa transformacdo na equagao (2.1)
Y(X*) = a(X*)" = a(AX)" = NaX" = X'V (X)

Note que obtivemos a mesma funcao Y (X) multiplicada pela constante A\°. Isso des-
creve a invariancia de escala de Y (X), isto é, ela tem a mesma forma em todas as
escalas. Entao, a auto-similaridade dos objetos fractais pode ser descrita por uma lei
de poténcia. Uma conseqiiéncia da invariancia de escala das leis de poténcia é que
o expoente b nao depende das unidades usadas para medir Y ou X. As fungoes que
satisfazem a relagao F(\x) = A\’F(z) sdo homogéneas.

Sabe-se que as leis de poténcia sao usadas na biologia desde a época de Galileu,
porém somente ha poucas décadas é que houve um avango crescente e sistematico neste
campo |3, 11, 12]. Tomando o logaritmo de ambos os lados da equagao (2.1) vamos

ter uma equacgao de reta na escala logaritmica
log Y =log a+b log X |

onde o expoente de escala é a inclinacao da reta. Como a equagao acima é equivalente
a equagao (2.1), entdo expoente b e o intercepto a sao facilmente obtidos a partir dos
dados experimentais, via um método de regressao linear.

As equacoes alométricas, além de serem predominantes na biologia, tém diver-
sas aplicagoes. Por exemplo, foi aceito por muitos anos que a taxa metabdlica basal
dos organismos era dada por B ~ M?%*. Entdo se a taxa metabolica de uma dada
espécie desviar deste padrao de comportamento é possivel que tenha havido uma es-
pecializagao daquela espécie [11, 12|, como no caso da baleia azul que tem uma taxa
metabodlica elevada porque vive nas profundezas ocednicas onde é bastante frio. As-
sim, ela se especializou naquele ambiente, onde é necessario gastar muita energia para
se manter aquecida. As equacoes alométricas também sao usadas na paleontologia.
A partir de um osso de um dinossauro pode-se prever a sua massa, tempo de vida,
quantidade de alimento ingerida diariamente, densidade populacional [11, 12], etc. Na
medicina, as drogas podem ser testadas em ratos e via equacoes alométricas estimar a
dosagem para os homens [12|. As equagoes alométricas também sao tuteis para prever
certos padroes encontrados na natureza. Por exemplo, se a freqiiéncia cardiaca em
repouso for dada por f. ~ M~*4(batidas por segundo) e o tempo de vida de um

organismo for dado por t, ~ M/ 4(segundos), entdo o ntimero de batidas do coragao



durante a vida nao depende da massa. Assim, um camundongo vive menos que um

animal maior porque seu coracao bate mais rapido.

2.2 Niveis de alometria na biologia

Existem trés niveis de alometria na biologia. No primeiro nivel observam-se as relagoes
de escala dentro de um individuo. Normalmente, os organismos sao construidos de
unidades estruturais e funcionais que nao variam significativamente com o tamanho
do individuo. Neste nivel, vamos encontrar basicamente relacoes de escala entre esses
componentes. Por exemplo, o sistema circulatoério dos mamiferos é constituido de
uma rede de vasos que ramificam regularmente, comecando por um vaso, a aorta, e
terminando nos milhares de capilares. Existe uma relacao de escala que diz como o

raio r e o comprimento [ dos vasos mudam a cada geragao,

lo G k
— = — = —— = constante ,
L ly ly41
e
To T Tk
— = — = —— = constante

(&1 T2 Tk+1

Onde [ e r; s@o o raio e o comprimento de um vaso arterial do nivel de ramificacao

k. Esse padrao de ramifica¢do estd mostrado na figura (2.2).

Figura 2.2: Ilustracao da ramificacao da rede arterial.

O interessante é que essas relacoes nao dependem da massa, ou seja, sao as

mesmas para ratos, cachorros elefantes, etc. Podemos também relacionar a quantidade



de vasos no nivel k£ e no nivel £ 4+ 1 da rede. Observagoes empiricas nos mamiferos
e nas aves mostram que a razao do numero de vasos em dois niveis consecutivos é

constante

N Ny Npn
No N Ny,

Na equacao acima n é uma constante, a razao de ramificagao, N é o nimero de vasos
num dado nivel k. Na rede considerada, a aorta esta no primeiro nivel de ramificagao,
assim Ny = 1. No ultimo nivel de ramificagao estao os capilares, cuja quantidade é
dada por N. = n’V, onde N é o ntimero de geracoes da rede. Desta simples analise
notamos que o nimero de geracoes de ramificagao em um elefante nao pode ser muito
maior do que num rato [3], j& que o numero de capilares cresce exponencialmente com
o nimero de geracoes N.

No segundo nivel encontramos as relacoes de escala entre individuos. Este nivel
é conhecido como a alometria tradicional. A comparagao entre individuos pode ser
feita de duas maneiras. Nas relagoes intraespecificas uma variavel biologica é medida
em individuos da mesma espécie em diferentes fases de crescimento. Esses individuos
diferem em tamanho porque estao em diferentes estégios de crescimento. Basicamente,
observamos como a estrutura e as fungoes destes individuos variam durante as fases
de suas vidas. Por exemplo, a taxa metabodlica B e a massa M dos seres humanos
podem ser medidas em individuos de idades diferentes, desde um recém nascido até
um adulto, para obtermos a relacao de escala entre essas grandezas, B ~ M. Note
que na analise intraespecifica o intervalo de variacao da massa €, em geral, pequeno.

Por outro lado, nas relagoes interespecificas estudamos como uma variavel bio-
logica varia com a massa em organismos adultos de diferentes espécies. Usualmente
essas analises sao restritas a grupos de espécies, como os mamiferos ou as aves, para
garantir que os organismos sejam suficientemente similares e tenham estruturas e
funcoes parecidas. Por exemplo, a taxa metabodlica e a massa pode ser medida em
diferentes espécies de mamiferos adultos para encontrar a relacao de escala entre es-
sas variaveis, B ~ M". Note que neste caso podemos conseguir varias ordens de
grandeza no intervalo de variagao da massa. Na literatura existem diversos debates a
respeito do valor dos expoentes by e by. Para Glazier [16] os expoentes sao diferentes,
contradizendo as conclusoes de Brown et al. [17] que afirmam que ambos expoentes
sdo iguais a 3/4.

Vimos que na alometria tradicional as analises focam no individuo e a variavel
independente nas equacoes alométricas é a massa. Isso contrasta com as relagoes den-
tro dos organismos, onde as variaveis de interesse refletem relagoes entre componentes

estruturais e funcionais. Mas, existem também as relagoes de escala que expressam



niveis de organizagao biolégica muito maior do que um simples organismo, o nivel
das populagoes e dos conjuntos de multiplas espécies. Comparado com a alometria
tradicional, poucas relagoes de escala tem sido relatadas na literatura, porém elas su-
gerem caracteristicas potencialmente importantes da ecologia e da evolucao. Vamos
considerar alguns exemplos. O primeiro refere-se a relagao de escala entre o tamanho
da populacao e a variancia no tamanho da populacao no espaco ou no tempo. Tay-
lor [18, 19] mostrou que a variancia na densidade da popula¢ao S como fungao da
densidade média da populagao N é dada por S = SyN®, onde Sy é a constante de
normalizac¢ao. Normalmente o expoente a esta entre 1 e 2. Quando a = 1 a populagao
se dispersa aleatoriamente, e pode ser descrita pela distribui¢ao de Poisson. Quando
a > 1 a populagao tende a se agregar no espago e no tempo [19, 20].

Uma questao relacionada ¢ a freqiiéncia da distribuicao de abundéancia de uma
espécie no espaco ou no tempo, ou a freqiiéncia da distribuicao de abundéancia entre
diferentes espécies que coexistem para formar uma comunidade ecologica [21]. Existe
uma relacao inversa entre o ntimero de individuos e a freqiiéncia que esse nimero é
observado. A causa ecoldgica dessa distribuicao tem sido bastante discutida. A dis-
tribuicao espacial e temporal de abundéancias dentro de uma espécie e entre espécies
pode ser um caso especial de uma grande classe de relacoes com expoentes negativos
entre a magnitude dos eventos G e sua freqiiéncia f, observada em diversos fenémenos
naturais. Um dos exemplos mais conhecidos é a lei de Gutenberg-Richter, que rela-
ciona a freqiiéncia de terremotos como a magnitude do terremoto. Recentemente foi
mostrado que populagoes de mariposas exibem oscilagoes estocésticas caracterizadas
por ruidos 1/f |22].

Podemos citar também o uso de equagoes alométricas para caracterizar o efeito
do tamanho na abundéancia de individuos e na diversidade de espécies numa comu-
nidade ecologica [21, 23, 24]. Em particular, o uso de equagoes alométricas relacio-
nando o fluxo de energia e materiais através de um ecossistema com o tamanho do

ecossistema tem sido bastante discutido na literatura [4, 5.

2.3 Discussao sobre os tratamentos dos dados expe-

rimentais da literatura

Vamos discutir como é feita a analise dos dados experimentais na literatura. Em
geral, quando se mede uma variével biolégica devemos considerar o erro inerente a
medida e também um desvio do valor esperado devido a fatores biologicos, tais como
adaptagao de uma espécie a um ambiente, entre outros. O método dos minimos

quadrados (MMQ) é a melhor opgao para ajuste dos dados experimentais quando
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esta claro qual ¢é a varidvel independente e sabe-se que seu erro ¢ muito menor do que
o da variavel dependente. Quando nao esté claro qual é a variavel independente, e/ou
ambas as variaveis tem erros consideraveis é necessario escolher um método diferente.
Neste caso, 0o RMA (Reduced Major Axis) é o mais usado [13, 14]. O MMQ é o mais
utilizado em alometria porque, em geral, a massa é a variavel independente e o erro

na sua medida é pequeno. A relacao entre os expoentes obtidos pelos dois métodos é

bararg

bRMA =

Aqui r é o coeficiente de correlagao. Se o coeficiente de correlagao for alto, os expoentes
obtidos pelos dois métodos terao valores muito proximos.

Considere um conjunto de dados experimentais (x;,y;) com i = 1,2,...,n.
Considere também que estes dados podem ser descritos por uma equacao de reta
Ui = a + bz;. O objetivo da regressao é encontrar os parametros a e b da reta que se
ajusta melhor aos dados experimentais. No método dos minimos quadrados essa reta

passa pelo valor médio das variaveis x; e y;, dados por
T=(1/n)Y 2 e g=(1/n)) v

i=1 i=1

O residuo é a diferenga entre o valor observado na variavel dependente e o valor

ajustado pelo modelo ¢;, a saber,

a; =y — G = yi — (a +bay)
Os parametros b e a sao encontrados minimizando-se a soma do quadrado dos residuos,
dada por
A(a,b) = Za? = (yi—a-— bx;)?
i=1 i=1

A minimizagao é feita impondo-se que

0A(a,b) 0A(a,b)
w0 T, 0

Assim, obtemos que

Y (yi —9) (2 — T)

iy (zi — )2

b:

)
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a=79—bx

Note que este método assume que a variavel z; foi medida sem erro. Além disso, neste
método os pontos mais afastados do ponto médio (7,7) tem efeitos desproporcionais
no célculo do expoente b (veja a equagao para b).

Existem algumas questoes estatisticas e bioldgicas que devem ser consideradas
quando vamos fazer o tratamento dos dados experimentais. Ajustar uma equagao
alométrica para os dados experimentais nao pode ser feito apenas jogando-se os dados
no computador e calculando a equagao de regressao. Para se fazer uma analise precisa
dos dados experimentais é necessario que antes se faga uma filtragem neles. Se os dados
possuem alguns pontos distantes do ponto médio e o restante dos pontos distribuidos
ao redor deste ponto, o MMQ vai tratar os pontos restantes como se fosse apenas um
ponto. Entao, se os pontos extremos nao forem medidos com boa precisao a regressao
nao vai fornecer um valor preciso dos parametros da reta. O ideal é que os pontos
estejam distribuidos igualmente ao longo da variavel independente.

Para calcular o expoente b na anélise interespecifica (entre espécies), nos pre-
cisamos decidir quais espécies (ou grupo de espécies) vao entrar na analise. As espécies
tém que ser escolhidas de forma a representar o cenério bioldgico e elas tém que ser
estatisticamente independente uma das outras. Muitas vezes os dados experimen-
tais nao estao distribuidos ao longo da variavel independente por causa do problema
filogenético: durante a evolucao uma espécie pode se dividir em duas novas espé-
cies. Portanto, essas duas novas espécies nao sao estatisticamente independentes e,
na maioria dos casos, tem aproximadamente a mesma massa. Um exemplo de filoge-
nia é a divisao das aves em péssaros e em passarinhos. Outro problema que dificulta
obter pontos igualmente espacados, é que a maioria dos animais encontrados na na-
tureza sao pequenos. Além disso, como y; = In(B;) e x; = In(M;), o logaritmo tende

a aglomerar os dados, dando um peso desproporcional aos animais pequenos.
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Capitulo 3

Taxa Metaboélica interespecifica

3.1 Introducao

O metabolismo é uma medida global da atividade vital em um organismo. Para so-
breviver, ou seja, manter as necessidades béasicas da vida um organismo necessita de
energia e nutrientes. O conjunto dos processos de transformagao e de uso de ener-
gia e nutrientes é chamado de metabolismo. A taxa na qual energia e nutrientes sao
consumidos pelo organismo é chamado de taxa metabolica. O termo metabolismo sig-
nifica literalmente “troca” [25] e é usado para indicar todas as transformagoes quimicas
e energéticas que ocorrem no organismo de um individuo, e sua taxa é normalmente
expressa em termos de velocidade de liberacao de calor durante as reacoes quimicas
[26].

A taxa metabodlica pode, em principio, ser medida de trés modos. No primeiro
método calcula-se a diferenca entre o valor energético de todo o alimento ingerido, e o
valor energético de todos os excrementos (principalmente fezes e urina). Esse método
supoe que nao ha alteragao no organismo. Portanto, ele nao pode ser usado para os or-
ganismos em crescimento, ou em organismos que tém um aumento ou diminui¢ao nas
reservas de gordura ou de outro material. O método ¢é tecnicamente problemaético, ele
tem bons resultados apenas se realizado durante um periodo suficientemente longo de
observagao para garantir que nao tenha havido alteracgoes significativas de tamanho
e composi¢ao [25]. O segundo método, a calorimetria direta, consiste em medir a
producao total de calor do organismo. A medida é feita com o organismo dentro
de um calorimetro. Este método fornece informacoes sobre todo o combustivel uti-
lizado e, em principio é o método mais preciso [25], porém, é bastante dificil de ser
implementado. Finalmente, o terceiro método é a medida do consumo de oxigénio.
E possivel medir a taxa metabolica indiretamente via o consumo de oxigénio porque

mais de 95% da energia consumida no organismo provém de reacoes do oxigénio com
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os alimentos [26]. A quantidade de oxigénio utilizada nos processos de oxida¢ao pode
ser usada para a determinacao da taxa metabolica, desde que haja informacoes sobre
quais substéncias foram oxidadas e ndo haja metabolismo anaerdbico [25]. A deter-
minacao do consumo de oxigénio é tecnicamente mais facil e € comumente usada para
a estimativa das taxas metabdlicas, tanto que os dois termos sao usados de modo
intercambiavel. Obviamente, isso nao é correto, e é necessario bastante cuidado. Por
exemplo, um organismo anaerdbico tem consumo de oxigénio zero, mas certamente
nao tem taxa metabolica zero [25|. Estimar a taxa metabdlica é importante porque
ela esta relacionada a muitos processos bioldgicos em diversos niveis hierarquicos de
organizacao (células, orgaos, etc.). Portanto, a taxa metabolica, limitante de quase
todos os processos biolégicos, nao pode variar livremente. Ela deve exibir padroes
regulares com outras propriedades do organismo, em particular a massa corporal.

Alguns fatores intrinsecos e extrinsecos podem influenciar na taxa metabdlica,
tais como o nivel de atividade e a temperatura ambiente, respectivamente. Em 2001
Gilooly et al. [28] propuseram que a dependéncia da taxa metabodlica com a tem-
peratura é governada pelo fator de Boltzmann. Além disso, eles argumentaram que
o metabolismo pode ser escrito como o produto de dois termos B ~ By (M)Br(T),
onde Bj(M) contém toda a dependéncia do metabolismo com a massa e Bp(T)
contém toda a dependéncia do metabolismo com a temperatura. Como vimos an-
teriormente, a dependéncia do metabolismo com a massa é descrita por uma lei de
poténcia By (M) ~ MP® onde o valor do expoente b tem sido o alvo de grandes debates
na literatura |15, 16|. Para a dependéncia com a temperatura esses autores sugeriram
Br(T) ~ exp(—E,/K,T), onde E, é a energia de ativacdo das reag¢oes metabolicas,
K}, ¢ a constante de Boltzmann e T' ¢ a temperatura corporal. Usando b = 3/4 Gilooly
et al. |28] mostraram que as previsoes do modelo concordam, de forma bem aproxi-
mada, com os resultados experimentais. Porém, se usarmos um valor para b igual 2/3
ou algum outro valor proximo, os resultados continuam em acordo com os resultados
experimentais. Contudo, a funcao exponencial parece descrever bem a dependéncia
da taxa metabolica com a temperatura corporal.

Pode-se medir a taxa metabolica de um organismo em diferentes situagoes: (i)
Quando um animal estd em torpor ou hibernacao a sua temperatura corporal fica
bastante reduzida, o animal mergulham num estado de sonoléncia e inatividade em
que as fungoes vitais sao reduzidas ao necessario a sobrevivéncia. A respiragao quase
cessa, o namero de batimentos cardiacos diminui e todos os conjuntos de processos
bioquimicos que ocorrem no organismo restringem-se ao minimo. O metabolismo ape-
nas vai suprir a demanda energética tecidual. Neste caso, mede-se a taxa metabdlica

tecidual (TMT) que é a menor taxa metabodlica que sustenta a vida; (ii) Na segunda
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situacao queremos medir a quantidade minima de energia necessaria para manter os
tecidos e as fungoes essenciais da vida de um organismo sem perda de massa corporal,
a saber, a taxa metabolica basal (TMB). Em animais endotérmicos, que utilizam o
seu metabolismo como fonte primordial de calor, a taxa metabdlica basal é medida
em individuos adultos em repouso, saudéveis, fora de periodos de reproducao, em
um ambiente que nao exija demanda energética para regulacao da temperatura cor-
poral e que nao estejam fazendo digestao. Contudo, em alguns grupos de animais
é dificil alcancar essas condigoes, assim, mede-se a taxa metabolica padrao (TMP).
Neste caso, obtém-se os menores valores possiveis para a taxa metaboélica do animal
numa condi¢ao padrao no laboratorio. Por exemplo, podemos fixar a temperatura do
ambiente onde as medidas sao feitas. Porém, os valores para taxa metabdlica me-
didos nestas condi¢oes podem nao ser os valores mais baixos da taxa metabodlica do
animal. Nos animais ectotérmicos, onde a principal fonte de calor nao é oriunda do
metabolismo interno, e sim, do ambiente, a medida da TMB é feita nas condigoes
anteriores; (iii) Quando o animal estd consumindo energia na taxa maxima que seu
organismo pode lhe fornecer, mede-se a taxa metaboélica maxima (TMM). Um exem-
plo de tal situagao é quando o animal esta correndo na sua velocidade extrema. Aqui
TMM se refere a taxa metabdlica maxima que pode ser sustentada aerobicamente
numa atividade de longa duracao. De fato, se a atividade for de curta duragao, ela
pode estar relacionada ao metabolismo anaerébico, que é caracterizado pela auséncia
de oxigénio. A taxa metabdlica maxima também pode ser induzida pela exposicao
a baixas temperaturas. Neste caso, o metabolismo do animal aumenta para tentar
manter a temperatura corporal elevada. A TMB e a TMM sao, respectivamente, os
limites inferiores e superiores no consumo de energia de um organismo em condig¢oes
normais. E claro que um animal na natureza usa energia a alguma taxa que varia
continuamente entre esses dois limites. Assim, define-se uma taxa metabolica média
diaria, chamada de taxa metabolica de campo (TMC).

Desde o século XV 11 sabe-se que a taxa metabdlica segue uma relacao alomé-
trica ao invés de uma relacao isométrica com a massa corporal, a saber, b # 1. Além
disso, muitos observadores daquela época reconheciam que a atividade metabdlica
deveria ser limitada pela area da superficie corporal ao invés do volume corporal [29].
Em 1883 O fisiologista alemao Max Rubner [27] mediu a taxa metabdlica basal de
caes de varios tamanhos. Ele notou que a taxa metabélica especifica, definida como a
taxa metabolica por unidade de massa corporal, era maior em caes menores que nos
caes maiores, e supds que isso poderia ser atribuido ao fato de um animal menor ter
uma superficie corporal maior, em relacao & massa, quando comparado a um animal

maior. Como os caes tém temperatura corporal constante eles devem, no minimo,
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produzir calor metabdélico na mesma proporc¢ao que perdem pela superficie. Rubner
mediu a producao de calor por metro quadrado de superficie corporal, e descobriu que
era cerca de 1000 kcal /m? por dia em ambos, cies grandes e pequenos. Este resultado
confirmava a sua teoria de que a taxa metabolica basal deveria ser governada pela
razdo superficie/volume, S/V ~ M?/3 necessaria para manter o animal aquecido. A
conclusao que b = 2/3 ficou conhecida como a lei da superficie de Rubner [27]. Até
1932 acreditava-se que o expoente alométrico relacionando a taxa metabolica basal e
massa era b = 2/3.

Em 1932, meio século depois do estudo feito por Max Rubner, Max Kleiber [30]
mediu a taxa metabolica basal em um grupo de mamiferos com massa entre (0, 15 kg)
até (679 kg). Quando Kleiber tragou o gréafico da taxa metabolica (kcal/dia) em
fungao da massa (kg) ele notou que os pontos se ajustaram muito bem a uma reta

com inclinagao 0, 74. A regressao linear forneceu a seguinte equagao alométrica

B =1733M">™ . (3.1)

Este resultado estava em contradigdo com a lei da superficie de Rubner [27]. Dois anos
depois, Brody e colaboradores [31] incluiram novas espécies na andlise de Kleiber
e construiram a famosa curva do rato ao elefante, mostrada na figura (3.1). Eles
obtiveram basicamente o mesmo expoente (b = 0,734), confirmando a andlise de
Kleiber. Entao, Kleiber sugeriu que seria mais facil usar uma equagao alométrica com
o valor do expoente arredondado para b = 0,75 porque a diferenca para 0,734 era
pequena e os calculos eram facilitados.

A partir de 1932 muitos artigos cientificos foram publicado na area de alome-
tria caracterizados por expoentes que sdo multiplos de 1/4. Listamos abaixo alguns
exemplos de variaveis que foram medidas e seus expoentes empiricos de acordo com
os livros de Peters [11], Calder [32] e Schmidt-Nielsen [12],

1 a freqiiéncia cardiaca e respiratoria dos mamiferos - b = —1/4;

2 o raio da aorta - b = 3/8;

3 tempo de circulagdo do sangue no sistema cardiovascular dos mamiferos - b = 1/4;
4 tempo metabdlico ou tempo fisiologico - b = 1/4;

5 taxa metabolica basal - b = 3/4.

Comecgou uma intensa busca para entender os mecanismos fundamentais que
dao origem a esses expoentes. Do lado experimental, foram feitas novas medidas da

taxa metabolica basal e também foram desenvolvidas novas técnicas de medidas para
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Figura 3.1: A famosa curva do rato ao elefante. A taxa metabolica estd em W e a

massa em kg. A figura foi obtida do livro de Schmidt-Nielsen [12].

aumentar o intervalo de variacao da massa e a confiabilidade dos dados. Do lado
tedrico, surgiram alguns modelos tentando explicar a origem da lei de Kleiber [30]
baseados em fisica, geometria, processos de otimizagao e outros.

Em 1973, McMahon [29] apresentou o modelo da similaridade eldstica. Este
modelo foi bastante discutido e gerou grandes debates na area da alometria. Pouco
depois, na década de 80 foram publicados excelentes livros na area por Peters [11],
McMahon e Boner [33], Schmidt-Nielsen [12], e Calder [32].

Até 1981 acreditava-se que o expoente alométrico da taxa metabolica maxima
era igual ao da taxa metabodlica basal e que apenas o intercepto a era maior. Em seu
artigo de revisao de 1960, Hemmingsen [34]| sugeriu que a taxa metabolica maxima
é cerca de dez vezes maior do que a taxa metabodlica basal e que esse resultado nao
dependia da massa. Ele chegou nessa conclusao medindo a razao entre consumo mé-

ximo de oxigénio durante o exercicio V, e o consumo de oxigénio no repouso V,

2max 2rest *

Somente em 1981 que Taylor, Weibel e colaboradores [35] obtiveram os primeiros indi-
cios que a taxa metabodlica maxima escala com um expoente alométrico maior do que

o da taxa metabolica basal. Neste mesmo ano, Taylor e Weibel [36] desenvolveram o
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principio de simorfose, uma idéia bastante importante para o estudo do consumo de
oxigénio durante a performance maxima. Este principio afirma que as estruturas e as
fungoes dos organismos foram projetadas para suprir a demanda méxima, mas nao
excedé-la, e podem se ajustar de acordo com as necessidades do organismo. O princi-
pio de simorfose pode ser usado em todos os niveis de organizacao biolégica porque
nao é favoravel para um organismo manter uma estrutura ou uma funcao trabalhando
na sua capacidade maxima desnecessariamente.

No final da década de 90, mais precisamente em 1997, um fisico e dois bidlogos
propuseram um modelo baseado na minimizacao de energia e na geometria fractal da
rede de distribuigao de nutrientes. Eles derivaram de forma elegante a lei dos 3/4 e
isto empolgou a comunidade cientifica. O modelo de West, Brown e Enquist (WBE)
[6] trouxe de volta uma grande atividade na area da alometria, como pode ser notado
pela quantidade de artigos cientificos [15, 16] publicados de 14 para ca. Além disso,
o modelo de WBE retomou o debate em relacao ao valor correto do expoente da
taxa metabolica basal. Segundo West et al. [6] e muitos outros [37] a lei de Kleiber
(b = 3/4) caracteriza a taxa metabolica basal de quase todos os organismos. Contudo,
existem muitos pesquisadores que acreditam que a taxa metabolica basal é governada
pela lei da superficie de Rubner (b = 2/3) [38, 39, 40] e alguns que acreditam que nao
existe um tnico valor para b [16, 15|

Algumas evidéncias aparecem para suportar a universalidade da lei dos 3/4. A
maioria dos expoentes empiricos relatados nos livros de Peters [11], McMahon e Boner
[33], Schmidt-Nielsen [12], e Calder [32] se aproximam mais dos 3/4 do que de qualquer
outro valor. O expoente alométrico médio obtido de 146 rela¢oes para taxa metabolica
em varios grupos de animais e unicelulares compilado por Peters [11] foi b = 0,738 +
0,018. Este expoente nao é significantemente diferente de 0,75. Segundo, diversas
varidveis e processos bioldgicos mostrados nestes livros tem expoentes alométricos que
sao multiplos de 1/4.

Contudo, existem alguns problemas com estas evidéncias. Primeiro, apesar
do valor médio obtido por Peters [11] ter sido muito perto de 0,75, a distribuigao
dos valores é bastante larga e inclui valores que sao significantemente diferente de
0,75 [16], indicando que nao deve existir um tnico valor para b. Segundo, muitas
variaveis e processos biologicos, nas aves e nos mamiferos, parecem ter expoentes
aproximadamente perto de 1/3, tais como duragao do ciclo de respirac¢ao, tempo para
puberdade, etc. Além disso, investigacOes empiricas recentes tém confirmado que o
expoente alométrico da taxa metabodlica méaxima é maior do que o da basal [37, 41,
42|, um resultado que nédo foi previsto por nenhum modelo teérico. E finalmente,

alguns erros matemaéticos e conceituais foram encontrados nos principais modelos
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propostos para explicar a origem do expoente 3/4 da taxa metabolica basal 38, 43|,
enfraquecendo o suporte tedrico da lei de Kleiber [30].

Depois de toda esta discussao os leitores devem estar se perguntando qual
¢ a importancia do valor correto do expoente b da taxa metabdlica basal. Bem, os
valores dos expoentes das taxas metabdlicas podem dar informacao sobre os processos
que governam a demanda energética dos seres vivos. Além disso, se o interesse do
individuo for utilizar a equacao alométrica como uma ferramenta para prever o valor
da taxa metabolica em uma dada situagao, o valor correto do expoente é criticamente
importante. Por exemplo, usando dois valores levemente diferentes b = 0,75 e b =
0,73 temos uma diferenca de 15% se usarmos uma massa de 1 kg e uma diferenca de
26% se usarmos uma massa de 100 kg [44] nos valores da taxa metabolica. Finalmente,
o valor empirico correto do expoente b serve para distinguir uma teoria correta de uma

incorreta.

3.2 Revisao dos dados experimentais da literatura

O modelo de West, Brown e Enquist [6] reacendeu o interesse tedrico e experimental
na alometria da taxa metabolica interespecifica. Uma parte dos dados experimentais
existentes foram reanalisados. Algumas reanalises suportam a lei de Kleiber [30] e
outras a lei de Rubner [27].

Foi discutido na secao sobre anéalise dos dados experimentais do capitulo 2 que
o ajuste de uma equacao alométrica para um conjunto de dados experimentais nao
pode ser feito apenas jogando-se os dados no computador. Varios fatores biologicos
e estatisticos devem ser levados em conta para se fazer uma pré-analise dos dados
experimentais. Esta pré-analise é essencial para obtermos equagoes alométricas que
descrevem corretamente o problema. Algumas reandlises que vamos apresentar nas
duas secoes seguintes foram feitas com o mesmo conjunto de dados experimentais, com
inser¢ao e/ou retirada de certos dados, porém elas fornecem resultados totalmente

diferentes. Aqui vamos apresentar os dados seguindo a ordem cronoldgica.

3.2.1 Taxa metabdlica basal

Em 1938 Benedict [45] mostrou que a taxa metabolica basal das aves e dos mamiferos
¢ bem ajustada por uma reta num grafico logaritmico.

Em um artigo de revisao de 1960 Hemmingsen [34| obteve o mesmo expoente
b = 0,751 e valores diferentes do intercepto para as aves, mamiferos, vertebrados,

invertebrados e para os organismos unicelulares procariotes e eucariotes.
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Em 1967 Lasiewski e Dawson [46] fizeram uma revisao sobre a taxa metabdlica
das aves. Eles dividiram as aves em passaros e passarinhos e encontraram os respec-
tivos expoentes, 0,723 e 0, 724.

Em 1981 Phillipson [47] estudou um grupo de 21 espécies de unicelulares e
encontrou que b = 0,66 + 0,092.

Em 1982 Bartels [48] notou que os mamiferos pequenos tem taxa metabolica
basal mais alta do que o esperado. Separando estes animais em intervalos pequenos de
massa ele encontrou os seguintes expoentes ([2,4 g, 100 g|, b = 0,23; [2,4 g, 260 g], b =
0,42; [260 g, 3800 kg|, b =0,76).

Em 1986 Prothero [49] observou que Hemmingsen [34] tinha juntado dois gru-
pos que sao metabolicamente diferentes (os unicelulares procariotes e os eucariotes)
em sua analise. Entao, Prothero excluiu os procariotes da andalise e obteve para os
eucariotes b = 0,608 £ 0, 05, com coeficiente de correlagao r = 0, 97.

Em 2001 Dodds, Rothman e Weitz (DRW) [38] reanalizaram um conjunto
de dados com 391 espécies de mamiferos coletados por Heusner [50] e observaram
que existe uma descontinuidade na escala ao redor de M = 10 kg. Para M < 10
eles encontraram b =~ 2/3. Como a maior parte dos dados eram para os mamiferos
pequenos, eles decidiram avaliar diversos valores para b, aumentando gradativamente
o limite superior da massa. Com isto, eles notaram que o expoente b cresce com
M. DRW [38] também reanalizaram os dados de Bennet e Harvey [51], Bartels [48],
Hemmingsen [34], Brody [79], Kleiber [30], e concluiram que b ~ 2/3. A reanélise
feita por Dodds et al. [38] recebeu algumas criticas porque eles ignoraram o problema
filogenético, colocando espécies que nao sao estatisticamente independentes e que tem
aproximadamente a mesma massa.

Em 2003 White e Seymour [39] controlaram o estado digestivo, a temperatura
corporal e a filogenia em suas medidas e mostraram que o expoente da taxa metabolica
basal ¢ b~ 2/3.

Em 2004 Savage et al. [37] reanalizaram os dados de Hart [52|, Heusner [50],
Lovegrove [53, 54] e White e Seymour [39]. Primeiro, eles eliminaram os dados dupli-
cados e as correcoes feitas originalmente pelos autores dos dados. Usando o método
dos minimos quadrados para ajustar estes dados eles obtiveram b = 0,712 £ 0, 043.
Além disso, eles fizeram uma segunda anélise, qual consiste em pegar pontos igual-
mente espagados na variavel independente, X = In(M). Note que este procedimento
dé peso igual a todos os pontos e elimina o problema filogenético. Fazendo o grafico
de Y = In(B) versus X = In(M), eles obtiveram b = 0,737 £ 0,016. Glazier |16]
criticou a anélise de Savage et al. [37| porque eles ignoraram as corre¢oes devido a

temperatura corporal, ao estado digestivo e a filogenia feitas por White e Seymour
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[39]. Glazier também afirma que o procedimento adotado ignora o fato de que a
maioria dos mamiferos encontrados na natureza sao pequenos. Ainda em 2004, McK-
echnie e Wolf [55] reanalizaram os dados colhidos por Reynolds e Lee [56] para a taxa
metabodlica basal das aves. Eles mostraram que quando os dados sao rigorosamente
selecionados o expoente correto é b = 0,669, e quando a filogenia é levada em conta,
nao ha diferenca na taxa metabolica basal dos passaros e dos passarinhos.

Em 2005 Niven e Scharlemann [57] estudaram a taxa metabolica basal de in-
setos e encontraram b = 0,66. Neste mesmo ano, White e Seymour [40] afirmaram
que devido ao longo periodo necessério para sair do estado de digestao, os herbivoros
grandes aumenta as flutuagoes e o valor do expoente b. De fato, eles observaram que
na maioria dos animais o periodo para sair do estado digestivo é aproximadamente
72 h. Porém, os herbivoros ruminantes grandes gastam aproximadamente 7 dias para
sair do estado digestivo. Os ruminantes caracterizam-se por ter um estémago compar-
timentado e por fazerem ruminagao do alimento. O alimento é inicialmente ingerido
e mais tarde regurgitado. Novamente na boca, o alimento vegetal ¢é triturado e re-
duzido a dimensoes menores que irao ser fermentadas pelas populagdes microbianas
existentes num dos compartimentos do estémago. Ao processo de mastigacao do ali-
mento apos a primeira ingestao da-se o nome de ruminacao. A relagao entre o animal
e os microrganismos do rdmen é simbiontica. O animal fornece aos microrganismos
substratos e habitat adequado para o crescimento, o riimen, enquanto os microrga-
nismos fornecem ao hospedeiro, proteinas e vitaminas. Excluindo os ruminantes da
analise eles obtiveram b = 0,686 4+ 0,014. Esta é, talvez, a melhor estimativa de b
para os mamiferos. No entanto, nés acreditamos que os mamiferos grandes podem,
e devem ser incluidos na anélise. Assim, nos [15] propomos que a taxa metabolica
basal desses animais pode ser obtida via um procedimento de extrapolacao no tempo,
que leva em conta o longo periodo para o animal sair do estado digestivo e alcancar
o estado basal.

Em seu artigo de revisao de 2005 Glazier [16] argumentou que os animais
ectotérmicos tem expoente b maior do que os animais endotérmicos. Segundo ele o
metabolismo dos animais endotérmicos é governado por processos de superficie, nos
quais b pode ser 2/3 ou 3/4, enquanto o metabolismo dos animais ectotérmicos é
proporcional ao volume, ou seja b ~ 1. Glazier [16] apresenta uma extensa lista de
artigos que mostram que b &~ 3/4 para ambos os grupos, uma lista com artigos que
mostram que b & 2/3 para os endotérmicos (mamiferos e aves) e uma lista com artigos
que encontra um expoente maior para os ectotérmicos. O proprio Glazier reanalisou
alguns dados e concluiu que para os endotérmicos b < 0,8 e para os ectotérmicos b >

0, 8. Glazier também notou que existe uma diferenga no expoente para os mamiferos
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pequenos e grandes. Até mesmo os dados de Savage et al. [37] apresentam esta
caracteristica. Nos [15] fizemos uma andlise nos dados de Savage et al. [37] para
massas pequenas e grandes. Quando escolhemos o valor de 3 kg para separar os
mamiferos pequenos dos grandes, encontramos que para M < 3 kg o expoente é
b=~ 0,67+0,02, e para M > 3 kg o expoente encontrado é b ~ 0,86 £+ 0,05 e para
todo o intervalo de massa encontramos b = 0,74 + 0,01. Observe que nossa anélise
estd de acordo com a conclusao de Glazier [16]. Estes resultados estao na figura (3.2).

Note que alcancar o estado em que o animal estéd consumindo energia na TMB
¢ muito dificil. E se essa condigao for alcangada, qualquer perturbagao pode levar o
animal para um estado metabolico mais alto do que o basal. Contudo, as evidéncias
apontam que o expoente que caracteriza a taxa metabolica basal dos organismos deve
estar no intervalo [b = 2/3, b = 3/4], embora existam algumas anélises que encontram

expoente fora deste intervalo.
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Figura 3.2: Grafico na escala logaritmica da taxa metabolica basal versus a massa
para os dados de Savage et al. [37]. (a) Quando todos os pontos sdo considerados na
analise o expoente é b = 0,737+0, 013 com coeficiente de correlagao r = 0,993; (b) Se
apenas os pontos com M < 3 kg forem considerados, encontramos b = 0,671 +£0,017

com correlagao r = 0,991.

22



Tabela 3.1: Expoente alométrico da taxa metabolica basal, (B ~ M?).

Expoente Grupo Intervalo de massa(kg) | Ref.
0,712(13) 626 mamiferos 0,0024 — 3672,0 [37]
0,737(26) 52 mamiferos 0,0024 — 3672,0 [37]
0,668(25) | 357 pequenos mamiferos < 0,01 —10,0 [38]
0,710(21) 391 mamiferos <0,01 —3670,0 | [38]
0,664(14) 398 aves < 0,01 — 100,0 138]
0,686(14) 571 mamiferos 5 ordens [40]
0,669(25) 126 aves 0,005 — 100,0 [55]

3.2.2 Taxa metabdlica maxima

No seu artigo de revisdo de 1960 Hemmingsen [34] mostrou que a taxa metabolica
maxima de animais endotérmicos é aproximadamente dez vezes maior do que a taxa
metabodlica basal.

Em 1981 Taylor e colaboradores |35] estudaram a taxa metabolica méaxima de
mamiferos selvagens e domésticos. Para os mamiferos domesticados e selvagens eles
obtiveram o expoente b = 0,790 e b = 0, 855, respectivamente. Quando os dois grupos
foram analisados juntos o expoente obtido foi b = 0,809. Anos depois Taylor et al.
[58, 59] adicionaram novas espécies na andlise anterior e obtiveram b = 0,86 para os
dois grupos juntos.

Em 1986 Sibly e Calow [60] relacionaram a taxa metabolica méxima com a
atividade muscular. Segundo eles, o trabalho méximo que o musculo dos mamiferos e
aves realiza por unidade de volume é W ~ M0, J4 a freqiiéncia de contracao é dada
por f.~ M~%8 Como B ~ W f,, eles obtiveram que o expoente da taxa metabolica
méaxima é b = 0, 82.

Em 1993 Hinds et al. [61] estudaram a taxa metaboélica maxima em 30 espécies
de mamiferos. Eles mediram a taxa metaboélica maxima de duas formas: induzida pela
exposicao a baixa temperatura e pelo exercicio. Para a TMM induzida pelo frio eles
obtiveram b = 0, 772 e induzida pelo exercicio b = 0, 882.

Em 1999 Bishop [41] fez uma revisdo na literatura sobre o consumo méximo
de oxigénio das aves e dos mamiferos. Ele concluiu que as caracteristicas estruturais
do sistema cardiovascular parecem ter sido projetadas para o metabolismo maximo.
Para ele a diferenca no expoente da taxa metabodlica maxima é devido a adaptagoes
diferentes da estrutura cardiovascular e respiratéria das espécies de animais. Bishop
definiu um organismo padrao onde a massa do coracao deve ser 1% da massa corporal

e com a concentragao de hemoglobina igual a 15¢/100 ml de sangue. Ele mostrou que
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a taxa metabolica maxima das aves e dos mamiferos ajustada para este padrao escala
com um expoente alométrico igual a b = 0,88 + 0,02, com coeficiente de correlagao
r =0,999.

Em 2004 Weibel et al. [42] reanalizaram os dados de Hinds et al. [61] para taxa
metabodlica maxima induzida pela exposicao ao frio e obtiveram b = 0, 85. Além disso,
eles também reanalizaram os dados da literatura sobre a taxa metabodlica maxima de
mamiferos induzida pelo exercicio. Foram incluidos na anéalise apenas os dados obtidos

da seguinte forma: o V, ¢ medido quando um aumento na carga de trabalho nao

2max
aumentar o consumo de oxigénio do animal. Para 34 espécies de mamiferos, com
massa variando entre 0, 007 kg e 500 kg, eles encontraram b = 0,872+ 0,029. Quando
esses mamiferos foram separados em espécies atléticas e nao-atléticas eles encontraram
b=0,942+ 0,024 e b = 0,849 4+ 0,024, respectivamente. Ainda em 2004, Savage et
al. [37] analisaram os dados disponiveis na literatura para a taxa metabodlica maxima
através do mesmo procedimento adotado para a TMB, ou seja, eles pegaram pontos
igualmente espagados na variavel independente. O ajuste dos dados com o método
dos minimos quadrados forneceu b = 0, 828.

Em 2005 White e Seymour [40] encontraram b = 0,87 4+ 0,05 para a taxa
metabolica méxima dos mamiferos. Niven e Scharlemann [57] estudaram a taxa

metabdlica méxima de insetos durante o voo e encontraram b = 0, 86.

Tabela 3.2: Expoente alométrico da taxa metabolica maxima, (B ~ M?).

Expoente Grupo Intervalo de massa(kg) | Ref.
0,828(70) 21 mamiferos 0,0024 — 3672, 0 [37]
0,87(5) (exercicio) 36 mamiferos 5 ordens [40]
0,65(5) (frio) 70 pequenos mamiferos 5 ordens [40]
0,88(2) 9 mamiferos e 6 aves 0,005 — 500, 0 [41]
0,872(29) (exercicio) 34 mamiferos 0,0074 — 500, 0 [42]
0,882(24) (exercicio) | 9 mamiferos marsupiais 0,0167 — 4,843 [61]
0,772(30) (frio) 12 mamiferos marsupiais 0,0153 — 2,032 [61]
0,789(24) (frio) 19 mamiferos theria 0,0153 — 2,032 [61]
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3.3 Principais Modelos Teoéricos

Aqui nesta secao vamos apresentar os principais modelos desenvolvidos para explicar
a origem da lei de Kleiber [30]. Um fato interessante é que estes modelos nao levam
em conta o metabolismo méaximo porque até a pouco tempo acreditava-se que os

expoentes eram iguais

3.3.1 Principais modelos que surgiram entre 1932 e 1997

Em 1955 Davison [62] propds que se a diferenga no tamanho dos organismos for devido
principalmente a diferenga no tamanho das células entao b = 2/3. Mas, se a diferenga
no tamanho dos organismos for devido a diferenca no numero de células presente
em cada organismo entao b = 1. Essa hipotese assume que a taxa metabodlica basal
B é proporcional ao calor perdido pela superficie celular S.. Vamos considerar dois
organismos de massas M e 2M com niimero de células dados, respectivamente, por n
e nay- Se nopyy = 2nyy entao as dimensoes das células dos dois organismos sao iguais
e como a superficie celular ndao mudou o expoente é b = 1. Agora, se ngy < 2ny
significa que as dimensoes das células dos dois organismos sao diferentes, ou seja, a
area da superficie celular do organismo de massa 2M aumentou. Pela similaridade
geométrica a superficie aumenta relativo & sua massa com um expoente igual a 2/3,
considerando a densidade da célula constante. Como a taxa metaboélica é proporcional
a superficie celular, entdo b = 2/3. Atualmente sabe-se que diferenga no tamanho dos
organismos ¢é devido principalmente ao niumero de células presente em cada organismo
[11, 12, 32]. Contudo, ndo ha dados experimentais que confirmem que o expoente da
taxa metabodlica basal é b = 1.

Em 1973, McMahon [29] apresentou o modelo da similaridade eldstica. A prin-
cipal idéia neste modelo é que a flambagem ¢é a restricao que determina a escala das
dimensoes dos ossos e das arvores e de muitas outras varidaveis morfologicas e fisio-
logicas e que leva ao expoente 3/4 da taxa metabolica basal. A flambagem acontece
quando a forga axial agindo em uma viga ultrapassa um determinado limiar, chamado
de carga critica, e a viga se rompe. A forca maxima que uma coluna cilindrica de
comprimento L e didmetro D pode sofrer na diregao axial sem flambar é dada pela
carga critica de Euler [63]

Friambagem = @ ~ 24
64 L2 L?
Onde E é o modulo de elasticidade do material da coluna. Considere a coluna sub-

metida a uma forga axial proporcional ao seu peso, como a aceleracao da gravidade é
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constante, temos que

D4
Fflambagem ~ 12 ~ Mcoluna

Para obter os expoentes alométricos McMahon assumiu que a massa da coluna é

proporcional a massa corporal M. Assim

D4

- 2
L2 ~ Mcoluna ~ Veoluna ™ LD* ~ M 5

de onde obtemos

L? ~ D?
L~ M

D ~ M3/8

Agora vamos ver como a lei de Kleiber [30] pode ser obtida via este modelo.

O trabalho realizado para contrair um misculo é

W ~oSAL

onde o é a tensao de compressao, S é a area da segao transversal do miisculo e AL é

a distancia de contragao. A poténcia com que a contracao é realizada é

AL
P~ USE

Onde At é a duragao da contragao. Assumindo que a tensao de compressao o e a

velocidade de contragao (AL/At) ndo dependem da massa, obtém-se que
P~S~D?
Usando que D ~ M?3/8 temos que
P~ MYt

McMahon |29, 33| afirma que como este argumento é valido para cada musculo, ele é
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valido para o organismo todo.

McMahon testou as previsoes do modelo em ossos longos de mamiferos, num
curto intervalo de massa. A primeira vista as previsdes do modelo estavam de acordo
com os dados experimentais. Mas quando intervalos maiores de massa foram consi-
derados tornou-se claro que o modelo nao explicava a alometria dos ossos longos dos
mamiferos [64, 65].

Em 1977 Blum [66] propos que a taxa metabolica basal dos organismos é limi-
tada pela razao superficie/volume num espago de quatro dimensoes, ou seja B ~ Sy,
onde S, é a area da superficie nesse espaco. Em geral, a relacao volume superficie em

d dimensoes é dada por
d—1
Sd ~ Vd d

Onde Sy e V,; sao a area e o volume no espago de d dimensoes, respectivamente . Em

d = 4 temos

Para obter o expoente entre a taxa metabodlica B e a massa M ¢é preciso supor que
Vi ~ M. Porém, Blum nao explicou como relacionar Sy e V; com nosso espaco de 3

dimensoes.

3.3.2 O modelo de West, Brown e Enquist

O interesse na lei de Kleiber [30] ressurgiu com o modelo de WBE [6]. Esse modelo foi
a tentativa mais significativa na busca de entendermos os mecanismos fisicos funda-
mentais responséaveis pela origem do expoente da taxa metabolica basal. Além disso,
foi o primeiro modelo a considerar a relacao entre minimizagao de energia e evolugao
por selecao natural. A idéia central do modelo é que a predominancia da lei Kleiber
b = 3/4 na natureza esta na rede de distribuigdo de nutrientes, existente para quase

todos os organismos. Baseado neste fato, as suposi¢oes bésicas do modelo sao:

1 A rede de distribuicao de nutrientes tem um padrao de ramificacao fractal que

preenche todo o volume do organismo.

2 Asgrandezas relacionadas a tltima ramificacao da rede, capilares no caso do sistema

circulatério dos mamiferos, sao invariantes, isto é, nao dependem da massa.

3 A selegao natural aperfeicoou a rede de distribuicao de nutrientes para que a ener-

gia gasta para levar os nutrientes as diversas partes do corpo seja minima, ou
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equivalentemente, a impedancia total da rede seja a menor possivel.

A primeira hipotese é justificada porque todas as células precisam ser supridas
por nutrientes, assim a rede tem que ramificar-se para alcancar todas as partes do
organismo. Além disso, como observado experimentalmente [11, 12] o padrao de
ramificacao da maioria das redes de distribuicao encontrada nos organismos ¢é fractal.

A rede de distribuicao esté presente na maioria dos seres vivos, incluindo as
plantas. A diferenca bésica entre essas redes é que os tubos podem ser rigidos ou
elasticos, o fluido transportado pode ser liquido ou gasoso e o bombeamento pode ser
pulsante, por pressao osmética ou por difusao. A segunda hipotese é justificada pela
observacao de que as células e a dimensao dos capilares em mamiferos, a principio,
nao dependem da massa [12]. E finalmente, a terceira hipotese é natural. A evolugao
por selecao natural escolheu, dentre as diversas possibilidades, a rede que menos gasta
energia para levar nutrientes as diversas partes do corpo.

Aqui vamos apresentar o modelo usando a notagao do sistema cardiovascu-
lar. Entao a rede de distribuicao de nutrientes é a rede arterial. No modelo ela é
representada de acordo com a figura (3.3).

A rede é composta de N + 1 geragoes de tubos. Ela é constituida de vasos
elasticos: aorta, grandes artérias, arteriolas e capilares. Cada nivel de ramificagao ¢é
descrito por um indice k, com k£ = 0 correspondendo & aorta e k = N aos capilares. A
cada nivel, os vasos se ramificam em n; vasos menores, sendo que o nimero de vasos
num dado nivel k& é N, = ng - ny...n,. Em particular, o nimero de vasos na tltima
ramificagdo é o niamero de capilares, N. = Ny = ng - ny...ny. Apos uma ramificagao,
os vasos tem comprimento menor (lx; < lx) e raio menor (151 < ri) e a rede pode
ser caracterizada pelas seguintes razoes

Ve = —

lk T
+1 k+1
—— e b=

Ui Tk

Para uma rede com ny = n, 9 = v e B = 3 o expoente b é obtido como se
segue. O volume de sangue fluindo através de um tubo é Q = 7riug, onde uy, é a
velocidade média do fluxo. Como o fluido é conservado, a vazao total é a mesma em

todos os niveis da rede, pode-se escrever
: i )
Qo = NpQp = Nemriue

As quantidades relacionadas aos capilares (7., l., e u.) sdo invariantes (segunda

hipotese), assim
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Modelo Parimetros

Figura 3.3: (a) A rede de distribui¢ao de nutrientes nos mamiferos, (b) nas plantas,
(¢) no modelo de WBE. No item (d) estao mostrados os parametros do modelo. Esta
figura foi obtida de West et al. [6]

QONNC .

Como todos os nutrientes e oxigénio necessarios para os processos metabolicos sao

carregados pelo sangue, é natural supor que
B~ Qo
Portanto,

B~ N.=ng-ni.ny=n" ~ M . (3.2)

Agora é necessario fazer a conexao entre a massa M e as variaveis da rede. Essa
conexao ¢ feita pelo volume de sangue na rede, de tal forma que é necessario obter do

modelo que V, ~ M. Calculando Vj, explicitamente em termos de v e § temos,
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N N
Vo= NiVi= > nfrrile ~ (78°)7Y |
k=0 k=0

onde usamos que r, = B3~ N"Rp e [, = v~ V=K Portanto, da relacio n’V ~ M?°
obtém-se
In(n)

b= 5 (3.3)

Para calcular o expoente b é necessario conhecermos v e 3 como funcao de n.

Um fractal que preenche todo o volume do organismo (space-filling) é uma
estrutura natural que assegura que todas as células serao supridas pelos capilares
(primeira hipotese). Assim, a rede se ramifica de forma que um grupo de células,
referido aqui como volume de servigo, seja suprida por cada capilar. O volume de
servigo de um capilar é dado por (4/3)7(Ix/2)3. A primeira hipotese do modelo de
WBE afirma que a ramificacao da rede conserva o volume ocupado de uma geragao

para a outra, ou seja,

A (1.\° 4 (1 3
k k
3 <2> N, = constante = 3 <;> Nyt - (3.4)

Essa relacao fixa a fragao dos comprimentos em 7, = nlzl/ ?. Como estamos assumindo
que n é o mesmo para toda a rede, entdo v = n~'/3. A razdo (3, em geral, é encontrada
via minimiza¢do da impedancia total da rede (terceira hipotese). Porém, podemos
obté-la de uma forma simplificada, apenas considerando que a ramificacao da rede

conserva a drea, ou seja, mry = nmry, ;. Esta relacdo fornece que 3 = n'/?

. Portanto,
usando a equagao (3.3) obtemos que b = 3/4.

Vamos agora retornar ao caso geral onde a rede é caracterizada pelas quan-
tidades ng, Ok € 7. No modelo de WBE, a fragao g é obtida via o processo de
minimizacao da energia. Vamos considerar primeiro o fluxo laminar, que é carac-
terizado pela lei de Poiseuille Z;, = 8nl;,/mri. A impedéancia total da rede ¢ dada
por

N g7,

N
81l
Z = e — ,
=0 Nk 1;) 7Ny

ja que em cada nivel temos Ny impedancias Zj em paralelo, fornecendo-nos 7 /Ny
como a impedéancia equivalente em cada nivel, e que as impedéancias de cada nivel

estdo em série (veja a figura 3.3 (¢) ). Aqui 7 é a viscosidade do sangue. Minimizar
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a poténcia dissipada no sistema arterial W = 7 Q% ¢é equivalente a minimizar a impe-
dancia total da rede Z, porque Qo ~ B ~ M" e a minimizacao é feita com M fixo.
Para sustentar uma dada taxa metabodlica em um organismo de massa M, com um
dado volume de sangue Vj, o principio da minimizacao requer que a impedancia seja
minimizada sujeita a restricao de conservacao do volume de uma geracao para outra.

Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange para minimizar a seguinte

funcao auxiliar,

N 8l
F(T’k, lk,nk) Z ﬂrn]l\cf + )\b Z WTzlka + Z /\kalk
kVk = k=0

As restrigoes garantem que V, ~ M e que (4/3)m(l)./2)> N, = constante. A derivada

parcial em relacao a [; fornece

oF 8
a—lj: 7;\[ +)\b7rr2N +)\312 N; =0 para 7=0, ..., N ,

para isolar )\,, vamos dividir todos os termos da equagao por 7T7’]2-Nj,

8n 313
— A )\ — =0 . 3.5
7r27’§-5N2 T At I 2 (3-5)

J
Calculando 0F/0r; = 0 e isolando A, obtemos

—— =0 . (3.6)

Das equagoes (3.5) e (3.6) encontramos os multiplicadores de Lagrange,

16n
N =
T xEN?
-8 7’2
)\j - il J

6N2 72

Como o multiplicador de lagrange A\, nao depende de j, nés obtemos a seguinte relacao
T?N]? = constante = g+1Ng+17 que nos fornece 3; = n_l/g.

Segundo West et al. [6] o resultado n; = n pode ser obtido pelo requeri-
mento que 0F/dn; = 0. Sabemos que o namero de vasos num dado nivel k é
Nj = nony ...ng_1, entao a derivada de Nj, em relacao a um n; nos fornece as seguintes

relacoes
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d Ny,

— =0 para 7>k ,
dnj
dN N,
kL L para j <k
dnj nj

Calculando 0F/0n; = 0 e isolando A, obtemos a seguinte relagao

N 2
—8n li
3 {Wzrm +)\b+>\k2} .

k=j+1 Tk
que é identicamente nula. Da equacao acima nao é possivel obter que n, = n e
. e —~1/3 ..
portanto o procedimento de minimizagao fornece apenas vy, = B = n,, / , implicando

que nao é possivel obter o expoente b.

De acordo com West et al. [6], o resultado V;, ~ M pode ser obtido via
variagoes em M. Ninguém conseguiu obter este resultado [43, 38, 67|. Este calculo é
particularmente complicado porque N = N(M).

Para considerar os mamiferos e as aves é preciso levar em conta a natureza
pulsativa do sistema cardiovascular. Neste caso, nos primeiros ramos do sistema
arterial a impedancia usada por WBE foi Z = pcy/7r?, onde ¢g = /Eh/2pr & a
velocidade do pulso de pressao e p é a densidade das artérias. Nas ramificagoes finais
eles usaram 7, = 8nl;/7r. Para obter o expoente correto ¢ necessério encontrar nas
grandes artérias § = n~1/?2 (um tipo de ramificacdo que conserva a area total dos
vasos de uma geragao para a outra). E para as arteriolas e capilares deve-se encontrar
3 =n~Y3. Porém uma analise feita por Dodds et al. [38] mostra que com as hipéteses
do modelo e com essas impedéancias, o processo de minimizagao é inconsistente e o
expoente nao pode ser obtido.

Segundo os autores os principais resultados obtidos a partir das suposigoes
do modelo sao (i) a rede é um fractal; (ii) a ramificacdo da rede preserva a area
nas primeiras geragoes; (iii) o volume total de fluido na rede (volume de sangue)
V, & proporcional a M; (iv) o expoente da taxa metabolica é b = 3/4. Contudo,
alguns erros matematicos foram encontrados neste modelo [43, 38, 67|, mostrando
que nenhum desses resultados podem ser obtidos a partir das trés hipoteses. Ainda
recentemente, sao publicados artigos discutindo pontos controversos neste modelo
[68, 69].

Em 2005 West e Brown [1] publicaram uma um artigo revisando este modelo.
Eles tentaram responder algumas criticas e também introduziram novas suposigoes

para o modelo. Segundo eles no caso pulsativo o regime de conservacao das areas
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B ~ n'/? deve ser obtido minimizando a energia total dissipada na rede P = P, + P,
onde P; é a energia gasta para superar as reflexdes do pulso de pressao nos pontos de
ramificagao e P, é a poténcia dissipada devido a viscosidade. Segundo West e Brown
P, nao é relevante porque os efeitos da viscosidade sao despreziveis nos grandes vasos

e a minimizacao de P; é alcancado pelo casamento da impedéancia, dado por

L 2y Zy

Zo

N N, N,
Onde Z; /Ny é a impedancia do nivel k. Esta é uma condi¢ao que elimina as reflexoes
do pulso de pressao [70], ver apéndice A. Usando a impedancia Z ~ pcy/7r?, onde ¢y =
\/Eh/2pr, para as grandes artérias eles encontraram que o casamento de impedancia
leva para o regime de conservacao das areas 3 ~ n~ /2 apenas se a velocidade do pulso
de pressao ¢q for constante. Porém, a minimizacao de P», no modelo de WBE leva a
B ~ n~Y3 que é diferente do encontrado com a minimizacdo de P; via o casamento
de impedancia.

O casamento de impedéancias é obtido apenas se a velocidade da onda for
constante, a qual implica que Ejhy/ry = constante. Contudo Wang e Parker [71]
analisaram os dados para o raio r,, o comprimento [, a espessura da parede hy
e o modulo elastico Ej das grandes artérias coletados por Westerhof et al. [72] e
Stergiopulos et al. [73|. Esses autores encontraram que o casamento de impedancias
nao ocorre em todas as juncoes arteriais e que a velocidade da onda nao é constante.
Isto indica que o casamento de impedancia usado por West e Brown [1] nao resolve

os problemas do modelo.

3.3.3 O modelo de Banavar Maritan e Rinaldo

Em 1999 Banavar Maritan e Rinaldo |74] propuseram uma teoria baseada em redes de
transporte. Para modelar o sistema metabélico dos organismos vivos eles postularam
que os processos de transferéncia de nutrientes no nivel microscépico sao invariantes
por escala. Considere um espago de d dimensoes, o volume nesse espaco é L;‘f, com
N = L% sitios distribuidos. Aqui L = L,/l. é uma variavel adimensional e [. é a
distancia média entre dois sitios vizinhos. A rede é construida ligando os sitios de
forma que exista pelo menos um caminho entre a fonte (um sitio central) e cada sitio
existente na rede. Os nutriente e oxigénio sao levados as diversas partes do corpo pelo
sangue. Assim, a fonte fornece nutrientes para todos os sitios na rede. Os nutrientes
sao transferidos da fonte para os sitios via as ligacoes, sendo que cada sitio consome
parte dos nutrientes que chega e transfere o restante para o préximo sitio ligado a

ele. Como cada sitio é alimentado a uma taxa F; = F', onde F' é constante, a taxa
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metabolica B pode ser escrita da seguinte forma,

B=Y FF=FN=FL'~ L% . (3.7)

Na situagao estacionaria, o volume de sangue na rede depende da distribuicao de
ligagoes. Os autores assumiram que o volume de fluido na rede (volume de nutrientes
ou volume de sangue) V, em um dado tempo é Vj, ~ VL = > I, onde I, representa
a magnitude do fluxo na k-ésima ligacdo, Vj, ¢ o fluxo sanguineo total. A constante
que iguala as unidades foi omitida pelos autores. Eles definiram que a classe de
rede mais eficiente é aquela em que V, é minimo. Com isto eles mostraram que
Vi ~ S I, = X, FiL;, onde a tltima soma do lado direito da equacao é feita sobre
todos os sitios e L; é o menor caminho entre a fonte o sitio 7 e a fonte, que é equivalente
ao menor nimero de ligagoes que conecta a fonte ao sitio 7. Além disso, eles mostraram
que a distancia média de qualquer sitio até a fonte, (L) = N~'3, L;, ¢ dado por

(L) = L. Esses resultados levam a
Vo~ FY Ly~ N(L) ~ LYL) ~ L4 . (3.8)

Usando as equagoes (3.7) e (3.8) e assumindo que o volume de sangue é proporcional

a massa, V, ~ M, os autores obtiveram que
_d_
B ~ M+

Em d = 3, obtemos a lei de Kleiber, b = 3/4. Contudo Dodds et al. [38] observaram
que o volume deste organismo deveria ser proporcional ao nimero de sitios, V' ~ L9,
Por outro lado, o volume espacial do organismo tem que ser proporcional a massa,
V ~ L%~ M. Porém se Vj ~ L1 ~ M existe uma inconsisténcia no modelo [43].
Trés anos depois esses mesmos autores [75] junto com o bidlogo John Damuth
resolveram essa inconsisténcia casando o suprimento com a demanda de nutrientes.
Primeiro, eles consideraram que M ~ V ~ Lg, onde L, é o comprimento espacial do

organismo. A taxa metabolica total é dada por
d
B~ LJF |

onde F agora € a taxa de uso de energia por unidade de volume. Agora F nao é mais
constante, na verdade ela escala como a taxa metabolica especifica. Como antes, o
volume de sangue para uma rede eficiente é:
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. Ld+1 L
Vp ~ ‘; le—pB, (3.9)

onde [, é a distancia média entre dois sitios. Agora existe a restricao de que a rede de

transporte de nutrientes deve estar contida dentro do volume espacial do organismo
Lg. Assim F' precisa variar de forma a casar com a capacidade de fornecimento de
nutrientes pela rede quando é submetida a esta restricao. Entao eles definiram a
seguinte quantidade
= Y ~ F& , (3.10)
M le
que mede a taxa de fluxo de nutrientes por unidade de massa. Para levar em conta
a demanda de energia eles definiram um volume de servico (¢, onde o consumo de
energia ¢ independente da massa, Fi? ~ 1.
Os autores ja definiram a taxa de fluxo de nutrientes que chega aos sitios, r;.
Agora é necessario definir a taxa com que os nutrientes sao consumidos. Segundo eles
essa taxa é dada por

TQNZS/ZC .

A razao entre o suprimento e a demanda de nutrientes é dada pela razao entre ry e

T2,

" gl
T ls

Note que a equacao acima nao depende de ..

A taxa metabolica é dada por
B=MF .
Elevando ambos os lados desta equagao por d + 1/d obtemos
Ra+L/d o ppd+l/dpd+t/d oy ppgtdpl/d
Sabendo que
FYi=1/l, e MY'=1, ,

os autores [75] obtém que
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T2

Banavar et al. [75] assumiram que a demanda e o suprimento de nutrientes podem

ser descritos pelas seguintes equagoes alométricas
ro ~ M2 e ry~ M

Entao, quando o suprimento casa com a demanda de nutrientes obtém-se que s; = o,

e a taxa metabodlica basal ¢ dada por
d
B ~ M1

Em d = 3 Banavar et al.[75] encontram a lei de Kleiber b = 3/4. Vale lembrar que os

autores definiram um tempo fisiolégico dado por

1 1
ToNFNMTH

Eles também analisaram a situagao em que r; nao depende da massa, ou seja,

s; = 0. Usando que r; ~ M? e que [, ~ M° na equacao (3.10) obtém-se que
FeLtn M7
Substituindo este resultado na equacao B = M F, os autores obtém que
B~M

Em d = 3 isto nos fornece a lei dos 2/3. Finalmente gostariamos de observar que os
autores concluiram que qualquer desvio do expoente 3/4, tal como o 2/3, sugere um
mecanismo de ineficiéncia ou compensacao.

Este modelo parece dar uma explicagao consistente para a alometria da taxa
metabodlica basal. Contudo, nao hé resultados que confirmam que o desvio do expoente

3/4 ¢é devido a alguma ineficiéncia.
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Capitulo 4

A generalizacao das idéias de West,

Brown e Enquist

4.1 Introducao ao problema

Investigagoes recentes tém estabelecido que a taxa metabdlica maxima escala com um
expoente maior do que o da taxa metabdlica basal [35, 37, 40, 41, 42|. Isso sugere que
essas duas taxas sao governadas por mecanismos diferentes. Contudo, vamos mostrar
que ambos os regimes podem ser descritos por um tnico modelo se levarmos em conta
as diferentes propriedades hidrodinamicas e elasticas de cada estado metabdlico |76].

Vimos que uma analise dimensional simples ligando a taxa metabdlica com
a perda de calor através da superficie (b = 2/3) [38| e argumentos puramente geo-
métricos usados por Banavar et al.[74, 75| nao sao capazes de explicar porque taxas
metabolicas diferentes tem expoentes diferentes. Neste capitulo nés vamos generalizar
e corrigir as inconsisténcias existentes no modelo de West, Brown e Enquist [6]. Vere-
mos que este modelo pode fornecer ambos os expoentes da taxa metabodlica maxima
e basal. O regime maximo é obtido levando-se em conta a natureza elastica da rede
arterial e o regime basal ¢ obtido através de uma aproximacao fisica. Aqui vamos
repetir os passos envolvidos na derivagao das principais formulas usada no modelo
de WBE apresentado no capitulo anterior. Vale ressaltar que os calculos envolvidos

nesse capitulo sao uma primeira aproximagao para o problema estudado.

4.2 Hipoteses basicas

Uma caracteristica fundamental de todos os organismos vivos é a presenga de uma

rede de distribuicao de nutrientes. Essa caracteristica é a base do modelo que vamos
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apresentar neste capitulo. Para construir o nosso modelo (modelo de BGS) vamos

assumir que:

i A rede de distribuicao de nutrientes tem um padrao de ramificacao fractal que
preenche todo o volume do organismo. Além disso, ela tem a propriedade de

conservar o volume preenchido em cada nivel de ramificacao.

ii As quantidades relacionadas ao tultimo nivel de ramificagao da rede, capilares no
caso do sistema circulatério dos mamiferos, sao invariantes, isto é, nao dependem

da massa.

iii A energia gasta para distribuir os nutrientes é minima ou, equivalentemente, a
impedancia total da rede ¢ minima em relacao ao raio, comprimento e largura

da parede dos vasos e modulo elastico dos vasos.
iv O volume de sangue é proporcional a massa.
v A razao de ramificacdo da rede é constante.

vi A massa das artérias é constante para uma dada massa ou, alternativamente, a

energia elastica armazenada nas paredes dos vasos é proporcional a massa.

As hipoteses (i) e (ii) sdo as mesmas do modelo de WBE. A hipotese (i) ¢
necessaria para garantir que todas as células do organismo vao ser supridas com nu-
trientes e oxigénio. Essa hipotese estd de acordo com observagoes empiricas |11, 12].
Além disso, um fractal que preenche todo o volume do organismo parece ser uma
estrutura natural que garante a demanda de nutrientes para as células. A segunda
hipotese (ii) esta relacionada ao fato de que as dimensoes das células dos organis-
mos nao variam com a massa do organismo. Porém, alguns estudos mostram que a
massa das células M, exibe uma dependéncia muito pequena coma a massa do animal,
M, ~ M" com b no intervalo [0,03,0,05] [11, 32]. Além disso, Dawson [77] fez uma
analise teodrico-experimental e encontrou que o raio r. e o comprimento [, dos capi-
lares também tem uma pequena dependéncia coma massa do organismo, I, ~ M%?! e
re ~ M9, Novas analises precisam ser feitas para confirmar estes resultados.

A terceira hipdtese foi reformulada. Assumimos que a razao de ramificacao da
rede n é constante e que a impedancia também deve ser minimizada em relacao ao
modulo elastico e a espessura da parede dos vasos. Note que nao estaremos obtendo
um minimo global, ja que fixamos n. No entanto, veremos que o expoente seré
independente de n.

Nos adicionamos mais trés hipoteses em relagao ao modelo de WBE. Sendo

que as hipoteses (iv) e (v) sdo observadas experimentalmente [12, 11, 78, 38]. Nos
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seres humanos a maioria das ramificagoes da arvore arterial sao bifurcacoes, ou seja,
n =2 [70]. Na tabela (4.1) estdo mostrados os valores do expoente e do intercepto da
relagao entre o volume de sangue Vj, e a massa M. A validade da hipotese (vi) sera

discutida adiante.

Tabela 4.1: A relagao de escala entre o volume de sangue V;, e a massa M (V, = VoM*®).

O erro do expoente é dado entre parénteses.

Intercepto V, (ml/kg) | Expoente a | Correlagao (r?) | Ref.

50,7 0.98(2) - [79]
65,7 1,02(5) 0,99 78]
76,0 1,00(1) 0,99 [30]

4.3 Descricao do modelo

Este modelo é baseado na rede de distribuicao de nutrientes, presente na maioria dos
seres vivos. Como no modelo de WBE vamos usar a notagao do sistema cardiovascular.
A rede de distribuicao de nutrientes é constituida de N + 1 geracoes de tubos. O
primeiro nivel £ = 0 é composto apenas por um vaso, a aorta. O tltimo nivel k = N é
formado pelos milhares de capilares. Cada vaso de um nivel k é caracterizado por ter
raio 7y, comprimento [, modulo elastico £}, e espessura da parede h; . Além disso, a
velocidade do sangue no nivel k é u;. Ao passar de um nivel para outro cada vaso se

ramifica em n vasos menores, o nimero de vasos no nivel k é
N, k= nk

Note que usamos a hipdtese (v), a qual assume que a razao de ramificagdo n ¢é igual

para todos os niveis da rede. Em particular, o nimero de capilares N, é dado por
N,= Ny =n"
A ramificacao da rede pode ser caracterizada pelas seguintes quantidades

lpy Tk
1 k1
=— e [p=—
Iy Tk

Yk =

Observe que 7, e (B sao ambos menores do que 1.
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A vazao )}, em um tubo do nivel k ¢ Q; = mriu. Como o fluido é conservado,

a vazao total ¢ a mesma em todos os niveis da rede, ou seja,
: ) )
Qo = NiQi = Nymriu, = Nemreu,

A segunda hipotese afirma que as quantidades relacionadas aos capilares (7., l., u.)

sao invariantes, isto é, nao dependem da massa. Assim

QO ~ NC . (41)

A taxa de fornecimento dos nutrientes deve ser proporcional a taxa com que eles

sao consumidos pelo organismo. Todos os nutrientes e oxigénio usados nos processos
metabolicos sao levados as diversas partes do corpo pelo sangue, entao a vazao pode
ser identificada como a taxa de fornecimento de nutrientes. Como a taxa metabolica
B é a taxa que os nutrientes sao consumidos pelo organismo, é natural assumirmos

que

B~ Q . (4.2)

Usando as equagoes (4.1) (4.2) temos que

N.=n"N ~ M" . (4.3)

A primeira hipétese afirma que um fractal que preenche todo o volume do
organismo ¢ uma estrutura natural que assegura que todas as células serao supridas
pelos capilares. Contudo, devemos notar que o volume ocupado pela rede nao pode ser
igual ao volume espacial do organismo. Obviamente, a evolugao por selecao natural
aperfeicoou a ramificacao da rede para que cada capilar alimente um dado volume,
ou seja, um grupo de células. Este grupo de células define um wvolume de servigo
para cada capilar. Podemos pensar no volume de servigo de um capilar como sendo o
volume de uma esfera cujo didmetro é igual [, ou seja, o comprimento do capilar.

Sabemos que o comprimento de um vaso é muito maior do que seu raio, I, > 7y,
e que o nimero de geracoes da rede N é grande, N > 1. Podemos aproximar o
volume total ocupado pela rede por uma soma de Ny esferas cujo diametro é igual ao
comprimento de um vaso I, ou seja, o volume ocupado pela rede ¢ 4/3m(l;,/2)% Ny,
Para N suficientemente grande essa estimativa é boa para todos os niveis k, embora
ela seja mais precisa para k grandes. Em outras palavras ¢ melhor assumir que o
volume ocupado pela rede é a soma dos volumes de servigo de todos os capilares. A

propriedade da rede conservar o volume preenchido de uma geracao para outra pode
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ser equacionado por

Ar (1)’ Am (1 ’
k k+1
? <2> Nk = constante = ? (;) Nk+1 . (44)

A relacao acima fixa a fracao dos comprimentos em

Ye=7=n""?

Note que a fracao dos comprimentos v é a mesma para a rede toda.

4.4 Minimizacao da impedancia hidrodinamica total

da rede

Até aqui encontramos apenas a fracdo dos comprimentos 7 pela primeira hipotese
do modelo. Agora para encontrarmos o expoente da taxa metabolica é necessério
conhecermos a fragdo dos raios 3. A fracdo [ é encontrada via minimizag¢ao da
impedancia total da rede (terceira hipotese).

4.4.1 Expoente da taxa metabdlica maxima

O nivel de atividade influencia profundamente o expoente alométrico da taxa metabdlica
dos animais. Os resultados experimentais mostram que o expoente da taxa metabolica
maxima ¢ maior do que 2/3 ou 3/4 (bmedaio ~ 0,86) [35, 37, 40, 41, 42].

A arvore arterial é constituida de vasos eldsticos, onde a parede dos vasos con-
siste, em geral, de trés camadas [81]. A camada interna é constituida pelo endotélio,
que esta em contato direto com o sangue, a camada do meio é formada por numerosas
fibras musculares e elasticas que conferem a artéria a sua propriedade de alargar-se
ou estreitar-se, de acordo com a necessidade, e a camada externa ou adventicia tem
uma estrutura conjuntiva. O moédulo de elasticidade Ej, desses vasos depende do nivel
de ramificacao k principalmente por que a constituicao da camada do meio nao é
constante. O valor do modulo eléstico aumenta com k, ou seja os grandes vasos sao
mais distensiveis. A parede das arteriolas é espessa e pequenas contragdes musculares
podem induzir grandes variagoes no raio interno, de tal modo que elas podem con-
trolar o fluxo sangiiineo para as diversas partes do corpo. A fungao dos capilares é a
troca de nutrientes via difusao.

O sistema circulatorio dos mamiferos e das aves pode se ajustar de acordo

com o estado metabolico. Nos humanos, apenas 20-25 % dos capilares musculares
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estao ativos durante o repouso, uma vez que todos sao ativados durante o exercicio.
Note que isto implica que a densidade de capilares nos musculos esta relacionada
com a taxa metabodlica méaxima. Em repouso, o fluxo de sangue para os musculos
esqueléticos é apenas uma pequena fra¢ao do total (15% nos humanos), porém durante
exercicio essa fragdo aumenta bastante (cerca de 90 % nos humanos) [42]. A transigao
do repouso para o exercicio pode ser descrita resumidamente como se segue: (a) a
freqiiéncia cardiaca e o débito cardiaco aumentam; (b) a pressao arterial média e a
resisténcia periférica aumentam devido & vasoconstrigdo simpéatica; (c¢) o volume de
sangue circulando no sistema arterial aumenta devido a vasoconstrigao das veias; (d)
o fluxo sangiiineo extramuscular permanece basicamente constante, aumenta em uns
orgaos e diminui em outros; (e) o fluxo sangiiineo total e o fluxo sangiiineo muscular
aumentam e todos os capilares sao ativados. O volume de sangue circulando no sistema
arterial é maior no regime méximo porque durante o regime basal as veias funcionam
como reservatoério sanguineo. O aumento na freqiiéncia cardiaca e no volume de
sangue circulando nas artérias destaca a natureza elastica dos vasos e leva a diferentes
expoentes alométricos para as taxas metabolica méxima e basal.

Como durante o exercicio a freqiiéncia cardiaca é méxima e o comprimento
de onda A do pulso de pressao é minimo, é necessario calcular a impedancia local.
No apéndice A analisamos o movimento de um fluido viscoso num tubo eléstico de
paredes finas. Dois casos foram estudados (a) raios grandes, os efeitos da viscosidade
n sao fracos % > 1; (b) raios pequenos, os efeitos da viscosidade 1 sao fortes % < 1.
Esses limites estao relacionados com o movimento do sangue nos grandes vasos (aorta
e grandes artérias) e com o movimento do sangue nos pequenos vasos (arteriola e
capilares), respectivamente. Para os vasos grandes do sistema arterial, ver a equagao

(A.18) do apéndice A, a impedancia local é

AE?
Zk — 57/2
Ty

(4.5)

1/2 . . :

Onde A = ,00/ / V2m com py sendo a densidade sangiiinea, ry, hy e Ej sdo o raio,
comprimento e moédulo elastico do vaso, respectivamente.

O coragao fornece energia para levar os nutrientes para as diversas partes do

corpo, assim é preciso minimizar a poténcia total dissipada no circuito

W =Q3Re{Z} .

P

Como @y ~ M? e a minimizacdo ¢ feita com M fixo, entdo minimizar W é equivalente

a minimizar a parte real da impedancia Z. A impedéancia total da rede é dada por
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Para sustentar uma dada taxa metabdlica em um organismo de massa M, volume de
sangue Vj, = ¢, e uma dada massa das artérias M, = ¢ (M, = > Nk27rilhipa, pa
é a densidade das artérias), o principio da minimizagao requer que a impedéancia seja
minimizada sujeita a restricao de conservacao do volume de uma geracao para outra.

Essas restrigoes podem ser escritas da seguinte forma

%_¢b = 07

3 2
M,—¢ = 0 .

4 A
7rNk<k> —¢ny = 0 para k=0,1...N |

Onde ¢y, ¢ € ¢ sao constantes. Vamos supor, por enquanto, que o moédulo de Young
é 0 mesmo para todos os vasos da rede (Ey = FE).

Definindo os multiplicadores de Lagrange (\y,Ax,\q), vamos minimizar a impe-
dancia total da rede sujeita as restri¢oes acima. A funcdo auxiliar F' = F(ry, Iy, hy) €
construida somando-se a fun¢ao a ser minimizada, a impedancia total da rede, mais
o produto de cada restricao por um multiplicador de Lagrange. Neste caso a funcao

auxiliar é

N AE1/2h1/2 N
Fre,le ) = Y 75/5 + N (Z Nyl — ¢b>
k=0

k=0 IViry

N N
+ Z /\k (Nk:l]% - ng) + /\a (Z Nkrklkhk - qb) .
k=0 k=0

As constantes foram incorporadas nos multiplicadores de Lagrange e supomos que
todos os vasos tém a mesma densidade. Para resolver um problema de otimizacao pelo
método dos multiplicadores de Lagrange devemos ter mais variaveis do que restrigoes
no problema. Claramente temos 3(N + 1) variaveis e N + 3 restri¢des na fungao

auxiliar, satisfazendo a imposicao matematica. Nossa terceira hipotese requer que
OF/0l; = OF/0r; = OF /Oh; = 0. Assim, obtemos as seguintes relacoes
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12 h;

NA3NL A+ A2 = 0,
SAEV2R? h;
_27$)Z2+2Ab+)\a7‘7 — 0 5
1/23,-1/2
it = 0

Como os multiplicadores de Lagrange A\, e Ay nao dependem de j e essas equagoes sao

validas para todos os j, nés obtemos

h; h;
+1
2 = 2T — constante ,
Tj Tj+1
Nfr?lj = Nj2+17“?+1lj+1 = constante,

que diretamente nos fornece 3; = 3 = n=%/12 ¢ h;/r; = constante.

Até agora nos consideramos apenas a impedancia para os grandes vasos do
sistema arterial. Vamos agora minimizar a impedancia para os vasos pequenos, parte
final da rede arterial. No apéndice A, resolvemos a equacao de Navier-Stokes no limite
em que os efeitos da viscosidade sao fortes e obtivemos a seguinte impedancia, ver a

equacao (A.16) do apéndice A,

C(Ephi)'?

7/2 )
Tk

Z=(1-1) (4.6)
onde C = 8n'/2//20rw'/? e w ¢ a freqiiéncia do pulso de pressdo e 7 é a viscosidade
do sangue.

Vamos minimizar esta impedéancia sujeita as mesmas restri¢goes feitas no caso

anterior. A funcao auxiliar a ser minimizada é

N CE1/2h1/2 N
Fri, o he) = ) 77/5 + Ao (Z Nirile — ﬁbb)
k=0

=0 Ngry

N N
+ > (Nkli - ¢N) + A (Z Nirilihy, — <Z5> :
k=0 k=0

Novamente as constantes foram incorporadas nos multiplicadores de Lagrange. Fazendo
as derivadas parciais 0F/0r; = 0F/0l; = OF /Oh; = 0, obtemos
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TCEY?

7”‘.
Mo+ 202 — ——— =0,
hj  2N?h %Y
)\a + )\ij + 3/\jlj — 0 7
ljhj Tjhj
CEl/Z 0
ONZhy 2 '

Note que os multiplicadores de Lagrange )\, e A\, nao dependem de j, entao

h; h;
+1
—L = L& = constante ,
Ty Tj+1
NJ'QTJ:)ZJ' = Nj2+17"j5'+1lj+1 = constante,

que nos fornece 3; = 3 = n1/3 e h;/r; = constante.

Note que quando minimizamos a impedancia da rede usando a impedéancia dos
grandes vasos obtivemos . = § = n~%'2, ¢ quando minimizamos com a impedéancia
para os pequenos vasos encontramos G~ = 3 = n~1/3, isto é, resolvemos dois problemas
de minimizacdo separadamente. Assim, temos B = n~°/'2 para k < k* e s =n"1/3
para k > k*, onde k* é o nivel onde o médulo das duas impedancias sao iguais.

Numa aproximacao de ordem zero, temos um problema geral envolvendo as
impedancias dos vasos grandes (parte inicial) e dos pequenos (parte final). Neste
caso, o volume de sangue pode ser escrito como a soma dos volumes de sangue nas
partes inicial e final da rede.

k* N

Vi=Y NVi+ Y NV,
k=0 k=k+1

Fazendo a soma obtemos

(v82) MVl (nyB2) ™! — (nyB2)"]

= (P21 — 1

+ VN[N — (K* +1)]

onde V, é o volume de um tnico capilar. O primeiro termo, a contribuigao dos grandes
vasos, domina a escala do volume de sangue. Sabendo que (ny3%) <1 e que N > 1

a equacao acima pode ser aproximada por
Vo~ (782)7Y (4.7)
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Substituindo os valores de v e G-, nés obtemos
Vi ~ (0130 5/6)=N = TN/6 — (pN)7/6
Da equagao (4.3), sabemos que
n™N ~ M°
Destas duas ultimas equagoes obtemos a seguinte relagao
Vi, ~ M/

Para satisfazer a quarta hipotese, V, ~ M, é necessario que b = 6/7.

Até aqui consideramos que o moédulo elastico dos vasos da rede nao depende
do nivel de ramificacao da rede, k. Para levarmos em conta essa variacao, é necessario
obtermos uma restricao que dependa de Ej. A tensao circunferencial na parede de
um vaso ¢ o = pry/hg, onde P é a pressao arterial média [82]. Como nos grandes vasos

P nao varia muito, ver figura(4.1), vamos considera-la constante.

g B

3

Pressao (mmHg)

) + -+ T ]
o

1R 1L

Figura 4.1: Pressao no sistema cardiovascular. Note que a pressao arterial média

também esta mostrada na figura. Esta figura foi obtida de Berne e Levy [81]

A energia eléastica armazenada nas paredes dos vasos [82] ¢
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P> Nyl
= [(o*/3E)av = & KLk
U= [(*/3B)av 2 T

Vamos considerar o caso particular onde temos a seguinte relagao

Ejhy, Eiq1hg
= constante = ——
Tk Tk+1

Neste caso a energia elastica pode ser escrita da seguinte forma
U~ Nerilg ~ Vo~ M
i

A proporcionalidade entre a energia elastica e a massa pode ser entendida como se
segue. A cada batida do coragao, a energia dada para o sangue é (débito cardiaco)/(fre-
qiiéncia cardiaca) ~ M. O débito cardiaco é o volume de sangue bombeado pelo
coracao em um minuto. Ele é igual a freqiiéncia cardiaca multiplicada pelo volume
ejetado em cada batida do coracao. Parte dessa energia é usada para empurrar o
sangue para os capilares e a outra parte é armazenada nas paredes elésticas dos va-
sos. Esta tltima é necessaria para atenuar o pulso de pressao, permitindo que o fluxo
nas ramificacoes finais do sistema arterial seja laminar de modo que permita a troca
de nutrientes nos capilares via difusdo. Desta forma, a hipotese (vi) parece natural,
embora ela tenha sido mostrada apenas num caso particular. Essa restricao pode ser

escrita como

U—-¢u=0

Onde ¢y é uma constante. Vamos minimizar a impedancia total da rede usando essa
restri¢ao e levando em conta a variagao do modulo elastico com o nivel de ramificagao

k. Com a impedancia para os vasos grandes, a nossa fungao auxiliar é

N 1/2,1/2
AE,"h
F(Tk’allﬁhkaEk) = Z b 5/5 +)\b <

k=0 INgry

N
Z Nkrilk - ¢b>

k=0

N N 3
+ >N (Nkli —on) + Aa(D] Nerih _ ¢U>

k=0 k=0 Ekzhk

Observando a equacao acima notamos que podemos tratar Ejhp como uma tnica
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varidvel. Note que todas as constantes foram incorporadas nos multiplicadores de
Lagrange. Pela terceira hipotese, 0F/0r; = 0F/0l; = 0F /0(E;h;) = 0, obtemos

A+3Alﬂ2+A LB
b ]7']2- anhj — y
5AEY?pL/? .
L b 3N = 0
2N?Ur Ejh;
3/2,3/2
ABPS Ly

Os multiplicadores de Lagrange A\, e A\, nao dependem de j e como essas equagoes Sao

validas para todos os j, obtemos as seguintes relagoes

T Tjt1
I = J = constante
Ejh; Ejrihjn
N]-Qr?lj = N]-Q+1r?+1lj+1 = constante .

~ _ =512 . —
Dessas relagoes obtemos 3. =n e Ejh;/r; = constante.
Agora vamos fazer o processo de minimizagao usando a impedéancia para os

vasos pequenos. Neste caso a funcao auxiliar é

N CE1/2h1/2 N
F(rkvlkahkka’) = 277/5_{_)\1) (Z Nk’rl?:lk _Cbb)
k=0 Vi k=0
N N N 3l
+ > (Nkl?; —on) +Aa(d] I ¢U>
k=0 k=0 Eyhy,

Impondo-se que OF/0r; = OF/0l; = OF JO(E;h;) = 0, obtemos 3 = n~3 e E;h;/r; =
constante.

Obtivemos o mesmo cenéario do caso anterior, . = n /12 para k < k* e
Bs =n~/3 para k > k*, onde k* é o nivel onde as duas impedancias sdo comparaveis
em magnitude. Assim, como antes, o expoente da taxa metabolica maxima é b = 6/7.
Note que agora obtemos uma combinagao entre o médulo elastico o raio e a espessura
da parede dos vasos, a saber, Ejh;/r; = constante. Vale lembrar que essa relacao foi

assumida para mostrarmos que U ~ M.
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4.4.2 Expoente da taxa metabdlica basal

Quando um organismo esté em repouso o volume de sangue V, no sistema arterial e o
fluxo sanguineo nas artérias Qo atingem seus valores funcionais minimos, a freqiiéncia
cardiaca alcanca seu valor minimo, implicando que o comprimento de onda do pulso
de pressao alcanca seu valor méximo. Por exemplo, nos humanos o comprimento
da aorta é [y &~ 0,4m, e o comprimento de onda do pulso de pressao em repouso é
Arepouso == 4m e durante atividade € Aegercicio = 0,9m. Assim as impedancias locais
dadas pelas equagoes (4.5) e (4.6) para os vasos grandes e pequenos, respectivamente,
podem ser aproximadas pelas respectivas impedancias distribuidas (ver as equagoes
(A.21) e (A.22) do apéndice A),

powl
Z = 4.8
k Ty (4.8)
e
8nl
I = —— . 4.9
F mrd (4.9)

Isto esté de acordo com as observacoes de Womersley [83, 84|, que num ser humano
em repouso os vasos arteriais podem ser considerados como tubos rigidos.

Vamos aplicar o processo de minimizagao da impedéncia para obtermos a fracao
[ e, consecutivamente, o expoente b da taxa metabolica basal. O processo de mini-
mizacao requer que a impedancia total da rede seja minimizada para um dado volume
de sangue, sujeito a restricao de conservagao de volume de uma geracao para outra.

Neste caso, a funcao auxiliar é

N N

k=0 k=0

N Dl
F(ry, ly) = Z Nr?

k=0

Onde D = pow/m. Impondo-se que 0F/0r; = 0F/Jl; = 0, obtemos

12 D
M+3NL+-—— = 0
T N T

D

Mg = O

J

Como o multiplicador de lagrange A\, nao depende de j e essas equagoes sao validas

para todos os j, obtemos a seguinte relacao
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Nfr? = Nfﬂrfﬂzconstante .

~1/2_ Note que esse valor de 3 esta relacionado com o

Esta relacao nos fornece 3 =n
: ~ ; 2 _ 2
regime de conservagao das areas, Nymry = Ny 17ri, .
Agora vamos fazer o processo de minimizacao usando a impedancia para a
parte final da rede, (4.9), com as mesmas restri¢oes usadas no caso anterior. A funcao

auxiliar é

N N
+ (> Nerile — &) + Y (MNKly — o) (4.11)
k=0

k=0

N o ql
Flrle) =3 N;‘*
k

k=0

onde G = 8n/w. Fazendo OF/dr; = OF/0l; = 0, obtemos 3 = n~%/3.

A fracdo dos raios § assume dois valores, . = n~ "2 para k < k* ¢ s =
n~/3 para k > k*, onde k* é o nivel onde as duas impedancias sdo comparéaveis em
magnitude.

Pela equacao (4.7) temos que
Vi ~ (03 1)~N = pN/3 = (N3
Da equagao (4.3), sabemos que
n™ ~ M°
Destas duas ultimas equagoes obtemos a seguinte relagao
Vi ~ MA/3

Para satisfazer a quarta hipotese, V, ~ M, é necessario que b = 3/4. Obtivemos a lei
de Kleiber [30] corretamente e sem inconsisténcias, através de uma aproximagao.
Note que nés minimizamos apenas a energia gasta devido aos efeitos da viscosi-
dade. Nos realmente nao sabemos minimizar a energia gasta para superar as perdas
devido as reflexoes da onda de pressao nos pontos de ramificacao. O casamento de

1/2 .
/ apenas se a velocidade da

impedancias usado por West e Brown [1] fornece 5 = n,
onda for constante. Porém, o que se observa experimentalmente no regime basal é que
a velocidade da onda nao é constante [71]. Além disso, o casamento de impedéancias

nao ocorre em todos os pontos de ramificagbes da rede arterial [71]. Nao ha dados
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experimentais sobre casamento de impedéancias e velocidade de propagacao da onda

no regime maximo.

4.4.3 Discussao dos resultados

Nos conseguimos descrever os dois regimes com um tnico modelo, sendo que o regime
basal foi obtido com uma aproximacao fisica que basicamente descreve os tubos
como rigidos. De fato, as propriedades fisicas do sistema cardiovascular e respi-
ratorio evoluiram para acomodar a méxima demanda aerdbica e assim, estao mais
relacionadas a alometria da taxa metabodlica maxima do que a basal.

Vamos comparar os resultados previstos pelo modelo com os dados experimen-
tais. A taxa metabolica especifica, a taxa metabodlica por unidade de massa, é obtida
dividindo-se a taxa metabdlica pela massa, By, = B/M. A freqiiéncia cardiaca segue

a mesma escala da taxa metabolica especifica, assim

B

BesprcNM

O expoente alométrico da freqiiéncia cardiaca muda do regime basal para o maximo,
de —0, 25 para —0, 14.

Da equagao (3.2), sabemos que o numero de capilares é proporcional a taxa
metabolica, N, ~ B ~ M?. Como a estrutura do sistema cardiovascular é projetada
para suportar a méxima demanda e apenas no metabolismo maximo é que todos os
capilares estao ativados, entdo N. ~ M7, A densidade de capilares no musculo é
dada POT Pcapilares = % ~ MO

Pela estrutura da rede de transporte de nutrientes nés podemos derivar os
expoentes alométricos do raio e do comprimento da aorta. Sabemos que v = 41/l
e 0 = rpy1/rp. Destas relagoes obtemos que [y = Wl—fv eryg= é"—fv, onde ry e Iy sao o
raio e o comprimento da aorta, r. e [, sao o raio e o comprimento de um capilar e

1/3

N ¢é o nimero de niveis de ramificagao da rede. Substituindo o valor de y =n="> e

B = n~°/12 nas relacdes para [ e ry e sabendo que n® ~ N, ~ B ~ M?, obtemos

l l
Iy = e e (o3 Mb/S
0 ")/N an/g (n )

Te Te N\5/12 5b/12
rog = = ~ (n ~ M
BN T pbN/12 (n™)

Como as propriedades fisicas do sistema cardiovascular foram projetadas para suportar
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a maxima demanda, entdao Iy ~ M3 ~ M2 e ry ~ M2 ~ MO36 Ag previsoes

do modelo e os resultados experimentais estdo comparados na tabela (4.2)
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Tabela 4.2: Expoente alométrico descrevendo a dependéncia da variavel Y com a
massa, (Y ~ MP®). Comparacao das previsdes do modelo de BGS com os dados

experimentais. O erro da quantidade medida esta entre parénteses.

Variavel Expoente
Modelo | Observado | Ref.
Taxa metabolica basal 0,75 | 0,712(13) [37]
0,737(26) | [37]
0,668(25) | [38]
0,710(21) | [38]
0,664(14) | [38]
0,686(14) | [40]
0,669(25) | [55]
Taxa metabolica maxima 0,857 0,83(7) [37]
0,88(2) | [41]
0,87(3) | [42]
0,86 [85]
0,85 [61]
0,87 [40]
Densidade de capilares no Musculo | —0,143 | —0,14(7) | [32, 86|
frequéncia cardiaca no basal —0,25 | —0,25(2) | [11, 37]
—0,27 | [32, 87]
~0,33(6) | [89]
0,26 | [42]
frequéncia cardiaca no méaximo —0.143 | —0,17(2) [89]
—0,16(2) [90]
0,15 I88]
0,146 | [91]
Raio da aorta 0,357 0,36 [32, 87|
0,335 [92]
Comprimento da aorta 0, 286 0,32 [11, 32|
0,31 187]
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Capitulo 5

Teoria unificada para a alometria do

metabolismo

5.1 Introducao ao problema

Até o momento derivamos os expoentes das taxas metabolica maxima e basal via um
modelo baseado na rede de distribui¢ao de nutrientes. Mostramos que a diferenca dos
dois estados é devido a adaptacoes dinamicas na rede de distribui¢ao de nutrientes,
necessarias para manter a demanda de nutrientes exigidas em cada estado metabolico.
Porém, este modelo é, basicamente, restrito aos mamiferos e aves, por causa das ca-
racteristicas do sistema cardiovascular que levamos em conta para construir o modelo.
Além disso, o expoente do metabolismo basal foi obtido via uma aproximagao.
Neste capitulo vamos [93| desenvolver uma teoria geral em um espago de d
comprimentos biologicos e um tempo biologico (espago de d + 1 dimensdes). A in-
clusao do tempo no espago dos estados metaboélicos dos organismos é justificada pela
observagao de que todos os processos biologicos dependem de um tempo caracteristico
[6, 75]. Como exemplos de comprimentos bioldgicos, podemos citar o comprimento
da aorta e o comprimento dos capilares, a distancia média da superficie celular até as
mitocondrias em organismos unicelulares, etc. A duracao de uma batida do coragao,
o tempo que o sangue permanece nos capilares sao alguns exemplos de tempos biolo-

gicos.

5.2 Hipo6teses basicas

Vamos considerar que um estado metabolico de um organismo pode ser descrito como

um ponto num espaco de d + 1 dimensoes, d comprimentos biologicos Lq, Ly...Lg €
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um tempo biologico 7. Embora usualmente vivemos em d = 3, n6és vamos desenvolver
os argumentos em uma forma geral em d 4+ 1 dimensoes.

Vamos estabelecer restri¢oes na distribuicao dos pontos no espaco dos estados
metabolicos. Em geral, um organismo é caracterizado pela massa e por sua energia
disponivel para os processos metabodlicos. Como estamos trabalhando em um espaco
de d+1 dimensoes, é normal usarmos a densidade de massa pg.1(L1, Lo, ... Lg, T)(massa
por unidade de volume e unidade de tempo) e a densidade de energia o4,1(L1, Lo, ... Lq,
7)(energia disponivel por unidade de volume e unidade de tempo), ambas neste espago.

No nosso modelo (modelo de SBS) vamos assumir que

1 pgi1(Ly, Lo, ...Lg, T) é invariante por tamanho em grupos de organismos que tem as

mesmas caracteristicas.

2 0441(L4, Lo, ...Lg, 7) € invariante por tamanho em grupos de organismos que tem

as mesmas caracteristicas.

3 O tempo e os comprimentos biologicos sao relacionados pelos principais processos
de transporte de nutrientes, os quais sao caracterizados por quantidades que sao

invariantes por tamanho, como coeficiente de difusao, velocidade média, etc.

Note que, embora sejam necesséarias algumas quantidades dinamicas invariantes por
tamanho, tipo velocidade do sangue na aorta ou nos capilares, o comprimento [. e o
raio 7. dos capilares nao sao necessariamente invariantes por tamanho.

As taxas metabolicas maxima e basal sao os limites inferior e superior no con-
sumo de energia de um individuo. Elas representam otimizagoes evolucionarias da
demanda energética necessarias para manter a integridade do organismo e o seu estilo
de vida. E possivel que a descricdo da acio da selecao natural durante a evoluciao nao
possa ser obtida por primeiros principios devido a complexidade das interagoes entre
as espécies e entre as espécies e o ambiente. Nos acreditamos que as duas primeiras
hipoteses podem descrever os resultados da evolugao nos niveis microscopicos (efi-
ciéncia na distribui¢do de nutrientes) e macroscopico (interagoes entre as espécies e
entre as espécies e o ambiente). A nossa terceira hipotese relaciona os comprimen-
tos com o tempo. Vamos ver que os diferentes expoentes relacionando as diferentes
taxas metabolicas vao aparecer porque existem diferentes modos para transportar

nutrientes.

5.3 0O modelo

As duas primeiras hipoteses nos fornecem as seguintes relagoes validas para todos os

estados metabodlicos,
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M = pd+1TVd s (51)

E= 0d+17—‘/;i . (52)
Como a definicao de poténcia é

dE

P==
dt ’

a energia F pode ser escrita em termos de B, a poténcia média durante o tempo 7 da

seguinte forma
E = Br

Podemos identificar a quantidade B como a taxa metabolica. Portanto, da primeira

e da segunda hipotese nés obtemos que

B=o041Vy . (5.3)

A energia utilizada por um organismo, via o ATP !, ndo pode ser fornecida pelo
meio exterior, ela precisa ser sintetizada dentro do organismo. Para produzir ATP as

células precisam ter uma quantidade adequada de mitocondrias 2

e um suprimento
adequado de oxigénio. Os substratos utilizados na sintese do ATP sao contidos dentro
do organismo, os quais noés identificamos como a energia disponivel para os processos
metabodlicos, e o fluxo de oxigénio é oriundo do meio exterior. Por exemplo, um animal
pode correr até quando sua energia disponivel acabar e ele ficar exausto. Para repor
os substratos o organismo tem que ingerir alimentos.

O modelo assume que a energia disponivel para os processos metaboélicos é
uma caracterizacao adequada do estado metabodlico de um organismo. Considere as

equagoes (5.1) e (5.2). Para organismos pertencentes a um mesmo grupo e com massa

'O ATP é produzido nas mitocoéndrias e é formado por um conjunto de adenina mais ribose,
chamado de adenosina, unido a trés radicais de fosfato (por isso o nome adenosina trifosfato). As
ligagoes que mantém o segundo e o terceiro fosfato presos ao ATP sao altamente energéticas, ou seja,
quando o terceiro fosfato se solta do ATP, é liberado energia (cerca de 7 kcal/mol), assim, o ATP
(adenosina + 3 fosfatos) se transforma em ADP (adenosina +2 fosfatos) e um fosfato livre, liberando

a energia que ligava este fosfato livre ao ATP.
2 As mitocondrias sdo organelas presentes em todas as células eucaridticas podendo ter formas e

tamanhos variados. Elas possuem grande mobilidade e localizam-se em sitios intracelulares onde ha

maior necessidade de energia, pois sua funcao principal é a producao de ATP.
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M e energia FE fixos, o que tiver o volume biolégico menor V; terd o tempo biologico
maior 7 e reciprocamente, o que tiver o volume bioldgico maior vai ter o tempo
biologico menor. Note que neste caso o produto 7 Vj; parece ser constante. Em outras
palavras, o organismo que tiver o metabolismo mais lento (tempo bioldgico maior)
tem um volume de distribui¢do de nutrientes menor (volume biolégico).

Para dar mais uma justificativa das nossas hipoteses vamos relaciona-las com
algumas equagoes bem estabelecidas na literatura. A relacao M = pgyq 7V, é uma
generalizagao da equagao (3.8), obtida por Banavar et al. |[74] para redes otimizadas.
As duas relacoes sdo iguais quando 7 ~ L, assim M ~ L4*!. Esta tltima relacao
também ¢ essencial para obter o expoente no modelo de West et al. [6]. Além disso,

a equacao (3.9) obtida por Banavar et al. [75] pode ser rescrita da seguinte forma
M = proVy ~ proViy

Onde 1y é o tempo fisiologico e p é a densidade de massa usual, massa por unidade de
volume. Esta equacdo é um caso particular de nossa equagao (5.1) quando pgi1 = p.

Uma conseqiiéncia imediata de nossas hipoteses é que a taxa metabolica especi-
fica (poténcia por unidade de massa) é inversamente proporcional ao tempo fisiologico,

B . 411

M Pd+1 T

(5.4)

Organismos com 7 pequeno necessitam de uma grande quantidade de energia por
unidade de massa quando comparados com outros organismos com 7 grande. Isto
ocorre porque a densidade de mitocéndrias em suas células é maior [85].
Obviamente 7 nao pode ser zero nem infinito, entao devem existir os tempos
fisiol6gicos MAximo 7,4, € minimo 7,,;,. O tempo bioldégico minimo pode ser estimado
usando o fato de que num organismo, o volume biologico V; nao pode ser maior do
que o seu volume espacial. Note que o volume biologico pode ser, por exemplo, o
volume ocupado pela rede de distribuicao de nutrientes. Em geral, nos organismos
encontrados na natureza observa-se que M = pV, onde p é a densidade de massa
usual (massa por unidade de volume), que é aproximadamente constante para todos

os organismos. Usando a equagao (5.1) nés obtemos a seguinte igualdade

pV =M = pat1 TVq

O tempo biolégico minimo ¢é estimado quando V; ~ V', assim

p
Pd+1

. ~
Tmin ~
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O tempo biologico maximo é estimado usando alguns argumentos qualitativos.
Como a razao B/M nao pode ser zero, é necessario que exista um valor minimo para
a taxa metabolica especifica (B/M ). Esse valor esté relacionado a taxa metabolica
especifica tecidual [16], que é independente da massa. Entao uma estimativa para o

tempo biolégico maximo é

- _ Od+1
e pd+1(B/M)min

Uma observacao importante é que se 7 fosse invariante por tamanho, como 7,,;, e
Tmaz, @ taxa metabolica seguiria uma escala isométrica com a massa B ~ M (veja a

equacao (5.4)).

5.3.1 Proposta para explicar a taxa metabdlica dos organismos

pequenos

O processo de suprimento de oxigénio é diferente nos organismos pequenos e nos or-
ganismos grandes. Difusao em distancias curtas é muito rapida, e o oxigénio pode
alcancar rapidamente todas as partes do corpo. Em distancias grandes difusao é um
processo lento, e somente difusao é inadequado para suprir oxigénio para todas as
partes do corpo de um organismo grande. Entao transporte por conveccao ¢ adi-
cionado, e os dois processos, difusdao e convecgao, trabalham junto. Assim, o trans-
porte de massa por convecgao se torna essencial quando o tamanho dos organismos
aumenta.

Como o processo de difusao é rapido em distancias curtas, é possivel que a taxa
metabodlica dos organismos muito pequenos, tais como os unicelulares, seja governada
por este processo. Neste caso, difusao é o processo dominante e temos apenas um

comprimento de escala (L1 ~ Ly ~ ...~ Ly ~ L) e o volume biologico é dado por
Var L

Sabemos que o comprimento de difusdo é dado por L = Dy7/?, onde Dy é o coeficiente
de difusao. Isolando o tempo biolégico na equacao para o comprimento de difusao

obtemos que 7 = (L/Dy)?. Inserindo este resultado na equagao (5.1) temos,
L ~ Marz

Essa relagao fornece como L depende de M e permite calcular o tempo biolégico, o

volume biolégico e a taxa metabdlica, todos em termos de M,
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T~ M (5.5)

Vi~ M4 (5.6)

Substituindo a expressdo para V; na equacdo (5.3) nés encontramos como a taxa
metabodlica escala com M,

B~ M7 (5.7)

Em d = 3, o expoente da taxa metabolica é b = 3/5. Esse expoente esta de acordo
com o resultado de Prothero [49] b = 0.608 + 0.05. Porém, esta previsdo nao esté
de acordo com os expoentes encontrados por Phillipson (b = 0,66 + 0,092) [47] e
por Hemmingsen (b =~ 0,75) [34] . E possivel que o metabolismo de organismos
muito pequenos seja governado apenas por difusao. Neste caso teriamos que B ~
M?3/5. Porém, é necessério entender melhor os mecanismos de transporte intracelular,
sobre qual muito pouco é conhecido [1]. Finalmente gostariamos de comentar que
o desenvolvimento dessa secao pode ser interpretado como o cenario em que a taxa

metabolica basal é minima, pois todos os comprimentos sao difusivos.

5.3.2 Cenarios para a taxa metabdlica basal

O Transporte via difusao é inadequado para distancias grandes. Como o trans-
porte por conveccao é adequado para distancias grandes, vamos adiciona-lo as etapas
dos processos metabolicos. Por exemplo, no sistema cardiovascular das aves e dos
mamiferos o sangue rico em oxigénio é levado do coracao até os capilares por con-
vecgao, e por difusao é levado dos capilares até as células. Os dois processos definem
duas etapas distintas nos processos metabolicos e sao caracterizados por tempos e
comprimentos biologicos diferentes. Agora precisamos especificar como as diferentes
etapas metabolicas estao relacionadas.

Vamos chamar de TMB-1 o cenério de somente um comprimento metabdlico
relevante e um tempo biolégico 7, ambos relacionados ao transporte inercial, L; ~
L = vy7, onde vy é invariante por tamanho. Os outros comprimentos relacionados as
outras etapas metabélicas evoluiram para casar com o comprimento inercial de forma

que

Ly~...~Lj~L
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Sabendo que 7 ~ L e utilizando a equagao (5.1) obtemos

1
L~ M@t |

T~ MTT (5.8)

Quando temos apenas um comprimento biologico relevante o volume biologico é dado

por V; ~ L% Em termos da massa M, o volume biologico &
Vy ~ Mait
A taxa metabolica é dada por B ~ V, assim segue-se que

B~ M (5.9)

Em d = 3 encontramos a famosa lei Kleiber [30], B ~ M?/*. Este ¢ o cenério da lei
dos 3/4. Ele pode ser considerado um limite superior para a taxa metabdlica basal ja
que todos os comprimentos sao inerciais.

Vamos chamar de TMB-2 o caso onde temos dois comprimentos e dois tempos
biologicos relacionados as diferentes etapas dos processos metabodlicos. Eles sao rela-
cionados pelo conceito de simorfose [36], que diz que todas as etapas metabolicas sao
igualmente relevantes. Considerando a simetria cilindrica, vamos ter um comprimento
inercial Ly ~ L = vgt; e d — 1 comprimentos de difusao R = Dot;/ 2. Ambos vy € Dy
sao invariante por tamanho. Pelo conceito de simorfose, sabemos que t; = t5 = 7.
Desta igualdade obtemos que R = (Dy/ v *)LY/2. Além disso, o tempo bioldgico esta
relacionado com os comprimentos biolégicos por 7 ~ L ~ R?. Na simetria cilindrica

o volume biolégico é dado por

Vi~ R7UL (5.10)

Agora queremos saber como os comprimentos biologicos escalam com a massa M. Da

equagao (5.1) obtemos que

L~ Msa | (5.11)

R~ M5 (5.12)

Substituindo os valores de L e R na equacao para o volume biologico V,; obtemos
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1+d

Vg~ M3+d . (5.13)
Como B ~ Vj, temos

B~ M3 . (5.14)

Em d = 3 obtemos a lei de Rubner [27] sem mencionar a razao superficie/volume.
Nos obtivemos a lei de Kleiber (b=3/4) e a lei de Rubner (b=2/3) usando
dois processos de entrega de nutrientes: difusao e convecgao. Quando convecgao é
o processo dominante nés obtemos a lei de Kleiber [30] e se os dois processos forem

igualmente relevantes encontramos a lei de Rubner [27].

Terceiro cenario para a taxa metabodlica basal dos animais

No cenario TMB-1 consideramos que o transporte inercial é o processo limitante,
isto significa que a taxa de entrega de nutrientes é baixa comparado com a taxa
que os nutrientes difundem para as células, obtivemos b = 3/4. Por outro lado,
no cenario TMB-2 consideramos dois comprimentos de difusao e um comprimento
inercial, relacionados pelo principio de simorfose Ly ~ 7, Ly ~ L3 ~ 7%/2, ¢ obtivemos
b =2/3. Os cenarios TMB-2 e TMB-1 sao os limites inferior e superior para o expoente
b da taxa metabodlica basal. Note que nao consideramos o cenario em que temos dois
comprimentos inerciais e um comprimento de difusao para a taxa metabodlica basal.
Este cenario sera chamado de TMB-3 e deve descrever o metabolismo basal.

O primeiro comprimento esta relacionado com o transporte de oxigénio e nu-
trientes do coracao até os capilares, assim L; = vit;. Note que a velocidade vy nao
depende da massa. Quando o sangue rico em oxigénio e nutrientes chega aos capilares,
o oxigénio e as moléculas pequenas entram nas células por difusao. Neste caso, o se-
gundo comprimento biolégico é dado por Ly = Doty onde o coeficiente de difusao Do
nao depende da massa. Por outro lado, as moléculas grandes entram nas células por
pinocitose 3. Foi observado na literatura [94, 95| que particulas granulares colocadas

na regiao da lamela periférica sao sugadas para o interior das células e se movem com

3A pinocitose (Pinos = beber; ato da célula beber) é o processo geralmente utilizado pela mem-
brana celular para absorver grandes moléculas de liquido, ou aglomerado de moléculas. E um sis-
tema de alimentagdo celular complementar & fagocitose. E uma das formas como as células recebem
grandes proteinas. Neste processo a membrana celular invagina, desenvolvendo um pequeno saco
para englobar as substéncias que deseja absorver. O saco entdo fecha e separa-se da membrana
celular, transformando-se numa vactolo que, dentro do citoplasma se junta a um lisossoma, que
hidroliza as proteinas e fosfolipidos da membrana para libertar as substancias que tem no interior.

E um processo que requer energia, na forma de ATP.
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velocidade média de aproximadamente v = 1 pm/min. Além disso, num trabalho de
microscopia 6ptica recente [96] observou-se que o movimento de uma particula den-
tro de um macrofago é inercial L = vt. A velocidade v varia de 0,5 — 2, 0um/min
dependendo do raio da particula. Note que isto sugere que o terceiro comprimento é
inercial L3 = vst3, onde a velocidade v3 nao depende da massa. A taxa de suprimento
de nutrientes (1/t;) precisa casar com a taxa de consumo de oxigénio (1/t2) e com a
taxa de consumo de substratos (moléculas grandes) (1/t3), entao, baseado no princi-
pio de simorfose [36], vamos supor que t; ~ ty ~ t3 = 7. Para obter o expoente b nos

precisamos primeiro calcular o volume biolégico em termos de 7, a saber,
5
V3 ~ L1LoL3 = v1DyvsT?
Usando a equagao (5.1) nos obtemos a relagao entre 7 e M
T ~ M%
A relagao entre a taxa metabolica e a massa é encontrada pela equagao (5.2), a saber,
5
B~ M7

Até aqui supomos que o movimento das moléculas grandes para o interior das
células é feito via um movimento inercial, a saber, L3 = vst3. Contudo, Caspi et al.
[94, 95| também observaram que quando as particula granulares estdo na regiao peri-
nuclear elas se movem aleatoriamente dentro de um espaco restrito e seu movimento é
descrito pela seguinte relacio L ~ t3/4. Como os mecanismos de transporte intracelu-
lar ainda nao sao bem conhecidos, achamos melhor descrever o terceiro comprimento

por uma difusdo anomala [97, 98, 99|, isto é,
1y,
L3 - D3t§ 5

com z no intervalo [0,1/2]. Assim, a difusao normal e o transporte inercial correm

quando z = 0 e x = 1/2, respectivamente. Neste caso, temos que

1
T~ M3tz

24z

BNM3+

Quando = = 0, o expoente da taxa metabodlica é b = 2/3 e quando = = 1/2 encon-
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tramos b = 5/7. O expoente b esta no intervalo [2/3,5/7].

5.3.3 Cenarios para a taxa metabdlica maxima

Vimos no capitulo anterior que o sistema circulatério dos mamiferos e das aves pode
se ajustar de acordo com o estado metabolico do individuo. Quando o organismo
estd consumindo energia na taxa méxima a freqiiéncia cardiaca e o débito cardiaco
aumentam, o volume de sangue circulando no sistema arterial aumenta devido a vaso-
constricao das veias e, como conseqiiéncia, o fluxo sangiiineo total e o fluxo sangiii-
neo muscular aumentam e todos os capilares sao ativados. Isto sugere que durante o
metabolismo méximo o transporte de nutrientes é feito via um movimento forcado du-
rante o tempo caracteristico 7. Neste caso, a velocidade vy, constante no regime basal,
pode ser reescrita por v = ag7, onde ag ¢ uma aceleracao invariante por tamanho.
Assim, o regime de metabolismo maximo sera caracterizado por movimento inercial
acelerado durante o tempo 7, L = vt = qy7?, e por difusao, R = Dotém.

Vamos estudar primeiro o caso em que apenas o transporte inercial acelerado
¢ relevante, o qual sera chamado de TMM-1. Neste cenario temos a seguinte relagao

2

entre os comprimentos, Ly ~ Ly... ~ Ly ~ L = agr*. O volume biolégico é dado

por Vy ~ L% e o tempo biologico esté relacionado com o comprimento biolégico por

7 ~ LY2. Substituindo o valor de 7 e de V; na equacdo (5.1), obtemos

L~ Mz (5.15)

A partir da equagao acima obtemos diretamente as relagoes alométricas para o tempo

biolégico e para o volume biolégico

T~ M (5.16)

Vi~ Maist (5.17)

Como a taxa metabolica é proporcional ao volume biologico temos que

B~ M3 (5.18)

Em d = 3 obtemos B ~ M5/, Este resultado foi obtido no capitulo anterior quando
reformulamos o modelo de West, Brown e Enquist [76].
Agora vamos considerar um segundo cenério para o metabolismo maximo, o

TMM-2. Neste cenario, difusao e movimento inercial sao igualmente relevantes. Na
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simetria cilindrica, temos Ly ~ L = agt} e d — 1 comprimentos dados por R = Doté/ 2,

Ambas as quantidades ag e Dy sdo invariante por tamanho. Pelo principio de simorfose
t1 =ty = 7. Os comprimentos biolégicos estao relacionados por R = (Dgy/ ag/* L4,

Substituindo esses valores nas equagoes (5.1) e (5.3), obtemos

L~ M (5.19)

R~ M5 (5.20)

T~ M (5.21)
(§]

B~M#s (5.22)

Quando d = 3, obtemos B ~ M3/%.

5.3.4 Obtendo outros expoentes

Até aqui a estrutura da rede de transporte de nutrientes nao foi mencionada. Para
obtermos outros expoentes é necessério definir uma estrutura para a rede de transporte
de nutrientes. Como o transporte na aorta e nos capilares é sempre inercial, entao o
comprimento da aorta [, e o comprimento dos capilares [, precisam ser proporcionais
a L. Por outro lado, o raio da aorta r, e dos capilares r. nao sao proporcionais a L e
nem a R, porque nao existe movimento transversal na aorta e r. nao esté relacionado
com a distancia de difusao R. Para saber como os raios da aorta e dos capilares

escalam com a massa, vamos usar a conservacao do fluxo
Qo = mﬂgva = Ncmﬂgvc

Onde v, é a velocidade do sangue na aorta e v, a velocidade do sangue nos capilares.
Como o metabolismo depende do fluxo de nutrientes, é natural supor que ()g ~ B. No
regime basal, v, e v, sao invariante por tamanho de acordo com observacoes empiricas

em aves e mamiferos [15]. A partir da conservagao do fluxo obtemos que
r,~ BY? e chrg ~ B

Agora é necesséario supor que o raio dos capilares é invariante por tamanho,
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re ~ M, para obtermos os expoentes alométricos da densidade de capilares e do raio
da aorta. A densidade de capilares é dada por p. = N./M que pode ser rescrita como

pe=B/M ~ 1/7. Em d = 3 obtemos os seguintes resultados:
(a) TMB-1: 74 ~ M8 e p, ~ M1/,
(b) TMB-2: r, ~ M3 e p. ~ M~Y/3;
(c) TMB-3: 7, ~ M*" ¢ p, ~ M~2/7;

No méximo regime a velocidade na aorta é v, = a7, implicando que agora

v, depende da massa. Esta nossa previsao sugere novos estudos empiricos [15]. Para

o raio da aorta nés obtemos r2 ~ B/7. Agora v. nao é necessariamente invariante,

como no regime basal. Neste caso, obtemos a seguinte relacao para a densidade de
il 20, ~ 1 P bt ~ 1 ¢ Ari

capilares p.riv. 7. Para obtermos que p. T, € necessario supor que v. e 1,

sejam invariante por tamanho. Com isto, obtemos os seguintes resultados:
(¢c) TTM-1 - 74 ~ M e p. ~ M~V7,

(d) TMM-2 - 74 ~ MY e p, ~ M~/

5.3.5 Comparacao dos resultados do modelo com os dados ex-

perimentais

As previsoes do modelo e os dados experimentais estao mostrados na tabela (5.1).
O cenario TMM-2 nao estd de acordo com os dados experimentais. Isto sugere que
no metabolismo maximo o processo de difusao nao pode ser tao relevante quanto o
movimento inercial acelerado. Por outro lado, o cenario TMM-1 descreve bem os dados
experimentais. O expoente da taxa metabolica maxima B ~ M%7 e da densidade

/7 estdao em 6timo acordo com as os dados experimentais. O

de capilares p. ~ M~
expoente alométrico da freqiiéncia cardiaca f, ~ M~'/7 também esta em 6timo acordo
com os resultados experimentais. Além disso, os resultados r. ~ M° e [, ~ M?'7 estdo
em bom acordo com as estimativas tedérico-experimental de Dawson [77], [, ~ M%?! e
ry ~ MOOS.

O comprimento e o raio da aorta predito pelos cendrios TMM-1 e TMB-3 sao
iguais e estao de acordo com os dados experimentais.

E importante observar que o expoente alométrico da taxa metabolica basal
predito pelos dois cenarios do modelo, TMB-1 e TMB-2, sao os limites inferior e
superior para o expoente b da taxa metabdlica basal obtidos com as reanalises feitas

nos dados experimentais.
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Tabela 5.1: Expoente alométrico descrevendo a dependéncia da variavel Y com a
massa, (Y ~ M?). Comparagao das previsdes do modelo SBS com os dados experi-

mentais. O erro da quantidade observada esti entre parénteses.

Variavel Expoente
Modelo Observado | Ref.
Taxa metabolica basal 0,75(TMB-1) 0,712(13) [37]
0,667(TMB-2) | 0,737(26) | [37]
0,714(TMB-3) | 0,668(25) [38]
0,71021) | [38]
0,664(14) | [38]
0,686(14) | [40]
0,669(25) 7]
Taxa metabdlica maxima 0,857 (TMM-1) 0,83(7) [37]
0,88(2) [41]
0,87(3) [42]
0,86 185]
0,85 I61]
0,87 [40]
Densidade de capilares no Musculo | —0,143 (TMM-1) | —0,14(7) | [32, 86]
frequéncia cardiaca no basal —0,25(TMB-1) | —0,25(2) | [11, 37
—0, 333(TMB-2) —0,27 | [32, 87|
—0,286(TMB-3) | —0,33(6) | [89]
—0,26 [42]
frequéncia cardiaca no méaximo —0.143 (TMM-1) | —0,17(2) [89]
—0,16(2) | [90]
0,15 88]
—0, 146 [91]
Raio da aorta 0,357 (TMM-1) 0,36 [32, 87]
0,375 (TMB-1) | 0,335 192]
0,333 (TMB-2)
0,357 (TMB-3)
Comprimento da aorta 0,286 (TMM-1) 0,32 [11, 32]
0,25 (TMB-1) 0,31 187]
0,333 (TMB-2)
0,286 (TMB-3)
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Capitulo 6

Leils de escala em cadelas alimentares

6.1 Nocoes basicas de cadeias alimentares

Em 1927 Elton [100] teve a idéia de definir uma rede representando a relagdo de
predacao entre as espécies de uma comunidade ecolégica. Na descricao de Elton,
cada espécie é descrita por um sitio na rede e uma ligagao, dirigida da presa para
o predador, é estabelecida de cada espécie para cada um de seus predadores. Cada
sitio na rede é indexado por um nimero inteiro ¢ = 1,... , K, onde K é o nimero
total de espécies na cadeia alimentar. No inicio da década passada, Martinez [101]
propos que uma descricao imparcial da cadeia alimentar ¢ alcangada quando cada
grupo de espécies funcionalmente equivalentes, aquelas que tem o mesmo conjunto
de predadores e o mesmo conjunto de presas, sao agregadas numa espécie trofica e
tratadas como um tnico sitio da rede. Esta definicao sera adotada daqui em diante.

As cadeias alimentares sao organizadas em niveis troficos. No nivel zero, ou
ambiente, estdo os seres autotrofos (produtores) que sintetizam a matéria organica a
partir de substancias minerais e convertem a energia luminosa em energia quimica.
Fazem parte deste nivel as algas unicelulares (que constituem o fitoplancton, a base
da cadeia alimentar), os vegetais mais desenvolvidos e algumas bactérias que realizam
a fotossintese. Esses seres sao essenciais a vida do Planeta, pois sao os tnicos que
conseguem sintetizar compostos capazes de liberar energia (os agtucares). Em seguida,
vem os consumidores priméarios que se alimentam dos produtores. No segundo nivel
trofico estao os animais que se alimentam dos animais do primeiro nivel, e assim por
diante. Note que esta definicao é mais complicada do que parece. Considere uma espé-
cie do terceiro nivel trofico que tem como principal fonte de alimento alguma espécie
do segundo nivel trofico. Esta espécie também pode alimentar-se secundariamente
de espécies de outros niveis. Ela estd no terceiro nivel apenas porque sua principal

fonte de alimento se encontra no segundo nivel. Em geral, é aceito que as cadeias
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alimentares tem H < 4 ndimeros de niveis troficos [101, 102, 4, 103]. Normalmente
no ultimo nivel estdo os decompositores (bactérias e fungos), que sdo os responsaveis
por devolver a cadeia a matéria decomposta em sais minerais e outros produtos, que
serao assim reutilizados pelos produtores. Fecha-se, entao, o ciclo da cadeia alimen-
tar. Podemos perceber que dentro da cadeia alimentar ocorre uma transferéncia de

energia e nutrientes que segue a seguinte ordem: produtores, consumidores (animais

herbivoros e carnivoros) e decompositores. Na figura (6.1) esta ilustrada uma cadeia

£

alimentar.

Hawks and owls

/gredaceous
Rabbits Squirrels pMice Seed-eating Herbivorous

insects
insects \

Figura 6.1: Exemplo de uma cadeia alimentar. Esta figura foi retirada da internet.

Note que a organizacao trofica das espécies é descrita por uma rede onde as li-
gagoes sao direcionais e a direcao das ligagoes define um fluxo de energia e materiais.
Entender as interacoes troficas entre as espécies de uma comunidade é fundamen-
tal nao apenas do ponto de vista tedrico, mas também em relagao as questoes de
preservacao da biodiversidade, equilibrio ecologico e politicas ambientais. Portanto,
entender o fluxo de energia e materiais através de um ecossistema é uma questao
fundamental para a ecologia [104, 103, 105].

E possivel estudar as comunidades ecolégicas via transferéncia de energia e
materiais nas cadeias alimentares [100], porque a diregao das ligagoes (apontando da
presa para o predador) define um fluxo de recursos (energia, nutrientes e presas) entre
os sitios da rede. Em particular, podemos estudar as cadeias alimentares como sendo

redes de transportes, e estender para elas o conceito de alometria, ou seja, entender
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como uma propriedade da rede muda com o tamanho da rede. Além disso, vimos
nos capitulos anteriores que muitos processos bioldgicos sao caracterizados por leis de
poténcia entre tamanho e taxa |6, 74, 76].

Geralmente, uma rede de transporte é um sistema constituido de uma fonte,
um sitio central, e K sitios para serem alcancados pelo fluxo. Cada sitio é conectado a
um ou mais sitios da rede, resultando em uma rede que se estende por todo o sistema.
Qualquer sistema de transporte precisa providenciar uma rota entre a fonte e qualquer
um dos sitios da rede. Um exemplo natural é o sistema cardiovascular, onde o sangue
rico em oxigénio e nutrientes é levado do coracao as diversas partes do corpo pela rede
arterial. Neste caso, o coracao é a fonte e os K pontos para serem alcancados pelo
fluxo sao os capilares. Uma parte do fluxo que chega aos capilares é consumida pelas
células e a outra parte ¢ coletada pelas vénulas e volta para o coracao pelo sistema
venoso. Existe também o problema inverso, onde temos K fontes sendo drenadas
num sitio final. O exemplo classico é a rede de rios onde a chuva é coletada pelos
sitios da bacia e ¢ transferida através de canais para o sitio final, a saber, o rio [106].
No caso ecologico, as espécies que vivem num ecossistema necessitam de recursos
para sobreviverem. O alimento é obtido predando outras espécies ou se alimentando
diretamente do ambiente. Se considerarmos o ambiente como uma espécie trofica
da cadeia alimentar e o representarmos por um sitio central, obtemos uma estrutura
conectada que partindo do ambiente, cada espécie pode ser alcancada na rede.

Note que a rede de transporte relacionada as cadeias alimentares tem a carac-
teristica que cada um dos K sitios precisa receber uma certa quantidade de recursos
por unidade de tempo. O excesso dos recursos pode ser transferido para os sitios
vizinhos, ou seja, cada sitio dissipa energia e transfere apenas uma parte dos recursos
que chega para os seus vizinhos. Passaremos agora a discutir as quantidades usadas
para caracterizar as cadeias alimentares. Observe que a maioria dessas quantidades
nao tem um valor comum para as cadeias alimentares grandes e pequenas [107, 108|.
J& mencionamos que o numero de niveis troficos tem um valor comum na literatura,

(H < 4), e é uma das poucas grandezas universais nas cadeias alimentares.

6.1.1 Distribuicao de conectividades

A conectividade de um sitio é definida como o nimero de ligagoes que ele possui.
Se contarmos o ntimero de ligagdes de cada um dos sitios da rede, e determinarmos
quantos sitios tem k ligagoes, teremos a distribuigdo de conectividades P(k) da rede.

O namero médio de ligagoes de um sitio é
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Y kP(k)

") = 5K B

Considere uma rede aleatoria, onde as ligagoes entre os sitios sao feitas aleatoriamente,
a maioria dos sitios vao ter aproximadamente o mesmo ntimero de ligagoes, a saber,
(k). Neste caso, P(k) ¢ dado por uma distribuigao de Poisson. Recentemente foi
descoberto que a maioria das redes reais tem distribui¢oes de conectividades que
seguem uma lei de poténcia [109], P(k) ~ k=7 (redes livre de escala). Entre essas redes
estao a internet, World Wide Web, rede de transformadores e subestagoes elétricas,
ete.

Nas cadeias alimentares o comportamento da distribuicao de conectividades é
muito irregular [110, 111]. Além disso, como as cadeias alimentares sdo descritas por
redes direcionadas pode-se distinguir entre o ntimero de ligacoes chegando no sitio k™
e o numero de ligacoes partindo do sitio k°“*. Assim pode-se calcular a distribuicao
de conectividades de formas diferentes. Camacho et al. [111] mostraram que a dis-
tribuigao de conectividades P™ (k™) e P (k) tem formas funcionais diferentes e
nao podem ser ajustadas por uma lei de poténcia. Contudo, os autores concluiram que
ambas, apesar de diferentes, sao quantidades universais nas cadeias alimentares. Note
que P(k™) e Pout(k°%) estao relacionados com a distribuicao de presas e predadores,

respectivamente.

6.1.2 Distancia média

O caminho em uma rede é definido através das ligagoes. Para uma rede nao-direcionada,
a distancia entre dois sitios num certo caminho é o nimero de ligacoes que conectam
esses sitios. Assim o caminho mais curto é aquele que tem o menor niimero de ligagoes
conectando os sitios. Se calcularmos a distAncia mais curta entre todos os pares de
sitios da rede e avaliarmos a média desses valores vamos encontrar a distancia média

da rede D. Numa rede quadrada regular de dimensao d, a distancia média é dada por
D ~ Kl/d

Para calcular D nas cadeias alimentares é necessario assumir que as ligagoes nao sao
direcionadas e que elas seguem uma dada topologia [112]. A seguinte relagao é usada

normalmente para calcular a distancia média nas cadeias alimentares

D ~logK . (6.1)
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As redes cuja distancia média entre quaisquer pares de sitio segue a equagao (6.1) tem
a propriedade de mundo pequeno. Para dar um exemplo desta propriedade, considere
uma rede unidimensional onde os K sitios sao colocados um do lado do outro sobre
uma linha reta. Cada sitio esta ligado aos seus dois vizinhos. Como a rede nao tem
atalhos, a distancia entre os sitios desta rede é grande. Na verdade, ela é da ordem
do ntmero de sitios na rede, D ~ K. Agora, vamos adicionar ligacoes com uma certa
probabilidade entre quaisquer dois sitio, ou seja, vamos criar atalhos na rede. Neste
caso a distancia média entre dois sitios da rede é menor do que no caso anterior. Em
1998 Watts e Strogatz mostraram que as redes que possuem atalhos, em geral, tem a
propriedade de mundo pequeno [113].

Alguns autores [110, 114] estudaram a distancia média nas cadeias alimentares
catalogadas na literatura e encontraram sempre valores pequenos para a distancia mé-
dia, D < 3. Porém, devido ao tamanho das cadeias alimentares estudadas, K < 200,
é dificil checar a veracidade da relacao logaritmica entre D e K. Segundo Garlaschelli

et al.[4] as cadeias alimentares nao tem a propriedade de mundo pequeno.

6.1.3 Conectancia

A conectancia é definida como a fracao de ligagoes observadas L., pelo nimero de

ligacoes possiveis K2

C _ Lobser
conec — K2

Em seus estudos, Pimm [115] e Sugihara [116] sugerem que a conectancia esta rela-
cionada com o tamanho do sistema via uma lei de poténcia: Ciynee ~ K. Por outro
lado, Martinez [117]| defende a hipotese da conectancia constante, Ceppee = 0, 1, obser-
vada em algumas cadeias alimentares catalogadas na literatura [101, 118, 119]. Em
outros casos a conectancia das cadeias alimentares nao confirma nenhuma das duas
hipoteses acima [120, 121, 122, 123|. Na verdade, parece que a conectancia nao segue

uma rela¢@o continua com o tamanho da cadeia alimentar [107].

6.1.4 Coeficiente de agregacgao

Outra quantidade que se pode definir para estudar a estrutura das redes é o coeficiente
de agregacao Cygreq- O coeficiente de agregagao local ¢ definido como a razao entre a
quantidade de ligagoes existentes entre os vizinhos de um sitio e o niimero de ligagoes

possiveis entre os vizinhos,
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Tabela 6.1: Algumas propriedades de nove cadeias alimentares empiricas. Elas estao

listadas em ordem crescente de tamanho.

Cadeia alimentar Variaveis

K [ Comee | D | Cagres
Skipwith Pond [120] 25 | 0,31 [ 1,33 | 0,33
Coachella Valley [121] 29 | 0,31 | 1,42 | 0,43
St Martin Island [118] 42 | 0,12 | 1,88 | 0,14
St Marks Seagrass [119] 48 | 0,10 | 2,04 ] 0,14
Grassland [122] 63 | 0,02 | 3,74 | 0,11
Silwood Park [125] 81 | 0,03 [3,11] 0,12
Ythan Estuary sem parasitas [123] | 81 | 0,06 | 2,20 || 0,16
Little Rock Lake [101] 93 | 0,12 | 1,89 | 0,25
Ythan Estuary com parasitas [126] | 123 | 0,04 | 2,34 || 0,15

2L,
Ca reg — —
99 = KK, — 1)

Onde L; é o ntimero de ligagoes existentes entre os K; vizinhos do sitio <. Pode-se
também calcular o coeficiente de agregacao global fazendo uma média sobre todos
os sitios da rede. Se uma rede possui um grande coeficiente de agregacao global e
uma pequena distancia média, dizemos que ela realmente possui o comportamento de
mundo pequeno [113].

Nas redes reais o coeficiente de agregagao é sempre maior do que nas re-
des aleatorias [112|. Porém, nas cadeias alimentares sao observados ambos valores,
maiores e menores, comparados com as rede aleatorias. Montoya et al. [110] e Dunne
et al. [124] estudaram o coeficiente de agregagao das cadeias alimentares e concluiram
que elas nao podem ser consideradas como redes que tem a proprieda de mundo pe-
queno.

Na tabela (6.1) estao listados os valores das quantidades usadas para descrever
a estrutura das cadeias alimentares. Note que nenhuma delas é universal, sendo

diferente para pequenas e grandes cadeias alimentares.
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6.2 A proposta de Garlaschelli, Caldarelli e Pietronero

Em 2003 Garlaschelli, Caldarelli e Pietronero [4] estudaram o comportamento de
escala das propriedades de transporte nas cadeias alimentares. Eles consideraram as
cadeias alimentares como sendo redes de transportes de nutrientes |6, 74|, cuja fungao
é levar nutrientes do ambiente para cada espécie na rede.

Baseado em estudos sobre as redes de rios [106], eles definiram duas grandezas
para estudar as cadeias alimentares. A primeira quantidade, A;, é o niimero de sitios
que constituem a sub-arvore (i) que comega em i, incluindo o proprio sitio 7. A
segunda quantidade usada por Garlaschelli et al. [4] é o custo de transporte dos

recursos, dado por

C’i: ZAJ

JEV(i)

Fazendo a analogia com as redes de rios numa situagao estacionaria, onde
o fluxo nao depende do tempo, C; é interpretado como o custo de transporte de
nutrientes para o sitio i e A; é a quantidade de nutrientes fluindo para o sitio 7. O custo
é uma grandeza que depende da topologia da rede, enquanto que A; é independente
da topologia da rede. No apéndice B mostramos como A; e C; podem ser derivados
para uma rede transportando um fluido numa situacao estacionaria.

Essas duas quantidades s6 podem ser calculadas se existir apenas um caminho
entre a fonte e o sitio 7, isto é, nao pode haver ciclos na rede. Aqui o termo ciclo define
um circuito fechado de ligagoes. Contudo, as redes construidas com os dados expe-
rimentais das cadeias alimentares possuem ciclos. Para fazer sua anélise Garlaschelli
et al. [4] eliminaram os ciclos deixando apenas o caminho mais curto que liga a fonte
e cada sitio da rede. A eliminacao dos ciclos e o calculo de A; e C; estd mostrado na
figura (6.2)

Garlaschelli, Caldarelli e Pietronero [4] mostraram que C; e A; sdo relacionados
via uma lei de poténcia C' (A) ~ A", onde o expoente 1 caracteriza o grau de otimiza-
¢ao de transporte da rede. Eles calcularam o expoente de duas formas: (a) Em apenas
uma rede eles calcularam A; e C;, com ¢ = 0,1... K, e via o grafico C; versus A; na
escala logaritmica encontraram o expoente 7 pelo método dos minimos quadrados; (b)
Em diversas redes eles calcularam as quantidades Ag e C e via o grafico de Cj versus
Ay encontraram o expoente 7. Note que o comportamento de larga escala de um
ecossistema é capturado pelo dltimo procedimento, onde diversas cadeias alimentares
sdo usadas na anélise. Assim, o procedimento (b) define um expoente de larga escala.
O ponto (1, 1) referente as espécies do ultimo nivel trofico, ver figura (6.2), sdo sempre

desprezados nas anélises

73



?\O ,
2—"' —""O/ \O
\O\.//'

Figura 6.2: Uma cadeia alimentar esta representada na parte (a); na parte (b) vemos
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a rede sem ciclos obtida desta cadeia alimentar. Os valores de A; estao dentro dos cir-
culos e os valores de C; estao fora dos circulos. Essa figura foi extraida de Garlaschelli
et al. [4].

Esses autores avaliaram o expoente 1 pelo procedimentos (a) para as setes
maiores cadeias alimentares catalogadas e pelo procedimento (b) eles mediram o ex-
poente de larga escala para um conjunto de cadeias alimentares, incluindo as sete
maiores. Foram encontrado expoentes no intervalo [1,13 —1,16]. O expoente de larga
escala foi 7 = 1, 13. Esses resultados estao mostrados na figura (6.3).

Baseados nessas analises, os autores concluiram que o expoente 7 tem um
valor universal, que ¢ n = 1.13. Porém isto tem sido o assunto de alguns debates
[5, 127, 128|. Apesar de Garlaschelli et al. terem encontrado basicamente o mesmo
valor para o expoente 7 nesse conjunto de cadeias alimentares, nés acreditamos que
o valor do expoente 1 nao é universal e que ele deve depender do tamanho da cadeia
alimentar. Baseado nisso vamos, estudar o comportamento das grandezas A; e C; e
do expoente 1 em alguma redes que podem representar uma cadeia alimentar. Na

secao seguinte vamos calcular analiticamente essas grandezas numa rede hierarquica.

6.3 Redes hierarquicas

Para estudar o comportamento do expoente 1 com o tamanho e com a topologia da
rede vamos considerar uma rede hierarquica com H niveis troficos. A rede é construida
do seguinte modo. Vamos comecar com um sitio representando o ambiente, o sitio
0. Entao vamos conectar n; sitios no ambiente. Como os n; sitios estao conectados
diretamente no ambiente, eles constituem o primeiro nivel tréfico. Obviamente o

ntimero de espécies troficas neste nivel ¢ Ny = n;. O segundo nivel é construido
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Figura 6.3: Resultados obtidos por Garlaschelli et al. [4]. Nas figuras de (a) até a (g)

estao mostrados os graficos de C; versus A; para as sete maiores cadeias alimentares

catalogadas e o expoente 7 para cada uma delas. (a) St Martin Island; (b) St Marks

Seagrass; (c) Grassland ; (d) Silwood Park; (e) Ythan Estuary sem parasitas; (f)

Little Rock Lake; (g) Ythan Estuary com parasitas. Na figura (h) est4 mostrado o

grafico de C versus Ay para um conjunto e cadeias alimentares, que inclui as sete

anteriores. Essa figura foi extraida de Garlaschelli et al. [4].

conectando ns sitios a cada sitio do nivel 1. No nivel 2 temos Ny = ning espécies.
Esse procedimento é repetido até o nivel H.
Agora vamos calcular as quantidades A; e C; nessa rede. Sabendo que A; é o

numero de espécies que estao se alimentando diretamente ou indiretamente do sitio 4,

mais ele mesmo, nés temos que

1

nHAH+1:nH+1

ng—1Ag—1+1=ngng_1 +ng_1 +1

H
I+) No=K+1

a=1

75




O custo para transportar nutrientes até o sitio ¢, definido como C; = Y, Ag

onde o indice k varia na sub-arvore que comeca no sitio ¢, ¢ dado por

Cpg = 1
CH,1 = TLHCH—i-AH,l :2nH—|—1
Cru—o = ng_1Cpy_1+ Ag—o =3ngng_1+2ng_1 +1

«

H H
Co = 14> (a+)J[ri=1+>_(1+F)N;s .
a=1 7 =1

1

Note que numa rede hierarquica as quantidades A; e C;, para uma espécie no
mesmo nivel trofico, tém os mesmos valores. Isto implica que temos apenas H + 1
pontos no grafico.

Primeiro, vamos considerar o procedimento (a) para redes com a razao de
ramificagdo constante n; = n e com H = 4 niveis troficos. Como podemos ver no
grafico (6.4), o expoente é n = 1.39 para redes com n = 2 e K = 30. Para redes com
n = 3 e k = 120 encontramos 1 = 1.27. Neste simples modelo hierarquico, vemos
claramente que o expoente n depende do valor de K, e decresce a medida que K
aumenta. Além disso, notamos que  — 1 quando K — oo.

Agora vamos retornar ao caso mais geral do modelo hierarquico, quando a
razao de ramificagao é diferente para cada nivel trofico. O expoente de larga escala

pode ser calculado pela seguinte relagao

_ InCy W1+ Y2 (a+ 1)1, n
In Ay In(14+ S5 11, ny)

Nesta equacao, se ao menos um dos ng for grande, ng — oo, teremos que

Ul (6.2)

InAy = Inng e InCy =~ Inng. Portanto, quando o nimero de espécies é grande,
encontramos n — 1.

Vimos que na equagao (6.2) o expoente depende do valor de K e decresce
a medida que K cresce. Além disso, o expoente também depende do ntmero de
espécies em cada nivel trofico. Considere, por exemplo, uma rede com o niimero total
de espécies K = 146 e o niimero de espécies em cada nivel dado por Ny = 38, Ny = 63,
N3 = 43 e Ny = 2. O expoente para esta rede é n = 1.22. Mantendo K = 146 e
mudando a distribuicao de espécies em cada nivel para Ny = 114, Ny = 20, N3 = 10
e Ny = 2, encontramos 1 = 1.16. O expoente mudou de n = 1,22 paran = 1,16

apenas rearranjando o nimero de espécies em cada nivel da rede. Note que neste
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Figura 6.4: Grafico de C; versus A;, na escala logaritmica, para duas redes com n = 2

e n = 3. Note que o expoente decresce quando n cresce.

simples modelo hierarquico mostramos que o expoente 1 depende do tamanho da

cadeia alimentar.

6.4 Redes aleatoérias

Aqui nesta se¢ao vamos estudar o comportamento do expoente n através de simulagoes
computacionais de redes aleatérias com H e K ambos fixos. A rede é construida
do seguinte modo. Inicialmente, escolhemos a populagao em cada nivel trofico N,
(e =1, 2,..., H), obedecendo as restriges de H fixo e K fixo. Entdo os N; sitios
sao conectados no ambiente, constituindo o primeiro nivel trofico. O segundo nivel é
construido conectando aleatoriamente os N, sitios para os N; sitios do primeiro nivel.
Esse procedimento é repetido até quando o nivel H estiver construido. Na figura (6.5)
esta mostrado o grafico C; x A; para duas redes diferentes com K = 123 ¢ H = 4.
Note que o expoente depende da distribuicao relativa de espécies em cada
nivel. Portanto, um valor médio para o expoente pode nos dar uma melhor descrigao
do problema. No6s podemos entao calcular o valor médio de A; e C; para cada nivel

pelas seguintes equacoes
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Figura 6.5: Grafico de C; versus A;, na escala logaritmica, para duas redes aleatorias
com k = 123.

— 1
Aa = Fa Z A]
JEQ
— 1
Ca - E Z C]
JEQ
Aqui « especifica o nivel (o« = 1,..., H). A média é feita em varias configuragoes

aleatorias.
Na figura (6.6) (a) esta mostrado o grafico de C,, x A, para redes com K = 123

(o nimero de espécie do Ythan Estuary com parasitas [4]) e H = 4. A regressao linear
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Figura 6.6: Gréaficos de C, x A,, na escala logaritmica, para duas redes aleatérias
com (a) K =123 ¢ H =4, (b) K =10000 ¢ H = 4.

fornece n = 1.18. Esta mesma analise feita com K = 93 (o ntumero de espécie do Little
rock lake food web [4]) fornece n = 1.21. Novamente o expoente decresce quando K
aumenta. Claramente, esses expoentes sao maiores do que os expoentes encontrado
por Garlaschelli et al. [4], para o mesmo nimero de espécies troficas K. Mas quando
K cresce nossos expoentes se tornam menores que os deles. Na figura (6.6) (b) estéa
mostrado o grafico de C, x A, para uma rede aleatéria com K = 10000 e H = 4.
Note que a medida que K cresce, n — 1.

O expoente n também pode ser calculado pelo procedimento (b). Para cada
valor de K nés calculamos uma média sobre varias configuragoes e encontramos o
valor médio de Cy. Na figura (6.7) (a), estd mostrado o gréfico de Cy x Ay para redes
com H = 4 e K variando de 50 até 1000. Neste caso nos encontramos n = 1.00.

Fizemos também redes aleatérias com H = 10, e encontramos novamente n = 1.00,
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como esta mostrado na figura (6.7) (b).

KE)
L e dados paraH=4
— n=1.0
10 b
C
102? | | R
10° 10°
A
10°F ‘ ‘ CT T ‘ ‘ CT T —
E) _ *
r e dados paraH=10
— n=1.00
c'F E
10 E
Lol | 1 ]
10° 10° 10°

Figura 6.7: Graficos de Cy x Ay, na escala logaritmica, para (a) H =4 e K variando
de 50 até 1000, e (b) H =10 e K variando de 200 até 5000.
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6.5 Limites superior e inferior para o expoente n

Usando dois procedimentos simples mostramos que o expoente 17 depende do tamanho
da cadeia alimentar. Nesta se¢ao vamos desenvolver um argumento geral para demons-
trar que o expoente de larga escala é n = 1 para K grande e H fixo. Vamos considerar
uma rede com H e K ambos fixos. Para obedecer a restricao de H fixo, vamos colocar
um sitio em cada nivel da rede. Agora temos K — H sitios para serem colocados. Nos
sabemos que C; é acumulativo, assim um sitio que é colocado mais perto do ambiente
tem uma contribuicao minima para o custo global da rede Cj. Por outro lado, um
sitio colocado o mais distante possivel do ambiente aumenta bastante o valor do custo
global da rede. Para construir a rede com o maior valor possivel do custo, Cy maz,
¢é necessario ligar os K — H sitios remanescentes no ultimo nivel trofico. Nessa rede
nos temos Ny = Ny = ... = Nyg_1 =1e Ny = K — H+ 1. A rede com o custo
minimo é construida ligando os K — H sitios restantes diretamente no ambiente, ou
seja, colocando-os no primeiro nivel tréfico. Nesse caso, a rede tem Ny = K — H + 1
6N2:N3:...:NH:1.

Usando a equagao (6.2) nds temos que

H
H
Comar = 1+ K(H+1)+ (1 H).

Entao o limite superior e o limite inferior para o expoente 7 sao

InComer  I[l+K(H+1)+5(1—H)]

fhmae = (K +1) (K + 1) ’
Tmin = K 1) (K + 1)

Quando H é fixado num valor e K — 00, nds temos que Myaze = Jmin — 1. Este resul-
tado foi confirmado nas simulagoes das redes aleatorias, e explica porque o expoente

de larga escala é n = 1 nas simulagoes.
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Capitulo 7
Conclusoes

Nesta tese de doutorado estudamos dois problemas de fisica biologica, a saber, a
alometria das taxas metabodlicas interespecificas e uma relagao de escala nas cadeias
alimentares. No primeiro caso, estudamos o comportamento dos expoentes das taxas
metabolicas. No segundo problema estudamos a taxa de fluxo de energia e materiais
nas cadeias alimentares.

Fizemos uma revisao das analises feitas nos dados experimentais disponiveis
na literatura para as taxas metabolicas [15]. Algumas conclusoes podem ser tiradas

dessa revisao

1 O expoente da taxa metabolica das aves e dos mamiferos esté no intervalo [2/3,3/4]
e depende do procedimento usado para selecionar e analisar os dados. A melhor
e mais completa anélise [40] fornece b = 0,686+0, 014 mas excluem os mamiferos
grandes. E possivel que a inclusdo dos ruminantes eleve este expoente um pouco.
Observamos também que os mamiferos grandes devem ser incluidos nas analises
experimentais, apesar do longo periodo para sairem do estado digestivo. A taxa
metabodlica desses animais pode ser obtida via um procedimento de extrapolacao

no tempo;
2 E possivel que os mamiferos pequenos tenham b ~ 2/3 e os grandes b = 3/4;

3 Alguns expoentes relacionados com as taxas metaboélicas como a freqiiéncia do pulso
nao foram reanalisados e nem medidos recentemente, embora sejam mais faceis

de medir;

4 O expoente da taxa metabodlica méxima induzida pelo exercicio é caracterizada por
um expoente médio aproximadamente 0,865 + 0,04. No entanto, o banco de

dados ainda é pequeno e deve ser aumentado;
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5 As freqiiéncias cardiacas e respiratérias maximas sao caracterizadas por um ex-
poente médio igual a b= 0,16 £ 0, 02.

Fizemos também uma analise dos principais modelos propostos para explicar
a origem dos expoentes alométricos das taxas metabolicas [15]. Notamos que nenhum
desses modelos levam em conta a taxa metabdlica maxima. O modelo de Banavar
et al. [75] fornece uma explicagdo consistente para a lei de Kleiber [30] e para a
lei dos 2/3. Contudo, essa teoria nao explicar porque a taxa metabdlica maxima
tem expoente maior do que a basal. A idéia proposta por West, Brown e Enquist é
muito interessante, porém o modelo proposto originalmente contém erros e problemas
conceituais. Em particular, eles fizeram a minimizagao usando as impedancias erradas.

No6s reformulamos o modelo de WBE e mostramos que este modelo pode
fornecer ambos os regimes [76]. O expoente da taxa metabodlica maxima foi obtido
levando-se em conta as propriedades elasticas dos vasos arteriais. O expoente da taxa
metabolica maxima foi obtido observando que o sistema cardiovascular dos animais
endotérmicos se ajusta de acordo com a demanda exigida. Usando uma aproximagao
fisica consistente com essas observagoes obtivemos a lei de Kleiber b = 3/4 [30].

O modelo SBS descreve uma origem comum para os diversos expoentes das
taxas metabolicas. Esse modelo foi desenvolvido no espago dos estados metabolicos
em d + 1 dimensoes (trés comprimentos biologico e um tempo fisiolégico). A agao da
selecao natural foi descrita matematicamente por dois postulados ad-hoc, envolvendo
as densidades de massa e energia no espago dos estados metabdlicos. Relacionamos os
comprimentos biolégicos com o tempo fisiologico através dos processos de transporte
de nutrientes dominante. Os expoentes dos diferentes regimes sao obtidos porque
existem jeitos diferentes de fornecer nutrientes para o corpo. Os resultados previstos
pelo cenario TMM-1 estao em 6timo acordo com os dados experimentais e o cenério
TMB-3 fornece a melhor estimativa para o expoente da taxa metabolica basal. Em
particular, o expoente 2/3 foi obtido sem mencionar a dissipagao de calor através da
superficie corporal. Além disso, o modelo faz uma previsao que pode ser facilmente
testada experimentalmente, a saber, a velocidade na aorta no regime maximo depende
da massa corporal.

No6s concluimos que, tanto do ponto de vista tedrico e quanto experimental,
nao existe um expoente alométrico universal para as taxas metabolicas. Contudo,
mostramos que pode existir uma origem comum para estes expoentes e que eles podem

ser descritos por uma teoria unificada.

Investigamos também uma relagao de escala nas cadeias alimentares [5]. As co-
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munidades ecologicas interagem de muitas formas. Uma delas é a interagao predador-
presa. Essa relacao é descrita nas cadeias alimentares por ligagoes estabelecidas das
presas para os predadores e, essa estrutura define um fluxo de energia e materiais.
Recentemente, foi proposto que o expoente 1 que caracteriza a eficiéncia do trans-
porte de energia e materiais nas cadeias alimentares grandes e pequenas tem um valor
universal (n =1, 13).

Estudamos o comportamento das grandezas A; e C; e do expoente 7 em alguma
redes que podem representar uma cadeia alimentar. Inicialmente, estudamos um
simples modelo hierarquico que pode ser resolvido analiticamente. Mostramos que o
expoente depende do ntimero de espécies na rede K e, quando K é grande o valor
do expoente se aproxima de 1. Construimos também redes aleatorias e calculamos o
expoente 7 por varios procedimentos. Em todos os casos foi observado que o expoente
depende do tamanho da cadeia alimentar K e quando K é grande n — 1. Além disso,
estabelecemos valores maximo e minimo para o expoente numa rede geral com o
numero de espécies troficas K e o nimero de niveis troficos H ambos fixos. Quando
H é fixo e K é grande o valor de ambos os limites convergem para 1. Portanto, dos

nossos estudos noés podemos concluir que

1 o expoente encontrado por Garlaschelli et al [4], n = 1.13, é devido a efeitos de

tamanho finito (K pequeno);

2 o expoente 1 depende de K, sendo diferente para cadeias alimentares grandes e

pequenas, e quando K é grande nés temos que n = 1.

O resultado (b) implica que as grandes cadeias alimentares sao sistemas de transporte
eficientes. Além disso, todos esses resultados nao dependem do ntmero de niveis
troficos H.

Os resultados contidos nesta tese estao nas referéncias |5, 15, 76, 69, 93|. Sendo
que as trés primeiras ja foram publicadas e as duas tltimas referéncias estao submeti-

das para publicacao.
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Apéndice A

Movimento de um liquido viscoso em

um tubo elastico de paredes finas

A.1 Introducao

A propagacao do pulso de pressao nas artérias é fundamental para o transporte de
sangue do coragao para os Orgaos e tecidos do corpo. Por isto, o movimento de
um liquido viscoso num tubo eléstico sujeito a um gradiente de pressao dependente
do tempo foi e tem sido bastante estudado [129, 130, 131, 132, 133, 83, 134, 135|.
Uma das caracteristicas mais marcantes no sistema cardiovascular ¢ a sua natureza
pulsativa. A ejegao intermitente de sangue do ventriculo esquerdo para a aorta produz
fluxo e o pulso de pressao na arvore arterial. Aqui nds vamos resolver a equacao de
Navier-Stokes para um liquido viscoso acopladas com as equagao de movimento para
a parede do tubo eldstico quando uma onda de pressao se propaga no sistema. Vamos
considerar o caso de propagacao de ondas de pequenas amplitudes na aproximacao
linear de ondas longas. Vamos calcular a impedéancia em dois casos: (a) raios pequenos
(efeito forte da viscosidade), e (b) raios grandes (efeito fraco da viscosidade). Esses
casos podem ser ligados com o movimento do sangue nos vasos pequenos (arteriolas
e capilares) e nos vasos grandes (aorta e grandes artérias), respectivamente.

Em analogia com o caso elétrico, a impeddncia acustica local [70] do sistema
circulatorio pode ser definido como a razao, em amplitude e angulo de fase, entre

pressao e a taxa de fluxo

Note que aqui temos uma onda de pressao p(z,t) que se propaga pelo sistema, assim

a impedéancia varia de ponto a ponto.
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Podemos também definir a impeddncia acistica distribuida como sendo a razao
complexa entre a diferenca de pressao aplicada nas extremidades do sistema Ap e a

taxa de fluxo

Neste caso, nao ha propagacao de onda.
Aqui n6s vamos calcular a impedancia para os casos (a) e (b) discutidos acima.

Vamos seguir as mesmas aproximagoes usadas por Morgan e Kiely [133] e Womersley

[83].

A.2 A equacao de Navier-Stokes

A dinadmica de um fluido pode ser tratada pela descricao de Lagrange ou pela descrigao
de Euler. Na descricao de Lagrange cada particula do fluido é caracterizada por sua
posicao 7 e velocidade @ no tempo t. Ja na descricao de Euler o foco estd no
fluido, que pode ser caracterizado por campos vetoriais e escalares como densidade,
pressao, velocidade, etc. Usando a descricao de Euler vamos ver como a equagao de
Navier-Stokes pode ser obtida.

As mudangas no momento e aceleracao de um elemento do fluido sao simples-
mente o resultado das mudangas na pressao e forgas viscosas dissipativas atuando no
fluido. Assim, as forgas que agem num elemento de fluido sao devidas a pressao, a
viscosidade e a potenciais externos. Aqui nao vamos considerar os potenciais exter-
nos. Para encontrarmos as forcas devido a pressao e a viscosidade vamos considerar
um elemento ctibico com volume dado por dxdydz. Além disso, vamos considerar um
fluido incompressivel, V.7 = 0.

A componente x da for¢a devido a pressao vai ter contribuicoes nas duas faces
opostas de area dydz localizadas nas posigoes x e x + dx. Portanto, a for¢a resultante

devido a pressao na direcao x ¢é
—F, = [p(x +dx,y, z,t) — p(x,y, z,t)|dydz .

Note que assumimos que a pressao cai com x, ou seja, p(z + dz,y, z,t) < p(z,vy, 2,t).
Expandindo a equacao acima e dividindo pelo volume obtemos a forga por unidade

de volume na direcao x, dada por

op

fx:_%
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Fazendo essa mesma analise para as componentes y e z obtemos

dp

fy _aiy 3
__op
=%

Assim a forga devido & pressao f, é dada por

T,=LE+ g+ [2=-Vp .

Onde V ¢ o operador gradiente.

Agora vamos determinar a forca devido a viscosidade. A tensao de escoamento
na direcao x devido a viscosidade que uma camada de fluido localizada em y + dy faz
na camada localizada em y no plano xz é definida por

v,
O’x7y _— naiy

Onde 7 é a viscosidade. A forga devido a viscosidade na dire¢ao = é dada por
Fy =lo.y(z,y +dy,z,t) — 0,,(z,y,2,t)|dxdz .

Expandindo e dividindo pelo volume obtemos a for¢a por unidade de volume devido

a viscosidade na direcao x, que é dada por

0%,

fiﬂznayg

Argumentos similares podem ser feitos nas outras direcoes para obtermos a forca por

unidade de volume devido & viscosidade
?n = V7 .

A equagao de Navier-Sotokes é obtida aplicando a equagao de movimento T =
m™a@ para um elemento do fluido. Como a velocidade do fluido @ = @' (7, t) é fungao
do tempo e da posicao, a aceleracao é dada por

—

V(T o+ V(To,to)dt, tg +dt) — U (T, tg) 0T
a = =

dt ot
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Assim temos que a equagdo de Navier-Sotokes [136] é

o 1 n
— + (V)T =——+ VT . Al
ot ( ) Po  Po (A1)
A conservagao da massa do fluido é descrita pela equacao da continuidade, cuja

expressao €

dpo
—_ {po?)=0 . A2
49 (p07) = 0 (42)

A.3 Equacoes de movimento do liquido

Como os vasos sanguineos nao-deformados tém simetria cilindrica, usamos coorde-
nadas cilindricas (r,6, z), onde z é a distancia na dire¢do axial. Assumindo simetria
axial, as componentes da velocidade na direcao de 6 e todas as derivadas em relacao
0 sado zero, e a equagao de Navier-Stokes (A.1) e a equacdo da continuidade (A.2)

podem ser escritas, respectivamente, como

ou ou ou 10p n[d*u 10u 0%*u u}
A L e T B A3
ot * “or * Yo po Or * 00 {07‘2 ror 022 r2] 7’ (4.3)
ow  Ow ow 10p 7 [8210 10w 82w}
LIy - I nfdw Jow | T Ad
ot +u8r+w82 P00z po 87’2+7’8r+8z2 ’ (4-4)
e
ou u Ow
a2 270 . A.
or * r + 0z 0 (A-5)

Nessas equagodes p é a pressao, n é a viscosidade e u e w sao as componentes da
velocidade nas diregoes radial e axial, respectivamente. A densidade do liquido py é

constante.

A.4 Equacoes de movimento para o tubo elastico

Vamos considerar um tubo de raio Ry com sua parede constituida por um material
elastico de densidade p. Vamos assumir que (i) a espessura da parede do tubo h é
muito fina comparado com o raio do tubo e (ii) a parede do tubo se comporta como

uma membrana eléstica fina. Os deslocamentos da parede do tubo ao longo do eixo z e
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ao longo da direcao axial sao ( e &, respectivamente. As tensoes estao uniformemente
distribuidas nas paredes dos vasos. Como o problema tem simetria axial, qualquer
elemento do tubo vai ser carregado apenas na dire¢ao axial e radial [137]. Somando-
se todas as forcas que atuam no tubo, encontramos as equagoes de equilibrio para as
paredes do tubo [138|

OR ORT, 9?°C  ORI*¢
Tan 0t g TMRGR Y ae) T
R OR OR., _
..+ W[E(Tu - Trr) + ((5) o 1)TTZ]T:R =0
I 67R Ty B ph (87}%% _ 872&) —
L+ G2 0z L+ (BEPP2 L+ (3B 0= 00 o 7
1 OR R,
o= @[2%7;% — T — (&) TZZ]T:R =0 .

Onde T,,, T.. e T,. sao as componentes do tensor para um fluido Newtoniano

ou

Trr =p—2n=—
p==n or

ow

Tzz =p—2n——
p " or

0
T. = (5 +0ud) .

As componentes do tensor estao relacionadas com os deslocamentos da parede
do tubo [138, 139, 140] por

_Bh 6, X
T9_1—02<R+032>
_ Bh ¥ ¢

hi=1—pG. tog)

Nessas equagbes o ¢ a razao de Poisson e £ ¢ o moédulo de Young [82]. Se considerar-
mos que R = Ry, onde R é o raio do tubo nao perturbado, as equagoes de movimento

para as paredes do tubo tornam-se
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7€ _ o T

Phge =T =R
LOC_OTh
P ot? 0z e

Por razao de simplicidade, vamos resolver o caso em que o = 0. Inserindo 73,

Ty, T, e T,, na equagao de movimento para as paredes do tubo, nés obtemos que

2 E 2
oc¢ _ » _EL 2y Oup (A.6)
ot? hp p R*> phR 0Oy Y1
2 E 2
o¢ _ EBoC m Ow o mOul (A7)
ot? p 0z2  phR Oy y=1 ph0z| _,
onde definimos que y = r/R.
As condigoes de contorno na superficie do tubo sao
S S
u(l) = el e w(l)= 5 (A.8)
y=1 y=1

A.5 Aproximacao linear de ondas longas

Vamos tentar uma solugdo em que todas as quantidades variam com exp(iwt — ikz),
onde w é a freqiiéncia da onda, k = ki + iky com k; sendo o ntimero de onda e ky 0

termo de amortecimento da onda. Assim temos que

u(r,z,t) = wuy(r)exp(iwt —ikz) e w(r,z,t) = wi(r)exp(iwt — ikz) |,
C(r,z,t) = Gexpliowt —ikz) e &(r,z,t) =& exp(iwt — ikz)
p(r,z,t) = pi(r)exp(ict —ikz) (A.9)

com (3, & constantes e uq, wy e p; fungoes apenas de r. Inserindo essas equacoes na
Eq. (A.5) obtemos

Uy

wq

~ kR

l-
—|=
Note que para pequenos amortecimentos temos que k ~ k; = 27 /A, onde A é o
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comprimento de onda. Na aproximagao de ondas longas nos temos que kR < 1. Os
termos nao-lineares sdo, em geral, da ordem de |kR| se comparados com os termos
lineares. Assim, vamos desprezar os termos nao lineares. Vamos também desprezar

2 2 ~ , . 2
os termos 8873’ e ‘373, porque siao da ordem de (kR)?. Além disso, temos que ;ipo << 1,
_n_

= o
u<<wR, w<< T, u<< Tpo €W << Foo-
Com essas aproximagoes as equacoes do liquido tornam-se

ou _ _10p n[0u 10u_u
o peOr  po|Or2  ror 2|’
ow 10p n [0*w 10w

— = 4L ==

ot po0z  po | Or2  r Or

Agora inserindo as Eq. (A.9) nas equagoes do liquido, Egs. (A.3) e (A.4),

temos
d2U1 1 du1 (51 pro 1 dpl
to—— - = -
dr?  rdr r? n n dr
d*w;  1ldw, iwpo 1kpy
+ = - wy = ——
dr? r dr n n
d
dn m
dr r
Se fizermos ¢ = ay e a? = _inR%O, essas equagoes podem ser rescritas da
seguinte forma
d2u1 1 dU1 1 R dpl
St = 2
dx x dr x no dx
dPw,  1dwy kp,
dz? 1z dx w Py

Seguindo Womersley [83], vamos assumir que p; = A1 Jy(vy), onde Jy é a fungado
de Bessel de ordem zero e 7 sera determinado. Integrando essas equagoes temos,

_ Ji(ay)  RAJi(vy)
= M) ez

Jo(ay)  kA1Jo(vy)
Jo(@)  wpo(1 — )

wi(y) = M
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Aqui J; é a funcao de Bessel de primeira ordem. Pela equacao da continuidade,
eq.(A.5), n6s obtemos v = ikR e N; = 1 M;. Substituindo esses valores nas equacoes

acima, temos

2

J RA
= lMl 1(ay) + - 2 lzy )
a = Jola)  2m(1-L)

Dolay) kA ll B 72?/2]
)

u1(y)

wi(y) = M
(]()(O./) wpo(l — ZTi 4
Vamos considerar as equacoes de movimento para a parede do tubo eléstico.
Na aproximagao de ondas longas, o termo du/dz é desprezado na Eq. (A.7) porque
ele ¢ de alta ordem em kR. Inserindo as Eq. (A.9) nas Egs. (A.6) e (A.7) nos obtemos

Ji(a)
5 o Al 2777 (1 B O6}0(04))]\41
1 — 2. ;
hp(ohs —@?)(1— %) phR ([ — @?)
k2 A R
nrYy 1 + no Jo(a) Ml

o= 2phRpow (ETICQ —w?)(1— Z—z) phR (ETkQ — w?)

As condigbes de contorno, Eq. (A.8), nos fornecem

2

2
2phRpow (L= —w)(1-13)

Ji(a@) ~
vJ1(e) 2iTny (lfm) RIy
[aJo(a) phR (p%_wz) My + 277(1_1%) + ...
= Ar=0, A.10
hp(pf{g—w%(l—;z)] 1 ( )
iwna® aJ}O(% k;(1—§)
[“W Mt | s
iwnky? . ] Al =0 (All)

[0}

Note que v = ikR < 1, £ < 1, 7z<<1,’7/)—}22<<w,p—gg>>w2eEp—]§2>>w2,séto

aproximagoes validas para os casos (a) e (b), discutido acima.
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A.6 Raios pequenos: efeito forte da viscosidade

. . . . , 2 ~
Agora vamos considerar o caso em que o efeito da viscosidade é forte % < 1. Entao

neste caso as Egs. (A.10) e (A.11) tornam-se

v Ji(a)  2iwnRy Ji(a) R~*  iwR?
— 1-— M, — | —— A = A.12
|f)z Jo() e ( an(a)) Y 2na? T E =0, ( )
2 2
iwna® Ji(«) k iny
1— M — A =0 . Al
[ hEE?R onO(oz)] 1t lwpo 2hE Rpok 1=0 (A-13)

Em particular, esta aproximacao é valida para as arteriolas e capilares porque
os raios desses vasos sao pequenos. Além disso, o valor do médulo de Young aumenta
com a distancia a partir da aorta. Entao nesses vasos é natural supor que > 1 e

1n > 1. Com isto obtemos

kA

wWpo

M, = (A.14)

Morgan e Kiely [133], calcularam a velocidade e o niimero de onda complexo

para esse problema

Swn

==y at)

que nos fornece k; = k. Para encontrar a impedancia é necessario calcular a taxa de

fluxo Q, que ¢ dada por

. 1
Q1) =22 [ wly)ydy |
0
Usando a equagao para wi(y) e a forma de onda para w, Eq. (A.5), temos

. kA 2
O(z,1) = TR~L + (1 + )My explicot — ikz)
W Po 8

da Eq. (A.14) nos encontramos o fluxo e a impedéancia

Oz, 1) = ”57 Foet) (A.15)
Z=(1 S(nEh)'/> (A.16)

- V20rw/2RT/2

93



A.7 Raios grandes: efeito fraco da viscosidade

A impedéancia neste caso, mais precisamente quando %2 > 1 foi calculada por Wom-
Jl (a) s 0

ersley [83]. Agora o efeito da viscosidade é fraco e a — 0, assim temos que

aJo(a)
e 5(1)8 — 1. Das Eqgs. (A.10) e (A.11) obtém-se
. n Rk
z,t) = z,t) A.17
Q) ="yt (A7

onde k = ky = (2w?poR)?/(Eh)Y/? e ky = 0. A impedancia neste caso é

p(l)/2 El/2p1/2

L =——""
Vor RO

(A.18)

A.8 Analisando o sistema cardiovascular

Agora vamos discutir alguns aspectos relacionados com o sistema cardiovascular. O
coragao foi levado em conta considerando-se uma pressao oscilatoria. Além disso, de
acordo com os livros de fisiologia [81] usamos valores grandes para o médulo de Young
e para a viscosidade nas arteriolas e nos capilares. Num ser humano em repouso os
vasos artérias podem ser consideradas como tubos rigidos, porque o volume de sangue
no sistema arterial, o fluxo sanguineo nas artérias e a freqiiéncia cardiaca atingem seus
valores funcionais minimos. A propriedade elastica dos vasos artérias é importante
durante o exercicio fisico pesado, neste caso o volume de sangue no sistema arterial, o
fluxo sanguineo nas artérias e a freqiiéncia cardiaca alcancam seus valores funcionais
maximos. Estas observagoes estdo de acordo com Womersley [83, 84].

Podemos escrever as equagoes (A.17) e (A.15) em termos de dp/dz como

7 R? _Z,(?p(z, t)

Qe = T2, (A19)
O (A.20)

O comprimento médio da aorta, o maior vaso da arvore arterial, nos humanos
¢ cerca de 0,4m. Em repouso o comprimento de onda do pulso de pressao é A;cpouso ~
4m e durante exercicio pesado é Agtividade = 0, 9m. No estado de repouso A >> [, assim

podemos aproximar as impedancias localizadas, Eqs. (A.16) e (A.17), por respectivas
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impedancias distribuidas.

Usando que | — idp/0z| = | — Op/0z| ~ |Ap/l| nas Egs. (A.19) e (A.20),
encontramos as impedancias distribuidas para um liquido viscoso num tubo rigido,
submetido a um gradiente de pressao periddico no tempo, nos limites de raios grandes

e pequenos respectivamente

Z = ’:;l (A.21)
e
8nl

Esta ultima impedancia é a formula de Poiseulle.

A.9 Poténcia dissipada e conexoes de impedéancias

em série e em paralelo

Nesta secao vamos discutir brevemente a relagao para poténcia dissipada na rede ar-
terial, em analogia com a teoria de circuitos elétricos [141]. Vamos também relembrar
como somar impedéncias (complexas) em série e em paralelo. Considere o estado esta-
cionario de um circuito elétrico com correntes variando lentamente no tempo. A potén-
cia média P dissipada por um elemento de impedancia Z é dado por 1/2 |Vy||Io| cos ¢.
Aqui [ é a amplitude (complexa) da corrente, Vj é a parte real da amplitude da vol-
tagem e cos ¢ é o fator de poténcia. Sendo que V = ZI e cos¢p = Re Z/|Z|, obtém-se

que
I
P=ZILl" Re Z .

No caso hidrodinamico, o movimento do fluido é equivalente ao comportamento
da corrente num circuito tendo elementos de indutéancia, capacitancia e resisténcia.
O analogo elétrico da diferenca de pressao através de um elemento hidrodinamico é a
voltagem através da parte correspondente do circuito elétrico. Assim nesta analogia,

a poténcia média dissipada no sistema hidrodinamico é

W= ; Qf Rez . (A.23)
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Agora vamos estudar dois modos de conectar impedéancias: (a) em série, e (b)
em paralelo. Primeiro, considere dois tubos diferentes conectados em série. A mesma
taxa de fluxo vai fluir através de cada um deles e a queda de pressao através dos
dois tubos sdo P, = Z,Q e Py = Z»Q). A queda de pressdo através da combinacio é
Pi+P=(Z+ ZQ)Q. Portanto a impedancia equivalente é a soma das impedancias
de cada tubo, Z = Z; + Z5. Por outro lado, se os dois tubos estao conectados em
paralelo, a mesma diferenca de pressao aparece através de cada um deles. Entao, a
taxa de fluxo em cada tubo é Q; = P/Z; e Qs = P/Z,. E a taxa de fluxo total é
Q=Q1+Qy=P/Z+P/Zy = P(1/Z, +1/Z,). Assim, a impedancia equivalente ¢
encontrada pela seguinte formula 1/7Z = 1/Z, + 1/Z;.

A.10 Discussao sobre casamento de impedancias

Considere um tubo longo com area da secao transversal igual mrg que ramifica em
dois tubos no ponto z = 0. A 4rea da segao transversal dos dois tubos sdo 77? e
7ra. Vamos assumir que existe uma onda plana incidente viajando para a direita no
tubo principal, pg;(2,t) = Asexp(iwt + ikoz), e uma onda refletida viajando para a
esquerda, po . (2,t) = Byexp(iwt —ikoz), ambas com velocidades dada por ¢y = ko/w.
Em cada um dos tubos menores tem uma onda transmitida, p;;(z,t) = Ajexp(iwt +
ik;z) (j=1,2), viajando para a direita.

O fluxo equivalente nos dois ¢é Qeq = Q1 + Q,. Como a pressio precisa ser
continua em z = 0, é necessario que A., = A; = Ay = Ay + By. A impedancia no
tubo principal é Zy = Ag/ Qo,i = —By/ Qo,r e a impedancia equivalente dos dois tubos
61/ Zey = Qeg/Acq = (1/721) 4 (1/Z5). A velocidade normal a superficie em z = 0 tem

que ser continua, assim Q; + Qo, = Q¢;. Com essas relagoes nés obtemos que

Ao+ By  Acg
QO,i + QO,T Qeq

Substituindo as expressoes para os fluxos temos

AQ + BO
Zo——— = Loy .
YAg— B,
O coeficiente de reflexao é definido por R = By/Ap, e pode ser escrito da seguinte
forma
R Zeg — Zo
Zeq + ZO
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Para nao haver reflexao do pulso de pressao no ponto de ramificagao é necessario que

2

Assumindo que r; = 75 e que (Q = wrec e substituindo na equacao acima obtemos que

Co 8]

g 2mr?

Note que se as velocidades forem iguais, ¢y = ¢q, entao a ramificagao conserva a area
2 _ 2
Try = 2mry.

Considere N tubos. Quando cada um desses N, tubos ramificam em outros

nyg tubos, a equagao acima pode ser generalizada para

Ck Ck+1
N2 =N 5 , (A.24)
KT E4+1TT g4

onde Nj 1 = ngNy.

Uma descri¢ao mais completa de casamento de impedéancia no sistema arterial
pode ser encontrado na literatura |71, 72, 73, 142, 143]. Em seus estudos, esses
autores levam em conta a propriedade elastica dos vasos, o comprimento finito dos
tubos, a geometria da ramificagao (em geral é uma bifurcagao) e as multiplas reflexoes.
Wang e Parker [71] estudaram o sistema arterial humano usando dados fisiologicos
(comprimento, espessura da parede e modulo elastico) coletados por Westerhof et
al. [72]| e Stergiopulos et al. [73] para calcular a velocidade de Korteweg-Moens ¢
do pulso e o coeficiente de reflexao em cada segmento. Embora Stergiopulos et al.
[73] tenham sugerido que na maioria das jungoes arteriais o casamento de impedancia
ocorre, Wang e Parker |71] encontraram valores altos para o coeficiente de reflexao em
varias jungoes arteriais. Além disso, eles encontraram que ¢ aumenta nos segmentos

que tem modulo eléstico grande.
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Apéndice B

As quantidades A; e C; relacionadas
ao fluxo de energia e materiais nas

cadelas alimentares

Considere a figura (B.1), onde a fonte esta alimentando os sitios da rede. Considere
que cada sitio consome uma parte do fluxo que chega a uma taxa F;. Cada ligacao é
um tubo de comprimento [; e area a; e velocidade do fluido neste tubo é v;. A taxa

de fluxo em cada tubo é ¢ = puva.

Q

Fonte o ) C))

O=——=0==0
(
A LW C _/ D

Figura B.1: Figura ilustrando a rede onde vamos calcular as grandezas A; e C.

I
S
o]
ot

No estado estacionario, a fonte fornece uma taxa de fluxo Fy dada por

Fo = pasva
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onde a4 e v4 sa0 a area e a velocidade do fluxo do tubo A. A equagao da continuidade

deve ser obedecida, assim

pasva = F1+ papup + pacve
pagvp = Fy |

pacve = Fs3+ papvp

papvp = Fy

Destas equagoes obtemos que

pacve = Fz+ Fy |
pPaAAVA = F1+F2+F3+F4

Se considerarmos que todos os sitios consomem nutrientes na mesma taxa, isto é,

F; = F temos que

pasvy = 4F |
pagvg = 1F |
pacve = 2F
papvp = 1F .

A quantidade A;, das cadeias alimentares, pode ser definida como o fluxo de nutriente
que esta chegando ao sitio . Na figura (B.2) os valores que estdo dentro dos sitios
corresponde ao valor de A;.

O volume de cada tubo é dado por V = a;l;. Vamos assumir que a velocidade
do fluido e o comprimento sao os mesmos para todos os tubos, v; = v e [; = [. Entao

a area de cada tubo pode ser escrita seguinte forma

1

as = 74}7’7
P
1

ap = 7F’
P
1

ac = 72}7’,
pU
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CLD:fF.

Com isto o volume de cada tubo é

Vo = —AF |
pv
l

Vg = —F |
pv
l

Ve = —2F |
pv
l

Vp = —F .
pv

O volume total de fluido na rede é
V=Va+Ve+Ve+Vp=4F + F +2F + F =8F .

A quantidade Cj, das cadeias alimentares, pode ser definido como a soma dos volumes
de fluido na sub-arvore que o sitio ¢ alimenta mais o volume da ligacao que chega no
sitio 7, ou seja, é como considerar o sitio ¢ como uma fonte e calcular o volume de
fluido na sub-rede que comeca nele mais o volume da ligagao que alimenta o proprio
sitio 7. Assim, o volume de toda a rede corresponde ao custo do sitio 1. O custo do
sitio 3 é o volume da sub-rede que comeca nele mais o volume da ligacao que esta
chegando nele, Vi + Vp = 3F. Na figura (B.2) estdo mostrados os valores de C; para
os sitios da rede. Note que o valor de C; esté fora dos sitios.

Note que este formalismo é o usado por Banavar et al. [74| qual nao inclui
o ambiente (a fonte). Garlaschelli et al. [4] consideraram que o ambiente também

funciona como um sitio extra no consumo.
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Figura B.2: Figura mostrando os valores das quantidades A; e C;. O valor de A; esta

no interior do sitio e o valor de C; esté fora do sitio.
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