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Resumo

Neste trabalho estudaremos a dependência do regularizador (ou cutoff)

no cálculo do efeito Casimir em placas paralelas perfeitamente condutoras

em um campo escalar sem massa. Para tanto, utilizaremos como suporte

teórico a Eletrodinâmica Quântica desenvolvida por G. Scharf e ainda, al-

gumas ferramentas matemáticas para tratar séries divergentes. Mostramos

que o resultado da energia de Casimir não depende do regularizador para

uma classe geral de funções regularizadoras e identificamos que as divergên-

cias que ocorrem nestes cálculos são termos de superf́ıcie. Foi posśıvel tratar

tais divergências utilizando-se a regularização de Hadamard e a associamos,

neste caso, como uma forma anaĺıtica de uma condição de contorno em Teoria

Quântica de Campos.
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Abstract

In this work we study the regularization (or cutoff) dependence on the

Casimir effect of perfect conducting parallel plates in a massless scalar field.

We use the framework of Quantum Electrodynamics developed by G. Scharf

and some mathematical tools related to the divergent series. We show the

regularization independence of the Casimir energy for a large class of regulari-

zing functions and also, we show that counterterms previously introduced by

other authors correspond to divergencies coming from surface terms. We use

Hadamard regularization to deal with them and associate it to an analytical

form of a boundary condition in QFT.
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Caṕıtulo 1

Introdução

“A meio caminho entre a fé e a cŕıtica está a estalagem da razão.
A razão é a fé no que se pode compreender sem fé; mas é uma fé ainda,
porque compreender envolve supor que há qualquer coisa compreenśıvel.”

Fernando Pessoa

Em geral, podemos definir o efeito Casimir como um efeito que surge

quando colocamos alguma condição de contorno de modo a confinar algum

campo quântico em um volume finito no espaço. Assim, as condições de

contorno restrigem os modos posśıveis que o campo pode assumir fazendo

surgir forças mensuráveis que podem ser calculadas de alguma forma.

No caso das placas paralelas, a força atrativa que age entre duas placas

paralelas condutoras e sem carga foi inicialmente prevista por Hendrik Ca-

simir [1] em 1948 e confirmado experimentalmente por Spaarnay [2] e mais

recentemente por Lamoreaux [3] e por Erdeth [4].

Existem vários meios de calcular o efeito Casimir [5], todas resultando

o mesmo valor, o que de uma certa forma nos faz lembrar do artigo “The

Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences” de Wig-

ner [6], pois é surpreendente que métodos matematicamente diversos entre si

possam apresentar o mesmo resultado.

Ainda que experimentalmente tenha sido confirmado, há recentemente

alguns pesquisadores que apontam problemas teóricos quanto a certas pres-

crições no cálculo da energia de Casimir. Alguns exemplos que podemos

destacar são Hagen [7], onde indica que ela é geralmente dependente do cu-

toff e que não é confiável, mesmo utilizando a prescrição usual da subtração
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entre as energias resultantes do vácuo, com e sem as condições de contorno;

Jaffe [8], onde propõe que a pressão de Casimir não pode ser definida indepen-

dentemente das propriedades dinâmicas do material que compõe a condição

de contorno; e Dietz [9], onde propõe uma regularização que seja dependente

do material, mas cujo resultado final pode resultar independente deste.

No presente trabalho desenvolvemos as idéias apresentadas pelo prof.

Wreszinski ao longo de diversos artigos ([10], [11], [12] e [13]) sobre o efeito

Casimir e a partir de onde pudemos dar alguns passos além ao demonstrar-

mos a independência do cutoff no cálculo da energia de Casimir para uma

classe geral de regularizadores e ao mostrarmos a utilização da regularização

de Hadamard como uma forma de eliminar as divergências dos termos de

superf́ıcie no caso das placas paralelas.

Nas páginas que se seguem, veremos no caṕıtulo 2 os passos necessários

para se alcançar a quantização do campo de radiação, inclusive abordando a

relatividade, as transformações de calibre e a segunda quantização no espaço

de Fock.

No caṕıtulo 3, basicamente, é a obtenção da expressão para a densidade

Hamiltoniana do campo de radiação quantizado na configuração do vácuo

com as placas paralelas a uma distância d.

No caṕıtulo 4 veremos como o regularizador pode atuar no cálculo da

energia de Casimir de modo que o resultado deste fique independente do cu-

toff. Conseguimos, também, identificar as divergências que ocorrem durante

os cálculos desta e mostrar como é posśıvel entender a regularização.

No caṕıtulo 5 terminamos a dissertação com uma discussão sobre os

resultados obtidos e a conclusão sobre este trabalho.



Caṕıtulo 2

Quantização do Campo de

Radiação

“Natura abhorret vacuum”

Aristóteles

Para estudar o efeito Casimir em um campo escalar sem massa, inicial-

mente tem-se que quantizar o campo de radiação eletromagnética que envolve

as placas no vácuo.

Entretanto, existem vários modos de fazê-lo. O que é adotado nesta

dissertação é aquela feita por G. Scharf [16] onde ele impõe a covariança de

Lorentz na regra de comutação entre os operadores de criação e aniquilação

deste campo.

Mas antes de chegar a este ponto, alguns passos são necessários.

2.1 Relatividade

2.1.1 Transformações de Lorentz

As transformações de Lorentz são transformações entre referenciais iner-

ciais de um evento no espaço-tempo de Minkowski, onde x = (x0, x1, x2, x3) =

xµ ∈ R4. Como é de praxe, quando um ı́ndice é identificado por uma letra

latina (i, j, k, ...) nos referimos apenas às coordenadas espaciais (x1 = x,

x2 = y e x3 = z) onde o evento ocorre e quando ele é identificado por um

ı́ndice grego (µ, ν, α, ...), está-se incluindo, além das espaciais, a coordenada
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temporal x0 = ct que é quando o evento ocorre. A velocidade da luz c é

introduzida nesta coordenada de modo que tenhamos as mesmas dimensões

em todas as componentes.

Ao especificarmos a posição ~x de um objeto como uma função do tempo,

estaremos definindo uma curva em R4. No caso espećıfico da luz, se um feixe

parte da origem, temos

c2t2 − |~x|2 = 0 (2.1.1)

que define os cones de luz para o passado em t < 0 e para o futuro em t > 0.

As transformações de Lorentz são tais que mantêm invariante a expressão

s2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2. (2.1.2)

Isto significa que um observador no referencial K e outro no referencial

K
′
obtêm o mesmo resultado para s2, ou seja,

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (x
′0)2 − (x

′1)2 − (x
′2)2 − (x

′3)2. (2.1.3)

Sabendo-se que as componentes covariantes e contravariantes são rela-

cionadas entre si através de

xµ = gµνx
ν ou xµ = gµνxν (2.1.4)

onde gµν e gµν , denominados de tensor de métrica, dados por

gµν = gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (2.1.5)

podemos escrever (2.1.3) na forma

gµνx
µxν = gαβx

′αx′β (2.1.6)

onde utilizamos a convenção de Einstein, ou seja, a somatória é feita nos

ı́ndices repetidos.
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Assim, quaisquer transformações do tipo

x′µ = aµ
νx

ν (2.1.7)

e que obedeçam a (2.1.6) são denominadas de transformações de Lorentz.

As transformações com que estamos mais acostumados, são mais simples

pois consideramos que os referenciais inerciais K e K
′

têm seus eixos de

coordenadas paralelos e que o movimento se dá na direção do eixo x com

velocidade v, sendo que em t = t
′

= 0 as origens de ambos referenciais

coincidem. Neste caso, na equação (2.1.7), o tensor que fará a transformação

das coordenadas entre um referencial e outro é

aµ
ν = Λµ

ν =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (2.1.8)

onde

γ =
(
1− β2

)−1/2
e β =

v

c
.

Neste caso, então, temos que as coordenadas contravariantes se transfor-

mam

x′µ = Λµ
νx

ν , (2.1.9)

o que nos possibilita encontrar a transformação de coordenadas covariantes,

usando (2.1.4), de modo que

x′µ = Λµ
νg

νρxρ (2.1.10)

e multiplicando por gµβ

gµβx
′µ = gµβΛµ

νg
νρxρ (2.1.11)

obtemos

x′β = gµβΛµ
νg

νρxρ. (2.1.12)
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Definindo

λρ
β = gµβΛµ

νg
νρ =


γ γβ 0 0

γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.1.13)

temos que

x′β = λρ
βxρ. (2.1.14)

Com a invariância de s2 apresentada em (2.1.6), é posśıvel obter uma

relação entre os tensores λ e Λ, já que

x′ρx
′ρ = xνx

ν ⇒
λβ

ρxβΛρ
µx

µ = xνx
ν ⇒

λβ
ρΛρ

µ = δβ
µ . (2.1.15)

Enfim, o segundo postulado da relatividade diz que as leis f́ısicas devem

ser as mesmas em qualquer referencial inercial, ou seja, as leis devem ser

covariantes por uma transformação de Lorentz. Exemplificando, se uma lei

f́ısica pode ser descrita matematicamente como

T µνAν = Bµ, (2.1.16)

então

Λα
µT

µνAν = Λα
µB

µ ⇒
Λα

µT
µνδβ

νAβ = B′α ⇒
Λα

µT
µνλβ

ρΛρ
νAβ = B′α ⇒

Λα
µΛρ

νT
µνλβ

ρAβ = B′α ⇒
T ′αρA′

ρ = B′α, (2.1.17)

mostrando-nos que após a mudança de referencial inercial, a lei f́ısica mantém

a mesma forma.
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2.1.2 Ainda nas equações de Maxwell

As equações de Maxwell podem ser escritas na forma de 4-vetor como na

relatividade. Iniciando com as definições

∂

∂xµ
= ∂µ ≡

(
∂

c∂t
,∇
)

e (2.1.18)

jµ ≡ (cρ,~j), (2.1.19)

onde ρ é a densidade de cargas e ~j é a corrente, a equação de continuidade

∂ρ

∂t
+∇ ·~j = 0, (2.1.20)

pode ser escrita do seguinte modo

∂jµ

∂xµ
= ∂µj

µ = 0. (2.1.21)

Agora definindo

Aµ ≡ (φ, ~A) (2.1.22)

onde φ é o potencial escalar e ~A é o potencial vetor, podemos escrever as

equações de onda dadas por

∇2φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4πρ (2.1.23)

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
= −4π

c
~J (2.1.24)

na forma

∇2Aµ − 1

c2
∂2Aµ

∂t2
= −4π

c
jµ. (2.1.25)

Pode-se observar que

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
= ∇2 − ∂2

(x0)2
= −gµν ∂2

∂xµ∂xν
= ∂µ∂

µ ≡ � (2.1.26)

conhecido como D’Alambertiano.
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Assim (2.1.25) pode ser escrita como

�Aµ = −4π

c
jµ (2.1.27)

e a condição de Lorenz1, que é dada por

∇ · ~A+
1

c

∂φ

∂t
= 0 (2.1.28)

passa a ser escrita na forma

∂Aµ

∂xµ
= 0, ou melhor ∂µA

µ = 0. (2.1.29)

Ao colocarmos as equações do eletromagnetismo na forma covariante, o

que estamos dizendo é que estas equações são invariantes sob a transformação

de Lorentz, o que significa que independem do referencial inercial adotado.

2.2 Transformações de calibre

As transformações de calibre são tais que mantêm os campos elétrico e

magnético invariantes sob estas transformações. Para que o campo magné-

tico e elétrico se mantenham invariantes, podemos fazer a transformação no

potencial vetor, tal que
~A→ ~A

′
= ~A+∇Λ (2.2.1)

e simultaneamente a transformação no potencial escalar

φ→ φ
′
= φ− 1

c

∂Λ

∂t
(2.2.2)

2.2.1 Calibre de Lorenz

O calibre de Lorenz2 é o calibre que obedece à condição

∂µA
µ = 0, (2.2.3)

1Freqüentemente esta condição é erroneamente atribúıda a Lorentz.
2Do mesmo modo que a condição de Lorenz, este calibre é erroneamente atribúıdo a

Lorentz.
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sendo que em uma transformação de calibre, implica que Λ deva obedecer à

equação

�Λ = 0. (2.2.4)

Este calibre é comumente utilizado pois obedece naturalmente às transfor-

mações de Lorentz, ou seja, ele é independente do sistema de coordenadas.

2.2.2 Calibre de Coulomb

Neste calibre, o potencial vetor deve obedecer

∂iA
i = 0. (2.2.5)

Este calibre é bastante útil na eletrodinâmica quântica, já que a descrição

quântica dos fótons necessita apenas da quantização do potencial vetor.

2.3 Segunda quantização no espaço de Fock

Quando trabalhamos na mecânica quântica, observamos que os estados

que a part́ıcula poderá ocupar representam um espaço de Hilbert.

Ao colocarmos diversas part́ıculas, o que fazemos é um produto tensorial

simétrico (no caso dos bósons) ou anti-simétrico (no caso dos férmions) dos

espaços de Hilbert pertencentes à cada part́ıcula.

Repetindo matematicamente, considerando n part́ıculas idênticas, temos

ψn ∈ H⊗n, (2.3.1)

onde H⊗n é o produto tensorial dos espaços de Hilbert das n part́ıculas e ψn

são os estados que eles podem ocupar. A simetrização destes estados, para

bósons é dada por

S+
n ψn =

1

n!

∑
i

ψn(xi1, · · · , xin) (2.3.2)

e para férmions é dada por

S−n ψn =
1

n!

∑
i

(−)iψn(xi1, · · · , xin), (2.3.3)
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onde as somas percorrem todas as i permutações posśıveis das n part́ıculas3.

O śımbolo (−)i significa que para uma permutação i que corresponda a uma

permutação ćıclica (ou par) o valor é +1 e para uma permutação não-ćıclica

(ou ı́mpar) o valor é −1.

Com isto, pode-se dizer que o espaço de n part́ıculas com significado

f́ısico deve ser tal que

H±
n = S±n H

⊗n. (2.3.4)

Enfim, o espaço de Fock, que é utilizado para a descrição de estados

simultâneos de múltiplas part́ıculas, pode ser definido por

F± ≡ ⊕∞
n=0H

±
n . (2.3.5)

No caso em que não hajam part́ıculas, n = 0, define-se um estado que é

o estado do vácuo Ω tal que

H0 = αΩ, α ∈ C. (2.3.6)

Um elemento do espaço de Fock é, então, dado por

Φ = (φ0, φ1, · · · , φn, · · · ) ∈ F , (2.3.7)

que consiste da infinita sequência de estados φ, tal que

φ0 = αΩ, φ1 ∈ H1, · · · , φn ∈ H±
n , · · · (2.3.8)

Com isto podemos ver que o produto escalar no espaço de Fock é tal que

〈Φ|Ψ〉 =
∞∑

n=0

〈φn|ψn〉Hn , (2.3.9)

ou seja, a soma infinita dos produtos escalares dos vetores (que representam

os estados das n part́ıculas) do espaço de Hilbert Hn.

3Semelhante ao que conseguimos quando utilizamos o determinante de Slater.



2.3 Segunda quantização no espaço de Fock 13

Podemos definir um operador Ñ tal que(
ÑΦ

)
Hn

= nφn, (2.3.10)

ou seja, este operador aplicado a um estado do espaço de Fock retorna o nú-

mero de part́ıculas e em quais estados do espaço de Hilbert eles se encontram.

Os operadores que comutam com Ñ , ou seja[
Ã,Ñ

]
= 0, (2.3.11)

não mudam a quantidade de part́ıculas do estado de Fock.

Entretanto, e o que mais nos interessam, são os operadores que mudam

a quantidade de part́ıculas. O operador de criação pode ser definido de tal

forma que quando aplicado em um estado do vácuo, gere um estado de uma

part́ıcula, ou seja

ã(f)†Ω = f com f ∈ H1, (2.3.12)

e quando aplicado em um estado qualquer do espaço de Fock, temos(
ã(f)†Φ

)
Hn

=
√
nS±n (f ⊗ φn−1) , n = 1, 2, · · · . (2.3.13)

Podemos fazer um mapeamento deste operador no espaço de Fock para

o espaço de momentos, de forma que

ã(f)† =

∫
d3x â(~k)∗f̂(~k). (2.3.14)

Os operadores de aniquilação, também podem ser definidos a partir do

estado de vácuo. Assim

ã(f)Ω = 0 (2.3.15)

e da mesma forma,

ã(f) =

∫
d3x f̂(~k)∗â(~k). (2.3.16)
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2.4 A quantização do campo de radiação livre

Consideramos inicialmente o potencial vetor Aµ(x) como sendo o campo

fundamental. Assim as equações de campo covariantes podem ser tais que

∂µA
µ(x) = 0 (2.4.1)

para a condição de Lorenz e

�Aµ(x) = 0 (2.4.2)

para a equação de onda.

No calibre de Coulomb e sem fontes, são satisfeitas as equações

A0 = 0 (2.4.3)

e

∂iA
i = 0 (2.4.4)

onde (2.4.4) pode ser escrito de uma forma tal que os campos sejam trans-

versais, ou seja,
~k · ~A(t,~k) = 0, (2.4.5)

significando que não há fótons longitudinais, nem fótons temporais (devido

a (2.4.3)) neste calibre.

Quantizando Aµ(x) como campos escalares reais, temos

Aµ(t, ~x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

(
aµ(~k)e−i(ωt−~k·~x) + aµ(~k)∗ei(ωt−~k·~x)

)
(2.4.6)

que consideramos como uma solução real da equação de onda (2.4.2) ao

colocarmos o expoente ~k · ~x na forma covariante. Isto pode ser feito se

definirmos que

ω(~k) =
∣∣∣~k∣∣∣ ≡ k0, com c = 1.4 (2.4.7)

Com a quantização temos que Aµ(x) se torna um operador no espaço de

4A partir deste momento iremos considerar que c = ~ = 1.
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Fock tal que

Aµ(t, f) =

∫
d3x Aµ(t, ~x)f(~x) (2.4.8)

onde f(~x) é uma função de teste.

No espaço dos momentos temos

f̂(~k) = (2π)3/2

∫
d3x f(~x)e−i~k·~x, com f̂(−~k) = f̂(~k)∗ (2.4.9)

e consequentemente,

Aµ(t, f) =

∫
d3k√
2ω

(
aµ(~k)f̂(~k)∗e−iωt + aµ(~k)∗f̂(~k)eiωt

)
. (2.4.10)

Considerando

ãµ(f̂) =

∫
d3k√
2ω
f̂(~k)∗aµ(~k) (2.4.11)

como sendo operadores no espaço de Fock dos fótons que obedecem as relações

de comutação [
ãµ(f̂), ãν(ĝ)

]
= 0, (2.4.12a)[

ãµ(f̂)†, ãν(ĝ)†
]

= 0, (2.4.12b)[
ãµ(f̂), ãν(ĝ)†

]
= δµ

ν

∫
d3k

2ω
f̂(~k)∗ĝ(~k) (2.4.12c)

ou de outro modo e respectivamente, no espaço dos momentos[
aµ(~k), aν(~k′)

]
= 0, (2.4.13a)[

aµ(~k)†, aν(~k′)†
]

= 0, (2.4.13b)[
aµ(~k), aν(~k′)†

]
=

{
δ(~k − ~k′) para µ = ν

0 para µ 6= ν
(2.4.13c)

onde aµ† e aµ são, respectivamente, os operadores de criação e aniquilação

dos fótons.

Isto significa que as componentes do potencial vetor podem ser escritas
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na forma

Aµ(x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

(
aµ(~k)e−ikx + aµ(~k)†eikx

)
(2.4.14)

onde em kx, um produto escalar entre 4-vetores, omitimos os ı́ndices para

não carregar a notação.

Podemos calcular5 o comutador entre suas componentes utilizando (2.4.13)

e (2.4.14). Assim temos

[Aµ(x), Aν(y)] = δµ
ν

1

i
D0(x− y). (2.4.15)

Neste ponto a quantização do campo feita por Scharf é diferente, pois o

que se quer manter aqui é a covariança em (2.4.15). Para tanto, é necessário

que se altere de modo ad hoc6 a componente A0 de Aµ. O que resulta em

A0(x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

(
a0(~k)e−ikx − a0(~k)†eikx

)
. (2.4.16)

As consequências para tal escolha são a existência de estados no espaço de

Fock que possuem norma negativa – os chamados ghost states [26], ou seja,

estados com fótons longitudinais e fótons temporais sem significado f́ısico.

Entretanto, devido a (2.4.5), isto não chega a ser um problema.

Enfim, com a equação (2.4.16), a relação de comutação (2.4.15) é escrita

na forma covariante

[Aµ(x), Aν(y)] = gµνiD0(x− y). (2.4.17)

Agora, separando os operadores de aniquilação

Aµ
−(x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

aµ(~k)e−ikx (2.4.18)

5Veja o apêndice A.1...
6Um procedimento que se mostrará correto, ou não, observando-se as consequências

desta escolha. É um preço a pagar, do mesmo modo que o é, o procedimento de S.N.Gupta
[17] que leva a um espaço de métrica indefinida.
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e criação

Aµ
+(x) = ∓(2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

aµ(~k)†eikx

{
− para µ = 0

+ para µ = 1, 2, 3 ,
(2.4.19)

podemos verificar quais são as relações de comutação entre eles. De fato,

resulta7 que os comutadores diferentes de zero são[
Aµ
−(x),Aν

+(y)
]

= gµνiD
(+)
0 (x− y) (2.4.20)[

Aµ
+(x),Aν

−(y)
]

= gµνiD
(−)
0 (x− y) (2.4.21)

Resta ainda introduzir os operadores transversos, dos quais queremos

extrair quantidades com algum significado f́ısico. Neste caso

Aµ
m(x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

εµm(~k)
[
am(~k)e−ikx + am(~k)†eikx

]
(2.4.22)

onde

εµm(~k) = (0,~εm), ~k · ~εm(~k) = 0, m = 1, 2 (2.4.23)

que são os vetores de polarização ortogonais e transversos com relação à

direção de propagação, e ainda

am(~k) = ενm(~k)aν(~k). (2.4.24)

7Ver apêndice A.1...



Caṕıtulo 3

Energia de Casimir

“Ao infinito... e além!”

Buzz Lightyear1

Sabendo-se a quantização do campo de radiação livre, é posśıvel, a partir

de sua densidade Hamiltoniana, calcular a energia de ponto zero, ou seja,

calcular o valor esperado desta densidade Hamiltoniana para um estado em

que não haja nenhuma part́ıcula (vácuo).

3.1 Hamiltoniana do campo de radiação livre

A Hamiltoniana pode ser dada a partir do campo de radiação livre já

segundo quantizado que pode ser ordenado normalmente.

H =

∫
R3

d3xH(x) =

=
1

2

∫
R3

d3x
[
: ~E(~x)2 : + : ~B(~x)2 :

]
(3.1.1)

Mas, para tanto, ainda é necessário colocarmos os campos ~E e ~B na

forma do potencial vetor cuja segunda quantização já foi feita. Assim sendo2,

1No desenho animado Toy Story, Disney-Pixar, 1995
2Veja apêndice B
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considerando as duas polarizações, temos

H(x) =
1

2

2∑
m=1

:

(
∂ ~Am(x)

∂x0

)2

: − : ~Am(x) · ∂
2 ~Am(x)

∂x02 :

 . (3.1.2)

Considerando apenas uma das polarizações, podemos omitir o ı́ndice m,

de tal modo que

H(x) =
1

2

:

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

: − : ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02 :

 . (3.1.3)

Pelo teorema de Wick, podemos calcular o primeiro termo da densidade

de Hamiltoniana

:

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

: = lim
y→x

:
∂ ~A(x)

∂x0
· ∂

~A(y)

∂y0
: =

= lim
y→x

{
∂ ~A(x)

∂x0
· ∂

~A(y)

∂y0
−

[
∂ ~A−(x)

∂x0
,
∂ ~A+(y)

∂y0

]}
=

= lim
y→x

{
∂ ~A(x)

∂x0
· ∂

~A(y)

∂y0
− ∂2

∂x0∂y0

[
~A−(x), ~A+(y)

]}
=

= lim
y→x

{
∂ ~A(x)

∂x0
· ∂

~A(y)

∂y0
+

1

i

∂2

∂x02D
(+)
0 (x− y)

}
, (3.1.4)

onde, na última linha, utilizamos o comutador em (2.4.20).
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Do mesmo modo, podemos calcular o segundo termo

: ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02 : = lim
y→x

: ~A(x) · ∂
2 ~A(y)

∂y02 : =

= lim
y→x

{
~A(x) · ∂

2 ~A(y)

∂y02 −

[
~A−(x),

∂2 ~A+(y)

∂y02

]}
=

= lim
y→x

{
~A(x) · ∂

2 ~A(y)

∂y02 − ∂2

∂y02

[
~A−(x), ~A+(y)

]}
=

= lim
y→x

{
~A(x) · ∂

2 ~A(y)

∂y02 − 1

i

∂2

∂x02D
(+)
0 (x− y)

}
. (3.1.5)

Com (3.1.4) e (3.1.5) temos que a densidade Hamiltoniana é

H(x) = lim
y→x

{
1

2

∂ ~A(x)

∂x0
·∂
~A(y)

∂y0
−1

2
~A(x)·∂

2 ~A(y)

∂y02 +
1

i

∂2

∂x02D
(+)
0 (x−y)

}
(3.1.6)

ou seja,

H(x) =
1

2

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

− 1

2
~A(x) · ∂

2 ~A(x)

∂x02 +

+
1

i
lim
y→x

[
∂2

∂x02D
(+)
0 (x− y)

]
. (3.1.7)

3.2 Hamiltoniana do vácuo em placas parale-

las

O efeito Casimir em placas paralelas surge quando colocamos paralela-

mente duas placas perfeitamente condutoras a uma certa distância d. Po-

demos definir, para efeito de cálculos que uma das placas está em x3 = 0 e

a outra em x3 = d. Assim, é necessário redefinir os operadores de criação

e aniquilação que correspondem ao novo estado de vácuo Ωd no espaço de

Fock, já que a presença das placas altera a configuração espacial de modo

que nem todas as freqüências são permitidas.

Para tanto podemos redefinir ~A(x) em (2.4.22) no espaço 0 ≤ x3 ≤ d
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impondo as condições de contorno.

~A(x) =
1

2π

1√
2d

∞∑
n=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

[
a( ~kn, n)e−iknx + a( ~kn, n)†eiknx

]
~ε( ~kn, n),

(3.2.1)

onde

ωn
2 = k1

2 + k2
2 +

(nπ
d

)2

, (3.2.2)

kn =
(
ωn, k1, k2,

nπ

d

)
, (3.2.3)

e as condições de contorno dadas por

ε1( ~kn,−n) = ε1( ~kn, n)

ε2( ~kn,−n) = ε2( ~kn, n)

ε3( ~kn,−n) = −ε3( ~kn, n)

a( ~kn,−n) = −a( ~kn, n)

para que a componente tangencial de ~E e a componente normal de ~B sejam

nulas.

No espaço de Fock, os operadores de aniquilação devem obedecer

ã(f, n)Ωd =

∫
d2k√
2ωn

f̂( ~kn)∗a( ~kn, n)Ωd = 0 (3.2.4)

para qualquer n e qualquer f ∈ L2(R2).

Podemos ainda expandir (3.2.1), tal que

~A(x) =
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

[
a( ~kn, n)un(~x)e−iωnx0

+

+ a( ~kn, n)†un(~x)∗eiωnx0

]
~ε( ~kn, n), (3.2.5)

onde un(~x) são funções normalizadas que satisfazem as condições de contorno

de Dirichlet ou Neumann em x3 = 0 e em x3 = d.
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Assim, separando os operadores de aniquilação e criação em (3.2.5) temos

A−(x) =
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

a( ~kn, n)un(~x)e−iωnx0

(3.2.6)

A+(x) =
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

a( ~kn, n)†un(~x)∗eiωnx0

(3.2.7)

cujo comutador é tal que3

[A−(~x),A+(~y)] =
1

i
D

(+)
d (~x− ~y). (3.2.8)

Então, a densidade Hamiltoniana nesta geometria pode ser calculada a

partir de (3.1.7), onde fazemos o ordenamento normal com os operadores

desta configuração

Hd(x) =
1

2

::

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

:: − :: ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02 ::

 +

+
1

i
lim
y→x

[
∂2

∂x02D
(+)
0 (x− y)

]
. (3.2.9)

Repetindo os passos da seção anterior, temos

::

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

:: =

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

− 1

i
lim
y→x

[
∂2

∂x02D
(+)
d (x− y)

]
(3.2.10)

e também

:: ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02 :: = ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02 +
1

i
lim
y→x

[
∂2

∂x02D
(+)
d (x− y)

]
(3.2.11)

de modo que a densidade Hamiltoniana para a geometria das placas paralelas

3veja apêndice A.2
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resulta em

Hd(x) =
1

2

(∂ ~A(x)

∂x0

)2

− ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02

 +

+
1

i
lim
y→x

[
∂2

∂x02D
(+)
0 (x− y)− ∂2

∂x02D
(+)
d (x− y)

]
. (3.2.12)

Agora, calculando-se seu o valor esperado no estado do vácuo Ωd, teremos

a densidade de energia de Casimir, ou seja

Hd(x) = 〈Ωd|HdΩd〉 =

= +
1

i
lim
y→x

[
∂2

∂x02D
(+)
0 (x− y)− ∂2

∂x02D
(+)
d (x− y)

]
(3.2.13)

Reescrevendo (3.2.13) explicitamente, temos

Hd(x) =
1

i
lim
y→x

[
i

(2π)3

∂2

∂x02

∫
d3k

2ω
e−ik(x−y) −

− i
∂2

∂x02

∞∑
n=−∞

∫
dk1dk2

2ωn

un(~x)un(~y)∗e−iωn(x0−y0)

]
=

= lim
y→x

[
1

(2π)3

∫
d3k

2ω
(k0)2e−ik(x−y) −

−
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2

2ωn

(ωn)2un(~x)un(~y)∗e−iωn(x0−y0)

]
=

= lim
y→x

[
1

(2π)3

∫
d3k

2
ωe−ik(x−y) −

−
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2

2
ωnun(~x)un(~y)∗e−iωn(x0−y0)

]
. (3.2.14)

Pode-se notar que o primeiro termo em colchetes em (3.2.12) resulta

zero, pois a ordenação normal dos operadores de criação e aniquilação e a

equação (3.2.4) implicam nisto. Já o segundo termo diz que cada um de seus

elementos é infinito, pois as integrais em D
(+)
0 e D

(+)
d resultam em (3.2.14),

o que indica uma indeterminação na densidade de energia de Casimir.



Caṕıtulo 4

A regularização no efeito

Casimir em placas paralelas

“Who is afraid of infinities?
Not I, I just cut them off”

Anonymous1

Conforme se viu, a densidade de energia de Casimir em (3.2.14) não re-

sulta em um valor determinado. Para o seu cálculo é normalmente inserido

uma regularização dependente da freqüência do fóton, com o argumento f́ı-

sico, normalmente utilizado, de que a partir de um determinado valor, as

placas seriam transparentes para estas freqüências e portanto tais fótons não

participariam no cálculo do efeito Casimir. O que veremos, é que este argu-

mento por si só, é insuficiente. E ao mesmo tempo, demonstramos que para

uma classe de regularizadores, o resultado se mostra independente do cutoff.

1Do livro de A.Zee: Quantum field theory in a nutshell, Princ.Univ.Press, 2003, p.145
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4.1 Regularização na densidade de energia de

Casimir

Podemos considerar uma classe de regularizadores tal que

CΛ(~k) = C(Λω~k), (4.1.1)

lim
Λ→0

CΛ(~k) = lim
Λ→0

C(Λω~k) = 1, (4.1.2)

lim
x→∞

C(j)(x) = 0 ∀ j = 1, 2, · · · , (4.1.3)∫ ∞

0

C(j)(x)dx < ∞ ∀ j = 1, 2, · · · , (4.1.4)

sendo Λ um cutoff de dimensões do inverso do comprimento.

Deste modo, podemos regularizar a densidade de energia de Casimir

Hd(x) em (3.2.14) tal que

Hd,Λ(x) = lim
y→x

[
1

(2π)3

∫
d3k

2
ωe−ik(x−y) × C(Λω)−

−
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2

2
ωnun(~x)un(~y)∗e−iωn(x0−y0)×C(Λωn)

]
=

=
1

2

∂

∂Λ

{
1

(2π)3

∫
d3k e

−i[ωτ−~k·(~x−~y)]
τ=0

~y=~x × C(Λω)−

−
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2 |un(~x)|2 × C(Λωn)

}
(4.1.5)



4.2 Densidade de energia de Casimir independente do cutoff 26

4.2 Densidade de energia de Casimir inde-

pendente do cutoff

Para efetuarmos o cálculo da energia de Casimir a partir de (4.1.5) ne-

cessitamos efetuar

Ed,Λ =

∫
d3xHd,Λ =

=
1

2(2π)2

{
− 1

2π

∫
d3k k C(Λk)

∫
dx1

∫
dx2

∫ d

0

dx3 +

+
∞∑

n=−∞

∫
dk1

∫
dk2 ωn C(Λωn)

∫
dx1

∫
dx2

∫ d

0

|u(~x)|2dx3

}
=

=
1

2(2π)2

{
− d

2π
4π

∫ ∞

0

dk k3 C(Λk) +

+
∞∑

n=1

2π

∫ ∞

0

dk k ωn C(Λωn)

}∫
dx1

∫
dx2 (4.2.1)

Entretanto, no plano x1x2, o espaço não é limitado, o que resulta em

uma energia infinita (em nada relacionado com as divergências em questão).

Para contornar isto, fazemos

Ed,Λ =
Ed,Λ∫
dx1

∫
dx2

(4.2.2)

de modo que o resultado final que teremos é a energia (por unidade de área)

de Casimir E .

Com isto, (4.2.1) pode ser escrita como

Ed,Λ =
1

2(2π)2

{
− 2d

∫ ∞

0

dk k3C(Λk)+

+ 2π
∞∑

n=1

∫ ∞

0

dk k

√(nπ
d

)2

+ k2 C

(
Λ

√(nπ
d

)2

+ k2

)}
. (4.2.3)

Fazendo uma troca de variável, podemos reescrever (4.2.3), de modo que
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obtemos

Ed,Λ = − d

(2π)2

∫ ∞

0

dk k3C(Λk) +
1

8π
lim

n→∞

n∑
m=1

g(m) (4.2.4)

com

g(m) =

∫ ∞

0

du

√
u+

(mπ
d

)2

C

(
Λ

√
u+

(mπ
d

)2
)

=

=

∫ ∞

(mπ
d

)2
du
√
u C(Λ

√
u). (4.2.5)

Podemos introduzir a fórmula de soma de Euler-Mclaurin2, já que C(Λ
√
u)

obedece (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4), e de onde sabemos que quando

n→∞ temos

n∑
m=1

g(m)− 2d

π

∫ ∞

0

dq q3C(Λq)− 1

2
g(0) → Σk (4.2.6)

onde

Σk = − Sk(0) − 1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

dt ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t), k = 1, 2, . . . (4.2.7)

com

Sk(0) =
k∑

r=1

(−1)r−1 Br

(2r)!
g(2r−1)(0), (4.2.8)

e

ψk(t) = φk(t) mod 1 (4.2.9)

onde φk é obtido como segue

x
ext − 1

ex − 1
=

∞∑
n=1

φk(t)
xn

n!
. (4.2.10)

Com isto é posśıvel mostrar a independência do regularizador na energia

2Veja apêndice C.1
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de Casimir ao demonstrarmos3 que

Σk = Σk+1, (4.2.11)

pois seguindo (4.2.4) e (4.2.6) temos

Ed,Λ =
1

8π

[
1

2
g(0) + Σk

]
. (4.2.12)

Assim, tomando k = 2 (já que podemos tomar qualquer valor de k devido

a (4.2.11)), com (4.2.7) e (4.2.8) temos

Σ2 = −B1

2
g(0)(0) +

B2

24
g(3)(0) − 1

6!

∫ ∞

0

ψ6(t)g
(6)(t)dt (4.2.13)

e com (4.2.5), temos

1

2
g(0) =

1

2

∫ ∞

0

du
√
u C(Λ

√
u) =

1

Λ3

∫ ∞

0

dv v2C(v) (4.2.14)

e ainda
d

π
g(1)(m) = −2

(mπ
d

)2

C
(
Λ
mπ

d

)
(4.2.15)

e

d

π
g(3)(m) = −4

(π
d

)2

C
(
Λ
mπ

d

)
− 8

π

d

(mπ
d

)(Λπ

d

)
C(1)

(
Λ
mπ

d

)
−

− 2
(mπ
d

)2(Λπ

d

)2

C(2)
(
Λ
mπ

d

)
. (4.2.16)

Assim, substituindo (4.2.13), (4.2.14), (4.2.15), (4.2.16) em (4.2.12), te-

mos

Ed,Λ = − 1

8πΛ3

∫ ∞

0

dv v2C(v)− 1

2

π2

720d3
+O(Λ2), (4.2.17)

onde é posśıvel notar que o segundo termo em (4.2.17) é o valor da energia

de Casimir, conforme era desejado exceto pelo fator 1/2 que é devido a se ter

considerado apenas uma das polarizações posśıveis em (3.1.3).

3Veja apêndice C.2
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4.3 Energia de Casimir e a regularização de

Hadamard

Em (4.2.17), quando Λ → 0, temos que o primeiro termo diverge. É pos-

śıvel identificar esta divergência utilizando-se a fórmula de soma de Poisson.

Para tanto, devemos tomar o cuidado, em (4.2.1), de não efetuar, a

integral em x3. Assim, podemos denotar tal entidade como E ′d,Λ.

Usando a equação (4.2.3), um regularizador especial cujas caracteŕısticas

obedeçam as equações (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4), ou seja, utilizando

C(x) = e−x, (4.3.1)

e ainda considerando que

un(~x) =
1

2π

√
2

d
sen
(nπ
d
x3
)
ei(k1x1+k2x2) (4.3.2)

o qual obedece à condição de contorno de Dirichlet em x3 = 0 e x3 = d,

podemos escrever

E ′d,Λ(x) =
1

2

[
− 1

(2π)3

∫
d3k ke−Λk +

1

(2π)2

2

d

∞∑
n=1

∫
dk1

∫
dk2 sen2

(nπ
d
x3
)
e−Λωn

]
, (4.3.3)

lembrando novamente que

ωn
2 = k1

2 + k2
2 +

(nπ
d

)2

(4.3.4)

e

k =
(
ωn, k1, k2,

nπ

d

)
. (4.3.5)

O termo com a somatória em (4.3.3) pode ser extendido de modo a

acomodar os termos negativos em n, notando que a paridade do integrando
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é par e que o termo n = 0 é nulo. Assim

I ≡ 1

(2π)2

2

d

∞∑
n=1

∫
dk1

∫
dk2 sen2

(nπ
d
x3
)
e−Λωn =

=
1

(2π)2d

+∞∑
n=−∞

∫
dk1

∫
dk2 sen2

(nπ
d
x3
)
e−Λωn . (4.3.6)

Com isto, introduzindo a fórmula de soma de Poisson tal que

+∞∑
n=−∞

f(2πn) =
1√
2π

+∞∑
m=−∞

f̂(m) (4.3.7)

onde

f̂(m) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dk e−imkf(k) (4.3.8)

e

f(2πn) ≡ sen2
(nπ
d
x3
)
e−Λωn (4.3.9)

obtemos

I =
1

(2π)3d

∞∑
m=−∞

∫ +∞

−∞
dk1

∫ +∞

−∞
dk2

∫ +∞

−∞
dk

′

3

√
k2

1 + k2
2 +

(k′
3

2d

)2

×

× sen2
(k′

3

2d
x3
)
e
−Λ

s
k2
1+k2

2+

(
k
′
3

2d

)2

e−imk
′
3 . (4.3.10)

Fazendo a troca de variável k3 = k
′
3/2d em (4.3.10) temos

I = I1 + I2 (4.3.11)

onde

I1 =
1

(2π)3

+∞∑
m=−∞

∫ +∞

−∞
dk1

∫ +∞

−∞
dk2

∫ +∞

−∞
dk3

√
k2

1 + k2
2 + k2

3e
−Λ
√

k2
1+k2

2+k2
3e−i2mdk3

(4.3.12)
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e

I2 = − 1

(2π)3

+∞∑
m=−∞

∫ +∞

−∞
dk1

∫ +∞

−∞
dk2

∫ +∞

−∞
dk3

√
k2

1 + k2
2 + k2

3 ×

× cos(2k3x
3)e−Λ

√
k2
1+k2

2+k2
3e−i2mdk3 . (4.3.13)

Através de (4.3.3), (4.3.11), (4.3.12) e (4.3.13), resulta4 que

E ′d,Λ(x3, d) =
1

2

{
4

(2π)2

(2x3)2 − 3Λ2

[Λ2 + (2x3)2]3
− 4

(2π)2

∑
m6=0

(2md)2 − 3Λ2

[Λ2 + (2md)2]3
+

+
2

(2π)2

∑
m6=0

[ [
2(md+ x3)

]2 − 3Λ2[
Λ2 + [2(md+ x3)]2

]3 +

[
2(md− x3)

]2 − 3Λ2[
Λ2 + [2(md− x3)]2

]3
]}

(4.3.14)

onde o primeiro termo em (4.3.14) é o termo para m = 0 em I2. O termo

para m = 0 em I1 cancela exatamente a primeira integral em (4.3.3). Com

isto podemos definir

E ′d(x3) ≡ lim
Λ→0

E ′d,Λ(x3, d) =
1

2

{
1

4(2π)2

1

(x3)4
−

− 1

2(2π)2

∞∑
m=1

1

(md)4
+

1

4(2π)2

∞∑
m=1

[
1

(md+ x3)4
+

1

(md− x3)4

]}
(4.3.15)

É posśıvel notar em (4.3.15) que E ′d(x3) não é integrável no intervalo entre

as placas em 0 ≤ x3 ≤ d. O seu primeiro termo diverge sobre a placa em

x3 = 0 e o último termo, param = ±1, diverge sobre a outra placa em x3 = d.

Estes termos dominantes também podem ser identificados através de pontos

estacionários na fórmula de soma de Poisson em (4.3.10) ao escrevermos

sen2

(
k′3
2d
x3

)
=

ei
k′
3

2d
x3 − e−i

k′
3

2d
x3

2i

2

(4.3.16)

4Basta efetuarmos inicialmente as integrais em k1 e k2 e posteriormente em k3.
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resultando em

I =
1

(2π)3d

∞∑
m=−∞

∫ +∞

−∞
dk1

∫ +∞

−∞
dk2

∫ +∞

−∞
dk

′

3

√
k2

1 + k2
2 +

(k′3
2d

)2

×

× e
−Λ

s
k2
1+k2

2+

(
k′
3

2d

)2

e−imk′
3

ei
k′
3

2d
x3 − e−i

k′
3

2d
x3

2i

2

=

=
1

(2π)3d

∞∑
m=−∞

∫ +∞

−∞
dk1

∫ +∞

−∞
dk2

∫ +∞

−∞
dk′3

√
k2

1 + k2
2 +

(k′3
2d

)2

×

×e
−Λ

s
k2
1+k2

2+

(
k′
3

2d

)2
e−i

�
m−x3

d

�
k′
3 + e

−i
�
m+x3

d

�
k′
3− 2e−imk′

3

−4

(4.3.17)
onde identificamos os pontos estacionários através de

∂

∂k′3

[(
m± x3

d

)
k′3

]
= 0 (4.3.18)

que nos levam a x3 = 0 para m = 0 e x3 = d para m = ±1.

Para obtermos a energia de Casimir, é necessário ainda fazer mais uma

regularização.

Neste passo final, tomamos como ferramenta a regularização de Hada-

mard, proposta por Elizalde [18] para trabalharmos com os infinitos que sur-

gem quando lidamos com problemas que incluem condições de contorno. Esta

prescrição demonstrou ser capaz de identificar e separar as singularidades na

energia de Casimir como também veremos aqui.

Denotamos P(.) como sendo a regularização de Hadamard5 ou a “parte

finita” de uma integral divergente, com a qual podemos calcular a energia de

Casimir. Assim, sabendo que

P

(∫ d

0

dx3 1

4(2π)2

1

(x3)4

)
= − 1

12(2π)2

1

d3
, m = 0; (4.3.19)

P

(∫ d

0

dx3 1

4(2π)2

1

(d− x3)4

)
= − 1

12(2π)2

1

d3
, m = 1, (4.3.20)

5Veja o apêndice D
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podemos obtemos a energia de Casimir regularizada, tal que

Ed = P

(∫ d

0

E ′d(x3)dx3

)
=

= −1

2

1

2(2π)2d3

∞∑
m=1

1

m4
=

= −1

2

π2

720

1

d3
. (4.3.21)

Finalmente, é posśıvel dizer que o termo divergente em (4.2.17) pode ser

identificável como sendo as divergências de termos de superf́ıcie localizados

em x3 = 0 e em x3 = d que não foram removidas quando colocamos um

regularizador visando a região do ultra-violeta, significando que o argumento

f́ısico6 utilizado na introdução do regularizador em (4.1.5) não é suficiente

para justificar o resultado do cálculo da energia de Casimir.

6Normalmente argumenta-se que para as altas freqüências, as placas seriam transpa-
rentes para tais fótons, especialmente se tiverem um comprimento de onda menores que o
raio de Bohr.



Caṕıtulo 5

Conclusões

“Há sem dúvida quem ame o infinito,
há sem dúvida quem deseje o imposśıvel,

há sem dúvida quem não queira nada -
três tipos de idealistas, e eu nenhum deles:

porque eu amo infinitamente o finito,
porque eu desejo impossivelmente o posśıvel,

porque quero tudo, ou um pouco mais, se puder ser,
ou até se não puder ser...”

Fernando Pessoa1

Neste trabalho mostramos a abordagem de Scharf para a quantização

do campo eletromagnético de onde obtivemos a quantização do campo de

radiação. Com ele, foi posśıvel determinar o operador Hamiltoniano com

o qual pudemos obter seu valor esperado no estado de vácuo Ω. A partir

deste, calculamos a energia de Casimir em placas paralelas de duas formas

diferentes, através do tratamento de séries divergentes com 1) a fórmula de

soma de Euler-Maclaurin, e com 2) a fórmula de soma de Poisson.

Foi posśıvel mostrar a partir do método 1), que apesar do resultado apre-

sentado por Hagen, (em [7], onde ele mostra que o efeito Casimir é dependente

do cutoff aplicado e portanto de significado f́ısico duvidoso) existem algumas

caracteŕısticas que podem ser atribúıdas ao regularizador (através de (4.1.1),

(4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4)) de modo que o resultado final seja independente

do mesmo, significando que os cálculos apresentam relevância f́ısica. Vimos

também que neste caso, ao fazermos o limite Λ → 0, ainda restava um termo

1Do livro Poesia - Álvaro de Campos, Cia. das Letras, 2002, p.475
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divergente. Tal termo foi identificado utilizando-se o método 2), combinado

com a análise da fase estacionária, de onde observamos que as divergências

estão relacionadas com os termos de superf́ıcie em x3 = 0 e em x3 = d.

Symanzik em seu artigo [27] mostrou que todas as divergências podem

ser sistematicamente canceladas introduzindo, a priori, contratermos de su-

perf́ıcie na densidade Hamiltoniana. Entretanto, optamos pela regularização

de Hadamard apresentado por Elizalde em [18], pois no caminho desta pres-

crição, através do método 2), foi posśıvel identificar claramente, a posteriori,

que são os termos de superf́ıcie que contribuem para a divergência e por-

tanto tratá-los de forma a que tenham algum significado f́ısico, ou seja, que

é posśıvel (ainda que apresentado neste contexto espećıfico) considerar a re-

gularização de Hadamard como sendo uma representação anaĺıtica de uma

condição de contorno na Teoria Quântica de Campos.



Apêndice A

Relações de comutação dos

operadores no campo de

radiação livre

A.1 Relações de comutação para o campo de

radiação livre

Sabendo que as componentes do potencial vetor quantizado podem ser

escritas na forma

Aµ(x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

(
aµ(~k)e−ikx + aµ(~k)†eikx

)
(A.1.1)

podemos calcular a relação de comutação entre as suas componentes, lem-

brando da equação (2.4.13), de modo que

[Aµ(x),Aν(y)] = (2π)−3

∫
d3k′√
2ω′

∫
d3k√
2ω

×

×
{[

aµ(~k),aν(~k′)†
]
e−ikx+ik′y +

[
aµ(~k′)†,aν(~k)

]
eikx−ik′y

}
=

= (2π)−3δµ
ν

∫
d3k

2ω

[
e−ik(x−y) − eik(x−y)

]
=

= (2π)−3δµ
ν

∫
d4k δ(k2)e−ik(x−y) sgn(k0) =

= δµ
ν

1

i
D0(x− y). (A.1.2)
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de onde podemos notar que D0(x− y) é invariante de Lorentz.

Com a separação dos operadores de aniquilação e criação em (A.1.1),

respectivamente

Aµ
−(x) = (2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

aµ(~k)e−ikx (A.1.3)

Aµ
+(x) = ∓(2π)−3/2

∫
d3k√
2ω

aµ(~k)†eikx

{
− para µ = 0

+ para µ = 1, 2, 3
(A.1.4)

as relações de comutação destes operadores que resultam não nulas, devido

à (2.4.13) são tais que

[
Aµ
−(x),Aν

+(y)
]

= (2π)−3

∫
d3k′√
2ω′

∫
d3k√
2ω

[
aµ(~k),aν(~k′)†

]
e−ikx+ik′y =

= −gµν(2π)−3

∫
d3k

2ω
e−ik(x−y) =

= gµνiD
(+)
0 (x− y), (A.1.5)

ou seja,

D
(+)
0 (x− y) =

i

(2π)3

∫
d3k

2ω
e−ik(x−y). (A.1.6)

Do mesmo modo temos[
Aµ

+(x),Aν
−(y)

]
= (2π)−3

∫
d3k′√
2ω′

∫
d3k√
2ω

[
aµ(~k)†,aν(~k′)

]
eikx−ik′y =

= gµν(2π)−3

∫
d3k

2ω
e−ik(x−y) =

= gµνiD
(+)
0 (x− y), (A.1.7)

ou seja,

D
(−)
0 (x− y) = − i

(2π)3

∫
d3k

2ω
eik(x−y). (A.1.8)
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A.2 Relações de comutação do campo com

placas paralelas

Com a presença das placas, o espaço de Fock se altera já que nem todas

as freqüências são permitidas, de modo que o operadores de aniquilação e

criação devem refletir tal mudança. Assim

A−(x) =
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

a( ~kn, n)un(~x)e−iωnx0

(A.2.1)

A+(x) =
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

a( ~kn, n)†un(~x)∗eiωnx0

(A.2.2)

onde podemos calcular o comutador

[A−(x),A+(y)] =
∞∑

n=−∞

∞∑
n′=−∞

∫
dk1dk2√

2ωn

∫
dk′1dk

′
2√

2ω′n
×

×
[
a( ~kn, n), a( ~k′n, n

′)†
]
un(~x)un(~y)∗e−i(ωnx0−ω′

ny0) =

=
∞∑

n=−∞

∫
dk1dk2

2ωn

un(~x)un(~y)∗e−iωn(x0−y0) =

=
1

i
D

(+)
d (x− y). (A.2.3)

De onde é posśıvel observar que

D
(+)
d (x− y) = i

∞∑
n=−∞

∫
dk1dk2

2ωn

un(~x)un(~y)∗e−iωn(x0−y0) (A.2.4)



Apêndice B

Densidade Hamiltoniana do

campo de radiação livre

A densidade de Hamiltoniana do campo de radiação livre é dada por

H(~x) =
1

2

∫
R3

d3x
[
: ~E(~x)2 : + : ~B(~x)2 :

]
. (B.0.1)

Como estamos trabalhando no calibre de radiação onde

A0 = 0, (B.0.2)

∂iA
i = 0, (B.0.3)

temos que

~E(~x)2 =

(
∂ ~A

∂x0

)2

. (B.0.4)

Para o campo magnético, temos que

~B(~x)2 = BiB
i =

= εijk∂
jAkεilm∂lAm =

=
(
δl
jδ

m
k − δm

j δ
l
k

)
∂jAk∂lAm =

= ∂jAk∂jAk − ∂jAk∂kAj =

= ∂j
(
Ak∂jAk

)
− Ak∂j∂jAk − ∂j

(
Ak∂kAj

)
+ Ak∂k∂

jAj =

= ∂j
(
Ak∂jAk

)
− Ak∂j∂jAk − ∂j

(
Ak∂kAj

)
. (B.0.5)
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Como∫
R3

~B2d3x =

∫
R3

[
∂j
(
Ak∂jAk

)
− Ak∂j∂jAk − ∂j

(
Ak∂kAj

)]
d3x =

= −
∫

R3

Ak∂j∂jAkd
3x (B.0.6)

sendo que o resultado é devido ao primeiro e terceiro termos em (B.0.6) serem

nulos no infinito.

Lembrando que neste calibre

�Aµ = 0, (B.0.7)

temos

∂j∂
jAk = ∂0∂

0Ak, (B.0.8)

assim, substituindo (B.0.8) em (B.0.6) e sem considerar cada uma das pola-

rizações, temos que

H(x) =
1

2

:

(
∂ ~A(x)

∂x0

)2

: − : ~A(x) · ∂
2 ~A(x)

∂x02 :

 . (B.0.9)



Apêndice C

Fórmula de soma de

Euler-Maclaurin

A fórmula de soma de Euler-Maclaurin, conforme [14], é dada por

n∑
m=1

g(m) = F (n) +
1

2
g(n) + Sk(n) + Ck +Rk,n (C.0.1)

onde

F (n) =

∫ n

0

g(t)dt, (C.0.2)

Sk(n) =
k∑

r=1

(−1)r−1 Br

(2r)!
g(2r−1)(n), (C.0.3)

Ck = −F (0) +
1

2
g(0)− Sk(0)−

1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)dt, (C.0.4)

Rk,n =
1

(2k + 2)!

∫ ∞

n

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt, (C.0.5)

e ainda

ψk(t) = φk(t) mod 1, (C.0.6)

com

x
ext − 1

ex − 1
=

∞∑
n=1

φk(t)
xn

n!
(C.0.7)

expressa uma soma discreta de g(m) em termos de sua integral e de suas

derivadas.
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C.1 Densidade de energia de Casimir regula-

rizada

No caso em que n→∞, temos que Rk,n → 0 e também

n∑
m=1

g(m)− F (n)− 1

2
g(n)− Sk(n) → Ξk (C.1.1)

onde

Ξk = −F (0) +
1

2
g(0)− Sk(0)−

1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt. (C.1.2)

Com a equação (4.2.5), ou seja

g(m) =

∫ ∞

(mπ
d

)2
du
√
u C(Λ

√
u), (C.1.3)

temos

lim
n→∞

g(n) = 0,

lim
n→∞

Sk(n) = 0,
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e ainda

lim
n→∞

F (n) =

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

( tπ
d )

2
du
√
u C(Λ

√
u) =

= 2

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

k
′
dk

′

√(
tπ

d

)2

+ k′2 C(Λ

√(
tπ

d

)2

+ k′2) =

=
1

π

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

−∞
dk1

∫ ∞

−∞
dk2

√(
tπ

d

)2

+ k1
2+ k2

2 ×

×C(Λ

√(
tπ

d

)2

+ k1
2+ k2

2) =

=
d

2π2

∫ ∞

−∞
dk3

∫ ∞

−∞
dk1

∫ ∞

−∞
dk2

√
k3

2+ k1
2+ k2

2 C(Λ
√
k3

2+ k1
2+ k2

2) =

=
2d

π

∫ ∞

0

q3C(Λq)dq. (C.1.4)

Assim em (C.1.1), quando n→∞, temos

n∑
m=1

g(m)− 2d

π

∫ ∞

0

q3C(Λq)dq − 1

2
g(0) →

→ −Sk(0)−
1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt,

ou seja
n∑

m=1

g(m)− 2d

π

∫ ∞

0

dq q3C(Λq)− 1

2
g(0) → Σk (C.1.5)

C.2 Demonstrando a independência do regu-

larizador

É posśıvel mostrar a independência do regularizador no cálculo da energia

de Casimir ao demonstrar que Σk independe de qual termo k é utilizado.

Σk = −Sk(0)− 1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt (C.2.1)
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onde

Sk(0) =
k∑

r=1

(−1)r−1 Br

(2r)!
g(2r−1)(0) (C.2.2)

e Br são os números de Bernoulli.

Então,

Σk+1 = −Sk+1(0)− 1

[2(k + 1) + 2]!

∫ ∞

0

ψ2(k+1)+2(t)g
[2(k+1)+2](t)dt (C.2.3)

onde

Sk+1(0) =
k+1∑
r=1

(−1)r−1 Br

(2r)!
g(2r−1)(0). (C.2.4)

Sabendo que

g(k)(t→∞) = 0; ∀ k > 0 inteiro; (C.2.5)

e ainda

ψn(0) = 0 (C.2.6)

ψ2m−1(x) =
ψ

′
2m(x)

2m
(C.2.7)

ψ2m(x) =
ψ

′
2m+1(x)

2m+ 1
+ (−1)mBm (C.2.8)

podemos calcular Σk+1.

O primeiro termo em (C.2.3) pode ser escrito em função do primeiro

termo em (C.2.1), ou seja,

Sk+1(0) =
k+1∑
r=1

(−1)r−1 Br

(2r)!
g(2r−1)(0) =

=
k∑

r=1

(−1)r−1 Br

(2r)!
g(2r−1)(0) + (−1)k Bk+1

[2(k + 1)]!
g[2(k+1)−1](0) =

= Sk(0) + (−1)k Bk+1

[2(k + 1)]!
g[2(k+1)−1](0) (C.2.9)
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O segundo termo em (C.2.3) pode ser calculado através do segundo termo

em (C.2.1), como segue (onde o śımbolo * significa integração por partes):

1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt

(C.2.8) com m=k+1
=

=
1

(2k + 2)!

[∫ ∞

0

ψ
′

2k+3(t)

2k + 3
g(2k+2)(t)dt+ (−1)k+1Bk+

∫ ∞

0

g(2k+2)(t)dt

]
∗
=

=
1

(2k + 2)!

{
1

2k + 3

[
ψ2k+3(t)g

(2k+2)(t)
∞
|
0

−
∫ ∞

0

ψ2k+3(t)g
(2k+3)(t)dt

]
+

+ (−1)kBk+1g
(2k+1)(0)

}
(C.2.7) com m=k+2

=

=
1

(2k + 2)!

{
−1

2k + 3

[∫ ∞

0

ψ
′

2k+4(t)

2k + 4
g(2k+3)(t)dt

]
+ (−1)kBk+1g

(2k+1)(0)

}
∗
=

=
1

(2k + 2)!

{
−1

(2k + 3)(2k + 4)

[
ψ2k+4(t)g

(2k+3)(t)
∞
|
0

−

−
∫ ∞

0

ψ2k+4(t)g
(2k+4)(t)dt

]
+ (−1)kBk+1g

(2k+1)(0)

}
=

=
1

(2k + 4)!

∫ ∞

0

ψ2k+4(t)g
(2k+4)(t)dt+

1

(2k + 2)!
(−1)kBk+1g

(2k+1)(0),

ou seja

1

(2k + 4)!

∫ ∞

0

ψ2k+4(t)g
(2k+4)(t)dt =

1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt−

− (−1)k Bk+1

(2k + 2)!
g(2k+1)(0). (C.2.10)
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E finalmente, substituindo (C.2.9) e (C.2.10) em (C.2.3), temos

Σk+1 = −Sk(0)− (−1)k Bk+1

[2(k + 1)]!
g[2(k+1)−1](0)−

− 1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt+

Bk+1

(2k + 2)!
(−1)kg(2k+1)(0) =

= −Sk(0)− 1

(2k + 2)!

∫ ∞

0

ψ2k+2(t)g
(2k+2)(t)dt =

= Σk (C.2.11)

conforme queŕıamos demonstrar.



Apêndice D

Parte finita de Hadamard

Supondo uma função f(x) que seja integrável em um intervalo [a + ε, b]

(com ε > 0), mas não no intervalo [a, b]. Podemos definir uma integral, tal

que

F (ε) =

∫ b

a+ε

f(x)dx. (D.0.1)

No limite em que ε → 0 temos que F (ε) se torna indefinida, mas que

poderá ser separável em uma parte não-divergente e uma parte divergente.

Para as distribuições de interesse, podemos aplicar as pseudo-funções de Ha-

damard onde a integral divergente

lim
ε→0

∫ b

a+ε

f(x)dx (D.0.2)

possa ser separada em um termo I(ε), que diverge, da parte finita, tal que

P

(∫ b

a

f(x)dx

)
= lim

ε→0

{∫ b

a+ε

f(x)dx− I(ε)

}
, (D.0.3)

onde

I(ε) =

∫
f(x)dx |x=a+ε. (D.0.4)
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Exemplificando através de nosso caso espećıfico, temos

P

(∫ d

0

dz
1

4(2π)2

1

z4

)
=

1

4(2π)2
lim
ε→0

{∫ d

ε

1

z4
+

1

3ε3

}
=

= − 1

12(2π)2

1

d3
, (D.0.5)

do mesmo modo para

P

(∫ d

0

dz
1

4(2π)2

1

(d− z)4

)
= − 1

12(2π)2

1

d3
. (D.0.6)
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