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Resumo

Materiais com ligações covalentessp2 podem apresentar estruturas eletrônicas bem distintas. Por
exemplo, uma folha de grafite é condutora enquanto uma folha análoga de nitreto de boro hexagonal,
h − BN , é um isolante de gap largo. A substituição completa do carbono em folhas de grafite por
átomos de boro e nitrogênio leva à formação do nitreto de borohexagonal. Experimentalmente, é
possível a substituição parcial de átomos de carbono por átomos de boro e nitrogênio no grafite,
levando à formação de folhas deBxCyNz de estequiometrias distintas. Estas estruturas apresentam
propriedades eletrônicas intermediárias entre o grafite e oh − BN , as quais podem ser de grande
interesse para aplicações tecnológicas diversas.

Podem-se aplicar cálculos de primeiros princípios para estudar a estabilidade relativa e as pro-
priedades estruturais de folhas deBxCyNz, com diversas configurações e composições. Alterna-
tivamente, é possível estudar tais estruturas através de ummodelo de primeiros vizinhos, baseado
na parametrização das energias de ligação obtidas através de cálculos de primeiros princípios. Este
modelo produz resultados semelhantes ao cálculo de primeiros princípios, com custo computacional
muitíssimo inferior.

Utilizamos o modelo proposto para obter a energia total e as conformações de menor energia
de folhas deBxCyNz, através de um programa de resfriamento simulado. Além disso, estudamos a
estrutura eletrônica de algumas amostras através de cálculos de primeiros princípios.

Palavras-chave: Nitreto de Boro, Método de Monte Carlo,Simulated Annealing.
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Abstract

Materials withsp2 covalent bonds can present distinct electronic structures. For instance, a graphite
sheet (graphene) is a conductor while an analogous boron nitride sheet,h − BN , is a wide gap
insulator. The complete substituition of carbon atoms by boron and nitrogen atoms in a graphite
sheet leads to the formation of hexagonal boron nitride. Experimentaly, it is possible to make partial
substitutions of carbon atoms by boron and nitrogen leadingto the formation ofBxCyNz layered
compouds of distinct stoichiometries. These structures present intermediate electronic properties
between those of graphite andh− BN , which could be very useful for technological applications.

The stability and structural properties ofBxCyNz sheets with several configurations and stoichi-
ometries can be studied by means of first-principles calculations. Alternatively, its possible to study
these structures by means of a first-neighbor valence-bond model, based on the parametrization of
binding energies obtained from first-principles calculations. This model generates similar results to
the first-principles ones, with a much lower computational cost.

We apply this model to obtain the total energies and the lowerenergy conformations ofBxCyNz

sheets, by means of a simulated annealing program. In addition, we studied the electronic properties
of selected theoretical "samples" by means of first-principle calculation.

Keywords: Simulated Annealing, Monte Carlo method, boron nitride.
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Capítulo 1

Introdução

Os métodos de simulação utilizados em física da matéria condensada dependem do sistema a ser

estudado. Dentre as principais técnicas de simulação, destacam-se a dinâmica molecular e a simula-

ção de Monte Carlo. A Dinâmica molecular é bem simples, baseando-se nas equações de movimento

clássicas das leis de Newton. Podemos obter a evolução temporal do sistema, pois conhecido o po-

tencial de interação e dada a configuração (ri, vi) do sistema em um instantet, podemos determinar a

configuração do sistema em um instantet+4t. Na dinâmica molecular integram-se numericamente

as equações de movimento de um sistema deN partículas, em geral átomos. O grande problema é

que o potencial de interação não é obtido facilmente por primeiros princípios. Na prática, é assumida

uma forma paramétrica para o potencial. Devido às suas características, dizemos que a simulação de

dinâmica molecular é clássica.

Na simulação de Monte Carlo, temos o mesmo problema do potencial desconhecido por primeiros

princípios (parametrizado), mas não há ordem temporal na simulação. A simulação de Monte Carlo

gera as configurações do sistema com base nos postulados da mecânica estatística de equilíbrio, que

associam a probabilidade da existência de um determinado estado ao fator de Boltzmann para aquela

configuração. Em simulações de Monte Carlo o interesse é encontrar as propriedades médias de um

sistema, pois a ordem dos eventos não é relevante para o cálculo das médias. Estas idéias, em con-

junto com técnicas de amostragem, formam os fundamentos do método de Monte Carlo. Através de

métodos de Monte Carlo, podemos investigar as propriedadesde sistemas descritos por hamiltonianas

clássicas e também estudar sistemas quânticos (Monte Carloquântico), com algoritmos adequados

a cada caso. Os métodos de dinâmica molecular e de Monte Carlosão complementares, cada uma

sendo mais útil em uma determinada situação.

Por outro lado, fundamentados nos postulados da mecânica quântica, podemos obter as energias

totais de um sistema sem o uso de nenhuma parametrização. Esses são os cálculos de primeiros

princípios. Nesse ponto, inserimos a teoria do funcional dadensidade, onde o objeto fundamental

1
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deixa de ser a função de onda totalψ e passa a ser a densidade eletrônica total,ρ. Assim, a integração

da equação de Schrödinger de um sistema deN partículas pode ser substituída pela minimização

de um funcional da densidade eletrônica com três variáveis,ao invés das 3N variáveis se esta fosse

escrita em termos da função de onda (sem considerar ainda o grau de liberdade de spin). A teoria

foi proposta por Hohenberg e Kohn [1], que valeu o prêmio Nobel de Química a Walter Kohn em

1998. Um avanço importante na aplicação da teoria foi feita em 1965 por Kohn e Sham [2]. A teoria

do funcional da densidade (DFT-density functional theory) se tornou o método mais eficiente para

cálculos estruturais e de propriedades eletrônicas do estado fundamental de sistemas moleculares e

cristalinos.

Nesta dissertação, estudamos as propriedades estruturaise as propriedades eletrônicas de estru-

turas tipoBxCyNz, obtidas partindo de uma folha de grafite onde substituimos parte dos átomos de

carbono por boro e nitrogênio, obtendo estruturas com concentrações variadas de carbono, boro e ni-

trogênio. Utilizando um modelo simples para cálculo das energias totais, parametrizado por primeiros

princípios, otimizamos algumas amostras da estrutura via resfriamento simulado e investigamos suas

propriedades eletrônicas e estabilidade. O texto está organizado da seguinte forma:

No primeiro capítulo temos esta introdução. No segundo capítulo desenvolvemos a metodologia

utilizada no trabalho. Trataremos do método de Monte Carlo edo algoritmo de Metrópolis. Tra-

taremos, ainda, de cálculos de primeiros princípios fazendo um estudo da teoria do funcional da

densidade. No terceiro capítulo apresentaremos os resultados obtidos através do modelo para cálculo

das energias totais, apresentado no segundo capítulo, juntamente com Método de Monte Carlo. Ana-

lisaremos as propriedades estruturais e discutiremos a influência da desordem na estrutura eletrônica

para algumas amostras teóricas deBxCyNz (na forma de folhas) com variadas concentrações de boro,

carbono e nitrogênio.



Capítulo 2

Metodologia

2.1 Metódo de Monte Carlo

O nome método de Monte Carlo está associado a jogos como a roleta, muito comuns em cas-

sinos. A cidade de Monte Carlo, Mônaco, é conhecida pelos seus cassinos onde o jogo é a grande

atração. Tentativas aleatórias são o fundamento de jogos como as roletas, e o processo computacional

que utiliza tentativas aleatórias para resolver problemasfoi batizado "método de Monte Carlo". A

utilização de números aleatórios é a essência do método e porisso a utilização do método de Monte

Carlo é muito associada com a solução de problemas estocásticos. Contudo, problemas determinís-

ticos podem ser resolvidos pelo método, como mostraremos nesta seção. O método de Monte Carlo

foi desenvolvido por Von Neuman, Ulan e Metropolis no final dasegunda guerra mundial para o

estudo de difusão de nêutrons [3]. Vamos utilizar a idéia do método de Monte Carlo para resolver

um problema prático. Seja, por exemplo, um quarto de círculo, numa porção do plano cartesiano, de

raio unitário. Escolhemos aleatoriamente pontos (x,y) do plano. Os pontos x e y(x > 0, y > 0) tais

quex2 + y2 < 1 estão dentro da fração de um círculo. Depois de um grande número de tentativas, a

razão entre o número de pontos escolhidos aleatoriamente que estão dentro da fração do círculo e o

número total de tentativas é a mesma razão entre a área do quarto de círculo e a área de um quadrado

quadrado, definido tal que0 < x, y > 1. DefinindoN como sendo o número total de tentativas eN ′

as tentativas que estão dentro da fração do círculo, obtemos:

N ′

N
=

A

4 ∗ 1 ∗ 1
=
π

4
,

ondeA é a área do círculo. Conhecido o número de tentativas, nós conhecemos o valor da área do

círculo ou seja, nós resolvemos a integral
∫ 1
0

√
1 − x2dx. No nosso exemplo, podemos utilizar uma

simulação de Monte Carlo para calcular o valor deπ. (Veja a figura 2.1). Métodos de Monte Carlo

3



2.1 Metódo de Monte Carlo 4

Fig. 2.1: Ilustração do método de Monte Carlo na prática. Podemos marcar na areia de uma praia um
quadrado com um círculo inscrito. Aleatoriamente, podemostentar jogar "pedrinhas"ou algo similar
dentro do cículo. Alguns objetos cairão dentro do cículo e outros não, cairão entre o círculo e o limite
do quadrado. A razão entre as tentativas bem sucedidas e o total de tentativas pode nos fornecer
informações sobre a área do circulo. Esse "joguinho"utiliza uma metodologia Monte Carlo.

são claramente apropriados para descrição de processos estocásticos, mas o método de Monte Carlo

pode ser utilizado para solução de problemas determinísticos. Procuramos mapear o problema deter-

ministico em um problema probabilístico, substituindo o problema determinístico por um problema

estocástico equivalente, como foi feito no exemplo que mencionamos anteriomente.

No parágrafo anterior, desenvolvemos um método para resolvermos uma integral que pode nos

fornecer o valor deπ. Podemos, a priori, resolver qualquer integral. Por exemplo, em uma dimensão,

desejamos resolver numericamente a integral

S =
∫ 1

0
f(x)dx.

Nós podemos discretizar o intervalo de integração e então a integral pode ser escrita aproximadamente

como

S =
1

M

∑

f(xn) +O(h2).

Nós podemos chegar ao mesmo resultado obtendoxn comn = 1, 2, . . .M de um gerador uniforme de

números aleatórios, entre[0, 1]. SeM é grande, esperamos quexn seja uma distribuição uniforme no

intervalo[0, 1] com flutuações proporcionais a1√
M

, como mostrado no apêndice A. Logo, a integral

pode ser aproximada pela média
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S ' 1

M

M
∑

n=1

f(xn),

ondexn é o conjunto dosM pontos gerados do gerador uniforme de números aleatórios naregião

[0, 1]. Observe que os erros na solução da integral ficam restritos as flutuações na distribuiçãoxn,

independente do número de dimensões em questão. Em geral, com métodos numéricos para o cálculo

de integrais dos mais variados (aproximação trapezoidal, regra de Simpson) obtemos um erro da

ordem den−α em uma dimensão e um erron
−α

d emd dimensões. Assim, para valores grandes ded,

métodos de Monte Carlo levam a erros menores com o mesmo valorded.

Textos mais completos e com diversificadas aplicações e técnicas de Monte Carlo são encontrados

nas referências desta dissertação [4, 5, 6, 7, 8, 9].

2.1.1 O problema do caminho aleatório

O problema do caminho aleatório (random walk) foi introduzido na mecânica estatística em um

artigo de Metrópolis e colaboradores [10] sendo uma maneiraeficiente de criar eventos aleatórios

dada uma função distribuição. O método permite gerar os estados aleatórios se for especificada a

função densidade de probabilidadeρ(x), se o espaço tem alta dimensionalidade. Nós não precisamos

calcular o valor deρ(x) para um dadox, sendo suficiente calcular as razões entre os valores deρ(x)

nos pontosxi exj . Random walké definido como uma sequência de eventos contruídos de forma que

a probabilidade de encontrar um novo evento é alguma função do evento anterior. Este processo de

memória implica em uma correlação. Este é um exemplo de um processo markoviano.

As condições gerais para o caminho aleatório, para uma dada distribuiçãoρ(x), podem ser resu-

midos como se segue:

1. Todo ponto x ondeρ(x) 6= 0 deve ser acessível;

2. é possível visitar o mesmo ponto qualquer quantidade de vezes;

3. a forma como o ponto x é visitado inúmeras vezes não é periódica.

Estas condições são equivalentes a assumir a hipótese ergódica para o problema. O tamanho do

processo de caminho aleatório é importante para definir que as configurações mais relevantes foram

exploradas para o problema em questão. O comprimento insuficiente do caminho aleatório é uma

fonte muito comum de erros em simulações Monte Carlo.
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A matriz estocástica

Sejap(xj |xi) a probabilidade condicional de obtermos o estadoj dado um estadoi em um pro-

cesso Markoviano. O conjunto de todos osp(xj |xi) para todas as combinações dei e j pode ser

escrito na forma matricial:

P =



















p11 p12 p13 p1n

p21 p22 . . .
...

...
... . . .

...

pn1 . . . . . . pnn



















,

onde definimosp(xj |xi) ≡ pij . Os termospij são tais quepij ≥ 0, pois eles representam probabili-

dades eP é normalizado,
∑

j pij = 1. Seja o seguinte vetor:

ρ(0) = {ρ(0)
1 . . . ρ(0)

n },

que descreve o estado inicial no qualρ
(0)
i é a probabilidade de encontrar o sistema em um determinado

estado. Cada passo na rede de Markov pode ser encontrado multiplicando este vetor pela matriz

estocásticaP :

ρ(1) = ρ(0)P

ρ(2) = ρ(1)P
...

...
...

ρ(k) = ρ(0)P n

Fazendok → ∞ e repetindo a multiplicação deρ(0) comP , chegamos a um estado estacionário,

dado por:

ρ = ρP,

que implica em uma equação de autovalores. Assim,ρ é autovetor deP com autovalor 1.

Princípio do balanço detalhado

Em uma simulação de Monte Carlo, nós conhecemos a distribuição de probabilidade, mas vimos

que a distribuição de probabilidade deve ser gerada de acordo com a matriz estocástica. A distribuição

e os elementos da matriz estocástica estão relacionados. Vamos analisar a construção da matriz
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estocástica. Seja a equação:

∑

i

ρipij = ρj .

Se nós impusermos a seguinte condição:

ρipij = ρjpji,

nós obteremos os resultados

∑

i

ρipij =
∑

i

ρjpji = ρj

∑

i

pji = ρj . (2.1)

Esta é a condição para queρ seja autovetor deP com autovalor 1. O princípio do balanço detalhado

garanteρ = ρP . Esta é uma condição suficiente para construir a matriz estocástica com a distribuição

assintótica desejada.

2.1.2 Algoritmo de Metrópolis

O método de Monte Carlo introduzido na seção 2.1 é interessante para a solução de problemas que

envolvam integrais. Porém, quando o problema envolve cálculos de superfícies de energia o método

proposto pode não ser útil, devido a divergências que aparecem no cáculo de energia para pequenas

distâncias e em outras situações. A solução do problema foi proposta por Nicholas Metrópolis e

colaboradores em 1953 [10]. Metrópolis sugeriu um método geral para produzir variáveis aleatórias

com uma dada distribuição de probabilidade. O algoritmo de Metrópolis pode ser implementado de

muitas maneiras. Vejamos umas das maneiras mais comuns paraimplementar o algoritmo de Me-

trópolis. Seja um conjunto de pontos no espaço de variáveisX distribuídas com probabilidadew(x).

O algoritmo gera a sequência de pontosX0, X1 . . . semelhante aos pontos gerados no problema do

caminho aleatório (random walk). A medida que os pontos são visitados, nos aproximamos da distri-

buição desejada. A regra para gerar a sequência é a seguinte:SejaXn o ponto inicial da sequência.

Para gerar o pontoXn+1 usamos o ponto tentativaXt. Este novo ponto pode ser escolhido de maneira

conveniente. Este ponto tentativa será aceito ou rejeitadode acordo com a razão

r =
w(Xt)

w(Xn)
. (2.2)

Ser é maior que um, então o novo ponto é aceito e fazemosXn+1 = Xt; quandor é menor que

um, o novo ponto é aceito com probabilidader. Este último passo pode ser obtido comparando-ser
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Fig. 2.2: Algoritmo de Metrópolis com amostras representativas. Nas figuras, temos uma amostra de
duas maneiras para calcular a profundidade de um rio, o Nilo (pode ser o Amazonas também). No
lado esquerdo, tomamos pontos predeterminados quaisquer para o cálculo da média, sem preocupação
com seu valor. Isso é similar a tomarmos quaisquer valor no integrando para o cálculo de uma média,
até valores nulos; no lado direito, utilizamos a idéia do esquema de Metrópolis com amostras por
importância: contruimos a rede de Markov apenas em regiões onde o integrando é não nulo, ou seja,
tomamos para o cálculo da média da profundidade apenas valores de profundidade diferente de zero,
dentro do rio.

com um número aleatórioη uniformemente distribuído no intervalo[0, 1] e aceitando o novo ponto se

η < r. Se o novo ponto é rejeitado, fazemosXn+1 = Xn. Podemos gerar toda a sequência repetindo

o procedimento. Qualquer ponto arbitrário pode ser usado como ponto inicial da sequência. A função

distribuição é arbitrária, do ponto de vista formal e apenasdevemos obedecer o princípio do balanço

detalhado, conforme discutimos anteriormente, para que a matriz estocástica tenha autovalor unitário.

A proposta de Metrópolis foi utilizar o fator de Boltzmann como função distribuição. Assim, teremos

r =
w(Xt)

w(Xn)
= e−β(Et−En). (2.3)

Desta forma, a probabilidade para sair de um ponton e obter o ponton + 1 da sequência,P (n →
n+ 1), terá a forma

P (n→ n+ 1) =
1, r > 1

e−β(En+1−En), r < 1.
(2.4)

A equação 2.4 nos garante que a tentativa é aceita se a energiado sistema decresce. Esse algoritmo

é aplicado com muito êxito em mecânica estatística, onde a função peso doensemblecanônico pode
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ser uma função bem complicada das coordenadas do sistema. Podemos calcular os valores médios de

grandezas físicas com o presente método. Um fato interessante é que a função distribuiçãoe−β(Et−En)

elimina automaticamente os passos menos representativos,de contribuição desprezível. SejaA uma

grandeza física da qual queremos uma estimativa de seu valoresperado. Dos postulados da mecânica

estatística de equilíbrio, sabemos que o valor esperado deA é dado por

〈A〉 =

M
∑

l=1

A(xl)e
−βE(xl)

Ps(xl)
M
∑

l=1

e−βE(xl)

Ps(xl)

, (2.5)

ondePs(xl) é a probabilidade de uma amostra representativa da distribuição (veja figura 2.2). Se a

distribuição tem a forma do fator de Boltzmann, a média térmica da grandeza é dada por

〈A〉 =

M
∑

l=1

A(xl)

M
. (2.6)

Implementação do algoritmo

Como discutimos no início desta seção, o algoritmo de Metrópolis utiliza o fator de Boltzmann

e−βE como função peso. Agora, veremos como o algoritmo é implementado.

Dado o sistema em consideração, definimos um estado inicial ecaculamos sua energia. Alteramos

levemente a configuração desse sistema e analisamos a influência dessa alteração na energia por meio

da variação de energia4E entre os dois estados. Em seguida o novo estado é aceito se4E é menor

que zero ou será aceito com probabilidadee−β4E no caso em que a variação de energia for positiva.

Uma análise de como esta variação de energia influencia na probabilidade da mudança do estado é

feita na tabela 2.1.

No final da execução do algoritmo para um dado estado, calculamos o valor médio da grandeza

física a qual estamos interessados. O processo continua atéque a quantidade de passos seja suficiente

para que tenhamos uma estabilidade no valor da nossa grandeza desejada.

A alteração do sistema deve ser inserida de maneira aleatória. Vamos escrever uma sequência de

passos para descrever o nosso algoritmo:

1. Escolhemos um estado inicial para o nosso sistema;

2. uma perturbação muda levemente o estado inicial do sistema. O sistema passa para um novo

estado, de energia diferente;
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Fig. 2.3: Passos na execução do algoritmo de Metrópolis.
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E1 < E0
E1 > E0

e−β4E e−β4E

A energia do estado 1 é me-
nor que a energia do estado 0.
Isto significa que o novo es-
tado é aceito como novo es-
tado 0. A propriedade do novo
estado será adicionada à soma
envolvida na simulação

A energia do estado 1 é maior
que no estado 0, mas a dife-
rença é pequena e o novo es-
tado é aceito como o novo es-
tado 0 com uma dada probabi-
lidade. Há um incremento na
grandeza calculada devido ao
novo estado.

A energia do estado 1 é maior
que no estado 0, mas a di-
ferença é grande para que
o novo estado seja rejeitado
como o novo estado 0 com
uma dada probabilidade. A
propriedade do estado antigo
será adicionada no cáculo.

Tab. 2.1: Influência da variação da energia para a mudança de estado em um dado sistema. A proba-
bilidade de um estado ser aceito ou rejeitado depende da diferença de energias entre os estados.

3. calculamos a energia do sistema;

4. nesse ponto, avaliamos a diferença de energia4E entre os estados inicial e o pertubado;

5. se a energia do sistema pertubado for menor que a energia dosistema inicial, o estado pertubado

será aceito como novo estado do sistema, caso contrário ele será aceito com probabilidade

e−β4E. No caso do novo estado ser rejeitado, o estado anterior continua sendo o estado do

sistema;

6. calculam-se as médias das grandezas físicas em questão, no nosso caso a energia. Em cada

passo, a parcela referente ao estado atual é adicionado à média.

Um diagrama representando os passos da execução do algoritmo de Metrópolis está mostrado na

figura 2.3.

2.2 Resfriamento simulado

Um método para procurar o estado de menor energia de um sistema (estado mais estável) utili-

zando o algoritmo de Metrópolis foi proposto por Kirkpatrick e colaboradores [11]. O método se

baseia em um tratamento usado em metalurgia, para alterar aspropriedades mecânicas de materiais.

Na indústria, a grande utilidade do método é tornar o material mais dúctil. O material é aquecido a

uma temperatura elevada e depois lentamente resfriado. Durante o resfriamento, os átomos procuram

seus estados mais estáveis, uma configuração de menor energia. Continuando o processo, chega-se



2.2 Resfriamento simulado 12

a uma configuração de energia mínima, tendendo a um cristal perfeito. A qualidade do processo

depende do tipo de material, da temperatura máxima e do tipo de método de resfriamento.

Implementação do algoritmo

A metodologia experimental de resfriamento serviu de base para um processo computacional de

otimização. A implementação computacional inicia com uma simulação de Metrópolis Monte Carlo

em uma alta temperatura. A uma dada temperatura, a simulaçãoMetrópolis Monte Carlo é executada

e um novo estado é encontrado. Em seguida, diminuimos a temperatura e novamente a simulação

Metrópolis Monte Carlo é executada para a nova temperatura eo estado mais estável encontrado.

A simulação continua, até que a diminuição da temperatura seja suficiente para que a probabilidade

do sistema mudar de estado seja pequena e seja alcançada a convergência. Existem várias maneiras

para se diminuir a temperatura na simulação, cada uma adequada a uma determinada situação. Na

prática, o método de decrescimento linear é o mais utilizado. Um esquema de como funciona o

resfriamento simulado é dado na figura 2.4. Vamos compreender o diagrama, descrevendo cada passo

da simulação:

1. Escolhemos um estado inicial para o nosso sistema a uma dada temperaturaT0;

2. uma perturbação muda levemente o estado inicial do sistema. O sistema passa para um novo

estado, de energia diferente;

3. calculamos a energia do sistema;

4. nesse ponto, avaliamos a diferença de energia4E entre os estados inicial e o perturbado;

5. se a energia do sistema perturbado for menor que a energia do sistema inicial, o estado pertur-

bado será aceito como novo estado do sistema, caso contrárioele será aceito com probabilidade

e−β4E. No caso do novo estado ser rejeitado, o estado anterior continua sendo o estado do

sistema;

6. calculam-se as médias das grandezas físicas em questão, no nosso caso a energia. Em cada

passo, a parcela referente ao estado atual é adicionado à média;

7. diminuimos a temperatura de acordo com algum método, o linear por exemplo, e reiniciamos

o processo até novamente calcularmos a média. O procesos continua, até que a convergência

nos resultados é atingida, tanto na temperatura mímina que foi atingida e na estabilização das

médias das grandezas em questão.
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Fig. 2.4: Esquema de como funciona o algoritmo de resfriamento simulado
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Fig. 2.5: O resfriamento simulado foge dos mínimos locais

O papel da temperatura inicial é procurar escapar dos mínimos locais da energia, de forma que

kBT segue comparável às barreiras de potencial a serem vencidas, como sugerido na figura 2.5. Se

observamos o diagrama 2.3, a parte interna do algoritmo de resfriamento simulado nada mais é que

o algoritmo de Metrópolis, na qual inserimos um laço de diminuição da temperatura. A quantidade

de passos de simulação Monte Carlo necessárias para que o mínimo da temperatura seja alcançado

próximo a estabilização do sistema não é algo trivial de ser determinado previamente. Esta quantidade

de passos tem um valor bem particular para cada sistema, assim como a temperatura inicial necessária

para que as barreiras de potencial possam ser vencidas e bem como o método utilizado para variar a

temperatura durante o processo de resfriamento.

2.3 Cálculos de primeiros princípios

Para determinarmos as propriedades de uma molécula ou sólido, a metodologia empregada de-

pende do sistema a ser estudado. Nem sempre é conveniente empregar a mecânica quântica em alguns

sistemas ( como sistemas em meio aquoso, por exemplo), onde cálculos por primeiros princípios po-

deriam ter um alto custo computacional e nos quais uma aproximação clássica já fornece resultados

úteis. Em um ponto de vista mais fundamental, um sistema formado por átomos pode ser descrito

pelo hamiltonianoH:

H = −
N
∑

i=1

1

2
~∇2

i −
M
∑

A=1

1

2MA

~∇2
A +

N
∑

i=1

N
∑

j>i

1

|r i − r j |
+

M
∑

A=1

M
∑

B>A

ZAZB

|RA − RB|
−

N
∑

i=1

M
∑

A=1

ZA

|r i − RA|
,
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onde:

• −
N
∑

i=1

1

2
~∇2

i é o operador energia cinética eletrônica;

• −
M
∑

A=1

1

2MA

~∇2
A é o operador energia cinética dos núcleos;

•
N
∑

i=1

N
∑

j>i

1

|r i − r j|
é a interação coulombiana repulsiva entre os elétrons;

•
M
∑

A=1

M
∑

B>A

ZAZB

|RA − RB|
é a interação entre os núcleos;

• −
N
∑

i=1

M
∑

A=1

ZA

|r i − RA|
é a interação de Coulomb atrativa entre os elétrons e os núcleos atômicos.

O hamiltoniano foi convenientemente escrito em unidades atômicas, onde valores unitários são de-

finidos para a constante de Planck, a carga elementar, a massado elétron, para o raio do átomo de

hidrogênio e para energia entre dois elétrons separados porum raio do átomo de hidrogênio ( os

últimos com unidades chamadas de bohr e hartree respectivamente).

2.3.1 A aproximação de Born-Oppenheimer

Segue dos postulados da mecânica quântica que os estados de um dado sistema físico são descritos

pela equação de Schrödinger:

ih̄
∂Ψ(r , t)
∂t

= H(r , p, t)Ψ(r , t). (2.7)

O operadorH é a função hamiltoniana do sistema, com a substituição dos der e p pelos res-

pectivos operadores seguindo as regras de quantização. Se ooperadorH é independente do tempo,

podemos propor a separação de variáveis

Ψ(r , t) = ψ(r)χ(t). (2.8)

Fazendo essa substituição na equação de Schrödinger dependente do tempo, temos a separação entre

a parte espacial e temporal, obtendo a equação de Schrödinger independente do tempo para os estados

estacionários:

Hψ(r) = Eψ(r), (2.9)
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ondeE representa os autovalores de energia do sistema. Para um sistema formado por átomos, co-

nhecemos a forma do operador hamiltoniano e com isso podemosescrever a equação de Schrödinger

independente do tempo:

Hψ(r) = Eψ(r), (2.10)

ondeH é o hamiltoniano descrito no início da seção 2.3. Vamos, por comodidade, definir para o

hamiltoniano a seguinte convenção:

• Te = −
N
∑

i=1

1

2
~∇2

i ;

• TN = −
M
∑

A=1

1

2MA

~∇2
A;

• Ve =
N
∑

i=1

N
∑

j>i

1

|r i − r j|
;

• VN =
M
∑

A=1

M
∑

B>A

ZAZB

|RA − RB|
;

• VNe = −
N
∑

i=1

M
∑

A=1

ZA

|r i − RA|
.

Com a notação definida acima, vamos escrever o nosso hamiltoniano da seguinte forma:

H = He + TN + VN , (2.11)

ondeHe é dado porHe = Te +VNe +Ve e o chamamos de hamiltoniano eletrônico. Uma propriedade

desse hamiltoniano, é que ele e o operador posição nuclear formam um CSCO (conjunto completo

de observáveis comutantes) [12], ou seja, eles podem ser diagonalizados pelo mesmo conjunto de

autovetores:

[He,R] = 0. (2.12)

Dessa maneira, os autovalores do hamiltoniano eletrônico podem ser determinados para um dadoR,

isto é:

Heϕ(r ; R) = ε(R)ϕ(r ; R), (2.13)

ondeϕ(r ; R) é o estado eletrônico eε(R) a respectiva energia. Comoϕ(r ; R) forma uma base de

autovetores, podemos expressar o estado geralψ(r) nessa base:

ψ(r ) =
∑

φ(R)ϕ(r ; R). (2.14)
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Podemos, então, substituir o resultado acima na equação de Schrödinger do nosso sistema, 2.10:

(He + TN + VN)
∑

φ(R)ϕ(r ; R) = E
∑

φ(R)ϕ(r ; R). (2.15)

ChamaremosEm(R) a soma da energia eletrônica e a energia de repulsão nuclear.Sabemos

como o operador energia eletrônica e o operador repulsão nuclear operam nos estadosϕ(r ; R), pois

eles foram um CSCO. Assim, a equação de Schrödinger pode ser escrita na forma:

(TN + Em(R) − E)
∑

φ(R)ϕ(r ; R) = 0. (2.16)

No operadorTN , podemos usar a identidade∇2AB = A∇2B + 2∇A∇B + B∇2A ( veja a

referência [13]) e multiplicar a equação 2.16 pelo conjugado deϕe(r ; R) e integrar em todo o espaço

de coordenadas. Executando essas operações, obteremos a seguinte expressão:

−
M
∑

A=1

1

2MA

∇2
Aφ(R) + (Em(R) − E)φ(R) = −

M
∑

A=1

1

2MA

(2
∫

ϕ∗(r ; R)∇Aϕ
∗(r ; R)dr .∇A +

+
∫

ϕ∗(r ; R)∇2
Aϕ(r ; R)dr)φ(R).

Escrevendo essa equação de uma maneira mais conveniente, encontramos:

(

−
M
∑

A=1

1

2MA

∇2
A + Em(R)

)

φ(R) = Eφ(R) +
∑

Cnm(R,∇)φ(R), (2.17)

onde definimos

Cnm =
M
∑

A=1

1

2MA

[(∫

ϕ∗(r ; R)∇Aϕ
∗(r ; R)dr

)

∇A +
1

2

∫

ϕ∗(r ; R)∇2
Aϕ(r ; R)dr)φ(R)

]

.

A equação 2.17 é bem sugestiva. Ela nos mostra que podemos obter uma equação para o movi-

mento dos núcleos independente da equação de Schrödinger eletrônica, bastando que para isso os co-

eficientesCnm sejam zero. Dadas essas condições, definimos a aproximação de Born-Oppenheimer:

1. Todos os elementosCnm são zero;

2. os autoestados do sistema podem ser escritos pelo produtoψ(r) = φ(R)ϕ(r ; R).

As condições acima têm como consequência a separação da equação de Schrödinger 2.10 em uma



2.3 Cálculos de primeiros princípios 18

parte eletrônica e uma nuclear totalmente independentes, com o movimento nuclear ocorrendo em um

potencial efetivo que é a energia eletrônica

Em(R) = ε(R) +
M
∑

A=1

M
∑

B>A

ZAZB

|RA − RB|
.

OsCnm são termos que acoplam estados eletrônicos e determinam a validade da aproximação Born-

Oppenheimer. A aproximação é válida desde que não exista um acoplamento significativo entre os

estados eletrônicos [14].

Na sua essência, a aproximação Born-Oppenheimer se baseia na idéia de que a massa do elétron

é muito menor que a massa do núcleo, de forma que mudanças significativas nos estados dos elétrons

ocorrem quando os núcleos podem ser considerados estáticos. A grande maioria dos estudos teóricos

utilizam a aproximação Born Oppenheimer, mas existem estudos considerando alguns contextos onde

se pode avançar na aproximação [15, 16].

2.3.2 Condições periódicas de contorno

Em cálculos de estrutura eletrônica, física do estado sólido e mecânica estatística é muito comum

impor condições de contorno periódicas ao sistema a ser estudado. Aplicar condições periódicas de

contorno é uma maneira prática de atacar problemas, visto que isso facilita bastante a solução da

maioria deles, tornando mais viável a implementação prática dos algoritmos e mesmo tornando mais

viáveis as soluções analíticas. Esta metodologia é ideal para descrever sistemas com algum tipo de

periodicidade, tais como cristais. Ao trabalharmos com condições periódicas de contorno em um

sólido, o problema consiste em lidar com um número infinito deelétrons em um potencial periódico

devido aos núcleos ou íons. Este problema é contornado aplicando o teorema de Bloch à função de

onda eletrônica. O teorema estabelece que cada função de onda eletrônica pode ser escrita como uma

função de Bloch, definida como

Ψ
nk(r) = eik .ru

nk(r ), (2.18)

ondeu
nk(r + R) = u

nk(r), sendoR é um vetor de translação do sistema. O teorema de Bloch

transforma o problema de calcular um número infinito de funções de onda eletrônica no cálculo de

um número finito de funções de onda em um conjunto infinito de pontosk. Podemos estudar sistemas

aperiódicos através de supercélulas periódicas. Para potenciais quasiperiódicos, o teorema de Bloch

não é mais válido. O teorema deve ser modificado, podendo ser aplicado à redes quasiperiódicas.

Agora,u
nk(r ) não é mais periódico, e é definido como um conjunto de vetores da rede recíproca.

Desta maneira, o desenvolvimento de Fourier deu
nk(r) pode ficar restrito a poucos vetores da rede
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(a) (b)

Fig. 2.6: Condições periódicas de contorno aplicadas a sistemas onde a simetria cristalina foi que-
brada. Repetimos igualmente em todas as direções os átomos da supercélula, criando átomos "ima-
gens" e ligando os extremos das células e tornando a mesma periódica. Em 2.6(a) temos uma super-
fície e em 2.6(b) uma molécula [18].

recíproca que dominam o espectro. Estas idéias foram recentemente testadas experimentalmente,

comprovando a validade do teorema de Bloch modificado à quasicristais [17].

Condições periódicas de contorno também podem ser aplicadas a casos onde a simetria cristalina

é quebrada, como numa superfície (figura 2.6(a)) e em moléculas (figura 2.6(b)).

2.3.3 Teoria do funcional da densidade

A teoria do funcional da densidade tem se tornado um dos mais mais populares e úteis métodos

para tratar a matéria, como no cálculo de energias de ligaçãoem química e em cálculos de estrutura de

bandas em física do estado sólido. O grande sucesso da teoriadeve-se em boa parte ao equilíbrio entre

precisão e custo computacional, permitindo que cada vez mais sistemas maiores possam ser tratados

com a teoria do funcional da densidade. Ao contrário dos métodos tradicionais de química quântica,

a teoria do funcional da densidade não é uma outra maneira de resolver a equação de Schrödinger,

nem uma parametrização de resultados empíricos. A teoria dofuncional da densidade é algo bem

diferente, rigorosa do ponto de vista formal. Dado um sistema de partículas interagente, mapeamos

o problema, de maneira exata, em um problema de partículas não interagentes, muito mais simples.

Essa metodologia é empregada em muitos campos e para resolver diversas variedades de problemas.
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O que é a teoria do funcional da densidade

Para obtermos uma idéia simples do que é a teoria do funcionalda densidade, relembremos alguns

conceitos de mecânica quântica. Em mecânica quântica, a informação possível de um dado sistema

está contida na função de onda do sistema,ψ. Esta função de onda é calculada através da equação de

Schrödinger, desconsiderando efeitos relativísticos. Para um sistema de muitos elétrons movendo-se

em um potencialv(r) a equação de Schrödinger tem a forma





N
∑

i

(

− h̄
252

2m
+ v(r i)

)

+
∑

i<j

U(r i, r j)



ψ(r 1 . . . rN) = Eψ(r 1 . . . rN),

ondeN é o número de elétrons eU(r i, r j) é a interação entre elétrons. Como já discutido anteri-

ormente, os operadores de interação entre elétrons e de energia cinética, têm a mesma forma para

qualquer sistema não relativístico. Dessa maneira, uma molécula ou sólido difere apenas pelo poten-

cial v(r i).

Pelo método tradicional, via equação de Schrödinger, nossométodo se resume a sequência

v(r i) =⇒ ψ(r 1 . . . rN ) =⇒ 〈ψ| . . . |ψ〉,

ou seja, especificando o potencial, encontramos a função de onda via equação de Schrödinger e

calculamos os observáveis com o valor médio dos operadores.

A teoria do funcional da densidade é uma alternativa versátil para resolver o mesmo problema. A

teoria do funcional da densidade, DFT, nos fornece um métodosistemático para mapear o problema

de muitos corpos interagentes com potencial em um problema de corpos não interagentes, sem o

potencial. Tudo isto é feito promovendo a densidadeρ(r) à variável chave, na qual o cálculo de todos

os outros observáveis podem ser baseados. O método da teoriado funcional da densidade se resume

na sequência

ρ(r) =⇒ ψ(r 1 . . . rN) =⇒ v(r i),

ou seja, o conhecimento da densidadeρ(r ) implica no conhecimento da função de onda e do potencial

e dessa maneira de todos os outros observáveis.
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Teoremas de Hohemberg e Kohn

A teoria do funcional da densidade está baseada em dois teoremas propostos por Hohemberg e

Kohn. Os dois teoremas nos dão as bases para as afirmações do parágrafo anterior e são o coração do

DFT. Os dois teoremas serão enunciados a seguir.

Teorema 1 (Primeiro teorema de Hohemberg e Kohn)A energia potencial externav(ri) sentida

pelos elétrons é um funcional único da densidade eletrônicaρ(r).

Teorema 2 (Segundo teorema de Hohemberg e Kohn)A energia do estado fundamentalE0[ρ] é

minima para a densidade eletrônicaρ(r) exata,

E[ρ] = 〈ψ(r)|Te + VNe + Ve|ψ(r)〉. (2.19)

Dos teoremas de Hohemberg e Kohn podemos retirar as seguintes afirmativas:

1. A função de onda do estado fundamental é um funcional únicoda densidade eletrônica do

estado fundamental,ψ0 = ψ0[ρ0]. Como consequência, o valor esperado no estado fundamental

de qualquer observável,O, é um funcional da densidade eletrônica do estado fundamental:

O = O[ρ0] = 〈ψ[ρ0]|O|ψ[ρ0]〉.

2. A energia do estado fundamental

E = E[ρ0] = 〈ψ[ρ0]|He|ψ[ρ0]〉,

tem a propriedade do princípio variacional

E = E[ρ0] ≤ E = E[ρ
′

].

Assim, o cálculo do valor esperado de um hamiltoniano com umafunção tentativaψ
′

, que não é

a função de onda do estado fundamental,ψ0, nunca fornecerá uma energia menor que a energia

do estado fundamental:

E = E[ψ0] = 〈ψ0|He|ψ0〉 ≤ 〈ψ′ |He|ψ
′〉 = E[ψ

′

].
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3. A energia cinética e as energias de interação de Coulomb não relativístivas são representadas

por operadores universais

E[ρ] = T [ρ] + U [ρ] + V [ρ],

ondeT e U são funcionais universais, independentemente dev(r). Por outro lado a energia

potencial é o valor esperado

V [ρ] =
∫

drρ(r )v(r),

que não é universal, devido a dependência emv(r). Conhecidov(r), o funcionalV [ρ] é conhe-

cido explicitamente.

4. A densidade eletrônica do estado fundamental não determina apenas a função de onda do estado

fundamental, mas determina também o potencialv(r):

v(r) = v[ρ0](r).

Como consequência, temos queρ0 determina não somente a função de onda do estado funda-

mental, mas o hamiltoniano completo e assim todos os estadosexcitados também:

ψk(r1 . . . rN) = ψk[ρ0],

ondek nomeia o espectro inteiro do hamiltoniano de muitos corpos.Informações mais deta-

lhadas sobre esta última afirmativa podem ser encontradas nas referências [19, 20, 21].

As demonstrações dos teoremas de Hohemberg e Kohn está discutida no apêndice B desta disser-

tação.

Equações de Kohn-Sham

O teorema de Hohenberg-Kohn nos garante que podemos utilizar a densidade eletrônica como

variável para determinar a energia do estado fundamental deum sistema deN elétrons interagentes.

Porém ele não nos fornece um esquema computacional útil. Isto é possível através do formalismo

de Kohn-Sham. Vamos escrever o funcional energia em função da densidade eletrônica, conforme

garante o teorema de Hohenberg-Kohn:

E[ρ(r )] =
∫

drρ(r)v(r) +He[ρ(r)]. (2.20)
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A proposta de Kohn e Sham, em 1965 [2], foi em tratar o termoHe de uma maneira diferente. O

termo pode ser escrito na forma

He[ρ(r )] = EKE[ρ(r )] + EH [ρ(r )] + EXC [ρ(r)],

ondeEKE[ρ(r )] é a enegia cinética,EH [ρ(r )] a energia de Coulomb entre elétrons eEXC [ρ(r )] con-

tém contribuições de troca e correlação. Uma observação importante é que o termo de energia cinética

é de umsistema de partículas não interagentescom a mesma densidade do sistema real. Podemos,

agora, escrever o funcional energia explicitamente:

E[ρ(r )] =
N
∑

i=1

∫

ψ∗(r)
−~∇2

i

2
ψ(r)dr +

1

2

∫ ∫

ρ(r i)ρ(r j)

|r i − r j |
dr idr j + EXC [ρ(r )]. (2.21)

Observamos que o termo de troca e correlação também contém o termo que representa a diferença

entre a energia cinética exata eEKE[ρ(r)]. A densidade eletrônica do estado fundamental é obtida

fazendo:

ρ(r ) =
N
∑

i=1

|ψi(r)|2. (2.22)

Para obtermos as equações que descrevem o estado fundamental do sistema, aplicamos o princípio

variacional, minimizando a energia com o vínculo de número de partículas constante. O problema é

equivalente a encontrar o extremo de um funcionalL[ρ], definido por

L[ρ] = E[ρ] − ε(
∫

ρ(r )dr −N). (2.23)

FazendoδL[ρ]
δρ

= 0 na equação 2.23 obtemos

[

−∇2

2
+
∫

ρ(r )dr
|r − r ′ | + v(r) +

δEXC [ρ]

δρ

]

ψi(r) = εiψi(r). (2.24)

A equação 2.24 foi obtida de maneira exata e é análoga à equação de Schrödinger de uma partícula,

sujeita a um potencial efetivo,vef da forma

vef(r) = v(r) +
∫

ρ(r )dr
|r − r ′| +

δEXC [ρ]

δρ
. (2.25)
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Fig. 2.7: Ciclo de autoconsistência para a solução da equação de Kohn-Sham

Podemos tomar a equação 2.24 e multiplicá-la à esquerda porψ∗ e integrá-la em todo o espaço e

obtemos

N
∑

i−1

εi = EKE[ρ(r )] +
∫

v(r)ρ(r )d3r +
∫ ∫

ρ(r )ρ(r
′

)

|r − r ′| drdr
′

+
∫

δEXC [ρ]

δρ
ρ(r)d3r . (2.26)

Comparando 2.26 com o funcional energia 2.21 obtemos a energia total eletrônica:

E[ρ] =
N
∑

i−1

εi −
1

2

∫ ∫

ρ(r )ρ(r
′

)

|r − r ′| drdr
′

+
∫

ρ(r)

[

EXC

ρ
− δEXC [ρ]

δρ

]

d3r . (2.27)

A equação de Kohn-Sham 2.24 deve ser resolvida de maneira autoconsistente. Parte-se de uma

densidade inicial, obtém-se o hamiltoniano de Kohn-Sham, que é diagonalizado para obtenção dos

autovetores e autovalores. Assim podemos obter uma nova densidade eletrônica e o processo continua

até atingir a convergência. Isso é mostrado na figura 2.7.

Para resolver o equação de Kohn-Sham precisamos conhecer o termo de troca e correlaçãoEXC .

Aproximações são feitas nesse termo para que possamos resolver a equação de Kohn-Sham. Discuti-

remos isso na próxima seção.
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Aproximações para o funcional troca-correlaçãoEXC

Para implementarmos de fato o formalismo de Kohn-Sham faz-se necessário utilizar uma apro-

ximação para o potencial de troca-correlação. A primeira aproximação sugerida foi a LDA,local

density approximation. Esta ignora os aspectos não locais deEXC [ρ] e assume que ele pode ser

escrito como

EXC =
∫

drρ(r )εXC(ρ(r)), (2.28)

ou seja, o funcional é uma integral simples de alguma funçãoεXC da densidade eletrônicaρ. Deve-

mos, agora, determinar essa função. Partindo das idéias mais simples, devemos procurar um sistema

onde este funcional pode ser exato. O sistema em questão é um gás homogêneo de elétrons livres.

As energias cinética e de troca desse sistema são parametrizadas de maneira simples poisρ é cons-

tante. A energia de correlação pode ser extraída de cálculosde Monte Carlo, combinados com valores

limites conhecidos.

A aproximação de densidade local foi introduzida por Kohn e Sham em 1965. Para átomos e

moléculas, a energia de troca é subestimada em torno de10% na aproximação LDA, e a energia de

correlação é superestimada por um fator 2 ou 3 **colocar redefencia***. Uma vez que para muitos

sistemas a troca é da ordem de dez vezes maior que a correlação, a energia de troca e de correlação é

subestimada em torno de7%. Uma falha conhecida do LDA é a predição de que a energia da estrutura

não magnética do ferro é levemente menor que a energia de estados magnéticos. De maneira similar,

potenciais de ionização não são bem descritos por LDA. Entretanto, comprimentos de ligação são

bem descritos pela aproximação de densidade local.

Em sistemas reais a densidade não é homogênea. Um refinamentodo método LDA normalmente

utilizado no formalismo DFT é expressar o funcionalEXC em termos da densidade e do gradiente

da densidade eletrônica. Essa aproximação é conhecida comoexpansão generalizada de gradientes

(GGA, generalized gradient approximation), onde a energia de troca-correlação pode ser escrita da

seguinte maneira:

EGGA
XC [ρ] =

∫

drf(ρ(r),5ρ(r)). (2.29)

Existem várias propostas para o funcionalEXC . As mais utilizadas são baseadas nos trabalhos de

Perdew-Burke-Erzenhof [22], de Lee-Yang-Parr-Beck [23] de Perdew e Wang [24] de Perdew [25] e

Beck [26].

Em cálculos incluindo spin a energia de troca e correlação é frequentemente separada em um

termo de troca e outro de correlação. O termo de troca é obtidona aproximação de Hartree-Fock para

um gás de elétrons livres, e uma aproximação bastante usada para a energia de correlação é baseada

em cálculos de Monte Carlo, como os feitos por Cerpeley e Alder [27].



2.4 Teoria do pseudopotencial 26

2.4 Teoria do pseudopotencial

As funções de onda dos elétrons próximos aos núcleo (core) são muito localizadas. Pode-se mos-

trar que as soluções da equação de Kohn-Sham para sólidos cristalinos infinitos não são facilmente

tratáveis. A base de ondas planas é muito pobre para expandiras funções de onda eletrônicas, de-

vido as rápidas oscilações da função de onda na região decore. Sabemos que as propriedades físicas

dos sólidos são dependentes mais dos elétrons de valência doque dos elétrons decore. Devido a

isso, introduz-se a aproximação do pseudopotencial, onde substituimos os elétrons decoree sua forte

interação com o núcleo por um pseudotencial suave, como mostramos na figura 2.8.

Vamos agora justificar a aproximação do pseudopotencial. Sejam as funções de estados eletrô-

nicos reais decore, |φc〉 e de valência,|φv〉. Vamos construir uma pseudofunção de onda|χv〉 na

forma

|χv〉 = |φv〉 +
∑

core

|φc〉〈φc|χv〉. (2.30)

Escrevemos a equação de Schrödinger para os autoestados doselétrons de valência, que terá a

forma

T |φv〉 + V (r)|φv〉 = ε|φv〉, (2.31)

e a equação de Schrödinger para a pseudofunção de onda, com o mesmo autovalor da equação 2.31:

T |χv〉 + VPS(r)|χv〉 = ε|χv〉, (2.32)

ondeVPS é o pseudopotencial. Tomando a equação 2.30 podemos obter|φv〉, que terá a forma

|φv〉 =

(

1 −
∑

core

|φc〉〈φc|
)

|χv〉. (2.33)

Agora, usando o resultado 2.33 na equação 2.31 obtemos a expressão da qual teremos o pseudopo-

tencial, que será

T |χv〉 +

[

V (r) + (ε− T − V )
∑

core

|φc〉〈φc|
]

|χv〉 = ε|χv〉. (2.34)

Observando a equação 2.34 obtemos o peseudopotencialVPS

VPS = V (r) + (ε− T − V (r))
∑

core

|φc〉〈φc|. (2.35)

A equação de Schrödinger 2.34 fornece os mesmos autovaloresque a equação 2.31 para os elé-

trons de valência e além disso considera os efeitos dos elétrons decoresem a necessidade de calcular
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Fig. 2.8: Comparação entre a pseudofunção de onda e a função de onda real.

explicitamente as funções de onda para os elétrons mais próximos ao núcleo. Isto é uma grande

vantagem para cálculos de materiaisbulk (ou com sistemas moleculares), pois construímos o pseu-

dopotencial de simples átomos isolados e o utilizamos para construir pseudopotenciais para calcular

propriedadesbulk, sem considerar os elétrons decorepara todos os átomos no sistemabulk.

A formulação da teoria do pseudopotencial apresentada até agora é chamada formulação de Phil-

lips e Kleinman. Vamos tratar de outro procedimento para o cálculo de pseudopotenciais, baseado

em cálculosab initio, usando-se a teoria do funcional da densidade. Para a realização de cálculos

atômicosab initio devemos resolver a equação radial de Kohn-Sham:

(

−1

2

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+ V (ρ, r)

)

rRnl(r) = εnlrRnl(r), (2.36)

ondeRnl(r) é uma função atômica dos elétrons de valência,n e l os números quânticos principal e

de momento angular eV (ρ, r) é a soma dos potenciais iônico, de Hartree e deexchange-correlação.

Assim, obtêm-seRnl(r) eεnl. A partir disso, a técnica para obter pseudopotenciais é substituir a parte

oscilatória da função de onda atômica radial na região de caroço (r < rc) por uma função analítica

conveniente (veja a figura 2.8), contínua e derivável, com a forma
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F (r) = rRPS
l (r) = r(rlf(r)), (2.37)

ondeRPS
l é a pseudofução de onda radial na região de caroço ef(r) uma função exponencial dada

por ep(r), sendop(r) um polinômio.

Uma vez que o hamiltoniano modificado atuando na pseudofunção de onda deve produzir um

mesmo autovalor, temos a seguinte equação de Kohn-Sham:

(

−1

2

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+ V PS(r)

)

rRPS
l (r) = εlrR

PS
l (r). (2.38)

Invertendo a equação acima, obtemos:

V PS
l (r) = εl −

l(l + 1)

2r2
+

1

2rRPS
l

d2

dr2
(rRPS

l ). (2.39)

Uma vez obtidos osV PS
l , o pseudopotencial pode ser escrito como:

Vrs =
∑

l

|l〉〈l|V PS
l , (2.40)

onde|l〉 é um autoestado do momento angular.

A pseudofunção de onda e a função de onda real normalizadas devem coincidir além de um raio

de corterc (veja a figura 2.8). Além disso, suas primeiras e segundas derivadas devem coincidir em

r = rc, de modo a garantir a continuidade e diferenciabilidade da função de onda. Esta condição

garante que o potencial eletrostático produzido fora derc será o mesmo para a pseudo distribuição de

carga e para a distribuição de carga real, ou seja:

∫ rc

0
|RPS

l (r)|2r2dr =
∫ rc

0
|Rl(r)|2r2dr . (2.41)

Assim podemos construir peseudopotenciais de norma conservada via cálculosab initio [28]. Maiores

detalhes sobre a teoria do pseudopotencial podem ser encontrados nas referências desta dissertação

[29, 30, 31].

2.5 Combinação linear de orbitais atômicos-método LCAO

A grande maioria dos cálculos de estrutura eletrônica é baseada na teoria de orbitais moleculares

em que os estadosψ são escritos em uma dada base. Encontrar uma base que represente bem um

orbital molecular pode ser uma barreira pouco trivial. Pararesolver esse problema, J. J. Roothaan
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propôs um método conhecido como combinação linear de orbitais atômicos (LCAO,linear combina-

tion of atomic orbitals). No método LCAO expandimos os autoestados que satisfazem aequação de

Kohn-Shan em uma combinação linear de funções semelhantes aorbitais atômicos localizadas sobre

os sítios atômicos. Assim, podemos escrever:

|ψi〉 =
n
∑

µ

Ciµ|φµ〉, (2.42)

ondeCiµ correspondem aos coeficientes da combinação linear que representarão os orbitais e|φµ〉 o

µ -ésimo orbital atômico.

O objetivo é é encontrar um conjunto de coeficientesCiµ de forma que o funcional energia eletrô-

nica encontre um mínimo, aplicado o teorema variacional. Utilizando a expansão 2.42 e aplicando o

princípio variacional, obtemos

HCi =
n
∑

µ

SCiµεiµ, (2.43)

onde S é a matriz de sobreposição, dada por

Sµη =
∫

φµφηdv. (2.44)

Escrevendo na forma matricial:

[H − εiS]Ci = 0. (2.45)

O problema tem solução quando o sistema tiver solução não trivial:

det[H − εS] = 0. (2.46)

A equação secular 2.46 fornece os autovaloresεi para um dadok. Dados os autovalores é possível

encontrar os coeficientesCi.

2.6 Implementação da metodologia de primeiros princípios

O SIESTA (Spanish Initiative for Eletronic Simulations with Thousands of Atoms) é um programa

de computador que implementa um método para executar cálculos de estrutura eletrônica e simula-

ções de dinâmica molecular de moléculas e sólidos. Todo o formalismo utilizado na solução é baseado

na teoria do funcional da densidade, dentro da aproximação do pseudopotencial. O programa é im-

plementado para resolver de maneira autoconsistente a equação de Kohn-Sham, definida previamente

neste capítulo. Descreveremos como nossa metodologia paracálculos de primeiros princípios é im-

plementada no SIESTA, que vai desde a escolha dos orbitais que servirão como base até a solução do
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hamiltoniano.

As funções de onda no SIESTA são expandidas em uma base formada por pseudo-orbitais atô-

micos, que são autofunções do pseudo-hamiltoniano atômicoH
′

= T + VPS. Estas funções de base

são do tipo atômico, ou seja, uma função radial multiplicadapor um harmônico esférico e são feitas

finitas, tornando-se zero além de algum raio de corte. Um ponto importante é que a seleção da base

pode ser feita utilizando o princípio variacional. Dessa maneira, a minimização da energia com res-

peito à quaisquer parâmetros da base define esta base por primeiros princípios. Para gerar uma base,

três características são importantes: O tamanho da base (número de orbitais por sítio atômico), o seu

alcance (raio de corte) e a sua forma radial [32].

Expandimos as funções de onda em uma base numérica:

ψi =
∑

µ

ciµφµ. (2.47)

Nesta expansão, o número de orbitais por átomo é importante.O tamanho desta base define a alta ou

baixa qualidade do cálculo. A base mínima (single-ζ) tem somente uma função radial por momento

angular. Uma base melhor é obtida adicionando mais uma segunda função por momento angular e

assim obtemos a base double-ζ . O segundo orbital pode ser, por exemplo, obtido a partir da expansão

em gaussianas de um orbital atômico. Outra possibilidade é partir da diferença entre o orbital atômico

original e uma função suave e diferenciável, dentro do mesmoespaço de Hilbert. Estas funções

não têm alcance muito longo, sendo limitadas em um determinado ponto por um raio de corterc,

como na figura 2.8 da seção 2.4. O uso de funções de alcance limitado na base reduz o número de

elementos de matriz do hamiltoniano que devem ser calculados e assim tomamos apenas os elementos

do hamiltoniano relevantes para o problema em questão.

Soluções do hamiltoniano

Temos que resolver a equação de Kohn-Sham

[

−∇2

2
+ (Vion(r − Rl) + Vcore(r − Rl)) +

∫

ρ(r)dr
|r − r ′| +

δEXC [ρ]

δρ

]

ψi(r ) = εiψi(r). (2.48)

Substituimos o potencialcorepor um pseudopotencial, conforme vimos na seção 2.4. Em seguida, es-

colhemos uma base, coforme discutimos nesta seção, para a expansão dos estados eletrônicos. Como

discutimos anteriormente, definimos um raio de corte de forma a diminuir o número de elementos de

matrizes. São dois os raios de corte:

1. O ponto em quer = rc;
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2. o raio de confinamento da base.

O passo seguinte é reescrever a densidade eletrônica como

ρ(r) = ρ0(r) + δρ(r), (2.49)

ondeρ0(r) =
∑

ρN
l (r − Rl) é a soma das densidades eletrônicas de valência dos átomos neutros.

Isso é importante para que o hamiltoniano tenha apenas termos de curto alcance. Uma vez obtido o

hamiltoniano, obtemos as energias dos autoestados diagonalizando uma equação secular. Resolvida

a equação secular, obtemos a energia total e podemos obter asforças sobre os átomos com o cálculo

do gradiente energia total.

2.7 Implementação do método de Monte Carlo

Nesta seção descreveremos como o método de Monte Carlo foi implementado. Precisamos, antes

disso, falar do modelo fundamental para o cálculo das energias totais ultilizado pelo nosso programa,

o modelo de Energia de Ligação entre Primeiros Vizinhos que desenvolveremos a seguir.

2.7.1 Modelo de energia de ligação entre primeiros vizinhos

Em equilíbrio termodinâmico, determinados padrões de ligações entre átomos de carbono, boro

e nitrogênio, podem ser favorecidos em folhas deBxCyNz. Para analisar a formação destes padrões,

utilizaremos nos cálculos de Monte Carlo o modelo de energiade ligação entre primeiros vizinhos,

baseado na parametrização de resultadosab initio. Os parâmetros relevantes no modelo são as ener-

gias de ligação entre possíveis primeiros vizinhosεCB, εCN , εBN , εCC , εBB , εNN . Dessa maneira,

podemos escrever a energia total no modelo na forma

Ei
tot =

∑

αβ

ni
αβε

i
αβ , (2.50)

ondei é o índice da estrutura,α, β = C,B,N e ni
αβ é o número de ligaçõesαβ na estrutura. Os

parâmetrosεαβ são parametrizados para reproduzir da melhor forma possível cálculos de primeiros

princípios para dez estruturasBxCyNz de oito átomos selecionados. Embora efeitos de distorções de

ligações não estão incluídos explicitamente, eles são considerados em média, através das estruturas

otimizadas usadas na parametrização [33]. Na figura 2.9 temos uma comparação de resultados para a

energia de formação calculadas com o modelo e com cálculosab initio, extraídas da referência [33].

Vê-se que o modelo dá bons resultados tanto para as dez estruturas para os quais foi parametrizado

como para as outras dez estruturas adicionais.
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Fig. 2.9: Comparação entre as energias de formação para estruturas em folhas deBxCyNz calculadas
com o modelo de energia de ligação e com os cálculos de primeiros princípios. À esquerda é mostrada
a comparação para as dez estruturas de oito átomos para as quais a parametrização foi feita e à direita,
a comparação para as dez estruturas adicionais. Resultadosobtidos por Mazzoni e colaboradores em
artigo citado na referência [33].

2.7.2 O método na prática

Para utilizarmos o modelo de cálculos das energias totais deestruturasBxCyNz desenvolvido na

subseção 2.7.1, desenvolvemos uma rotina computacional para cálculo da energia total do sistema.

Partimos de folhas de grafite, com 96 átomos, onde substituimos alguns átomos de carbono por boro e

nitrogênio, obtendo estruturas com concentrações variadas das espécias atômicas. Assim, escolhemos

uma configuração aleatória para nossa supercélula inicial eescolhemos, aleatoriamente, uma pequena

porção da supercélula, conforme a figura 2.10. Desta pequenacélula, selecionamos determinados ató-

mos e os permutamos com átomos primeiros vizinhos, de maneira aleatória. Se a nova configuração

tiver energia menor que a anterior, esta será a nova energia;caso contrário, o novo estado será aceito

com probabilidade proporcional ao fator de Boltzmann. A rotina continua o processo de minimização

sorteando uma outra região da supercélula e o processo se repete até que o mínimo de energia total

seja alcançado. A rotina computacional descrita acima, nosfornece a estruturaBxCyNz mais estável

do ponto de vista energético, bem como a evolução de Monte Carlo da dinâmica do sistema e evolu-

ção da energia total. Veja que esta energia total é minimizada localmente e isso não afeta a vizinhança

da célula escolhida. Este processo inicia a uma dada temperaturaT , de forma que possamos superar

os mínimos locais de energia que eventualmente podem aparecer no processo de otimização. Isso é
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Fig. 2.10: Supercélula de 96 átomos na qual escolhemos aleatoriamente um átomo e seus primeiros
vizinhos. Na região selecionada permutamos as posições de um átomo e seu vizinho, aleatoriamente,
e cálculamos a energia da célula. Se a energia do setor escolhido for menor que a energia local inicial,
haverá a mudança. Caso contrário, esta mudança é aceita com probabilidade proporcional ao fator de
Boltzmann.

feito via algoritmo de resfriamento simulado.



Capítulo 3

Efeitos da desordem e segregação nas

propriedades eletrônicas de camadas

deBxCyNz

3.1 Introdução

A substituição parcial do carbono no grafeno (ou plano de grafite) por átomos de boro e nitrogê-

nio leva à formação de "carbonitreto de boro hexagonal",BxCyNz. As estruturas ternárias resultantes

desta substituição podem ter diversas estequiometrias, como tem sido mostrado em alguns trabalhos

recentes, em experimentos com deposição de vapor químico [34]. Isso abre caminho para a produção

de possíveis materiais com propriedades intermediárias entre o grafite e o nitreto de boro hexagonal,

com propriedades eletrônicas úteis a possíveis aplicaçõesparticulares. Alguns trabalhos experimen-

tais têm mostrado que algumas propriedades como largura da faixa proibida (gap), propriedades de

transporte e algumas propriedades ópticas, dependem da fração relativa deC e BN em filmes de

BCN [35, 36]. Outros métodos de síntese de estruturasBxCyNz levam à segregação entreC eBN

que resultam em configurações com ilhas de carbono e nitreto de boro [37].

Cálculos de primeiros princípios em algumas estruturas ternáriasBxCyNz periódicas e com pe-

queno número de átomos na célula unitária, sugerem que ligaçõesC−C eB−N são mais favoráveis

e ligaçõesN −N eB − B são bem menos favoráveis, com custo energético bem significativo [33].

Dessa maneira, temos que estruturas com mais ligaçõesC − C eB −N são mais estáveis e indicam

a possibilidade de formação de ilhas de carbono em estruturas desse tipo.

A possibilidade da sintetização de diferentes estruturasBxCyNz e a segregação deC eBN des-

pertam o interesse na investigação da estabilidade e das propriedades eletrônicas dessas estruturas.

No presente trabalho, utilizamos o modelo de energia de ligação entre primeiros vizinhos, discutido

34
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na seção 2.7.1, para investigar as propriedades de estruturasBxCyNz com células de número de áto-

mos da ordem de cem. Partindo de configurações aleatórias, utilizamos uma rotina computacional de

resfriamento simulado para encontrar estruturas estáveis. Investigamos as propriedades eletrônicas

de algumas amostras selecionadas por meio de cálculos de primeiros princípios.

3.2 Metodologia

No trabalho, utilizamos o modelo de energia de ligação entreprimeiros vizinhos e desenvolvemos

uma rotina computacional de Monte Carlo com resfriamento simulado (simulated annealing) para

encontrar as conformações de menor energia, originadas de estruturas iniciais aleatórias, e calculamos

suas energias totais. Utilizando as estruturas estáveis obtidas com o nosso programa, partimos para a

otimização de geometria e o estudo da estrutura eletrônica.Os cálculos foram baseados na teoria do

funcional da densidade (DFT) de Kohn-Sham [1], dentro da aproximação do gradiente generalizado

(GGA) para o funcional energia de troca e correlação. Nós utilizamos um método LCAO (SIESTA)

[38], com as basesingle-ζ e double-ζ . Todas as geometrias foram otimizadas até que as forças

remanescentes fossem menores que 0.04 eV/Å. Por fim, o tamanho da supercélula, usada nos cálculos

variou entre 14 Å e 17 Å.

3.3 Análise estrutural e cálculo de energias totais

Consideramos uma amostragem de sete estruturas iniciais defolhas deBxCyNz. Descrevemos

como foi o processo de preparação dessas amostras a seguir:

• Fixamos uma concentração intencional de boro, carbono e nitrogênio (1
3

para cada espécie

atômica), ou seja, a probabilidade de cada um dos noventa e seis sítios serem ocupados por

boro, carbono ou nitrogênio é a mesma;

• em cada uma das sete amostras, rotuladas de (a) a (g), selecionamos aleatoriamente o tipo de

átomo (carbono, boro ou nitrogênio) em cada sítio. As estruturas resultantes (não relaxadas)

são mostradas na figura 3.1;

• como resultado da seleção aleatória do tipo de átomo, a estequiometria resultante de cada uma

das amostras não é exatamenteB32C32N32 devido às flutuações estatísticas. Na tabela 3.1

indicamos a estequiometria resultante de cada amostra. Em uma das amostras (c) fixou-se o

número de átomos de carbono, boro e nitrogênio como sendo iguais.
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Rótulo da amostra
Número de átomos

Carbono Boro Nitrogênio
a 33 31 32
b 31 32 33
c 32 32 32
d 31 33 32
e 28 34 34
f 31 34 31
g 31 31 34

Tab. 3.1: Estequimetrias iniciais de cada amostra utilizadas neste trabalho.

• as configurações aleatórias de cada amostra, mostradas na figura 3.1, foram utilizadas como

configurações iniciais em nosso programa de resfriamento simulado, descrito na seção 2.2.

Após o processo de resfriamento (descrito em mais detalhes aseguir) obtivemos as estruturas

otimizadas de cada uma das sete amostras.

Com as amostras preparadas, executamos alguns testes de nossa metodologia, implementada no

programa de resfriamento simulado por nós desenvolvido, e calculamos as energias totais das estru-

turas otimizadas utilizando o programa SIESTA e através de nosso programa. Obtivemos resultados

para as energias totais através do modelo com boa concordância com os resultados obtidos com os

cálculosab initio. A comparação dos resultados obtidos para as energias totais das sete estruturas

estão mostradas na figura 3.2.

Tendo obtido resultados aceitáveis para as energias totaisfornecidas pelo modelo, procedemos

à análise dos resultados do resfriamento simulado. A energia térmica inicial do processo de resfri-

amento,kBT , foi de 1.0 eV. Utilizamos uma lei linear de decréscimo da temperatura em todas as

amostras e a energia total mostrou um comportamento semelhante para todas as amostras durante

esse processo. A evolução da energia total em função do número de passos de simulação de Monte

Carlo é mostrada na figura 3.3.

Durante o processo de otimização, percebemos nas estruturas a formação de ligaçõesB − N e

a segregação do carbono, tendendo à formação de regiões dominantes de carbono dentro de regiões

de nitreto de boro. Milhões de passos de simulação são necessários para a otimização e algumas

das etapas do processo de otimização para a estrutura 3.1(a)são mostradas na figura 3.4. Podemos

perceber que as ligaçõesB − B,N −N são pouco favoráveis e seu número diminui à medida que o

processo de otimização evolui.

Após o processo de resfriamento, as sete estruturas resultantes são qualitativamente semelhantes,

como já era esperado devido à semelhança do comportamento daenergia total em todos os casos.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Fig. 3.1: Estruturas iniciais em folhas deBxCyNz consideradas neste trabalho. Carbono, boro e
nitrogênio são representados em cinza, branco e preto, respectivamente.
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Fig. 3.2: Energias totais das estruturas da figura 3.1 depoisde otimizadas, calculadas usando o modelo
de energias entre primeiros vizinhos da seção 2.7.1 em função dos correspondentes resultadosab
initio, com o pacote SIESTA usando uma base DZP.

O padrão de formação das ilhas não é uniforme e obtemos diversos formatos de ilhas em nossos

cálculos. Na figura 3.5 temos as estruturas resultantes do processo de otimização.

Na figura 3.6 mostramos uma célula 2x2 (de 384 átomos) da estrutura otimizada da amostra 3.5(a),

após o processo de resfriamento. Percebemos de uma maneira mais clara neste formato a formação

das ilhas de carbono (em destaque) depois do processo de otimização. A quantidade e forma das ilhas

é variada, dependendo da concentração de carbono, boro e nitrogênio da estrutura.

Observarmos que para a estrutura otimizada da amostra 3.5(c), com iguais quantidades de car-

bono, boro e nitrogênio, existe o mesmo número de ligaçõesC − B e C − N na fronteira da ilha.

Podemos, de fato, demonstrar que para estruturas com mesma concentração de boro e nitrogênio te-

remos sempre a mesma quantidade de ligaçõesC−B eC−N nas estruturas estáveis, ou seja, temos

números iguais de boro e nitrogênio na fronteira da ilha. Esse fato está inteiramente relacionado ao

crescimento da ilha de carbono. Nós demonstramos este teorema, o "teorema da vizinhança", no

apêndice C desta dissertação.

3.4 Estrutura eletrônica

Para permitir a análise da estrutura eletrônica de cada amostra, calculamos a densidade de estados

convoluída com gaussianas, definida como

D(ε) =
∑

i

e−
(ε−εi)

2

∆2 , (3.1)
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Fig. 3.3: Energia total em função do número de passos monte carlo das estruturas da figura 3.1.
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(a) N=0 passos (b) N=5.0x10
4 passos (c) N=5.0x10

6 passos

(d) N=1.5x10
7 passos (e) N=2.0x10

7 passos (f) N=4.0x10
7 passos

Fig. 3.4: Evolução da estrutura 3.1(a). Mostramos de (a) a (f) a evolução da amostra com a confi-
guração inicial, quatro configurações intermediárias e a configuração final. Percebemos a segregação
do carbono e formação de ilhas dentro de nitreto de boro.

ondeεi é o i-ésimo autovalor de Kohn-Sham. Utilizamos∆ = 0.400 eV. O uso desta forma, em lugar

da forma usual com somatórios de funções delta de Dirac, tem afinalidade da vizualização deD(ε)

para uma amostra finita. Também consideramos a densidade de estados projetadas nos sítios de C, B

e N. A densidade de estados projetada nos sítios tem a forma:

Dα(ε) =
∑

i

Gαie
− (ε−εi)

2

∆2 , (3.2)

ondeGαi é a soma das populações de Mulliken do auto estadoi sobre todos os sítios do tipoα (C, B

ou N) da amostra. A população de Mulliken [39] nos fornece um significado para a estimativa das

cargas atômicas parciais.

Definida a densidade de estados, discutiremos o efeito da desordem e da concentração das espécies

atômicas no carbonitreto de boro. Uma característica comumem todas as "amostras"(amostra teórica)

consideradas é que, à medida que se estabelece uma das conformações de menor energia durante o

resfriamento, temos como resultado a diminuição na densidade de estados próximo ao nível de Fermi,

com o surgimento de um "quase-gap". As densidades totais de estados para todas as amostras são
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Fig. 3.5: Estruturas estáveis em folhas deBxCyNz obtidas neste trabalho. Carbono, boro e nitrogênio
são representados em cinza, branco e preto, respectivamente.
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Fig. 3.6: Padrão de formação de ilhas de carbono em uma folha deBxCyNz crescida com a supercé-
lula da figura 3.5(a). Percebemos a clara segregação do carbono na forma de grafite dentro do nitreto
de boro hexagonal.

mostradas na figura 3.7 em três etapas do processo de resfriamento (inicial, intermediário e final).

Nas estruturas estáveis, temos ilhas de carbono dentro de nitreto de boro e este fato é refletido

na densidade de estados. Podemos observar, através das densidades parciais de estados projetada nos

sítios de carbono, boro e nitrogênio, mostradas na figura 3.8, que:

• A mudança na concentração de boro e nitrogênio muda a energia de Fermi;

• Um aumento na concentração de nitrogênio aumenta a energiade Fermi e um aumento na

concentração de boro torna a energia de Fermi mais negativa;

• a densidade de estados projetada nos sítios de boro,DB(ε), tem pico próximo à região de

energia do fundo da banda de condução, calculada para a folhade BN;

• a densidade de estados projetada nos sítios de nitrogênio,DN(ε) tem pico próximo à região de

energia do fundo da banda de valência da folha de BN;

• a soma deDB(ε) eDN(ε) é semelhante à da folha BN, com a clara formação de um gap;

• A densidade de estados projetada nos sítios de carbono,DC(ε), tem um formato em "v" pró-

ximo ao nível de Fermi, como no caso do grafeno;

• O mínimo deDC(ε) está sobreEF quando o número de átomos de boro e carbono é o mesmo,

abaixo deEF quandonN > nB e acima deEF quandonN < nB.
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Fig. 3.7: Evolução da densidade total de estados (DOS) das estruturas da figura 3.1. Partimos da
densidade total de estados da estrutura inicial e na mesma figura mostramos a densidade de estados de
uma estrutura intermediária do processo de otimização e também a densidade de estados da estrutura
estável.
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Amostra
Número de átomos Energia de Fermi (eV)

Carbono Boro Nitrogênio Inicial Intermediário Final
a 33 31 32 -6.1982 -5.7076 -5.1904
b 31 32 33 -6.1685 -5.3568 -5.0761
c 32 32 32 -6.1071 -5.8258 -5.9068
d 31 33 32 -6.1490 -5.8236 -6.3533
e 28 34 34 -5.9023 -5.6021 -5.9802
f 31 34 31 -6.2084 -6.6931 -6.6318
g 31 31 34 -5.8639 -5.1769 -4.9664

Tab. 3.2: Variação da energia de Fermi para as estruturas iniciais, para um caso intermédiário e para
as estruturas otimizadas.

Esses fatos ficam claros quando analisamos os dados da tabela3.2, onde são dadas as energias de

Fermi para todas as amostras. Para cada estrutura fizemos os cálculos para a estrutura inicial, para

uma intermediária e para a estrutura estável.

Os cálculos de estrutura eletrônica foram feitos na basesingle-ζ . Próximo ao nível de Fermi, a

densidade de estados mantém o mesmo comportamento se utilizarmos para os cálculos adouble-ζ .

Para mostrar esse fato, fizemos para a estrutura da figura 3.5(a) cálculos utilizando a basedouble-ζ .

Isso pode ser observado na figura 3.9.

Amostra
Número de átomos Energia de Fermi (eV)

Carbono Boro Nitrogênio single-ζ double-ζ
a 33 31 32 -6.1982 -3.5057
b 31 32 33 -6.1685 -3.6066
c 32 32 32 -6.1071 -4.0787
d 31 33 32 -6.1490 -5.0048
e 28 34 34 -5.9023 -4.5901
f 31 34 31 -6.2084 -5.3414
g 31 31 34 -5.8639 -3.4654

Tab. 3.3: Energias de Fermi obtidas com cálculos executadoscom as basessingle-ζ e double-ζ para
as estruturas estáveis.

Observando a densidade total de estados, foi observada uma translação, mas sua forma foi man-

tida nas proximidades do nível de Fermi. Dessa forma, a basesingle-ζ é suficiente para um estudo

qualitativo para o nosso problema. Em todos os casos foi observado um aumento no nível de Fermi

quando utilizamos a basedouble-ζ , substituindo a basesingle-ζ , para o cálculo da densidade de es-

tados para todas as estruturas. Os resultados dos cálculos das energias de Fermi executados com as

basessingle-ζ edouble-ζ são mostrados em detalhes na tabela 3.3.
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Fig. 3.8: Densidade de estados parcial de cada estrutura estável
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Fig. 3.9: Densidade total de estados da estrutura da figura 3.5(a), calculada nas basessingle-ζ e
double-ζ . Observamos que a densidade de estados conserva sua forma e há uma translação no nível
de Fermi.

Como já comentamos, a otimização das estruturas leva a uma alteração emD(ε) próximo ao nível

de Fermi. Isso é devido ao fato de que as ilhas de carbono dão origem a estados localizados no gap

e isso pode ser observado analisando-se as estruturas de bandas de cada estrutura otimizada. Estas

estruturas de bandas são mostradas na figura 3.10. As figuras mostram bandas de pequena dispersão

(estados localizados) na região de energia do gap do nitretode boro. Estes estados correspondem a

estados localizados nas ilhas de carbono. Portanto, a ilha de carbono tem o comportamento de um

"ponto quântico".

Calculamos a evolução da estrutura de bandas à medida que otimizamos a amostra 3.1(c) e ob-

servamos que a formação de estados localizados só surgem após a formação de ilhas de carbono. Na

figura 3.11 mostramos a evolução da estrura de bandas para a estrutura inicial 3.1(c).
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Fig. 3.10: Estruturas de banda para as estruturas estáveis da figura 3.5. O gráfico representa no eixo
y a energia subtraída da energia de Fermi.
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Fig. 3.11: Evolução da estruturas de banda para a estrutura 3.1(c). Notamos a separação do nitreto
de boro do carbono através do gap que aparece na estrutura estável. Neste gap são inseridos estados
localizados devido ao carbono segregado. Em 3.11(a) temos aestrutura de bandas para o caso inicial,
desordenado e nas figuras 3.11(b) e 3.11(c) os gráficos para uma etapa intermediária e para a estrura
otimizada, respectivamente.



Capítulo 4

Conclusões

Nesta dissertação utilizamos um programa de Monte Carlo, elaborado por nós, e cálculos de

primeiros princípios, utilizando o programa SIESTA, para estudar o efeito da segregação do carbono

em folhas deBxCyNz, depois de um processo de otimização configuracional na estrutura eletrônica.

Podemos concluir que:

• Observamos que partindo de amostras deBxCyNz com concentração aleatória e aplicando o

processo de otimização via resfriamento simulado houve a separação entre nitreto de boro e

carbono, com o carbono segregado em forma de ilhas na folha, mostrando que ligaçõesB−B,

N −N , B − C e N − C são pouco favoráveis.

• A forma das ilhas de carbono segregado resultantes do resfriamento simulado é variável, de-

pendendo da concentração de boro, carbono e nitrogênio.

• A energia total varia com o processo de otimização e esta mostrou um comportamento seme-

lhante para todas as amostras durante o processo de otimização.

• Um aumento na concentração de nitrogênio aumenta a enegia de Fermi e um aumento na con-

cetração de boro torna a energia de Fermi mais negativa.

• Uma característica comum a todas as amostras consideradasé que, à medida que se estabelecem

conformações de menor energia durante o resfriamento, temos como resultado a diminuição na

densidade de estados próximo ao nível de Fermi, com o surgimento de um "quase-gap".

• Analisando a estrutura de bandas de uma das amostras, observamos bandas de pequena dis-

persão (estados localizados) na região de energia do gap do nitreto de boro. Estes estados

correspondem a estados localizados nas ilhas de carbono. Portanto, a ilha de carbono tem o

comportamento de um "ponto quântico".
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Apêndice A

Estimativa do erro na integração de Monte

Carlo

Na seção 2.1 mencionamos que a as flutuações no cálculo de integrais pelo método de Monte

Carlo eram proporcionais a1√
M

. Vamos provar este resultado. Sejax uma grandeza de interesse

experimental. Considerem conjuntos de medidas cada um comn tentativas para um total demn

tentativas. O índiceα denota uma medida em particular ei uma dada medida no experimento. Deno-

minamosxα,i a tentativai da medidaα. O valor desta medida é dado por

Mα =
1

n

n
∑

i=1

xα,i. (A.1)

A média ~M do total demn medidas é

M =
1

m

m
∑

α=1

Mα =
1

mn

m
∑

α=1

n
∑

i=1

xα,i. (A.2)

A diferença entre a medidaα e a média das medidas é dada por

εα = Mα −M. (A.3)

Calculemos a variância das médias:

σ2
m =

1

m

m
∑

α=1

ε2. (A.4)

Agora vamos relacionar esta variância com a variância das medidas individuais. A discrepânciadα,i

entre uma amostra individual e a média é

dα,i = xα,i −M. (A.5)
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Assim, a variânciaσ2 dasmn medidas individuais pode ser escrita como

σ2 =
1

mn

m
∑

α=1

n
∑

i=1

dα,i. (A.6)

Com isso, nós escrevemos

εα =
1

n

n
∑

i=1

(xα,i −M) =
1

n

n
∑

i=1

dα,i. (A.7)

Substituindo este resultado na equação A.4, obtemos

σ2
m =

1

m

m
∑

α=1

(

1

n

n
∑

i=1

dα,i

)





1

n

n
∑

j=1

dα,j



 . (A.8)

No limite de muitas medidas, esperamos apenas termosi = j nos somatórios emi e j da equação

acima. Assim, ficamos com

σ2
m =

1

mn2

m
∑

α=1

n
∑

i=1

d2
α,j. (A.9)

Substituindo na equação A.6, obtemos finalmente

σ2
m =

σ2

n
, (A.10)

que é o resultado desejado, o que finaliza a demonstração.



Apêndice B

Demonstração do teorema de Hohemberg e

Kohn

A teoria do funcional da densidade se baseia num teorema, teorema de Hohenberg-Kohn[1], que

permite formular o problema de muitos corpos em termos da densidade eletrônica como variável

básica. Este teorema estabelece que a energia do estado fundamental é um funcional único da densi-

dade eletrônica. Primeiramente, vamos mostrar que dois potencias externosVext eV
′

ext, diferentes a

menos de uma constante, conduzem necessariamente a diferentes estados fundamentais|Ψ0〉 e |Ψ′

0〉.
Fazendo:

H = T + V + Vext (B.1)

onde T é o operador energia cinética,Vext é um potencial externo e V é a interação elétron-elétron.

Desta forma podemos escrever:

(T + V + Vext)|Ψ0〉 = ε0|Ψ0〉 (B.2)

(T + V + V
′

ext)|Ψ
′

0〉 = ε
′

0|Ψ
′

0〉 (B.3)

Prova-se a primeira parte do teorema por absurdo. Supondo que |Ψ0〉seja igual a|Ψ′

0〉 e então

subtraindo B.2 de B.3, temos:

(V
′

ext − Vext)|Ψ0〉 = (ε
′

0 − ε0)|Ψ0〉 (B.4)

ondeε0 eε
′

0 são números reais. Isto significa queVext eV
′

ext só podem diferir por uma constante, caso

contrário|Ψ0〉 6= |Ψ′

0〉.
Novamente por absurdo mostrar-se que diferentes potenciais externos conduzem a diferentes den-
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sidades eletrônicas do estado fundamental. De acordo com o princípio variacional:

ε0 = 〈Ψ0|H|Ψ0〉 < 〈Ψ′

0|H|Ψ′

0〉 = 〈Ψ′

0|H
′

+ Vext − V
′

ext|Ψ
′

0〉 =

ε
′

0 +
∫

ρ
′

0[Vext − V
′

ext]dr (B.5)

ε
′

0 = 〈Ψ′

0|H ′|Ψ0
′〉 < 〈Ψ0|H ′|Ψ0〉 = 〈Ψ0|H + V

′

ext − Vext|Ψ0〉 =

ε0 +
∫

ρ0[V
′

ext − Vext]dr (B.6)

Usando a suposição de queρ0(r) = ρ
′

0(r) e somando B.5 com B.6, temos:

ε0 + ε
′

0 < ε
′

0 + ε0 (B.7)

que não é correto. Assim concluimos queρ0(r ) 6= ρ
′

0(r) paraVext 6= V
′

ext e que portantoE0 é

funcional único da densidade eletrônica do estado fundamental. O teorema de Hohenberg-Kohn

pode ser generalizado para incluir estados degenerados, que é formalmente importante. Uma outra

forma mais elegante de demonstração foi feita por Levy [40],que inclui automaticamente os estados

degenerados.



Apêndice C

Demonstração do Teorema da Vizinhança

Nas folhas deBxCyNz analisadas no presente trabalho, observamos o padrão de formação de

ilhas de carbono dentro do nitreto de boro hexagonal à medidaque a estrutura vai se tornando mais

estável. Em estruturas com mesma quantidade de boro e nitrogênio, percebemos que existe o mesmo

número de ligaçõesC−B, nCB, e de ligaçõesC−N , nCN na fronteira da ilha de carbono. Isto pode

ser demonstrado, como faremos em seguida.

Fig. C.1: EstruturaBxCyNz com uma ilha de carbono e iguais quantidades de boro e nitrogênio.

Partimos da estrutura da figura C.1, onde temos uma ilha de carbono com quantidades iguais

de boro e nitrogênio na fronteira. Podemos crescer esta ilhade carbono substituindo os nitrogênios

ou os boros por carbonos. Assim, teremos uma mudança no número de ligações entre os átomos.

Vamos analisar esta variação no número de ligações. Temos quatro tipos possíveis de configurações,

rotuladas de (a) a (d), na fronteira da ilha de carbono, como podemos observar na figura C.2.

Substituindo o nitrogênio marcado por carbono,na configuração C.2(a), o número de ligações

entre carbono e boro,nCB, aumenta:
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. C.2: Possíveis ligações na fronteira da ilha de carbono. Em C.2(a) C.2(b) temos o primeiro
caso com as duas possíveis ligações com boro e nitrogênio e emC.2(c) e C.2(d) o segundo caso das
possíveis ligações.

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN − 1

nCB −→ nCB + 2

. (C.1)

Substituindo o boro marcado por carbono, na configuração C.2(b), o número de ligações entre

carbono e nitrogênio,nCN , aumenta e o número de ligações entre carbono e boro,nCB, diminue:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN + 2

nCB −→ nCB − 1

. (C.2)

Substituindo o boro marcado por carbono, na configuração C.2(c), o número de ligações entre

carbono e nitrogênio,nCN , novamente muda:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN + 1

nCB −→ nCB − 2

. (C.3)

Por fim, substituimos um nitrogênio por carbono na última configuração, C.2(d), e temos um
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aumento no número de ligações entre boro e carbono e uma diminuição no número de ligações entre

carbono e nitrogênio:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN − 2

nCB −→ nCB + 1
. (C.4)

Para mantermos constante a igualdade entre o número de átomos de boro e o número de átomos de

nitrogênio (nossa hipótese), devemos substituir um par boro-nitrogênio por dois átomos de carbono.

Isto pode ser feito de quatro maneiras. Combinando as equações anteriores:

1. C.1 seguida de C.2:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN + 1

nCB −→ nCB + 1

. (C.5)

2. C.1 seguida de C.3:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN

nCB −→ nCB

. (C.6)

3. C.2 seguida de C.4:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN

nCB −→ nCB

. (C.7)

4. C.3 seguida de C.4:

antes da troca depois da troca

nCN −→ nCN − 1

nCB −→ nCB − 1

. (C.8)

Em todos as condições de crescimento da ilha de carbono, com números iguais de boro e nitrogênio,

conserva-se a igualdade entre número de ligaçõesnCN e nCB, ou seja, teremos sempre o mesmo

número de átomos de boro e carbono na vizinhança da ilha.


