Campo médio generalizado para a descrigao da
Bi-estabilidade ()ptica gerada por polaritons em
uma microcavidade semicondutora

Héliques Mesquita Frazao

Marco de 2008



Campo médio generalizado para a descricao da
Bi-estabilidade Optica gerada por polaritons em uma
microcavidade semicondutora

Héliques Mesquita Frazao

Orientadora: Profa. Maria Carolina Nemes

Dissertacao apresentada a UNIVERSIDADE FE-
DERAL DE MINAS GERAIS, como requisito par-
cial para a obtencao do grau de mestre em Fisica.

Marco de 2008



"Grandes sao as obras do Senhor,
Dignas de estudo para quem as ama.”
Salmo 110



i

Agradecimentos

A Deus.
Aos meus pais pelo apoio incondicional.
A Carolina por toda a paciéncia e atencao.

As pessoas que contribuiram diretamenta para a realizacao deste traba-
lho: Eduardo Adriano Cotta (Doutorando da UFMG), pela orientagao sobre
bi-estabilidade optica e sobre o experimento da microcavidade semicondu-
tora; Julia Esteves Parreira (Doutoranda da UFMG), pelas contas detalhadas
do artigo [6]; e José Geraldo Peixoto de Faria (Professor do CEFET-MG),
pelo célculo do valor esperado em um estado gaussiano que motivou a trans-
formagao (3.59).

Aos colegas do mestrado pela amistosa convivéncia. Em especial, André,
Maurisan, Jonathan e Irismar, por todo o apoio nestes dois anos.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.



il

Resumo

Neste trabalho fazemos a aplicacao da aproximacao Gaussiana para a
descricao da propriedade de bi-estabilidade oOptica gerada por polaritons
numa microcavidade semicondutora. Esta aproximacao corresponde a uma
generalizacao da aproximacao de estado coerente, que adiciona mais propri-
edades quanticas na descricao do sistema: o squeezing e a possibilidade de
estados mistos. A demonstracao da propriedade de bi-estabilidade é feita
tomando a solucao estacionaria das equacoes de evolucao temporal forneci-
das pela aproximacao. Estas equagoes por sua vez, podem ser escritas numa
forma Hamiltoniana classica, em que as quadraturas do campo de polaritons,
e as variaveis de squeezing introduzidas pela aproximacao, correspondem as
variaveis canonicamente conjugadas. Uma analise de estabilidade da curva
caracteristica da propriedade de bi-estabilidade, obtida pela nossa aproxima-
¢ao para o sistema, também é realizada, resultando na estabilidade dos ramos
superior e inferior, e na instabilidade do ramo intermediario.
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Abstract

In this work we describe the optical bistability produced by polaritons
in a semiconductor microcavity using a Gaussian mean-field approximation.
It generalize a coherent mean-field approximation and adds extra quantum
properties in the description of the system: the squeezing and the possibility
of mixtured states. We demonstrate the effect of optical bistability by means
of the stationary solutions of the time evolution equations provided by the
approximation. These equations can be written in a classical Hamiltonian
form, where the canonical variables are the quadratures of the polariton field
and the squeezing variables introduced by the approximation. We also make
a stability analysis which results in the stability of upper and lower branches
of bistability curve, and in the instability of intermediate branch.
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CapiTULO 1

Introducao

Um tépico de grande interesse em Optica quantica é a bi-estabilidade
6ptical, que ja tem sido extensivamente investigada ao longo das tltimas
décadas, tanto tedrica como experimentalmente. Uma motivacao de seu es-
tudo esta no desenvolvimento de dispositivos opto-eletronicos para aplicacao
na chamada computacao 6tica, onde utiliza-se pulsos de luz ao invés de vol-
tagens e correntes para representar, armazenar e manipular os bits de dados.

A bi-estabilidade 6tica em um sistema é caracterizada por uma curva
de histerese entre as intensidades de luz incidente e transmitida (ou refle-
tida), como a mostrada na figura 1.1. Nela, observamos que para baixas
intensidades incidentes I;, temos intensidades transmitidas Iy menores que
I; (segmento OA), devido a absorcao e dispersao do meio. Mas ao ser atin-
gido um valor Ig de intensidade incidente, acontece um salto do sistema para
estados de altas intensidades transmitidas (segmento CE), devido a saturagao
da absorcao e dispersao do meio. Uma vez ai, o sistema permanece nestes es-
tados, mesmo ao diminuirmos a intensidade incidente a valores menores que
Ip (segmento CD). Somente ao atingir um valor /4 de intensidade incidente,
o sistema da um salto inverso para baixos valores de intensidade transmitida.
Na regiao ABCD da figura, vemos que existem dois valores possiveis de in-
tensidade transmitida para uma mesma intensidade incidente, nesta situacao
¢ que dizemos estar acontecendo a bi-estabilidade 6ptica. Com o sistema
nesta regiao bi-estavel, uma transicao para o ramo superior de intensidade
transmitida CE pode ser forcada pela injecao de um pulso de luz tal que
a intensidade incidente exceda o valor Ig na figura, ou o sistema pode ser

LA bi-estabilidade ética foi primeiramente discutida teoricamente por Szoke et al. em
1969, e observada experimentalmente por Gibbs et al. em 1976 [1].
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Figura 1.1: Diagrama da bi-estabilidade ética

forcado a fazer uma transi¢ao para o ramo inferior OA pela diminuicao da
intensidade incidente abaixo de /4 por um pulso de luz injetado no sistema
com um efeito contrario. Assim, o sistema pode vir a constituir um tran-
sistor optico, com o pulso injetado no sistema controlando a intensidade
transmitida.

Uma implementagao experimental de um sistema que apresenta a bi-
estabilidade éptica, consiste numa microcavidade semicondutora formada por
dois espelhos de Bragg contendo um poco quantico no seu interior, como
mostrado na figura 1.2. Os espelhos de Bragg sao formados por camadas
alternadas de dois materiais com diferentes indices de refracao (veja a figura
1.2), com a espessura das camadas escolhida de forma que a luz refletida por
todas as camadas interfiram construtivamente, resultando em um espelho
de alta refletividade para uma determinada regiao do espectro. No poco
quantico contido na cavidade, existem estados ligados entre elétrons da banda
de condugao e buracos (comportando-se como particulas positivas) da banda
de valéncia do material semicondutor, formados por atracao de Coulomb.
Estes pares elétron-buraco denominados de excitons?, que estao confinados

20 conceito de exciton foi introduzido por Wannier em 1937 [3].
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Figura 1.2: Microcavidade semicondutora formada por espelhos de Bragg (DBR
- Distributed Bragg Reflector) e contendo um pogo quantico no seu
interior (figura adaptada a partir de [2]).

na direcao do eixo de crescimento, mas livres para se movimentar no plano
do pogo (veja a figura 1.2), vao interagir com os fétons dentro da cavidade.
O Hamiltoniano quantico que descreve esta interacao entre os excitons e os
fotons da cavidade pode ser diagonalizado em termos de uma nova quase-
particula denominada de polariton?. E a densidade destes polaritons na
cavidade, e nao a densidade de fétons, a responsavel pela propriedade de

bi-estabilidade exibida por este sistema.

O Hamiltoniano para os polaritons na microcavidade semicondutora pode
ser escrito como [5]

1 o
H = E;p(0)p'p + §VOPPpT pipp — il 2N [EMe ®ugp!t — Heel],  (1.1)
onde p'(p) corresponde ao operador de criacao (aniquilacdo) para os po-

laritons. Com esta descrigao, podemos demonstrar a propriedade de bi-
estabilidade para o sistema, tomando a solucao estacionaria de um campo

30s polaritons foram previstos teoricamente por Hopfield em 1958 [4].



médio de estado coerente da equagao de Heisenberg para o operador p [5]. O
propdsito deste trabalho é estudar o Hamiltoniano (1.1), mas considerando
um campo médio generalizado tomado sobre um estado gaussiano. Fazemos
isso através da utilizacao da aproximagao Gaussiana [6, 7], que consiste na
substituicao do operador densidade p, que descreve o estado do sistema, por
uma projecao gaussiana pg, que corresponde a uma aproximagao de estado
gaussiano para p. A vantagem da utilizagdo desta técnica é a de adicionar
mais propriedades quanticas para descricao do sistema que estao associadas
a um estado gaussiano, como o squeezing.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, faze-
mos uma descricao da fisica da bi-estabilidade 6ptica, discutimos a implemen-
tacao experimental mostrada na figura 1.2 de uma microcavidade semicondu-
tora, e definimos a nossa ferramenta da aproximacao Gaussiana; no Capitulo
3, fazemos uma descricao do modelo para os polaritons na microcavidade
semicondutora, discutimos a aproximacao de estado coerente na descricao
da bi-estabilidade éptica neste sistema, e encerramos com a aplicacao da
aproximacao Gaussiana para a microcaviade semicondutora. Finalmente, no
Capitulo 4, apresentamos nossas conclusoes.



CAPITULO 2

Ferramentas

Neste capitulo apresentamos a fisica da bi-estabilidade o6ptica, descre-
vendo o mecanismo de formacao do efeito e a definicao de uma descricao
quantica, tomando como exemplo uma cavidade Fabry-Perot contendo um
meio nao-linear. Descrevemos também uma implementagao experimental de
um sistema que apresenta a bi-estabilidade optica, uma microcavidade semi-
condutora contendo um poc¢o quantico. Completamos o capitulo, definindo
a aproximacao Gaussiana que serd utilizada no Capitulo 3 para descricao da
propriedade de bi-estabilidade éptica de uma microcavidade semicondutora.

2.1 A fisica da Bi-estabilidade

Um exemplo de sistema que apresenta a propriedade de bi-estabilidade
Optica, mostrado na figura 2.1, consiste numa cavidade Fabry-Perot preen-
chida por um meio nao-linear, que podemos considerar como um meio pura-
mente absorsivo ou puramente dispersivo (ou uma combinacao de ambos). A
caracteristica nao-linear do meio de absorcao ou dispersao associada com um
efeito de amplificagao (retroalimentagao) proporcionado pela cavidade levam
ao surgimento da bi-estabilidade neste sistema. No caso dispersivo, é possivel
construir uma descricao quantica através do Hamiltoniano

H = hwea'a + hy”aa® + ih[aT A(t)e ™" — a A*(t)e™!!] (2.1)

onde a'(a) corresponde ao operador criacdo (aniquilacdo) de fétons de energia
hw. na cavidade. Nesta descricao, a propriedade de bi-estabilidade é demons-
trada pela solucao estacionaria de um campo médio de estado coerente da
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Figura 2.1: Cavidade Fabry-Perot formada por dois espelhos planos paralelos (M;
e M) preenchida por um meio nao-linear.

equacao de Heisenberg para o operador a. Nesta secao!, detalhamos tudo
isso: os mecanismos de producao da bi-estabilidade 6ptica em uma cavidade
Fabry-Perot, a construcao da descricao quantica da bi-estabilidade disper-
siva, e a demonstracao da propriedade de bi-estabilidade através do campo
médio de estado coerente.

2.1.1 Mecanismos basicos da Bi-estabilidade Optica
Um exemplo de um sistema opticamente bi-estavel consiste numa cavi-
dade Fabry-Perot preenchida por um meio nao-linear (figura 2.1). Conside-

ramos os espelhos da cavidade idénticos, e com coeficientes de reflectancia R
e transmitancia 1" definidos como

R=pf, T=|rf (2.2)

LA discussdo desta secdo é baseada no Capitulo 8 do texto de Jin-Sheng Peng e Gao-
Xiang Li [8].
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Figura 2.2: Valores de contorno do campo resultante de sucessivas reflexoes, trans-
missoes e absorcoes no meio.

onde p e 7 sao as amplitudes de reflectancia e transmitancia corresponden-
tes a R e T, respectivamente. Consideramos o meio preenchendo a cavidade
constituido por atomos idénticos e homogéneos, e com coeficiente de absorcao
a. Por superposicao, determinamos a amplitude dos campos internos a cavi-
dade F; (onda propagando-se para a direita) e Ey (onda propagando-se para
a esquerda) (veja a figura 2.1) nos contornos do meio (figura 2.2). Temos
assim

E\ = 7E; + p*1Eje 240 o plr piemtobti20 o (2.3)
Ey = prEje-20b+0 | 3, po—tal+i2s | (2.4)

na interface do espelho M, e
E, = 7E;e- ol HikL) 4 p2TEie_3O‘L+i(5+kL) + .. (2.5)

Ey = prE;e kL) 4 p37'EZ-e_3°‘L+i(5+kL) + ... (2.6)
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na interface do espelho M, onde E; é a amplitude da onda incidente e deno-
minamos ¢ a fase adquirida devido ao caminho ético numa reflexao sucessiva
nos dois espelhos, ou seja,

0 =2kL (2.7)

onde L é o comprimento da cavidade (veja a figura 2.1) e k = nwy/c é o
nimero de onda do campo dentro da cavidade, com wj, sendo a frequéncia
da onda incidente, n o indice de refracao do meio e ¢ a velocidade da luz.
Também podemos determinar a amplitude da onda transmitida Er

ET — TQEie—ocL—f—i(k‘L) + p27-2Ei€_3aL+i(5+kL) + p47—2Ei6_5aL+i(26) + (28)

De acordo com estas condigoes de contorno, Ey, Fs, Er e E; satisfazem

E1 = TEZ‘ + pEQ, (29)
ET = TEl, (210)
E, = pEjel?®2eD), (2.11)

A partir destas expressoes podemos encontrar uma relagao entre as intensi-
dades incidente I; = |E;|* e transmitida Iz = |Er|?. Substituindo (2.10) e
(2.11) em (2.9) obtemos

T2Ei
e entao,
T?I;
Ir (2.13)

1+ |plie el — ¢~2aL[p2cid 4 pr2e—id]’
Dessa forma, como a e § sao fungoes nao-lineares da intensidade do campo

dentro da cavidade, e consequentemente do campo incidente, I7 na relacao
acima deve depender nao-linearmente de I;.

Se o meio preenchendo a cavidade é puramente absorsivo, ou seja, se
nao existe dispersao, temos que o indice de refracdo n, e consequentemente
a diferenga de fase § através da relagdo 0 = 2nwyL/c, é independente da
intensidade do campo dentro da cavidade. Nesta situacao, a nao-linearidade
na relagao entre It e I;, (2.13), serd devida apenas ao coeficiente de absorgao
a. Considerando oL < 1, que significa fazer a variagao espacial do campo
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dentro da cavidade desprezivel, e ajustando L de modo que tenhamos p?e? =
Ip|> = R, a expressio (2.13) pode ser escrita como

T21;
1—R(1—2aL)

I = (2.14)
Assumimos que a absor¢ao do meio seja saturavel, de forma que o coeficiente

« obedega a relagao [§]
Qo

It b/

onde g denomina o coeficiente de absorcao saturado e I a intensidade de

(2.15)

saturagao correspondente a . E tomando um limite de um tempo longo em
que as intensidades dos campos internos a cavidade sao aproximadamente
iguais, ou seja, I &~ I3, podemos escrever a relagao (2.14) como

T?1;
2
2a0L
[1 - R (1 B 1+21T/TIO>]

onde utilizamos Iy = T, obtida através de (2.10). Na expressao acima

Iy = (2.16)

podemos obter I; como funcao de I,

2
L
-3 (pp— | (2.17)
1+ 2 1p

Para eliminar a dependeéncia de I, utilizando a relacao R + T = 1, reescre-

S C
1+T]T

vemos (2.17) como

(2.18)

onde I; = I; /I, Iy = Ir/1y, e C = 2apLR/T. Uma andlise grafica desta
relacao aparece na figura 2.3, onde observamos o aparecimento de uma curva
em formato de S para um determinado valor de C'. Nos ramos superior e infe-

dIy
dl;

Dessa forma, para certas regides de valores de I; temos dois valores de Ir

rior desta curva em S, temos > () que significa situacoes de estabilidade.

que correspondem a situacoes estaveis, ou seja, observamos a bi-estabilidade

optica. No ramo intermediario da curva em S, temos ‘ffTT_ < 0 que signi-
k2

fica uma situagao de instabilidade, e se o sistema encontrar-se inicialmente
neste estado, rapidamente ele tendera para um dos ramos estaveis devido a
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/1

35

Figura 2.3: Relacao entre a intensidade transmitida Ir e a incidente I; para a
bi-estabilidade absorsiva com diferentes valores de C' = 2agLR/T.

qualquer pequena perturbacao do processo de excitacao. Esta bi-estabilidade
observada originou-se da nao-linearidade da absorcao do meio, e por isso nés
a denominamos de bi-estabilidade absorsiva.

Fisicamente, a bi-estabilidade absorsiva surge devido a absorcao nao-
linear do meio e de um efeito de retroalimentacao positiva dentro da cavidade.
Quando o campo incidente é de baixa intensidade, a absorcao insaturada
do meio leva a intensidade transmitida a ter uma dependéncia linear com
a intensidade incidente. A medida que o campo incidente é aumentado, a
absorcao do meio tende a saturacao, e esta saturacao leva ao aumento do
campo dentro da cavidade. Mas quanto mais intenso o campo interno a
cavidade, menor é o efeito de absorcao. E isto corresponde ao efeito de
retroalimentacao positiva. Esta situacao de amplificacao do campo interno
devido a esta realimentacao atinge um limite tal que, para um determinado
valor do campo incidente, a intensidade transmitida faz uma transicao do
ramo inferior para o superior de valores (figura 2.3).

Se o meio na cavidade nao possui absorcao, ou seja, se & = 0, a nao-
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linearidade na relagao entre I e I; em (2.13), lembrando que § = 2nwpL/c,
sera devida apenas ao indice de refracao n que varia nao-linearmente com o
campo dentro da cavidade. Neste caso, considerando p? = Re'?, a expressao
(2.13) resulta em

I T2
"7 1+ R?> — [Rei%eid + Re—9e—9]

(2.19)

Considerando o meio preenchendo a cavidade como um meio dispersivo do
tipo Kerr [8], o indice de refragdo é dado por

n(l) =ng + nol (2.20)

onde ng e ny sao parametros independentes de I, o campo dentro do meio.
Com isto, e usando novamente R + T = 1, podemos reescrever a expressao
(2.19) como

It

I
= - : (2.21)
14+ % Sin2(q§5 + ("0T+2;2CIT)WLL)

onde fizemos I ~ I} + I, ~ 2[;. Podemos escrever, a partir de (2.21), a

transmitancia Ir/I; como

Ir 1
- 2.22
I; 1+ %sinZ(w) ( )
onde 6 (noT + 2noln)wpl
N + NolT )W,
= — . 2.23
=g+ T (2.23)

Um grafico desta transmitancia como fungao de i pode ser visualizado na
figura 2.4, onde observamos que ela atinge um valor maximo em ¥ = mm,
(m =0,1,2,...). Com a escolha apropriada dos parametros R, T, ny e L,
podemos fazer a largura dos picos bastante estreita como mostrado na figura.
Neste caso, podemos expandir sin(¢) em torno de » = mm (onde a fungao
tem um valor mais consideravel) e tomar apenas termos até primeira ordem,

QHQWLL

I 2.24
Ll N (2.24)

sin(¢) =Y —mm = ¢y +

onde ¢y = £ + "L — . Inserindo (2.24) em (2.21) obtemos a relacdo
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0,6 |+

1/

0,4 H

0,2

Figura 2.4: Curva para a relagao Iy /I; em fungao de .

entre I; e I,

2nowr L)e)(Ir)T))?
I = Ir [1 L apltotl ””’LTZ/C)( r/T) } , (2.25)
que pOdemOS reescrever como
AR
i’ :IT{l—l—ﬁ[/H—B[Tf}, (2.26)

onde A = % —mn+ "Ll e B= %% Uma anélise grafica desta relacao,

para diferentes valores de \/%A, pode ser vista na figura 2.5, onde observa-
mos o surgimento da curva em S caracteristica da bi-estabilidade. Desde que
o meio foi considerado como apenas dispersivo, esta bi-estabilidade éptica é
chamada de dispersiva.

De forma semelhante a bi-estabilidade absorsiva, a origem fisica da gera-
¢ao da bi-estabilidade dispersiva ¢ devida a caracteristica nao-linear do meio,
através do indice de refracao, e a um efeito de retroalimentacao dentro da
cavidade. Desde que o indice de refracao depende nao-linearmente da inten-
sidade do campo interno a cavidade I, o comprimento de onda ressonante da
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Figura 2.5: Curva caracteristica da bi-estabilidade dispersiva para diferentes valo-

\ AR
res de T A.

cavidade estd relacionado & I. A diferenca entre o comprimento de onda res-
sonante e o comprimento de onda Ay do campo incidente altera o coeficiente
da transmissao Ir/I;, que por sua vez leva a intensidade I a ser alterada.
Este é o mecanismo de retroalimentagao para o meio dispersivo, que numa
situagao limite induzira a transicao entre os estados estaveis da curva em S
entre It e I; associada a bi-estabilidade dispersiva (figura 2.5). No tépico que
segue discutimos uma descrigao quantica para esta bi-estabilidade dispersiva.

2.1.2 Hamiltoniano descrevendo a Bi-estabilidade dispersiva

Considerando uma cavidade com frequéncia de ressonancia w,. contendo
um meio dispersivo, temos a polarizacao do meio interagindo com o campo
de modo unico da cavidade expressa por [§]

P=yY.E+y® .EE+\® . .EEE+.., (2.27)

onde P ¢ a polarizacdo do meio, E é o campo elétrico, e x™ é o tensor de
suscetibilidade de ordem (n + 1). Nesta situacgdo, as equagdes de Maxwell
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sao dadas por

0

E=—-——B 2.2
V x 5B (2.28)
0
VxB= MOE(GQE + P), (229)
V- (eE +P) =0, (2.30)
V-B=0. (2.31)

De acordo com estas equagoes, a densidade de energia do campo interagindo
com o meio nao-linear obedece

2
v.Ex 2y 12 <60E2 + B—> 5. %p (2.32)

onde ExB/pg corresponde ao vetor de Poynting. A interpretacao da equagao
acima é que a taxa de fluxo da energia eletromagnética por unidade de vo-
lume, no lado esquerdo, é igual a taxa de decréscimo da densidade de energia
eletromagnética armazenada na cavidade, no lado direito. Inserindo (2.27)
em (2.32) obtemos

)= —5;U(r.1), (2.33)

1 B?\ 1 2 1
Ulr,t) = = <60E2 + —>+§ (E W E+ SB Y EE + 5B Y® . EEE + )

Ho
(2.34)

representa a densidade de energia eletromagnética instantanea. Dessa forma,
o Hamiltoniano do meio nao-linear interagindo com o campo, tomado como
a energia total, pode ser escrito como

1 1 1 1
H—/d3r — BP+E: |Z(cg+x) - E4 -x? -EE+ - - x® .EEE + ..
210 2 3 4

(2.35)
Se o efeito de polarizacao de terceira ordem é dominante, tal que podemos
ignorar os termos contendo Y e x| escrevemos o Hamiltoniano como

1 1 1
Hz/d3r{—|B|2+E- {—(eo+x(1>)-E+—-X<3>-EEEH. (2.36)
2[&0 2 4
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Procedemos agora a quantizacdo, partindo da expressao (2.36) para o
Hamiltoniano, e tomando o operador correspondente ao campo elétrico como
sendo [8]

heo\ /2 ‘ ‘
E =i (2 C) [au(r)e™™" — aTu*(r)e™ ], (2.37)
€o

onde a funcao u é definida de modo a satisfazer

1

3 [ e ud =1 (2:39)

Inserindo (2.37) em (2.36), usando (2.38), e considerando a aproximagao
de onda-girante [8], ou seja, negligenciando termos tais como ale "t e

at3ae?™t apés as devidas manipulacdes obtemos

H = hw.a'a + hy"a%a?, (2.39)
onde )

2 — Bhwc

o /d3rx(3) lu(r)|*. (2.40)
0

Esta equagao (2.39) corresponde a expressao quantizada do Hamiltoniano
descrevendo o campo dentro da cavidade interagindo com um meio nao-
linear.

Para o sistema mostrado na figura 2.1, se o campo incidente corresponde
a um forte campo de laser, podemos caracteriza-lo por um campo eletro-
magnético classico, de modo que a interagao do campo da cavidade com este
campo incidente pode ser representada pelo Hamiltoniano [§]

V = ih[a' A(t) exp(—iwt) — aA*(t) exp(iwt)], (2.41)

onde A(t) e w; correspondem a amplitude e frequéncia do laser, respectiva-
mente. Dessa forma, temos o Hamiltoniano total do sistema dado por

H = hw.a'a + hyx”a™a® + ih[a’ A(t) exp(—iwit) — aA*(t) exp(iwgt)]. (2.42)

Podemos agora, partindo deste Hamiltoniano, demonstrar a propriedade
de bi-estabilidade 6ptica para o sistema, utilizando uma aproximagao de es-
tado coerente para a equacao de Heisenberg, como sera realizado no tépico
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seguinte.

2.1.3 Propriedade de Bi-estabilidade ()ptica do sistema

Se o espelho M; na figura 2.1 possui uma alta transmitancia, podemos
tomar o valor esperado do operador a como correspondendo a amplitude do
campo transmitido. Para facilitar a analise posterior, ao invés de procurar-
mos diretamente (a), fazemos primeiramente a seguinte transformagao

a=ae™", (2.43)

de modo que (a) difira do valor esperado (a) apenas por uma fase. Reescre-
vendo o Hamiltoniano (2.42) com esta transformagao, temos

H = hw.a'a + hy”a'?a® + ih[a' A(t) — aA*(t)). (2.44)

Calculando a Equacao de Heisenberg para o operador a,

da oa
h— = |a, H| + th— 24
Zhdt a, ]+Zh8t’ (2.45)
a partir de (2.44) obtemos
L da . ot 2, .
zh% = hw.a + 2hx”a'a” + ihA(t) — hwa. (2.46)

Podemos reescrever esta equacao como

da
= = ~ihAwa — 2ix” a'a® + A(t) — va. (2.47)
onde Aw = w.—wy, e —ya corresponde a um termo fenomenolégico adicionado
para representar as perdas internas na cavidade. Considerando o valor médio

tomado em um estado coerente? temos que

(@) = « (2.48)

20s estados coerentes correspondem aos autovetores Wa) do operador a, tal que
alhe) = alpe) e (a) = (Yala|tha) = a. Estes estados também sao caracterizados por
ter uma incerteza minima nas quadraturas do campo.
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(a'a®) = (a")(a*) = a*a?. (2.49)
Entéao, tomando o valor médio de (2.47) obtemos uma equagao para (a) = «,

d
d_(; = —ihAwa — 2ix"a*a? + A(t) — ya. (2.50)

Conjugando (2.50) encontramos uma equagao para (d*} = a’,

do*
dt

= ihAwa* + 2ix" aa™ + A*(t) — ya*. (2.51)

Desde que a e o correspondem a varidveis independentes, (2.50) e (2.51)
podem ser reescritas como

9 (a\ _ [ Alt) = (v +idw)a - 2ix"a*a’ (2.52)
ot \a*)  \A*(t) — (v —iAw)a* + 2ix aa*? ) '

Estamos interessados somente na situacao estacionaria da amplitude do campo
transmitido, isso significa tomar apenas a solucao estacionaria da equacao
acima. A solugao estaciondria de (2.52) fornece

A= (y+iAw)a + 2ix a*a?
A* = (7 —iAw)a* — 2ix" aa*. (2.53)

Considerando a intensidade do campo transmitido como equivalente ao valor
médio do nimero de fétons na cavidade, temos

|Er]* = a*a. (2.54)

Entao, a partir da solugao estaciondria (2.53) encontramos uma relagao entre
a intensidade do campo transmitido e a intensidade do campo incidente I; =
|A|? (correspondente ao laser)

I = |Er]’[v* + (Aw + 2| Ep[*Xx7)?]. (2.55)

Uma andlise grafica da relacao acima é mostrada na figura 2.6 usando
diferentes valores de Aw. Observamos que, para determinados valores deste
parametro encontramos uma curva em formato de S caracteristica da bi-
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Figura 2.6: I7 versus I; para diferentes valores de Aw.

estabilidade. Se invertermos os eixos do graficos, fazendo I; em funcao de
It = |Er]?, notamos que na situagio de bi-estabilidade, a fungao I; = I;(Ir)
tem dois pontos extremos, que podem ser determinados a partir da equacao

dI;

o= 0 .. 127217 4+ 8Awx It +v* + (Aw)? = 0. (2.56)
T

O discriminante desta equacao é dado por
47 ((Aw)? — 377). (2.57)

A existéncia de dois pontos extremos distintos, que significa termos a curva
no formato de s, é permitida apenas para valores positivos do discriminante
(2.57), ou seja, para Aw? > 372 Além disso, as solucdes para I;, devem
ser numeros reais positivos. Combinando estas condicoes, a curva da bi-
estabilidade sera obtida quando

Aw < —V/3, (2.58)
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ou seja,
W > we + V3. (2.59)

Esta condigao (2.58) pode ser verificada na figura 2.6. Na situacao de bi-
estabilidade, os valores de I; correspondentes aos pontos extremos da bi-
estabilidade sao dados por

Loy = [2Aw £/ (Aw)? — 392]/6x7. (2.60)

Resta ainda analisarmos a estabilidade da solugao estacionaria que encon-
tramos, e isso sera feito utilizando o método da linearizagao. A idéia basica
da analise de linearizacao é introduzir uma pequena variacao em torno da
solucao estacionaria

a(t) = ag + da(t), (2.61)

onde « é a solugao estaciondria e da a pequena varia¢ao. Inserindo (2.61) e
seu conjugado complexo em (2.52) e considerando apenas termos até primeira
ordem em dc, obtemos, entao, o seguinte conjunto de equagoes linearizadas
para da(t)

O (B0 __(xrbdr med ) (o)), (5555%)(2’_62)

At
)

onde x = ix”, k = 7 + iAw. Supondo a variacao ter a forma da(t) ~ e, a

equagao (2.62) resulta em

da(t) da(t)
A =A ) 2.
(soeth) =4 (it 209
Na expressao acima observamos que os expoentes A\ sao determinados pelos

autovalores da matriz A. A equacao caracteristica correspondente é

K+4dxIr — A 2y
2x*ag? R+ 4x" Ir — A

‘ —0 (2.64)

que fornece os autovalores

Ar =—7+ \/ 72— (72 + Aw? 4+ 8Awx" Iy + 12X7213). (2.65)
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Utilizando (2.56) podemos reescrever estes autovalores como

/ dl;
Ar = —y 4 /72— i, (2.66)

Pela forma escolhida para a variacao em torno da solugao estaciondria, da(t) ~
A eRe(A)t—&-iIm(A)t
)

e concluimos que a solucao estaciondria correspondera a
uma solucao estavel somente quando a parte real do expoente A for negativa.

Nessa situagao, teremos para um tempo longo a(t) — «ag. Analisando, entao,

a equagao (2.66), observamos que, para j{; >0e C‘ljl—[; < 72, temos
dl;
7>/ — - . Re(Ay) <0. (2.67)
dlr
al; dl; 2 : dI; - s
E para s > 0e as > 77, temos o radical /72 — i~ imaginério puro, e
por isso continuamos a ter Re(Ay) < 0. Isso significa que os ramos superior
e inferior da curva da em s, em que j{; > 0, sao efetivamente estaveis,
caracterizando de fato a condicao bi-estabilidade. Para o ramo intermediério,
em que j{; < 0, a equagao (2.66) implica em

dl;
v <A/ il oo Re(A\y) >0, (2.68)

demonstrando que este ramo corresponde a uma solucao estacionaria instavel.

A andlise que acabamos de fazer partiu do fato de tomarmos os valores
esperados em um estado coerente, tal que (@) = a e (a'a®) = (a)(a?) = a*a®.
Um dos propésitos deste trabalho é generalizar este campo médio utilizando
a aproximagcao gaussiana, que serd discutida na secao 2.3. Na préxima secao,
descrevemos uma implementacgao experimental de um sistema que apresenta
a bi-estabilidade 6ptica.

2.2 Uma implementacao experimental

Um sistema em que se verificam experimentalmente efeitos de Bi-estabili-
dade 6ptica, consiste numa microcavidade semicondutora planar formada por
dois espelhos de Bragg (DBR - Distributed Bragg Reflector) e contendo um
poco quantico entre estes espelhos. A figura 1.2, no Capitulo 1, mostra uma
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Substrato GaAs

Figura 2.7: Uma estrutura tipica para um espelho DBR formada por camadas
alternadas de Al,Gaj_,As e AlAs com comprimentos e indices de
refracdo L1, ny e La, ng, respectivamente (figura adaptada a partir de

2])-

representacao esquematica deste sistema. Os espelhos DBR que compoem a
cavidade sao formados por camadas alternadas de dois materiais semicondu-
tores distintos, com indices de refracao diferentes, sobrepostos uns sobre os
outros formando pares de camadas, como ilustrado na figura 2.7. As espes-
suras das camadas do DBR sao escolhidas tal que a luz refletida por todas as
interfaces interfiram construtivamente, resultando num espelho de altissima
reflectividade numa faixa espectral chamada de stop band. Esta caracteris-
tica do DBR ¢é diretamente proporcional ao niimero de pares e a diferenga no
indice de refracao das camadas que compoem o par, como ilustra a figura 2.8.
A cavidade formada pelos dois espelhos DBR, constitui uma cavidade Fabry-
Perot. Uma caracteristica importante deste tipo de cavidade esta no fato dela
selecionar de forma eficiente um determinado modo de oscilagao (frequéncia),
chamado de modo da cavidade. Podemos observar como esta selecao é feita,
analisando a equacao (2.22) para transmitancia de uma cavidade Fabry-Perot
e o grafico para esta transmitancia (figura 2.4). Considerando que a variagao
do parametro 1 no grafico seja devida unicamente a variacao da frequéncia
do campo incidente w;, para uma determinada frequéncia, correspondente ao
modo da cavidade, temos um pico bastante pronunciado e estreito, como o
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Figura 2.8: Curvas de reflectancia para o caso de incidéncia normal de um espelho
DBR planar, com stop band centrada em A\g = 8000 A (figura retirada
de [2]).

100 ————
90- ;
80 {Y
70 ,
60 -
50 -
40
30
20

—— 5 pares
----10 pares
—— 20 pares

-

Reflectancia (%)

A
i

h

d
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
\

1
1
4

O T ¥ T T T T T ¥ T Y T T 1
6500 7000 7500 8000 8500 9000 9500

A (A)

Figura 2.9: Curvas de reflectancia para o caso de incidéncia normal de uma ca-
vidade Fabry-Perot formada por espelhos DBR com ressonancia em
Ao = 8000 A (figura retirada de [2]).
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Figura 2.10: Distribuicao das bandas de energia na formacao de um poco quantico
(figura adaptada a partir de [2]).

mostrado na figura. O resultado da associacao desta caracteristica da cavi-
dade com as propriedades dos espelhos DBR ¢ ilustrada na figura 2.9, onde
observamos o surgimento de uma janela de ressonancia dentro da regiao do
stop-band. O pogo quantico contido na cavidade, consiste de uma camada
fina (geralmente de alguns Angstrons) de um material semicondutor locali-
zado entre duas camadas de outro material semicondutor (ver figura 1.2). O
material do poco deve ser escolhido de tal forma que a energia de sua banda
proibida E, (energia do gap) seja menor que a do material em ele se encontra
imerso, formando uma barreira de potencial. A figura 2.10 ilustra a forma-
¢ao de um poco quantico de 100 A de espessura constituido de GaAs entre
camadas Alg3GagrAs. Medidas experimentais em um sistema deste tipo fo-
ram realizadas pelo laboratorio de fotonica do Departamento de Fisica da
UFMG [10]. Resultados para a intensidade emitida pela cavidade em fungao
da intensidade de bombeio de um laser sao mostrados na figura 2.11, para
diferentes valores da frequéncia do bombeio. Observamos nestes resultados
o aparecimento da curva de histerese caracteristica da bi-estabilidade 6ptica,
para determinados valores da frequéncia do laser de bombeio.

Como ja foi mencionado no Capitulo 1, o comportamento de bi-estabilidade
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Figura 2.11: Medidas da intensidade emitida por uma microcavidade semicondu-
tora (~ e-p power) em fungdo da intensidade de bombeio de um
laser (~ pump power), para diferentes valores de frequéncia do laser
(~ Ap) (figura retirada de [10]).
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Optica apresentado por este sistema € provocado nao pela densidade de fotons
confinados na cavidade, mas pela densidade de polaritons. No proximo ca-
pitulo, descreveremos este mecanismo de producao da bi-estabilidade optica
para cavidades semicondutoras, onde utilizaremos a aproximacao Gaussiana,
que ¢ discutida na se¢ao que segue.

2.3 Aproximacao Gaussiana

O Hamiltoniano total do sistema do meio nao-linear interagindo com o
campo da cavidade e com um campo incidente do laser é dado pela expressao

(2.42),
H = hwea'a + hy”a™a® + ih[a" A(t) exp(—iwit) — aA*(t) exp(iwt)]. (2.69)

Os operadores de campo, a e a', que aparecem nesta equacio, devem satis-
fazer as relagoes de comutacao

[a,a] =1, (2.70)

[a,a] = [a',a'] = 0. (2.71)

Podemos descrever o estado quantico do sistema em termos de um operador
densidade p, de traco unitario, que de forma geral descreve o sistema em um
estado de mistura estatistica, em que p? # p, ou um estado quantico puro,
em que p? = p. Nesta descricao, os valores esperados sao dados por

(a) = Tr(ap), {(a'a®) =Tr(a'a®p), (2.72)

e assim por diante. A aproximacao gaussiana que queremos utilizar, consiste
em substituir o operador densidade do sistema p por um operador densidade
truncado py, também de trago unitario, dado pela projecao gaussiana de p.
Todos os valores esperados serao, entao, determinados a partir de pg. O
operador densidade po é dado por [6, 7]

o= — ( v )W, (2.73)

1+v \1+v




2.3 Aproximacao Gaussiana 31

mas também pode ser expresso na forma

po = P(t)p, (2.74)

onde P(t) é um projetor dependente do tempo escrito como [6]

ty _ 3 f _ 3
Pl =P = { 1= TR 1)+ T

T
n ty 7 m o4
=T . Tr(n- —T .
+ T (n >1+l/ r(n) + 5,3 r(n'n")
—nTnT T 2.75

Os operadores 1 e ' que surgem na expressao de py, sao determinados pela
transformacao de Bogolyubov

n=xb+yb'
n' = xb’ + yb, (2.76)

onde os operadores b e bf sdo obtidos a partir de a e af pelo deslocamento
b=a—(a), b =a' — (a)*. (2.77)

Para os operadores transformados 1 e n' preservarem as relacées de comu-
tagao (2.70), com [n,n'] = 1 e [n,n] = [n',1'] = 0, os coeficientes da trans-
formagao (2.76) devem satisfazer a condigao |z|* — |y|* = 1. Além disso, a
transformagao (2.76) é escolhida de forma que tenhamos

Tr(pnn) = 0. (2.78)

O parametro v que também surge na expressao de pg, corresponde ao valor
esperado do operador nn,
Tr(pn'n) = v, (2.79)

que € interpretado como o numero médio dos bdsons representados pelos
operadores n e nf. No caso em que v = 0, temos py descrevendo um estado
quantico puro. Para vermos isso, definimos o operador

a=2x"a+ya =n+(a), (2.80)
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onde
(@) = Tr(poa) = x*Tr(poa) + y*Tr(poal). (2.81)

Tomando os tracos de

aa = nn + 2{(a)n + (a)?, (2.82)

a'a =n'n+ (@) n+ (@n' + [’ (2.83)

a'a® = 'y + (@) mm + 2(@yn'n + 2(@) *n + (@' + (@n'l(@?  (2.84)
obtemos

Tr(poa®) = (a)*, Tr(poa'a) = [(a)|* (2.85)

Tr(poa'a®) = (a)|(a)|*, (2.86)

onde usamos a tabela de tragos do apéndice A, fazendo v = 0. As expressoes
(2.85) e (2.86), como (2.48) e (2.49), correspondem a relagoes de um estado
coerente, e nesse caso, po representa um estado coerente do operador a, que
¢ um estado puro.

Toda esta construcao do operador truncado pg ¢é feita de tal forma a
reproduzir os valores esperados de a e a' e dos operadores a'a e aa tomados
com respeito ao operador completo p, ou seja,

Tr(ap) = Tr(aps),  Tr(atp) = Tr(alpo) (2.87)
Tr(aap) = Tr(aapy), Tr(a'ap) = Tr(atapy). (2.88)

Como py descreve um estado gaussiano®, os tragos (2.87) sao toda a informa-
¢ao necessaria para determind-lo completamente. A forma de py em (2.73)
corresponde a uma forma condensada para uma representacao mais geral de
um estado Gaussiano dada por

PGauss = D(@)S(€)pyS(€)' D(a)', (2.89)

30 conceito de estado gaussiano que usamos é o de um estado que pode ser caracterizado
completamente a partir seus primeiro e segundo momentos: (a), (a') e (aa), (a'a).
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onde D e S sao operadores correspondentes a transformagoes unitarias,
D(a) = exp(aa’ — a*a) (2.90)
representa uma transformacao de deslocamento equivalente & (2.77), e

1

(6) = exp | 3€(al)? - e (2.91)

representa uma transformacao canonica equivalente & (2.76), com & = re’® e
x = cosh(r), y = —e~*sinh(r). Esta transformacdo de coordenadas z,y —
r, ¢ serd util na solucao estaciondria realizada na segao 3.2.3. p(,y em (2.89)
corresponde ao operador densidade de um estado térmico* dado por

1+1<n> exp [m <#<>n>> aTa} : (2.92)

onde (n) = (a'a) é o nimero médio de excitacoes (fétons, neste caso).

Pin) =

Definiremos agora o squeezing nesta aproximagao de estado Gaussiano,
partindo da discussao das dispersoes nas quadraturas do campo da cavidade.
Introduzindo as quadraturas do campo da cavidade, ¢ e p, como

1
a) ="Tr(apy) = —=(q + ip), 2.93
(@) (apo) \/é(q p) (2.93)
podemos determinar as dispersoes nestas quadraturas

A = L[((a +0)?) — ({0} + (a))?

2
= Sl 2ePy 2P )~ (L) o)) (294)
A = 5 [((a" — ) = ({a)" — {a))"
= 2P+ 2P ) + (1 + 20) (a7 + 2y, (2.95)

2

4Este estado térmico (2.92) pode ser obtido para um campo de modo tinico em uma
cavidade em equilibrio térmico & temperatura T [8].
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Reparametrizando a transformacao de Bogolyubov (2.76) com
x = cosh(o) + zg

y = sinh(c) + 2% (2.96)

que satisfaz a condigao |z|?>—|y|? = 1, podemos reescrever as dispersoes (2.94)
e (2.95) de uma forma mais simples

A = (1 *’22”) [cosh(e) — sinh(o)]2, (2.97)

Ap? = (1 *‘22”) [(cosh(e) + sinh(a))? + 72]. (2.98)

Introduzindo as variaveis () e P,

142 142
P=r +2 V7 Q=¢e"74/ +2 V, (2.99)

simplificamos ainda mais, obtendo

A = Q2 (2.100)
1+ 2v)?
Ap? = P% + %. (2.101)

Com isso, a relacao de incerteza nas quadraturas resulta em

1+ 2v)2 142
AgAp = /A AP = \/(JFTV) P22 > +2 v (2.102)
Na equagao acima, observamos que para (), P e v arbitrarios temos as dis-
persoes

A #1/2, Ap*#1/2, (2.103)

e uma incerteza diferente de seu valor minimo, 1/2. Esta situacao da dis-
persao das quadraturas (2.103) é que chamamos de squeezing, que resulta da
descricao de py como um estado Gaussiano. Entretanto, para o caso em que
Q = \/m, P =0 e v =0 a incerteza é minima, o que significa que nesta
situagao py descreve um estado coerente. Observe que isso significa 7 = 0,
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o = 0 na equagao (2.99) e z = 1, y = 0 na equacao (2.96), e entdo, a trans-
formagao (2.76) corresponde a uma identidade neste caso. Assim, fazendo
este limite,

Q—+\1/2, P—0, v—0, (2.104)
que significa
A¢ — 1/2, Ap* —1/2 . AgqAp — 1/2, (2.105)

as expressoes encontradas pela aplicacao da aproximacgao Gaussiana devem
corresponder a aproximacgao de estado coerente. No proximo capitulo, em
que aplicamos a aproximacao Gaussiana para os polaritons da microcavidade
semicondutora, faremos esta comparacao entre os resultados das aproxima-
coes.



CAPITULO 3

Descricao tedrica da
Bi-estabilidade

Neste capitulo, descrevemos um modelo para os polaritons em uma mi-
crocavidade semicondutora, discutimos a aproximacao de estado coerente na
demonstracao da propriedade de bi-estabilidade do sistema, e finalizamos,
com a aplicacao da aproximacao Gaussiana com o propdsito de fazer uma
generalizagao da aproximacao de estado coerente.

3.1 Modelo e aproximacao de estado coerente

No material semicondutor contido em um pogo quantico, como o GaAs
no mostrado na figura 2.10 do Capitulo 2, existem estados ligados formados
por elétrons da banda de condugao e buracos da banda de valéncia (que se
comportam como particulas de carga positiva) confinados ao longo do eixo
de crescimento z, mas livres para se movimentar no plano do pogco. Denomi-
namos este par elétron-buraco, agrupado devido a atracao Coulombiana, de
um ezciton. B importante observar que devido ao confinamento ocorre uma
discretizacao dos niveis de energia para os elétrons confinados da banda de
conducao. E na formagao do exciton, a energia do elétron é menor do que
o menor destes niveis de energia, e a diferenca entre estas energias corres-
ponde a energia de ligagao do exciton, como ilustrado na figura 3.1. Com
o poco quantico localizado dentro da microcavidade formada por espelhos
DBR, como mostrado na figura 1.2 do Capitulo 1, os excitons devem entrar
em interacao com o campo da cavidade. Considerando a descricao quantica
dos excitons como bésons com operadores de criacao (aniquilacao) b'(b), o
Hamiltoniano para a interacao dos excitons com os fétons da cavidade é dado



3.1 Modelo e aproximacao de estado coerente 37

A|0,3GEOV7AS - AlgyaGao]As

100 A
Banda de Condugao
F Niveis Discretos

.8 | Energia de Ligagéo do

g & Excitogn i I S — Nivel do Exciton

& Es

4,——‘— Banda de Valéncia
Eixo de

Crescimento

Figura 3.1: Nivel de energia e energia de ligagao para o exciton.
por [5]

Q
H =" Eepe(k)blby + Ecqn(k)afar + TR‘(aLbk + blay). (3.1)
k

Nesta equacao af(a) sdo os operadores de criacao (aniquilacao) para os fétons
com um vetor de onda k no plano da cavidade. Por causa da invariancia
translacional no plano da cavidade, os fétons podem interagir apenas com
excitons tendo o mesmo vetor de onda k. Fo, (k) € Eepe(k) s@o as energias
dos fotons e dos excitons, respectivamente, que dependem do moédulo de k,
e (p corresponde a energia de interacao de Rabi entre excitons e fétons.

Podemos diagonalizar o Hamiltoniano (3.1) através da transformagao

Dr = urbx — vax,

Qi = Ukbk + ukax, (3.2)
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onde uy e vg sd@o os denominados coeficientes de Hopfield [4] dados por

5 5 1/2
uk:<&ﬁ'V%+{%> | (3.3)

207 + 05

02 1/2
v = B : (3.4)
2,/02 + Q% (0 + /02 + Q%)

com 0 = Fuy(k) — Eere(k). O Hamiltoniano transformado tem, entao, a
forma

H = Z Elow<k)prk + Eup(k)QIT(qk> (35)
k

onde os operadores transformados py e gk obedecem as relacoes de bdsons

[God] =1, [aoad = [al, 4] =0, (3.6)

[pkvp;r{] =1, [pkapk] = [prTk] =0. (3‘7)

Estes operadores descrevem uma quase-particula, que surge da interacao en-
tre excitons e fétons, denominada de polariton. E,, e Ej,, correspondem as
energias dos polaritons upper e lower, respectivamente, dadas por

Ecav(k + Eexc k 1
Buguiu = Lo Feeell) 1 i (38)

A figura 3.2 mostra as dispersoes para estas energias (de onde surge a no-

menclatura upper e lower) comparadas com a energia dos excitons (aproxi-
madamente constante para k pequeno) e com a energia dos fétons (aproxi-
madamente parabdlica na mesma regiao).

A interagao Coulombiana existente entre elétrons e buracos leva ao sur-
gimento de termos adicionais ao Hamiltoniano (3.1): um termo de intera-
cao efetiva exciton-exciton e um termo de saturagao do acoplamento féton-
exciton. O termo de interagao exciton-exciton é dado por

1
Hechezc = 5 Z V:]b;r{_i_qb;r(’_qbkbk’; (39)

k7k’7q
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Energia

Figura 3.2: Comparacao entre as energias dos excitons, fétons e polaritons (figura
retirada de [2]).

com V, ~ V = 662616336/60/4, Nno €aso (aez. < 1 , onde ag.. é raio de Bohr
bi-dimensional do exciton, €y é a constante dielétrica do pogo quantico, e A
a area de quantizacao [5]. O termo de saturacao ¢ dado por

Hyp ==Y Via(aly oo gbubie + icrqbio-bfbl), (3.10)
k.k’.q

com Vi = Qr/2nsuA , onde ngy = 7/(16ma?,,) é a densidade de saturagao
dos excitons [5]. Usando a transformagao (3.2) podemos escrever (3.10) e
(3.9) em fungao dos polaritons py e g, encontrando assim termos, adicionais
ao Hamiltoniano (3.5), de interagao entre os polaritons. Na situagdo em que
os coeficientes nao-lineares V e V,,; sao pequenos comparados a energia de
Rabi g, é possivel desprezar os termos nao-lineares de interacao entre os
polaritons upper e lower. Neste caso, os dois polaritons estao praticamente
desacoplados e a representacao do Hamiltoniano em termos de px e ¢k €
mais simplificada. Se considerarmos ainda que somente o ramo lower de
energias (veja a figura 3.2) é excitado pelo campo da cavidade, entao, somente
a evolucao temporal do polariton lower py sera de interesse. Com estas
consideragoes, o Hamiltoniano em termos apenas do polariton lower é escrito
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€como
1
H = Z Eloprkpk + 5 Z Vklflﬁ,qpil;_pqpf(_qpkpk’v (311)
k kk’,q
onde
Vkﬁf’,q = VoU|i-q| Uk Ujk-+q| Uk

+2VsarUjic-q| Uk (Vjicta Uk + Uk Ujictq)- (3.12)

O primeiro termo de (3.11) descreve o polariton livre e o segundo corresponde
ao termo de interacao efetiva polariton-polariton. Para valores tipicos dos
parametros g, ez € €, encontramos que Viy/Vy é muito pequeno (usual-
mente da ordem de 1072 [10]), de modo que podemos desprezar o termo de
saturagao em comparagao com o termo de intera¢ao em (3.12),

PP
Vk,k’7q ~ Vou|kv_q|uk.u|k+q|uk/. (3.13)

Consideraremos agora, a excitacao do campo da cavidade em incidéncia
normal ao plano da cavidade, na direcao de k = 0, e estudaremos o campo
refletido na mesma diregao. Consideramos também uma situagao em que
nos podemos desprezar a interacao entre polaritons com k = 0 e outros
polaritons com modos k # 0, e manter apenas o termo de menor ordem na
segunda somatdéria de (3.11), correspondente & interacao polariton-polariton
com k =0,

1 1
5 2 Vb aPhraPheapiric = 5V plpbpons. (3.14)
k,k’.q

Devemos incluir ainda em (3.11) o efeito do campo incidente de um laser
sobre a microcavidade, adicionando um termo semelhante a (2.41), corres-
pondente ao acoplamento entre o modo da cavidade e o campo externo de
bombeio, de frequéncia w;, tratado como um campo cldssico com amplitude
Ein

V = ihn/2N[Eme ™t — H.c), (3.15)

onde \; corresponde a um coeficiente de dissipacao dos espelhos da cavidade
[5]. Mas observe que no termo acima existe ainda uma dependéncia do po-
lariton upper ¢ contida no operador a. Tomando a transformacao inversa de
(3.2) temos que a = upqgp — vopo. Substituindo isto em (3.15) e ignorando os
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termos em ¢y, obtemos
V = —ihn/2)\[Em e tygpl — H.c. (3.16)

Com tudo isso, obtemos

1 . mn _—iw
H = Ej0u,(0)phpo + §V0PPp$p$p0po — ih2N[Em e “tygpl — Hoel]. (3.17)

O Hamiltoniano (3.17) obtido para a microcavidade semicondutora tem
a mesma forma de (2.42), obtido no capitulo 2 para a bi-estabilidade 6ptica
dispersiva. Desse modo, todo o desenvolvimento feito na secao 2.1.3, para a
obtencao da propriedade da bi-estabilidade éptica usando a aproximacao de
um estado coerente, pode ser aplicado para a microcavidade semicondutora.

Como em (2.43), primeiramente fazemos a transformacao p = poe™!’ para
simplificar o Hamiltoniano
1 . in
H = Ej,,(0)p'p + §V0PPprTpp — ih/ 2N [EMvep’ — H.c. (3.18)
Calculamos a equacao de Heisenberg para p
L dp . Op
h— =[p, H h— 3.19
¢ dt [p7 ] + ¢ at Y ( )
d, .
z‘hd—ft’ = Eioup + VP pTpp — ilin/2NE ™0y + ihiwrp), (3.20)
que Teescrevemos como
i —[p + 0p]p — tapp P — vo/ 2N E (3.21)

onde 8, = Ej,,(0)/h — w;, « = VLT /h e —,p, como em (2.47), corresponde
a um termo adicionado para representar as perdas internas na cavidade.
Tomamos entdo, o valor médio de (3.21) em um estado coerente, tal que

(p'pp) = D)D), (3.22)
que resulta

% = —[ + i0,](p) — oy (D) | () — vov/2ME™. (3.23)
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Figura 3.3: Relagdo entre n, e I para diferentes valores de d,.

Em seguida, combinamos a solu¢ao estaciondria de (3.23) e de seu conjugado,

— [ + 16, (p) — iy (D) (D) = w0/ 2NE™, (3.24)
— [y = i8,)(p)" — iy ()| (P)* = w0V 2NE™, (3.25)

como em (2.53) e (2.55), para obtermos
U (A)E™ P = np [ + (8 + apny)?], (3.26)

Na equagao acima definimos n, = [(p)|?, que representa o nimero médio
de polaritons na cavidade. Com a intensidade incidente sobre a cavidade
proporcional I = |E™|?/ e com a intensidade transmitida proporcional n,,
uma vez que toda a emissao da cavidade deve ser proporcional ao nimero
de polaritons, a equagao (3.26) fornece entao, a relacao caracteristica da
bi-estabilidade, como mostrado na figura 3.3. Na figura observamos o sur-
gimento da curva em S da bi-estabilidade a partir de um determinado valor
de 0,. Por uma andlise equivalente a realizada em (2.56), (2.57) e (2.58),
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obtemos a condicao para ocorrer a bi-estabilidade
0 < —V37y, . wr>we+ V3, (3.27)

Do mesmo modo, uma anédlise da estabilidade da curva em S utilizando a
linearizacdo, como a realizada em (2.61)-(2.68), resulta na estabilidade dos
ramos superior e inferior da curva e na instabilidade do ramo intermedidrio.

Na préxima secao, tentamos generalizar todo este procedimento, que
partiu da aproximagao de estado coerente (3.23), através da aplicagao da
aproximacao gaussiana.

3.2 Usando a Aproximacao Gaussiana

Como discutido na secao 2.3, a aproximagao gaussiana consiste na subs-

1 ” n'n
p = po ( ) : (3.28)

T 1+ \1+v

tituicao,

de p, o operador densidade completo descrevendo o sistema, por pgy, a apro-
ximacao de um estado gaussiano para p. Os operadores 71 e n' sao dados pela
transformagao de Bogolyubov (2.76),

n=axb+ 1y, nt=abl 4+ yb, (3.29)

com

b=p—(p), (3.30)

onde fizemos a — p em (2.77). O parametro v é dado pela relagao (2.79),

Tr(pn'n) = v. (3.31)

Tomada essa aproximacao para a descricao dos polaritons na microcavidade
semicondutora (3.17), nesta secao realizamos os seguintes passos: (i) deter-
minamos as equagoes para a evolucao temporal de (p), e dos parametros x
e y introduzidos pela aproximacao; (ii) reescrevemos estas equagdes em uma
forma Hamiltoniana classica, onde também discutimos a propriedade de sque-
ezing introduzida pela aproximacao; (iii) analisamos a solugao estaciondria
destas equacoes, de onde demonstramos a propriedade de bi-estabilidade do
sistema; (iv) e por fim, analisamos as condigdes de ocorréncia e de estabili-



3.2 Usando a Aproximacao Gaussiana 44

dade da curva caracteristica da propriedade.

3.2.1 Equacoes de evolucao temporal

Procedemos agora a determinacao da equagao de evolugao temporal para

=Tr . Consideramos novamente a transformacao p = ppe™t, e
Po Popo cao p Do )

usamos o Hamiltoniano simplificado (3.18), onde os valores esperados (po) e
(p) = Tr(ppo) diferem apenas por uma fase. Derivando (p) = Tr(ppy) com
relacao ao tempo, obtemos

d<p> dpo .
oy =2 T . 32
I r (p o) T r(ppo) (3.32)

Usando a eq. de Liouville-von Neumann,

. dpo
— = |H .
ih=r = [H, po]. (3.33)

temos

X0} v plat, o) + i ). (3.34)

Podemos utilizar a propriedade ciclica do trago para escrever Tr(p[H, py|) =
Tr([p, H]po). Com o calculo do comutador [p, H] e do traco Tr([p, H]po),

)

demonstrado no apéndice C, obtemos a equagao para —

B~ (gl 20+ )]+ 1))
2oy (1 + )0 + 2L + (339

onde fi = Ejgu, fo = Yo" ¢ f3 = —ih/ZNE" v,

Na construcao da aproximagao, foram introduzidos os parametros z, y
e v, que podem depender do tempo. Devemos entao, analisar a evolucao
temporal destas quantidades. Partindo de (3.31) temos que

d d
oy (77”7%) . (3.36)
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Usando (3.33) e a propriedade ciclica do trago obtemos

Y — Trlyfn{H, o) (337)
=~ Tr(Hl'n, o)) (3.38)

Pela forma de py dada em (3.28), observamos que 1’ comuta com pg, 7™, po] =
0. Com isso, segue de (3.37) que

dv
— =0, (3.39)
dt

ou seja, v ¢ constante no tempo, e seu valor deve ser determinado pelas
condicoes iniciais para a densidade completa p. Para encontrar uma equacao

para x e y, derivamos a relacado Tr(nnpy) = 0 no tempo,

Tr( (o) + Trim 22 = 0. (3.40)

Usando (3.33), podemos reescrever a equagao acima como

ihTr(%('rm)po) — Tr([nm, H]po) = 0. (3.41)

Calculando os tragos acima (demonstrados no Apéndice C) e tomando o
conjugado complexo, obtemos

i(iy — xy) = 2fizy — 2fo[(p) 22 — 4[(p)|*xy + (0)*y°]+

+2£o[(1 + 2v) + dv]ayly|* + 2£[(1 + 2v) + 4(1 + v)]|zy|y|?, (3.42)
que corresponde a equagao para a evolugao temporal de z e y.

As equagoes (3.35) e (3.42) correspondem ao resultado principal deste
trabalho. A partir desse resultado, através de duas transformacoes de coor-
denadas apropriadas para z, y e (p), conforme discutido na introdugao desta
secao: 1) podemos escrever as equagoes de evolugao temporal numa forma
Hamiltoniana cléssica; e 2) obtemos a solucao estaciondria para as equagoes
de evolucao temporal. No topico que segue demonstramos como é possi-
vel escrever as equacgoes de evolugao temporal como equagoes de Hamilton
classicas.
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3.2.2 Forma Hamiltoniana para as equacgoes de evolugao temporal

Podemos reescrever as equagoes encontradas (3.35) e (3.42), definindo as
quadraturas do campo para o operador p, semelhante a (2.93),

(9) = Tr(ppo) = %@ +ip), (3.43)

e utilizando a reparametrizagao para x e y,

Y
y = %\/HTQV K(l ZQV% - Q) +z‘P] (3.44)

obtida combinando (2.96) e (2.99). Substituindo (3.43) e (3.44), e seus respec-
tivos conjugados, em (3.35), obtemos, separando em partes real e imaginéria,

as equagoes

dp 1+ 2v)? .

v | 2E @24 2 -2npopr
—f2(@ + P*)G — f1G — V2Re(fs) (3.45)
(§]
dg 14 2v)? -
d—j :%H%Hfﬂﬂ —1}p+
2
+fo {% - Q%+ PZ} P+ 2/2PQ¢+
+f2(@ + 7)P + f1b + V2Im(f3). (3.46)

Fazendo o mesmo procedimento com (3.42), obtemos as equagoes

(1+2v)?

dP 1+ 2v)?
Y [(E5 2

P T@—Q]‘i‘?ﬁ(f‘f‘ﬁ)[ —Q]‘f‘

(1+2v)?

—fQ(CjZ — ,’52) {TQ?) + Q} — 2 foqpP+
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(3.47)
% = fiP +2fo(0* + @) P — f2(¢* — p*) P + 2f20pQ+
13, {% QP PQ} P—2f,P. (3.48)

As equagoes (3.45), (3.46), (3.47) e (3.48), podem ser escritas em fungao do
valor esperado do Hamiltoniano (3.17). No apéndice B, é feito o calculo deste
valor esperado (H), e a partir da expressao encontrada pode ser verificado

que
%2[) _ _%7 (3.49)

%? _ % (3.50)

% - —C;—f, (3.51)

% - %. (3.52)

As expressoes acima correspondem a equacoes Hamiltonianas classicas para
a evolugao temporal das quadraturas p e ¢ e das varidveis de squeezing P
e (). Neste sentido, p, ¢, P e ) formam um conjunto de varidveis cano-
nicamente conjugadas. Este mesma estrutura foi obtida na referéncia [6]
onde a dinamica é também quadratica. A presente generalizagao mostra que
na aproximacao de campo médio Gaussiano a mesma forma continua a ser
valida.

Como j4 foi discutido na segao (2.3), as varidveis @) e P estao associa-
das ao squeezing das quadraturas do campo. Calculando as dispersoes na
quadraturas p e q,

AZ = S+ pP) ~ (o) + ()Y (3.53)

AP =~ (!~ 2~ (B} — )], (354)
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temos, usando (3.29) e (3.30),

1
AG = [+ 2vjaf + 2L+ v)lyf* — (wy” +2"y) 1+ 2)] = Q° (3.55)

(1+2v)

T , (3.56)

L1 o
AR = 1420+ 2(1+0) [y + oy +a"y) (14+20)] = P+

que resulta na relacao de incerteza

14 2v)2 142
AGAP = /AR AR = \/% + P2 > *‘2 - (3.57)
Na situagao em que Q = /1/2, P = 0 e v = 0, obtemos A¢* = 1/2,
Ap? = 1/2 e a incerteza minima AGAp = 1/2. Entretanto, para situagoes
arbitrarias de @ e P, com o estado puro (v = 0) ou nao, devemos ter o que
denominamos de squeezing nas quadraturas

Aqg#1/V2, Ap#1/V2. (3.58)

No préximo topico, discutimos a solugao estacionaria das equagoes de
evolucao temporal utilizando outra parametrizacao para x e y, em que as
variaveis de squeezing serao dadas por r e ¢. De posse da solucao estacio-
naria de r e ¢ veremos entao, qual é o comportamento estacionario para as
dispersoes nas quadraturas Ag> e Ap?.

3.2.3 Solucgao estacionaria e Bi-estabilidade
Para facilitar a obtencao da solucao estacionaria das equacoes de evolucao

temporal (3.35) e (3.42), utilizamos uma outra parametrizacao para = e v,
diferente de (3.44), dada por

x = coshr,

y = —e “@sinhr. (3.59)
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Com (3.59) reescrevemos (3.35) como

% = —(9p +10,){p) — i, [2{p)v coshr? + 2(p)(1 + v) sinh r*+
+(p)*(1 4 2v)e™ coshr sinh r + [{(p) |*(p)] — vor/271(A™). (3.60)

Observe que com 7 =0, » = 0 e v = 0 a equacao acima se torna idéntica a
(3.21) obtida pela aproximagao de estado coerente. Isso demonstra como a
andlise pela aproximacao Gaussiana adiciona mais elementos a descricao do
problema, o squeezing através de r e ¢ e a possibilidade de um estado misto
através de v. Utilizamos também uma outra expressao para (p),

(p) = \/Tpe 8@, (3.61)

Devemos encontrar agora equagoes para o modulo quadrado de (p), n,, e
para seu argumento, arg(p). A derivagdo no tempo de (3.61) fornece

d(p) L dny e N darg(p)

— iarg(p) 2
5 2y dt e — NG : (3.62)
Multiplicando (3.62) por (p)*, temos
Ld{p) 1ldn, . darg(p)
(p) o 5 T (3.63)
que conjugada fornece
d(p)* 1ldn, darg(p)
(p) T T (3.64)
Somando e subtraindo (3.63) e (3.64), obtemos
Ld(p) dip)* _ dny

(D) = = ) =g = 2inpy— (3.66)
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Substituindo (3.60) e (3.61), e seus conjugados complexos, em (3.65) e (3.66),
obtemos, apds manipulacoes algébricas simples de exponenciais,

% = —27,n, + 201, sin(¢ — 2arg(p))(1 + 2v) cosh(r) sinh(r)
ol i 3.67
ALy sim(arg( ) — () (3.67)
¢ d
algigt@) = —0, — ap[2v cosh®(r) + 2(1 + v) sinh?(r) + n,)
—ay, cos(¢ — 2arg(p) ) (1 + 2v) cosh(r) sinh(r)
1
= costar( ) = () (3.68)
onde usamos f3 = |f3|e’®88) As equacdes acima determinam a evolugdo

temporal de (p) através de seu mddulo n, e seu argumento arg(p). Partindo
de (3.59), temos

de i .o do o dr

T _ L ei% cosh(r) 22 + &% sinh(r) L .

o = ¢ 2 cos () 0 + e'2 sinh(r) o (3.69)
d y d < d
d_?i - %eﬂ% smh(r)d—ji5 o8 sinh(r)d—z. (3.70)

Substituindo (3.59), (3.69), (3.61) e seu conjugado, (p)* = /e 5P em
(3.42), obtemos

i (—z’ cosh(r) sinh(r)% + %) = —2f cosh(r) sinh(r)

~2fs{ny[cos( — 2arg(p)) + isin(¢ — 2arg(p))] cosh’(r)

+nylcos(¢p — 2arg(p)) — isin(¢ — 2arg(p))] sinh?(r)
+4n, cosh(r) sinh(r)} — 2f5(1 + 6v) cosh®(r) sinh(r)
—2f5(5 4 6v) cosh(r) sinh®(r). (3.71)

Tomando as partes real e imaginaria de (3.71), podemos escrever

SR

% = —2f1 — 2fon, |cos(¢ — 2arg(p)) (
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—2f5(1 + 6v) cosh®(r) — 2f5(5 4 6v) sinh?(r) (3.72)
‘ d
d—; = —2fon,sin(¢ — 2arg(p)), (3.73)

considerando que r > 0. As equacoes acima determinam a evolucao temporal

de x e y através dos parametros r e ¢. Procederemos agora a solucao do
estado estacionario de (3.67), (3.68), (3.72) e (3.73),

dn, d arg(p) do dr
— =0 =0,—=0,—=0 3.74
dt Toodt T dt ’ ( )

no qual temos
0 = —2v,n,0 + 2a,nepsin(¢o — 2arg(p)o)(1 + 2v) cosh(rg) sinh(ry)

—1—2% npo sin(arg(fs) — arg(p)o) (3.75)

0 = —d, — a,[2v cosh?(rg) + 2(1 + v) sinh?(r) + n,)
—ay, cos(Pp — 2arg(p)o)(1 + 2v) cosh(ry) sinh(rg)
_ LISl

_ \/n_p{)? cos(arg(f3) — arg(p)o) (3.76)

0= —2f1 —2fony |cos(do — 2arg(p)o) (

cosh?(ro) + smh?(ro)) . 4}

cosh(rg) sinh(rg)
—2f5(1 4 6v) cosh?(rg) — 2f2(5 + 6v) sinh?(r) (3.77)
0= —2f2np0 Sil’l((ﬁo -2 &I‘g(p>0>. (378)

onde ny, arg(p)o, ¢o € ro correspondem aos valores estaciondrios. Para (3.78)
ser satisfeita, com f5 e n, arbitrarios, devemos ter

sin(¢y — 2arg(p)o) = 0, (3.79)

que implica,
cos(¢pg — 2arg(p)o) = £1. (3.80)

Substituindo (3.79) em (3.75), obtemos

sin(arg(f3) — arg(p)o) = %\/@, (3.81)
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Figura 3.4: Andlise grafica do denominador d(4) da expressao (3.83). d(y cor-
responde & escolha de cos(¢o — 2arg(p)o) = +1 e d(_y a cos(dg —
2arg(p)og) = —1.

que implica

cos(arg(f3) — arg(p)o) = /1 — sin*(arg(f3) — arg(p)o)

. (3.82)

Substituindo (3.80) em (3.77), obtemos

[fl + fo(1 + 6v) COSh2<T0) + fa(5 4 6v) sinhz(ro)} cosh(rg) sinh(rg)
o = — f2 [£(cosh?(rg) + sinh?(rg)) + 4 cosh(ro) sinh(ro)] '
(3.83)
Pela defini¢ao devemos ter n, = [(p)|* > 0. Analisando o denominador em
(3.83), d(x) = — fa[%(cosh?(rq) +sinh?(rg)) +4 cosh(ry) sinh(rp)] (veja a figura
3.4), observamos que para esta condigao ser satisfeita devemos ter

| 2

cos(pg — 2arg(p)o) = —1, (3.84)
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que implica em

i [f1+ fo(1+6v) cosh?(rg) + fa(5 + 6v) sinhQ(m)} cosh(rg) sinh(rg)
p0 — .

fo [(cosh?(rg) 4 sinh®(rg)) — 4 cosh(rg) sinh(ry)]

(3.85)
Substituindo (3.84) e (3.82) em (3.76), temos

—6, — ap[2v cosh?(r) + 2(1 + v) sinh?(r) + n,) + a,(1 + v) cosh(r) sinh(r)

| Fyy)?
—\/n_p% (i 1 ﬂj?jl np> — 0, (3.86)

que podemos reescrever como

8, + ap[2v cosh?(r) + 2(1 + v) sinh?(r) + n,)

2
—ay(1 4 v) cosh(r) sinh(r) = F ‘];3| — 2. (3.87)
h2n,,
Elevando ao quadrado a equacao acima, podemos escrever
B, {[6, + (2w cosh? 2(1 inh?
m = Mpod[0, + ap(2v cos (r) +2(1 + v) sinh*(r)
—(1+ 2v) cosh(r) sinh(r) + n,)]* + 72} (3.88)

A equagao (3.88) juntamente com (3.79), (3.81), (3.82), (3.84) e (3.85) de-
terminam as solugoes estaciondrias n,g, arg(p)o, ¢o € ro para (3.67), (3.68),
(3.72) e (3.73). A equacao (3.85) relaciona os valores estacionarios n, e 7o.
Uma anélise gréafica desta equacao é mostrada na figura 3.5, onde observa-
mos uma relagdo aproximadamente linear para ry pequeno (~ 107%), mas
que para um determinado valor de ry (acima de 0.25) existe uma divergéncia
de n,. Esta divergéncia ocorre no ponto em que a fungao [—(cosh®(rg) +
sinh?(rq)) + 4 cosh(rg) sinh(ry)] anula-se, que pode ser observado na figura
3.4. Podemos substituir (3.85) na equacao (3.88), e encontrar uma relagao
2

entre |f3]? e ro. Um anélise gréifica desta relagao, |f3]* = f(ry), é mostrada

na figura 3.6. Para ry pequeno (~ 1073), temos uma curva em formato de um

Neste gréfico (figura 3.5) e nos demais graficos (figuras 3.6-3.12) deste capitulo, uti-
lizamos valores experimentais para fi, fa, f3, v, ¢ J, retirados de [10]. Com excecao da
figura 3.8, em todos os graficos utilizamos v = 0.
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Figura 3.5: Gréficos de n,o em funcao de ry a partir da equagao (3.85). No des-

taque temos a regido para o pequeno (~ 10_3), onde comparamos as
equagoes (3.85) e (3.92).

8,0x10"° [ 1200 |
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N
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00 L L L
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0,0 . 1 . 1 . 1 .
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

Figura 3.6: Grafico da relacdo entre rq e |f3/2. No destaque temos a regido para
o pequeno (~ 1073).
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s na horizontal, mas para um determinado valor de ry temos uma divergéncia

2
em | f3)
de ry pequeno, sabemos que ny,y e 7o sao aproximadamente proporcionais, e

, que corresponde ao mesmo ponto de divergéncia de n,y. Na regiao

portanto, devemos esperar também uma curva em forma de s para a relagao
entre | f3]* € nyo. Mas nao é uma tarefa simples obter uma relagao ro = f(ny0)
a partir de (3.85), para depois substituirmos em (3.88). O que podemos fazer
¢ utilizar o fato de que na regiao em que n,, ¢ linear com ry, temos ry < 1,
e tomar aproximacoes até a primeira ordem em 7

cosh(rg) ~ 1, sinh(rg) =~ 7o, (3.89)
e em (3.85),
[2f1 + 2fo(1 + 6v) + 2f2(5 + 6v)rd]rg
2 3.90
vl 2fo[(1 +rg) — 4ro] (3.90)
~ [2f1 +2f2(1 +6V)]T’07 (391)
2f
Obtendo entao,
r & Cny, (3.92)
com 5
C = f2 (3.93)

[2f1 +2f2(1 +6v)]

Na figura 3.5 observamos uma comparagao entre esta aproximagao (3.92) e
a relagao exata. Substituindo (3.89) em (3.88), obtemos nesta aproximacao
de primeira ordem em ry,

2
|§J ~ nyo{[0p + (20 + 2(1 4+ v)rg — (1 4+ v)1g + nyo) ] + 75} (3.94)

~ ot [(6p + 2vay) — ap(1+v)ro + "p0]2 + 7;2,}‘ (3.95)

Usando (3.92), obtemos finalmente

|f3?
hZ

~ nyo{[(6p + 2vay,) + a,(1 — C(1 + l/))npg]2 + ’yg}, (3.96)

uma relagao entre | f3]? e ny. Observando que
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Figura 3.7: Gréfico da relacdo (3.96) entre |f3|2 e ny, com v = 0 e diferentes
valores de 0.
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Figura 3.8: Gréfico da relagdo (3.96) entre | f3]% e nyo, com &, = —2.57, e diferentes
valores de v.
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fsl”
h2

2R BT ~ Ly, (3.97)

f3]2
h?

observando também que, para r < 1,

ou seja, é proporcional a intensidade do campo incidente na cavidade, e

1 1
(p'p) =n, — 5t (5 + v) cosh(2r) ~ n, (3.98)
ou seja, n, = |(p)|* é proporcional ao nimero médio de polaritons na ca-

vidade {p'p), que podemos considerar proporcional & intensidade do campo
transmitido pela cavidade Ir. Entao, n, ~ Iy, e podemos concluir que a
equagao (3.96) representa na realidade uma relagao entre I, e I7 para a ca-
vidade, onde observamos o comportamento caracteristico da bi-estabilidade
(figuras 3.7 e 3.8). Novamente, podemos recuperar o resultado equivalente
da aproximagao de estado coerente (3.26) fazendo r = 0 e v = 0 na equagao
(3.88).

As figuras (3.6) e (3.8) mostram o comportamento estacionario de ng
e 1o em funcdo do bombeio externo sobre a cavidade. Vamos a analisar
agora o comportamento estacionario das dispersoes nas quadraturas ¢ e p. E
interessante observar que o parametro r juntamente com ¢ correspondem as
variaveis de squeezing. Calculando as dispersoes

1
AF = S[1+ e + 21+ W)y = (o + g (1 +20)]  (3.99)

1
Ap* = 5[1 +2v]z? + 2(1 + v) |y + (zy* + 2*y) (1 + 2v)], (3.100)

usando (3.59), temos

1
AG = 5[1 + 2v cosh?(r) + 2(1 + v) sinh®(r)

+2(1 + 2v) cos(¢) cosh(r) sinh(r)] (3.101)
Ap? = %[1 + 2v cosh?®(r) + 2(1 + v) sinh?(r)
—2(1 + 2v) cos(¢) cosh(r) sinh(r)], (3.102)

onde podemos observar que, para r = 0, ¢ = 0 e v = 0 obtemos a incerteza
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minima AgAp = 1/2, e para r e ¢ arbitrarios obtemos Ag, Ap # 1/v/2, que
como ja foi mencionado, interpretamos como squeezing.

Até agora temos discutido resultados analiticos da solucao estacionaria
obtida de (3.75), (3.76), (3.77) e (3.78). Mas também foram obtidos resulta-
dos numéricos para a solucao destas equacoes utilizando o programa Maple.
A figura 3.9 mostra as solugoes estaciondrias obtidas ny, arg(p)o, 7o € ¢o
em fungao de |f3|>. Nesta figura, observamos que as quatro quantidades
exibem o comportamento caracteristico da propriedade de bi-estabilidade.
Utilizando esta solugao numérica podemos analisar o comportamento estaci-
onario para as dispersdes Agq, Ap e para a incerteza AgAp. As figuras 3.10
e 3.11 mostram o resultado obtido. Na figura 3.10 é mostrada uma curva da
bi-estabilidade de n,y em comparacao com as dispersoes e a incerteza, onde
podemos observar que para o ramo inferior Ag ~ 1/v/2, Ap ~ 1/1/2, ou
seja, praticamente nao temos squeezing. No ramo intermediario temos Agq
aumentando enquanto Ap diminui, mas com a incerteza AqAp sempre cres-
cendo. No ramo superior a situagao se inverte entre Aq e Ap, com a incerteza
oscilando um pouco, mas voltando a crescer. Podemos observar esse mesmo
comportamento na figura 3.11, onde temos as dispersoes e a incerteza como
funcao de |f3]?.

Em todas as solugoes estaciondrias obtidas, ng, arg(p)o, o € ¢o na figura
3.9, e inclusive a incerteza na figura 3.11, onde temos a variagao com o bom-
beio externo observamos o comportamento caracteristico da bi-estabilidade.
No topico que segue, analisamos as condi¢oes para ocorréncia e de estabili-
dade destas curvas.

3.2.4 Analise de estabilidade

Analisamos primeiro a condi¢ao para ocorrer a bi-estabilidade na curva
| f3]> = f(ny0). Nesta situagdo, a curva apresenta dois pontos extremos, que
podem ser determinados através de

dlff?

dnpo

0. (3.103)
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Figura 3.10: Graficos das dispersoes Ag, Ap e da incerteza AgAp como fungao de
npo, obtidos a partir da solucdo numérica de ny, arg(p)o, ro € ¢o.
Para comparacao, observamos também a curva de bi-estabilidade e
suas diferentes regides.
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Figura 3.11: Graficos das dispersoes Agq, Ap e da incerteza AgAp como fungao de
| f3]%.
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Como a bi-estabilidade se manifesta na regiao de ry pequeno, usamos a ex-
pressao aproximada (3.96) em (3.103), que fornece

3nsaa[l — C(1 4 2v)]* + 4(6, + 2vy,)ap[1 — C(1 4 2v)|ny

+(0p + 2va)* + 42 =0. (3.104)

O discriminante da equacao acima ¢é dado por
A =402(1— C(1+2v))?[(0, + 2va,)® — 372 (3.105)

Para termos dois pontos extremos, situacao em que ocorre a bi-estabilidade,
devemos ter o discriminante A > 0, que implica

(0p +2v0p)* =372 >0 . (0, + 2vay)® > 372, (3.106)

Nesse caso, os valores n,y correspondentes aos pontos extremos sao

—2(5, + 2wa,) + \/(5p +20a,)? — 372
3a,[1— C(1+ 2v)] ‘

npo(i) = (3.107)

Como ny representa o valor médio do nimero de polaritons, seu valor deve
ser positivo, desse modo devemos ter em (3.107)2,

(0, + 2vay,) < 0. (3.108)
Para satisfazer as duas condigoes (3.106) e (3.108), devemos ter
(6, 4+ 2vay) < —V3y,, (3.109)

esta é entao, a condigao para que ocorra a bi-estabilidade. Nos gréaficos 3.7 e
3.8, observamos que esta condigao ¢ satisfeita. Observe que para um estado
puro, v = 0, esta condi¢do torna-se idéntica a (2.58) obtida na aproximagao
do estado coerente.

Analisaremos agora a condicao de estabilidade da solucao estacionaria
obtida para n,, arg(p), ¢ e r. Faremos isto, do mesmo modo que na secao

2Observe que devemos ter também em (3.107), 1 > C(1+2v). Mas essa condigao, para
os valores experimentais que usamos [10], é sempre satisfeita.
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2.1.3, tomando uma pequena variacao em torno da solugao estaciondria
np(t) = npo + dny(2),

arg(p)(t) = arg(p)o + d arg(p)(?),
B(t) = do + d0(t),
r(t) = ro(t) + or, (3.110)

onde 0ny, d arg(p), d¢ e or correspondem a pequenas variagoes. Substituindo
(3.110) nas equagoes (3.67), (3.68), (3.72) e (3.73), e tomando até a primeira
ordem nas variagoes 9, obtemos

d |f |

Sm(arg(fs) - arg<p>o)] ony

+ [4aynp (1 4 2v) cosh(rg) sinh(rg) — 2% N0 cos(arg( fs) — arg(p)o )} d arg(p)
—2a,np0(1 + 2v) cosh(rg) sinh(rg)d¢, (3.111)
iéar<> - +|f—3|cos(ar (f3) —arg(p)o)| on
dt’ Y P hnyar2 CONBUS) — ATePI0) | Oy

g
NG

sin(arg( f3) — arg(p)o)d arg(p) + [—4a, (1 + 2v) cosh(ry) sinh(ro)

+ay,(1 4 2v)(cosh?(rq) + sinh?(rg))]or, (3.112)

Eér = —4fonyed arg(p) + 2 fanydo, (3.113)

%&b o4, [(cosh2(r0) + Sinh2<7"0)) B 4} on,

cosh(rg) sinh(rg)

Npo .
—2 P 2(6 4+ 12 h h 1) 3.114
fa LoshQ(rO) ShZ(ro) + 2(6 + 12v) cosh(rg) sin (7’0)1 T, ( )

onde usamos (3.75), (3.76), (3.77) e (3.78). Podemos escrever as equagoes
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(3.111), (3.112), (3.113) e (3.114), na forma matricial

ony, ony
% 5ag§<p> =M 5agi<p> (3.115)
do d¢
Supondo a forma exponencial para as variagoes
Sny ~ e Sarg(p) ~ M, or ~ M S ~ e, (3.116)
a equagao (3.115) resulta em
ony, ony,
a| e | Ol (3.117)
e d¢

Os expoentes A correspondem assim, aos autovalores da matriz M. Pela

— eRe()\)t—i-iIm

forma escolhida para as variacoes, 0 f ~ e Wt devemos ter a

parte real dos expoentes Re(\) negativas, para que tenhamos em (3.110)

np(t) — npo, arg(p)(t) — arg(plo, ¢(t) — do, r(t) = ro(t),  (3.118)

para um tempo suficientemente longo. Nessa situacao, o efeito da variacao
é apenas uma oscilagdo, com frequéncia I'm()), amortecida com o tempo,
em torno da solugao estacionaria, o que caracteriza a estabilidade da solucao
estaciondria. No caso contréario, Re(\) > 0, as variagoes divergem exponenci-
almente da solucao estaciondaria, caracterizando a instabilidade. Realizamos
um calculo numérico, usando o programa Maple, dos autovalores da matriz
M. Os resultados obtidos, mostrando a variagao da parte real de A em funcao
do valor estaciondrio de n,, estao ilustrados na figura 3.12. Para compara-
¢ao, vemos também nesta figura, a curva da bi-estabilidade, onde podemos
separar as regioes de estabilidade, Re(\) < 0, e de instabilidade, Re(\) > 0.
Nesta figura, é importante ressaltar que a linha de autovalores que vista pro-
ximo & origem ¢ de valores negativos, mas da ordem de 1072, Observamos
assim, que o ramo intermediario é instavel e que os ramos superior e inferior
da curva sao de fato estdveis, o que caracteriza a situagao de bi-estabilidade.
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Figura 3.12: Parte real de A em funcao do valor estaciondrio de n,. Para compara-
¢a0, observamos também a curva de bi-estabilidade e suas diferentes

regioes.
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Com essa analise de estabilidade encerramos nossa discussao da aplica-
¢ao da aproximacao Gaussiana para os polaritons em uma microcavidade
semicondutora. No préximo capitulo apresentamos nossas conclusoes sobre
este trabalho.



CaApiTULO 4

Conclusoes

Neste trabalho vimos como é possivel a aplicacao da aproximagao Gaussi-
ana para a descricao da bi-estabilidade éptica gerada por polaritons numa mi-
crocavidade semicondutora. Com esta aproximacgao generalizamos o campo
médio de estado coerente para o campo médio de um estado gaussiano, o que
possibilitou a adigao de mais propriedades quanticas na descricao do pro-
blema, o squeezing e a possibilidade de estados mistos. Assim, foi possivel
verificar todos os resultados da aproximacao de estado coerente, tomando a
situacao da auséncia de squeezing e de um estado quantico puro na nossa
aproximacao.

Como resultado da aproximacao, obtivemos a descricao das equagoes de
evolucao temporal em termos do valor esperado do Hamiltoniano, na forma
de equagoes de Hamilton classicas. As variaveis canonicamente conjugadas
neste caso foram as quadraturas do campo de polaritons p, e as variaveis
associadas ao squeezing () e P da nossa descricao Gaussiana.

Pela solugao estacionaria das equacgoes de evolucao temporal obtidas pela
aproximacao, demonstramos a propriedade de bi-estabilidade para o sistema.
Verificamos esta propriedade em todos os parametros utilizados, em n, e
arg(p) associados ao valor esperado (p), e em r e ¢ associados ao squeezing.
Dessa forma, obtemos a curva caracteristica da bi-estabilidade entre as in-
tensidades incidente e transmitida, e além disso, obtemos também uma curva
de bi-estabilidade para a incerteza nas quadraturas do campo em funcao do
bombeio externo na cavidade. Nesta curva, observamos um ramo inferior em
que praticamente nao existe squeezing e um ramo superior em que verificamos
0 squeezing.
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Fizemos ainda uma analise de estabilidade, tomando uma pequena vari-
acao em torno das solucoes estacionarias obtidas, e linearizando as equacoes
de evolucao temporal. Esta andlise comprovou a estabilidade dos ramos
superior e inferior, e a instabilidade do ramo intermediario da curva caracte-
ristica de bi-estabilidade obtida pela nossa aproximagcao, comprovando assim
a propriedade para o sistema.



APENDICE A

Tabela de Tracos

Neste apéndice listamos os tracos envolvendo n que sao utilizados nos
célculos da aproximacao Gaussianal:

L Tr(pon'n) =

2. Tr(pom') = 1+v

3. Tr(pon'ntnm) = 202

4. Tr(pontnm'n) = v(1 +v) + v
5. Tr(pontnmt) = 2v(1 +v)

=2v(l+v)

) =

)

) =
6. Tr(ponm'mm’) = (1 +v)> +v(l+v)

7. Tr(pommntn) =

) =

8. Tr(ponmmin®) = 2(1 +v)?

Todos os demais tragos, até a quarta ordem em 7, se anulam.

'Estas expressoes foram derivadas a partir do Apéndice B de [7].



APENDICE B

Valor esperado do
Hamiltoniano

Podemos escrever o Hamiltoniano (3.18) para os polaritons na microca-
vidade como

H = fip'p+ fop'p'op + fap' + fip, (B.1)
onde
PP .
fi=Erp(0), fo="2 fs=—ihy/2Nv E™ (B.2)

Fazendo o deslocamento

b=p—{(p) .. p=b+(p) (B.3)

em (B.1), obtemos
H = g:b'b'bb + gob'b'b + g3bTbb + g4b'b'

+g5bTb + gﬁbb + g7bT + ggb + 4o, (B4)

onde
g1 = f2, 92 =2(p) f2, 95 =2(p)" fa,

g1 = (D) f2, g5 = [L + 4l 2, g6 = f2((p)")?,
g7 =) L + 2P fa+ f3. 95 = () fr + 20)*[D))* f2 + f5,
90 = Al + fl(D)]* + f3(0)" + f3(p)- (B.5)
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Fazendo a transformacao de Bogolyubov
b=xn—yn', b=zt —yn
n=xb+y*b', n' =yb+ b,
podemos reescrever (B.4) como
H = Hs;+ Hy,
com Hjs contendo os termos até terceira ordem em 7,
Hy = han'n'n + han'n'n" + han'nn + han'm!

+hsm'n + henn'n' + hennn + syt + hon'n'
+h1077T7] + h11777)T + hianm + h1377T + h14n + go,

onde

hi = go(a)’x — gs|x|Py*,  ha = gsa*(y*)* — ga(a*)?y",
hs = gsx*a® — golzPy,  ha = gox*|y|* — gs|2 |y,
hs = gszly|* — golzl’y,  he = g |y|* — g3y (y*)?,
hy = 921’y2 - 9351722/, hg = g3x|y|2 — §y*y",
ho = ga(2*)® — gsz*y" + g6(y)*, hao = gs|z|* — guz™y — gexy’”,
hit = gsly” — 942y — gexy™, P12 = gay® — g5y + gor®,
hiz = g7a" — gsy", his = gs — g7y,

e com H, contendo os termos de quarta ordem,

T

(B.10)

Hy = gi{|lz*"n'n'om — o*y* |xPn'nton® — z*y* |2 Pn'nTnin + (xy*)*nintnint

—zylz*omnn + =y PonTon + |2 [y oty — 2 y*lyPonTnin'
—zy|z*n'nmn + =y Pntommt + 2P ly)Pntontn — ¥y |y Pt Tyt
+x?y*nmmm — zylyPommnt — ylyPomm'n + |y mmnint}.

Calculando o valor esperado

(H) =Tr(poH) =Tr(poHs) + Tr(poHa),

(B.11)
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temos
Tr(poHs) = b Tr(pon'n'n) + hoTr(pon™n'n') + hsTr(pon'nm)

+haTr(pon'nn') + hsTr(pomn™n) + heTr(ponm'n') + heTr(ponmm)
+hsTr(ponmn') + hoTr(pon'n') + hioTr(pon™) + ki Tr(ponn’)
+h12Tr(porm) + hasTr(pon') + haaTr(pon) + goT7(po)
= (i + 4P f)llzlPr + [yP(L+v)] = [(p)* for™y + f2((p)*)?xy"] (1 + 2v)
+AlP)? + LU0+ f(0)" + f5(p) (B.12)

Tr(poHs) = gu{|x[*Tr(pon'n'nn) — z*y*x*Tr(pon'n'm')
—2*y* &P Tr(pon™n'n'n) + (2" y*)*Tr(pon'n'n™n") — zylz*Tr(penn™nm)
+HaPlyPTr(pommtnn®) + 12 Plyl*Tr(ponmtn'n) — 2y [y1*Tr(ponm'n'n')
—zyl|z*Tr(pon nmm) + 2 *ly*Tr(pon nmn®) + x|y [*Tr(pon'nn'n)
—z*y* lyI*Tr(pon™ ") + 2>y Tr(ponmmm) — xyly*Tr(ponmmn')
—xylyPTr(ponm™) + lyI* Tr(pormm'n')}
= fo{20%a|* + 2 Plyl[L + 8v(1 + v)] + 2(1 + v)?[y|"} (B.13)

onde usamos Tr(pg) = 1, os tragos fornecidos no Apéndice A e as definigoes
(B.5) e (B.10). Escrevendo (p) em termos das quadraturas

<m=§§mmm (B.14)

e fazendo a reparametrizacao (3.44)

z= %‘/1f2u -<<1+22V%+Q) Lip|, (B.15)
y:%,/lf% ((lzzy%—@ﬂp : (B.16)

= 5@+ 7). [l = 3@+ 22+ (BI7)

obtemos
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W = 3@ - pi2i), ()7 =4@-p-i2p)  (B1S)
1 1 1+2v)% 1
1 1 1+2v)? 1
. 1 (1[(1+20)21 .
xy:1+zy{§ l< 41/) @—QQ%—PQ}—FZPQ} (B.21)
. 1 (1[(1+20)%1 .
a:y:1+2y{§{( 4y>@—Q2+P2:|—ZPQ s (B22)
e entao,
Tr(poHs) =
2
%[fl +2(¢" +5°) fo] { {(1 +42V) é +Q+ PZ] - 1}
2
gl - [ L - | v 2piar @+ S+ )
L Bl@ — )+ VERe( )+ VIpTm(fs) (B.23)
Tr(poH4) =

%(1 +12V)2 {(1 +42”) é QP P2] (207 + 1+ 8u(1+ )] +2(1 + v)?}

1 (1+2v)? 1 9 2| 1,2 _ )2
_|_f2(1+2y)[ st +P}[ (1+v)
J%{zy? — (1 +8v(1+v) + (1+v)%}. (B.24)

onde usamos f3 = Re(f3) +iIm(f;). Com (B.23) e (B.24) em (B.11), temos
o valor esperado do hamiltoniano em termos das quadraturas ¢ e p e das
variaveis de squeezing @) e P.



APENDICE C

Calculos de T'r([p, H]py),
Tr(g(nm)po) e Tr([mm, Hlpo)

Neste apéndice demonstramos o calculo de alguns tragos que sao utiliza-
dos no capitulo 3: (a)Tr([p, Hpo), (b)Tr(Lnmpo) e (c)Tr ([, H]po).

(a) Considerando o deslocamento

e a transformacao de Bogolyubov

b=an—y'n', bl =an"—yn.. (C.2)
n=2b+yb", nf=yb+ bl (C.3)

podemos escrever
p=xn—yn +(p), (C4)

Usando (C.4) e a expressao do Hamiltoniano em termos de n do apéndice B,
(B.8), podemos calcular o comutador [p, H]. Observando que o comutador
de p com um termo de quarta ordem em 7 resulta em um termo de terceira
ordem, como por exemplo,

[p, ] = —y* ", mmmm] = 4y* . (C.5)

e considerando que, de acordo com o apéndice A, o traco de termos de terceira
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em 7 sao nulos, devemos ter, entao,
Tr([p, Halpo) = 0 (C.6)

onde H, contém os termos de quarta ordem em 7 de H. Dessa forma, apenas
os termos resultantes de [p, H3|, onde H3 contém os termos até terceira ordem,
contribuirdo para o trago Tr([p, H|po). Com Hj dado por (B.9) do apéndice
B, calculamos

[p, H3) = z[n, H3) — y*[n', Hs]
= a{l[n,n"n"n] + ha[n, n'n'n'] + hsln, n'nn]
+ha[n, n'nn'] + hsln, mnn] + he[n, '] + hsln, nmn']
+holn,n™n"] + haoln, n'n) + haa[n, mm'] + hasln, 0’1}
=y {halnt, 0™l + haln® ntn] + haln®, n"on™) + hsln®, mn'n)
+he[n®, '] + hz[n®, nmn) + hs[n', nn') + haoln®, ™)
+ha[n',m'] + has[n®, mm) + haln', 0} (C.7)

Usando os comutadores

[, nm'] = n, [n',m"] = —n, (C8)

[, n'nl =0, [n',n'n] = —nf, (C.9)

[, '’ = 20, [n',mm] = —2n, (C.10)

[, '] = mm, [t mnn'] = =21, (C.11)

[, '] = 2nn", [nf, im0l = —nfyl, (C.12)
[, mm™n) = mm, [n',mm'n) = —n'n — (C.13)
[, n'on™ = mn® +n'n, ', nton’] = —nint, (C.14)
[, ntnm) = nm, [n',nfom] = —2n™n, (C.15)

[, n' ™' = 30", [n, nmm) = —3mn, (C.16)
[, 0™ n"n) = 20", 0", n'n'n] = ="', (C.17)

e agrupando os termos em ordem de 7, (C.7) resulta em

[p, H3) = [2(2h1 + ha) + y*(2hs + hs)|n'n + [3zho + y* (he + hy + he)n'n!
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+[2(hs + hs + hs) + 3y*hzlnm + [x(ha + 2he) + y*(hs + 2hs) |0’
+[2zhg + y*(hio + ha1)n' + [2(hio + k1) + 2y hao]n + [whis + y*hag). (C.18)

Utilizando os tracos do apéndice A, calculamos

Tr(polp, H]) = Tr(polp, Hs]) =
[€(2h1 + ha) + " (2hs + hs)|Tr(pon'n) + [3xha +y*(ha + by + he)|Tr(pon'n")
+Hz(hs + hs + hs) + 3y*ha] Tr(pomm) + [x(ha + 2he) + y* (hs + 2hs) Tr(ponm’)
+[22hg 4y (hao + han)|Tr(pon’) + [£(hao + har) + 2y* ko] Tr(pon)
Hahas + 5" bl Tr(po) = [2(2hy + ha) + v (2hs + )|y
+[x(hy + 2h6) + y* (hs + 2h8)](1 + v) + [xhis + Yy hi4]. (C.19)

Usando as defini¢oes dos parametros h;, (B.10) no apéndice B, podemos
reescrever (C.19) como

Tr(polp, H]) = {4Lallz[v + [y (1 + )] + f1}(p)

—2fory* (1 + 20)(p)* + 2£2(p)|(P)|* + f3, (C.20)

onde também usamos a condicao |z|? — |y|* = 1.

(b) Usando a transformacao

b=an—yn', bl=an—yn .. (C.21)
n=ax"b+yb", nt=yb+ bl (C.22)

podemos escrever
mm = (2*)2bb 4 2 y*bb' + x*y*bTb + (y*)blbl. (C.23)

Derivando no tempo esta equagao, obtemos

d
2 = 207" b + (@*y" + 2*9) (0D + bb') + 2y b (C.24)

Usando novamente a transformagao (C.21), podemos escrever

d s %k .k * ERE 3 . %k
= [2z|x|%8* — 22y (i*y* + %Y%) + 2yly|*v* ]
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H=2la Py + (Y + 2 ) (|2 + [yl?) — 227yl ] om' + ')
H22% 5 (y)? = 20"y (&Y + 2 g) + 2(a) Y g It (C.25)
Tomando o trago da equacao acima, obtemos

d . e w k -

Tr(pozmn) = [2elel*a" = 2wy(&"y" +75") + 2ylyl*5 1 Tr (porm)
H=2le ity + @y + 2y ) (2 + [y [?) = 227 g T (porm") + T (pon'n)]
223 (y")? = 207y (@Y + 2y) + 20"y g 1T (pon™n')

= (z"y" — 2"y")(1 + 2v) (C.26)
onde usamos os tragos do apéndice A e a condicao |z|* — |y|> = 1.

(c) Usando a expressao do hamiltoniano em termos de 1 do apéndice B,
(B.8), calculamos o comutador

[, H] = [, Hz| + [, Ha), (C.27)
com
[nm, Hs) = ha[nm, n'n'n] + ha[nn, n'n'n'] + halnn, n'on)
+ha [, '] + hslnm, ') + helpn, nn™n"] + hs[nn, nn']
+ho[nn, n'n'] + haolnn, '] + haa [nm, m0'] + haslnn, 1) (C.28)

[m, Ha) = gi{|z[*[nn, n'nTon] — «*y*|=*[nm, n™ninn']
—z*y* |2 [nm, n'n™n'n] 4+ («*y*)?[nn, ninTn'n']
—zylz*[nn, o) + |z (y[* o, nnon)

+|2 |y [m, mminn] — ¥y |y [om, nminn')

]
—zyla*[mm, n'nmn) + 12|y [*[nn, n o]
Lyl [, n'omn) — 2y |y P, nton'n ')
—xyly*lnm, nnn'] = wyly [, nom™n]

+y[* [, mm'n'1}- (C.29)
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Usando os comutadores

[nm, 0] = 2n,
[ym, nm'] = 2nn,
[ym, n'n] = 2nn

[, n'n'] = 2nm" + 2n™n,

[, '] = 2nmm,

[, '] = 2nmn" + 2,
[nm, ') = 20,

[, "] = 2nm" + 20y,
[m, n'tnm) = 20,

[, n'n™n"] = 2nm™n" + 20T + 200"y,
[, n'n'n] = 2nm™n + 20Ty,
[, n'ntnm] = 2nntnn + 20ty
[, ™" = 20m™n® + 2ntnmn" + 200ty

[nm, n'n™n'n] = 2™ty + 2n'on™n + 20Ty,

[, ™™t n'] = 2nn™n™nt -+ 2nfgntn® + 20T tont 4+ 2ntnnty
[m, 't nm) = 2nmmn,
[, ") = 2nmnnt + 20mtnn,
[, mm™n™n) = 2nmm'n + 2nntnn,
[, nm™n™n"] = 2nmnn" + 200t ot + 20ntnty,
[, '] = 2nmmn,
[, n' i) = 2nmmnt + 20ty
[, ™ nn) = 2nmmn + 2ntnm,
[, T n™ '] = 2nmn 0t + 2ntnmn" + 2nfnty,
[, ] = 20
[, ™) = 2
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[ym, nmnn'] = 2nmmn® + 2nmnTn, (C.55)

podemos escrever
[nm, Hs] = 2(hy + he)nn'n + 2(hy + ha)n'nn + 2hann'n’

+2hon nn’ -+ 2han'nTn +2(hs -+ hs + hs)nmm + 2(ha + he )y + 2hgnn’ +2henTn
+2<h10 + hu)’f]T] -+ 2h1377 (056)

[, Ha] = fo{ 2l (|2 + 2y *)nm'nn + 2| (|2* + 2|y [*)nTnnn
*nfntnn
=22%y* (| * + |y )nmn™n — 20y (|2 + [y )Ty + 2(a*y*) gm0t
+2(z*y*) 0t + 20y P nton’ + 2(a*y*) oy
—day(|x® + |y[*)mmmm + 2|y P (1yl* + 21z nmmn’
+20y1(lyl? + 2lx*)mmn'n — 4z y* [y Pomn'n'}. (C.57)

Tomando o trago de (C.56) e (C.57), com os resultados apéndice A, obtemos

=2z y* (|z)* + |y|*)om'on' — 2z*y* (|z* + |y|*)nTonn' — 42"y |2

Tr(po[nm, Hs)) = 2(h1 + he)Tr(ponm'n) + 2(hy + ha)Tr(pon'nn)

+2hoTr(porm ™) +2hsTr (pon™nm ") +2haTr (pon'n'n)+2(ha-+hs+hs) Tr( ponnm)
+2(ha+he)Tr(ponmm’)+2he Tr(pormm ') +2heTr (pon'n) +2(hio+hi1 ) Tr(ponm)+2kisTr(pon)
=2[(p)%fo(2*)* — (L + 4D)* f2)z*y" + (p)*) faly)’) (1 +2v)  (C.58)

e
Tr(po[nm, Ha)) = fo{2|z|*(|z[>+2|y)*) Tr(ponn™nm)+2|z* (|2 *+2|y[*) T (ponTnnm)
—2z*y*(|z* + |y|*)Tr(ponn™n®) — 22 y*(|z|* + [y[>)Tr(pon™mm')
—da*y* |2 P Tr(pon'ninn) — 22y (|z> + |y|*)Tr (ponm'n'n)
—22*y*(|z|* + |y Tr(pon™nnn) + 2(z*y*) 2 Tr(ponm'n'n")
+2(z*y*)*Tr(pon™mm'n®) + 2(z*y*)*Tr(pon™n'nn")

+2(2*y")*Tr(pon'n'n'n) — day(|x|* + [y*)Tr (pommm)
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+2ly 2 ([ + 2l ) Tr(ponmmn') + 2|y *([y1* + 2] *)Tr (pormn'n)
—4x*y* [y Tr(pommm™n’)} = =2f5[(1 + 2v)? + 4v(1 4 2v)]z"y* ||
—2f5[(1 + 2v)? + 4v(1 + v) (1 + 2v)]2*y*|y|>. (C.59)
Usando (C.58) e (C.59), temos entao,

Tr(po[mm., H]) = Tr(polnm, Hz]) + Tr(po[nm, Ha])
= =2fiz"y" (1 + 2v) + 2fo[(p)*(z*)? — 41(p) Pe™y™ + (()")*(y")?](1 + 2v)
—2f5[(1 + 2v)? + 4v(1 + 2v)]a*y*|x|? (C.60)
—2£[(1420)? + 4v(1 + v)(1 + 2v)]z*y* |y|*.
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