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Resumo

Regularizagao Implicita é um recente processo de regularizacao no espago dos momen-
tos. Dentre outras vantagens, foi mostrado que dentro deste esquema as divergéncias
podem ser escritas de uma maneira sistematica em n loops. Com isso, foi possivel
desenvolver um método geral para calcular as funcoes do grupo de renormalizagao
em um numero arbitrario de loops. Esta é a principal contribuicao deste trabalho.
Aplicamos o método ao modelo de Yukawa e calculamos tais fungoes até dois loops.
Apesar de termos aplicado em um modelo particular, o método pode ser estendido

para o estudo perturbativo de outras teorias quanticas de campos.
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Abstract

Implicit Regularization is a recent momentum space framework regularization process.
Among others advantages it was shown that within it the divergences can be written in
a systematic manner in n loops. With this in mind it was possible to develop a general
method to compute the renormalization group functions in an arbitrary number of
loops. This is the main contribution of this dissertation. We applied this method to
the Yukawa’s model and we calculated such functions up to two loops. Although we
used it in a particular model, the method can be extended to the perturbative study

of others quantum field theories.
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Capitulo 1
Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) surgiu da unido da mecéanica quantica com
a relatividade restrita. Uma caracteristica dessa teoria é que ela é aplicavel para
sistemas de muitos corpos. E como ha a possibilidade de criacao e destruicao de
particulas em sistemas quanticos relativisticos, a TQC mostrou-se muito ttil para o
estudo da fisica de particulas. Ela foi usada para estruturar o Modelo Padrao que
explica as interagoes eletromagnética, forte e fraca. A Eletrodinamica Quantica, um
exemplo de uma TQC, fornece resultados com uma precisao surpreendente.

No desenvolvimento da Teoria Quantica de Campos os fisicos depararam com ex-
pressoes que eram infinitas. Essas divergéncias surgem ao se somar sobre os momentos
de todos os estados intermediarios - um passo necessario no calculo dos termos da
série do estudo perturbativo. Elas sao classificadas como divergéncia infravermelha -
que surge em teorias nao massivas no limite em que o momento destes estados vao
para zero - e como divergeéncia ultravioleta - que surge no limite em que o momento
vai para infinito. Acredita-se que a primeira seja devido a idealizagbes do modelo
que sao feitas e por isso ela ndo traz muitos problemas [1]. As divergéncias ultravi-
oletas, porém, parecem ser intrinsecas da TQC. Em uma primeira analise, esse fato
seria suficiente para descartar uma teoria. Entretanto, foram encontradas maneiras
de reinterpretar os parametros fisicos e, assim, contornar este problema: os processos
de regularizacdo/renormalizagao. Mais tarde verificou-se que esses infinitos, de fato,
sdo importantes para a teoria, como por exemplo, para o estudo de anomalias [1].

Na regularizagao implementamos, de alguma forma, artificios que justifiquem ma-
nipulagoes algébricas das integrais que, antes do processo, eram divergentes. E im-

portante enfatizar que, neste ponto, a integral ¢é finita e sé quando retiramos a regu-



larizacao é que ela volta a divergir. Ao longo do trabalho cometeremos um abuso de
linguagem ao referir as integrais regularizadas como divergentes. O proximo passo é
isolar termos que sao genuinamente finitos daqueles que divergem ao ser retirada a
regularizacao.

O processo seguinte é a renormalizacao. Ela é empregada para tornar finitas
grandezas antes divergentes. Nesta etapa subtraimos os termos infinitos que foram
isolados no processo de regularizagao. Isso pode ser feito redefinindo os parametros
fisicos e sera discutido na secao 2.4.

Existem varios esquemas de regularizacao. Porque a divergéncia aparece ao to-
marmos o limite em que o momento vai para infinito, o mais intuitivo, talvez, seja
introduzir um corte A (regularizagao via cut-off) nas integrais de momento, executar
os calculos e depois fazer A — oco. Porém, o método mais popular é a Regularizagao
Dimensional (RD). Este esquema consiste em modificar a dimensao do espago-tempo
para d, realizar as integrais e depois tomar o limite d—4. H4 outros métodos como a
regularizacao de Pauli-Villars, na rede etc. No inicio da década de 90 surgiu a Regu-
larizagao Diferencial (RDf) [2] que trabalha no espaco das posigdes e nao apresenta
divergéncias. E, no final da mesma década, surgiu a Regularizagao Implicita (RI) que
trabalha no espago dos momentos e possui infinitos explicitos e sistematizados [3], [4].

Quando se propoe um novo método, ou mesmo uma nova teoria, uma pergunta

surge naturalmente:
- por que devemos usar este novo método em detrimento do existente? No caso de
esquemas de regularizacao, muitos nao sao aplicaveis em todas teorias. A RD, por
exemplo, apresenta problemas ao tratar teorias quanticas de campos de dimensao
especifica como teorias quirais, supersimétricas e topologicas. Nao é imediato, por
exemplo, uma continuagao analitica do objeto 5 - que esta presente no lagrangeano
deste trabalho - em dimensoes arbitrarias. Apesar de existirem modificagoes da RD
(e.g. Redugao Dimensional), em geral, elas sdo inconsistentes em ordens de loops
arbitrarias [5]. Por ndo modificar a dimensao do espago-tempo, a RI pode ser empre-
gada nestas teorias. De fato, ela vem sendo usada com sucesso em varios trabalhos
como [3], [4], [6] e [7].

Seria interessante que esquemas de regularizacao possuissem as seguintes carac-
teristicas:

(1) preservar a simetria de calibre sem precisar imp6-la ordem a ordem através de



equagoes de vinculos;

(2) nado adicionar novas estruturas no lagrangeano, o que complica as regras de
Feynman;

(3) para teorias de dimensao especifica, ndo modificar a dimensao do espago-tempo.

A RI e a RDf atendem a estes propdsitos.

A recente generalizagdo da RI para n loops ([3], [4]) trouxe, entre outras vanta-
gens, a sistematizacao das divergéncias em todas as ordens. Mostrar como isto pode
falicitar o calculo das fungoes do grupo de renormalizacao e como podemos relacionar
os coeficientes de diferentes ordens é o principal objetivo deste trabalho. Apresenta-
remos o céalculo das fungoes do grupo de renormalizagao - que serao apresentadas no
capitulo 2 - dentro do esquema da Regularizacao Implicita e calcularemos até dois
loops tais funcées do modelo de Yukawa. A dissertacao esta assim organizada:

e capitulo 1: introducao;

e capitulo 2: apresentacao do processo de renormalizacao, método de contratermos,
grupo de renormalizacao, a RI e um exemplo de seu uso;

e capitulo 3: apresentacao da teoria de Yukawa e os calculos dos diagramas de Feyn-
man divergentes de 1 e 2 loops;

e capitulo 4: sistematizacao do célculo das fungoes do grupo de renormalizacao usando
a RI e o calculo até dois loops destas fungoes do modelo de Yukawa;

e capitulo 5: conclusao.



Capitulo 2

Regularizacao e Renormalizacao

2.1 A Regularizacao Implicita

A idéia da RI é isolar os infinitos como integrais béasicas independentes do mo-
mento externo e que nao precisarao ser calculadas explicitamente. Para isso assu-
mimos implicitamente uma funcao reguladora G(k?, A;) para justificar manipulagoes
no integrando das amplitudes divergentes. A; sao parametros da distribuicao G para
0s quais assumimos apenas que eles sejam par no momento k que é integrado e que
existe um limite de conexao limy, .., G(k% A;) = 1 para garantir que as amplitudes
finitas nao sejam modificadas.

Podemos, assim, utilizar a equacao

1 B ZN: (—=1)/(p? £ 2p; - k)’ (—=D)N T (p? £ 2p; - k)N

[ R = R e N U Ll (PR e

(2.1)
=0
no nivel do integrando para eliminar os momentos externos p; e ficar com as integrais
bésicas mais os termos finitos - N é tal que o 1ltimo termo ¢ finito sob integracao em
k. Com isso, trabalhamos no espaco dos momentos.

Uma vantagem da RI é que ela nao modifica a dimensao do espago-tempo e nem
introduz um regulador explicito em nenhuma etapa dos calculos (essas também sao
vantagens da RDf que trabalha, porém, no espago das posigoes).

As integrais basicas em primeira ordem em loops sao do tipo:

o [N dYk 1

Tg(m?) = / i (2.2)
Y A R

[quad(m)Z/ ) R —m? (2.3)
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onde usamos [* (g‘lT’;lF(k,m) para designar [ ng’;lF(k,m)G(kaAi). De agora para
frente, também usaremos |, para [ (547’)“4.

Uma outra vantagem da RI é que é possivel escrever, em n loops, os contratermos
de uma forma geral ([3], [4]). Para n loops, além de produtos - de no maximo n

termos - das integrais bésicas acima, existem as integrais do tipo:

A
150 = | G % m ) (2.4
(n) b
Lyaa(m?) —/k mZ{}’l(kﬂmQ,ﬁ) (2.5)
onde ZJ~!(k?* m?, u?) sdo termos finitos tipicos da ordem n — 1.
Para teorias sem massa as integrais basicas ;33 4 sao nulas e as I, l(:g) tornam-se:

O papel de p sera descrito abaixo. E m, aqui, é apenas um regulador infravermelho
que ¢ colocado para evitar as divergéncias infravermelhas. Apds os cédlculos toma-se
o limite m — 0.

Consideremos a equagao (2.2). Ao derivd-la em relagdo a m? teremos:

d A2 b
— T, (m?) = —_ = 2.
d<m2) l 9<m ) /’; (kg . m2)3 mg ( 7)
onde b = #. Na ultima passagem usamos C'1.
Integrando (2.7)
2 2
m m d 2
[ digonty == [ 22
2 u2 m
2 2 m’
Fo2) = T4~ o (2 ) 23)

A expressao (2.8) nos fornece uma relagao de escala. O parametro p serd a nossa
escala do grupo de renormalizagao.

Seguindo o mesmo raciocinio chegamos a relacao de escala (esta de segunda or-

dem):
1 2 2
Tigg(m®) = I (%) = b {5 In’ (%) +1In (%)} (2.9)

0

Para cada ordem temos relagoes analogas a (2.8) e (2.9). Apenas ap0s o uso dessas

relagoes é que podemos tomar o limite m — 0.
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Um importante ingrediente deste método sao as relagoes de consisténcia (RC)
que sao expressas como diferencas entre integrais divergentes do mesmo grau de di-
vergéncia.

. . k ~
Consideremos a derivada de 5%+ em relacao a k,:
(k2—m2) ¥

0 k, G 4k, k,

ok, (k;2 _ m2)2 (k‘2 _ m2)2 B (kQ _ m2)3

Integrando em ambos os lados com relagao a k no espago-tempo, teremos

/A 0 k, /A 1 /A Kk,
pr— ng _— 4 _—_—
p Ok, (k2 —m?2)2 p (k2 —m?2)2 p (k2 —m?2)3

Com auxilio do teorema de Gauss, vemos que o lado esquerdo da equacao é um termo

de superficie e o chamaremos de g,, .. Assim,

A A
1 k. k
) gy e 2.1
%A<wﬂw2 A(wﬂwsg”“ (210)

Essa é uma das relacoes de consisténcia que aparece na Regularizacao Implicita.
Procedendo de forma analoga chegamos a:
A 2 2
kuky (k* —m®) Guv [ 72 2 1 2
/k g M) T e ) F Gl () ) = g (211)
H4 outras relagoes de consisténcia, entretanto, s6 precisaremos destas duas. Neste

trabalho todos os termos de superficie foram cancelados pelos contratermos.

2.2 Exemplo do uso da Rl

Para ilustrar o esquema da RI calcularemos o diagrama da figura 2.1 que re-
presenta a amplitude, em 1 loop, da funcao de 4-pontos da teoria ¢* que possui o
lagrangeano de interacao Lyt = —%(b‘l (que é uma parte do lagrangeano estudado
no capitulo 3).

Antecipando o capitulo 3 que apresenta as regras de Feynman, traduzimos o dia-

grama na expressao:
1
A=)\
/k (k? —m?)[(p — k)* — m?]
Usando (2.1) com N = 0, temos:

A:)\Q\/A;_i_)\Q/A 2p]€_p2
T N A (R RO
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N , N .,
\\I 7
., Y\ T\\
, / N
’ N 7 N
s \\_>_’ S
p-k

Figura 2.1: Funcao de 4-pontos da teoria ¢* em 1 loop.

Observe que o segundo termo do lado direito é finito. Podemos calculd-lo com

auxilio da parametrizagdo de Feynman (e de C.1) encontrando:

A 2p-k—p2 - 2 s
/k =) f(p— kP =]~ 2o,

onde Z, = fol dz In [%]
Logo,
A = Ny (m?) — bA2Zy(p®, m?) (2.13)
Note que em Zy(p?, m?) temos uma divergéncia quando m — 0.
Usando (2.8):

2 1 2 2 -1
A = Nog(p?) = bX*In (%) = b>\2/0 dr In {m G q

L m

ou

(2.14)

1
A= N, (p?) — b)\z/ dzr In [ 5
0 H

Aqui ja nao hé mais divergéncias no limite m — 0.

m? + p*ax(z — 1)}

2.3 Renormalizacao

Como dissemos no capitulo 1 é necessario renormalizar teorias quanticas de cam-
pos para extrairmos resultados fisicos.

Primeiramente, devemos localizar em quais diagramas de Feynman estao as di-
vergéncias. Seja d(G) o grau de divergéncia superficial de um diagrama G, D a
dimensao do espago-tempo, d, a dimensao de um vértice V,, Ng e Np os numeros de
linhas externas a G do tipo bosonico e fermionico, respectivamente. Se d(G) < 0 o
grafico G é chamado de superficialmente convergente, caso contrario, ele é superfici-

almente divergente. Um diagrama de Feynman é absolutamente convergente se todos
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subdiagramas possiveis (incluindo o préprio gréfico) forem superficialmente conver-
gentes [8]. De acordo com [8]:

d(G) =D — (?) Np — (%) Np—=> (D —d,) (2.15)

a

O somatoério é sobre o nimero de vértices de G e d, é dado por

- -1
dy = D, + (%) vl + (DT) vl (2.16)

onde D, é o nimero de derivadas no termo de interacio do vértice V,, v2 e vI" os

numeros de linhas bosonicas e fermionicas que se juntam em V.

Se d, < D o vértice V, é dito super-renormalizavel, se d, = D ele é renormalizavel
ese d, > D ele é ndo-renormalizével. Analisando (2.15) vemos que, neste tltimo caso,
quando aumentamos o numero de vértices V, no diagrama G a tendéncia é piorar a
convergencia de G.

Por exemplo, para o vértice da teoria ¢*, o grau de divergéncia superficial do

vértice serd d(a) = 0+1 x4 = 4. Para a dimensao D = 4 esta teoria é renormalizdvel.

2.4 Meétodo dos Contratermos

Este método consiste em adicionar termos que sao infinitos no lagrangeano de tal
forma que eles cancelem as divergéncias. Os novos termos - ou contratermos - sao
tratados como interagoes e dao novas regras de Feynman.

Voltemos a teoria ¢*. Consideremos a amplitude A da funcao de 4-pontos em 1

loop. Por (2.15) concluimos que ela é logaritmicamente divergente e, de fato, vimos

isso na secao anterior:
1 2 .2
-1
A= Nig(1?) —b>\2/ dz In {m G )]
0 H

Se introduzirmos um contratermo, isto é, uma nova interacao tal que a ampli-
tude, na ordem de A2, do diagrama da funcao de 4-pontos com este novo vértice seja
—N1100 (1) 4+ 1 (veja figura (2.2)) teremos uma amplitude total Ar para a fungao de

4-pontos igual a:

1 2 2
1
Ap = )\QIlog(u2)—b/\2/ dz In {m +p:’;(:’3 )
0 H

1 2 2 -1
Ap = —b/\2/ dzln {m +p;($ )] +
0

] - /\2]log(/l2> +n




onde 7 ¢ finito.

Figura 2.2: Exemplo do uso de contratermos.

A escolha de 1 determina o esquema de subtracao. Usaremos neste trabalho n = 0
o que caracteriza o esquema de subtracao minimo. Veremos um exemplo em 2 loops
no capitulo 3.

Para teorias renormalizaveis, este processo é feito de maneira sistematica ordem a
ordem na expansao da série perturbativa sendo necessario, apenas, um nimero finito
de contratermos.

Tudo isso é equivalente a redefinir os parametros da teoria como o produto de
novos parametros por constantes (infinitas) de renormaliza¢do. Assim, teremos um
novo lagrangeano Lryg que € igual ao inicial £y menos o lagrangeano de contratermos
Lor. Lrrs € que da os resultados finitos que sao confrontados com os experimentos.

Um exemplo é a redefinicao das funcoes 1PI de n-pontos:

T (pi, o (1) (1), 1) = Z2 (90 (1), e (1), )T (i, m, 9) (2.17)

onde o subscrito r significa renormalizado, g é uma constante de acoplamento e p é o

parametro de escala introduzido no processo de regularizacao.

2.5 Grupo de Renormalizacao

O processo de renormalizagao nos leva da teoria nua que possui grandezas diver-
gentes para uma teoria renormalizada onde estas grandezas sao finitas. Para cada
escolha de regularizacao e/ou subtracao obtemos uma teoria renormalizada. As trans-
formacgoes entre estas teorias renormalizadas formam um semi-grupo: o chamado
grupo de renormalizagao. Nao importa como regularizamos - desde que sejam respei-
tadas simetrias internas - ou qual esquema de subtragao usamos, a teoria fisica deve
fornecer os mesmos resultados e, portanto, ela é invariante sob o grupo de renorma-

lizacao [9].



Este fato pode ser quantificado em uma equacao. Em uma teoria quantica de
campos um importante objeto é a matriz de espalhamento S. Para construir tal matriz
¢é necessario conhecermos as funcoes de Green ou funcoes de n-pontos. Logo, em

tltima andlise, o importante sio as fungoes de Green I'™. Devemos ter que [10]:

Da expressao (2.17):

d _n
21(n) (0. —
o [Z¢, L (pi, gr (1), me (1), u)] 0
o 0 0 0
- = _ . (n) _
(Mau + ﬂ(gr) 99, n’y(gr) + mrfym(gr)amr) Ly 0 (2-18)
onde 5
V(gr) = "o In\/Zs (2.19)
B(g,) = 9 (2.20)
g’l‘ - /’LaugT .
MY (gr) = 9 m (2.21)
rYm\Gr) = :Ua,u r .

A expressao (2.18) é a equagao do grupo de renormalizacao (equacao GR). Ela ex-
pressa a invariancia de I'™ renormalizada sob mudancas no parametro p introduzido
na regularizagao.

A fungao 3 nos diz como a constante de acoplamento varia com a escala e mostra o
regime de validade do estudo perturbativo: pequenas distancias ou grandes distancias
[10]. J& a chamada dimensdao anémala v mostra que o campo varia nao com sua

dimensao cléssica d, mas com d + =y [9].
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Capitulo 3

Modelo de Yukawa

Na década de 30 Hideki Yukawa propos uma teoria para explicar a interacao
nuclear forte entre nicleons (prétons e neutrons). De acordo com esta proposta, a
interacao entre os ntcleons seria mediada por particulas massivas: os pions - que sao
mésons pseudo-escalares.

Atualmente, a teoria mais aceita é a Cromodinamica Quantica que nos diz que as
particulas que mediam a interagao forte sao os glions. Porém, a teoria de Yukawa
ainda é estudada, pois ela é usada no Modelo Padrao para descrever o acoplamento
entre campos de Higgs e campos de quarks e léptons.

Esta teoria é descrita pelo seguinte lagrangeano:

5 1

1
EYukawa - 5(8,u¢> - 5

m3¢* + V(¢) + P(ir" 0, — my)¥ + igdysy) (3.1)

Em Ly ygawa 08 dois primeiros termos sao o lagrangeano de Klein-Gordon para um
campo escalar real ¢, o terceiro é um termo de auto-interacao do campo ¢, o quarto é
o lagrangeano de Dirac para o campo 1, o iltimo termo é o lagrangeano da interagao
de Yukawa entre o campo escalar e mésons pseudo-escalares e g é a constante de
acoplamento desta interacao.

Neste trabalho, vamos lidar com particulas nao massivas e, portanto, mg = my, =
0. Consideraremos também o potencial de auto-interagao como V(¢) = —%gb‘l, A

sendo a constante de acoplamento. Assim,

1 A — _
['Yukawa - 5(8u¢)2 - I¢4 + W’Y“ uﬂ/J + qub’(ﬁ’}%?l) (32)
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3.1 Regras de Feynman

Um método eficiente e simplificador para o cdlculo dos termos da série perturbativa
das funcoes de Green sao os diagramas de Feynman. Eles ilustram, pictoriamente,
esses termos e através das regras de Feynman traduzimos essas figuras em expressoes
matematicas. As regras de Feynman desta e de outras teorias estdo deduzidas em
vérios livros texto (veja, por exemplo, [11]). Aqui, vamos apenas expo-las (no espago

dos momentos).

1) Propagador do béson: -—-- > ----- %
p pm=m
1) Propagador do férmion: > !
p p—m
3) Vértices:
N 7/
\\ //
\’/ —I\
7 ’ N
7/ N
7 N

/\ —g97s

4) Loop de férmion fechado: multiplica por —1 e toma o trago das matrizes de

Dirac.

Na teoria estudada neste trabalho, como ja dissemos, m é apenas um regulador

infravermelho.

3.2 Renormalizacao da Teoria de Yukawa

O que vemos em (3.2) é o lagrangeano nu - aquele que d4 origem aos infinitos.

Redefinido os parametros da teoria como:

b0 = Z2¢ (3.3)

Yo = Z24) (3.4)

12



Xo = 2N (3.5)
z;
A
go=—T1"—9¢ (3.6)
227,

e escrevendo as constantes de renormalizacao como

Zy=14+A, Zy=14B, Zy=1+C, Zy,=1+D

conseguimos separar o lagrangeano em dois: o fisico e o de contratermos. Assim,

Lrisico = Lo — Ler (3.7)

A _ _
(Duo)” — 4—?¢§ + oty Outbo + 1gPotboysibo —

SO0+ B g — CTinkd — Digdlre (38)

N —

Com (3.8) obtemos grandezas fisicas finitas e podemos usar o célculo perturbativo
para tentar encontrar os valores medidos experimentalmente.

As regras de Feynman no espaco dos momentos para o lagrangeano de contrater-

Mos Sa0:
1) Vértices bilineares: R ip® A
p
> ipB
P
3) Vértices:
N 7’
\\ //
% —iAC
4 ‘ N N
4 N
1
I
ALY

13



3.3 Calculos em 1 Loop

Na figura abaixo vemos os diagramas de Feynman 1PI divergentes em um loop
do modelo de Yukawa. Entre parénteses encontra-se o nimero de diagramas daquele

tipo.

Wia(3) Wip(6)
1.4 1.5

Figura 3.1: Diagramas de Feynman 1PI de 1 loop.

Apresentaremos o calculo da auto-energia do férmion como ilustracao dos calculos
de primeira ordem. Aplicando as regras de Feynman para o diagrama (1.1) da figura

3.1 teremos:

S :/k m(—g%)k_—m(—g%) (3.9)

Fazendo a mudanca de varidveis p — k = k' reescrevemos (3.9) como

_ 1
1= z/k (k2 —m?)[(p— k)2 —m?]

Usando o resultado (2.14) e tomando o limite m — 0 encontramos:

(3.10)

Sy = gﬂg (Ilog(,ﬁ) —b In <_—22) + zb) (3.11)

L
Os resultados em um loop estdo apresentados na tabela 3.1 (nesta e nas outras
tabelas os fatores de simetria ja foram levados em conta). Uma explicacdo de como

encontra-se os contratermos que aparecem na terceira coluna é dada na préxima secao.

14



Diagrama Parte Divergente | Contratermo
p 2
g .9
_Iﬂloy(/ﬂ) 175 110 (1?)
2 2
292]72]log (#?) QiQZIZOQ(MQ)
—ig* 5 Li0g(1?) | =19 T10g (1)
3 3.
SN Liog (1) — 5 M og (1)
2 2
_2494[log(:u2) 241.)\71941109(#2)
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Tabela 3.1: Tabela das partes divergentes dos diagramas de 1 loop.




3.4 Calculos em 2 Loops

Os diagramas de dois loops 1PI divergentes se encontram na figura abaixo. Mais

uma vez, em parénteses estd o numero de diagramas daquele tipo.

N _————

. _————

R

W, (12)
2.18

Figura 3.2: Diagramas 1PI de 2 loops.

A prescri¢ao aqui é essencialmente a mesma: utilizar (2.1) para separar os infinitos.

Porém, temos que remover as subdivergéncias, que aparecem devido aos subdiagra-

mas, para permanecer apenas as divergéncias da ordem.

16

Isso é feito somando os



diagramas de contratermos. Vemos um exemplo na figura 3.3.

Figura 3.3: Exemplo da remocao de subdivergéencias.

Os diagramas (2.1), (2.2), (2.4), (2.7), (2.8), (2.10), (2.13)-(2.17) e (2.20) sao
chamados aninhados. Nestes gréaficos, calcular a amplitude e somar com as amplitudes
dos diagramas de contratermos é equivalente a calcular o grafico original substituindo
os subdiagramas por suas partes finitas. O que justifica essa equivaléncia é o fato de
os subdiagramas - que sao de ordem mais baixa do que o diagrama original - ja terem
sido renormalizados, afinal, a renormalizacao é feita ordem a ordem. No apéndice A
exemplificamos esta equivaléncia.

Para os diagramas restantes temos que executar todos os passos da prescri¢ao.

Calcularemos a seguir o diagrama (2.5):

Figura 3.4: Diagrama que representa a amplitude T5.

De acordo com as regras de Feynman:
[ ) ) s (312)
975 —975 T 975 K—p 975/_]6(1{:_02 .

Simplificando e tomando o traco das 4 matrizes de Dirac teremos:

iag) k2 +l2<p k) (l_k)Q
e = i [ [ S 1)

Separando cada integral e efetuando os céalculos:

(dwg)

. 2
T4 — _2ig*p < 12, (1%) + 2Ly (0 )bm( z) 5b110 (1t )+ﬁnito) (3.14)

17



Devemos agora calcular os subdiagramas:

k k

Figura 3.5: Subdiagramas obtidos com as regras de Feynman dos contratermos.

As amplitudes dos dois sao iguais. Usando as regras de Feynman:

A . .

su 7 1
T =2 % (—1)tr/ (=97) 7 (=97:D) 77— (3.15)

K K k—p
onde o contratermo D é dado por (ver tabela 3.1) D = —ig?I;,,(u?) . Este é o mesmo
diagrama do propagador do bdson que foi calculado em 1 loop. Assim:
2
TS = 2ig%p? (—szog(ﬁ) + 201y (1*)b1In <—%) - 4b[log(u2)) (3.16)
Somando (3.14) e (3.16), a amplitude total sera:

Ty, = ig*p” (=215, (1*) 4 20110y (1%)) (3.17)

Na tabela 3.2 apresentamos os resultados dos cédlculos das partes divergentes dos
diagramas de 2 loops. Ressaltamos que nestes resultados ja foram levados em conta

os subdiagramas (como no exemplo acima).
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Diagrama Parte Divergente Contratermo
. 5 5
,/O\\ @94516 ( ‘[l(02g)( ) + 5—7109(,“2)) —94b ( ]log)( ) + 5-7109(#2))

ig'bp (——Jffg’m )+ glmg(/f))

3

(=180 + Suali) )

ig"bp (=110 (14%) + uog(12%))

—g'b <_[l(ag) (1) + Tog(11° ))

5 5
2ig' (~IE)0%) + (o)) 2g4b( 1)+ S h(?))
i (<202, (1) + DLy 42)) | " (212, (12) + g (42)

__Agbp2]log( )

b
_/\zllog( )

9Pt (=200 (1) + Aoy (1))

9" (=213 (142) + 4110y (1))

2970 (5150 + Tl )

29" (= S1E)) + Tl

20°95b (=12 (1) + Tuog12%))

29" (=110 (1%) + oy (12%))

/\ gyt (— 1 (1) + 2110y (1%)) | " (=10 (2) + 2Ly (12))
//\ g% 5blig (1) i)

//'/ E \\\ )‘9375b[log(:u2) )\g2b[log(,u2)
/ I \
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Contratermo

Diagrama Parte Divergente
3 3
S — 7N Ly (1) — N iy (1)
A
et 3@)\3b( Ilog(u2)+2Ilog(u2)> 3>\2b< Il<jg>(u)+2[log(u2))
‘:;,/O\,: 3i\? 2b< 212 (12 )+4Ilog(/ﬂ)> 3)\g2b< 2[109)(u2)+4[log(u2))

24i¢%b (2[ (u?) — 41109(M2)>

24\~ g5 (QIlog (12) — 41,09(;3))

2) 4 4bI P (u?)—

log

24ig" (—412, (1
—8b110g (NQ))

2) + 4b1® (12)—

log

24\~ gb ( AI2 (1
—8bl10g (N2)>

—48ig5b11y(11%)

—48X\ G001, (1?)

2) + 4bI2) (u2)—

log

Gidg ( AI2 (1

69" (—412,(1?) + 413 (1) -
—8bl1g 12%))

~8bl10y (1) )
12iAg* (=412, (1) + 4610, (1)~

—4bli0g (1 ))

129" (—412, (12) + 4013 (1)
)

Tabela 3.2: Partes divergentes dos diagramas de 2 loops.

Neste ponto é interessante ilustrar como funciona o método dos contratermos

exposto na se¢ao 2.4. Consideremos os diagramas da auto-energia do férmion. Em 1

loop, a amplitude é dada por

/ \ +

Jé& calculamos o diagrama da esquerda. Assim,

92
Sl - Eﬁllog (/l

%) + finito + ipB

N
N\

(3.18)

O valor de B é dado na terceira coluna da tabela 3.1. Substituindo:

— 9;131109( )+z;$< Loy (1t )) + finito
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Sy = finito (3.19)

Como esperavamos, apds a renormalizacao, a funcao de 2-pontos torna-se finita
- em 1 loop. Observe que B foi escolhido de modo conveniente para que isso fosse
possivel.

Passemos para a ordem seguinte. Ha contribui¢oes dos diagramas (2.1), (2.2) e
(2.3) da figura 3.2, de seus subdiagramas e mais a contribui¢cdo de um diagrama de

contratermo de segunda ordem:

! \ /AN AN
4 i J ) I -
+ + + + T 4+ —<
4 N
’ \
! \
’ \ / \
! \ / \
It i i ) PN
4 N
/ \
L \

Usando os resultados da tabela 3.2 podemos escrever:

. 5 | 1 3
S = g (<1000 + Jhals®)) + ' (=05 + Shnto)) +
ig'bp (~ 1) (1) + Tiog (1)) + ipB + finito (3.20)

Agora B deve ser escolhido de maneira adequada para cancelar as expressoes que
divergem. Essa escolha esta mostrada na terceira coluna da tabela 3.2. Logo, ficamos
com S, finita. Assim, o processo de renormalizagao é repetido de ordem em ordem e

obtemos grandezas finitas na ordem desejada.
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Capitulo 4

Calculo das Funcoes do Grupo de

Renormalizacao através da RI

Como apresentado no capitulo 2, na Regularizacao Implicita existe uma forma
geral de escrevermos os contratermos como integrais bésicas em n loops. Este fato
pode ser explorado para desenvolvermos uma sistematizacao do calculo das funcoes do
grupo de renormalizacao. Neste capitulo, desenvolveremos este método e obteremos
uma expressao fechada para o cédlculo, em n loops, de tais fungoes.

E importante ressaltar que, embora o desenvolvimento foi feito para o modelo de
Yukawa, ele pode ser estendido para outras teorias mudando apenas as redefini¢oes
-(3.3), (3.4), (3.5) e (3.6) - das grandezas da teoria. Portanto, temos um método que
pode ser aplicado no estudo perturbativo de varias teorias e, além disso, é geral para
o numero de loops.

O modelo de Yukawa foi escolhido porque o uso da Regularizacao Dimensional
nao ¢ imediato, ja que ele possui o objeto 75 que nao tem continuacao analitica
para dimensoes arbitrarias. Esse modelo também nao possui simetria de calibre.
As identidades entre as constantes de renormalizacao, que surgem devido a essas
simetrias, em geral, simplificam os cdlculos. Com as expressoes das fungoes do grupo

de renormalizacao em maos, calcularemos as mesmas até dois loops explicitamente.
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4.1 Funcoes Beta

De acordo com (3.6),

Z,
go=49 ;g (41>
432y
Como gg nao pode depender da escala temos que
0
— =0 4.2
H Bu (90) (4.2)

Substituindo (4.1) e (2.20) veremos que:

(L0 L0% 110 s

A idéia é escrever as constantes de renormalizacdo (Z,, Zy e Zy) como uma série

nas constantes de acoplamento g e A. Em geral, podemos escrever
N N N N
Z=14+Y MWz, +3 g"™Z, +> xgtz, (4.4)
n=1 n=1 n=1

onde n é o niimero de loops, N é a ordem em que truncamos os calculos e f(n), h(n), a(n)
e b(n) sado fungdes naturais a serem determinadas a partir dos diagramas de Feynman.
A expansao (4.4) deve ser feita para Z,, Z, e Z, apenas mudando as func¢oes que

aparecem no expoente das constantes de acoplamento. Assim, (4.3) torna-se

692_

WE

1 0z
_ AN -1,8 7 A g 229
7, 2= (f(n) 9002, + X Mgn— =+

n n 87 n
Th(n)g" "By Zy, + g ug e

7 > Y
—i—a(n)/\a(n)—lgb(n)—i-l Zgnﬁ)\ + b(n>/\a(n)gb(n) Zgnﬁg + )\a(n)gb(n)+1 gn> +

ME)—M
1 11 &
+Z_z/) ;(Idem Y) + §Z_¢ ;(Idem o) (4.5)

onde o simbolo Idem ¢ significa que temos a mesma expressao anterior apenas com
as trocas: Z,, — Zy,; Zg — Ly an i an; f(n) — f'(n); g(n) — ¢(n);

a(n) — d'(n); b(n) — b'(n). E similarmente para o simbolo Idem ¢.
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Os termos que sao proporcionais a constantes de renormalizagao sao divergentes
ao retirarmos a regularizacao. E vélido fazer uma expansao nos termos envolvendo
%. E, com excegao do primeiro termo desta expansao, que é igual a 1, os restantes
serao proporcionais a constantes de renormalizacao que quando multiplicados por
outros termos também serao proporcionais a termos divergentes. Como a funcgao
beta deve ser finita toda esta parte divergente (mais a parte divergente que vem das
derivadas das constantes de renormalizagao) deve se anular. Na segao 4.5 veremos esse

cancelamento até 2 loops. Portanto, coletando os termos que nao sao proporcionais

a constantes de renormalizacao e substituindo ,ua— por 2u2a—u2 teremos:
al Y4 07 Y
2 2)\f(n) gn 9 h(n)+1 gn 2)\a(n) b(n)+1 gn
By o ; ( g T2 Gt Al
N ;N
+u® Y (Idem o) + 5;3 > (Idem ¢) (4.6)
n=1 n=1

E importante notar que a funcao beta depende apenas das derivadas das constan-
tes de renormalizacao.
Procedendo da mesma maneira, encontramos para a funcao 3y a seguinte expressao

(lembrando de (3.5)):

N _ ~
07 07 07
2 2)\U(TL)+1 An 2\ r(n) An 2)\t(n)+1 s(n) An
By 1 ;( G TR E A
N
+2° ) " (Idem ) (4.7)
n=1

4.2 Dimensoes Anomalas

A dimensao anomala foi definida no capitulo 1. Como a teoria de Yukawa possui
dois campos, teremos duas dimensoes anomalas: 74 e v,. Fazendo a mesma expansao

de (4.4) e seguindo o mesmo raciocinio da se¢do anterior, teremos:

N _ N
o7 YA . oz
_ 2 A 9Z4n - dm) 940n | () p(n) OZ0n 48
Yo = H ;( g T G AN (4.8)
N _ ~
Y/ 07 y oz
_ 2 A 9Zon o dm)9%0n | \j'(n) p(n) OLon 49
Vo = M ;( o +9 o2 + W (4.9)
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4.3 Derivadas das Integrais Basicas

Nas duas sec¢oes acima vimos que todos os termos das fungoes do grupo de re-
normalizag¢ao sao proporcionais as derivadas dos contratermos. Dentro da Regula-
rizagao Implicita, podemos escrever o contratermo como uma expansao em poténcias

de [1,y(1?) e de ]log( %) definidos em (2.2) e (2.6), respectivamente. Assim,

Zy =Y aS" Loy (1?)) + Z 1) (2 (4.10)
j=1

Repare que o segundo somatério comeca com j = 2 pois, os contratermos de 1
loop nao tém contribuicoes desta natureza. Para o calculo das funcoes beta e das

dimensoes anomalas precisamos determinar as derivadas de Z,,:

n (J
. (n a-[lO n Ilo )
= Z]ag‘ )[Ilog(,u g Zb( g (4.11)
j=1
Para j = 1, ficamos apenas com o termo a&")% Através do mesmo raciocinio
que nos conduziu a (2.7) concluimos que:
0 b
— T (1) = —= 4.12
o i) = == (4.12)

Para j > 2, o primeiro somatério é proporcional a [o,(?)]?~! (que é divergente).
Como as funcoes do grupo de renormalizacao devem ser finitas estes termos podem
ser desprezados - lembrando que eles serao considerados na secao 4.5.

Consideremos a derivada do segundo somatorio:

—AHM—’“;“H —

N

Ol i®) 2/A AT
ot Ty (R p?)? p
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O dltimo termo de (4.14) ¢é divergente e, nesta se¢do vamos despreza-lo. Entre-
tanto, os dois primeiros sao finitos e estao calculados no apéndice B.
Lembrando de (4.11), (4.12) e (B.6) a parte finita F,, de ‘?9% sera:

b ) b,
Fam el = G- 1) (413
j=2

Esta expressao junto com (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) é a forma fechada para o célculo
das funcoes do grupo de renormalizagao prometida no inicio do capitulo. Substituindo
(4.15) nas expressoes de (4, Bx, 7y € Vo vemos que a dependéncia com a escala p

desaparece como era esperado.

4.4 Modelo de Yukawa em 2 loops

Em 2 loops a expansao (4.4) para o modelo apresentado no capitulo 3 é:

Zy = 14+ ¢°Zy +g*Zg, + N2y, (4.16)
Zy = 149" Zy, +9'Zy, (4.17)
Zy = 1+ ¢*Zy + 42y, + N2y, (4.18)
Iy = 14X + N2, + X 20 + A2, + AP 2, + 620, (4.19)

Para calcularmos a fungao [, temos que usar as expansoes acima em (4.7). Em 1

(1) 2 282)\1 aZ)\l 262%
= -2 A —2\g 4.20

Lembrando de (4.10) e das derivadas das integrais bésicas (4.15):

loop temos:

B)\ =2b ()\Qaf\ll) gt oz)\1 2)\g Ef;f) (4.21)

E, portanto, usando os coeficientes dos contratermos da tabela 3.1:

1 )\2 B g4 )\92
B =370~ B T8 (4.22)

Seguindo os mesmos passos encontramos
B2 = [A?’ <( 2 4 ) — 2(a? +b<2))> s (a(i) +5(A2‘2>> n
1A2g? (a/\l + O ) + A ((afil) + i) — 2@? +Efj))] (4.23)
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E til lembrar que coeficientes do tipo a§2) estao relacionados com I, (u?) e os do

tipo bg com [l(og)( 2). Recorrendo a tabela 3.2:
17 )\3 6 )\2 2 A 4
(2) 9 9 g
=———+384 — 12 28 4.24
o 3@t O T (424)

O mesmo processo repete-se para a fungao 3, e para as dimensoes anomalas. A

seguir mostramos até 2 loops as func¢oes do grupo de renormalizagao do modelo de

Yukawa calculadas no esquema da RI:

2 2 4
59 1 A2 g
% = 2t B S (4.25)
1 g 13 g
pr— et 4-2
YV A (47r) (4.26)
3 2 3
g 57 ¢° 1 Ag Ag
= — -2 4.2
Bo = S0 " T T 120 s (427)
)\2 g4 )\92 17 )\3 g /\292 )\94
O = 3 B T8 T 3 Ty Py T B
(4.28)

Este resultado é o mesmo encontrado em [12] ! e [13] que utilizaram outras regu-

larizagoes.

4.5 Cancelamento da Parte Divergente

Exemplificaremos o cancelamento dos termos proporcionais as integrais basicas no

caso da dimensao andmala associada ao campo ¢ definida na secao 2.5:

5 1 8

Lembrando de (4.16) e expandindo Z—¢:

(4.29)

_ _ _ , 074,
Yo = (1=9°Zy, —g'Zy, — NZy, + O(2)) (gZ¢1ﬁg + g s L+ 29°Z 4,84+
3Z 0z,
+g' il ¢+ Ao+ Xt 4;2)

- 2074, 07y, 07y, _ 07,
Yo = 9Zalyt oGS St gl aﬁ + A% a‘i —g'1*Zs, a/j; +0(g", \%)

!Neste artigo as funcoes do grupo de renormalizacdo foram definidas como u? 822 e por isso hé

uma diferenga de um fator 2 entre os resultados do artigo e deste trabalho.
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Em segunda ordem a equagao (4.11) reduz-se a:

07y b 2 2 I, (#2) 2 2

s b (a) - L) () (.30
O primeiro termo é finito e foi usado para calcular a dimensao anomala. Substi-

tuindo (4.30) e o termo de primeira ordem da fungao (3, na expressao de v,:
1 - 2
Yo = 9 Log(1*) [21) (ag? —ay) — 5 afjf) ay)) - (2b al) + bff;) +b (af;l)) ] -
—bXL10g (1) (200 + ) ) + termos finitos + O(g%, X°) (4.31)

A parte que é proporcional a A? é trivialmente nula, pois de acordo com o diagrama
(2.6) os coeficientes de I}, (u?) e 11(023 (u?) sdo iguais a zero. No primeiro termo temos

que substituir os coeficientes dos graficos das tabelas 3.1 e 3.2:

Yo = g Log(1?) [(—5bi) (2i) — (2b(2) + (2b)) + b (22’)2} + termos finitos + O(g°, \?)
Yo = G Liog(p1?) (10b — 6b — 4b) + termos finitos + O(g°, \*)
74 = termos finitos + O(g°, \?) (4.32)

Como dissemos, na ordem considerada, os termos que sao proporcionais as in-
tegrais basicas se anulam deixando, assim, a dimensao anomala finita. Esse tipo de
cancelamento também ocorre para as outras fungoes do grupo de renormalizacao. Por
seguir os mesmos passos, Nao exporemos os outros calculos no trabalho.

Repare que se impusermos que os termos em (4.31) sejam nulos encontraremos

relacoes entre coeficientes de diferentes ordens.

28



Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho mostramos que é possivel obter uma expressao fechada para as
funcoes do grupo de renormalizacao em uma ordem arbitraria de loops. E isso é
possivel porque a Regularizagao Implicita fixa os contratermos como uma soma de
integrais bésicas regularizadas. O resultado depende apenas dos coeficientes dessas
integrais e o método de calculo pode ser aplicado a vérias teoria de campos.

Até hoje a comparacgao entre a RI e a RDf mostra um empate no que se refere ao
tratamento de teorias em 4 dimensoes. O presente resultado mostra pela primeira vez
uma vantagem da RI, uma vez que os infinitos podem ser sistematizados e o céalculo
das fungoes do grupo de renormalizacao em n > 1 loops é muito mais facil do que
no contexto da RDf que necessita das partes finitas para o calculo, sendo as mesmas
mais dificeis de obter.

O método foi aplicado na teoria de Yukawa e obtivemos as funcoes 3 e as dimensoes
anomalas até a ordem de dois loops. Esse modelo é interessante porque nao é direta a
modificacao da dimensao do espaco-tempo. E é fundamental para o estudo de teorias
supersimétricas efetuar os calculos em uma dimensao fixa do espaco-tempo. Além
disso, a Regularizagao Implicita nao modifica explicitamente a forma dos integrandos
das amplitudes de Feynman, propriedade interessante nas teorias de calibre.

Teorias de calibre supersimétricas sao, de fato, uma das principais motivagoes
para continuar o estudo que iniciamos neste projeto. Extensoes supersimétricas do
Modelo Padrao sao tema de intensa pesquisa, devido, principalmente, a expectativa de
identificar particulas supersimétricas nos experimentos que serao realizados no LHC.
O célculo das funcoes do grupo de renormalizagao persistirao como instrumentos

validos para a andlise do comportamento assintético dos modelos.
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Apeéendice A
Diagramas aninhados

Consideremos o diagrama (2.1). Ele é traduzido pelas regras de Feynman na

seguinte expressao:

?

S = /kA(—g%)m(—g%) (—tr /qA(—975)g_im(—g%)M+m) x

, 2
i
(o)

O termo entre parénteses ja foi calculado. Substituindo seu valor, apds algumas

manipulacgoes diretas e tomando o limite m — 0, teremos:

1, . ? 9 b 1
S{tie9) 9 {ngog(m - gbnog(ﬁ) In (—i—) + Pliog (1%) = P35 1ioy (1) + termos ﬁmtos}
(A1)

Temos agora que calcular

Figura A.1: Diagrama de contratermo.

Onde o contratermo é o contratermo do propagador do bdson dado pela tabela
3.1. Assim,

1

S5 = [ o) g o) e 14 (A2)

—m2
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No final teremos

2
s = —2ig {12, 0) ~ Do) (<) 4ot} (a3
Somando (A.1) e (A.3) :

Soq = ig*b (—1(2) (1) + 0 log(11?) + termos ﬁnitos) (A.4)

log 9

Calculemos o diagrama abaixo

Figura A.2: Diagrama obtido ao se substituir o subdiagrama pela parte finita deste.

Onde o simbolo F denota a parte finita do subdiagrama que ele substitui. Nova-

mente, recorrendo a tabela 3.1:

G = AA(—975)m(—gy5)k2 _Z — [2g2k2 (—b In (—i—i) + 2b>] m

(A.5)

Fazendo os calculos chegamos a:
G —ighh [ —1202) + 2 2y 4t finit oG
=g - log(# ) + 5 log(1t”) + termos finitos (A.6)

Como vemos (A.4) é igual a (A.6). A figura A.3 ilustra, pictoriamente, a equi-

valéncia que acabamos de verificar.

Figura A.3: Equivaléncia descrita no texto.
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Apeéendice B

(3) ¢, 2
Calculo da parte finita de o
Chamemos a parte finita de Mlgi (QMQ) de F'. Apds fazer a rotacao de Wick, escrever

em coordenadas esféricas e calcular as derivadas angulares chegamos a:

‘ 00 k3 k2+u2 Jj=2
=0 [ g [ (55 o
Sabendo que

e

podemos escrever

. 0o 3 2 2 Jj—1
F = _L 2/ dkk— In k +u _
st\"Jo (K2 )P 2

1 [ K d K2+ 2\
—— dk—————=—|1 B.3
2/0 (k2 + p?)? dk [n( p? )} B3
Fazendo uma integragao por partes no segundo termo ficamos com
: o0 2 2\ 171
F= —l/ k I (F A (B.4)
o R (EENTEE 2
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., 2,2
Com a mudanga de varidvel x = k—:zi, (B.4) torna-se

SRS T A CI)
8t 2u? Ji x?

Finalmente, integrando por partes j — 1 vezes:

i (j—1)
8m 242
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Apeéendice C
Integrais em k&

Integrais em k usadas no trabalho:

/ d"k 1 _ i(_l)a [(a—3) 1 (1)
@r)r (2 12kQ - M2)e  '(4m)3 [(a) (@21 23 :
/ d"k k# _ Z-<_1)a F(Oé _ %) k# (C 2)
(2m)™ (k% + 2kQ — M?)™ (4m)z  T(a) (Q?*+ M?2)>—2 '
/(dnk‘ kk, (1) 1 (C.3)

2m)" (k2 + 2kQ — M2)> 2(471)% [()(Q2+ M2)*~3 X
2

X [Qu@ur(a - g) - g;w(M + Qz)r(a —-1- g)

d"k K GO 1
/ (2m) (k2 +2kQ — M2)> " (4m)z D(a)(Q? + M?)*~ 3 X (C.4)
@5~ S0+ Q-1 1)
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